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LES

SUBSTITUTIONS D’ORDRE 2

DES

GROUPES LINEAIRE, HERMITIEN, GAUCHE ET QUADRATIQUE

DANS UN CHAMP DE GALOIS

Par M. pe SEGUIER (V)

CHAPITRE TIIL

GROUPE QUADRATIQUE.

38. Prenons 'invariante a sous la forme

=X+ b (b=Dbaxy + cx*+ ' y?),

R

b, ¢, ¢ étant dans €, et b* — fec' =¢ étant supposé £ o, A moins-
que b=-cc'=o. Je désignerai par 0 le caractére quadratique de o
(0=1,s12=0). Si ¥ est irréductible (6 =—1), on peut (I, 24) par
un changement de variables & coefficients dans ¢, mettre ¢ sous la
formezx, y, =x,z,, [V =v+ 1,2, =x(x—vy), xzx=c,b(v, 1)=0|.
La substitution réelle v qui multiplie 2, ..., «, par. et x,, par une
racine £ de £*' =1 (donc y, =, par £7) sans altérer les autres variables

w1 1—%

multiplie a par t. Je désignerai par ¢ la substitution y * m,, —& * .
Cette substitution multiplie «,, ..., x, par — 1 sans altérer les y cor-
respondants. Elle multiplie ., par — 1, et y, par

LT~ T—1
(Rt 1] o —_
T o— 2 —

’

Ny

(1) Ce Mémoire fail suite & celui qui a été publié dans ces .Znnales (juillel el aoit 1933).
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qui n’est pas conjugué de — 1. Donco estdans A'(n, =*) hors de A(n, 7).
Si ¢ est réductible (6 =1), on peut encore par un changement de
variables & coefficients réels mettre ¢ sous la forme x.,y.,, x, et y.

i

1

étant réels. On prendra alors o=y * , y étant la substitution réelle

qui multiplie -, ..., , part, sans altérer les y.
§I. »n<3

39. Sin=1,etsia=ux*, A={d|, A’=1, n'ont d’autre s, que .
Les groupes A°, B, &, @', @& se réduisent a 1.

40. Soit n=2. Alors (I, 25) on a A=\m,, ¢, |, ot 5 est d’ordre

e Y P 4 .
m—fBdans @ ete,=|"" |, A=im, ! (I,34), B={|m,|{, 39).

J

TC—@ ’, . . o ’ ,
—> n’a pas de s, si = — 0= 2mod4, et n’a pas

B, étant d’ordre
d’autre s, que d sim — 0 =omod4.

Ao, étant d’ordre = — 0, n’a qu'une s5,, qui est d.

A, étant diédral d’ordre 2(= — 0), a trois classes de s, représentées
par d, t,, t,m, (£, 20), le nombre des éléments de chacune des

. , w—0
deux derniéres classes étant .

Les substitutions de A’ sont (I, 25) de la forme y#&2mf,, ou, si § est
irréductible, de laforme y# ;. Elles sonthors de A pour g=20o mod= — 1.
A’ est donc d’ordre 2 (% — 1)(n —0). En faisant les deux hypothéses
¢=o0, 1, on voit directement qu'une s, hors de A ne peut exister que
si b est réductible, et qu’elle a alors une des deux déterminations o, do,
que t, transforme l'une dans Uautre.

Ainsi A’ n’a de s, hors de A que st ¥ est réductible; et alors ces s, sont g
et do, qui sont conjuguées. De plus, quel que soit &, les deux classes
de s, non normales de A se réunissent, dans A', en une seule classe,
car Yy~'t,y==t,m,, (g,=1, si { est réductible, o,=%'"%, si { est
irréductible; o, est toujours d’ordre = — 0).

41. Soient N, N, N°, P les normalisants respectifs, dans A, A’, Av,
B, d’'une s, s £ d.

Pour déterminer N, N°, P dans les cas s=1¢, ou s=1¢,m,,, il suffit
derappeler que, dansun gy, diédral défini par e =b*=1, ba.b = a—,
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le normalisant d'une s, s de ce diédral est le g, |s! si m estimpair, et
le g, |s, a*} sim pair = 2. lci, pour = — O est pair.

Pour déterminer N, on peut supposer s =17, ou g.

Si s=1¢, on a N'=/¢,, I}. En effet, ce groupe contient nor-
malement ¢, et son ordre est bien 2(=—1), quotient de l'ordre

T —1)(% le nombre = — 0 des conjugués de 7, dans A’.

Sis=o0 (4 est alors réductible). N contient évidemment le produit
direct | m,, t1v1. Donc, ¢ n"ayant que deux conjuguées, N'est d'indice 2
dans A’ et commde avec ce produit direct. N’ étant ici dans A, on
a N=N". On voitensuite que N°=A" et que P =B.

A2. sons maintenan ~.—_: x, et y, étan variables, réelles
12. Posons maintenant , t ¥, étant les variables, réelle

ou non, telles que =ux ,3 .
Alors v ={(5*z) | estd’ordre =

2, n'ades, ,quesit—0=0(mod4);

et alors, il n’en a qu’une, qui est (—-— z).
@=1{(s"z)| se confond avec Qv siomo—f=n (mod 4). Si

=o0 (mod4), il est d’ordre

seulement si 7 — =0 (mod8).
A=1{(c%z), (z7")|={@ (37')| est diédral d’ordre = —0, n’a

b ..
est pan*- il en a

—9 . .
L A ’, et contient (— z) toujours et

. T—
hors de @°, qu'une ou deux classes de s,; si

deux, représentées par (z7')=(¢,) et (g*57') = (z m,); si = 7 est

impair, il n’en a qu’une, représentée par (z7') = (%,).
A=A, (gz)} [(y)=(05) quel que soit ¢]=|(g5), (57')1,
diédral d’ordre 2(m= — 0) a trois classes de s. représentées par

=8
(-*')——(t) (ez=")=(t, v) et <—5>=<Y 2 > <La substitution

1
coincide avec ¢ si U est réductible, avec [——E :

,.___

réelle y * ]'p si U est

irréductible.) La premiere est toujours dans & hors de @°. Laseconde
est toujours hors de @ [¢’est le produit de (z='), qui est dans &,
par (53), qui est hors de &]. La troisiéme est dans c‘c toujours et

seulement si — = est de la forme 5%z, ¢’est-a-dire si =2 est pair; et

elle est alors dans @°.
Ann, Ee. Norm., (3), LI. — Fasc. | 1t
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Les groupes @, @', A, ¢ étant diédraux ou cycliques, les norma-
lisants des s, obtenues se déterminent d’aprés les principes généraux
rappelés au n°® 41.

43. Soit n=23. Alors B=4l(2, =) (I, 40). Or on a vu (12) que
U(2, =) n’a qu’'une classe de s,. On peut la représenter par une s,
quelconque de B, par exemple par s, = t,,m,;, — ck étant un carré (").

Av= (2, =) (I, 40) =3€(2, =) (I, 5) a deux classes de s, (12),
dont une peut étre représentée par s,=2,,m,, (— kc étant carré) et
["autre par s,=s,m,y, qui est hors de B, donc non conjuguce de s,, ou,
ce (ui revient au méme, parz,, et £,,my.

Toute s, de A = A"D hors de A" a la forme ds, s étant une s, de A";
et deux s, ds et ds’ sont conjuguées dans A toujours et seulement si s
et s’ le sont dans A°. De méme s et s’ sont conjuguées dans A toujours
et seulement si elles le sont dans A°. Donc les classes de s, de A sont
représentées par s, s,, d, ds,, ds,.

En changeant 4 en — £, ce qui revient & remplacer s, par s, =1d,s,
et s, pars,=d, s,, on peut représenter les deux dernieres classes de A
par ds,=t,s,, ds,=1,5,. Donc les classes de s, de A peuvent étre repre-
sentées par .

S1==logs Miky S 0Uxs LoSy, oS myy, .
On peut encore remplacer s, et s, par ¢,,d, et ¢,,m, _,. Les classes de A
hors de A° sont alors représentées par ¢, et ¢, m, (*).

(1) On a(l, 32),

ca= TV i .
/OJ/J'J,-—I'/.’-'—- L(;]/.\'n,],,(-/.)—lLy“‘|/.,

ot (1, 28), .
o R SN
V(),l,'/. = | 2 a2 ,
Yiovy—2cha —citay |

Uo,in= L\Vginlys Lyy==lyly, ly= |, — x|

(%) Les substitutions  digy = tymy—. ¢t digynyx=tymy—x sont, dans le diédral
Vil my g, conjuguées Pune da g, Pautre de £ymy. Done 4 est conjugué de 4y ou de £ymy,.
Or, pour que £y soit conjugué de ¢myy, il faul, dapres la correspondance indiquée

e . z N . .
(1,40) entre A== A|D et £(2, =) que — — qui répond a (&m,y), $oil conjugué de — 3

.o R ch .
qui répoind & &, done que — = ot — 5 soient loutes deux dans U (2, =) ou loites doux

hors de WU(2, =), done, que leurs déterminants, ¢k et — 1, aient le méme caractére qui-
dratique, done (ue /% ail la forme — ¢22. Cette condition suflit; car, si elle est remplie,
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Enfin A’=AI=A°I (I, 24), Av étant premier 4 1. Donc toute
substitution de A’ hors de A a la forme [V ]Ja =2, « étant dans A,
et [+"] hors de D, donc v*5£1. Pour que «*=1, il faut donc que
a?=[1v"]*; d’ot A°® étant premier & I, »**=1 contre I'hypothese.
Donc A’ n’a pas de s, hors de A. Il est clair d’ailleurs que deux
substitutions de A, conjuguées dans A’, le sont dans A. Donc les
classes de s, de A sont aussi les classes de s, de A’.

Ona®=DB,et(l, 24,39), '=a=Aa'=A°. Donc @ n’a qu’une
classe de s, représentée par (s,) = (,, n“t,,..), et l'=Aa =" a, hors de
une seule classe de s, représentée par (t,,m ).

¢y est conjuguée de celle des deux substitulions o=y myy, (2= o, 1) qui a pour délermi-
nant — 1, ¢’est-a-~dire de 7y ni,y.

On peul dailleurs trouver directement ce résultat en cherchant une substitution = de .\
telle que fyz = zt,my,, ce qui donne

p P a0
gy == 20— gyt =03 3 B )
’. 1 e . J T _— . N . -t . | W
S =3 — Bpeer = AN = 2V e,
v . - - b —— » 1 oL . [ - .
AL XL Ly g V1 Fga = gl Zg g Vo Zge L
Dot
. _ ar ) 0 . o
3= l—tay,, 3, =hra Fa=— "—txy, Zyy = O.
Done
’ -~
Ay Fyy %o
’ ~
o = L 1 |
h h h
3 L
Lot %oy o

Pour que = soit dans A il faut et sulfit que Pon ait (ef- I, 26)

a - N .
“1 : *id : *1o o, 2 g S
.7';1_;_(;;45,:07 ‘7'7“”:‘"1'(;7)::0* — =0 ZAEA N RCL Xy =1

Les trois premiéres donnent

9 ’ i ’ - R
ch = — a3, %y == Sy g%y, 2 =g 2y, g, d =1
La dernicre donne alors, en éliminant /,
1
/
2y %y (1—z2") = =
Done en prenant e’ =-—1, on peut construire = des que — c/ est carrd.

Ainsi ¢y est conjugude de tym,, toujours et seulement s{ — ch est carré. En particulier
ty est loujou/'s con./'uguc? de Lymy —¢.

Si dailleurs Lo = alymy, en posant (I, 34, 39) 2= Fmyy3, $ fant dans B, ou
A Ly P = BLymyy, cest-a-dire que £, peut étre transformé en £,m,; par une substitution
de B.
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Le normalisant d’une s, quelconque de A’ ou de &’ dans un des
groupes considérés pour n=3 résulte de I'étude faite de £ et de U,
et de la notion de produit direct (A’ et A sont les produits dlrects
de A° par I et D respectivement).

Sl n=4.

44. Soit n=14, et supposons ¥ =~ o, il est avantageux ici de com-
b pPp g

mencer par les groupes @, AL°, CL, a’.

Soit d’abord ¢ irréductible [ est ici dans A, hors de B (I, 39)].
Alors ¢ =*) (I, 40) n’a qu’une classe de s,, qu’on peut
1eplesentel par (tl ,). ‘

Lons;duons [@]={al(2, =*), s}= @ (I, 40), 5 étant la variable
de U(2, =*). Soit o une s, de [ @] hors de (2, 72), g,= Fiz_i%;

25
Je supposerai «f'— Ba'=1. La condition sa;=(5a,)" donne, en
désignant par = un facteur de proportionnalité,

(1) a=1p/, o' =—1d, B=—1B, B'=ra,

ces relations sont compatibles avec a3’ — Bo’=1 toujours et seule-
ment si 1> =1. = sera dit le caractére de la s, zo,

45. Je dis que, dans [ @], 5« est conjuguée de — z~* ou de = suivant
que ==—1, ou t=1 [d’aprés la correspondance établie (I, 40)
entre (L et [ ], — ' répond a ¢,; d’aprés la correspondance entre 3
et U(2, n*), — 5~ répond A dt,,; done (—z)(—z")=73 de [@L]
répond & ¢, dt,, =dt,= dm,,t, de |B, ¢, v—OL] et que —z' et z ne

sont pas conjuguées. On verra, en méme temps, que deux s, conjuguées
peuvent toujours étre trans formées U'une dans I’ autre par une substitution

de U(2, ©2).

Soit z7, une substitution de €, k=
dans U (2, ©*).

Pour qu’elle transforme za, soit en z, soiten — z~', il faut et suffit,

z étant permutable & chacune de ces deux substitutions, que ), opére
la méme transformation.

Si Aza,=(—z7")%;, on a, / désignant un facteur de proportion-

Az 4N
m (/\.J' -_— [J)\ == I) étant
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nalité,

(2) “) +olp= 1. Fh+fp= fu.
ok 4+ a'pl=— [, BL + B =—fr.

joint &

(3) M — pd =1,

En tirant 2’ et ' des deux premiéres et en les portant dans les deux
derniéres de (2), on obtient d’aprés (1), ~ et 1. n’étant pas simultané-
ment nuls,

(4) : T—i——_/_')':o.
En les portant dans (3), on obtient
(5) B1) + Bt — aph — o' pp=f.

Si les conditions (4) et (5) sont remphes les équations (2) et (3)
détermineront complétement 2./ et u’

Si t=1, (1) et (5) donne j:—- f, dou, d’apres (4), f*=1, ce
qui est contradictoire.

Sit=—r1, (1) montre que ¢’ et 3 sont réels, et que 3'=— . Le
premier membre de (5) est alors une forme hermitienne; on a
ici f=f, d’olt, d’aprés (4), /*=1. Alors (5) a des solutions en %, w.-
comme le montrent, par exemple, les formes canoniques rappelees
au n° 16. Donc za. est conjuguée de — s~ toujours et seulement

st = = —1. Donc 5 n’est pas conjuguée de — z~".

46. Sih.s0.=zh., 0N a, /désignant un facteur de proportionnalité,

Boralp =, PhBp=/p.

(6) : .

. ah' o p=fN, B+ B p = fu,
joint a

(7) A — pk =1.

En éliminant 7, p, 2/, 1/ entre (6) et les équations conjuguées, on
obtient, d’aprés (1), %, @, A/, 1/ n’étant pas simultanément nuls,

(8) - r— ff=o.
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D’ailleurs (6) donne, en tenant compte de o’ — o' =1
(9) (hp! — ) 2= — ,n.').

Donc, d’aprés (7) et (8),

(t0) =1 =0

Si (10) est vérifiée, il résulte de (6) que hy/ — 2’ est réel.
Prenons alors, comme élément deﬁnlssant de G, w=v — v, au lieu

b
de v=— -~ + £ on aura
2¢ 2
o= Ay oAy, V=12, +nl, o= o, + wo,, o' = oy -+ wot',
Y= o~ Oy, P =y o, B=p,+ »f, p'=pB, -+ of,

étant

‘\[OJ

Nis Ty Whis [ty @iy %y B B (£=0, 1) étant tous réels, et W* = —
un non carré de C. Faisons de plus /'=1. Alors (1) donne

(11) o, =f,=o, Bo=ay, pi=—a,
et af’ — fa’ devient
(12) af — oot 4o ) =1.

Les deux premiéres équations (6) donnent, en termes réels,

(otg— 1)1y — W e, Iy — oa = o,

(13 oy hy— (g~ 1) Iy~ &) 124 =0,
) — 2B A (2 — 1)+ 0oy, =0,
B T %l — (e 4+ 1) =0,

Jegs Iyy ey, vy vérifient les mémes équations.

Les équations (13) se réduisent 4 deux. On peut le voir en vérifiant
que tous les mineurs & 9 éléments du déterminant sont nuls, ou, plus
simplement, comme suit.

Si &, = (3, =0, les deux premitres équations se réduisent a une, et,
de méme les deux derniéres.

Si l'un des coefficients 3,, o, est 551, on peut résoudre deux des
équations "(13) par rapport & 'un des couples %,, %, ou p,, 1. Les
deux autres s’évanouissent en vertu de(12) 'quand on y substitue les
valeurs trouvées.
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Ainsi on peut exprimer 4,, %, s this a aide de deux solutions
particuliéres (g, g1, /o, 2) et (g,, &\, A, £, du systéme (13) et de
deux paramétres réels x, y, ce qui, en posant

Ly +ve =g iy +vh = h, Sa+vg =g, iy +—vh\=nh,

peut s’écrire
x4+ gy, p=rhx-+h'>y.

L=

8
On aura de méme, z', y’ étant d’autres paramétres réels,
W=gx'+ 8"y, pr=hz + 0y

La condition (7) s’écrit alors
(gh'—hg') (zy' — ya')=1,

\

et il suffit de déterminer les parametres réels , y, 2/, y’ de maniére
vérifier celte équation. Comme f =1, 2/ — u2’ est réel en vertu
de (9), qui résulte de (G). Il en est donc de méme de g’ — /g’

Ainsi € a trois classes de s, représentées par (t,,) (44) qui est
dans A = B, et par (t,) et (1,) qui sont hors de €.

47. Le groupe &= A’[lestisomorphe augroupe [(U'] = [l ]+ G [a],
o g =(£z), &' =1, en sorte que [']=](2, v*), 5|. En effet
g transforme les éléments de [@L] comme v transforme ceux de @. On
le voit en prenant comme générateurs de U= Al/Iles complexes IP, o
10, _, (¢ parconrant ") et Iz,, et, comme générateurs de [@], 1

substitutions correspondantes (I, 40) s+ g, I_FP_ — 7' et en
observant que g*, qui est dans U (2, =*) correspond de méme & I+
de BI/I.

Toute substitution o de [é'| hors de [ ] a la forme

s=() s (Frg) (==

vl -1—‘J

Si e=1, les conditions pour que s =15"" sont, en désignant par ¢
un facteur de proportionnalite,

N

LD
ANV

- O
w o,
N
I
I
(&)
R

g—_—
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En égalant le déterminant des premiers membres a celui des seconds,
onaf=2t ou£'~"=*. Dailleurs, la deuxiéme équation donne

—p= 1/4-7::} dlott  a/2—Ti— ':"l~7r+).4l——7:‘-‘r’ dotl 22 Z1FNTL

ce qui est impossible, le second membre n’étant pas carré.
Donc e = o et toute s, 5 est dans £(2, =2). Or on sait (12), que ce
groupe n’a hors de AL(2, =*) qu'une classe de s,. Celte classe con-

tient (45) (—
tution représente done lunique classe de s, de Q' hors de L. Elle est
d’ailleurs de seconde espéce, car (2,,v)*=[t].

Les deux classes de s, de ¢€(, dont les représentants indiqués (z,) et

AW AR

>= (— é)(E:) qui correspond a (z,.y). Cette substi-

(t.) correspondent a (- z~') et (5) se réunissent en une dans A,
car ' (5) g =(5)(E~'5) a le caractére — 1, donc (45) est conjuguée
de (—z'). Ces substitutions sont évidemment de premitre espéce.

La troisieme classe de s, de & est I'unique classe de s, de A@°,
représentée par (Z,,) (45), correspondant a Punique classe de s,
de (2, =*) représentée par (— s7') (12). Cette substitution est
évidemment de premiére espéce.

48. Supposons maintenant ¢ réductible (*). Ona(l, 40) @ =AaL.aL,

<z = z—% u= ;—1>, et toute s,0 de .U, est de la forme o, P, «, étant

dans L, et 3, dans U,; de plus o = 3] =1, ’'une au moins des substi-

i

tutions o, 3, étant d’ordre 2. Comme U, n’a qu’une classe de s,, ¢

est nécessairement conjuguée de I'une des trois’substitutions (— ;>,

S

I 1

<—~ —>7 (-—— ;) (— i>, auxquelles répondent respectivement dans @3,

u 5
<R"-") = <d'T“~’>’ (S‘?»—i> = (’dl Tl‘ltli’)’ (R121 S:,z,—l>:<tl2> <]’ —)48,
29) (*).

(*) On peut supposer (I, 24), ou bien que v'=v =2 et que ¥ = o, ou bien que v =1,
v'=2, et que ¥ est 7 o. Dans (I, 40), on a pris la promiére hypothése; on adopte ici la
seconde; les résultats sont identiques.

(2) On a vu (44) que, si ¥ est irréductible, B3 (4, =) n’a qu'une classe de s, répré-
sentée par (£;»). D’aprés les résultats du texte, @3 (4, =*), qui contient @B (4, =), a deux
autres classes de sy, mais qui sont hors de 03 (4, =).
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Si —1 est carré, on peut représenter respectivement ces trois

classes par (—z), (—u)et (— z)(—u) ou, en posant ¢>=—1, par
ez eu’ es cu
<s_1), <F") et (f:'> <:_—> leurs correspondantes respectives dans @3,

sont (m, .m, . x), (m, .m,, \ (d.).

Commed,T ,‘,_(/ T,.t,,=d, (d,T,,) el (d,Tyst,.) sontde premlere
ou de seconde espece sulvant que — 1 est carré ou non (5, 6); (¢, ) est
évidemment toujours de premiére espéce.

13

. En faisant correspondre w, = a m,), on voit que

144
A= { U, W, my j =[A]. Toute substltutlon de [] hors de U 1L,
ala iorme (\h/)c/.:(Nu)IJ,,, ; étant dans L. et 8 B, dans U, c’est-a-dire
la forme «_3,, o étant dans £, hors de ., et 3, dans £, hors de U,.

Pour que s soit d’ordre 2, il faut et suffit que les deux substitutions «_
et 3, soient d’ordre 2. Comme £, n’a, hors de ., qu'une classe

SR ’ , """N ] .
de s, (12), représentée par —, et que toute cette classe s’obtient en

— N . . ,
transformant — par U, (15), 5 est toujours conjuguce de

(=) (&)= )

2

qui répond a (t,,m,y) de A'; comme ¢,,7m,y= 1, cetle s, est de premuére
espéce.

Comme L, et L, sont normaux dans [@r], aucune substitution de
ce groupe ne peut transformer I'une dans I'autre deux des substitu-

tions (f_—{>, <:—I>, <——~£\) <%I-> Ainsi les trois classes de 03 restent dis-

u s/

tinctes dans QL.
50. En faisant correspondre 1 = * “1at, on voit (I, 40) que
u e
A ={aL.au,, LTY.\, t} =[@]. Toute substitution s de [&L]hors de [A°]
a la forme iy 3, (¢ =o0, 13 2. dans U, 3, dans a,) ou va. 3, en

posant (N*z)o.= o, (N°u)f3,= /. La condition 5>=1 donne
121‘1’:,‘31111 pu—-—aup // j?)ll'

d’ouf.=o"". Donc s alaforme o, o' = o, '=Now) u,po, (Nu).
Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fasc. 1. 12
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En posant v, = (N°w)a,' (N=u), qui est dans [B], on voit

c=v7 (Neu)t(N—2u)yu.

Donc s est conjuguée dans [], de (New) t(N=u)==1(N=z)(Neu).
D’ailleurs 1(Nz)(N~'«) n’est pas conjuguée dans &, de, car elle
devrait étre transformée de t par une substitution de la forme
w23, (1, =0, 1), en sorte que

H(Nz)(NTu) =07 az! ml\_.stmi.o(:, B,,: 1 ﬁ;‘ oglos ﬁu;

et (Nz) (N~'u) serait dans UL.1L,. On verrait de méme que 1 (N5)(N=")
ne peut étre conjugué de 1 (£Nsz) (4~'N~'u) que si £ est carré.

Donc [@] a, hors de [AL°], deux classes de s,, représentées par s
et t(Nz)(N~'w) ou, plus généralement, par

1(hz) (A="u) at LANz)(A—'N-"u).

auxquelles répondent dans €, (1,) et (£,m.y), ou, plus généralement,
(tomyy) et (2.my 1y ), toutes deux de premiére espéce. [On verra au
n° 51 que (1u) correspond a (), donc (1z) & (L.7¢,).]

Il est clair que t transforme I'une dans I"autre les deux classes de s,

. , — 1 — I N
de [ @] représentées par <——.—> et <T>’ et transforme en elle-méme

chacune des classes représentée par <:~—l) <——I> el <:-l-> (:—;;-I—)mx.

= 14z P
Donc les s, de & qui sont dans Q° forment trois classes représentées par
(d\T,.) [ouw par (d,\ T .t,,)], (t,2), et (t,.m,y), la derniére seule étant hors

de (3.

51. En faisant correspondre 4,= (1u) &4 v, on voit que

[a)=[a] +gu[&]

est isomorphe & A'=& -+ (y)A. On remarquera que [ ]|={ £, £2,, |,
et que les substitutions 4, et y.=1i4,t corrcspondent respectivement
ay et 2,7ty suivant la méme loi que les substitutions 8, de U, et a,
de L. aux substitutions 7 de W etsde V. En prenant { V, s,v¢, | =V’
et {W, v} =W, le produit direct 2,47, correspond & V'W'; mais v
n’est pas permutable a toute substitution de 'V, ni donc z,vz, & toute
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substitution de W. Toute substitution o de [€U'] hors de [¢L] est de ia
forme g,1°wla. 3, (¢, =0, 15 2 étant dans U, et B, dans L,).

)
Sic=1, cala forme gt f,, o, = (Nz)z.,

" : B,=(N"u)B,. La con-
1ition s*=1 donne

L= et o {3;1 guta,:. B’u: gfuaiz B: gsalz FJ‘u
D’ou
gu (N9 2e)ory (N0 ) B,= (N123)B.9: (N12)or.=1.
Le premier membre est dans le complexe 4,1L,, il ne peut donc pas
étre égal a 1.
Soit donce = o, alors s ala forme g, 3. La condition c* =1 donne

o= (3111611)2: L.

Si 7 = o0, &, = . est conjuguée, dans L., de 1 ou de —; 4,0, = g. 0.
. . , —N . .
qui est hors de L, est conjuguée par L, de—,—;—- Done 5 est conjuguée

—N — N\ /—
de — ou de <-——> (—_—')
122 u e
. . A . , ~—N
Si n=1, on voit de méme que o est conjuguce de —_i ou
NN/
d (=) ()
s £
v transforme les deux derniéres substitutions en les deux premiéres.
~ ] > Al > 1 [ — N v
Comme | U, s, wy, g, = £, Lot [A]={L.L,, 1], (-7[—> n’est
pas conjuguée de <:”—i\i> <:_—[> Donc [@'] rn’a hors de | @] que deuzx
; ; . —N — 1\ . /— N\ /[—1
classes de s, représentées par —— = <T>(Nu) et Q > (—;—)

u
auxquelles répondent respectivement, dans U, si N =" (k impair) [en
sorte que (Nu)= 5,’;], (d,Tyat oY) =(dsTiat1Y") et (£27").

Lesrelationsd, T,,t,,y" =[~—"]et#,,y" =[] montrent que (¢,,Y")
est toujours de seconde espéce et que (d,T,,¢,,7") est de seconde ou
de premiére espéce suivant que — 1 est carré ou non.

Les quatre classes de s, de [@] représentées par (— §> et

(;[> (:[:,—I->, qui sont dans [@], (;) (?)w qui est dans [&°]
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<

hors de [ 3], t qui est dans [&(] hors de [@°] restent évidemment dis-
tinctes dans [@']; mais (N~'«) transforme ¢ en 1 (Nz)(N~'u). Les
deux classes correspondantes de [ L] se réunissent donc en une seule
dans [@'].

52. Cherchons maintenant les normalisants respectifs 9t, U, 9t°,
@ dans [ ], [@/], €], [ 3] d’une s, quelconque 5 de [ ']
Soit d’abord ¢ irréductible. Alors (47) [CL’]—' 2(2, m%), .sf Dési-

gnons par It le normalisant de 5 dans 2(2, =) et par . la substitu-
tion générale (p—;:—%) de U (2, =), en supposant af — fa'=1.

Soit d’abord 5 dans[ 3] =1L(2, =*). On peutsupposer que g = — 5.
D’aprés ce qu’on a vu (13), on-a ici I = g,/:,,:‘;_‘} o= V23, _T[

Comme z est permutable & —z, on a :7‘6_—_{ , :}:eﬁ:—f—é’?:,

-

=[N, 5} =9, /z!; ¢ est normal et d’indice 4 dans .

53. Soit ¢ dans [ @] hors de ¢3. On peut d’abord supposer (45)
que o =25. Pour qu'une substitution a. vérifie «.o=oa., il faut et
suffit que I'on ait; p désignant un facteur de proportionnalité,

o =pa, o' =po’,

B=0p  B'=pp

d’oli pr=1.

Si p=1, a. est une substitution quelconque de U(2, =). Si p_:;— I,
en introduisant w = — v au lieu de u—————;z -+ ”;), %, B, o', B’ ont
respectivement les formes wz,, oo, wf,, of,, dou o, B, — f,d, = (—i—,
wr= (: étant non carré dans C. Donc (w™ A<g:~ig> est dans

U(2, r-) donc «. est une substitution quelconque de (m“)‘lt(z, )
Done @ = 9" =U(2, =) + (0*5)U(2, =) = £(2, 7). Donc It = | 9,,,35,
et = étant permutable 2 £2(2, ©), N =< + Tx.

Comme (-—%I-) est conjuguée de s dans [@'] (47), on obtiendra

~

le normalisant dans [ @ ] de ( ) en transformant celui de = par une

<
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substitution s de [@'], transformant (z) en (;) La forme générale

desest | 22 |, c=—1.
ez +a)

De plus, le nombre des conjuguées de z dans [ @'] étant double du
nombre de ses conjuguées dans [@ ], on a 9V = It.

O

. Soit o dans [&] hors de [ @]. On peut supposer (48) que
5= <1—_—€) Comme au n°® 52, on connait ( 13) ses normalisants J1L

A dans U(2, = Pour déter-
miner 9, il suffit donc de chercher une subbtltutlon T=z0.,
de L(2, n*), permutable & . Or, si 'on pose

dans (2, ) et €=

;dig,’ o' —Pa’ =1,

la condition 552, = 52,0 donne, en désignant par ¢ un facteur de
proportionnallte,
o, = pf’, Be=—p',

B=ps,  of=—pip.

La condition de compatlblllte est p?=1%'"". La condmon af —Bo'=1

ia
L

donne ga® + pEB* = 1. Sim=1 (mod4), on peut faire 3=o,a__g : ;
T+1

+

2

=3 (mod4), on peutfairec =0, a =%

R 3

C

Q

—+ 9to<. Enfin
I = I + Lo = It + OLt:

et I'on peut ici, quel que soit =, prendre une quelconque des deux
formes de <.

55. Supposons maintenant ¢ réductible. Désignons ici par 1Lk
et 9L, les normalisants respectifs de < > dans £2,(2,7)et U.(2, 7).

On a vu (13), pour — £k carré et (13-15) pour —£% non carré, que
Mk et 9.k sont diédraux et que, si @D,k et @, sont leurs diviseurs
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cycliques d’indice 2, on peut déterminer une méme substitution <,

telle que _
Dlt_.,/( - f LD-k, Tk ;‘., BL:,]‘-: { (Dg/,;, ’Z';/L-}.

Je supprimerai l’indice kpour k=1.
Soit d’abord = —_- Alors, comme [u ]_—_ U, U, onad = I, U,;

>

et comme [A°] =§[LB], uy| (49) = {[®B], a;x,|, @ étant dans .
hors de AL, , on a I =, B.«,}, 3, étant dans I, hors de IT..
Comme [A]=[@]+[&°] (50) et comme aucune substitution de
[c°] 1 n’est permutable & 5, on a 91 =91°; cela correspond au fait

que, dans [a], ( ) est conjugué de (—1> Enfin, comme
w
(@)= ([, gu}|={ K u 1},

on a I = I, L2,.
Pour traiter le cas o = (-1-), il suffit de remarquer que

)=(2)-

u

=

Soit
. — 1 — I
=(F)(Z)
Alors
L =99y, =12, B:Bu}, I = { g, 1§,
et, comme :
o ()= £ 82,11, N = { I I, ).
Soit .
=(F)(F) == (F)(F)
. by pasd Z w
Alors :

T= '97’5‘\"97'”‘\' NO= { Z,0 }.' It :{ 9T, 1 ;'a

\—-_) ;: Moy My t .

Soit s =1. Désig_nons par U, le groupe formé des substitutions o, «,

ol . parcourt L. et soit £, ={U., (N,)(N,)I. Tl est clair
que L = Uy, N°={ %, uy} = L£ou; puis I ={I°, v}. Comme

) . A={ £ Lt}
on a9l = It.
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—N

Soit o= (——)> on a L=y WU, N*= | T, B, %} étant dans 2,

hors de U, et 3, dans I, hors de 9,4, I

. — N — 1 - . ~ - .
Soit a::<7—><—_—1) On a @ = 9,,9C.. Soient 5,y une substi-

—_— 970 s.;-’_“‘ B4
O, I =IN, 17

S

tution de N, hors de It,y, et 3, une substitution de I hors de ..
Aol qOol— 1T : 1 o 70— V&
Comme on peut écrire [ |=|[®B], By3-, on a V0=, B,B...

. — Ny /—1 P
Comme  transforme < en (——_—-) ——) et quaucune substitution de

— 1 — N

[, ] ne peut transformer <—u—> en <T> > qui est hors de ‘L, donc

hors de |, |, on a 9t =9t°. On a de méme, aucune substitution
Cde 12,2, n’étant permutable & o, 9V = I, INL..

56. Passons aux groupes B, A° A, A’.

Tout d’abord, si (s) est une s, de premiére espéce de A/, ¢’est-a-dire
st s = [1*"], I's contient exactement deux s, qui sont [« ]s et d[ ™" ]s.
Si au contraire (s) est de seconde espéce, c’est-d-dire sis*=[12"""],
Is ne contient évidemment aucune s,. Ainsi Is contient ou non des s.
sutvant que (s) est de premiére ou de seconde espéce. On a vu d’ail-
leurs (5) que, si s et s’ sont deux s, de A’, (s) est conjuguée de (s)
dans @' toujours et seulement si s’ I’est, dans A’, de s ou de ds.

St donc (s) parcourt un systéme de représentants (s,), (s,), ... des
classes de premiére espece de A’, s;étant choisi de maniéreque s;=r,
I'ensemble des substitutions s;, ds; et d contient un systéme de repré-
sentants des classes de s, de A/, 5; ne pouvant étre conjuguée de s, ni
de ds;, si k3£, Si d’ailleurs s; est conjuguée de ds; dans A’, le norma-
lisant de s; (qui est toujours aussi celui de ds;) est d’indice 2 dans le
normalisant S; de Ds; dans A’ qui correspond & celui de (s;) dans &'.
Si au contraire s; n’est pas conjuguée de ds;, S; est a la fois le norma-
lisant de s; et de Ds;.

Les mémes considérations s’appliquent & &, A@°, @, en observant
que les s; tels que s;=1 ne sont pas nécessairement tous dans A, A°,
qui ne contiennent pas I, mais seulement D, ni dans B qui peut ne pas
contenir D (1, 39).

57. Supposons d’abord ¢ irréductible.
03 n’ayant ici qu’une classe de s, (44) et 4 étant ici hors de B(I, 39),
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«

B n’a qu'une classe de ss, que 'on peut représenter par z,,m,, k étant
tel que cette substitution soit dans'B (I, 32).

Il est clair que A, = BD a exactement trovs classes de s, représentées
par s=t,,m;, d, et ds. On peut remplacer ds par une s, quelconque
= d hors de B, par exemple par sm,y.

Dans A, les trois classes de s, de A° restent distincles, puisque
¢y, m,; est dans B,-et dt,,m,, hors de B. Comme ¢ a, hors de @° les
deux classes (¢,) et (2.) (46), 'ensemble des quatre substitutions ¢, ¢.,
dt,, dty contient (56) un systéme de représentants des classes de s, de
A hors de @, ¢; ne pouvant étre conjugué ni de ¢, ni de d¢,, st kz=¢.
D’ailleurs ¢, ayant un mulliplicateur égal & —1 et trois égaux a 1, ne
peut étre conjugué de dt. Donc A a exactement, hors dv A’, quatre
classes de s,, représentées par ¢, t,, dt,, dt..

On remarquera que Z, est conjugué de ¢,m,. En effet les substitu-
tions de [ @] qui correspondent 1'espectivement ale, I, Imy, (puis-

sance de Iv)sont (45, 47) » 3, (hz). Donc & Iz,m,, correspond

(:i> (hz)=é<:;—>~ Si /z:rz, on a _h> <r >; et le carac-

tére (44) de (z )< ) est =L =—pi-ti=—1 ;H Selon que A est
r

, 1 ol N —“/L
carré ou non, ce caractere est —1 ou + 1; done, (45) z< - > est
conjuguée de ( > ou de (z); donce (¢,m,,) est conjuguée de (¢,)

ou (2,). Donc ¢,m,; est conjuguée de ¢, ou #,, puisqu’elle n’a comme
eux qu'un seul multiplicateur égal & — 1 (*). On peut donc remplacer
t, et ¢, par t,m, i, t,m, ;. Donc les classes de A peugent étre représentées
par toymy=s, smy et d, qui sont dans A°, puis st,, smyt,, dst,,
dsmyyt,, qui sont hors de A" ott l’on voit qu zl n’est plus nécessawre de
préciser le caractére guadratzque de k.

A toute s, de A’ hors de A correspond une s, de premiére espéce de
@’ hors de @. Or @' n’a hors de @ qu’une classe de s, représentée

(1) De méme ¢ymag, o étant de la forme ;“"-1) est eonjuguée de ¢, ou de £; suivanl

que k est pair ou impair. Car Zamag vépond & (2)(sz), dont le caractére est (— 1)%, ol
ne peut étre conjuguée de ¢, ni de iy, qui onl trois multiplicaleurs égaux i — 1.
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par (t,.7) (47). Comme (z,,7)*=|:] cette classe est de seconde
espéce. Donc A’ n’a aucune s, hors de A.

On voit de suite que les classes des, de A° restent distinctes dans A/,
comme dans A. Mais les classes de A représentées par ¢, et ¢, se
réunissent dans A', et de méme celles représentées par dz, et dz,. Cela
résulte de ce que les deux classes de s, de & hors de &, représentées
par (Z,) et (2.), se réunissent en une seule dans @' (47) ().

58. Supposons maintenant { réductible, B contient ici < (I, 39).
Les trois classes de s, de ® sont (d,T,.), (d,T,st1n), (£.); et

d,T,=d Tt ,=d (48). Donc pour que ["]d,T,, et [v]d, T st

soit d’ordre 2, il faut que = —1 soit =o (mod 4) et que i = —T: =

;
mais alors ces substitutions sont dans A’ hors de A. A la classe (¢7,,)
de (3 correspondent au plus, dans B, deux classes représentées
par ¢, et dt;,. Mais dt,, -est conjuguée de z,,. En effet, on a
to=R, .S . (I, 28), R,.,, étant dans V=U, , etS,,_, dans

W=U,, (28, 40). Or R,,, par exemple répond & |z, —x, |=«
de U, .; et toute substitution de U, . de la forme = @_{f) ou

A*—+ p?=—1 transforme  en «.o®, a*=| — &, — 2, | (S., p. 115).
Donc la substitution de V qui répond a 3 transforme R,,, en dR,,,, et,
par suite ¢,, en d¢,,. Cette substitution, qui est

r, lx 4 Py
)y — 1.0, —
Ly X — 7.,
N2 — P =+ 2

est égale & mmy'V 5, Vo us sl A5£0, et & myumy, T,y si A=o0
(A + p*=—1). Donc B « exactement deux classes de s, représeniées
pardett,,.

D’apres étude de & (49), A® a, hors de B, au plus deux classes

(1) On pourrait dire aussi que y=!¢,y = £, my, est, comme on vient de le voir, conju-
guée de £,. Mais ¢’est au fond la méme démonstration.
Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fasc. 1. 19
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de s,, représentées par t,,m,y et di,,m,y. Mais ces deux substitutions

sont conjuguées dans A°, car si — 1 est carré, la substitution
m,,m,;, ot 2= —1 transforme ¢,,my en dt,,m,y; et, si (— 1) est non
carré, la substitution m,,T,.m;;, o p*=—N, transforme encore

tyam,y en dt,ymy. On peut remplacer ¢, par s =t,,m,; (k étant tel
que cette substitution soitdans B). Alors, comme dans le casde { irré-
ductible, les trots classes de s, de A° peuvent éire représentés par s, smy,
et d; ot Uon voit qu'il n’est plus nécessaire de préciser le caractére qua-
dratique de k.

D’aprés I'étude de @ (50), A a, outre les classes de s, de A” (qui
restent évidemment distinctes dans A), exactement quatre classes
de s,, représentées par £,m,, et dt,myy, L, i et dtym, iy (ta oy, et 1ym, iy
ont un seul multiplicateur — 1; leurs produits par & en ont trois), ou,
en transformant par T ., par ¢,m,, et dt,m,,, t, m et dt, m, . Donc A
a exactement, comme pour Y irréducteble, sept classes de s,, que L"on peut
représenter par s, smy et d, qui sont dans A", et st,, dst,, st,m, dst,m,y,
qut sont hors de A°.

On a vu que les classes de s, de 3 réprésentées par (d,1,5) et
(d,Tat5) (48) se réunissent en une dans & (50). D’autre part (58)
il ne leur correspond de s, que dans A’ hors de A, et seulement si
—1 est carré. De plus la seule classe de s, de @' hors de @ qui
puisse fournir des s, de A’ est (d,T,.¢,,y") (£ impair) (51, 50), et
seulement si — 1 est non carré.

Si —1 est carré, et si —1==¢*, les s, de 1d,T,, sont (56) [¢]|d, T,
et [e]d.T,,, que T,, transforme l'une dans V'autre. Si —1 est non
carré, et si g?=—1, les s, de Id,T\5¢,4y" sont [g~*|d, T ,t,,7"
et [g7"|dyT 2t,,v", que T,, transforme encore I’une dans l'autre.

Donc, quel que soit =, A’ a, hors de A, une seule classe de s, que
'on peut, par exemple, représenter par o = v (38).

D’aprés Pétude de @& (51), les quatre classes, de s, de A hors
de A° se réunissent, dans A’, en deux classes, que 'on peut repré-
senter par £,m., et dt,m,,. Les autres classes de s, de A restent évidem-
ment distinctes dans A’.

/\'

59. D’aprés le n° 12, si — k est carré <~—) est conjugué de (— =)

Z
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dans £.; les substitutions qui transforment <;]> enA(—:-)forment

le complexe OMle., . étant la substitution unimodulaire £

du n° 13 et M., le normalisant de <;’> dans £.. Soient e=/ une

<

des deux correspondantes de .., dans B (48) et 2= — /.

Soit — 1 carré, et k=1, les transformées de [c]d,T,, et de
[]d.T,. par e., sont les s, du complexe Im,.mz' qui correspond
a(— =) ('). Ces s, sont les substitutions du complexe D[e]m, .m/
dont I'une fixe 1000.

Soit —1 non carré; si £ est non carré et =t" (4 impair), les trans-
formées de [g"]d,T,ot,.y" et de [g"]|d,T,at,aY" par e, sont les

T—1

deux s, du complexe qui correspond & (— u)=,,* . Ces deux s,
sont o et dy, dont la seconde fixe 1000.

60. Cherchons les normalisants respectifs N, N, N*, P dans A, A/,
A°, B d’'une s, s2d de A’. Au complexe Is (dont les seules s, sont
s et ds) répond dans ['@'} une s, 5. Soient Ny, Nj, Np, P, les diviseurs
de A, A’, A°, B qui répondent respectivement a 9T, 9, I,° = (52)
dans les homomorphismes de [ ], [@], [@"], B a A, A/, A°, B. Ce
sont les normalisants respectifs de Is, donc de Ds dans A, A/, A°, B.
L’indice (Np, N) est 2 ou 1 suivant que s et ds sont conjuguées ou
non dans A (toute substitution de A transformant s en ds est dans
N, hors de N). Si d’ailleurs s et ds sont conjugués dans A, le divi-
seur N, correspond & un diviseur d’indice 2 dans 9¢. 1l suffira d’un
petit nombre d’essais pour déterminer celui de ces diviseurs auquel
correspond N.

61. Si  est irréductible, on a vu (57) que s n’est jamais conjuguée
de ds. Les normalisants N, N/, N°, P sont donc complétement déter-
minés par 9¢, 9T, I°, @.

62. Soit ¢ réductible. Comme précédemment on connait déja
ici (50, 55) le normalisant de 2, et de dt,. Il reste donc seulement &

(1) On voit directement que (memz:') de 63 correspond & (— 3).
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considérer les cas

s=e]d, Ty, (— 1 carré; e*=—1),
§= [ty_]]lex:fm’/ (— 1 non can‘é; gr=— L) (08)
s=1{(.,my5 (49), s=¢t,, (48).

63. Aulieudes=/[c]d,T,,, o= <:;i> (48, 58), il est avantageux
de prendre (59) s=|[c|m,.m,._,, c_(——.,) En désignant ici par
L. et I, les normalisants g(") ——I et (v.-~) (__[> (13) de

(—5) dans £, et ‘., et par < celm de (— z) dans [®B], on a
@ = 9. U, (55). I, a trois diviseurs d’indice 2, qui sont

(o=t Sowe (VU er $irs) (its (:)e
[P | =02, Q(L ),( . >5 el l(z,),(L =)

Or les correspondants de <~_:i> sont hors de A, et ceux de (1*z)

S

étant dans B, ceux de (¢’ z)< > sont hors de B. D’ailleurs (I, 40)

toute substitution du groupe W' qui répond a 1L, est permutable a s,
qui est dans V. Donc P répond & ®}4Ll,. De méme N° répond & un
diviseur d’indice 2 de 9U°={ <2, B.o,} ('55) ou 'on peut supposer

B.=(r5) (13) et ,=(tu). Comme €= (’..,) < > "LLH(; on a

IV — j Uy, (;), U, )f

Comme précédemment le seul diviseur d’indice 2 dont le correspon-
dant soit dans A° est {w,, U, .

Comme 91 = 91°, et que ce diviseur est aussi le seul dont le corres-
pondant soit dans A (55), on a N=N". Enfin 9V =01_£, (55) n’a

.. N . —_1 .
qu’un diviseur d’indice 2 contenant o, qui est {ovg, — L‘—u}, donc N/,

qui contient évidemment s, correspond & ce diviseur.

64. Solent

; : —
s=[87']d,Tuy (—1noncarré; g?=—=—1), o= <—>) P =90, U,.
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Le diédral 9¢,, a trois diviseurs d’indice 2. Une vérification directe
montre que 3, (13) est le seul auquel corresponde un diviseur de P.
Donc P répond & @;,1L.. De méme N° répond & un diviseur d’indice 2
de 9= { <, B2} (55) oul'on peut supposer que 3,. est un généra-
teur de @, (1.3) etque 2. = (13). Comme € =1{3; , <., .|, =, étant,
comme <, au n° 59, la substitution s du n° 15 ou 'on change = en u
et£ent, ona I ={8,(15), 7w, U.}|. Le diédral {8,,(73), =..| a trois
diviseurs d’indice 2. Une vérification directe, opérée sur les corres-
pondantes (51) de B3, et (15) montre que | 3,,(:3)! estle seul auquel
corresponde un diviseur de N°. Donc N répond a {B,(13), ..
Comme 9T = 9" (55) on a N=N". Enfin on voit, comme dans le eas
de P, que N’ répond & @, 1>..

Soient

—1\ [ —1 —\ /=0
S=1lam, 'J:(T) <T>mt(l&9):<?> \__u_->

Ona®=91,9,. % a plusieurs diviseurs d’indice 2. Le diviseur de B
répondant & ¢, ={ @), @, 7..7.. | est P. En effet, soit s=+'s", s’ et s”

étant deux s, de A’ repondent respectlvementd < > et ( ) D’aprés

le cas précédent, les substitutions de B correspondant a celles
de @:, @;, sont permutables & s’ et s”; celles qui répondent & =, trans-
forment s’ en ds' en sont permutables a s”; celles qui répondent & <,
transforment s en ds”, et sont permutables & s. Donc celles qui
répondent & <7, sont permutables a. s, et P répond a <@,.
Comme 9 ={x, c} (55) et que s est ici dans A°, N° correspond

a {‘.‘q, _.} 97.1. Comme 91 = ‘)L“, t} (53) et que t, est permutab]e
s, Nrépond & {91}, 1] cetN al o, (2]

— I — 1

66. Soient s=1,,, c:(-_—> <—u—>, €= 9.9, a plusieurs divi-
seurs d’indice 2. Soit d’abord — 1 non carré. Une vérification directe
montre que toute substitution de B correspondant 4 la substitution

générale de @° (14) ou de @), est permutable a ¢,, ('). Au contraire,

(1) Ce caleul ne fait pas inlervenir le caractére quadratique du déterminant de la
substitution générale considérée. 1l montre donc aussi que toute substitution de Ao cor-
respondant & la substitution générale de @5 ou de @, est permutable & /4. :



102 DE SEGUIER.

toute substitution de B correspondanta <. (qui estici la substitutiona
du n° 15 pour £=1) transforme z,, en dt,,. Donc toute substitution
correspondant & <.7, est permutable & ¢,,- Donc P répond 4

{PEDY, T:m | =2,

Soit -- 1 carré, il est alors avantageux de prendre (59) s=d,,
o=(—2z)(— u). D’aprés les résultats obtenus pour les normalisants
de [e]m,.m,, . correspondant & ( — =), le normalisant de d, dans B

répond & \

«{{Lgs e, <—;l> <——;—li> g:‘fl
Si 'on transforme par la substitution ¢Z/e,; = f(59), on voit que le
normalisant P de¢,, dans B répond au transformé de <%, par ../ ¢} =/,
qui est précisément ¢,, les notations ayant toujours les significations
indiquées au début du n° 55.

Si (— 1) est carré, le normalisant de d, dans A° répond 2 {2, w,|,
car < est d’indice 2 dans ce dernier groupe, et m,,, qui correspond
2w, (49) est évidemment permutable & d,. Le normalisant N° de ¢,,
dans A° s’obtient en transformant celui de d, par f. Donc N° répond
A {2, T up}=9C]. On remarquera que {~'wf est le produit de deux
générateurs respectifs 2. et d, de @, et A,. ,

Il en est de méme si (—1) est non carré, comme le montrent les
observations faites 4 l'occasion du calcul de P.

N répond évidemment a { 9L}, v} = 9T,, en sorte que N ={N°, ¢, .
N répond & { 9L, 0.} ={D.D,, 7.7, }, car, d’aprés les calculs précé-
dents, toute substitution de A’répondant i 3, est permutable z,,.

§ III. »n>4.

67. Les résultats précédents s’étendent comme il suit au cas ou »
est > 4. Supposons Y £ o, réductible ou irréductible. Les classes de s,
de A(n, ©) peuvent étre représentées, si n impair = 2v-1, par les
substitutions s;=1=t,,m, d, _; simy, qui ont chacune 21 multiplicateurs
=1 =1, ..., V)5 Sily, Siug g, qui ont chacune 28 —1 multiplicateurs —1

(i=1,...,v); d, qui a 2v 41 multiplicateurs (—1) (=1, ...,v);
k; étant assujetti a la condition que s; sott dans B (k; ne dépend que de a,
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et, st — 1 est non carré, de i; en prenant au besoin nz's;m,, pour s;, on
peut remplacer k; par k;r*);

st n pawr = 2, par les mémes substitutions auxquelles on adjointds 1,
et ds myt,, qui ont chacune 2v 1 multiplicateurs —1, et qu'on peut
désigner, pour plus de symétrie, par s, t,,s,,Myt,, en posant s,==1,,m,;, A
eten faisant k,=—k, ().

68. Montrons d’abord que les classes indiquées dans I’énoncé sont
distinctes. Cela est clair pour celles qui n’ont pas le méme nombre
de multiplicateurs. Il reste sealement & établir, la distinction de
deux classes de s,, représentées, 'une par s, 'autre par sm,.

Si s est une s;, cela résulte de ce que s; est dans B, et s;m dans A°
hors de B.

Si s est une s;¢,, j=1, ..., v, s et smy sont toutes deux dans A
hors de A°. Or ona A=A+ A%z (I, 34) et A°= B+ Bm (I, 39),
donc A =B + Bm,y— Bt, -+ Bt,m,y; et les deux groupes B'=B, 7, |,
B*={B, ¢,m} sont d’indice 2 et normaux dans A. 1l est clair que s
et sm,y sont toujours I'une dans B', I'autre dans B?; elles ne sont donc
pas conjuguées dans A.

On a évidemment aussi

B'=1{B. ¢;]. Br={DB.t;min ! (l=1.....v).

De méme si n est pair, et m,, dans A® hors de B, les groupes B' et B*
coincident avec {B, #/) et |B, #,m,,|; pour préciser B' coincide
avec { B, £, ] toujours et seulement si z,,- est dans B, c’est-a-dire tou-
jours et seulement si ¢ est réductible (*). De méme B' et B* coincident

(') Si n est impair, les ds;ty et dsgmx(, sont conjugués des s; el s;my; car on

alors diy= d,,...v(ty= dy pour n impair) et 1a ss ds;ty=toymyg; livi,.n est transformée
par TigeTiven. oo Ty umir (qui se réduil & 1 pour [ =1)en

Loy iy gy o, oy = for 1y — iy Ay sy i—tmis

(qui, suivant le caraclore quadratique de — &g, est conjuguée de $y—jw 0U A& Sy—igq TUN.
Comme ici  n’a que 2v mulliplicateurs —1 (o n’en a qu'un), dsyty et dsymyylo n’en ont
que 2v, comme s, et $,2x.

(2) t; est dans B toujours et sculement si de est carré (I, p. 348). )

Soit d’abord & irréductible. On a ty= tymy (g = rz—1, xr= ¢) (1, p. 322). Si l'on
pose ¢ = k=1 on peut prendre » =%, r=4m; done ¢ = U—mk Done pour
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avee {B,t,} et { B, z,m;, |, j étant I'un des nombres 1, ..., v, et my,
étant dans A° hors de B. Pour préciser, B' coincide avec {B, ¢, | tou-
jours si ¢, est dans B, ¢’est-a-dire que si sc est carré (I, p. 348).

On remarquera, pour la suite, que, si une certaine substitution = est
dans I'un des groupes B' ou B?, la substitution t,=<m,, o étant
d’ordre = -1, est dans ce méme groupe ou dans l'autre, suivant
que m, . est ou non dans B, ¢’est-a-dire suivant que £ est pair ou
impair.

Si n est impair, et ¢ = ca?, t,, m, _.: est toujours dans B (1, p. 336).
Donc {B, ¢, | coincide avec B' toujours et seulement si — ¢ est carré.
D’autre part comme dt,=1t,,m, _.m, ~d. ., |B, d} coincide avec B'
toujours et seulement si ¢ est carré avec — 1 carré ou v impair, ou sic
est non carré avec — 1 non carré et v pair.

(9. Montrons maintenant qu’il n’y a pas d’autres classes que celles
indiquées dans I’énoncé. On I'a vu pour n=3 (43) et pour n=4
(57, 58). Admettons-le pour les valeurs de n inférieures 4 la valeur
considérée. Soit s une s,52d de A. Si s déplace tous les points du
champ, sa forme canonique est d, et, comme d est normale dans L,
s coincide avec . Donc s fixe au moins un point.

70. Soit d’abord n=2v+41. On a vu (II, 1) que A a = systémes
d’intransitivité ¢,,=gq,, ¢.. désignant I’ensemble des points véri-
flant @ =7, X parcourant G, et le point (o, ..., o) étant exclu de ¢,.

Si s fixe un point de ¢,, on peut supposer que s est dans
le diviseur X, de A qui fixe le point (1,0, ...,0). On voit
alors, comme dans [’étude du groupe hermitien (17), que s est
conjuguée d’'une s, du groupe A, de la forme « — z,y,. Ce groupe
fixant tous les points (z,, y,,0, ...,0), on estramené au cas ot s {ixe
des points g, (A 5 0).

que my, soit dans B, il faut et il suffit (I, p. 347) que & soit pair, done que ¢ soit carré.
Alors ty;, ct, par suite, ¢; ne sont pas dans B.

Soit maintenant ¢ réductible. En posant ¢ = xx'—!, zz'=¢, on a encore (I, p. 333-
334) ty= tymyy. Pour que my, soit dans B, il faut et il suffit que ¢ soit carré (I, p. 347;
s est ici réel), ou, ce qui revient au méme, que e soit carré. Alors fy;, et par suite /4,
sont dans B,
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Supposons donc que s fixe un point de ¢,, (% £ 0) on peut supposer
que s est dans le diviseur X; de A qui fixe le point (1, 2, 0, ..., 0)
[1I, p. 48, note (')]. Or ce groupe est isomorphe (I, 21) au groupe
A(2v, =, ay,) de la forme

W= i) et — =
14
dont les classes de s, sont représentées par
Sie Simyy,  Sily,  Simyi, (i=1.,....v—1;

dy. . o—080 ), d, v oS N, et d Y—1,0

D’aprés la correspondance indiquée [I, p. 48, note (')] entre
A(2v, &, a,) et X, ('), leurs correspondantes sont

S5H= ”117.11-_"77--.)1',»(]:, e i3 Maxs
Somp =1, I)Z‘_'ﬁ‘i(]‘_’. ey i1
S a1 L= my xdy. iy
dy, o Ly Ly dy=dm; {,ma dy,, dmyy L rxd, s,

dy. ompty = 1lymy—d, . .

Désignons maintenant par A, ,  ,, A} B, . (r22) les divi-
seursde A, A°, B, quiagissent sur les seules variables d’indice j,, ..., /.
(I'un de ces indices pouvant étre nul). La s, m,,2,2m20,ds = s5.ds, .. iy
(d,... ;. est & supprimer si 7 =1) de A, est conjuguée, dans A,
d’une s, de la forme t,,m,,. En effet, A, n’a, d’apreés le cas n =4 et
en négligeant d, qu’une classe de s, dans B,, et une hors de B,, (58).
Comme ¢,,m,,m, —. est unes, dans B,, ou hors de B,, suivant le carac-
tere quadratique de p, on peut toujours déterminer . de manigere
que t,,m,,m,_, soit conjuguée de s;d, . .. Ensuite, d’apres le
cas n=23 (43, note) t,m,_. est conjuguée de ¢, dans A,,. Donc,
dans Ay, ¢, m,, est conjuguée de sy d, . ... Donc s, est conjuguée
dety,m,,dy . i, que Ty, ..., Ty stransforme ens;ousim ({ =1, ...,
v—r1). On voit de méme que s;m,y est conjuguée de s; ou de 572,y
(i=1,...,v—1). Les substitutions z,my,ds . vy €t a7 jxds, . iva
sont transformées par T,., Tay, ..., T iy en 57, et s;m,52, (i=1, ...,

(1) D’aprés cotte correspondance, aux substitutions to, do, 1z, di, mzp (k=1, ...,v—1)
de A(2v, T, @) correspondent Ies substitutions myy, 71, mantor, that, drsay Mrsa,pe
Ann. Ee. Norm., (3), LI. — Fasc. 1. 14
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v — 1). On voit encore, comme pour 7, 2,, My, d, que les substitutions

dmpty,mardyy et dmptam, ndys

sont conjuguées de dt,, et dt,,m,y, conjuguées elles-mémes (dy=1,)
de 5,2, et s,m 1.

Enfin ¢, m,,_.d, .. »,...» est évidemment conjuguée,
suivant le caractére quadratique de A, de s, ou de s,m2,.

On n’a donc obtenu ainsi que les classes indiquées dans I'énoncé.

71. Soit n = 2v—+ 2. Si s fixe un point de ¢,, on peut, ici encore,
supposer ques estdans le diviseur X, de A qui fixe le point (1, o, ..., 0).
On voit alors, comme dans le cas de » impair, que I’on est ramené au
cas ot s fixe un point de ¢; (A 5£0).

Si s fixe un'point de ¢, (A £ 0), onpeutd’abord supposer que A = ¢/,
et que s est dans le diviseur X,. de A qui fixe le point de coordonnées

.L‘IZ...:.Z‘.,:‘L':O7 "’)’1:...:"’)'.,:0} ‘)’:[,

Ce groupe est isomorphe au groupe A(2v—+1, 7, a,) de la forme

R
<y — 0 5
a, = 2" z;y;+ ¢,z ((',: 7 d=102— (‘(:’> (11, 22),
e

dont les classes de s, sont représentées par
Siy  SiMun,  Silye  Simyni, (i=1,...,v),
dis.. va (ici dy=|z, — z]).
D’aprés la correspondance indiquée [II, p. 50, note (1)] (*)
entre A(2v—+1, 7, @,) et X, leurs correspondantes dans X, sont

Sier == Uglymyp,d, . i Si My, Sierllyy  Sp N Uy, Uody .

(1) Daprés cette correspondance, i lo= do de A(2v +1, m, ;) correspond

z, —u
wo = Lo My, —1,—b/e' = b (I, 28),
Y, r+ 7 x

de X5 aux substitutions dz, ¢, mzy de A(2v -1, =, ay) correspondent respectivement
ces mémes substitutions dans X,
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Or, d’apres le cas n = 4 (57), les substitutions

wyt my,d, et ugt,my pnd,

sont conjuguées, dans A;, de substitutions de la forme z,,m,, et u,d,,
qui estdans A,, horsde A, etatrois multiplicateurs — 1, est conjuguée
de 'une des deux s, : dy,s,%, ou d,,s,m,t,. Donc s, et s;.m,y sont
conjuguées de s; et s;m,y; ou u,d, » . . est conjuguée de I'une des s, :
ds,t, ou ds,m,yt,. D'ailleurs s;.u, ets;.myu,, sont, d’aprésleur forme,
conjuguées de s;7, et 5;12,51,.

Comme y permute circulairement les ¢, ot % =20 (II, 15), si s fixe
un point de ¢, (A5£¢"), on peut supposer que s est dans y~*X.v*. Les
classes de s, de ce groupe sont représentées, en supposant d’abord ¢
irréductible, par

o = YRSt = wy tymy g Ry otdys . i oy,
cr=vytswuyYi=tym 0 tdya .y Oimy,
=y~ u,d, . ri=u,my, pkdy. v, p==FE—t ().

Or, d’aprés le cas n=14, toute s, réelle de la forme u,z,m,,m, est
conjuguée, dans A;,, d’'une ¢,,m,,; et toute s, réelle de laforme u,m, .. d,
(quiatrois multiplicateurs —1) est conjuguée, dans A,, d'uned,,z,m,,.

Donc g; et o;/m,y sont conjuguées de s; et s;m,y, 7/ est, suivant la parité

(+) Pour justifier les formules ou lextes il convient d’abord de rappeler les définitions
suivantes :
Soient d’abord & irréductible, et ¥ = ca?~ by —+ ¢'y2= @y en posant (I, 24) :

Lyr=A(L—0)), yo==nlr—uv)y), 7 =c, Y(v, 1)=o0.
Si s = s¢-+ usy, so el s, étant réels, on désignera par mos,s, I'action, sur & et y, de

Ly . .
’ (1, 23);

Myrg=
Yo $Thw
celle subslitution est réelle toujours el sculement si s—!'=s, c’est-d-dire s7+1=1. On
vérifie alors les formules suivantes :
lo= {«)v‘/n,,y(h (I - .Z‘(Z"A, Uy=to 7”0,—-\,——]'/(7'= tu)!nl\)l’q,.’ = —1— 2‘7 V.
YTh ity =ty Y=rtmpy = my, (i=1, ..., v),

- . — - - e = [y — o
("t = by myrp, p=EEt, Y imygy = mvi, v~ Yey = uontvrg.
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de & (68), conjuguée de ds,z, ou de ds,m,t,; enfin o; et o;m y sont
évidemment conjuguées de sz, et s;72,y,-
Soit maintenant ¢ réductible. On peut encore poser

rp=2(x —VY), yo=u(xz—v"y), w'=c, Ulu, 1)=d (', 1)=0.

Les formules précédentes subsistent alors, en remplacant s, s, £, &
respectivement par des quantités réelles s, s/, &, & vérifient s5' =1,
Bt —=1; alors so+us, =s, 5,4+ V's, =51, o vry=r,+ vr=r; il
faut, bien entendu, supposer que, dans le cas de  irréductible, on a

toujours désigné les conjuguées de v, s, £ parv, 5, £, et non par v~ 57, £%.

72. Pour n> 4 (comme pour n<4), A’ n’a de s, hors de A que si n
est pair et § réductible : alors toute s, de A’ hors de A est conjuguée de .

En effet, soit s une s, de A’ hors de A. On voit d’abord, comme dans
le cas de A, que s, nécessairement distincte de o, fixe au moins un
point. Mais s ne peut fixer hors de ¢,. Car le diviseur de A’ fixant ce
point est aussi le diviseur de A fixant ce méme point (II, 21, 22), et
alors s serait dans A. Donc s fixe un point deq,; et 'on peut supposer
que s est dans le diviseur X' = {X, m;'y} de A’ qui fixe le point (1,
0, ..., 0)(II, 18). Donc s a la forme (m'y)?a,w, «, étant dans A,
et @ dans P (m,, et y sont permutables & P et & A,). On voit alors,
comme dans le cas du groupe hermitien (17), que s est conjuguée
de s'=(m;'y)?2,. En considérant I’action de cette substitution sur les
k(m—1)
R
et que, en désignant par vy, I'action de y sur les variables de A,
(Y} )* =1. Orp ne peut étre égal & = — 1, sans quoi s, qui multiplie a

T—1

variables «,, y,, on voit que la condition s* = 1 exige que p =

. . T—1 o -
par :* ou 1%, serait dans A. Donc ¢ = —— et la substitution v, * o,

multiplie @, par — 1. En admettant le théoreme pour les valeurs de n
inférieures a la valeur considérée, on voit que s n’existe que si n est

'JT—I T—1
.

palr et Y réductible, et qu alors v,* o, étant conjuguée de vy, * , s est
conjuguée de d, 9, que ¢, transforme en o.

Si n est pair, les classes de s, de A ne sont pas toutes distinctes
dans A’, car, y transformant B' en B> (y~'¢,y = t,m,.), les deux classes
représentées par s;t, et s;mxt,, | étant l'un des nombres 1, ..., ¥ se
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réunissent en une seule dans A'. Les classes représentées par s; et s;m,y
étant, I'une dans B, I"autre dans A° hors de B, restent distinctes dans A’.

St n est impair, on a A'= Al (I, p. 320); et les classes de A restent
évidemment distinctes dans A’.

73. Cherchons les normalisants N, N’, N°, P dans A, A’, A?, B
d’une 5,5 =~d. Je supposerai, dans ce qui suit, que & =2+ c'y?,
¢’ étant nul si n est impair. Il est clair que chacun des groupes P, N,
N, N’ est normal dans tous ceux des autres qui le contiennent.

Soit d’abord s dans A°, et par suite de la forme t,,m,,d, . ,, [ étant

, . Z,, — Iy
carré ou non. L’action de s sur x, et y, est | ' i ' |- Prenons,
Yo —x
au lieu de x, et y, les variables | = =, 4y, ¥, = @, — I, qui cano-
. . Z| =+ ¥ Z —y -
nisent cette action (xi: St = "I_T[)_L> Alors s multiplie
par —1 les variables |, ., v., ..., @, ¥,, ¥, et les autres par 1.
Posons
voo o EE I N
Oy = & L) Z‘z‘ -+ ¢ ), Ay == =) | L) L7 — ?;_[,

d’otla=a,~+a,.Soient A;le groupe de a;, A} son groupe unimodulaire,
B; son groupe réduit (I, 39). Le normalisantde sdans Ly, 1 o v v vy
est le produit direct de L, .., . ..., par L, (3).Ona
done N=A,A,, N={AA,, v,7: |, v: étant une substitution qui mul-
tiplie @; par + ou 1*, suivant que ¢’ est 0 ou = o0, N°=|AA}, 7,7, |,
7; 6tant une substitution quelconque de A; hors de A}, P={BB.,
U sy %1% |, car, %, et T, étant dans A hors de B, et A|B étant un g,
non cyclique (68), <, <. est dans B.
Il est clair que 'on a N°= P, p, l, N=1{N,, 7, |; ct, comme

3ty Yty om0 T Yy T

(N, Ny=(A’, A)(N, P)=(A", B) et A'=BN.

Donc (E, 67) tout systéme de restes de B mod P est un systéme de
restes de A’ mod N, et toutes les conjuguées de s dans A’ s’obtiennent en
lu trans formant par B.

Remarque. — Comme il n'y &, dans A°, que deux classes & 2r mul-
tiplicateurs — 1, représentées par s et sm,y, I'une de ces substitutions
est conjuguée de d, ... ,. Soient en posant a, =X\@;, Yi, @— Q1= Ay,
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A le groupe de a;, A} son groupe unimodulaire, B; son groupe réduit.
On aura évidemment

189, N'={N.yl. N ={AVAL ¢ |, P={ BBy, gy, Lo s

u; étant une substitution quelconque de A} hors de B.

74. Supposons maintenant s dans A hors de A®. Comme 57, et
s;tym,y sont conjuguées dans A/, on peut prendre, pour s, une s, quel-
conque de A ayant 27/—1 multiplicateurs — 1. Soit s =1¢d, .,
c=1—1,d,  ,=1si g=o, et posons a,=Zlx;y,~+c'y* si ¢'z£o0

(alors t, =
X —Y
ty=d,=|xz, —x|) en convenant que Xfx;y;=o0 pour p==o, et

a,=a — a,. Soient A; le groupe de la forme a;, A} son groupe unimo-
dulaire, B; son groupe réduit. On aura

N=A A, N'={A A, v}, Ne={AYAY, 7,7, ),

&, X !

): a, =Xz, y;+x*, si ¢ =o (alors

=; étant une substitution quelconque de A; hors de A°, P={B,B.,
U lhyy T4 T2 |y [+ 6tant une substitution quelconque de A" hors de B;.
On a, comme précédemment,
dot N'={N, 7 }={N\ e,y |={P p, 7,7},
ou
(N, P)y=(A/,B) et A’=BN.

Donc tout systéme de restes de B(modP) est un systéme de restes
de A(modN"), et toutes les conJurruees de s dans A’ s’obtiennent en
transformant s par B.

Le normalisant de z,m,,d, qu'il n’y a d’ailleurs lieu de considérer
que pour r pair (67) est le méme que celui de z,m,;.

75. Sott enfin s dans A’ hors de A, en supposant n pair et ¢ réduc-
tible. On peut prendre s = o (72). Soit ¢ = «,, y,.. Comme ¢ multi-
plie les @ par —1 sans altérer les y, son normalisant dans L, iy,
est (3) le produit direct de L, ., par L,  , .Solentoune substitution
linéaire, 3 une substitution linéaire des y;; pour que o conserve a,

il faut et il suffit, on le vérifie aisément, que 38 = o' (¢f. E, 188).
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Comme
}‘J‘l....l'-": \g "QUJ-‘..‘..-.,: ', Ly Ly E }_.
on a
N={V, (%), m,| (1,540, k),

que Pon peut désigner par V, . (=). Comme V, (=) est dans
B (I, 41), N est dans A°; donc N* = N. Il est clair que

P={V, () m =V (T,

Enfin N’, contenant évidemment v, coincide avec | N, v .
Comme précédemment, on a

N'={N,yi=[(N,yi={P, m, v, dott A'= AN/,

Donc tout systeme de restes de A (modN) est un systéme de restes
de A" (mod N"), et I'on obtient toutes les conjuguées de o dans A’ enla
transformant par A. Mais ici A" est > A°N’. On a bien A°=BN"; et,
par suite, tout systéme de restes de B (modP) est un systéme de
restes de A" (mod N°). Il en résulte qu’on obtient toutes les transfor-
mations de ¢ par A° en la transformant par B.

76. Considérons & (ici n pourrait @ prior: étre impair). Soit s une
substitution de A’ telle que (s) soit une s* de &, ¢’est-a-dire telle que
s* soit dans I.

Sis? ala forme [1*"], s[t="] est une s* de A’. Je dirai alors que (s) et
sa classe sont de premiére espéce. Les s, de premiére espéce ne sont
donc autres que les s, de A' ot l'on regarde les variables comme homo-
genes. Il reste & étudier leur distribution en classes.

11 est clair d’abord que, si o et o’ sont conjuguées dans A’, (a) et (o)
le sont dans @'. Si 5 et ¢’ sont deux s, non conjuguées de A’, (o) et (¢')
ne peuvent étre conjuguées dans €U que si ¢’ est conjuguée dans A’
d’une s, de la forme o["], qui ne peut étre que od, et que, par suite,
o' ait autant de multiplicateurs —1 que o a de multiplicateurs -+ 1.
St alors ¢’ et od sont toutes deux dans B, ou toutes deux dans A°® hors
de B, ou toutes deux dans A hors de A° ou toutes deux hors de A,
elles sont conjuguées dans A’ (67, 72).

77. Supposons d’abord n pair (et &£0). Soient s =s5; ou s;m, ,
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et o' =s, ou s,m, 5 (¢, k=1, ..., v); pour que do soit conjuguée de '
(donc aussi do’ de ¢’), il faut d’abord que &’ ait n-— 27 multipli-
cateurs — 1; ot 2k = n— 21z, ou k=v — 1. Si alors dest dans B, ds;
et ds;m,  sont respectivement conjuguées de s, et s,m,. Si d est hors
de B, ds; et ds;m,y sont respectivement conjuguées de s, 72,5 et s.; et
si alors n=4%, donc ¢ irréductible (I, p. 348), ds;, est conjuguée de
snm, y et ds,m,y de s, donc (s,) de (s,m,y).

Soient o =s;t, et 5'=s,t, (¢, k=1,...,v'). Pour que ds soit conju-
guée de o', il faut d’abord que o’ ait =127+ 1 multiplicateurs — 1.
donc2k—1=n—2i+10u k=v—i+1.

Donce, pour n pair, on aura des représentants, non conjugués, de
toutes les classes de s, de premiére espéce de €U en prenant les (s;) et
V-1

2

- n . .

les (simy y) ot LS = 5 en supprimant pour n = 4h et & irréduc-
= 4

. N . , V-1 =9 \ .

tible, (1) ou (sm,y); purs les (s;t,) ot t< = ——etenfin(o),st

2 2}

U est réductible.

78. Supposons nimpair. Soient 5=1s;0U5;/72, y et a'=s5,8, OW 17,y L.
Pour que dz (qui est ici hors de A,) soit conjuguée de o' (donc aussi
dd' de o), il faut d’abord que &’ ait n — 27 multiplicateurs — r; d’ou
ok—1=n—210u k=v—1i7+1.

Alors ds; est conjuguée de s.Z, ou de s;m2,5t, qui sont, I'une dans
un des B/, l'autre dans l'autre (68). Pour préciser, ds;, qui est
“dans {B, d}, est conjuguée de s.z,, qui est dans {B, t,|, toujours et
seulement si d¢, = d, ., est dans B, c¢’est-a-dire si — 1 est carré ou si
v est pair. ’

Done, pour n impair, on aura des représentants non conjugués de
toutes les classes de s, de premiére espéce de O cn prenant les (s;)
et (s;m,y) pour i =1, ..., v.

79. Si s* a la forme [:*"*'], je dirai que (s) et sa classe sont de
deuxiéme espéce. Il est clair qu’une s,(s) de seconde espéce ne peut
étre conjuguée d’une s,(s") de premiére espece, car s’ le serait d’une
substitution de la forme [t*]s et, leurs carrés étant dans I, on aurait
s’ =[1*"]s*, ce qui est impossible. Dans @'(n, ©*), (s) est évidem-
ment de premiére espéce. Donc (s) est conjuguée d'un et d’un seul
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des représentants obtenus des classes de premitre espéce de A'(n, =2).
Soit (5) ce représentant. ’
Il y aura, dans A'(7n, =%), une substitution I telle que, pour une
valeur convenable de 4, [V*]{='s{ soit réelle et égale a s. Alors
s*=[*] et & doit &tre =£ o (mod = + 1), sans quoi (s) serait de pre-
miere espéce dans @'(n, ). Les multiplicateurs de s sont, comme
ceux de [1""]o, de la forme ==1/*; d’ailleurs, s étant réelle, ces multi-
plicateurs sont conjugués deux & deux. Donc il y a autant de multi-
plicateurs — v'* que de multiplicateurs v, et — "=~ Donc n est
pair et : |

1° 7 a autant de multiplicateurs — 1 que de multiplicateurs <+ 1;
T™+1I
2

besoin s par [:*]s, ce qui ne change pas (s), on peut supposer
que ..=o.

2° kalaforme (27 +1) » done Vf=1"1,, et, en remplacant au

80. A chaque détermination de s répond une seule classe de (s)
dans A'(n, =). Soient, en effet, "'sl=s[1]'] et T'al'=s[r]"]
D’aprés ce qu'on a vu (73-75), s'[1,'] est une transformée de s[7']
par A(n, n%) et non pas seulement par A’'(n, =2). 1l y a donc, dans
A(n, =), une substitution « telle que sz =as’. Donc, avec les varia-
bles @, y(, .... z,, y., z, y, les coefficients de s et s' étant réels,
ceux de « sont proportionnels 2 des nombres réels. Soit o« = [g]«/,
o' étant dans G, et o étant un facteur de proportionnalité. Comme -g
multiplie a par ¢?, o/ la multiplie par ¢=* et ¢* est réel. Donc o' est
dans A'(n, =), et, puisque s« =oas, on a aussi sa'=2a's’, en sorte
que s’ est conjuguée de s dans A'(n, =).

81. Tenant compte de la condition qui porte sur les multiplica-
teurs, et remarquant que ¢ est réductible dans le champ €' de
A’(n, =), on voit, d’aprés le n° 77, que la s, o de A'(n, =*) ne peut
avoir que les déterminations o, s, et s,m,, si n==~4Hh, spt, st n=4h —2.
On peut d’ailleurs, si n=4h, remplacer- s, par ¢ ., qui a
les mémes multiplicateurs et est dans B(n, =*), et s,m,, par
by emmL....m5,, qui a les mémes multiplicateurs et est dans
A, (n, =*) hors de B(n, w?). On peut aussi, sl n = 4h — 2, remplacer

Ann. Ec. Norme., (3), LI. — Fasc. 1. ’ 15
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sty par ¢, OU encore par ¢ emmg,...mh,, qui ont les mémes
multiplicateurs et sont dans A(n, =*) hors de A(n, =%).

82. Soit n=12v'= 4 h. La détermination s,m,. est a rejeter si U est
réductible, et la détermination s, est a rejeter st b est irréductible.

Soit, en effet, {"'c[1,]{=s, o étant dans A°(n, n*). Comme o[, |,
et de méme s, multiplient « par v, s, qui est dans A'(n, =), estde la
forme vy, o étant dans A(n, ) et o {=avy[,']

Soit d’abord ¢ réductible; on a y[i)' ] =1ITm,. ; je désignerai ce
dernier produit par 1. Donc tout d’abord, |z|=1; donc « est dans
Ao(n, =). Comme A’(n, ©) et u, sont dans B(n, =*), oy est aussi,
donc a nécessairement la forme s5,. On peut d’ailleurs remplacer s,

par?, ., qui a les mémes multiplicateurs, et est dans B(#n, =).

Soit maintenant ¢ irréductible. Alors, en posant vIETL =,

B
on a
T =1 — 0 7 TTY ).
(L5 | = mZed] g,

Comme v est impair, et que j, et 1, dont le produit est v'*, ont toujours
des caractéres quadratiques opposés, v[t,' | est dans A’(n, =*), donc
|a|=|o|=1hors de B(n, =*). Donc a est dans A"(n, ), c’est-a-dire
dans B(n, n*) et s hors de B(n, ©*); donc o a la forme s,m,...

83. Je dis, de plus, que la détermination o n’'est acceptable, pour
n=o(mod 4), que si & est réductible, et, pour n=2(mod 4), que
st & est irréductible. Bn elfet, ¢[1,] multiplie a par —1, et a pour
déterminant (—1)”. Sa conjuguée réelle {~'o[:,]{ a donc la forme
T AT

2%

aja|=1, donc « est dans A®. La condition (y,a)*>= '] peut s’écrire

Yo%, o étant dans A, en posant y,=1y

+ Comme |[vy,|=(—1)", on

o [PV WU LS, U S
7o ovport=[t]ygra

Or le premier membre est dans B(n, =), car o et y;' a7y, sont dans A"
et toutes deux en meéme temps dans B ou hors de B. Comme o es
dans B, [1]v,” est donc dans B.

Or, si ¢ est réductible, [v]v;*=1I"m;"', et cette substitution ne
peut étre dans B que si v est pair ou n=o0 (mod 4). Si ¢ est irréduc-
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tible [1]y,*==1I}m;"', et cette substitution ne peut étre dans B que si v
est pair, ou n==2 (mod 4).

On remarquera que, si ¢ est irréductible, I'action de 3[t,] sur =, et
¥, est réelle (les multiplicateurs — 1, et t, sont conjugués). Il suffit
donc que I'on puisse trouver une substitution {, agissant sur xz,,
Yis .., ¥, seuls, telle que ' o[, ] soit réelle. Or v étant ici paire,
on saura former une telle substitution { si ’on sait la former dans le
cas ou ¢ est réductible.

84. D’aprés les résultats obtenus, @/'(n, =) peut avoir seulement :
une classe de s, de seconde espéce lorsque n=o0(mod 4) et J irré-
ductible, ou lorsque n est =2 (mod 4) et ¢ réductible; deux classes
de s, de seconde espéce lorsque n est =0 (mod 4) et ¥ réductible ou
lorsque n est =2 (mod 4) et ¢ irréductible.

Pour tous les cas, ona vu (42) que &(2, ) contient (z, v), etl’on a

1,y =[]- Donc le carré de
I ti=t..vy
est[t], et (¢,..,.v) est une s, de seconde espéce. Donc &'(n, ) a tou-

Jjours une classe de s, de seconde espéce que U'on peut représenier par
(¢,...»7)- Elle est toujours hors de &(n, =).

85. Pour les troisiéme et quatriérﬁe cas, il faut distinguer suivant
que © est =1 ou 3 (mod4).
Soit = =3 (mod4). @ (4, =)si est réductible contient (¢, T,.¢,,)
et d, T,._,t,g-z [d]- Donc dans le troisieme cas, le carré de
Ir:,/?(l'.’.i—i Toimy, siloimy, 2= ®V'———. o
est [d] et () est une s, de seconde espéce de @ (n, =). Comme (I, 28)
T,,=S,s,dst,., la substitution T,,d,¢t,,=4d,T,,¢,, est dans B. Il en

est donc de méme de 0.
Il est impossible que I'on ait

o =1@a’ =[]t 7,

o/ et 1. étant dans A’(n, =), car la substitution du premier membre
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conserve la forme a, et la substitution du second membre la multiplie
par w*t, toujours == 1.
Dans le quatriéme cas, sil’on pose

Iy Toiy piloiy 0= O,

on a toujours (0,)*=1II/d;. Or on a vu que si W est irréductible
1

@'(2, ©n) contient <~( > =([1,]o) et qu‘e‘[to]fpzz[t]. Désignons

alors en général par s; 'action de s sur les variables @; et y;. On aura

92
Tt TT+1

&

Ay Toimy i l:’.i—x,‘zi["];z_—, [L]‘_,[ - [‘]m'_x [t ]a

Done

9

T+

®,H{ [_L]LT [Lo ]‘I’CP‘I’ - [L]

Or on voit que

T+-1

[.Lg]v’(Pv':['- i ]v’mv'e;
donc on a

T+1 -1

@yH‘{[L g ]i'[LO]‘)’CP‘J': ®‘I[L 4 :I’n“i’E

et, si @ =0,m,., on a@?=[d]. Et (@) est une s, de seconde espéce
de &/ (n, 7). O, est toujours dans B, donc @’ toujours dans A® est dans
B en méme temps que m,., c’est-a-dire (I, 40) toujours et seulement
1

si'ordre 4 de ¢ divise » ¢'est-d-dire si m 41 est = o (mod8).

Il est impossible que ’on ait
o =10 o == [ ],

-

o et [p] étant dans A’(n, m), car la substitution premier membre
conserve la forme a et la substitution second membre la multiplie
par p*t, toujours =< 1. '

86. Soit n=1(mod 4). &' (4, =), si W est réductible, contient

.——-———2 .
d,Tsti,y et d,T,2t,,y =|—1]. Donc, dans le troisiéme cas, le

carré de
02 iy Toiy pilois i Yot Yor= Oy

est[ —iv]et (Oy) est une s, de seconde espéce de @' (n, n).
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Il est impossible que I'on ait

a=1Oya' =[]t vy

o' et [ p.] étant dans A’(n, ©), car, en élevant au carré on aurait
[—e)=[p]l],

d’autre part, les deux substitutions devant multiplier la forme @ par
une méme quantité, il faudrait p2=r.
=1

Pour le quatriéme cas, on voit que le carré de O,I'y[:].* est
II}[v];. Comme le carré de [, ], 2., est [v.], le carré de

=1
. 0,107 y:[c],* [to]r0w
est[t]. Si I'on pose

K1
[VL”]‘J'(P”': T‘/'[L * ]‘1’0!-/’1

on voit que |, |=1, donc «,=m,.,, et I'on doit avoir, en comparant
les multiplicateurs de «., -

TT—1 1:“‘—1 +7:+x__1_7:?—~1 T—1 T—l

— =ttt *p ou p=1u"* 2 =Y AU N

et si @,ym,,= 0", on a @"*=d, et (0") est une ¢, de seconde espéce
de @/ (n, n). Comme ©” est dans A"y, (0") est hors de .
1l est impossible que I’on ait

10" ':[[J-]tl.--‘l'77 .

o' et [p.] étant dans A'(m, m), car, en élevant au carré, on aurait
[d]=[p2]['] ou u*=—1; d’autre part, les deux substitutions devant
multiplier la forme a par une méme quantité, il faudrait = p*t, ou
pi=—1.

Atnsi a la classerepréseniée par (¢, .. ), ' ajoute commeclasse distincte :

Si n est =o(mod4) et §, réductible, la classe représentée par
(0)=(I1"dy;_y Tsizy 0ilois,2i), St m=3(mod/), ez par (Oy) st
n=1(mod4); ,

Sin=-2(mod4) ety irréductible, la classe représentée par @ = 0, m,.,

T—1 T—1

st m=3(mod4), et par (0") =0,ymy,, p=1 * 1 * ,sin=1(mod4).
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87. D’aprés le n° 79, les substitutions de A’(n, ©) ainsi obtenues
doivent étre conjuguées, dans A’(n, n*), d’'une des déterminations
acceptables de oft,], & savoirs, [t ], ou & [t ]I} m, (81, 82)
ou oft,](84).

Or si 'on pose a;= z;y;, a,= U, le groupe A (2, n2,4;) (I, p. 284)
contient pour i=1, ...,V les substitutions (%), (z;m[), (Y;) que I'on
peut écrire en posant ;}‘L—L’ =3, <£>, <5;;7—:>, ('5). Le groupe A(2, n?, a,)

contient (z;v;), et 'on a
) (i:I7 "'7”)

> pour ¢ réductible,

(thi)-——(

t‘),'*(\,:: <

LY = <J—I:> pour Y irréductible.

Wl

et

wle

T+1

" : 1=z
Les substitutions (y, : ) =(1,2) et <Y’i : ) =(j;'5s) trans-
forment respectivement les poles 1 et — 1 de () et ceux V" et — ' de

T 1 1 —T7
P E)

(timg;) en ceux 1, et — i, de (). Si ;=7 * , et =7, * ,on
vérifie que
Gl L=ty

, [(=1,...,v).
GramL L=t ( ' )

Si ¢ est réductible, on a aussi

ot bl JyiGu= LyrYure

41
2

Sidoncl{=%'* ,ona
e v =C=1t,.v}.
Si ¢ est irréductible, on a
Gt v (0] L= turyur.

] =T

Sidone'=+'"* ,o0na

= [ J eIl tmB =t vy

V-
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S1, en supposant n= o (mod4) et ¢ réductible (83), on pose
A== Doy Vaimy = La Vi (I=1,...,v12),
le groupe @U(!;,n?,q,{) contient les substitutions (o)
(s Toi oy pilazy 00) = (5;) (ei'/gi—l Yai)

(~—1

. . Ly . . .
qui, si 'on pose —— =u, répondent respectivement aux substi-
Jai

tutions (— u), <-—7—l—[> et <:—L> de [&'(4, =2, a;)] (48, 51). Leurs

u

poles respectifs sont o et oo, ¢ et — c(c*= —1), 1 et — (12=—1).
4 I
. N —Pe—3

Or aLl(2, =*) contient la substitution t,= — qui transforme
U — —
2p

oetwxenpet —p;etdanslacorrespondance de U(2, =*)a B(4, n?, a;)
(4851, 40) 4 2, répond

. —1 . V. i
:rp—-—- Ug/—-l,ul.,l—l/-.'p \N 2—1,20,1 L’ei—x,zi,l—p-

On vérifie alors que, si m =3 (mod4),

e

Gz oi(to]ilie= L ’ ]2(l'_’[-—] ifi

et que, si n=1 (mod4),

Tl

:i_‘r., D; [L'u ]i:i'r,: [L ¢ ]@i.‘["}.i—l 72

si doncon pose @ =1I,"0;, et suivantles cas, { =1II/"{. ou I;**,, on a

Tl

C"‘(P[L,,]C::[L # :'d@ .
ou

=1
C"’?[MCZ[L ]‘97-
. A" A .
88. Cherchons maintenant les s, de cl__—1~= B Une substi-
tution (s) de @ est une s, toujours et seulement si s* est dans D. Je
dirai que (s) et sa classe sont propres si s*=1, impropres si s*=d.
Une s, propre est toujours de premiére espéce; une s, impropre est

de premiére ou de seconde espéce suivant que ==1 ou 3 (mod 4).
Une s, propre (s) et une s, impropre (s') ne peuvent étre conjuguées
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dans &, car s, qui est d’ordre 4 devrait étre conjuguée de d°s qui est
d’ordre 2.

89. D’aprés leur définition, les s, propres de L ne sont autres que
les s, de A oi U'on regarde les variables comme homogénes. 1l reste i
étudier leur distribution en classes. .

(¢") est conjuguée de (o) dans EL toujours et seulement si o est
conjuguée, dans A, de ¢ ou de dg. Or pour que deux s, soient conju-
guées dans A (67, 68) il faut et suffit qu’elles aient les mémes multi-
plicateurs, et qu’elles soient toutes deux dans B, ou toutes deux
dans A° hors de B, ou toutes deux dans B', ou toutes deux dans B*.

90. Supposons d’abord n pair (et ¢ s£0). Soient o =1s; ou s;my,
et o' =s;, ou s,my. Comme au n° 77, pour que do soit conjuguée de ¢’
(donc aussi do’ de o), il faut d'abord que £ =y — 7. Si alors d est
dans B, ds; et ds;m sont respectivement conjuguées de s, et s,m,y.
Si d est hors de B, ds; et ds;m sont respectivement conjuguées de
spmyy et s ety sialors n= 4 A, donc ¢ irréductible (I, p. 348), ds, est
conjuguée de s;,m,y, donc (s,) de (spmyy).

Soient o = s;2, ou s;Myxty, et o’ =s,t, ou s;mpte (i, k=1, ..., V).
Comme au n°® 77, pour que do soit conjuguée de o', il faut d’abord que
k=v'—1i—+1. Si alors d est dans B, ds;z, et s.¢,, toutes deux dans
{B, t,}, sont conjuguées, ds;m,y1, et s,m,t,, toutes deux dans { B, ¢,my}
sont conjuguées. Si d est hors de B, ds;t, et ds;myt, sont respective-
ment conjuguées de s,myz, et st et, si alors n=4h— 2, ds;, est
conjuguée de s,myz,, donc (s,2,) de (spmyty).

Donce, pour n pair, on-aura des représentants non conjugués de toutes

les classes de s, propres de A en prenant : les (s;) et (s;m,y) ot 1 < J——L_—I = ’7l,

. F . » ) . ) - - l‘.

en supprimant, pour n=~4h et  irréductible, (s,) ou (s,my); puts

‘ R e | n—2 . .

les (s;t,) et (s;mygty), 00 1S o = — 7 ensupprimant, pourn = 42
et d hors de B, (s,t,) ou (spmyt,).

91. Supposonsnimpair. Soient c==s;0u 5;my, et o’ = 5,2, 0U 5, M,x1,.
Alors &'= @& (I, p. 320). Il suffit donc de répéter I'énoncé du n° 78.
Pour que do (qui est ici hors de A°) soit conjuguée de o’ (donc aussi
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ds' de o), il faut d’abord (78) que k=v —i—+1. Alors ds; est con-
juguée de 5.z, ou de s,myt,, qui sont, 'une dans un des B, 'autre
dans l'autre (68). Pour préciser, ds;, qui est dans {B, d|, est
conjuguée de s;Z,, qui est dans {B,z| toujours et seulement si
dt,=d, ., estdans B, c’est-i-dire si n=1 (mod 4), ou siv est pair.

Done, pour n impair, on aura des représentants non conjugués de
toutes les clusses de s, propres de @ en prenant les (s;) et (s;my)
pouri=ru, ..., v.

92. Soit (s) une s, impropre de EL.

Soit d’abord = =1 (mod 4). Alors [e~']s =5, est une s, de A’ hors
de A. Elle n’existe (72) que st n est pair et & réductible; et elle est
alors conjuguée de o dans A’. Donc s est conjuguée, dans A'={A, v}
de [e]o =dIl"/m;= dy.. Comme v est permutable & p, s est conjuguée
de dp. dans A, donc (s) de () dans ¢L. En ce cas, & contient donc
une classe et une seule de s, impropres, que l’on peut représenter par ().

Sott =3 (mod 4). Alors (s) est une s, de seconde espéce de .
Elle n’existe (79) que pour n pair, et (86) est conjuguée, dans CU,
de (0) si n est =o (mod 4) et ¥ réductible, de (0")=(0,m,.), si
n est =2 (mod 4) et ¢ irréductible. Or on vérifie directement que

Yo' Yaky Oitaimy Vo= MLy, Oimgiy
donc, si 'on pose p. = II}*my;_, , pour n=o0 (mod 4) et p'= II}*ma_, .
pour n=2(mod 4), on a

YOy =p O

et, Y comme p’ étant permutable & m,.,

Oy =0

Ainsi toutes les conjuguées de @ ou @ dans A’={ A, v} s’obtiennent
en transformant ® ou @' par A. Donc les s, impropres de & forment une
seule classe, que I'on peut représenter, sutvant les cas, par (0) ou (@').

93. Comme A° contient ou non D suivant que = est pair ou impair,

. . . . . Ao
si n est impair A°=A"; et, si n est pair A’ = T
Soit donc n pair. Les s, propres de GL° ne sont autres que les s, de A°
Ann. Ke. Norm., (3), LI. — TFasc. 1. 16
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ot Ion regarde les variables comme homogénes; et I'on voit, comme

pour &, que l'on obtient des représentants non conjugés de toutes les

. Ve Y n
classes de s, propres de L° en prenant les (s;) et (simyy) 0t 1S —— = 7

en supprimant, pour n==_4h et b rréductible (s,) ou (s,my)-

94. Soit (s) une s, impropre de A".

Soit d’abord =1 (mod 4). Comme pour A (92), (s) n’existe que
si ¢ est réductible, et ds est conjuguée de p. (92) dans A ={A°, ¢,{.
Or t, transforme m,, en m, _.=d,m,., donc . en d,p.. Donc ds est
conjuguée, dans A°, de p. ou de o, . Or considérons en général les
substitutions de A qui transforment y. en d, ;.. ouo end, ,¢. Elles
sont de la forme ¢, ,, ¢ étant permutable & ¢, donc de la forme «f,
o étant dans 'y .. .5, et 3 dans Iy . ,... Pour que «f3 soit dans A, il
faut et suffit que I'on ait

o .
o st k£
El O(l']l[?)lk: . 72: ’
. 1
l

1 st k=h,

en sorte que |o|=|a||B|=1, et o est dans A°. Ainsi les substitu-
tions de A qui transforment v. en d, .1~ sont dans A° ou hors de A°,
en méme temps que ¢, ;, c¢’est-a-dire suivant que % est pair ou impair.

8¢ donc n=o0 (mod 4), ni d, ., ni dd,p.=d, .y ne sont con-
juguées de u dans A°, donc () et (d, ) représentent deux clusses
distinctes de @°. Mais st n=2 (mod 4), dd, 1. est conjuguée de u.
dans A°, donc (d, p.) de () dans @°.

95. Soit maintenant = =3 (mod 4).

Alors (92), (s) est conjuguée, dans @ ={ @, 1, !:

de (@), sin est =o (mod 4) et Y réductible;

de (@,m,.), sinest =2 (mod 4) et ¢ irréductible.

Dans le premier cas, (s) est conjuguée dans A", dans (@) ou
(2,0t,)=(01,,). Or, dans ce cas, les 5, impropres de

A, m*)>A"(n,m)
forment [d’aprés le n® 94, =* étant =1 (mod 4)] deux classes dis-

tinctes. Donc les s, impropres de @°(n, =) forment deux classes dis-
tinctes, que l"on peut représenter par (0) et (0t,,).
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Dans le deuxiéme cas, les s, impropres de ¢ *(n, =*) ne forment
qu'une classe (94). 1l y a donce, dans A°(n, =), une substitution «,
telle que DO, ¢,,m, .oy = Do, 0, m,.. Si 'on prend pour variablesz ety
au lieu de x, et y,, il résulte de cette relation que les coefficients
de o, sont proportionnels & des nombresréels, en sorte que «"= [¢]o/,
«’ étant dans A'(n, =), et p désignant un facteur de proportionnalité.
Comme o' multiplie la forme a par 72, ¢* est réel. Si ¢* est carré
dans G, p est réel, donc o, dans A°(n, =) et (®,m,.) est conjugué
dans A(n, =) de ©,¢,,m,.. Sip* n’est pas carré dans G, remarquons

que ma;_, .m; est permutablead, Tai) oi20iy 21, que, pourk=1=*r1,

etj=r1, ..., v, m, est dans B(n, ©*) (¢ est carré dans C) et que

x: — 14k .
Zj € &Zj

(el mife= :
i &Ry
est toujours réel. Si donc on pose
o, =M1 my cmamy g,

5, est permutable &4 @,m,. et dans B(n, ©*), donc «,0, est dans
A°(n, =*) et transforme @,m,. comme «,. D’ailleurs g,=[¢c]o,

¢ étant dans A'(n, ©n); donc a,0,=[cg|e'c’. Ici E?——*——-p“’ est carré
dans C; donc e¢ est réel, donc a,q, dans A°(n, =), et (@,m,.) est
conjugué, dans A°(n, =) de (0,¢,,m,.). Donc les s, impropres de
A°(n, = _forment une seule classe, que I’on peut représenter par(®,m..).

96. Si d est hors de B [ce qui a toujours lieu pour n» impair
(I, 39)], on a B=B. Supposons donc d dans B, donc n pair
et (1,39):

ou bien n = o0 (mod4) et ¥ réductibles;

ou bien n=2 (mod4), et soient n=1 (mod4) et ¢ réductible,
soient m =3 (mod4) et ¢ irréductible.

Les s, propres de 03 ne sont autres que les s, de B o I'on regarde les
variables comme homogénes, et 1'on voit, comme pour &, que l'on

obtient des représentants non conjugués de toutes les classes de s,

oY
propres de G en prenant les (s;) ot 1< — = 7
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97. Soit (s) une s, lmpropre de 3.

Sott d’abord = =1 (mod4), Comme pour A (92), (r) n’existe que
sigestréductible et, dans A°={B, m,y}, ds est conjuguée de n.si n= 2
(mod4), de w ou de &, 1 (92) (ni w ni dp. n’étant conjuguées de d, p.)
si n=o0 (mod4) (94). Comme m, est permutable & p. et d, ., ds sera
conjuguée, par B, de 1, si n=2 (mod4), de n ou de d, i, sin=o
(mod4). St donc n=o (mod4), . et d, . sont dans B, les s, impropres
de G forment deux classes, que U'on peut représenter par () et (d, ).

T—1

Si n=2 (mod4), comme e=1 * n’est carré que si =541 (mod8§),
v n’est pas de B, et B n'a pas de s, impropres. Mais st m =1 (mod8),
u est dans B, les s, impropres de 3 forment une seule classe, que I’on
peut représenter par ().

98. Soit maintenant =3 (mod4). Alors (s) est de deuxiéme
espéce et n’existe, dans A°={®, (d,)!, que dans les deux cas sui-
vants (95) :

si nest=o0 (mod4) et ¢ réductible; alors (s) est conjuguée de (O)
ou de (01,,) représentant deux classes distinctes); '

si nest =2 (mod4) et ¢ irréductible; alors (s) est conjuguée
de (8,m,.).

Soient n= o (mod4) et & réductible. La substitution «, transforme
d,T,st,,=S,,_,etd,T,,=R,,, end,,S, s _,d,.R.,, donc(f*)end4 ,0

A
et ©t,, en d,,0¢, Or (58) si [j—<11 )) désigne une matrice

de U(2, IT) (A*+ p2=—¢e), 4 une substitution de U, ,, de matrice
répond dans W (I, 40) une substitution transformant S,,_, en
d,yS,,.,—; et 4 une substitution de U, ., répond, dans V (1, 40), une
substitution transformant R,,, en d,,R,.,. Ces substitutions étant
dans B,,= VW, d,,0 et d,,0¢t,, sont respectivement conjuguées,
dans B, de © et ®¢,,. Donc les s, impropres de (3 forment alors
deux classes que l'on peut représenter par (0) et (0¢t,,).

99. Soient n=2 (mod[;) et Y irréductible: d, transforme ©,m, . en
d,,0,m,.. Or ces deux substitutions sont transformées 'une dans
T’autre par la substitution de V indiquée au numéro précédent; elles
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sont donc conjuguées dans B; et les s, impropres de 3 forment alors
une seule classe, que I'on peut représenter par (0, m,.).

100. Soit (s) une s, quelconque de é'; désignons par It, I/, I°,
¢ ses normalisants respectifs dans &, @/, @°, @. Si (o) est dans I,
¢ n’étant pas dans N', on doit avoir ¢~'so=[1]s. Elevant au carré et
remarquant que s* est dans I’, on obtient 1*!=1, d’ou != — 1. Donc
g transforme s en ds et c* est dans N'.

101. Soit (s) de premiére espéce. On peut supposer que s*=1
(76) et (77, 78) que s =s,=1t,,m,d, ., OU §=s5m,;, OU §=S§1,
si n est pair ou s = o si n est pair, ¥ réductible.

Dans tous les cas, pour que d¢ soit conjuguée de s, il faut que s ait
aatant de multiplicateurs —1 que de multiplicateurs 1, donc
que n soit pair. Alors o ne peut exister que pour ¢, si ¢ est réduc-
tible, ou, si n=4#A pour s, ou s,m,, qui-ont 2 A multiplicateurs — 1
ou, si n=4h— 2, pour s,¢, qui ont 24 — 1 multiplicateurs — 1. Dans
tous les autres cas, les normalisants de (s) sont ceux de s ou 'on
regarde les variables comme homogénes.

102. Soientn = 4hets=1t, m,d, ;. Prenons les mémes variables
Ly Yy Zay Yoy .oy Zyy Yoy @, ¥y qu’au n° 73, supposons que

b=x*+c'y?,

et considérons encore les formes
ay=Ztz;y;+ % “+c'y?, ay=3" \Zyi+ 2> — —Z—{

"Comme s multiplie par —1 les variables de a,, et par 1 celles
de a,, pour que o transforme s en ds, il faut qu’elle remplace les
variables de «, par des fonctions des seules variables de a,, et les
variables de a, par des fonctions des seules variables de a,. De plus
pour que ¢ soit dans A/, c’est-a-dire transforme « en fa, il faut
et suffit qu'elle transforme a, en fu, et a, en fa,. Si donc A,
et A, désignent les groupes respectifs des formes «, et a,, on
aura 6—'A, 5 =A,; donc A, et A, sont de méme ordre. 1l faut et suffit
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pour cela (I, 27) que les discriminants des deux formes

ra J2

, — % Lo |
H’x-—-’/ﬁ‘“‘") et ¥

V2

—_— X" —

aient méme caractére quadratique. Donc — ¢’ est carré et ¢ réduc-
tible, et 'on peut supposer ¢'=-—1. Mais alors (s,) et (s,m;.)
sont conjuguées dans @' (77). On peut donc toujours supposer
que s =ty,d, .., donc /=1.

Les variables «/ ety sont alors définies par

&=+ ), Pi=x— .

On peut remplacer = et y par x,=x +y et y,=.x—y, ce qui
donne ¢, =t, (I, p. 322), donc s = ¢,,d, ;. On voit alors que la subs-
titution

rn ne nmn n
g="T.1 2,142 l::,IH~::~ Ty,

qui est dans B, transforme s en ds.

Ainsi, pour n=~4h, si ¥ est réductible, les normalisants de (s),)
sont I = (N+ agP) V=(N'+ oN), I =(N°+aN"), 2= (P + oP).
St est irréductible, les normalisants de s, sont (N). (N'), (N°), (P).

103. Soit n =4Ah— 2. Comme au n° 74 prenons pour s une s, quel-
conque de A’ ayant 2/2 — 1 multiplicateurs — 1, soit s =¢,d, . ,_,, et

posons
oy =2y oy, ay= X, z;y;+ x*.

Comme s multiplie par — 1 les variables de «, et par 1 celles de «,,
pour que g transforme s en ds, il faut qu’elle remplace les variables
de @, par des fonctions des seules variables de «,, et les variables
de a, par des fonctions des seules variables de «,. De plus, pour
que o soit dans A,, c’cst-a-dire transforme « en fa, il faut et suffit
qu’elle transforme «, en fa, et «, en fa,. Donc les discrimi-
nants (—1)*~'ac’ de «, et (— 1)"' f*+'2 de fa, ont méme caractére
quadratique. Donc f a le caractére quadratique de ¢'.

Si ¢’ est carré, on peut faire ¢/ = 1. Onvoit alors que la substitution

X Y

48} m 4}l
g= Ii,/zlg,lu»p . -l/z—-x,vl )

—_



LES SUBSTITUTIONS D’ORDRE 2 DU GROUPE QUADRATIQUE GALOISIEN. 127
qui est dans A°, transforme s en ds. On peut prendre x, = 2 — Yy,

y»=wx—+cy, Alors

¥ .
I_—_m‘,fa, et o est dans B toujours et seu-

lement si t=1 ou 7y (mod8) (I, 32). Si cette condition n’est pas rem-
plie, on remplacera ¢ par op.,, 1, étant une substitution quelconque
de AY hors de B, (74), par e\emple My,

Ainsi, pour n=4h—2 et ¢'=1, les normalisants de (1,d, . ;_,)
sont 9= (N~+oN), ' = (N'+ sN), N’ = (N'+cN°), & = (P +aoP)
en prenant

m -
o= T1,71T> Dty » llz—l,vlnv'a”lfu
0 si =1,7 _
h= . 0 v (mod8).
1 S1 B =0,9

Soit ¢’ non carré. Si m =1 (mod 4), ¢ est irréductible, et d est hors
de B (I, p. 348). Si & =23 (mod 4), { est réductible et d est hors de B
(tbid.). Donc, si ¢’ est non carré, d est toujours hors de B, A°=BD

(1,39) et 3= EZ_]\)’

non carré est dans A’ hors de A” (I, 2%); done (o) sera dans A’ hors
de &.

Soient = la substitution, hors de A’, qui multiplie chaque = par
¢’ sans altérer les y, et o la substitution précédemment trouvée.

On voit que o7 transforme s en ds et la forme a en ¢'a.

Ainsi pourn=~4h — 2 et ¢’ non carré, les normalisants de t,d, ...

sont 91 = (N), Il = (N'+ arN’), I = <N°> = .

= @,. Alors o, multipliant la forme a par un

104. Soient s=o, et ¢ réductible. Comme

i Yi
on voit que ¢, ., transforme ¢ en do et est dans B ou dans A hors de A°
suivant que v' est pair ou impair. Sz donc V' est pawr les normalisants
de (©) sont 9= (N + oN), 9= (N + oN'), 9= 9[N'=N(75)],
@ =(P—+5P), =1, . Si v est impair, toute substitution o de A
transformant ¢ en do, étant dans ¢, ,N<¢,_ , A", est nécessairement
hors de A,. Si donc V' est impair, les normalisants de (@) soni
I = (N—+N), 9= (N + oN), 90 =(N), 2= (P).
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104 bis. Soit (s) de deuxiéme espéce. On peut supposer (86) que
s=1, ,7,oub, sinest=o0(mod 4), & réductible, et n =3 (mod 4),
ou (8y), sin est =o0 (mod 4), ¥ réductible et = =1 (mod 4), ou 6, m,...
sinest =2 (mod 4), ¢ irréductible, et = =3 (mod 4), ou (0,ym,,),
sinest=2 (mod 4), ¢ irréductible, et n =1 (mod 4).

Les normalisants 9T, 9U 91, < de (s) dans les groupes &, &', A°,
@, contiennent les groupes (N), (N), (N°), (P) obtenus en regardant
les variables comme homogénes dans les normalisants de s dans A,
A’, Ao, B. Si, de plus, ces groupes contiennent une substitution =
transformant s en ds (100), les normalisants de (s) contiennent en
outre les complexes (aN), (cN'), (aN"), (5P).

105. Soits=¢, .vy. Supposons ¢ réductible. L’action s; de s sur «;

ety; (=1, ..., V) est ;‘ L;ii . SiI'on prend les variables
-
Xy =X+ 1, Yiy Yi=xp=wi— L,
s:prend la forme canonique ‘L‘ B i“x‘ I, et x;y; devient ZIT (2 — y2).
Sidone on pose 7 7 0
a= o 3a,  e=— o Eyi=a,

s multiplie les variables de «, par .,, et celles de a, par —u,.
Dans A(n, ©*), le normalisant de s est donc.le produit direct
A(Y, =%, a)A(Y, %, a,). Comme y;=ux;, les substitutions de 'un
de ces groupes sont conjuguées de celles de autre. Le normalisant N
de s dans A(n, =) sera formé des substitutions réelles de ce produit.

Ce sera donc le groupe A formé des produits «,«, de deux substitu-

tions conjuguées. Comme lo |=]o|= =1, A divise A'(n, =).
v v v '

Donc N=N"=A. P est le p. g. c. d. de A et de B. A, contenant

nécessairement d, ne divise pas toujours B.

Comme s multiplie la forme a part,ona A’= S(A, s%, done N'={N, s}.
On voit ensuite, en revenant aux variables z; et y;, que ¢ trans-

T—1

forme s en ds. D’ailleurs, s * o est dans A et trarisforme aussi s en ds.
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On a |s|=(—1)"'= T; donc

-=|s:

1: —0

o=(—1)", donc l = I——(——I) . Si donc on prend c=s * 3,
o est hors de A" si = est =3 (mod 4) et n=2 (mod 4). Alors on a
N =(N+cN), 9=(N+sN), 9°=(N"), @=(P). Siz=
(mod 4), 5 est toujours dans A°, donc 91°=(N°+ sN°); on a
c=[elo=1'm;'. Si n est=o0 (mod 4) ou ==1 (mod8), 5 est
dans B, alors C—_—(P +cP). Si n=2 (mod 4) et ==t (mod 8),
s est hors de B, alors € =(P). Si x=3 (mod 4) et n=0 (mod 4),
on trouve

; d’autre part,

K

A.—I

I

-1
I 2 .. 1
Li by Vi _—

= - = limy .
=¥ _— iy

2

Yi bty T )i
1

Donc o =1I"¢;m; * estdans B; et € =(P 4 sP).

106. Supposons ¢ irréductible. Sil’on prend les variables

'Z‘;‘ =i+ Lo iy )";‘ = Zily— Vi
. X5 Lo : . .
s; prend la forme canonique y oy (¢=1, ..., v); et, comme
Ji bt

xy Uy

Sy = sy, 81 1’on prend les variables
) iz b
Y LTy x
il _ 1
_Z.f),: Dyt = é’]'v', .},_,,_____ é,‘ﬂ(x‘v"‘ 5';)"/')1 &= L' 2 R g.,.:__ :',
S
Z Lo Xy
- Oyt y A
prend la forme canomque‘ p ;) . Ainsi la forme canonique
vt — Ly ’/’
.| xh Ly XLy
desestﬂj’ , 1. Etl'ona
. Yt = LItk
T ro ’ . .
mi}'izr(‘”i_—yi’) (i=1,...,v),
R0

I 19 =
L Y 7 (g2t — gy ).
!

Si donc on pose

I z? 2P 1 ¥ e
ay= 52— —+ ’ ay= = —&yR)=a,
4 o & ’ iy — by

s multiplie les variables de @, par i, et celles de a, par —,. Comme
Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Tasc. 1. 17
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précédemment, N sera le groupe A formé des substitutions o,a,,
«, étant dans le groupe A, de la forme a, et «z, conjuguée de «, et
A divise A*(n, ). Donc N=No=2A.Pestle p.-g.c.d.de AetdeB,
et N={N, s|.

On voit ensuite que la substitution

!
Loy g yv

e — &y

’ !
i Yi
." ‘nl
Fi &

transforme s en ds. D’ailleurs s * < est dans A, et transforme aussi s

Wit

en ds. Iei |o f—-—-—(—-—l) F.Sin=o (mod 4) ousi =1 (mod 4),
on’est pasdans A%, donc 9t = (N 4 oN), U= (N'+ aN"), 91 =(N"),
2= (P). Si n=2 (mod4) et x=3 (mod 4), 5 est dans A" et

I =(N"4-oN"). En ce cas, on voit que e =1II'¢;m,,* .m.,.. Comme v
est pair, o est dans B ou hors de B en méme temps que m,., c’est-

a-dire suivant 22 est = o0 ou a 2 (mod 4). On a done, suivant les

cas, L——(P+GP) ou Z=(P).

107. Dans les quatre cas qui restent a étudier, on a une relation de

la forme {~'o| 1]l =[1"]s, h= C-"

malisants N,, N,, Ng, P, de o dans A(n, 'r.’—"), A'(n, =%), A°(n, =%),

B(n, ©*), et ceux I, “76” : ¢g, 2, de (9) dans A(n, =?), &' (n, =?),
A'(n, ©*), B(n, ©*).

5 » o Ve

Or,ona(75), No=Ne=V, ., Ny= (N, v}, y=II )‘ N

P,=V, .. et (10%), en posant s=¢, ., 9, =(N,+oN,),
A= (N~ oNy); puis, si n=o0(mod 4), ;= ., T,= (P, + o P,);
si n==2(mod 4), ;= (N,), T,= (P,).

Le normalisant 9T est formé des substitutions (a) de @, « transfor-
mant s en s ou ds. Si « est permutable a s, elle le sera & {~'o{. Done
{al~" est dans N, donc « dans {~'N,{. De méme, si « transforme s
en ds, elle transforme ' of en d{~' o, donc {aZ~' transforme o en do.
Donc Lol est dans N0, donc o dans{='N,o{. Donc 9test le p. g. c. d.

. Considérons d’abord les nor-

’
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de {~'9L,C avec A(n, ©). De méme 9, 9°, @ sont les p. g. c. d.
de 9, I, %, avec A (n, ), A°(n, =), B(n, =).

Il nous faut maintenant calculer {—' a,{ = (., «, étant une substitu-
tion quelconque de N, et { une des substitutions définies au n° 79, et
déterminée au n° 87.

108. Soit n=o0 (mod 4), en posantj =127 —1, k=27, ona
I
Lj PXLj+ ;‘)’/;

[
Y ;—O}'/' -+ Z
2

i — 7. T, 7. —
Iia §/’/sp—~— U/,A~,1——1:-.~p“' //\‘IU/,/:,\—{«——

v

r
Vi —Ye— &j

v 20
[
Comme (I, 28) {7t , =, s ON aura
1 I
ZX; —XTj— = Vi
Toap™ g Y
M VRN AV
Sjkesp— -
I L
Zp — L+ =)
f’;p 2
Xk Py &

La substitution «, a la forme

Zi Splor  Zr 0wy Lhey)

o o . .
Vi o 2B yrt+ Bk Yker)
L Bl Ry 2Tk iy heiy Bhor)

Ji+1 zk(ﬁz{—e-l,/c‘yk‘*‘ BL—H,/-"—H Yiew1)

avec la condition 3= a~'(I, 40, 41). On voit que 3, se déduit de «,
en remplacant chaque sous-matrice (S, 117) :

ik o Olf et o
' ,
i,/ o Bir o B kv
oy = _
i1,k o Kigp, k1 o
0 ﬁ;li-l,/c o ﬁi+|,ls+l

7.
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(i et & impairs) de o, par {00, (o= Be" (¢f. S, 117). On

ohtient
I , p , 1 . 0 ,
= (2 +Biin) (ke +Biri) = (i —Birip) = Slaw —Bip)
1 . ‘ [ . T o 1 ; .
;E (05[+[,1.-+ﬁi,/.'+l ) 5 (‘xi+[,k-1 +@i/c ) ;F) (.‘Zi+1,/i+1 _f-—)i/; ) — 5 (OC,'.H,/;—— ﬁl}"-“H )
i — 2 2 2 2
’ 1 , , o, , 1 . ,
= (i — P ) %(ai+-l,/c+1 =B ) = (@b + P ) — {"j (1,k+ B )
1 Py 1 , I ’ I
— 770 (ot —Hi—l-l,/-‘—i—l) - ') (sz,A-+l "'|’3i+x,/.~) — ‘)?) (“i,k+x -+ ﬁi+|,z~) ”
La matrice {3, ainsi obtenue, est la matrice générale du normalisant
de s dans A(n, =*).
Il nous faut maintenant calculer {~'ay0,{ ==,, =1, . Les sous-
matrices de a,5, analogues aux «j”, sont
\ 0 B 0 B
i 973 0 @iy k41 0
acg’ W= / ot
) 0 @m,k 0 pi+l,/c+1
it & 0 Oliy, hetet 0
On aura donc
T";l';’“: C};,Ii--l-l ag’k”li,iﬂ Ci it
ce qui donne
1 ; @l I a2t I ’ I U
'»/T R,k P@i,m 71' Gty ey P’ﬁi/.— 7|"(“) ity 1 — Pﬁil; - :‘,' it e+ P'ﬁ[,/;._..]
L 2! . I ) I’4 I ’
‘L,l“; A+ pi+l,/.-+| Z’E Aik+1 TP Piseik 7 Qe T ﬁl’-{-l,k
’ § 4()
1 . 1 ™ 1 , L o
— Z—; i PP — 7\ %k P'@H—x,k - T{_J Oifrr — PBipik Z it +P'ﬁi+1,k+1
| - L
I o ’6/ [ o ﬁr I o + (_.(, 1 ' ,
— O} = i1 Ol fogey = [ il ey .| 2 — e O o — .
hp? i1, iyl [‘P i, k1 P Pik e i1, k1 2 il ['P“z—m,/. p Bz,k-u

109. Soit maintenant n=2 (mod 4), ¢ étant alors irréductible,
8, se déduit ici de a, en remplacant :

1° chaque sous-matrice og” ol 7 et £-sont impairs <v—1 par la
sous-matrice 37" de tout a I'heure ;

ar .
(o = Pierfert)

[ 7
- Z“FJ G +p ﬁi+1,k+l
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2° chaque sous-matrice
ag,,k)_:g Qe O Kyt 0 },
’ o @v'lc 0 B:l’k-i-l

kimpair <v — 1 par

I I I X
_ v oI %k TGyl T Oyiggy o = Oy '
Lk 0= GG M= 2p > 20 2
6:/',1\4-1 P@fi'/: - 5:1'1: P@:ﬂ,kﬂ s
3° chaque sous-matrice
Ay [¢] §
0 r
o) = P
o([_H",, 0
!
(8] 614—1;}'
par
l 4
peiy 5 Bl
I
Gy B

20
i . (M) — y .
“(p’ )Ci,l+1—ﬁg = )
: L,
privy — = P

|
— — D
Lt ‘2ap1+1,1'
£

4° la sous-matrice o)™ par elle-méme.

La matrice f, ainsi obtenue est la matrice générale du normalisant
de ¢ dans A(n, n?). Il nous faut maintenant calculer Ho,dl=r,,

g=1, . Les sous-matrices de a,c analogues aux «g“ s’obtiennent en
remplacant :

1° chaque «j“ ol 7 et k sont impairs Sv—1 par la matrice
gVt ;0 déja formée pour n=o0(mod 4);

) (V',4)
2° chaque g par A
s o f-‘»w; o ﬁv'/.-—p—l

Gf.[v"/{) lgy—=
l_ Oyt (4] Oly? el (e}

7

0 (L,v)
3° chaque «§" par N
(8] i
%y o
T T / 3
e ’ o ]’31_‘_,,.,,

L1, o
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go arn == © [ par
¢ B P
RARIES. 6'
o v
ot‘;,l'")t‘,/: .
" Olyy? [)

Donc =, se déduit de «, en remplacant :

1° chaque af o ¢ et 4 sont impairs <v — 1 par la sous-matrice i)
déja considérée pour n=o (mod 4);

2° chaque a}*" par

Q E
Bvrr PP —Bvr PBvn
€Z,k+1 dg"’k) L= Tg"’k): I I « I o I o ;
* * nmn— A - Wy [ — L3 L e, e
QPa‘L 5 v k1 2p I | 5 s
3° chaque af” par

I

> Olipq v Pﬁlv’

s ’

”_{3 G Birvr
" by Gy = TV = . ;
v v [ ‘
- 3 23 Ppi—H,v’
I
- ‘61‘4-1 v’ - ﬁ:‘v'
o 2p :
/}o acp ) paI‘
. o PByw
al =
2
v Oy O

110. Arrivons maintenant 4 la détermination de 9¢. ,

N, p.g.c.d. de ' N L et de A(n, =) sera formé des substitutions 3,
réelles. ' ' ,

Soit d’abord n= o0 (mod4), donc ¢ réductible, ¢ est ici imaginaire
[e=m, quand =1 (mod 4), et p == quand == 3 (mod 4) (87)];
o? est réel et p=—r;. Un calcul direct montre que les conditions
nécessaires et suffisantes pour la réalité des éléments de {33 sont

7’ - —_— - ! — -
(1) ( ﬁi+l,k+l — ik ﬁm == Kita, k419
, . ' .
( f’i,k—i—l = Oliy,ky {3[-1—1,/.': — O k41
On a done .
2973 (o] 299 (¢}
orlhok) — o %iva,l+1 o — i,k
=
i i,k o i, k+1 0

o O ket [¢] it
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Les relations fondamentales [I, p. 324, formules (4)] deviennent
alors

N (o st (=%

Ei(aik Aoy let = Fiey %; I+1) =) s. ! ’

; |1 osi =1,

(2) 5 . . .

21( Gyt Gt oy — iy oy Pt leg ) == O

Ei(‘xik &i-f—l,[ — i,k oyt ) =o,

i, k, I parcourant les nombres impairs < v'.
Considérons maintenant Ja matrice des « qui détermine «_. En rem-

’ o

placant 7 par 27 —1 et £ par 2k — 1 <en sorte que 7, k=1, 2, ... v—)

(i,

la sous-matrice des « qui figure dans «{* deviendra

{ Foi—t,0h—1  ai—y,ak (
b

Koiok— Xaiok |
v )
!

Gk %in

et pourra s’écrire > Par la méme transformation, [ étant

ﬁl’/\' ﬁ;l; /

aussi remplacé par 2/ —1, les formules (2) deviennent

(o st [FLk

v ( Lo . X —
i\ Cpjmy okt Faigal — Galyokmy Faimgy0l ) = :
ST TR o -2l ) |1 st =4k,
Zy(tyimy ok Gaijnl  — Oaijak Cai—isl ) TS0,
2y (Oyimy ket Gtnt,lmy ~— Oaiyafmt Kaimy,al—y ) == O.

On peut les écrire

ZI(V‘-' )_ si [FL,

— y .
t/ﬁzl 173297} si 1:/{,
v v
‘( z/ﬁ/"‘l‘)//“z/)——ov

(u v (R
2\ zufu— 51/;051'/) =0
’
. v
<I,/{,l:l,f‘a, ...,-;)-

Donc [I, p. 287, formules (4), (5), (6)] la matrice o parcourt H(/, =).

Soit H,=H(v, =) le groupe que parcourt o, quand ¥ parcourt
H (v, 7). On voit que le p. g. c. d. de (="' N, avec A(n, =) est T HL
On voit, comme précédemment, que les conditions nécessaires et
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suffisantes pour la réalité des éléments de t* sont
’ 1 . 1 - I -
ﬁ/,k+1:— Z? A1, ks ﬁi-c—l,k — A—EE"Ci,k—Ha
, 1, ) 1.
B = :,l?{ai+1,/c+h Bl 1 = Lo® KLil
Donc
o 0 il (6]
T, —r.
0 5 Olivey I o 5 Olip, k
) G HA hp? !
oM e =
' i,k 0 LR o
ro. o I .
0 — — G
A .02 i k+1 [‘P_ ik

La premiére des formules (2), pour [ = £, devient
Zi(“ik&i+1,k+1 — e kO e ) = 4 P*;

les autres restent inaltérées. On peut encore écrire

L I
— iy [$} — iy Jid 0
P i41,k 5 i1, ket
—1I . .
0 = L 0 o ik
g(i’/")[. —_— "P “p Z.
o) {4 — Ci
v I I
— i) O — A O
an g bFH
| SN -1 .
O — iy Je O 24 o
g i1, k41 20 11,

(Zi= Ti,i_H Mejag Mgy og ity )
ou, en remplacant ausecond membre ¢ par 27—,

"
L= Tu~ i iy g Maiag Laimy 0i

]
== dyiy Taiy silaimy 201y (=g Mai,ap =y, Suimy EIXTE

La sous-matrice qui multiplie & étant une sous-matrice de
ogl, . est une substitution de H,, en posant £ =1I'"*¢,. Donc

= (¢ ¢ + =1 kg ).
On remarquera que (&0 =d,, ...

111. Soit maintenant n=2 (mod 4), donc ¢ irréductible.

H,

24
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Les conditions de réalité de 3 (7, £ impairs <Cv) sont les mémes
que : ’
pour que (3" soit réelle, il faut et il suffit que I'on ait

. — 1.
( 3 ) ﬁ*la',/.'—e—l - T-P- KLty f)v’/c -

I -

O’ o1 3

1~

p

pour que B4 soit réelle, il faut et il suffit que 1’on ait
(4) - Bl ==— 2pduu, Brw==2p%1;

pour que 3, soit réelle, il faut et il suffit que I'on ait
(3) Bl Gty

Les relations fondamentales deviennent donc :

(6 > ( : . . . o st IZk,
5 (o oy — i A N N B
0) i\ i i+1,l+1 i1,k i,041 ) %0 ', N EN f P st [ — /l

. . : . o .
(7) 20 ey il = Loy foiy Pty ) s Coog? Jesmt Gl == Oy

. Y

v . . I .

(8) ity Gyl — Gk G )+ —;—P Oy Gy == 0,
’ . o s1 k=

X (o Oljuy ot — O L Gy ) - Clyrf Oy :g . / ’

(9) =il it i1, itk G ) 2k " } 1osi k=v,

(10) 20 Zi( Ot fe Cppy,or = Gl ot S ) = Oy S == 0.

Les indices 7 et / parcourent les nombres impairs < v. L’indice £ par-
court les mémes nombres dans (7), et peut prendre la valeur v' dans
(6), (8), (9).[(6) pour £ =1"est la conjuguée de (10), que I'on peut
supprimer. |

Comme précédemment, la sous-matrice des a qui figure dans og*
A A
, . 2473 o A . ; v .
pourra s'écrire ( = i, k=1, ..., -);la sous-matrice
v v, 2,
\ﬁ’il‘ ﬁi/.'

!
v Aojmy

- -
(%t g_v,‘__%) s’éerira (ao,” a.o,); la sous-matrice (a

/
Lol v

) pourra

v
. o . .
s’écrire (V”’ ; enfin, on remplacera «.,., par «g,. En faisant alors
\51’0

. I . - ;e .
v= s dolw=u—yu= v les relations (6), (10) s’écrivent :

ip
o si (#k

. k203020
1 st t=k (hzo;tz=0)

N <\:II V/ 4 \:}! ) et \-/I ;
i\ o 551— ﬁtkdz/) = 000y Fg = t
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[ cette relation vient de (6) et (10)],
(55 5) o, ,,
3 0(,'/;6,-[— ﬁi];dgl ~+ WOy K= O (/l, /;z: O)

[ cette relation vient de (7)],
v Y (R . auf si A={(=
-u(orxkﬁz/—— ﬁikdi/> -+ waokauz—:; {: Sl:i . Jo— [:zi

[ cette relation vient de (8) et (9)].

Donc [, p. 287, formules (4), (5), (6)] « parcourt H(V', =).

Soit Ho=H(v, =) le groupe que parcourt @, quand o parcourt
H(Y', ©). On voit que le p. g. ¢. d. de {='N,L avec A(n, =) est ™' H,L.

On vont comme precedemment que les condxtlon% nécessaires et
suffisantes pour la réalité des éléments de =" (7, & impairs <{v) sont

— ” L
ﬁl fee} — *‘-——( 7;/ (Jvr/i: :‘; Cng? fonpe1 »
On remarquera que ce sont les mémes conditions que pour la réalité

(Lk)
de 3, )
pour que <3"" soit réelle, il faut et il suffit que 1’on ait
— I ; L
6' et = “'r‘ Goafey {3‘)'/:: 'T(; Ayt o1 5

pour que <" soit ré'elle, il faut et il suffit que I'on ait

7 !
@N’ Zig- 1,%" 6[-4—1,‘)’

r)( 20

— I

‘/H ’
pour que =" soit réelle, il faut et il suffit que 'on ait
ﬁf/'v’-——-— Gl
On transforme «g” comme dans le cas n=o0 (mod4) l_on a ici

I . T I .
E}ZK“M“[H,M—I —_ °1i+|,k<1i,/:+1> -+ ;rj“~»'/.-“~;',/:+1‘ = I]? et 'on a de pll.lS

2450 0 I
— Oy 0
1 2 P
UH—I o .
l” 20 0 —n {,
Liiry = liivy = &
i1, 0 1
-)—. iy O
[—1 20
— Oy .
2p 0 ERTENRY

(&= Thie M, Migy,opliivg),
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ou, en remplacant 7 par 27 —1,
L= dgg_lT._.,-_,,.“-t._,l-_l,.l,-nz._.i__,,_29mzi,egz doimy Syim 2i 25
La sous-matrice qui multiplie £; étant une sous-matrice de H,
oy, . est une substitution de H,% en posant A

Donc 9t = ({"'H, L 4+ ' H,EL); comme dans le cas n=o (mod 1),

== I.

P

Y

112. Déterminons maintenant 9. Pour que ', v"C, qui multi-
plie @ par V" soit réelle, il faut que . soit réel, donc "= . D’ailleurs
a,y'" se déduit de «, en y multipliant chaque coefficient « par :*. Donc,
les conditions de réalité se déduisent de (1) si n=o0(mod 4), ou de( 1),
(3), (4), (5) si n=2(mod 4), en multipliant les deux nombres par +".
Donc oy =a ¢, ., Y"t . 4, @, se déduisent de o, en multipliant chaque
coefficient 3’ par . Entre les coefficients de «., on a, au lieu des
relations (2) ou (6)-(10), celles qui s’en déduisent en y remplacant
seulement les seconds membres 1 par . Donc la matrice (a;,) est
dans H(Y, =)[v/—], ou elle peut étre prise arbitrairement. Donc
(a)i[v™] peut étre prise arbitrairement dans H(¥', =). Or, la matrice
correspondante de H, est a;y"*t,.__,,,,-Y’ﬂ"'t,,_‘.,'. Ainsi o peut étre prise
X VT il
h: vy S| EF=10m,
sin==o (mod 4); £ =yIl'm;/, si n=2 (mod 4). Donc «,y" est quel-
conque dans Hyi&}. Donc 9 ——(’— {H,, &, £1%), & est permutable
a H,, a priori; et 'on at*=1, & 'E’E_:E s enfin £7"=11" m|;™ est
dans H,.

arbitrairement dans H,£%, en posant £’ H:l

113. Sin==o0(mod4), on a 9t,= 39, (107). Donc, la substitution &
trouvée au n° 110 étant dans B (n, ©*), on a 9L = IT.
Sin==2 (mod 4), on a 9, = (N,). Donc 9t° = ({-'H, ).

114. Déterminons maintenant P.
Soitd’abord n==0(mod 4). Désignons parm, ¢ lasubstitution | p—li;l [

Ona ([, 2)H={H", m, }, et, tout diviseur d’indice 2 contenantnéces-
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sairement H°(I, p. 303), le seul diviseur d’indice 2 de H est { H°, m, ;. |.
Soit H; le diviseur de H, qui repond a HO La substitution de H. qui

répond & m'* est m'myT = mimiim,, ;) ; et Uon a

M3, My = my my my, my

Comme m,,m;}, qm répond & 7, est dans IIZ, le seul dlvmeur de H,
est K.=/{ H?, m, My !.

VT v —

VT ,
(o et S sont réels), on a
)P N

(€]

In posant o =

2

&z, ox,— By,

_ I ey - 5‘1” )
-ty mprl = . X = nz._.,.,./mz,zU._,,,,mﬁpu,,Wh._,,g/,,.
xy o, + Bptyy)
Ju oy, — P

Comme o et o ont des caractéres quadratiques différents, m,,,m,,
est hors de B(nz). Il en est de méme de ="' m,,m;"C. Donc (N, P) qui
est <2 est 6gal & 2. Donc le p.g.c.d. de I-'H,{ avec B est d’indice 2
dans -'H.C. Ce p.g.c. d est done ('K, L.

D’autre part {7'E{=d,, . (110) est dans B sauf si ==3 (mod 4)
avec v'=2(mod 4). Donc T = ({~' K,{+ 'K, &) sauf si= =3 (mod4)
avec v'=2(mod 4). |

Sim=3 (mod4) etv'=2 (mod 4)il suffit de remplacer & par son
produit £, par m,,m;;7, dont la transformée par { est dans N hors de B

Si n=4¢, v'=2, les objets qui dans [@°(4=*)] répondent & H,

m,, i m,my;, &y sontrespectivement U, (13),(j~'u), (j*u), (—13 )(4U>

Onretrouve ainsi les résultats obtenus.

115. Soit maintenant n_z(modl;) On a 9= (N,)(107), donc
o= ({-"H,0) (113), done € = ('K



