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LES •

S U B S T I T U T I O N S D'ORDRE
DES

GROUPES LINÉAIRE, HERMITIEN, GAUCHE ET QUADRATIQUE

DANS UN CHAMP DE GrALOIS

PAR M. DE SÉGUIER. ( l )

CHAPITRE III.
GKOXIPE QUADRATIQUE.

38. Prenons l'invariante a sous la forme
a-=. I'{^y/:+ 'L (^= bxy "-)- rx^- ̂ j2),

6, c, c' étant dans C, et 6 ' — 4 ^ = = = ° étant supposé -=^ o, a moins
que 6==cc '==o . Je désignerai par 6 le caractère quadratique de o
(0 = i, si o ==- o). Si ^ est irréductible (6 ==—i) , on peu t ( I , ^i) par
un changement de variables à coefficients dans (S7, mettre ^ sous la
forme^j^=^.r^, [v /=v+ I;.^\,=J'(.z>—^jy), .r.r == c, ^(^5 i)==o].
La substitution réelle -y q111 multiplie .z'i, . .., x., par i et <r,^, par une
racine ^ de ^7Ï4'1 == i (doncy^ ̂ .^^ par E7:) sans altérer les autres variables

mul t ip l i e a par i. Je désignerai par y la substitution ^ l2 r/^, — î î .
Cette substitution multiplie a?, 7 .. . ,^par - i sans altérer les y cor-
respondants. Elle multiplie x.r par — i, ety^ par

( l ) Ce Mémoire fait suite à celui qui a été publié dans ces ^finales (juillet et août 1933').
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qui n'estpas conjugué de — i . Donc® est dans A' (n, r^horsde A(/î, 71).
Si ô est réductible ( 9 = = i ) , on peut encore par un changement de
variables à coefficients réels mettre ^ sous la forme x^y.,,, x^ et y^

TC—'l

étant réels. On prendra alors cp = y '2 , y étant la substitution réelle
qui mult iplie .2*1, . . ., x^, par L , sans altérer lesj.

§ î - n^3.

39. Si ^==1, et si a=xï, A=[d^ A^I, n'ont d'autre ^ que <-/.
Les groupes A% B, cl, CX% tô se réduisent à i.

40. Soit n = 2. Alors (1, 25) on a A •= ! m,^, ^ { , où a est d'ordre
^ _ Q dans C^eU^ 'zl1 • r1 , A^ ! m,^} (1, 34), B == {rn^ ;(!, 39).

j'i •^1
B, étant d'ordre 7T ~" ? n'a pas de ^ si r. — 0 ^ 2 mod4? 6t n'a pas

d'autre ̂  que rf si r. — 0 = o mod4-
A0 , étant d'ordre TC — 6, n'a qu 'une ^, qui estrf .
A, étant diédral d'ordre ^(TX — 9), a trois classes de .̂  représentées

par d, t^ ^ m i ^ ( E , 20), le nombre des é léments de chacune des
deux dernières classes étant -—— •'.-»

Les substitutions de A^ sont (ï, 25) de la forme ^^mf^., ou, si ^ est
irréductible, de la forme y^. Elles sont hors de A pour p ̂ o modn — ï .
A/ est donc d'ordre 2(r. — i ) ( r .—9) . En faisant les deux hypothèses
£===o , r , on voit d i r e c t e m e n t qu^une .y,> hors de A ne peut exister que
si r^ est réductible, et quelle a alors une des deux déterminations ©, rfy,
que ?) transforme Vane dans V autre.

Ainsi A7 na de s^ hors de A que si d^ est réductible; et alors ces s^ sont ®
et do, qui sont conjuguées. De plus, quelque soit f^, les deux classes
de s^ non normales de A se réunissent y dans A7, en une seule classe^
car Y-^,iY=== t\m^^ ( a - o = = = L , si ^ est réductible, CT(»==S' l~"'' r ï, si ^ <îst
irréductible; a\> est toujours d'ordre TC — 9).

41. Soient N, N^, N°, P les normalisants respectifs, dans A, A^ A°,
B, d'une s^ s ̂  d.

Pour déterminer N5 N°, P dans les cas s=t^ ws^t^m^, il suffit
de rappeler que, dansun^^diédral défini par am=b{î•= i,ba.b= à-1,
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le normalisant d'une s^ s de ce diédral est le g^ \ s } si m. est impair, et
le '̂,. •J s, a^ \ si m, pair = 2 ;./.. Ici, pour A, 7/1 === i: — Q est pair.

Pour déterminer N\ on peut supposera == ^ ou ç,
Si . y = = ^ , , on . a N^== i ? i , 1}. En effet, ce groupe contient nor-

malement ^ et son ordre est bien â( ' rz—1\ quotient de l'ordre
2 ( r . — ï ) ( î " i — 0 ) par le nombre T. — 9 des conjugués de ^ dans A^.

Si .$•== y (d^ est, alors réductible). !V contient évidemment, le produit
direct j m , i , i | y} . Donc, ç n'ayant que deux conjuguées. N'est d'indice 2
dans A^ et coïncide avec ce produit direct. N' étant ici dans A, on
a N == N\ On voit-ensuite que N°== A° et que P = B.

^î. Posons maintenant ̂  =^. <r, et y, étant les variables, réelles,î'i ' "
ou non, telles que '^=x\y^

^_ ç\
Alors cl0 == j (a2 s) | est d'ordre ——5 n'a de ̂  q'^e si T.— 0 ==o(îBod 4);

et alors, il n'en a qu^une , qui est (— ^).
cB ==. •; ( c7'* js) ( se confond avec cl° si T: — 9 := 2 ( mod 4 ) • Si

T. — 9==o (mod4), il est d'ordre ^——? et contient (— ^) toujours et
seulement si T. — ÔEEEO (mod 8).

(Sl^^cr2^), ( ^ - l ) t = = i eX°, (^~ l ) i est diédral d'ordre T. - 6, n'a
w __ ^

hors de eX°, qu 'une ou deux classes de ^2; si —— est pair; il en a

deux, représentées par (;r-^)==(^) et (a-3^- l)= (t,m^)^ si —:— est
impair, il n'en a qu'une^ représentée par (s'~')==(^).

aL /=iel, (as)} [(Y)=(<7^) quel que soit 4/]==;(^), O"1);,
diédral d'ordre 2(1: — 6) a trois classes de ,?2 représentées par

/ ^\ I
(^- ')==(^), (a^- l ')=(^, y) et (—^)==\y 2 ;. \La substitution

^-o " ^ . ; r ï±ii
réelle y 2 coïncide avec ç si 6 est réductible, avec |_— ? 2 J ç si 4^ est

irréductible.) La première est toujours dans cl hors de cl0. La seconde
est toujours hors de 0L [c'est le produit de (^~'), qui est dans cl,
par (o-^Vqui est hors de cl]. La troisième est dans eX toujours et
seulement si — s est de la forme a ^ ' z , c'est-à-dire si ^—— est pair; et
elle est alors dans cl0.

Ânn, Éc. TVo/'w., (3), LI. — FASC. j." I I



S^ M SÉOUIEK. ,

Les groupes cl, cX', cl0, (B étant diédraux ou cycliques, les norma-
l isants des.^ obtenues se déterminent d'après les principes généraux
rappelés au n° 41.

43.- Soit n=-3. Alors B-E-U^, r.) (I, 40). Or on a vu (1^) que
'U(2, T.) n'a qu 'une classe de s^ On peut la représenter par une s^
quelconque de B, par exemple par .y, =:^m,/,, — ck étant un carré (').

AO==.iC>(2, r.) (I-, 40) ^=^£(2, T.) (I, 5) a deux classes de ^ (12),
dont une peut être représentée par y^=î^m^, (—kc étant carré) et
l'autre par s^=s\ m^ qui est hors de B, donc non conjuguée de .?,, ou,
ce qui rev ien t au même, par ^n et ^m^.

Toute ^ de A = A°D hors de A° a la forme ds, s étant une ^ de A° ;
et deux,.Va ds et d s ' sont conjuguées dans A toujours et seulement si. s
et^ le sont dans A°. De même s e t ^ sont conjuguées dans A toujours
et seulement si elles le sont dans A°. Donc les classes de ,y.j de A sont
représentées par .y,, ^, d, ds^ ds^.

En changeant /*• en — /', ce qui revient a remplacer ^ i p a r ^ = = r f i < y i
et ^2 p a r ^ , = = r f i ^ , o n peut représenter les deux dernières classes de A
par ds\ = ̂ i ? ds'^ === t ^ s^ . Donc les classes de s^ de A peuvent être repré-
sentées par

,S- i==/( , , i , /^ i / , , S.\ , / / / | N < / (p^i? ^ ( « ^ l ^ l N ? d '

On peut encore remplacer s^ et s^ par ^ o i rfi et ^ 0 1 m\^u L^8 classes de A
hors de A° sont alors représentées par ^, et ^ i W , ^ (2).

( î ) On a, (1, 34),

on (1, ^8),
/ O j / / / ) ,—(• 7,2 — IJ(H/. ^(l,!,^'/,;-1 L1»,!),?

,/.' ,r -h À.Z'|

V:o,i,/.== •/•, ^
yi 'ï"i — •2C A.2' — C A2 .Z'i

U(), 1 , / , :;==- ^ 1 ^0 1 A 1 1 ? A) 1 ̂  ^O '' 1 î /o == .Z", —— ,V j .

( : j) L^s substitiitioiis / / /oi == ^ i Wi,~i. et / / / ( ) I / / / | N = = / î / / À I , — N sont, dans le diôdral
î ^ i î /^ i , t S ? conji-i^ncos l 'une dcï / î , raiitre de t\iti\^. Donc /o esl conjugué de / i on de /i///n.
Or, pour que /o ^oit ûonjugué de / ( / ^ i / < , il fani, diaprés la correspondance indiquée
(1,40) entre A ° E = A | D et J?(2, TT) que.— ^ qui répond à (^1/^1^), soit conjugué de — 5

(|iii répond à /y, donc q u e — ^ et —s sûient tontes deux dans ^11(2, T . ) on loiltes de i ix
Iiors dt1 1L(^, ^)3 donc, que lelirs déternimants, ch et —î' , a i f ' n t le rnôme caractère q n < t -
dratiqae, donc ([ne A ail la forme — Ç A 2 . Cette condition silOit; car, si elle est reniplie,
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Enfin A^== AI = A°I (I, 24), A° étant premier à I. Donc toute
substitution de A hors de A a la forme [^ j a=a \ a étant dans Ao
et [V'] hors de D, donc i^^i. Pour que a'-'^i, il faut donc que
o^== [î^p; d'où A° étant premier à I, l'îh=ï contre l'hypothèse.
Donc A^ n'a pas de s^ hors clé A. Il est clair d'ailleurs que deux
substitutions de A, conjuguées dans A\ le sont dans A. Donc les
classes de ̂  deA sont aussi les classes de .s'a de A\

On a ûi = B, et (I, '24, 39), cV== cl. == el0 = A°. Donc tô na qu'une
classe de s^ représentée par (s\) == (to i m,/,), et cl/ = el == eX° a, Aor.y de (^
une seule classe de s^ représentée par (^01 ^ I À N ) -

lo est conjuguée de celle des doux substitiilions ( P t ^ i n \ i i ( s= o- i) qui ^ po111' détermi-
nant — i , c'est-à-dire de l \ m \ / i .

On peut d'ailleurs trouver directement ce résultat en cherchant une substitution a d e A
telle que I Q ^ == a / i / / / i / ^ ce qui donne

ai i ,ri -r- a'] ( ' ) ' i — ^nr/ ' :=:= / / ( ^ i i - ^ ' i •+• ' ' J ' \ \y\ ~~ ^ l u ^ ' J -
p 1 1 .ri — ^i i T'| ~ 31 „ . / • = = //~1 ( ^ 1 1 . /• i — ~^\ i .ri -T- ai u ,r ),
aoi.z'i + y.^ ^n — y-ud^ ' = ^or7 '! ~~ ^-o i } ' \ — ^-u i»^ -

D^oa
^ i = / < - i a n , ;y, , =//-i a', i , [ : lm=—// - ia tu , a,,,,=o.

Donc
a i i a', i a i , » ,

— Ï11 a/' ' __ Ïi0 .
a """ // // A

aoi ^i o

Pour que =c soit dans A il faut et suflit que l'on ait (cf. I, 26)

^ - ̂  , = o, î^ 4- ca^ ==0, - ̂  = c. ^a^a , , + 2^.n ̂  , - I.

Les trois premières donnent
cli == — af o, ai i === sa i o a,, i , a', i == s' x ; ,•, a^ i ; £ „ £ ' = = ± i.

La dernière donne alors, en éliminant //,
2 ^ ) 1 ^ ) 1 ( 1 — 2 2 ' ) = - ^ - •

Donc en prenant £ £ ' = — i , on peut construire a dès que —- c / i est carre.
Ainsi to est conjuguée de t^mMi. toujours et seuleînent SL — ch est carré. En particulier

/o est toujours conjugue de t^in^—c'
Si railleurs ^ a = a / i / / î , / / , en posant \ I, 34, 39) a==/i / /^i3, ? étant dans B^ou

a ^ o p = = p ^ i / ^ i A , c'est-à-dire que 4 peut être transformé en ^m^i par une substitution
de B.
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Le normalisant d 'une ^ quelconque de A/ ou de 0U dans un des
groupes considérés pour n==3 résulte de l'étude faite de £- et de 'IL,
et de la notion de produit direct (A7 et A sont les produits directs
de A° par 1 et D respectivement).

§ IL 7i =4.
44. Soit 7i==== 4, et supposons ^ 7== o, il est avantageux ici de com-

mencer par les groupes (Ji, 'cX% cl, cX/.
Soit d'abord ^ irréductible [d est ici dans Ao, hors de B (I, 39)].

Alors cl3 = eX0 = '11(2, r.2) (I, 40) n'a q u ' u n e classe de ^,, qu^on peut
représenter par ( ^ i ^ ) -

Considérons [(fl j = {'11(2, r^), î - SES cl ( I , 40), ;? étant la variable
de '11(2, r.2). Soit zy^, une ̂  de [ CXJ hors de 'U(2, rv2), a,.== a ^ l " + ' a *
Je supposerai a ^ — p a / = = = = I . La condition zy.s=\^z(y.^) ""' donne, en
désignant par T un facteur de proportionnalité,
(i), a=:T^, . a^--^ P==-Tp, ^r^ïà,

ces relations sont compatibles avec a^—pa^i toujours et seule-
ment si T2 == i. T sera dit le caractère de la s^ zy^

45. Je dis que, dans [CX], zc/^ est conjuguée de — z " ' ou de z suivant
que T = = = — I , ou T==I [d'après la correspondance établie (I, 40)
entre £i et [<9-]y — ^~"1 répond à t^ ; d'après la correspondance entre ûi
et ZL(2, î-i2), —^-- I répond à dt^; donc (—i^^Ç—^)==i de [CX]
répond à ^ dt^^==dt^=dm^tQ de (B, i? i j^ex] et que —-sr^ et z ne
sont pas conjuguées. On verra, en même temps, que deux s^ conjuguées
pewent toujours être transformées Vune dans Vautre par une substitution
deU^,^).

Soit z As une substitution de cl, A^ = — :——;•Çk[jJ.—p^/:=i) étant
dans U(2, Te2).

Pour qu'elle transforme 3^ soit en z\ soit en — ^""'y il faut et suffit,
s étant permutable a chacune de ces deux substitutions, que 7^ opère
la même transformation.

Si 7^a,-= ( — -s""1 ))^, on a, / désignant un facteur de proportion-
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nalité,
a?.+a'pL= /7;', (3î,+i3'^= ./V,

/','l

' »7'+y.'^'=-fî., ^/+l3'p'=-/^.

joint à
(3) 7.^'-^//==i,

En tirant// et [jJ des deux premières et en les portant clans les deux
dernières de (2), on obtient d'après (i), A et [j. n'étant pas simultané-
ment nuls,
(4) • 7-^./:/'=0.

En les portant dans (3), on obtient

(5) y^l-l^^''^.p-—a.^A—a.'^J.^^.=f.

Si les conditions (4) et (5) sont remplies, les équations (2) et (3)
détermineront complètement A' et ;-(/.

Si ^^ ̂  et (5) donne /="/, d'où, d'après (4), /^i, ce
qui est contradictoire.

SiT=-i, (i) montre que a' et ? sont réels, et que ^'==—a. Le
premier membre de (5) est alors une forme hermitienne; on a
ïcïf=f, d'où, d'après (4),/2==I. Alors (5) a des solutions en X, ^
comme le montrent, par exemple, les formes canoniques rappelées
au n° 16. Donc zv., est conjuguée de - s-1 toujours et seulement
si T == — i. D o ne z n'est pas conjuguée de — s~1.

46. Si A,3a;==5A,, on a, /désignant un facteur de proportionnalité,
aÀ -+- a! p. = /À , (3A -+- (3' P- == fP- •

a7/+a'^==/A', i3}/+E3'p.'=yV,(6)

joint à
.(7) ^-^.'=i.

En éliminant 1, ^ A', ^ entre (6) et les équations conjuguées, on
obtient, d'après (i), A, p-, V, y.' n'étant pas simultanément nuls,

(8) • T—//'==°-
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D'ailleurs (6) donne, en tenant compte de af^ — ^yJ = ï

(9) (^-^^/^(^-A^).

Donc, d'après (7) et (8),
( ï o ) y'2^:!, T = ï .

Si (10) est vérifiée, il résulte de (6) que À(J/ — p^ est réel.
Prenons alors, comme élément définissant de e, co = u — u, au lieu

ï b &>de ij == — — -4- - on auraic 2
}, == À,,-}- o) 7,p //== //^ + o.) ?/i, a -==. Oo 4- û)^. a^ a^ + c^a',,
p.== ̂  -i- GJ^,, '̂rrr: ̂  -4- &.)^, , (3 = (3n + Gj|3.,, ^ = ̂  + O.) '̂, ,

X/, f/^., ^/, j^., a/, a;., (3/-, f^ ( z==o , î ) étant tous réels, et co^ ^ étant
un non carré de (3. Faisons de p lus /==i . Alors ( ï ) donne
( ï ï ) a, = po ==' o, (3o == ao, p't = — a,,

et a f J ^ — po^ devient
( i '2 ) a5 — &)2 f a2 + a', Pi ) == ï.

Les deux premières équations (6) donnent, en termes réels,
(^ij— i;/.<)— Gj^aj À., — G,)2 a, jj.,

( r 3 ) a ï 7.<, — f Oc, + ï: ) A i. + a', f^.o == o,
-- ^)'•i p., ?,i -ï- ( a,, — î ) [ j ^ + û.)2^ ̂ i ==. o,

P ï. Aft — a ï j-/.o — ( ̂  -4- ï ) ̂  ï == o,

A^, À',, ;^p ^ vérifient les mêmes équations.
Les équations (i3) se réduisent à deux. On peut le voir en vérifiant

que tous les mineurs à 9 éléments du déterminant sont nuls, ou, plus
simplement, comme suit.

Si a.\ === [3, === o, les deux premières équations se réduisent à une, et,
de même les deux dernières.

Si l 'un des coefficients (3,, a\ est 7^1, on peut résoudre deux des
équations ^ ( iS ) par rapport à l 'un des couples Ao, A, ou ;j.o? ^r Les
deux autres s'évanouissent en vertu [d 0^(12) 'quand on y substitue les
valeurs trouvées.
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Ainsi on peut exprimer Ao, X , ^ ;ĵ  ;j-(, à Paide de deux solutions
particulières (^\,, §'o h^ A , ) et (^5 ̂ , /4, h\) du système (i3) et de
deux paramètres réels .r, y , ce qui, en posant

^ 4- -> é'i ̂  ̂  h^ -1- u A 1 == h.' ^o + u ̂ l ̂  é'' ' ^o + 'J A! ̂  ^1.' •

peut s'écrire
7. == gx 4- ̂ j-, ^ == /? .r -;- h'}'.

On aura de même, x\ y ' étant d'autres paramètres réels,
}/=:^/+^y^ ^^^^_^ //^^

La condition (7) s'écrit alors
( g ] ^ — h g ! ) ( x y { — y x ' • ) ^ • ^

et il suffît de déterminer les paramètres réels x, j, x\ y ' de manière à
vérifier celte équation. C o m m e / = = i , A[^—\^' est réel en vertu
de (9), qui résulte de (6). Il en est donc de roême de g h ' — hg\

Ainsi eX a trois classes de s^ représentées par (?oi) (44) y111 esî

dam Cl0 === c%, et par (^, ) <?^ (^) qui sont hors de €i\

/I7. Le groupe cV == A7/! estisomorplie au groupe [eX'] == [el]+ ̂ [A]?
où ^ =(^),^-"=^ en sorte que [tV] ='{ ^(2, ri2), ^1. En effet
^ transforme les éléments de [et] comme y transforme ceux de el. On
le voit en prenant comme générateurs de et = Ai/Iles complexes IP i , p ,
I0i,-p (p parcourant (5') et h,, et, comme générateurs de [A], les
substitutions correspondantes (I, 40) ^ + p ? ^ _^ ? —^~\ et en
observant que g-2, qui est dans '11(2, r:2) correspond de même à 1̂
deBI/I.

Toute substitution a de [et71 hors de | eX] a la forme

^(^)^^(^_^^ ^&^^^,,

Si £ = i , les conditions pour que o^cr'1 sont, en désignant pa r?
un facteur de proportionnalité,

a'^== ??•', y/r^—pà',

Ô^rrr—oSï. 5'== <à£.
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En égalant le déterminant des premiers membres à celui des seconds,
Q^ ^ ̂  p 2 ^ on ^i"^== p 2 . D'ailleurs, la deuxième équation donne

— or^a711-^', d'où a^1'1-^1^^1-^^""^1, d'où 0.'^= '^^\

ce qui est impossible, le second membre n'étant pas carré.
Donc £==o et toute ^ a est dans J;(2, n2). Or on sait (12), que ce

groupe n'a hors de 1L(2, r^) y^^ c^é? de ^. Cette classe con-

tient (45) (— t)=(- ^)(^) q^ correspond à (^-y). ^<" ^bsu-
tution représente donc F unique classe de ^ de tU hors de Cl. Elle est
d'ailleurs de seconde espèce, car (^T)2^ [^]-

Les deux classes de .̂  de cX, dont les représentants indiqués (^,) et
(^) correspondent à (—5" ' ) et Çz} se réunissent en une dans et,
car ^"1 (;J) ïl = (^)(^~1^) a le caractère — i, donc (45) est conjuguée
de (—ir-1). Ces substi tut ions sont évidemment de première espèce.

La troisième classe de .̂  de eX est l'unique classe de ^ de ^\
représentée par (4i) (45), correspondant à l 'unique classe de ^
de 1L(2, T.2) représentée par (—^ 1 ) (12). Cette subst i tut ion est
évidemment de/première espèce.

48. Supposons maintenant ^ réductible (4). On a (1, 40)tô=<lLU/
( z ==. ^-, u == '^V et toute ^Œ de 'IL^IL» est de la forme a.3/,, a^ étant
\ ^2 Ja/

dans '14 et ?„ dans '14; de plus a; == (3^== i, l'une au moins des substi-
tutions o^, ?„ étant d'ordre 2. Comme 14 n'a qa'une classe de .^, a
est nécessairement conjuguée de l'une des trois^substitutions ( — ^ )?

^— I L f — i j ^ — i ^ auxquelles répondent respectivement dans ûi,
(R,^y=(<ï^),(S^^)=(^T^^,), (R^,S.,^)=(r,.)(I^8,29).e). . 1 1 1 1 \ : 1 , ' • , 1 1 : 1 1 ; 1 1 - , . 1 • ; 1 , 1 1 ^ ^,-1 _ . 1 , 1 , , . . 1

( 1) On peut supposer (I, 24), ou bien que V== v = '2 et que ^ = o, ou bien que v === i,
v'== a^ et que ^ est ^ o. Dans (I, 40), on a pris la première hypothèse; on adopte ici lit
seconde; les résultats sont identiques.

( 2 ) On a vu (44) que, si ^ est irréductible, tô(4, ^) n'a qu'une classe de s^ répré-
sentée par (t\ï). Diaprés les résultats du texte, ^(47^'• i)^ qui contient ^ ( 4 ? ^ ' ) , a deux
autres classes de 5.2, mais qui sont hors de d$(4, ^).
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Si _ i est carré, on peut représenter respectivement ces trois
classes par (—^) , ( — M ' ) e t ( - s) (—») ou, en posant £ 2 = — I , par
fiiV fi"-\ et f11^ (il!-} : leurs correspondantes respectives dans (,»3,
\£-1/ \e~1/ V ' 7 V2"'/
sont (mî m.;^-.), (m^^a,,), (<'/,.).

Comme (^T7;=rf,ï,,^== rf, (rfiTi,;) et (rfiT..^,,) sont de première
ou de seconde espèce suivant que — i est carré ou non (5, G); (^,2 ) est
évidemment toujours de première espèce.

49. En faisant correspondre u.,,= " .'̂  à /«,•/.). o11 v<)lt q116

^o ̂  ^ aL-'U,,, ,^.} ==[cl"]- Toute substitution a de [cl°] hors de ••1t.-^L,,
a la forme (N^)a,(N?^)?«, a, étant dans OL, et ?„ dans '•1L,., c'est-à-dire
la forme a',?;,, a- étant dans £, hors de ••ZL, et ?'„ dans A, hors de "U,.
Pour que ?soit d'ordre 2, 11 faut et suffit que les deux substitutions a,
et p;< soient d'ordre 2. Comme C, n'a, hors de -U.-, qu'une classe

de ,?, (•lî\ représentée par —N, et que toute cette classe s'obtient en

transformant -—N par OL (15), a est toujours conjuguée de

f=_Nv^^f-2V-iv.,,
qui répond à (l^m^ de a° ; comme ̂ Tm^= i, cette s, est de première
espèce. .

Comme 'U- et "14 sont normaux dans [eX°], aucune substitution de
ce groupe ne peut transformer l'une dans l'autre deux des substitu-

tinnq (—'-\,( ^-V (=-1} f—^V Ainsi les trois classes de ûï restent dis-
UOMh \^ s } \ u } \ :• /\ r '

tinctcs dans Cl". .

:)0. En faisant correspondre 1= " " à t^ on voit (I, 40) que
, U ^i

cl == ( -IL OL,,, 3^, t.} = f^- Toute substitution a de [eXjhors de [Cl°]
a la forme ̂ -^ (-=0' l; ̂  (lans aL--' P'1 dans aL^ 0" t<-p"' e"
posant (N-s)^^ <, (N^)p«== ?„. La condition ̂ =i donne

i == t a, jS;, t «'; (3 „ == %;, |3^ a, (3;,,

d.oy 6' =a'-1. Donc CT a la forme i a, a'.-' == a'^a^'^CN^Qa^a,;' (N-u).
" 1 "2

^ran. ffc. fform., (3), LI. — FASC. 1.
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En posant Y,,== (N^oÇ' (N"3^), qui est dans [d3], on voit,
O-^Y^^N^^IÇN-^/^YZ/, .

Donc o- est conjuguée dans [cl], de (N6^) i(N~^/.)= ((N^^N^/).
D'ailleurs i(N:?)(N~'^) n'est pas conjuguée dans (X, de ( , car elle
devrait être transformée de t par une substitution de la forme
t\4a^(ïj, £==o, i), en sorte que

t- f N z ) ( N-1 ^ ) = p-,7107' nî 4 a, (̂  == l P^-1 a^ a^ (3,,

et (Ns)(N"'^y) serait dans 'U/11 .̂ On verrait de même que i (N^)(N~'1)
ne peut être conjugué de i (Â 'N^) (Â*~ 'N~ ' / / ) que si /' est carré.

Donc [cX] a, hors clé [Êt°], deux classes de s ^ y représentées par b
et I'/N-^N"""' u) ou, plus généralement, par

l ( kz ) ( À- ' u ) e t l, ( A- N z ) ( À- ' ,N - ' ̂ .

auxquelles répondent dans cl, ( fa ) et ' Çf^m^), ou, plus généralement,
(^^2/0 ^t ( ^ 2 / ^3,AN)? toutes deux de première espèce. [On verra au
n° 51 que (t.u) correspond à (7), donc (i^) à (^T^)-]

II est clair que i transforme l 'une dans Pautre les deux classes de s^
de [<^°] représentées par (— ) et ( — I - ) ^ et transforme en elle-même

chacune des classes représentée par ( -— ) ( —- ) et ( — ) (— ) iiiv.t i \ ^ ) \ ^ ) \ ^ )\ u } '
• i \ , / — i \ / — i- et — — —u, \ z j \ u

Donc les s^ de CX qui sont dans (X° ̂ forment trois classes représentées par
(ûfil\_>) [ou par (rfiTia^i.j)], ( ^12)? ^t ( ^12^1^)? ̂  dernière seule étant hors
de <%.

51. En faisant correspondre ^== (i?/) à -Y? on voit que
[a^^+^a]

est isomorphe à cX/====(St+(Y)c:X. On remarquera que [cl/]= \£^e,^ \•}-,
et que les substitutions ^u et ^==1^1 correspondent respectivement
à y et t^t^ suivant la même loi que les substitutions ?„ de U< et a,,
de '14 aux substitutions rde 'W et s de V. En prenant { V^y^ }==V7

et { W",Y } ::::= W^ 1e produit direct £-^£n correspond à 'V^W7; mais y
n'est pas permutable a toute substitution de V, ni donc t^yt^ à toute
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substitution de W. Toute substitution a de [eV] hors de [cX] est de ia
forme ^l'n^a^ (s, TJ == o, i; a.- étant clans IL, et P« dans UJ.

• Si £ === i, a a la forme ^bo^ p^ a^= (N^)^, ̂ = (N71^)^,. La con-
dition cr^^ i donne

i == ^ „ 1 y^ ̂ a gu t OL', ̂  -== §,, a;, (3., ̂  a^ (3;,.

D'où
^.(^^^^(^^^^.^(N^^p.^fN^.^)^-^!.

Le premier membre est dans le complexe ^ALu? il ne peut donc pas
être égal à i.

Soit donc £ === o, alors a a la forme ^o^ [3^. La condition a2 == i donne

^=(^H?=^

Si TJ == o, a'. = a,- est conjuguée, dans 'IL, de i ou de -—; ^|3^ ==^p//
_ l\[

qui est hors de Ul^ est conjuguée par'U^ d e — — • Donc a est conjuguée
, -N , / _ N \ / — I . \de —— ou de —— — •u \ u- ) \ s ) _ I\

Si r i = = Ï 5 on voit de même que a est conjuguée de —— ou

t. transforme les deux dernières substitutions en les deux premières.
Comme f ZL,/1L^ u^ ^i=A-A<, à'où [œ}=\^-^^ i j , (^y^est

pas conjuguée de {~=L^} f^)' Donc [C^] n'a Âoy^ de [Gi] que deux

classes de s^ représentées par -^-==^-^-KN^) et {~^)[—r~)

auxquelles répondent respectivement^ dans tV, j>^N=LA (k impaire [en
sorte que(N^)=^'|,(^T,^,,Y / t)==(^T,^,2T /•)et(r,,^).

Les relat ions^Tis^a^^ = [- '/'] e t^i2T^=[^] montrent que (^2^)
est toujours de seconde espèce et que (^Tis^i^') est de seconde ou
de première espèce suivant que — i est carré ou non.

Les quatre classes de ^ de [cl] représentées par ( — - ^ ) efc
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hors de [^®], ^ qui est dans [cXJ hors de [<^°] restent évidemment dis-
tinctes dans [cV]; mais (N" ' /z) transforme h en i (N^)(N"~4z). Les
deux classes correspondantes de [cl] se réunissent donc en une seule
dans [<iV].

52. Cherchons maintenant les normalisants respectifs 51, cW,,9l°,
® dans [cZ], [el/j, [cl°], [tô] d'une ̂  quelconque a de [eV].

Soil d'abord ^ i r réduct ib le . Alors (47) [et7]^ | j(?(-2, .^), ^ j . Dési-
gnons par Jfi le n o r m a l i s a n t de o- dans /J(2, rr2) et par a^ la substitu-
tion générale f^—^—) de 'U(2, Ti'2), en supposant a^— pa / =I .

Soit d'abord c7 dans [(%]=^L(2, Ti2). On peut supposer que cr ==—^.
D'après ce qu'on a vu (13), on.a ici 3U= l î /^—^^ S>=^/2^, -^-tf

( z ) ( z )
Comme ^ est permutable à —z, on a 3l=j^ ^^==^4-^5 ,
9V = {jn, 1? | = {5l, i^ ;; ^ est n o r m a l et d'indice 4 dans ̂ /.

53. Soit a dans [cï] hors de d3. On peut d'abord supposer (45)
que a-=.3. Pour qu'une subst i tu t ion c^ vérifie a^a===CTa^ il faut et
suffît que l'on ait; p désignant un facteur de proportionnalité,

à==pa, à^^rpa^

p=pp, P .̂ croù P3=I-
Si p = = i , a^ est une substitution quelconque de 1L(2, ri). Si p =_ i ,
en introduisant co === u — u au lieu de L» =— ^- -4- ^ a, ?, y/, ^ ont

respectivement les formes coa^ coa., oj>8., cop',, d'où a, K — Q.y = -J-,^ i » i i • i i r ' i ^2

^rrr:^ étant non carré dans <2. Donc (co-2^) fj-LÎ-t-^^ est danscî ' / \ P i ^ - + - P i /
'11(2, T.), donc a,- est une substitution quelconque de (co^ylL/s, r.).
Donc ^=5l{)=£U(2,Tc)+(co25)^L(2, /îr)==J?(2^). Donc 51= j^^},
e t^ étant permutable.à £'(2, r.), £)l==®+ ̂ i.

Comme (— i) est conjuguée de z dans [(SV] (47), on obtiendra
/ \ 1 *»'-

le normalisant dans [cl] de ( : — s - ] en transformant celui de z par une
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substitution .ydel^^, transformant (^) en ( — ] " La forme générale
, , r (a^+a^ "] •de^es t -^———^-hpp==—i. 1

Lp^a ï+a^J

De plus, le nombre des conjuguées de z dans [c^j étant double du
nombre de ses conjuguées dans [ûl], on a 3Ï/== 51.

54. Soit G- dans [cX^j hors de [ e X j . On peut supposer (48) que
/ > \

n = ( 1—3 \, Comme au n0 52, on connaî t (.13) ses normalisants DTL
\ 'G /

dans .^(2, T.2) et ^=31° dans ZL(2, T:2)=cB=e^o. Pour déter-
miner 51, il suffit donc de chercher une substitution r = = ^ a ^
de z'-UÇ^y Ti2), permutable à G. Or, si l'on pose

—i&Tr ap-ps(;=I•
la condition cr^a^==^a^cr donne, en désignant par p un facteur de
proportionnalité,

aÇ==p^, (S^-pa',

(S^pa, a^-pEp.

La condition de compatibilité est p2:^'^. La condition a^—pa'sï

donne ûa2-^ pE?2 === i. Siix^i (mod4), on peut faire { S = = o , a = ^ 4 ;
^—i . , , 7Z4-1

alors a,.== r ===^^T~. Siri^3 (mod4)? on peutfairea ==- o, a = = ^ 2 ;
71: •+••1.

alors a^ = — ̂  == — c'—— ' Alors 51 == 51° +WT. Enfin
/3 S

fft1 -= fft -+- £)ta= 0}t -4- 3TCT ^

et l'on peut ici, quel que soit T., prendre une quelconque des deux
formes de T.

55. Supposons maintenant ^ réductible. Désignons ici par Jïi^k
et 51̂  .les normalisants respectifs de (^-^ dansA(2,Ti)et ''14(2, r.).
Oh a vu (i3), pour —k carré et (i3-i5) pour —Z: non carré, que
3Xi,.k et ycJ. sont diédraux et que, si (DJc et <®^, sont leurs diviseurs
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cycliques d'indice 2, on peut déterminer une même substitution T^/,
telle que

m^ == .i d)^ T./c ;, ^ ={^k, r^i.

Je supprimerai l'indice k pour k = i.
Soit d'abord a = —^ Alors, comme [aï] = IL^IL^ on a ® = ̂ 1/14 ;

et comme [cl°] = = { [ < ; % ] , ii^j (49)== j f^] , a^a^, a.- étant dans X^
hors de 'IL, , on a ^•V)=[S, ?,a^ ^ étant dans 01Z.; hors de ^.
Comme [et] == [^°]+[ûl°] i (50) et comme aucune substitution de
[CX°] i n'est permutable à cr, on a 3l===^T6°; cela correspond au fait
que, dans [eX], (—^) est conjugué de ^_iy Enfin, comme

r^-Y/-] — ,( r^l 1 -i ' — ( V /^ i )
L"— -I — i, L'"'.!? ^if s — ( *" = ''' «? ' • i?

on a 5V == ^Tt^X^,.
Pour traiter le cas a = (-1.), il suffit de remarquer que

(ï)=l(-)l•
Soit

—Mf^)1
V .5 / \ U j

Alors
^ = yc, fft^ ^ = ; -c. (3^^ j, yc = } ^ï/o, i j..

et, comme
[^•J^ix^.^.l-.i, 3V =={^1^11^1,}.

Soit,
/ — i \ / ~ i \ / - - N \ / — N \î r = — — — — u ^ = = — — ( — — ) .
\ z )\. z } \ z j \ u /

Alors
.̂= .̂̂ , W=:[^^}, 9Z=\9\^\,

. ^=j ̂ (::sN) l^ •! :)n^t)1^^li.

Soit a = t . Désignons par 1L^ le groupe formé des substitutions a^
où a, parcourt U, et soit ^^=^14,, (N,)(N,)}. Il est clair
que ^ == ZL^, 51° = { ^ , ^} = ̂ ,,; puis 51 = { 51°, i,}. Comme

. . ^^s^^.ti,
on a 9V === 51.
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Soit a == (—^ on a S = ̂ I^'-IL, ^1° == •;^ p^^i ̂  ̂ â»1 dans c^
hors de 'IL,- et f^ dans Jll^. hors de ^l^, 51 = ̂ l0, ^l/ == Jll^ ̂ .

Soit <7=f^V—^)- On a ^=91^^. Soient [j^ une substi-
\ I I / \ Z j

tution de OTi^ hors de 91^^ et pslme subst i tu t ion de 31*4 hors de ^l;.
Comme on peut écrire [eX°]=i[c8], P^|, on a 31° =1^ P/^J.
Comme t t ransforme G- en ( — — H — I - ) et qu'aucune substitution de

[cXo] ne peut transformer (^- t-) en ( — — ) ? qui est hors de 'IL//, donc
hors de [cXo], on a ^1=51°. On a de même, aucune substitution
de tJ?3 Ça n'étant permutable à (T, 9'C==3Xi^3\^^

56. Passons aux groupes B, A° A, A^
Tout d'abord, si (s) est une ̂  de première espèce de cV, c'est-à-dire

si .y2 == [ t.27' J 5 1^ contient exactement deux s^ qui sont [r^ ]^ et (^[i-^jA1.
Si au contraire (.v) est de seconde espèce, c'est-à-dire si .y2:^ l ' .27^1]?
Is ne contient év idemment aucune .Vs. Ains i 1^ contient ou non des s^
suivant que {s) est de première ou de seconde espèce. On a vu d'ail-
leurs (5) que, si s et s ' sont deux ^ de A', (^/) est conjuguée de (.?)
dans eX/ toujours et seulement si s ' l'est, dans A\ de ^ ou de ds.

Si donc (Y) parcourt un système de représentants (j,), (.y^)? • • • d^
classes de première espèce de A', fêtant choisi de manière que 57= T ,
l'ensemble des subst i tut ions ,̂  dsi et d contient un système de repré-
sentants des classes de ^2 de A7, s, ne pouvant être conjuguée de ^/,, ni
de ds/,, si k ̂  ;'. Si d/ai l leurs s, est conjuguée de ds, dans A^ le norma-
lisant de .Y / (qu i est toujours aussi celui de ds,} est d'indice 2 dans le
normalisant S/ de D^- dans A7 qui correspond à celui de (^) dans el/.
Si au contraire s; n'est pas conjuguée de ds,. S, est à la fois le norma-
lisant de s^ et de Ds,.

Les mêmes considérations s'appliquent à cl, eX0, d3, en observant
que les Si tels que .$7== i ne sont pas nécessairement tous clans A, A°,
qui ne contiennent pas I, mais seulement D, ni dans B qui peut ne pas
contenir D (1, 39).

57. Supposons d'abord ^ irréductible.
d3 n'ayant ici qu'une classe de ̂  (44) et d étant ici hors de B(I, 39),



q5 DE SÉGUIEB.

B n'a qu'une classe de ^2, que l'on peut représenter par t^m,^ k étant
tel que cette substitution soit dans'B (I, 32).

Il est clair que Ao == BD a exactement trois classes de s^ représentées
par .y=^,mi/ , , d, et ds. On peut remplacer ds par une ̂  quelconque
^z d hors de B, par exemple par sm.^.

Dans A, les trois classes de ^ de A° restent distinctes, puisque
^,7?2i/, est dans B,.et dt,, m,/, hors de B. Comme eX a, hors de eX° les
deux classes (/,) et (^>) (46), l 'ensemble des quatre subs t i tu t ions t^ ^,
dt,, dt^ contient (56) un système de représentants des classes de .?a de
et hors de CÏ0, t, ne pouvant être conjugué ni de ^, ni de dt^ si k^i.
D'ailleurs ^, ayant un multiplicateur égal à — i et trois égaux à i, ne
peut être conjugué de dt,. Donc A a exactement , hors de A°, quatre
classes de ,^, représentées par t^ t^, dt^ dt^.

On remarquera que ^ est conjugué de t^rn^. En ellet les substitu-
tions de [eX7] qui correspondent respectivement à Ït^ 1^, ïw-i/,, (puis-
sance de 17) sont (45, 47) ^^Y^, (/^). Donc à l ^ , m , / / correspond

\ z / '
f-Z^^hz)^^^}- Si h==f'\ on a(::^A)=--(^); et le carac-

' \ ï—r^
tère (44)de (^)(^) est^^—r^^^—À 2 .Se lon que h est

carré ou non, ce caractère est — i ou + i ; donc, (45) ^ [ — r ~ ) est

conjuguée de f^); ou de (^) ; donc ( î imi / , , ) est conjuguée de ( i î i )

ou (^). Donc t^m^, est conjuguée de ^ i ou t^, puisqu'elle n'a comme
eux qu'un seul multiplicateur égal à — i (i). On peut donc remplacer
^ et ^2 par t^m^^ ^m,^. Donc les classes de Apewent être représentées
par tQ^m^=s, sm^ et dy qui sont dans A0, puis st^^ sm^t^, dst^^
dsm^t^ qui sont hors de A% où Von voit quil nest plus nécessaire de
préciser le caractère quadratique de À". .

A toute ^2 de A/ hors de A correspond une s^ de première espèce de
€C hors de <9L Or CU n'a hors de cX qu'une classe de s^ représentée

(1) De même t^m^y s étant de la forme ^(^-i) est conjuguée do t^ ou de /i suivani
que /c est pair on impair. Car ^^20- répond à {z)(<sz\ dont le caractère est f—i / ' , et
ne peut être conjuguée de dt^ ni de dii, qui ont trois ni ultiplica leurs égaux à —I,
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par (^ i2 ï ) (^7). Comme (i^y'y2^ [ L ] cette classe est de seconde
espèce. Donc A7 n'a aucune ^3 hors de A.

On voit de suite que les classes de ^2 deA° restent distinctes dans A',
comme dans A. Mais les classes de A représentées par ^ et t^ se
réunissent dans A^, et de même celles représentées par dt^ et 0^2. Cela
résulte de ce que les deux classes de s^ de cl hors de cXo, représentées
par (^i) et (^)? se réunissent en une seule dans e'V (47) ({) .

58. Supposons maintenant d^ réductible, B contient ici d (I, 39).
Les trois classes de .̂  de ai sont (rf^T^), (^T^ia), (^12) ; et
~d^î\^=d/ï,a\^=d (48). Donc pour que [V^iT^ et [^Jrf/r^,,
soit d'ordre 2, il faut que r. — i soit ̂ o (mod 4) et que A == , x ;
mais alors ces substitutions sont dans K' hors de A. A la classe (/ ia)
de c% correspondent au plus, dans B, deux classes représentées
par ^ 1 2 et dt^. Mais <Aia est conjuguée de ^ 1 2 . En effet, on a
^=R,^,S,^_, (I, 28), R, , , , étant dansV^U,^,, et 8 ^ , 2 - , dans
W=EEU.^,, (ï, 28, 40). Or R i a , par exemple répond à \x^ —x^ |==a
de U.,.^,,; et toute subst i tut ion de U.^./,. de la forme p = = ( ' _^ ) où
A2+ [j-2 == — ï transforme a en a. a2, a2 == j — .r,,, — ^3 (S., p. 115).
Donc la substitution de V qui répond à ptra-nsforme Ri 21 en ^ R i s i ? et?
par suite ^ , 2 en r f^ ia . Cette subst i tut ion, qui est

^•i /.̂ .'i -i- .̂z'.̂

J'1 — ^"1 — ^.r^
'̂a F-'̂ 'i — ^•^'ï

J'2 — P-J'i -^- Â^'.

est égale à rn^m^N^^N^^ si A^ o, et à m^m^T.^^ si À == o
(),2^ ^2^— ^y Donc B a exactement deux classes de s^ représentées
par d et t, 3.

D'après l'étude de cl0 (49), A0 a, hors de B, au plus deux classes

(1) On pourrait dire aussi que ^--^i y = t\m^ est, comme on vient, de le voir, conju-
guée de ^2- Mais c'est au fond la même démonstration.

Ânn. Éc. Norm., (3), LI. — FASC, 1. l3
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de A'^ représentées par t^m^ et dt.^n^ Mais ces deux substitutions
sont conjuguées dans A°, car si — i est carré, la substitution
m^m^ où P=—i transforme ^m^ en rf^m^; et, si (— i) est non
carré, la substitution m^T,,/?^, où [J^^—N, transforme encore
^m^- en rf^m,^. On peut remplacer ^a par j ' = = = ^ , m , / , (A étant tel
que cette substitution soitdans B). Alors, comme dans le cas de ̂  irré-
ductible, les trou classes de s^ de A° peuvent être représentés par .y, sm^y
et d; où l'on voit qu'il n'est plus nécessaire de préciser le caractère qua-
dratique de k.

D'après l 'étude de et (50), A a, outre les classes de ^ de A° (qui
restent évidemment dist inctes dans A), exactement quatre classes
de ^2 y représentées par t^m^i, et dt^m^, t^rn.^ et dt^m^Çum^i, et î^m^
ont un seul multiplicateur — i ; leurs produits par d en ont trois), ou,
en transformant par ï i a , par t^m^i, et dt\m^^ ï^m^ eidt^m^^. DoncA
a exactement y comme pour ^ irréductible, sept classes de s^^ que l'on peut
représenter par s^ sm^ et û?, gui sont dans A°, et st^^ dstoy st^m^^ ds't^m^^
qui sont hors de A0.

On a vu que les classes de s^ de <% réprésentées par (rf/l\a ) et
( ^ / i T i a r i a ) (48) se réunissent en une dans eX (50). D'autre part (58)
il ne leur correspond de s^ que dans A^ hors de A, et seulement si
— r est carré. De plus la seule classe de ^ de c^ hors de (9L qui
puisse fournir des ,^> de A/ est ( ^ i T i a ^ i s ^ ) (^' impair) (51, 56), et
seulement si — i est non carré.

Si — i est carré, et si —1=== €\ les s^ de l . r f i T i ^ sont (56) [£ | r f / r ,2
et [ s jâ^Tia , que T i a transforme l'une dans l'autre. S i — i est non
carré, et si ^ • 2 ==—L, les s^ de id.^\\^t^^ sont [ ^ ^ ' l ^ i T i a ^ a T 7 1

et [ g ~ ' ' ̂ d^T^t^^1, que T^ transforme encore l^une dans l'autre.
Donc, quel que soit r\., A/ a, hors de A, une seule classe de s^ que

Fon peut, par exemple, représenter par ç = ^(7M)/2 (38).
D'après l'étude de CC (51), les quatre classes, de s^ de A hors

de A° se réunissent, dans A7, en deux classes, que l'on peut repré-
senter par t^m^i^ et dt^m^. Les autres classes de s^ de A restent évidem-
ment distinctes dans A^.

59. D'après le n° 12, si — k est carré ( z — ) est conjugué de ( — z )
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dans J?3; les substitutions qui transforment (::—) en (—^) forment
le complexe OTizk^h, 1'̂  étant la substitution unimodulaire £
du n° 13 et Jtl^, le normalisant de ( z — ) dans £^ Soient e=k une
des deux correspondantes de ^-/. dans B (48) et £2 = -— /i".

Soit — i carré, et A ' = = i , les transformées de [sjrf/Ii^ et de
[£ ] r f aT i2 par ^i sont les s^ du complexe Im^-jn^ qui correspond
à ^ " — ^ ) (1). Ces ^2 sont les substitutions du complexe D[e]m^^m^
dont l'une fixe 1000.

Soit — i non carré; si k est non carré et ==^ (A impair), les trans-
formées de [g-^d^^t^^11 et de [g^d^f^t^^1 par e^ sont les

deux ,y.j du complexe qui correspond à (—^)=^ / 2 . Ces deux s^
sont ç et rfo, dont la seconde fixe 1000.

60. Cherchons les normalisants respectifs N, N'y N% P dans A, A',
A°, B d'une s^ s^cl de A/'. Au complexe 1^ (dont les seules ^2 sont
^l et ds) répond dans [W] une ^a. Soient NJ), NI), N^ Pô les diviseurs
de A, A\ A°, B qui répondent respectivement a tTC, W, 5l/ ^ (5'2)
dans les homomorphismes de [eX], [erj, [cL°], c% à A, A', A°, B. Ce
sont les normalisants respectifs de I-y, donc de D,y dans A, A^, A°, B.
L'indice (NI), N) est 2 ou i suivant que ,? et ds sont conjaguées ou
non dans A (toute substitution de A transformant s en ds est dans
Nj, hors de N). Si d'ailleurs s et ds sont conjugués dans A, le divi-
seur N^) correspond à un diviseur d'indice 2 dans 9t. Il suffira d'un
petit nombre d'essais pour déterminer celui de ces diviseurs a u q u e l
correspond N.

61. Si ^ est irréductible, on a vu (57) que f n'est jamais conjuguée
de ds. Les normalisants N, N', N°, P sont donc complètement déter-
minés par 51, 5f, 51°, oî.

62. Soit 4' réductible. Comme précédemment on connaît déjà
ici (50, 55) le normalisant de t, et de dt^ II reste donc seulement à

( l ) On voit directement que (rn^rn^ ') de c^ correspond à (— 3).
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considérer les cas
s = [ c ] û?i T i .̂  ( — t carré ; c2 == — i ),

s=[^-i]d.^T^t.^y ( — 1 non carré; g^—i) (58),

.ç = ̂  a //À i^ ( ̂ 9 ), s = t^ a ( iS ).

63. Au lieu de ^== [ s j r f /Cia , a=( :— [•)(48, 58), il est avantageux
de prendre (59) s= [sjm^m^.,, a==(—^). En désignant ici par
c)îl, et 313 les normalisants j (^), ^j et |;(!.2^), f—1)} (13) de
( — - j ) dans X^ et "IL, et par ^î celui de (—-J) dans (< -%] , on a
^=5l^Uu (55). <?l,- a trois diviseurs d^indice 2, qui sont

i^=^ i^'^'f^)} ^ {(^^(^f^)!-\ \ "? / 1 \ \ ^ / )
Or les correspondants de (:z^) sont hors de A, et ceux de ( t .2^)\ ^ / ' '
étant dans B, ceux de (L^) (—i) sont hors de B. D'ailleurs (I, 40)
toute substitution du groupe W qui répond à ̂  est permutable a s,
qui est dans V. Donc P répond à û^'U^. De.même N° répond à un
diviseur d'indice 2 de ^l0:^^?, p^a^i (55), où l'on peut supposer
^-==(^) (13) et a,==(^). Comme ^=.j(i^), f—l\u^, on a

^={.u,, ̂ UL(..

Comme précédemment, le seul diviseur d'indice 2 dont le correspon-
dant soit dans A° est [ m,, 'U^ j *

Comme 3Ï=== 31°, et que ce diviseur est aussi le seul dont le corres-
pondant soit dans A (55), on a N=N° . Enfin 5V=J1Z^^ (55) n'a
qu'un diviseur d'indice 2 contenant a, qui est < (JS^^^^ C ^ donc iV,
qui contient évidemment s, correspond à ce diviseur.

64. Soient
s= [^I^T^Y (- i non carré; ^==-~ Q, a==(^-l\

\ ^ )
^iTi.Y (—mon carré; ̂ r=-~^ c r = f — — L ^=^^^.



LES SUBSTITUTIONS D^OBDBE 2 DIT GROUPE QUADRATIQUE1 OALOISIEN. 101

Le diédral c9l^ a trois diviseurs d'indice 2. Une vérification directe
montre que (D°^ (i3) est le seul auquel corresponde un diviseur de P.
Donc P répond à ^/IL;. De même N° répond à un diviseur d'indice 2
de yc°=== {®, P«A } (55) où l'on peut supposer que (3^ est un généra-
teur de <©«,. (13) et que a^=== ( i^)< Comme % == j ?^, T^., "IL 1, T,^ étant,
comme T/, au n° 55, la substitution a du n° 15 où Pon cliange s en u
et k en i, on a 51° == { p^(i^), Ty,., 'IL 1. Le diédral | p«,(^), T«; S a trois
diviseurs d^indice 2, Une vérification directe, opérée sur les corres-
pondantes (51) de p^ et (i^) montre que ) ?^(i^) '{ est le seul auquel
corresponde un diviseur de N°. Donc N° répond à {{^( i^) , ' IL ;.
Comme 91 == 3Î.0 (55) on a N == N°. Enfin on voit^ comme dans le cas
de P, que IV répond à â^r.A;-

65. Soient

•'='""-." î=(^)(:?)"•.<t9>=(-)(ï)•
On a lî? = 91^91^. ̂  a plusieurs diviseurs d'indice 2. Le diviseur de B
répondant à ®i == { d3^ ̂ , ^^«t} est P. En effet, soit .y:̂ :.̂ , ^ et ^
étant deux .̂  de A^ répondent respectivement à (—} ^t (— l ) ' D'après
le cas précédent, les substitutions de B correspondant à celles
de û3?, (% sont permutables à s1 et s " \ celles qui répondent à T,-; trans-
forment ^ en ch' en sont permutables à ^ / /; celles qui répondent à T^
transforment ^ en ds\ et sont permutables à s ' . Donc celles qui
répondent à ^T,u sont permutables à. ^, et P répond à ^r
Comme ^V={tS^ a\ (55) et que s est ici dans A°, N° correspond
à { ^i. G"! = c9l°. Comme 51= } 31̂  t.} (55) et que ^ est permutable
à s, N répond à ; 9V^ i ; = 51,, et KT à j 51^, {^s-} L

66. Soient s=t^, a=(^-\ (:=-l\ ®=Sr^9Z^ a plusieurs divi-\ •z / \ u /
seurs d'indice 2. Soifc d'abord — i non carré. Une vérification directe
montre que toute substitution de B correspondant à la substitution
générale de <©? (14) ou de û3^ est permutable a ^2 ( i) . Au contraire,

(1) Ce calcul ne fait pas intervenir le caractère quadratique du dét.ermmanfc de la
substitution générale considérée. Il montre donc aussi que toute substitution de AO cor-
respondant à la substitution générale de <^z ou de C^u est permutable à /is.
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toute substitution de B correspondant à T^ (qui est ici la substitution a
du n° 15 pour /i:==i) transforme t^ en ^12. Donc toute substitution
correspondant à T^T» est permutable à ^a.- Donc P répond à

,( /7)0 /7)<) rr n- ) —— ^?
( Wz Wu* ^Z 'II ) —— -À 1 •

Soit — ï carré, il est alors avantageux de prendre (59) s==d^,
c r = ( — ^ ) ( — ^). D'après les résultats obtenus pour les normalisants
de [e]m^m.^ correspondant à (—.s), le normalisant de rfi dans B
répond à

i^i^"h -L (— î=^
Si l'on transforme par la substitution ^,1^1, =/(59), on voit que le
normalisant P de ^12 dans B répond au transformé de ̂  par e':,'̂ 1, =f,
qui est précisément % { , les notations ayant toujours les significations
indiquées au début du n° 55.

Si (— i) est carré, le normalisant de ^ dans A° répond à { ̂ , ni i }y
car ^\ est d'indice 2 dans ce dernier groupe, et mu/qui correspond
à m, (49) est évidemment permutable à r f i . Le normalisant N° de ^2
dans A0 s 'obtient en transformant celui de û?, par/. Donc N° répond
à •I %,, f- '^f}===3r^ On remarquera que r '^ f est le produit de deux
générateurs respectifs ^- et ^,/ de d5,. et û3«.

Il en est de même si (—i) est non carré, comme le montrent les
observations faites à l'occasion du calcul de P.

N répond évidemment à { 9V^ h} = 91,, en sorte que N == { N°, ^ }-
N7 répond à {.91,, D, } == {(Q,CD^ T,^ }, car, d'après les calculs précé-
dents, toute substitution de A'répondant à ^ est permutable à ^i 2.

§ III. /z>4.

67. Les résultats précédents s'étendent comme il suit au cas où n
est >4. Supposons ^7^0? réductible ou irréductible. Les classes de ^
de A(n, 7î ) peuvent être représentées^ si n impair =2v+i , par les
substitutions ^==^01^1^...^ slrn^•) qui ont chacune ii multiplicateurs
— \(i == i ^ ..., v); fit^ Sim^t^ qui ont chacune ̂ i—ï multiplicateurs—i
( ï = = i , . . ., v); d, qui a ^ v + i multiplicateurs ( — i ) ( ^ = = = i , . . . , v ) ;
^ e^nî assujetti à la condition que s, suit dans B (/r, 7i<? dépend que de a
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^ ̂  — i est non carrée de i ; en prenant au besoin ^/'.^/•Wir pour s^ on
peut remplacer ki par k^r2 ) ;

si n pair = sv, par les mêmes substitutions auxquelles on adjoint ds^ t^
et ds^ m^o, qui ont chacune av 4- i multiplicateurs — i^ et quon peut
désigner^ pour plus de symétrie^ par S^.ÎQ , s^m^ t^ ^ en posant ̂ . == î^ i m ̂  /, ̂ .d
et en faisant k^ = — k, ( ').

68. Montrons d'abord que les classes indiquées dans l'énoncé sont
distinctes. Cela est clair pour celles qui n'ont pas le même nombre
de multiplicateurs. Il reste seulement à établir, la distinction de
deux classes de s^ représentées, l'une par s, l'autre par sm^.

Si s est une s,, cela résulte de ce que s, est dans B, et s.m^ dans A"
hors de B.

Si .y est une ^o, j= i, .. ., v7 , ^ et sm^ sont toutes deux dans A
hors deA°. Or o n a A ^ A ^ A ^ , (I, 34) et A° = B+Bm,^ (I, 39),
donc A==B4~Bm,^-- B ^ i + B ^ m ^ ; et les deux groupes B' =;B, r, ;,
B2:^: j B, ^1 m^} sont d'indice 2 et normaux dans A. Il est clair que s
et sm^ sont toujours l'une dans B1 , l 'autre dans B2 ; elles ne sont donc
pas conjuguées dans A.

On a évidemment aussi
B'==:;B,^i. B2^:! B. / / / / / ^ i ( i = ï , ..., y,).

De même si n est pair, et m,/p dans A° hors de B, les groupes B' et B2

coïncident avec ;B, îy ' j etiB, ^m,/pj; pour préciser B1 coïncide
avec SB, t,\ toujours et seulement si t^/ est dans B, c'est-à-dire tou-
|ours et seulement si !^ est réductible (2). De même B1 et B2 coïncident

( 1 ) Si n esL impair, les ^o et ^///^/(i sont conjugués des .s-, el .^miN; car on a
alors dt^ ^,^(^= ̂  pour //, impair) et la ̂  ̂ /o= 4,^1^ ^r-i,...,v est transformée
par T^^T/-^,:/... T^^-^i (qui se réduit à i pour /' = i) en

^ll ^iX-t <'^2)..>,'•/—/'4-l == ^01 m•ï,—kt ^1,2,...,^—1-i-/'-1

qui, suivant le caractère quadratique de—A-, , est conjuguée de ^-M ou de ^--^77^.
Comme ici d n'a que •2v multiplicateurs —î (//oïl'en a qu'un), ̂ •i/o et dsim^lQ n'Q-Q ont
que 2v, comme ̂  et .^^ÎIN.

(2) ^ ^st dans B toujours et seulement si Ïc est carré (i, p.̂  348).
Soit d^abord ^ irréductible. On a ^o== t^m^^q = ̂ -î, xr=c) (1, p. 3^). Sî Ion

pose ^=^^S on peut prendre ,r=^:r==^; donc y == ̂ -^. Bûnc pour
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avec { B , ^ i et - jB, t^m^}^ j étant l'un des nombres i, . . ., V, et m^
étant dans A° hors de B. Pour préciser, W coïncide avec { B , ' l o } tou-
jours si ?oi est dans B, c'est-à-dire que si oc est carré (I, p. 348).

On remarquera, pour la suite, que, si une certaine substitution T est
dans l 'un des groupes B' ou B2, la substitution T/,==i:m.,/^, a étant
d'ordre ^4-1, est dans ce même groupe ou dans l'autre, suivant
que m^ est ou non dans B, c'est-à-dire suivant que k est pair ou
impair.

Si n est impair, e t f ^ ===<?.x-2, ^im^_^"-est toujours dans B (l^p.336).
Donc •|B, ^o { coïncide avec B1 toujours et seulement si — c est carré.
D'autre part comme dt^===tQ^m^^m^,c"l(i^_^, { B , d\ coïncide avec B'
toujours et seulement si c est carré avec — i carré ou v impair , ou si c
est non carré avec — i non carré et v pair.

G9. Montrons maintenant qu'il n'y a pas d^autres classes que celles
indiquées dans l 'énoncé. On l'a vu pour n==3 (43) et pour /i=4
(57, 58). Admettons-le pour les valeurs de n inférieures à la valeur
considérée. Soit s une s^j^d de A. Si .y déplace tous les points du
champ, sa forme canonique est rf, et, comme à est normale dans L,
s coïncide avec d. Donc s fixe au moins un point.

70. Soit d'abord 71=2^+1. On a vu (II, i) que A a ri systèmes
d'intransitivité q^=q^, q^, désignant l'ensemble des points véri-
fiant a == À, À parcourant (3, et le point (o, . . ., o) étant exclu de qo.

Si s fixe un point de q^, on peut supposer que s est dans
le diviseur Xp de A qui fixe le point ( r , o , . . . , o ) . On voit
alors, comme dans l'étude du groupe hermitien (17), que s est
conjuguée d'une s^ du groupe A, de la forme c i — x ^ y ^ Ce groupe
fixant tous les points (^,yi,o, . . . . o), on est ramené au cas où s fixe
des points q\ (À ̂  o).

que m^'q soit dans B, il faut et il suffit (I, p. 347) ciné k soit pair, donc que c soit carré.
Alors toi, et, par suite, t ^ ' ne sont pas dans B.

Soit maintenant ^ réductible. En posant (y^rsxy7-1, xx'^ c, on a encore (I, p. 33.3""
334) to== t\/m./^. Pour que m./y soit dans B, il faut et il suffî t que q soit carré (I, p. 347;
cr est ici réel), ou, ce qui revient au même, que c soit carré. Alors 4;, et par suite //v,
sont dans B,
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Supposons donc que s fixe un point de ^(X^o) on peut supposer
que s est dans le diviseur X/, de A qui fixe le point (i, À, o, . . ., o)
[II, p. 48, note ( ' ) ] • Or ce groupe est isomorphe (I, 21) au groupe
A(2v, TZ, ^o) de la forme

ci^-=. I';-1 ,r/r,4- e x 1 — — ?

dont les classes de s^ sont représentées par
.s-/:, .î/mi^, .î//o, ^WIN^ ( i - = ï , .... ^ — T ;

^...^-.l.,().<4/,l. ^.,.^--i,o.<4/7?iN/,>, et â^...,v-i,(-, -

D'après la correspondance indiquée [I, p. 48, note (1)] entre
A(2v , r., â/o) et.X), ( '), leurs correspondantes sont

s^= m^t^^m^,^/.^...,i^i. .?f/.^2N;
s^ni^t^ = f^m^./l.^..., ,+-1,

^/•y, /^•2.\ ̂ i/, ̂ i:::= ^a ̂ ^.N ̂ ,...^-î-l ?

^2,..., v /^ i/. ̂ s i ^a ̂ ^^-i ^2 '===- dm\\ t^ m^, ̂ 12, dm i,. / 1 ^ //z.i, /•, ̂  ̂ /i î.

^2 ... '/ m 1 A ^O 1 = ^> 1 //? 1 A"1 ^•2 ... ^ •

Désignons maintenant par A^^_j,., A^.^y,., By^...,/,. (r^a) les divi-
seurs de A, A0, B, qui agissent sur les seules variables d'indicé/,, ...,7'r
(l 'un de ces indices pouvant être nul). La ^2 ^1)^12^2/^2 ^•y/À^,...,/-^
(^, . . . , /M est à supprimer si ;== i ) de A^ est conjuguée, dans A o i s
d'une ̂  de la forme t,,m^ -En effet. A;*, n'a, d'après le cas 71=4 et
en négligeant d, qu'une classe de.^ dans Bia et une hors de B i a (58).
Comme t^,m^m^^., estimes dans B,3 ou hors deB,û suivant le carac-
tère quadrat ique de p., on peut toujours déterminer ^ de manière
que ï^,m,^n^^ soit conjuguée de .y/,â?3,...,M-f Ensuite, d'après le
cas n=3k (43, note) ^a,-/' est conjuguée de 4 dans Ao2- Donc,
dans A o , 2 , ^01 ̂ .^ est conjuguée de ^,^3,...,^,, Donc ̂  est conjuguée
de ^o,w/,^/,,,.,^,, que T,,, .... T^,,, transforme en ^ou^n ,^ (z==i , . . . ,
y — i ) . On voit de même que ,?/:m^ est conjuguée de s, ou de ^m^
(;= i, . . . . v -— i). Les substitutions ^^a/^,—^ et ^7^2^6/3,...,^
sont transformées par Tp^ ïa-j, . . . ? T/-,^i en ̂  et ^-WiN^o (z = I? - - - »

( 1 ) D'nprès cette correspondance, aux substitutions ^o; ^Q, ^-3 A'? ^U-̂ . ( ^=1? . • • ? v— r)
de A ('2^, Tr, a)j») correspondent les substitutions 7??u/i, WIA^OI? ^4-1? ^•4-15 ^U'+i,?.-

^/?.72. J'?c. Norm.y (3), LI. — FASC. 1. I^
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v — i). On voit encore, comme pourmi^am^Y/a, que les substitutions

dm v\ t\ 2 w 2/-i d\ a e t ^m i >• ̂ i 2 ̂ a, ̂ 'iN ̂ i s

sont conjuguées de û^oi et^oi/n^-, conjuguées elles-mêmes (r/o== ^o)
de .s1,̂  et ̂  m 1^0-

Enfin ^ol^l) ."-^2, . . . ,v :=^ol^I,-À-ld r l ,2, . . . ,^ est évidemment conjuguée,
suivant le caractère quadratique de X, de ̂  ou de s^m^.

On n'a donc obtenu ainsi que les classes indiquées dans l'énoncé.

71. Soit n==. 2v+ 2. Si .y fixe un point de //o, on peut, ici encore,
supposer que .y est dans le diviseur Xo de A qui fixe le point (i, o, .*^ o).
On voit alors, comme dans le cas de n impair, que Fon est ramené au
cas où s fixe un point de q\ (X ̂  o).

Si s fixe un point de q\ (A 7^0), on peut d'abord supposer que A = c ' ,
et que s est dans le diviseur X/., de A cpi fixe le point de coordonnées

Ce groupe est isomorphe au groupe A(2v+ i, 71, < ^ , ) de la forme

a,= F; X,YÎ-^ c, ̂  ^== -^), o=^--4 ̂ ^ r ÎI, 22),

dont les classes de ^ sont représentées par

.̂  .S'/WIN, -î^o, ^^1N^» (^'^ î , • • .,< ^),,

^i. 2 . . . v o • ( ici ^o = 1 ̂  — •zt 1} •

D'après la correspondance indiquée [II, p. 5o, note ( î ) ] (1)
entre A(2v +1, ri, a,) et X^/ leurs correspondantes dans X^ sont

s^--===.u^t.^ m^,d^ ...„ ^fr'm^, s^u^ ^.'/n^u^ u^d^^^.

('1 ) Diaprés cette eorrespondance, à /o= A de A('2v -4-1, TI:, /-/,) correspond

x, — .r ;
uo == ^1 ïnQ ] ù/c' == Z' (f, â5),

• j, j-+- ^.y •

de Xr;'; aux substitutions d^ tki ^k^ <ie A( 2^4-17 •'n-, A i ) correspondent respectivement
ces mêmes substitutions dans X^.
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Or, d'après le cas n ==. 4 (57), les substitutions

//.o^Wi/-,û?i et //o^^iAN^i

sont conjuguées, dans A^, de substitutions de la forme t^m^ et u^d^
qui est dansAoj hors de A^ et a trois multiplicateurs — ï , est conjuguée
de l'une des deux s^ : rfoi^o ou r f o i ^ i ^ ' i N ^ o - Donc s,c' ^t ^,'^IN sont
conjuguées de ^ et «y/m^; ou ^0^1,2, . . .^ est conjuguée de l'une des .?a '•
ds^tQ ou ds^m^tQ. D'ailleurs ̂ /o et^mi^/o? sont, d'après leur forme,
conjuguées de ^?o et s,jn^to.

Comme Y permute circulairement les q\ où À 7^0 (II, 15), si s fixe
un point de q\ (A ̂  c^, on peut supposer que .y est dans v^X^1'. Les
classes de .̂  de ce groupe sont représentées, en supposant d'abord d^
irréductible, par

a-i === y-^.ç^Y^r^: //,„ t^n^k^^1. p^<r/.^.,,, cr;/?Ài^,
<7;- == y-71-'̂  ^o ÏÂ':::::= ^l ̂ i ,/c, ̂ "<^lî.. .0 0"^^ iNî

T/,==Y-^,^_^'= ^flW^, P71^!...'^ P==^~'1 r1)1.

Or, d'après le cas n===4y toute ^ réelle de la forme u^t^m^în^ est
conjuguée, dansA^, d'une ^oi^p.; et toutes réelle de la forme i^m^d^
(qui a trois multiplicateurs — i) est conjuguée, dans Aoi d'une d^^t^n^
Donc Of et ^-mi^ sont conjuguées de ^ et ^-m,^, T/, est, suivant la parité

(1 ; Pour justifier les formules ou textes il corment d^ibord de rappeler les définitions
suivantes :

Soient d'abord 'b irréductible, et ^ = c.r2^ b.xy-}- c'r2= x^y^ en posant (I, 24) :

,^==z(^—ur) , îv== % ( ^ — u j ' ) , % % = = < ? , ^ ( u , i ) = = o .

Si .? === .yfl-4- //.yi, .yo et s^ étant réels, on désignera par f/i^s, l^actiony sur x e tr , de

m^= ^! 's'^ ( t , "23);
jv, ^--'îv

cette substitution est réelle toujours et seulement si .y—1 == s, e^est-à-dire .^"^ssi. On
vérifie alors les formules suivantes :

b
ta = t-^rn^qy q = .y,z—1, UQ == te mo,-:i,—/^;' = t^m^'^^ r = — ï — -7 y-

^-i^-y==î^/n,n, T-^^T^^X <^=i, • • • ^ ) î
^~i ̂ y == t^'m^p, p = ÇÇ-1, Y- ̂ ^v^Y == /^v'^ T"1 ^oï == ^o^vp.
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de k (68), conjuguée de rf^o ou de ds^m^to; enfin a,, et a; m^ sont
évidemment conjuguées de Sito et .^mi^o-

Soit maintenant 4^ réductible. On peut encore poser
X^=7.{x— L»j). J'^mx^.^—^j)? XX^C, ^ ( ̂ , l) == ̂  ( I I ' , l)=0.

Les formules précédentes subsistent alors, en remplaçant s, s, ^ ̂
respectivement par des quantités réelles s, s^ $, ^ vérifient ^f ==. i ,
^/ == ^ ; alors .s"o -r- u^ == ^? ^04- t/.?i = .y'"'1, /'o + ̂  = ^o 4- u^*r== i ; il
faut, bien entendu, supposer que, dans le cas de ^ irréductible, on a
toujours désigné les conjuguées de u, s, ç par u, s, E, et non par u^, ̂ , E^.

72. Poi/r 71 ^> 4 (comme pour ^^4)? ̂  nsa d6 s^ hors de A que si n
est pair et ̂  réductible : cilors toute s ̂  de A.1 hors de A est conjuguer de y,

En effet, soit s une ^2 de A! hors de A. On voit d'abord, comme dans
le cas de A, que Sy nécessairement distincte de d, fixe au moins un
point. Mais s ne peut fixer hors de ^o. Car le diviseur de A^ fixant ce
point est aussi le diviseur de A fixant ce même point (II, 21, 22), et
alors s serait dans A. Donc s fixe un point de q^ ; et l'on peut supposer
que .? est dans le diviseur X /== { X, m^'y } de A/ qui fixe le point (i,
o, .. ., o) (II, 18). Donc s a la forme Çm^^a.^^ c^ étant dans A,
et CT dans P (m,t et y sont permutables à P et à A,). On voit alors,
comme dans le cas du groupe hermitien (17), que s est conjuguée
de ./^(m^'Yyai. En considérant l'action de cette substitution sur les
variables x.^ y^ on voit que la condition .y'̂  i exige que p = tl7r"' / ?
et que, en désignant par y, l'action de y sur les variables de A i ,
(yP a i )2 = i. Or p ne peut être égal à T. — i, sans quoi s\ qui multiplie a

7T—1

par LP ou i2^ serait dans A. Donc p = rc-^-î-, et la substitution y , 2 a,
multiplie <2, par — i. En admettant le théorème pour les valeurs de n
inférieures à la valeur considérée, on voit que s n'existe que si n est

• , ! TC—l ! . • n — l

pair etf^ réductible, et qu1 alors, y , 2 a, étant conjuguée de y , ï , s est
conjuguée de d^ y, que ^ transforme en ç.

Si n est pair, les classes de ^ de A ne sont pas toutes distinctes
dans A!, car, y transformant B ' en B2 (y~' t^ -y = ^ m^,), les deux classes
représentées par Sjt^ et Sjm^t^^ f étant l'un des nombres ï. . . ., ^ se
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réunissent en une seule dans A7. Les classes représentées par ^ etsim^
étant, l'une dans B, l'autre dansA0 hors de By restent distinctes dans A7.

6Ï 72- <?^ impair^ on a A'== AI (I , p. 32o); et les classes de A restent
évidemment distinctes dans A!.

73. Cherchons les normalisants N, N', N°, P dans A, A7, A°, B
d'une s ^ s ^ - d . Je supposerai, dans ce qui suit, que ^=x2+cryïi,
cf étant nul si n est impair. Il est clair que chacun des groupes P, N°,
N, iV est normal dans tous ceux des autres qui le contiennent.

Soit d'abord s dans A", et par suite de la forme ^i^rfi,...,r, Fêtant
^ ___ /y

carré ou non. L'action de s sur x^ et y, est 1' _\1 • Prenons,j'i? — t '- '̂i
au liea de^', ety, les variables^, == rç, 4-<Ti, y i ==a; ,—<yi qoi cano-

nisent cette action ( x , = x{ ̂ Jl ^ y, = ÎT2"1) • Alors ly multiPlie

par — i les variables x,, x^ y,, . . ., .̂, y/, y? et les autres par i.
Posons

a,=^,n4- ̂  -4-<rS a,==^„„„^r.+^-^7î

d'où ^ = a, + 03. Soient A, le groupe de ̂ , A;^ son groupe unimodulaire,
B, son groupe réduit (I, 39). Le normalisant de.s- dans L^y^y^, ..,r,,r..z-,r
est le produit direct de L,^,,,,,. ..,.,.,r,r par L,,̂  ,,..„,,„.,,...,^^,.r (3)- on a

donc N =A,A,, N /= i A l A a , 7^ Ya S, ^ étant une substitution qui mul-
tiplie a, par i ou L% suivant que cf est 7^ o ou = o, N°= { A ^ A Î ^ 1:11:2 !,
T, étant une substitution quelconque de A, hors de A,0, P== |B ,B^
^i [^, ^i ^2 i ? car, TI et Ta étant dans A hors de B, et A [ B étant un g\
non cyclique (68), T| 1:2 est dans B.

11 est clair que l'on a N°== { P , ̂  }, N == i No, -. ; ; et, comme
(N^ N)=OV, A ) ( N ^ P)==(A 7 , B) et ^== BN'.

Donc (E, 67) tout système de restes de B modP est un système de
restes de A^ modN7, et toutes les conjuguées de s dans A' s'obtiennent en
la transformant par B.

Remarque. — Comme il n'y a, dans A% que deux classes à 2r mul-
tiplicateurs -- i, représentées par .y eUm^, l'une de ces substitutions
est conjuguée de rfi,...,,- Soient en posant a, =2y,.^,y/, a—a, == ̂
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A,'le groupe de a^ K] son groupe unimodulaire, B/son groupe réduit.
On aura évidemment

TV _ A A N"^_( "JV ^ î j\fo__ < A O A O /. » p — ( U TR rj u f \1M — Ai A;;, L\ — ç 1\ , ( ,. IN —— ^ A, A 3. îoi » , -t- — ( r»il->2, (-'•iK-^ ^ui. ) ?

;j-/; étant une substitution quelconque de A? hors de B.

74. Supposons maintenant s dans A hors de A^. Comme s,t^ et
Sitoïn\y sont conjuguées dans A', on peut prendre, pour .y, une s^ quel-
conque de A aj'ant 2 ? — i multiplicateurs — r . Soit s=t^d\,...,?,
p := î—, i . , - r f ^^^p=== i: si F = = O , et posons af^^S^'/y/'+^y2 si c^o
/ '̂ ,.<" 1 \( alors ^o == ; " ' ) ^ a^ ==== S^/ y, + "̂S si c^ == o (alors
Y }'- -y \ ) i -
^==^=== ^—,r ) en convenant que 2^ x ^ y , = o pour p^o, et
â2== a — a,. Soient A^- le groupe de la forme a^ A^ son groupe unimo"
dulaire, B^ son groupe réduit. On aura

M —— À \ TN. /—— .( A A ^ > N0—— ,{ A O A 0 „- -,- 1n —— j ; V ( . t V y , 1^ —— ^ A..] /V;;, j p ,l'< —— '( J '^ . j A ^, <-,iTy ) ,

T, étant une substitution quelconque de A,; hors de A°, P = } B i B _ » ,
[j.i [j.2? ^1^2 ^ ^ étant une substitution quelconque de A'0 hors de B/-.

On a, comme précédemment»
N-= ; N, y } = j N», ̂  y S = { P, ̂ , T,,, y j ,

(TOÙ
(N^. P) = (A7, B) et A/= BN^

Donc tout système de restes de B(modP) est un système de restes
deA^odN7), et toutes les conjuguées de s dans A^ s'obtiennent en
transformant s par B.

Le normalisant de t^rn^d, qu'il n^y a d'ailleurs lieu de considérer
que pour n pair (67) est le même que celui de ^ /n^.

75. Soit enfin s dans A7 hors de A, en supposant n pair et 4' réduc-
tible. On peut prendre ,?==cp(72). Soit ^==^y^. Comme y multi-
plie les x par —i sans altérer les y, son normalisant dans L^._^. ,
est (3) le produit direct de L^..,^ par L^...^, Soient a une substitution
linéaire, ^ une substitution linéaire des j,; pour que af3 conserve a,
il faut et il suffit, on le vérifie aisément, que ? == a-1 {cf. E, 188).
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Comme
î<r,...^==i{U^,..,,,,i^, ̂ | j.,

on a
N==;.V,...^f7r), m^i fi, iO,M),

que l'on peut désigner par V^...^':^7^- Gomme V,...y (r.) est dans
B (I, 4i)» N est dans A° ; donc N° == N. Il est clair que

P=={V,.,,,f7i:}, /^ S =V,,_-(>),

Enfin N^ contenant évidemment y, coïncide avec { N, y S .
Comme précédemment, on a

N^ j N, y ; == ; N'\ y ; == i P, m,c, y h (Ton A^ AN\

Donc tout système de restes de A ( m o d N ) est un système de restes
de A/ (modIV), et l'on obtient toutes les conjuguées de ç dans A/ en la
transformant par A. Mais ici A^ est^A0?^. On a bien A O =BN ( ) ; et,
par suite, tout système de restes de B(modP) est un système de
restes de A° (rnodN0) . Il en résulte qu'on obtient toutes les transfor-
mations de ç par A° en la transformant par B.

76. Considérons <9C/ (ici n pourrait a priori être impair). Soit s une
substitution de A/ telle que (^) soit une <y2 de cV, c'est-à-dire telle que
,y2 soit dans I.

Si ^ a la forme [^jy ^ [t""7'] est une s2 de A\ Je dirai alors que (s) et
sa classe sont de première espèce. Les s^ de première espèce ne sont
donc autres que les s^ de A.1 où F on regarde les variables comme homo-
gènes. Il reste à étudier leur distribution en classes.

Il est clair d^abord que, si a et a1 sont conjuguées dans A', (d) et (c^)
le sont dans (fl/. Si a- et o1 sont deux s^ non conjuguées de A\ Ça) et (c^)
ne peuvent être conjuguées dans cV que si a ' est conjuguée dans A/

d'une ^2 de la forme cr[î/1], qu i ne peut être que ad, et que, par suite,
a1 ait autant de multiplicateurs —i que a a de multiplicateurs -+- î .
Si alors a! et ad sont toutes deux dans B, ou toutes deux dans A° hors
de B, ou toutes deux dans A hors de A°, ou toutes deux hors de A,
elles sont conjuguées dans A^ (67, 72).

77. Supposons d'abord n pair (et ^7^0). Soient ar=^ ou Siîn^ ^
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et a^s/, ovis/.m^Çi, k==i, ..., v); pour que rfo soit conjuguée de CT'
(donc aussi rfcr' de ^), il faut d'abord que af ait n — 2 ; mul t i p l i -
cateurs — i; d'où lîc = n— ax , ou /c:^/— ?. Si alors a? est dans B, ̂
et ds,m,y sont respectivement conjuguées de s / , et .y/,m^ ^. Si d est hors
de B, ds.et dsim^ sont respectivement conjuguées de .y/,m.,^ et ^; et
si alors n==4/%, donc f^ irréductible (I, p. 348), d s / , est conjuguée de
^m, N et dsj,m^ de ̂ , donc (.̂ ,) de (.ç/.m,^).

Soient cr=.^ e t^===^?o(^ A = i , . . - ?^ ) - Pour que rfa soit conju-
guée de </, il faut d'abord que a-7 a i t n=^i+ i multiplicateurs — i .
donc 2 A — i =n —2z-h i ou k = ^/— i4- i.

Donc, po^7* /% pclir^ on aura des représentants^ non con/ug'ués^ de
toutes les claies de s^ de première espèce de €L' en prenant les (,y/:) et
les (sim^y) où i^ ̂ -^-^ == -^> en supprimant pour n == [\h et ^ irréduc-

tible^ (^) ou (.^mi ̂ ) ; puis les (s,t^) ou i^ —^— '= ——'; et enfin (o), si

'li est réductible.

78. Supposons ^impâir.Soient Œ^.y/ou^mi^eta^.y/^u ou^/./^i^o-
Pour que d^ (qui est ici hors de Ao) soit conjuguée de a ' (donc aussi
d^ de o), il faut d'abord que a1 ait n ~ ^i multiplicateurs — i ; d'où
^^ — i = n — 2Î ou À'= v — z -h i.

Alors rfj",: est conjuguée de s/^o ou de s/,ïn^t^ qui sont, l 'une dans
un des B\ l'autre dans l'autre (68). Pour préciser, ds,y qui est
dans { B , d}, est conjuguée de s/^t^ qui est dans J B , ^ i ? toujours et
seulement si <^o= rf,...,, est dans B, c'est-à-dire si — i est carré ou si
v est pair.

Donc, pour n impair^ on aura des représentants non conjugués de
toutes les classes de s^ de première espèce de CL' en prenant les Çs/)
et Çsimiy)pour i == i, ..., v.

79. Si .y2 a la forme [i3^'], je dirai que Çs) et sa classe sont de
deuxième espèce. Il est clair qu'une ^a(^) dô seconde espèce ne peut
être conjuguée d'une s^) de première espèce, car .̂  le serait d'une
substitution de la forme [î/^et, leurs carrés étant dans Jy on aurait
^^[i,2^2, ce qui est impossible. Dans Oi'Çn, ri2), (.s-) est évidem-
ment de première espèce. Donc (,?) est conjuguée d'un et d'un seul
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des représentants obtenus des classes de première espèce de cV{n, r.2).
Soit (ci) ce représentant.

Il y aura, dans A{n, rc2), une substi tution ^ telle que, pour une
valeur convenable de /r, [V71]^""1 cr^ soit réelle et égale à s. Alors
r^ [V271] et k doit être ^â o (mod r. -h i\ sans quoi (.v) serait de pre-
mière espèce dans CIL^TZ, T.). Les multiplicateurs de s sont, comme
ceux de [Y71'] ^9 de la forme =fc î/71; d'ailleurs, s étant réelle^ ces multi-
plicateurs sont conjugués deux à deux. Donc il y a autant de multi-
plicateurs — ^ ' k que de multiplicateurs t/7', et — !//>= !/7^. Donc n est
pair et :

i° a" a autant de multiplicateurs — i que de multiplicateurs -4-1;
2° k a la forme (2X4-1) 'E-tl, jonc ^k= i^o, et, en remplaçant au

besoin .s- par [^]^, ce qui ne change pas (.?), on peut supposer
que X=== o.

80. A chaque détermination de a répond une seule classe de (.v)
dans A^TZ, T.). Soient, en effet, Ç-1 ̂  == 4ç1] et 'C-1 0^== ̂ [ç'].
D'après ce qu'on a vu (73-75), ^[\^] est une transformée de .y[Ç1]
par A(n, ri2) et non pas seulement par A^/i, ri2). 11 y a donc, dans
A(/i, ri2), une substitution a telle que .ya==a^. Donc, avec les varia-
bles ^ i , y i , .... x ^ y . ^ x ^ y , les coefficients de s et ^ étant réels,
ceux de a sont proportionnels à des nombres réels.Soit a^^c'jy/,
aJ étant dans (3, et p étant un facteur de proportionnalité. Comme-p
multiplie a par o2 , ^ la mult ipl ie par p-2 et p2 est réel. Donc a/ est
dans A\7i, î--)/et, puisque ^a==a^ , on a aussi s ^ ' = ( y ! s ' , en sorte
que ^ est conjuguée de s dans A^(/î, T.).

81. Tenant compte de la condition qui porte sur les multiplica-
teurs, et remarquant que ^ est réductible dans le champ € ' de
A'(/i. T.2), on voit, d'après le n0 77, que la ^ a de A^n, r^) ne peut
avoir que les déterminations ç, ^eU'/^ii' si 7i==4^?^o si n=^h —2.
On peut d'ailleurs, si / i==4A, remplacer - .v/, par ^ . .v , qui a
les mêmes multiplicateurs et est dans B(/&, -r.2), et ^,m^. par
<,..^m^/<^..m^, qui a les mêmes- multiplicateurs et est dans
Ao (/?, T.3) hors de B(n, ïi2). On peut aussi, si n = (\h — 2, remplacer

1.5Ann. Éc. Norm., (3), Lï. —FÀSC. 1.
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•y/^o par ^...'^ 0^1 encore par ^...^m^m^.. .m^, qui ont les mêmes
multiplicateurs et sont dans A(n, rc2) hors de A°(^, rr).

82. Soit n==sp/= 4 À. La détermination s^m^ est à rejeter si ^ est
réductible^ et la déterminations^ est à rejeter si ̂  est irréductible.

Soit, en effet, ^^[lo]^^^ CT étant dans A°(7î, ix2). Comme <j[\ [,
et de même s, multiplient a par i, ^ qui est dans K'Çn^ n), est de la
forme a^ a étant dans A(n, ri) et Ç""' cr^=== ay[^ ' ]•

Soit d'abord ^ réductible; ou a y[Ç' ] ==ITfm/^; je désignerai ce
dernier produit par [\. Donc tou t d'abord, a = i ; donc a est dans
A°(7^ T^. Gomme A^T^ 'n) et [j.̂  sont dans B(n, î:2), o- y est aussi,
donc a nécessairement la forme s/,. On peut d 'a i l leurs remplacer s / ,
par ^i.^, qui a les mêmes multiplicateurs, et est dans B(/?, T.).

Soit maintenant ^ irréductible. Alors, en posant i'—— =/o,
on a

Y[^']^^,A>n>^
Comme v est impair, et que^'o et '-o? àont le produit est '/7Î, ont toujours
des caractères quadratiques opposés, yfç 1 ] est dans A°(/i, Ti*2), donc
a = a|==i hors de B(TI, Ti2). Donc a est dans A^/z, ri), c^est-à-dire

dans B(/%, ri2) et crhors de B(/i, 'n2); donc o a la forme Sfjn^.

83. Je dis, de plus, que la détermination y TI^.^ acceptable, pour
^===o(mod 4)? <7^ ^ ^ ^^ réductible^ et^ pour / % = = 2 ( m o d 4)^ y^^
.̂ 7' ^ ^^ irréductible. En effet, ç f î . o1 multiplie ^ par — i , et a pour
dé te rminan t (—iy . Sa conjuguée réelle ^"'^['-o 1^ a. donc la forme
yoa, a étant dans A, en posant ^0== Y^—^ * Comme | ^0 == ( — ïV, on
a a[ === i, donc a est dans A9. La condition (Yoa)2^ [ î , ] peut s'écrire

: ^ ^^^^^^[^Y^a-2.

Or le premier membre est dans B(n, r.)y car a et Y^ 'ay^ sont dans A°
et toutes deux en même temps dans B ou hors de B. Comme a2 es
dans B, [ t l V o 2 es^ d011^ dansB.

Or, si ^ est réductible, [tJY^====ÏT;'m;\ et cette substitution ne
peut être dans B que si v est pair ou n^.o (mod 4). Si ^ est irréduc-
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tible [il^^^n^m^1 , et cette substitution ne peut être dans B que si v
est pair, ou n=2 (mod 4)-

On remarquera que, si ^ est irréductible, l'action de ç[io] sur.iy et
y^ est réelle (les multiplicateurs — i o ^t î,o sont conjugués). Il suffît
donc que l'on puisse trouver une substitution *(, agissant sur ^'i,
y , , . . . , œ^, y^ seuls, telle que 2""1 ç^o]^ soit réelle. Or v étant ici paire,
on saura former une telle substitution ^ si Pon sait la former dans le
cas où d; est réductible.

84. D'après les résultats obtenus, CX^n, ri) peut avoir seu lement :
une classe de s^ de seconde espèce lorsque 71=0 (mod 4) ^t 4^ Irre"
ductible, ou lorsque n est =. 2 (mod 4) et ^ réductible; deux classes
de ^2 de seconde espèce lorsque n est ==s o (mod 4) et ^ réductible ou
lorsque n est == a (mod 4) ^t ^ irréductible.

Pour tous les cas, on a vu (42) que £L'(^, r^) contient (ï, y), et l'on a
^ y ^ = = = [ î , ] . Donc le carré de

n^-= î...v'ï
est [ij, et (^...^y) est une s^ de seconde espèce. Donc Ci^n, 11) a tou-
jours une classe de s.^ de seconde espèce que l'on peut représenter par
(^...v'y)- Elle est toujours hors de CX(/?, T.).

85. Pour les troisième et quatrième cas, il faut distinguer suivant
que 'K est == i ou 3 (mod4).

Soit TI== 3(mod4). CX^, T.) si ^ est réductible contient ( r f iT is^a)
et r f i ï \ ^ i2 ==[rf) . Donc dans le troisième cas, le carré de

w^d^ï^^t^^i= a^= ©
est [d] et (©) est une ̂  de seconde espèce de (SL^n, r.). Comme (I, 28)
T,, ==5,21^2, la substitution T.^d^t.^d.T,^,^ est dans B. Il en
est donc de même de ©.

Il est impossible que l'on ait
a'-1©^=[^l...v'y,

af et y. élant dans A^n, r.), car la substitution du premier membre
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conserve la forme a, et la substitution du second membre la multiplie
par pL2!., toujours -^ i.

Dans le quatrième cas, si l'on pose
ny^^T^^-i,^ ^V,

on a toujours (Q,)2^^^. Or on a vu que si -W est irréductible
cr(2, 71) contient ( yTL±I) =([ijç) et que [ to]9^=[^.Désignons
alors en général par s, l'action de s sur les variables x, et y/:. On aura

7^- ' 'n : -M. . • " •

^_/r«,/_i^^~-j^^.]^[^2^^^^^ =[4^--iN^
Donc

©vffî[l]^M^ ==N-

Or on voit que
r iLin

[.iJ^Cpv/==Ll 4 Jv'Wv/e;

donc on a T ï±^i r " î^n^Lt 4 J,,[^]v/^===0v|_t 4 J^v/e

et, si ©^©.m,^ on a© / 2=[rf]. Et (©/) est une ^ de seconde espèce
de 0J{n, ri), ©v est toujours dans B, donc ̂  toujours dans A° est dans
B en même temps que m,^, c'est-à-dire (I, 40) toujours et seulement
si Tordre 4 de e divise TC-^-^ c'est-à-dire si 'ÎT+I est =o(mod8)., 1 • <â • 1 1

II est impossible que l'on ait
^^^r^^^

a' et [p-] étant dans A!(n, 71:), car la substitution premier membre
conserve la forme a et la substitution second membre la multiplie
par (J^t, toujours ̂ i.

86. Soit 7i==i(mod4). <9[/(4? ^), si "y est réductible, contient
,——————————'2 ! ! • 1 1 ! ! ' 1 , • 1 , 1 - , 1 1 ! , ! . ! ,

^ T i a ^ a Y et ^T^^ay ===[—L'] . Donc, dans le troisième cas, le
carré de

/ , / , ! n^^^iT^^^-i^Ta^ï^^Qy,

est r — L | e t ( @ ^ ) est une s'^ de seconde espèce de ^(n/x)-
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II est impossible que l'on ait

a^ôya^r^'K.^

yJ et ['p.] étant dans A'Çn, r.\ car, en élevant au carré on aurait

[-^=[^]N.

d'autre part, les deux substitutions devant multiplier la forme a par
une même quantité, il faudrait [j^=î.

Pour le quatrième cas, on voit que le carré de @,,ir^[i]/ est
II','[t.],. Comme le carré de [^o^ç-/, est [L//], le carré dej^jv

o.irîT^i^^o].'^
est f i ] . Si l'on pose

01^'= •w 4 -L'̂
\^=r

[f.J^<p^=y^|_f. 4 J^a,/',

on voit que a,,, ==ï , donc a^==m^p, et l'on doit avoir, en comparant
les multiplicateurs de x^,

7t—1 Ti2—'! 7i4-i r^—\ r^—\ 11—\
-,,=^~p ou' ^^~^ 2 • 4 =^ 4 ^,2 ,

et si ©vYW^p= ©", on a ©//2 = ̂  et (©//) est une p, de seconde espèce
de œÇn, îi). Comme ©// est dans A^, (©') est hors de (Si.

Il est impossible que l'on ait

^©^^^..^y,:

a/ et [K-] étant dans A^n, 71), car, en élevant au carré, on aurait
[rf]^:^2]^] ou;J.2=—I ; d'autre part, les deux substitutions devant
multiplier la forme a par une même quanti té, il faudrait i= p-2!., ou
;^==-i.

Ainsi à la classe représentée par (t,., y-y), rajoute comme classe distincte:
§{ ^ ^==o(mod4) et ^, réductible, la classe représentée par

(Q)^^2^/!^,, ̂ t,^^ si ^==3(mod/i), e t p a r (©y) si

T;si(mod4);
Sin= 2 (mod4) et4 irréductible, la classe représentée par Q^Q^m.^

T C — l T t — l

M^l=3(mod4),^7507•(®ff)==@v•rm^F, p=i 4 ^ 2 ,wn=i(mod4).
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87. D'après le n° 79, les substitutions de A^n, ri) ainsi obtenues
doivent être conjuguées, dans A^TI, 7i3), d 'une des déterminations
acceptables de G-[iJ, à savoir ^, . . . r[ io], ou ^[tojiï'^m^ (81, 82)
ouç[ io](84) .

Or si l'on pose a,-==- ;r/-j/, a^=^, le groupe eX'(2, îi2,^:) (I, p. 284)
contient pour i= ï , .. ., •/ les substitutions (^), (^mjî), (y^.) que l^on

.̂. /I\ /L / 27^ \peut écrire en posant - ==s, ^j? [—J? (i^). Le groupe eX(2, ix2,^)
contient (^-Y/), et l'on a

(^ïO=Q) (^'=i, ...^)
et

t>^(^'= ( - ) pour ûj réductible,
\ z /

^Y^== ̂ —^\ pour ^ irréductible.
\«/ ''"' /

/ ZrtIX . / l-̂  \
Les substitutions .̂ s ^=(1^) et \^, î ;==(^ '^) trans-

forment respectivement les pôles ï et — ï de(^) et ceux L^ et — i^ de

(^•m^) en ceux ï, et — io de (^Y,). Si ^==^~, et ^^Y^^on
vérifie que

çr'^oM^=^- / ._
çr'^</[^]^=^ v î " • î / t

Si ^ est réductible, on a aussi

^f{ ^'[io]>/^''==t^{^.
71 4-1

Si donc Ç==y 2 , on a

^^.^[^J^Ç^^.^y.

Si4'est irréductible, on a

y£^]^=t^.
'\ — -n. ' ' . , 1 1 , 1 1 1

Si donc ^^'y^ â » on a

^[^l^n^.m^^^.^y.
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Si, en supposant n== o (mod4) et ^ réductible (83), on pose
. a.i== x^_^yïi-,^ x^Vï, ( / == i, . . ., ^'17'2 ).

le groupe d V ( 4 y ^ 2 ? ^ / ) contient les substitutions (o)
(d^T^^^t^^) = ( 0 , } (Q^f-^)

qui, si Pon pose '^•^==11, répondent respectivement aux substi-

tutions (-^ f"^) et (—'} de [cV^,^^)] (48,51), Leurs
pôles respectifs sont o et oc, s et ~ s^^—i), rj e t — ^ ( T j 2 = = = — i ) .

— p M — - ^

Or 01(2, ri2) contient la substitution 1'?= ———^- ) quitransforme
u — — /ap /

o et oo en p et — p ; et dans la correspondance de 11(2, r.2) à B(4, ^2, 0-1)
(48; I, 40) à A. répond

Ç,p== U^_i^i - i /2FW2/^i ,2 / , l tT2/--l,î/•,1-0-

On vérifie alors que, si T. s== 3 (mod/i.),
r 7:±^}

'^ <fi[h]^i,.=^ ' \id^^Qi

et que, si TCSI (mod4),
ÇFr.1 ^.[^I.^T^b^J^r^-,^/-;

si donc on pose © == HT^Ô/, et suivant les cas, î: == n';71 C/s ou II:72/^ on a

S^Pl^lS^l^]^0-
ou

^9[4]Ç=[^]^Ï.
^n ^

88. Cherchons maintenant les ^ de a===^==g* Une substi-
tution (s) de CX est une .̂  toujours et seulement si s2 est dans D. Je
dirai que ( s ) et sa classe sont propres si .r== r , impropres si ^ == d.
Une ^2 propre est toujours de première espèce; une ^ impropre est
de première ou de seconde espèce suivant que r.===i ou 3(mod 4).
Une s., propre Çs) et une ^ impropre (^ ) ne peuvent être conjuguées
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dans cl, car.?', qui est d'ordre 4 devrait être conjuguée de rf^'qui est
d'ordre 2.

89. D'après leur définition, les s^ propres de €t ne sont autres que
les s^ de A où Von regarde les variables comme homogènes. Il reste à
étudier leur distribution en classes.

(cr') est conjuguée de (a) dans cl toujours et seulement si a' est
conjuguée, dans A, de a ou de da. Or pour que deux s^ soient conju-
guées dans A (67, 68) il faut et suffît qu'elles aient les mêmes mul t i -
plicateurs, et qu'elles soient toutes deux dans B, ou toutes deux
dans A° hors de B, ou toutes,deux dans B1, ou toutes deux dans B2.

90. Supposons d'abord n pair (et ^^o). Soient c7=.y, ou Sim^,
et a'-=s^ ou Si,m^ Comme au n0 77, pour que da soit éonjuguée de a '
(donc aussi da' de a), il faut d'abord que y-^^— i. Si alors d est
dans B, ds, et dsim^ sont respectivement conjuguées de s,, et Si;m.^.
Si d est hors de B, dsi et ds^m^ sont respectivement conjuguées de
si,m.^ et S[,.; et, si alors n = 4 h, donc ^ irréductible (I, p. 348), dsp est
conjuguée de s^rn.^ donc (^) de (.^m^)-

Soient cr = ̂ -^ ou ^w^o? et cr^ j-/,^ ou s^m^i^i, k = i, . . ., v^.
Comme au n° 77, pour que da soit conjuguée de c/, il faut d'abord que
^ = = ^ — 2 4 - 1 . Si alors d est dans B, d^t^ et ,?/^o, toutes deux dans
{ B , ^}, sont conjuguées, A,m^o et.y/,m^^p toutes deux dans { B, ^^INÎ
sont conjuguées. Si r fes t hors de B, ds,t^ et d^m^t^ sont respective-
ment conjuguées de ^rn^t, et .9/,?o; et, si alors 71=4^—2, ds/,t, est
conjuguée de s^m^t^ donc (^o) de {s^m^t^.

Donc, pour n pair, on.aura des représentants non conjugués de toutes

les classes de ̂  propres de (Et en prenant : les (̂ ) et (^-m^) ou i ̂  v~{~l = n-,

en supprimant, pour n=^h et ^ irréductible, (.̂ ) ou Ç^,m^); puis

les (sito) et (s,m^to\ oùi^ —^— = /——2., en supprimant, pour n === 4 À-2

et d hors de B, ( .̂ , ?o ) ou (.̂  m^ ^o ) •

91. SupposonsTlimpair. Soienta==^ou s,m^ 0!^= s^t, ou Si,m^t,.
Alors eï7 =el (I, p. 320). Il suffit donc de répéter l'énoncé du n0 78.
Pour que da (qui est ici hors de A°) soit conjuguée de </ (donc aussi
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da' de a), il faut d'abord (78) que k==v—i+i. Alors ds, est con-
juguée de S/.ÎQ on de s/,rn^t^ qui sont, l 'une dans un des BS l'autre
dans l'autre (68). Pour préciser, ds,, qui est dans j B , d\, est
conjuguée de Si,t^ qui est dans i B , ^ } toujours et seulement si
rf^=rf, ^ est dans B, c'est-à-dire si TZ=I (mod 4)? ou si v est pair.

Donc, pour n impair^ on aura des représentants non conjugués de
toutes les classes de s^ propres de CX en prenant les (.?/:) et (^-m^)
pouri== i, . . . » v.

92. Soit (.y) une ^ impropre de eX.
iSo^ d'abord T. = i (mod 4)- Alors [£~1]^ == SQ est une ^2 de A/ hors

de A. Elle n'existe (72) que si n est pair et ^ réductible, et elle est
alors conjuguée de ç dans A^ Donc.? est conjuguée, dans A'== {A, y (
de [£]îp=rin^m,5== rfjj-. Comme y est permutable à p.,^ est conjuguée
de dy. dans A, donc (.^) de ([J-) dans CX. En ce cas, CX contient donc
//7i^ classe et une seule de s^ impropres, que l^ on peut représenter par (p-).

Soit 11^3 ( m o d 4)- Alors (.v) est une .^3 de seconde espèce de eV.
Elle n'existe (79) que pour n pair^, et (86) est conjuguée, dans CX',
d e ( @ ) si n est = so (mod4) et ^ réductible, de (©^^^©^m^), si
7i est == 2 (mod 4) ^ ^ irréductible. Or on vérifie directement que

Y^' ̂ L^r{ïi-^(îi.'== ̂ -i^Qi^i-i,t'i

donc, si l'on pose ,̂ === ^^72m2/_^t pour î-z^o (mod 4) ^ ̂ ^Il^m^^^
pour n= i (mod 4)? on a

^——10 y ,==JJ.-10^

et, Y comme jj/ étant permutable à m,^,
, —©-y^^-'e^^

Ainsi toutes les conjuguées de © ou ©/ dans A^^i A, -y S s'obtiennent
en transformant © ou ©/ par A. Donc les ,?_> impropres de Ci forment une
seule classe, que Von peut représenter^ suimnt les cas 5 par (©) ou (©/).

93. Comme A° contient ou non D suivant que n est pair ou impair,
si n est impair (â^^A^et, si n est pair cX° = "y

Soit donc n pair. Les s^ propres de CX° ne .wnt autres que les s^ de A°
A/m. Éc. Norm., (S), LÏ. — FASC. 1 . l6



122 DE SÉGUIER.

où Von regarde les variables comme homogènes; et l'on voit, comme
pour cl, que Von obtient des représentant!! non conjugés de toutes les

classes de s^ propres de CX° en prenant les (.?/•) et {sim^ où i^ —— == y?

en supprimant, pour n = L\h et \ irréductible (.y//) ou (,y/,m^).

94. Soit (.r) u n e .y 2 impropre de eX°.
Soit d'abord rc ===.1 (mod 4). Comme pour cl (92), (.v) n'existe que

si ^ est réductible, et ds est conjuguée de [j. (92) dans A == { A ° , ^, j .
Or ti transforme m^ en m^^==€l^m^, donc ^ en rf, ^. Donc rf^ est
conjuguée, dans A% de ;j. ou de rf, p- Or considérons en général les
substitutions de A qui transforment ^ en rf,_/,[j.. ou cp en rfi.../.ç. Elles
sont de la forme a^ ./„ a étant permutable à y, donc de la forme ap,
a étant dans r^...^ et (3 dans r^...y^. Pour que a(3 soit dans A, il
faut et suffit que Fon ait

o si À' y^ h i
i si /c •==. h,

^'y, a^.i3^=•^—i
en sorte que f o- = j a j | ? \ == i, et a est dans A°. Ainsi les substitu-
tions de A qui transforment ;j. en rfi...^- sont dans A° ou hors de A%
en même temps que ^_/,, c'est-à-dire suivant que k est pair ou impair.

Si donc 71 s=s o (mod 4)? ïïi rf, p-, n i û?^ [JL== ^...v'^- n^ sont con-
juguées de [̂  dans A°, donc ([-/-) (?iî (rf i [J-) représentent deux classes
distinctes de CX°. Mais '̂ n===2. (mod 4)? ^i ^ est conjuguée de ;x
dans A% donc {d, [j-) de (^) dans CX°.

95. 6W^ maintenant ri ̂  3 (mod 4)-
Alors (92), (.y) est conjuguée, dans eX= $ ét°, ^i } :
de (©), si n est == o (mod 4) etf!' réductible ;
de (@,^/n^), si /i est ==2 (mod 4) et d^ irréductible.
Dans le premier cas, (,?) est conjuguée dans CX°, dans (0) ou

(^, © j ? i ) = = = ( © ï , 2 ) . Or, dans ce cas, les s^ impropres de
CX^/z, T^) >ao(./^>7^)

forment [d'après le n° 94, Te2 étant =i (mod 4)1 deux classes dis-
tinctes» Donc les s^ impropres de OL^Çn, ri) forment deux classes dû-
tinctes^ que Von peut représenter par (®) et (©^12).
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Dans le deuxième cas, les .5-2 impropres de CI°(TI, r.2) ne forment
qu'une classe (94). Il y a donc, dans A°(7i, T.2), une substitution cco
telle que D©^,2W^ao== DacQ^m^. Si l'on prend pour variables .retj
au lieu de x^ et y^, il résulte de cette relation que les coefficients
de absout proportionnels a des nombres réels, en sorte quea°==[p]a^
yj étant dans A!(n, rc)» et p désignant un facteur de proportionnalité.
Comme ^ multiplie la forme a par p-2, p2 est réel. Si p2 est carré
dans (5, p est réel, donc a;, dans A°(^ 71) et (©v/^s) est conjugué
dans OL^Çn, ri) de Q^i^w^. Si p2 n'est pas carré dans C, remarquons
que ma^i ̂ m^ est permutable à rf^i T^^/^-i ,a/? <pe, pour À'= ^ ± i,
ety=i, . . ., v', m^ est dans B(n, -îx'X^ est carré dans <2') et que

x , e"14"^/
[£],-• ,7Z;s== / . /

J/ s-^Jy

est toujours réel. Si donc on pose

(T,) ==: Iiy2 ma^i ,£ m '̂s mv^s,

ao est permutable à ©.m,^ et dans B(n, ix2), donc a,cr, est dans
A°(7Î5 7i3) et transforme ©>/m^ comme ao. D'ailleurs cro^e]^,
^ étant dans A^n, 71); donc a,^=== [^pj^^. Ici £p ==—p2 est Carré
dans (3; donc ep est réel, donc ocoo-o dans A°(n, n), et (Q,m )̂ est
conjugué, dans el̂ /i, r.) de (©,^,2^^). Donc /^ s, impropres de
£t°(n, T. forment une seule classe^ que l'on peut représenter par (Q^m^.

96. Si à est hors de B [ce qui a toujours lieu pour n impair
(I, 39)], on a <33==B. Supposons donc d dans B, donc n pair
e t ( I ,39) :

ou bien n =s o (mod4) et ^ réductibles ;
ou bien / i=2(mod4). et soient T.=EEI (mod4) et ^ réductible,

soient ix === 3 (mod4) et ^ irréductible.
Les s., propres de d3 ne sont autres que les 5-3 de B où FOTI regarde les

variables comme homogènes, et l'on voit, comme pour eX, que Z'on
otoW rf^ représentants non conjugués de toutes les classes de s.,

/ < , . / - y ' n
propres de (& en prenant les (^} ou t^ ̂  = j^



Iâ4 ^E SÉGXJIE.H.

97. Soit (,?) une ̂  impropre de d3.
5<3^ d'abord ri s= i (mod 4), Comme pour Cl (92), (s) i^existe que

si ̂  est réductible et, dansAO= { B , m.^}, ds est conjuguée de [^si TI SES 2
(mod 4)? de p- ou de d^ ;j. (92) (ni y. ni rf^ n'étant conjuguées de d^ p-)
si TÎS o (mod4) (94). Comme m^ est permutable à \j. et ̂  p-, ds sera
conjuguée, par B, de ;j-, si 71 ===2 (mod4)? de [M ou de rf, [j-, si n = = o
(mod4). 5Ï donc n = o Çmod^'), [M et c/i [j- sont dans B, fc? ^'2 impropres
de û3 forment deux classes, que Von peut représenter par Ç\^)'et Çd\ p-).

71—-1

Si 71^2 (mod4)? comme £ = = i 4 n^est carré que si TT: ̂ z i (mod8),
p- n'est pas de B, et Oî> ri a pas de s^ impropres. Mais si r\. •= i (mod8),
[x est dans B, les s^ impropres de ûi forment une seule classe, que Von
peut représenter par ( ;x).

98. Soit maintenant T-i===3 (mod4)* Alors (,y) est de deuxième
espèce et n'existe, dans CX°=={(33 , C ^ ) 1 ? qi^ dans les deux cas sui-
vants (95) :

si n est == o (mod4) et ^réductible; alors (,?) est conjuguée de (@)
ou de (©^2) représentant deux classes distinctes);

si n est ==^ (mod4) et 4' i rréductible; alors (.s") est conjuguée
de (©^m^).

Soient n==. o (mod4) et ^ réductible. La substitution d\ transforme
d^ Ti a ^2 == S, ,2,-i et ^i 1\ 2 === Ri 2^ en rf, 3 Si ,2^1 rfi 2 R, 2,1, donc © en d^ 3 ©

et ©îlo en d^Qï^ Or (58) si 8=( k ' ) désigne une matrice' ' v / ^ \^ — Â y D

de U(2, n) (A2 4- ^^—e), à une substitution de Uy^ de matrice ?
répond dans W (I, 40) une substitution transformant Si^-i en
^1281,2,-; et à une substitution de U,,,̂ , répond, dans V(I , 40), une
substitution transformant B^,, en r f^R^ , . Ces substi tut ions étant
dans B42==VW, d^@ et cl^Qt^^ sont respectivement conjuguées,
dans B, de © et ©^12. Donc les s^ impropres de ûî> forment alors
deux classes que l'on peut représenter par(@) et (©^â).

99. Soient n-= 2 (mod^) et ^ irréductible; d^ transforœe @vW,/s en
rf^©^w/e- Or ces deux substitutions sont transformées l'une dans
Tautre par la substitution de V indiquée au numéro précédent; elles
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sont donc conjuguées dans B; et les s^ impropres de d3 forment alors
une seule classe^ que Von peut représenter par (Q^m^'z).

100. Soit ( s ) une s^ quelconque de eV; désignons par 5l-,W, 9V,
$ ses normalisants respectifs dans cX, CX^ £1.°, cîâ. Si {a) esî dans 9V,
a n étant pas dans N^ on doit avoir a ^ ' sa-= [^j-y. Élevant au carré et
remarquant que s2 est dans I7, on obtient l2{i=î, d'où ^=- — i. Donc
a transforme s en ds et cr2 est dans N7.

101. Soit (.$•) de première espèce. On peut supposer que ,^=1
(76) et (77^ 78) que .y=^.==^oi^i^i. . .r? ou s=Srm^y ou s=='Srîû
si n est pair ou s=o si n est pair, ^T réductible.

Dans tous les cas, pour que dt soit conjuguée de .y, il faut que.y ait
autant de multiplicateurs — i que de multiplicateurs +i, donc
que n soit pair. Alors a ne peut exister que pour 9, si ^ est réduc-
tible, ou, si n= l\h pour s;, ou ^mia quLont 2 À multiplicateurs — i
ou, s i n = 4 ^ — ^ 5 pour S^ÏQ qui o n t s A ~ i multiplicateurs — i. Dans
tous les autres cas, les normalisants de (^) sont ceux de s où l'on
regarde les variables comme homogènes.

102. Soientn=4ÀeU= ^oi^i^i . . . / t- Prenons les mêmes variables
x\<^y^^ ^a» y'^ . • • » ^v?y^ ^»y qu'au n° 73, supposons que

^.==^2+C/J2,

et considérons encore les formes

a^ Si ̂ ^+ ̂ y ̂  c'y2, • 03== 2;̂ , ̂ ^•-+- ̂ 2 ~ fi"'

Comme ^ m u l t i p l i e p a r — i les variables de û i , et par i celles
de ^2, pour que a transforme s en ds, il faut qu'elle remplace les
variables de ' a^ par des fonctions des seules variables de 03, et les
variables de a^ par des fonctions des seules variables de a,. Déplus
pour que or soit dans A7, c'est-à-dire transforme a en fa, il faut
et suffit qu'elle transforme ^ en fa^ et a^ en /<a,. Si donc A,
et As désignent les groupes respectifs des formes a^ et a^ on
aura a-1 A, a ̂ A^ ; "'donc A, et A^ sont de même ordre. Il faut et suffit
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pour cela (I, 27) que les discriminants des deux formes

^I?-^"2 et ^=^-iï
aient même caractère quadratique. Donc —</ est carré et ^ réduc-
tible, et Von peut supposer 0 '==—i . Mais alors (s/,) et (^w/ia)
sont conjuguées dans (SU (77). On peut donc toujours supposer
que s = ̂ 01^1 ..Mi donc l = i.

Les variables ^/, ety', sont alors définies par
,jC ^ —— .Z. ^ —t~ ^'.^ ^ ^' ^ __ <.Z."j — ^' j .

On peut remplacer x et y par ^ '==<r+y ety , /^^ '—y» ce qui
donne ^o ===A/ (1, p. 3.22), donc s= ^ i v ' r f i . . . / , . On voit alors que la subs-
titution

_ __ rp rp rp rp
ÎT —— .1, |v' l ^+,2 .1. ;î,/;4-:t ... 1 //y,

qui est dans B, transforme s en ds.
Ainsi, pour n=4/i , si ^ est réductible, les normalisants de (.y/,)

sont 9t = (N + aP) W == (N7 + ^NQ, 3Ï° = (N° + aN0), ̂  == (P + aP).
5'î^ est irréductible^ les normalisants de s / , sont (N). (N7), (N°), (P).

103. Soit n = l\h — 2. Comme au n° 74 prenons pour s une .̂  quel-
conque de A/ ayant ih — i multiplicateurs — i , soiU-= ̂ /,._^_^ et
posons

a., = ̂ /;-1 ̂ /•j,4- r/j2, 02= ̂ !,Xi}'i + ̂ 2..

Comme s multiplie par — i les variables de a^ et par ï celles de ^2?
pour que a transforme .y en ds, il faut qu'elle remplace les variables
de <7, par des fonctions des seules variables de a^y et les variables
de a^ par des fonctions des seules variables de a,. De plus, pour
que a soit dans A^ c'est-à-dire transforme a en fa, il faut et suffit
qu'elle transforme a^ en fa^ et a^ en fa^ Donc les discrimi-
nants (- ly^'a^ de à, et (— ly-'/27'4-^ de /^ ont même caractère
quadratique. Donc/a le caractère quadratique de c'\

Si c' est carré, on peut faire c^== ï . On voit alors que la substitution

... __ rp ' m rri
<7== l.,î  \-^k^{- • . l/c-j.,1/

^ y

y •^x
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qui est dans A°, transforme s en ds. On peut prendre <r,/= x— sy,

y,,'=^+£j. Alors J ==^3, et a est dans B toujours et seu-
y — x

lement si T. = i ou 7 (mod8) (I, 32). Si cette condition n'est pas rem-
plie, on remplacera a par G-;J-,, p., étant une substitution quelconque
de A° hors de B, (74), par exemple m^.

Ainsi, pour n=^h—2 et c^i, les normalisants de (^i,.,.^-! )
sont 91. = (N + aN), 9V = (lV+ ^iV), 31° = ÇW-+- aN0), ® = (P+ aP)
en prenant

o- == T j,/, T.^/.+.i... T/^ ̂  //^g /?z.^,
( 0 si 77 =E 1, 7

^•=< . ,\/ (mod8).
( 1 SI 7 T = = E 3 , 5

Soit c ' non carré. Si T^ === i (mod 4), ^ est irréductible, et d est hors
de B (I, p. 348). Si ^==3 (mod 4)? ^ est réductible etâ?est hors de B
(ibid.). Donc, si c ' est non carré, rf est toujours hors de B, A ( )==BD
(I, 39) et (Ji = -jv == "jr == eXo. Alors a-, multipliant la forme a par un
non carré est dans Af hors de A" (I, M); donc (cj) sera dans CÏ7 hors
de eX.

Soient T la substi tution, hors de A', qui mult ipl ie chaque x par
c' sans altérer les y, et a la substi tution précédemment trouvée.

On voit que G-T transforme s en ds et la forme a en c'^/.
Ainsi pour n =- l\h — 2 ̂  c' non carrée les normalisants de t^d^ ,.../,-i

,yo^ 3Z == (N), 91 = (N^ ŒTN'), 9V = (N°) = ̂ .

104. Soient ^==o, et ^ réductible. Comme
X'i — X[

yi yi
^= \i=ï, ...,^J,

on voit que t^,^ transforme cp en rfç et est dans B ou dans A hors de A°
suivant que '/ est pair ou impair. Si donc '/ est pair les normalisants
^(ç).^n^T6=(N+aN), 9V = (^ + aN^, ^^=^[?==N(75)],
®==(P+aP), c7===^, ,,,. Si V est impair, toute substitution a de A
transformant y en û?ç, étant dans ^...^N<^ ^_^A0, est nécessairement
hors de Ao. Si donc ^/ ^^ impair^ les normalisants de (<p) sont
,9l=(N+^N), 5r==(N^+aNQ, .5I°=(N), ®=(P). :
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104 6^. Soit(^) de deuxième espèce. On peut supposer (86) que
s == ^..v.y, ou 6, si n est == o (mod 4)» ^ réductible, et n == 3 ( mod 4)?
ou (ôf)? si 71 est ==o (mod 4)? ^ réductible et TI;=S= i (mod 4)» ou OyTO^.
si TÎ est ==2 (mod 4)? ^ irréductible, et ri ===3 (rnod 4)» ou (O^ym^p),
si 7i est =2 (mod 4)? ^ irréductible, et TI=== i (mod 4)-

Les normalisants 51, 9V 31°, S- de (.?) clans les groupes cl, cl/, eX%
û3, contiennent les groupes (N), (TT), '(N°), (P) obtenus en regardant
les variables comme homogènes dans les normalisants de s dans A,
A' , A°, B. Si, de plus, ces groupes cont iennent une subst i tut ion o-
transformant s en ds (100), les normalisants de (.v) contiennent en
outre les complexes (^o-N), (o-INT), (aN°), (aP).

105. Soit .?= ^i.. .v'Y. Supposons^ réductible. L'action .s"/-de ^ sur^
_ y « . » 'v .

ety, (?'=== i, . . . , ^/) est ' ' . Si l'on prend les variables
y i X'L

x't = Xi 4- Coj;, y ' i == ̂  == .̂  — i^yi,

Eprend la forme canonique ,' ° ^ , et Xiy, devient — {xf' — j^).
Si donn on nosft

, et X i y , aevient — ̂  - j^
| J (' — ^oJ'Y ^'-o

Sidonc on pose
'V''}' /•i 'T'y1' y4! •

4^^ -^-^2^r=^
'V''}' /•i x'''y1' y4! •ai = — À,; ̂ r, 03 == — y— n jr = ^

s multiplie les variables de ai par ^, et celles de a^ par — i o -
Dans A(/î, ri2), le normalisant de ^ est donc le produit direct
A(^/, n2, û^A^/, r^, ^2). Comme y^===^, les substitutions de l'un
de ces groupes sont conjugué'es de celles de Fautre. Le normalisant N
de ^dansA(7î, 7-1) sera formé des substitutions réelles de ce produit.

^
Ce sera donc le groupe A formé des produits 0 ,02 de deux substitu-

V/1

tions conjuguées. Comme |a,i ,==)a3| = ±.i, ,A divise A°(/?/, T.).
w • : ! - ! . ! u ^ ^ ! •

Donc N^N0^^. P est le p. g. c. d. de A et de B. A, contenant
nécessairement rf, ne divise pas toujours B.

" ! ! ! 1 ! 1 1 ' 1 ! » ' ! 1 ! 1 1 ! 1 1 1 1 • ( ^ )Comme «y multiplie la former par i, on aA'== )A, ^^doncN /== SN, .s'i.
On voit ensuite, en revenant aux variables x^ et y/, que y trans-

former en ds. D'ailleurs, s î cp est dans A et transforme aussi s en ds.



LES SUBSTITUTIONS D-'ORDKE 2 DU GROUPE QUADEATIQUE GALOISIEN. ia<)

On a ^ =(—ly'^t 'J ; donc ,? "2 ==(—i) :i ; d'autre part,

<p=(— iy , donc .y ^ © ==(—i) 2 . Si donc on prend a==s '^ 9,
a est hors de A° si r: est ==3 (mod 4) et T? ï= 2 (mod 4). Alors on a
^^(N^^), 5I=(N+^N), ^l°==(N0), ^==(P). Siî:=i
(mod 4), o- est toujours dans A9, donc ^^^^(N10^- crN°); on a
a==[£]ç =ITfm;;1. Si n est^ô (mod 4) ou r. ̂  i (mod 8), cr est
dans B, alors ^==(P+crP) . Si 71=2 (mod 4)-et T-.^ i (mod 8),
a est hors de B, alors ^ = (P). Si r. = 3 (mod 4) et n == o (mod 4),
on trouve

^'i ^o " }'i
7Z4-1

.7^ ^o :i J'i

Donc cr==^^/m^"—" est dans B; et ^==(P+crP) .

106. Supposons d^ irréductible. Si l'on prend les variables
x'i = ^i + L^y^ y'i == xi io — j,,

^ prend la forme canonique l, t ) ' J (^ ; :==t, . . . , v ) ; et, comme
')'?" — ^o,)^}'f — ^oj'^

'J/v' ^ ^ , .^,, si l'on prend les variables
y., i^x^

x^-=. x^-¥- gy^', y^= ̂ (x^— ë'}\')', ^=

prend la forme canonique
^k ^{)^K

y ' k — ^y'kde s est II'''

X'f ' L o 3C^t

}-\ ' — W^'
. Et l'on a

. Ainsi la forme canonique

Xiyi-= — ( x? - y? ) ( / = i', . .. ,v/ ),' 4^
.z^v== y (^-^•v2 — ^yv2 ).

Si donc on pose
_ x /^^?i,— 7 ^ ^.i 7""4 \ &y

ï / ̂ y ^l/- , ^v7 ^a.== 7 ( 2-,{ — 4- — »4 \ ' ^ g- /
^=^r;-^Ç -^)=^^j^J==^,,

^mult ipl ie les variables de a, par to et celles de 03 p a r — t o - Comme
Ânn. Èc. Norm.. ( 3 } . Lî. — FASC. 1. î^Ânn. Éc. Norm.y (3), Lî. — FASC. 1.
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\-/
précédemment, N sera le groupe A formé des substitutions a ^ a ^ ,
ai étant dans le groupe A| de la forme a^ et aa conjuguée de a, et
A divise A0 (/I,TZ). Donc N==N°=A. P est le p. g. c. d. de A et de B,

^ TkTf i' TI.T 1e tN^=jN,^ .
On voit ensuite que la substitution

T = W,
^ yi
y'i ^'i

x^'

}V

ê jv
• ^~1 x'^

transforme .y en ds. D'ailleurs s ï T est dans A, et transforme aussi .y

en ds. Ici a =—(—i) 2 . Si n==o (mod 4) ou si r. ̂  i (mod 4),
a n'est pas dans A0, donc 51 === (N 4- o-N), 5^./= ( N' +• crNQ, 51° ==== (N0),
^====(P) . Si 71=2 (mod4) et ri=3 (mod 4), cr est dans A° et

7t -+• 1

^^,0==(N<)+ aN0). lîn ce cas, on voit que a=== n^w^.m,^. Gomme v
est pair, o est dans B ou hors de B en même temps que m^ c'est-
à-dire suivant—;—est =o ou à 2 (mod4) . On a donc, su ivant les
cas, ^==(P-hoP) , ou©=(P) .

107. Dans les quatre cas qui restent à étudier, on a une relation de
la forme ^"'ç^orC^l^l^ ^= n T 1 • Considérons d'abord les nor-
malisants Nç, îÇ NS, Pc de o dans A(n, r.2), A^(7^ ri12), A°(/?,, îc2),
B(/?, rt2), et ceux 31̂  9lç, 51̂  ^ de (ç) dans eX(n, r.2), (il^/z, T^),
cl°(n, ^^(n^2).'

^ i ̂ ^
y'i yi

Or on a (T)^ N — N ° _ V N' _ ( N -v^ ') ^— W\j>i, un d ^ y t j^, IN s—i^ç— v i ^ . . .^/^î i X ç — [ i ^ ç y ' y 5 7 Y — - ï • I • l

P^^,..,^/ et (104), en posant a=^...^, ^ =(Ny+crN^),
:^=(N^+ crNç); pu i s ; s in==o(mod4) , 51; .= ^l^ ^=(P^+- ap^;
sin=2(mod4),^=(Nç),^ç=(Pç)/,^

Le normalisant <9ï est formé des substitutions (a) de cï, a transfor-
mant ^ en s ou rf.y. Si a est permutable à s, elle le sera à ç~1 ©Ç. Donc
Ça^"' est dans N^ donc a dans Ç^^sÇ. De même, si a transforme s
en A, elle transforme 'C'"1 çî en r/^-1 ©ç, donc ^aSr"1 transforme ç en rfy.
Donc^"1 est dans NyG-,. donc a dans e"1^^. Donc 91 est le p. g. c. d.
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de tr'^t^C avec ct(n, rc). De même 9V, 91°, % sont les p. g. c. d.
de 9Ï^ yc^ ^ avec €U{n^ T.), GL\n, T.), C%(TI, T.).

Il nous faut maintenant calculer Ç~' a^ = (3^, a^ étant une substitu-
tion quelconque de Nç, et *C une des substitutions définies au n° 79, et
déterminée au n° 87.

108. Soit n ==o (mod 4)? en posante = 2 1 — 1 , k == ai, on a

Ç<F== Ç//Cp== U/,/-,!-!/^?^^//.-!1-1/^-,!-?^

^7 P^+^J'/.-

J7 ^^+^
i

Xk ^^k— -J/-

y^ ^^-^/

Comme (I, 28) Ç^ = ^,/,i/.p 0° aura

ÇM',̂

x' ^xl~^'k

} ' / PJ7—^

xk ^^+^'7

J^- P7/.+^/

La substi tution a^ a la forme

Xi 2/c ( a,/; ^/c 4- fy.i.Jw. ^k+i )

j ' i 2/,((3^ y^+|3y^i J7.+i)

.a?; ̂  ( 2/,: ( a^ ̂ -t, /.- .r/: + a^-n, ̂  ̂ •/•-i-1, )

ĵ ..n I/,:( p/-n,/,y/c+ P^-+-i,/?+i J/.+i )

avec la condition ^==a"-'(I, 40, 41). On voit que pç se déduit de aç
en remplaçant chaque sous-matrice (S, 117) :

Û^-a;n

az/c o OÎ<,À"-+-I °
o (3^- o (3 :̂4-i

^i~H.,k 0 ^i-H,/^-! 0

0 (5,--H,/c 0 (3i-+-i,/:+l

-, 17.
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(i et k impairs) de a, par ^L,p<^ ^=P^ (^/. S, 117). On
obtient

- (a^. -+-(3^+j) '• ,̂/c-H, +P;-+i^) - (̂ --H —P^i,<-) •--L(^ —PU-i^i)

i,k} .
^ ('̂  ,/.• + PU-H ) ,^(a^i^.+i+[3^ ) ^- (a^^.+i—p;-/. ) •—^(^-H,/:-""(3^_H )

^ (^4-i,^-p/,^i ) ^.H^-(3^ ) .• ^ (a^^+i+P^ ) -^f^H^+(3^-H )

• — f^/, -- j3;--n,^i) — - (a^/,+i — p î̂ .) -- — (a^+i -i- (3^i,/.) ~ fa//, -4- pi4.i,/w)

La matrice pç? ainsi obtenue, est la matrice générale du normalisant
de s dans A(n, Tî2).

11 nous faut ma in tenan t calculer tr' ̂ ^ C==^? ^:== ^i... '/. Les sous-
matrices de aç(7, analogues aux oc^, sont

4^^^=.

On aura donc

ce qui donne

h
w

î

~v?
ïw

^.H,/;-t-p(3^-.4-i

^d- + PI+I/-+

a^- + PP î,^-

a/-^•l,/t— j^/,<--+-i

T^Ç^H^

J
7 a^+l

J
7; a^4p
l

—- j a/,/,

^^

o P;/,

v-ik o

0 P .̂i,̂

a;4.^/î. o

.^i-t-p2^.

+.1 + p P;-4.,̂

H +P:iP;•+l,Â-

,A+I—P PIy;

0 • P^+i
^^,/.4-1 0

0 ^/•-H

^^1,^4-1 0

^•,;+iÇ<',̂ n

7- •̂•H ,/.--n. •— pP^-

^^H ~ P^l,/-

— y- â .,.̂  —p0^i^.

1 ' /
^i^+l,À-+l+ Çik

1
—— -? a^^.

4

-i^
ialA

-/rp^^

+p2l3y•+l
+p ?;•+,/•-.
+P2(3;•+l,^•.^

- P (3^4-1

109. Soit maintenant 7i^2 (mod 4), ^ étant alors irréductible,
ps se déduit icide a^, en remplaçant :

i° chaque sous-matrice a^ où i et k sont impairs ^ v — i par la
sous-matrice^ de tout à Flieuro;
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2° chaque sous-matrice

y(V^-)-
ocv/fc o a^/^i o 1

0 (3v//c 0 ^'k+\ F

k impair ^v — ï par

^^=^-= \y ̂  y^ ~^""
P^Â-H PP^- —- P^7; PP^,/.-+-1

3° chaque sous-matrice

a^')^=

a;v ô

o P^
a,+î^' o

0 P;+i,v'

par
pa^' — p?4-i,'/'

^')ç,^==p^')=<
^i+i^' ^P^'

pa^+^v' — ^ (3(v

9.p
^+1,'^

4° la sous-matrice a^ par elle-même.
La matrice ps ainsi obtenue est la matrice générale du normalisant

de y dans A(TI, 'n2). Il nous faut maintenant calculer ^'a^C^^,
0-= ^.^. Les sous'matrices de açcr analogues aux a^'' s'obtiennent en
remplaçant :

1° chaque a^' où ? et /r sont impairs ^ v — i par la matrice
a^^-M déjà formée pour /i === o (mod 4);

2° chaque a^'^ par
o f5'//, o j3v'/,4.

a^/,- o av^/^i o
<^^=

3° chaque a^ par
0 ?,•./' ••

a/-v o

o P î,^

a/4-i.v o

a^;^==
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i° ai:^=
a^'^ o

^ \
par

^'^t^=:< (3vv

Donc Tç se déduit de a^ en remplaçant :
i° chaque aip'^ où i et k sont impairs ^v — i par la sous-matrice T^

déjà considérée pour n •=. o (mod 4);
2° chaque a^ par

6v/^.+i p(3v^.

^p^ ^av''^1

:Tg^')==

„ ( o pvv
, ^v '—]

(. av^. o

i
2 ^+1

— a/v/
î îp

i
— ^ a^-

ïp6^'

— (3v/- pPv .̂-n

^a,^, -^a.,

^ pP^v

Pf+i,^^

PP^i,^

v. — ^v
/

> ;

Ç^<^:=T^=

3° chaque a^0 par

4° <^ par

110. Arrivons maintenant à la détermination de 9t.
N, p. g. c. d. de t~ 'NçÇ et de A(/i, r.) sera formé des substitutions j3ç

réelles.
Soit d'abord n == o (mod 4), donc ^ réductible, p est ici imaginaire

[p=y], quand irsi (mod 4), et p == £ quand x==3 (mod 4) (87)];
p2 est réel et p = — p . Un calcul direct montre que les conditions
nécessaires et suffisantes pour la réalité des éléments de R^ sont

(3î-H,/.4-i== ài^ Ç)'ik ^ à^^^/,4.,1,

PM--+-I ==—ài^^ (3^,,/,.==:—à^/,^.
(1 ) ,

On a donc

a^=

a^ o y'i^'+.i o
0 ^^+•1,^1 o — àî^^

^^1,/c 0 0.1^ ̂  0

.•o —à^/..^ , o ài/c
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Les relations fondamentales [I, p. 32-1, formules (4)] deviennent
alors

( o si / yé. A',T. / . . «.. . \ 1 '-' •:)Jl < -/—— ^l

^i{^ik O^+l, l-^i— y-i+i,k <^i,l+ï) == > . . 7 _/ ,
f I SI i —— A,

(2)
•S;(^î,/t4-l^Z+.l,/+.l —— a^4-l,/.--^-l^•,/4-l) =^ 0, ..,

^iÇ^ik Àï-i-l,/ — ^•4-1,/c à;/ )-=0.

?, /r, ^parcourant les nombres impairs < v'.
Considérons maintenant la matrice des a qui détermine a^. En rem-

plaçant ï'par 2 î — i et A par 2 A: — i (en sorte que ;, k = i, a, ..., ^- )
\ 2 /

la sous-matrice des a qui figure dans a^ deviendra

j aa^i^/t-i ^ïi—ï^k [ ' "
\ a^i^k^Y ^îi,îk r

/ y . u/ \
et pourra s'écrire ( lk " / A ). Par la même transformation, l étantv^. p;,/
aussi remplacé par 2 / — ï , les formules (2) deviennent

^ , . . . „ ( 0 Si' /^ À-,
2-/:( a^-,i,^.-i a^-,2/ — aa^a/.-! 02,̂ 1, s/ ) =^ • ^. . _ ,

( ï SI / —— A.,

^i(a^i^^k ^2/';2/ —^î i^k à'2/--l,2/ )==0,

^(a^--i,3/,.-i àa^^-i — a^2^à^--^/--i ) =: o.

On peut les écrire
/ ^ w^ ^ ^ \ ( o si ZT^A-,

I^a^p./-P.,a,/;^l ^ ^ ^^

( \^ ^^ <^ ^ \
^< a^.[3^—|3//.a^=o,

/ \^ \^ ^ ^-/ \
^/: ̂  5î(7.- [3,7 — ^ikàil j = 0

(/", 7 c , Z = = i , 2, . . . , - - ) •

Donc [I, p. 287, formules (4), (5), (6)] la matrice a parcourt H^/, rC).
•j

Soit H^=H(v, ri) le groupe que parcourt a^ quand a parcourt
H (V, n). On voit que Z<? p. ^- <1- û?• ̂  *€"' N?^ ^<w A(n, ^) est ^-' Hç^.

On voi ty . comme précédemment, que les conditions nécessaires et
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suffisantes pour la réalité des éléments de T^ sont

P/,À--+-1 :=z —— 7—? à/-M ,/0
4P- p <-H ,̂  — — T"r̂  a ;', ̂ -(-i î

^ ï . /3/ 1 .p .̂ == -^.oc^^^^ p,_^_^= T-.i0 '̂

Donc

^)/^^=:

f

^i+i.k

^ik

l
0 W

0 -^

0

à ;+^ /:..,-]

0

î
-p-̂ 4-1

^^^4-1.

0

^f'-l-l ,-+"/C1

0

0 ^

—,T .
•7——^i+\,k
4p"

0

1
r-rau.
4p'

La première des formules (2), pour /= /c, devient
2/:(a^.à^/.4^ — a^i^.à^/.^.i ) •==. i\ p2 ;

les autres restent inaltérées. On peut encore écrire

ap ^^•i,/: <^Z4-l,/i--h

ai7'^^s '^/•,/+i-
-i7 a^1 2p- ^7-

/£,
20

a//!.
^0

a/•,/.-+,

t .
a/4"l,/.-: ^^:l./:4-t9, p • • ' • • •

( ̂ i= Ti,i+-\ W/,2p w'/•+-l ,'^ tl,î^[ )

ap

ou, en remplaçant au second membre i par il— r ,
•̂==: I ^_, ̂ ^-/7?^/-_^3F rn^i^ t^i^ ^̂ •

=~= c(.^^ 1. .j;/'_,j ^j;/- ̂ /•—i ^y/- îït^^ ,-.âp/^ 2/,ïip:::::::: c'^aZ—i Sa<~i ,2/',2p '

La sous-matrice qui multiplie S/ étant une sous-matrice de H^,
^^...^ est une substitution de Hç^ en posant E===rr^Ç/. Donc

• .. ^=(S~l;Hc?Ç:4-Ç--l•H^Ç}^ „ 1

On remarquera que ^'^C •^âfâî...^ •

111. Soit maintenant n==. 2 (mod 4)y donc d; irréductible.



LES SUBSTITUTIONS D'CEDEE 2 DU GROUPE QUADRATIQUE GALOISIEN. ï37

Les conditions de réalité de p^' Çiy K impairs <^v) sont les mêmes
que :

pour que (3^ soit réelle, il faut et il suffît que Fon ait

( 3 ) Pv^i == -^ à^/,, ^ == ̂  à,',/,-̂  ;

pour que P^ soit réelle, il faut et il suffit que l'on ait
(4) . ^i.^^=— '•îpà,v, (B^= ̂ pà^i^;

pour que pip^ ) soit réelle, il faut et il suffit que l'on ait
(5) .6^==à^.

Les relations fondamentales deviennent donc :
. i . _ ( o si l ~yé- À*,(6) ^i(,^i/, a^-i,/+i — y-i+i,h ^z, /+i}+• ̂  ̂ '/. y^',/+i= > ^ g^ /==y,'

( 7 ) Z/(a/-,/,4-î 0^4.1,/-^i — a,.^i,/.^à,,/+.i ) 4" -^ av^:4-iav^i== o,

(8) ïi{ff.i/, à,.+.^/ —-a/:..(-^/,. a// ^ + — a ^ / , à.,'/, =:o,
( o si /c^/,

(9) A-(^/c à^i,^ —a,+.i,À: ^' )+ av'/: ay^' =:-. ^ ^ A-^y7

( ï o) 2 p 2,( a;^.+i à^+.^v — a^i,/c+i à;v' ) -+- av^+t à./^. =: o.

Les indices i et / parcourent les nombres impairs < v- L'indice k par-
court les mêmes nombres dans (7), et peut prendre la valeur ^ dans
(6), (8), (9). [(6) pour k == ^ est la conjuguée de (10), que l'on peut
supprimer, j

Comme précédemment, la sous-matrice des a qui figure dans a^

(w \^ \

pourra s'écrire ^ ^ i f ^ / ^ = i , . . . , . ^ ) i ' l a sous-matrice
Pu P',/,/ v

/\y ^ \ . /ao;_i y^
(a^,, a^-) s'écrira (,ao/,, a,,;; la sous-matrice ( , ^J pourra

/^ \
s'écrire ( azo ); enfin, on remplacera a.,̂  par aoo. En faisant alors

\^J
u === ï-, d'où co == u — u = "r" î les relations (6), (10) s'écrivent :4? ap

/ y ^ \^ \-/ \ w ^ ( o si 1-^é.k . . . , / .
^Va;.,P^P^^+^^^ ^ ̂  (^^; ̂ 0)
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[cette relation vient de (6) et (10)],

^A^P^—P^^^+^a^ao/^o (Â - , / ^0 )

[ celte relation vient de (7)]?
/ ̂  Y w v-/ \ . i o sauf si /c== ^ == o

2^\ a^p,/— ^ikff-il] 4- oja^:a,,/= -j ^ ^ 'k=l= o

[cette relation vient de (8) et (9)]. \^/
Donc [I, p. 287, formules (4); (ô), (6)j a parcourt H(y, T.).\-/
Soit Hs==:H(y, ri) le groupe que parcourt a^ quand a parcourt

H(y, <?). On voit que le p. g. c. d. de 'C-' Nç^ avec A(^y u) est Ç""' H^C-
On voit comme précédemment que les condit ions nécessaires et

suffisantes pour la réalité des éléments de T^' (?', k impairs <^v) sont

(3^,=^ à,,, ^=^^

On remarquera que ce sont les mêmes conditions que pour la réalité
dep^ :

pour que T^ soit réelle, i l faut et il suffit que l'on ait

P^+'="73— à'-^ P^^^^^+1;

pour que T'̂  soit réelle, il faut et il suffit que l'on ait

^'= ~ ̂ -M,-^ -^^ /;
20

pour que T^' soit réelle, il faut et il suffit que l'on ait
^'^'==- ÀW'. ^ ,

On transforme aip'^ comme dans le cas n=o (mod4) on a ici

^S,(à;/;a^,^,+i—a^i,/,à^/,^,i)+^ .? et l'on a de plus^i,^^/,/^

a^

ï .
^

o V

a^t^=
0 ,^^^

^P

^

2p
. a^.

o.p
a,v

( C/ == TÎ, (•+1 W/:, a? /?^4-i, 2 o /^ (4-1 ) ,
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ou, en remplaçant ; par 21—i,
;̂=r €l.^i—^ i ̂ •^i^^^^^î.j^^^p Tî't^^'zzz. a^—^ S;^_.; ̂  .^p.

La sous-matrice qui multiplie ^ étant une sous-matrice de Hey
0^1...v est une substitution de HL^ en posant

i:=:^iri^.
Donc 5I==(2^'IH^+t^1 H^O; comme dans le cas n==o (mod 4\

^=i.

112. Déterminons maintenant 9V. Pour que ^"'as'y^Ç, qui multi-
plie a par ^" soit réelle, il faut que i^' soit réel, donc ^''== i\ D'ailleurs
OC^Y^ se déduit de a:p en y multipliant chaque coefficient a par t\ Doncy
les conditions de réalité se déduisent de(i) si 71=0 (mod 4)? ou de ( i )y .
(3), (4)î (5) si n •= 2 (mod 4); ^n multipliant les deux nombres par i\
Donc a;s,= G<^t . . . v r y / / ^ . . . v ' ? a^ s^ déduisent de a^ en multipliant chaque
coefficient ^ par i""^. Entre les coefficients de a^, on a, au lieu des
relations (2) ou (6)"(io), celles qui s'en déduisent en y remplaçant
seulement les seconds membres i par L-^. Donc la matrice (a,/,.) est
dans H(y, ^[^"^l? ou ^l6 P^ut être prise arbitrairement. Donc
(a),/,!^] peut être prise arbi t ra i rement dans H(V, r.)- Or, la matrice
correspondante de Hç est açyÀ^..^y^(..y. Ainsi a^ peut être prise
arbitrairement dans HL^\ en posant ^==Kf xlî \ ^ (^^n^'m^y

J''?'î ^ J''r

si 71=0 (mod 4); ̂ = Tlï^m^1, si n = à (mod 4)- Donc ocçy est quel-
conque dans H ç j ^ t . Donc .W^d"1 |H^ ^ ^ J H ) , ^ est permutable
à Hç, a priori9, et l'on a ^==1, Ê- '^E^^^; enfin ^-'^n^m;^ est.
dans EI^.

113. Si n=o(mod4),on a5H===^(107). Donc, la substitution E
trouvée au n° 110 étant dans B (n, n2), on a 31° == <9l.

Si n=2(mod 4), on a ya=(Np). Donc5^0==(<C-<H,0•

114. Déterminons maintenant P.
Soit d'abord n=.o (mod 4)- Désignons par rn\ p la substitution ^ !

Ona( l , 2)H= { H 0 , m^^ et, tout diviseur d'indice 2 contenant néces-
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sairementH°(i,p.3o3), le seul diviseur d'indice 2 de H est{H°,m^.
Soit HS le diviseur de Hs qui répond à H°. La substitution de Hç qui
répond à m/1'"' est mt1:m^ == m^m^m^^m^ et l'on a

m\,, m^F == m^j m.̂ 1 m ^ ; m^\.

Comme m^m^, qui répond à /T^, est dans H^ le seul diviseur de Hç
estKç={H^ m,iym^{-.

/ ,__ ./TC ./ __ ./7l

En posant a = ——? ? = —— (a et [3 sont réels), on a

^•^i—pp^ |
j, ^-"^aj'.i-h (3^ )
^ ^l(a.:A4-(3p'jJlJ

= m^a/i^iaUa,i.,app^iWi,2,p/y..
ç-1^,,^?^^

Comme a et ai ont des caractères quadratiques différents, w^/^ia
est hors de B(nïi). Il en est de même de tr'm^m^C. Donc (N, P) qui
est ^2 est égal a s . Donc le p.g.c.d. de ̂ ïl^ avecB est d ' indice 2
dans^'tU- Cep.g.c .d . est donc ^"'K^.

D^autre part C""'^^^^..^ (110) est dansB sauf si TCE=3 (mod 4)
avec^/::-2(mod4).^^^=(C~ lK^+^ lK^Ç)^^^^^^
a^ecV^ 2 (mod 4).

Si TC== 3 (mod 4) et ^==2 (mod 4) il suffît de remplacer ^ par son
produit ̂  par m^m^, dont la transformée par Ç est dans N hors de B.

Si n=4, v^=2 , les objets qui dans [eXO (4^ 2 ) ] répondent à W^
m^nï^m^m^ Eo sontrespectivemeût IL, (i^), (r^), (/t^), (- ̂ 'T~] '\4^
On retrouve ainsi les résultats obtenus.

145. Soit ma in tenan t n=2 (mod 4). On a 5lS==(Nç)(i07), donc
5lo= (^tU) (113), donc e^^'K^).


