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LES SUBSTITUTIONS D’ORDRE 2

DES
GROUPES LINEAIRE, HERMITIEN, GAUCHE ET QUADRATIQUE

DANS UN CHAMP DE GALOIS

Par M. pe SEGUIER

Introduction.

La structure du groupe linéaire galoisien et de ses diviseurs i inva-
riant hermitien gauche ou quadratique ayant été déterminée, ainsi
que leurs constituants transitifs, un des premiers problémes abor-
dables qui se présente est la détermination de leurs substitutions
d’ordre 2 quand le champ est d’ordre pair. On trouvera dans le présent
Mémoire la solution compléte de ce probléeme en ce qui concerne les
groupes indiqués et les groupes homogénes ou fractionnaires corres-
pondants. On trouvera de plus, pour chacun de ces groupes, la distri-
bution en classes et les normalisants de leurs substitutions d’ordre 2.

Je tiens & exprimer ici, 2 M. M. Potron, mes plus vifs remerciments,
pour laide qu’il m’a apportée dans la rédaction de ce Mémoire, en
particulier par ses critiques et ses suggestions.

Pour éviter des redites assez longues, j'avertis de suite le lecteur
que je me servirai des mémes notations et conventions que dans mes
Mémoires « sur les Groupes & invariant bilinéaire ou quadratique dans
un champ de Galois » et « sur les constituants transitifs de certains
groupes linéaires & invariant bilinéaire dans un champ de Galois »
parus dans le Journal de Mathématiques (1916 et 1919). Je désignerai
dans ce qui suit le premier Mémoire par I ct le second par I1.

Je considérerai ici, dans le champ galoisien € d’ordre impair = = p*

Ann. Fe. Norm., (3), L. — Juwrer 1933, 28
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(p premier) ('), les groupes linéaires généraux : L(n, =), U(n, ©)
£(n, =), U(n, =), les groupes gauches : G(n, =), G'(n, =), G(n, =),
G'(n, =), et les groupes quadratiques : Q(n, =), Q'(n, %), Q"(n, ©)
R(n, =), 2(n, =), 2(n, =), 2"(n, =), R'(n, =); puis, dans le
champ €' obtenu en adjoignant & € une racine v d’unc équatrique
irréductible, «*~+ bu + ¢ = o, les groupes hermitiens l(n, =), H'(n, =)
H'(n, =), 3¢(n, =), H'(n, =), IC°(n, ©).

Je désignerai encore : par v et v=1""" des éléments primitifs de ¢’
et € respectivement, par [ 1] la similitude de multiplicateurs u., en
posant [—1]=d, |d|=D, {|.||=1 {[] =T. Enfin je pose-

=1 1 1
rai v ¢ o=e, V=1, =j, VT '=] (=1, =/, =—1),
eti[jli=1.

Je rappelle que, quand la forme invariante de I'un des groupes G,
Q, H reste indéterminée (non canonique), je la désigne par . Je rem-

place alors la lettre G, Q, Il par A, la lettre ¢}, 2, 3¢ par &, lalettre R
par B, la lettre R par G3.

CHAPITRE 1.

GROUPE LINEAIRE.

L. Sauf indication contraire, les variables de L(n, =), U(n, =) sont
désignées par x,, ..., z,. Pour indiquer explicitement que le groupe
opére sur desvariablesz,, ..., 5, j'emploierailes notations L. . (%),
U..... (%), ousimplement L. . U.

Spyeen gt

Spyens

Détermination des s, de L et de T.

2. Toute s, de L. a nécessairement la forme canonique monome
(S, 10). Si elle a » multiplicateurs — 1 et »— r multiplicateurs + 1,
elle y est ¢videmment conjuguée de la substitution 1, qui multiplie
X, ...,x.par —1, etx. ., ..., x, par 1. Donc v, v, ..., W, repré-
sentent toutes les classes distinctes de s, de L. Les poles de v, sont les
points vérifiantz, =...=x,.= o.

(1) Si p = 2, les suites de la forme canonique d’une s, ont au plus deux variables, ot
les multiplicateurs sont tous égaux 4 -~1 (8., 10).
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3. Le normalisant M de u, dans L est le produit direct de L(r, =)
par L. . (%) (8,06, 7). Le normalisant N de u, dans U est p.g.c.d.
de M et U, ou le p.p.c.m. des substitutions de déterminant 1 de M.
On a done, en posant m;= x;, v/, les autres variables étant inal-

térées, N= U(r, =), U, ..(=%), mm2 . Comme M= U, =),
U, (7)) myy m |, on a évidemment M = { N, m, |, m, étant per-
mutable & N et m[~'=1 étant la premiére puissance de m, dans N,

comme dans U. Donc L = UM, el Ucontientun systéeme de restes de L
modM. Plus précisément, tout systéeme de restes de U modN est
systeme de restes de L mod M (E, 67). Donc on obtient toutes les conju-
guces de y.,. dans L en trans formant 1., par U.

4. Pour que u., soit dans U, il faut et suffit que r soit pair. Il résulte
alors de ce qu'on vient de dire que les u.,, représentent toutes les
classes de s, distinctes de U et que chaque .., a autant de conjuguées
dans U que dans L.

Détermination des s, de £ (n, =).

5. Désignons en général par (/) ce que devient une partie / de L
(uand on y regarde les variables comme homogénes. Soit s une subs-
titution telle que (s) soit d’ordre 2 dans 2, c’est-a-dire que s*=[v"].
Deux cas sont & distinguer suivant la parité de m.

Si m=12h, je dirai que (s) et sa classe sont de premiére espéce.
Alors s[v"] est une s, de L. Il suffit donc pour obtenir toutes les s, de
premiére espéce de £ de regarder les variables comme homogénes
dans les s, de L (alors 2= = —1). Il reste a étudier leur distribution
en classes.

Si o et ¢ sont deux s, de L, (5) et (5') sont conjuguées dans £
toujours et seulement si ¢’ est conjuguée, dans L, d’une substitution
de la forme o[t/]. Cette substitution devant étre d’ordre 2, il faut
que t*===1. Donc ¢’ est conjuguée dans L de 5 ou de ds. Or, dans L,
dy.,. appartient (2) a la classe de p.,—,. Donc les clusses de s, de pre-

- y 4 . ’ A ) n ~ NnA ~
mitre espéce de L peuvent étre représentées par les () ot r< - Les poles



220 DE SEGUIER.

de (1) sont les points vérifiant #, =...=x,=o0 (qui sont ceux
de u,) et les points vérifiant x,,., =... = 2, = o.

6. Sim=2h~+1, je dirai que (s) et sa classe sont de deuxiéme
espéce. Tout d’abord, une s, (s) de seconde espéce ne peut étre
conjuguée, dans £, d’'une s, (s') de premicre espece. En effet,
s/ serait alors (5) conjuguée, dans L, de [/], donc s?=[1*"] de
[12F]s® = [20+h+1 ] ce qui est impossible, puisque les multiplicateurs
de ces deux similitudes sont dilférents.

On peut, sans changer (s), remplacer s par s[+="], et par suite sup-
poser s*[t]. Comme ¢ est une puissance paire de V', (s) est de premiére
espece dans £(n, ©*) donc est (5) la forme homogéne d’une s* '
de L(n, =), en sorte que s=4¢[V*]. En élevant au carré, on
obtient J** = vt [l faut donc 2k ==+ 14+ m(=*—1), m entier
T+

arbitraire, et 'on peut prendre & = - Alors s = §'[ 1, ]. Les multi-

2
plicateurs de s sont donc == 1,. Or, s étant réelle, ses multiplicateurs
doivent étre conjugués deux a deux. Il y a donc autant de multipli-
cateurs + v, que de multiplicateurs —1,. Donc s doit appartenir i la
classe de u.,(n=2v). Il existe donc, dans L.(n, =*), une substitution {
telle que (' p.,{=¢, et, par suite, ' [1, |p.{ = 5.

Ainsi, on obtient toutes les s, de seconde espéce de £2(n, ©) en cher-
chant dans L (n, =*) les conjuguées réelles s, s', ... de|v,]u.,. La forme
semi-canonique (S, 11,12) de [, |u, montre a priors qu’il y en a; et
nous allons d’ailleurs les former. Mais remarquons d’abord qu'dl »’y a
qu’une classe de s, de seconde espéce. Car de [ v, |y, = s = s/,
on tire s ={""C's". Donc s et s &tant réelles, les coefficients de
' sont proportionnels 4 des nombres réels. Done 'U'=|¢|a,
« étant réelle, et ¢ étant un facteur de proportionnalité. On aura donc
se=o0s', en sorte que s' est conjuguée de s dans L(n, «).

Scrivons maintenant y; pour .., et posons

i Ly

Yi Xy

Si=

s s=1Is,

Comme s>=[1], onvoit que (s) est unes, de seconde espéce. D’autre
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part, en posant

| B . C:H;Z_z-

Ls =l ]2

Les poles de (s) sont les points, tous imaginaires, qui vérifient les
équations vy, = cx, =y (i=1, ..., ) ;d ol g ==

LR (U

7. Cherchons les normalisants J1U et 9 dans 2 et 1L d’une s, quel-

conque s de £7. Soient s une substitution de L tel que (s)=s, et s une
Il ’ 1l
substitution de L non permutable a s, mais telle que s 'so = [*]s.

En ¢levant au carré, on voit que t** =1;d’ou "= —1. Donc s 's5 = ds,
et c* est permutable en s.

8. Soit s de premiere espéce. Alors, en transformant s, et en méme
I :

temps s, par une substitution convenable I de L[S::(s) est alors
[ I
transformé par (C)], on peut supposer que s = ..(5). On voit direc-

tement, en développant la condition 1,0 = sdu.,, que, dans les fone-
tions que 5 substitue & x,, ..., x,, les coefficients de ces variables
sont nuls, et de méme ceux de Z..., ..., x, dans les fonctions que g
leur substitue. Pour que (o) soit £ o0, il faut donc que r=n—r,
ou n = 2r. Donc g n’cxiste que si nest pair = 2v, et r="y. On peut tou-
jours choisir o dans U; il suffit pour cela, en posant t:, "‘L‘ i‘ ’

Yi
(i=1, ...,v)de prendre c =, si v est pair, a=1m" ™" (3) si v est
impair.

Ainsi, s¢ nest impair, ou si n=2v, r=£v, on a M = (M), It =(N).
Sin=o2vetr=v,onadt=_{M, s}), 9t =({N, o).

Dans les deux cas on a = {9, (m,)}. En ellet, on voit d’abord
directement [¢/. (3)] que (m,) est dans J1L. Donc, toute puissance de
(m,) qui est dans UL est dans 9, et inversement. Or (S, 79) les subs-
titutions de 1L sont celles dont le déterminant est une puissance n',

¢’est-a-dire de la forme /"= (ketlentiers) ou ., O étantlep.g.c.d.
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de net de = —1. Done la premiére puissance de (m,) (de détermi-
nant ) qui est dans L est (m"). Done It = X91(m)). D’autre part
2 =2U(m]) (8, 79). Done N/t = /U et £ = UNL. Cette relation
montre que U contient un systéme de rester de £ mod L. Plus préci-
sément, (E, 67) tout systéme de restes de U mod 9T est un systeme
de restes de £ mod L. Donc on obtient toutes les conjugucées de (s)
dans 82 en transformant (s) par U, et, si (s) est dans U, (5) a les
mémes conjuguées dans W et 1.

9. Soit (s) de deuxieme espeéce, donc n=2v (6). Reprenons les
notations employées, et désignons par M, N les normalisants respec-

tifs, dans L et U, de s :‘ R G =1, ).

Vi L
1 ’ e r , . T
En posant xi= - (z; + ), yi= 7§<x" —y.), sprend la forme cano-
Ly L
) Vi Wi . o
sont formés des substitutions réelles des normalisants respectifs M’,
N’ de s dans L(n, =), U(n, =*) (3). Soient alors A et B les groupes
obtenus en multipliant respectivement chaque substitution de
L. ..(=*), U.. ..(%*) par la substitution & coefficients conjugués
de L,

nique .|y | = (t=1, ..., v). Les normalisants M, N

coae(mY), Uy (%), A el B sont respectivement isomorphes

a Ly (79, Upa(=). Comme (S, 74) Lupo(=*) = U, _o(2)
ha N

U i Zy e . T

|2y, V& i, en posant y= L aA=1{B, v{=X""By".
I o/

Comme une substitution, poilr étre réelle dans les variables x;, y;,
doit remplacer x, y' par des fonctions conjuguées, on aura, d’apres
I"expression de M’ en produit direct, M=A. Nest p.g.c.d. deMet U.
Comme y*' est la premiére puissance de v qui soit dans U, on aura
N={B, y*'|. Donc M={N, v{=X{"'My". Et 'on a M/N=L/U, et
L= UM.

Pour former I et 9T, il suffit maintenant (7 ) de tronver une subs-
titution 5 de U telle que s5=ods. On peut prendre pour s, si v est
pair, la substitution

A

el, si v est impair, la substitution v * ¢.
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Onvoit, comme au n" 8, en remplacant m, par v, que N =2} WY,
en sorte que I} I, (v) .
D’ailleurs, (v)° étant la premiere puissance de (y) dans 1, on
! e

a w={a, (7))} =D U(y). Done M 9= AU, et £="UIN.

Cette relation montre que L contient un systeme de restes de
£modNt. Plus précisément (E, 67), tout systéme de restes de
U modIT est un systéme de restes de £ modI. Done, on obtrent
toutes les conjuguées de (s) dans 8° en trans formant (s) par U, et, st ()
est dans AU, (s) a les mémes conjuguées dans L et 1.

Des remarques analogues sont a faire sur les normalisants qui
seront considérés dans la suite. Je ne m’y arréterai plus.

Détermination des s, de U.

10. Pour qu’une s, (s) de £ soit dans AL, il faut et suffit que s
soit une puissance n"" de €. Si (s) est de premic¢re espéce, done de la
forme (1), cette condition donne (—1)"= 1" ou

T —

[I':/.'/L+/(7Z—l):/1/),

0 étant le p. g. c. d. de », = —1, et £ un entier quelconque. Si n est

. . e, , , N T —1
impair, ou d’une parité inférieure ou égale a celle de » cette

condition est toujours vérifibe. Si n est d'une parité supérieure a

celle de ==, elle exige que 7 soit paire. 1l résulte dun®8 queles s,

de premlwe espéce de 2 qui sont dans U y formentles mémes classes

que dans 1.

=2v), c'est-a-dire (06)

/.n

11. Si (s) est de deuxiéme espéce
con]u”uce réelle de [, ], la condition mdlqueo donne (— =1

011

Ly =/n—+U(m —1)=~Ah0. Ici 0 est tou;ours pair, 6 =20'; et

1
est

: - X ‘ r—
si v = O’v’, la condition revient & ce que ——v' soit pair. Si

pair, cette condition est toujours vérifiée; si est impair, elle

revient 4 ce que v' soit pair, ¢’est-a-dire que n soit divisible par 4.
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12. Ainsi, pour n= 2, toutes les s, de premiére esptce de £ sont

. , ' 2\ . . .
conjuguées de (—3) <:: = - )’ de pole o, =, qui est dans L toujours
S/

et seulement si Z— est pair. Et toutes less, de deuxiéme espéce de «

sont conjuguées (G) de (tﬁ de poles == 1, qui est dans U toujours et
~/

seulement si -

— 1 . . . .
est impair. Donc Al contient toujours une de ces
deux substitutions et une seule.
- — Ak . , .\ \ .
La substitution (—— ) (de premiére ou deuxicme espéce survant

que — k est carré ou non) de déterminant + k représente donc l'unique
classe de s, de U ou Uunique classe de s, de &2 hors de U, suivant que k
est carré ou non.

Cherchons directement les normalisants 10, et 9¢, de <;/>

S

) —k . \
dans £2 et L. Les poles de (—— ) sont les racines =z de z*=— /. La
I
—(5—z¢) €5 - -
. -l o . " 2& e 2}
substitution £ = <= ) Tl=\— ) transforme z en o,
~ R - -l
L

< en », et( >en (—3).
Soit d’abord — £ carré, donc e réel. Si done M (=) est le normali-
sant de (—z) dans ,L‘?, et Q‘C(n) son p. g. ¢. d. avee U, on a

M= EML, 9N=¢ . Or les conditions pour que 5 = <f;j—|l€>
soit permutable a ( \—:,), c¢’est-a-dire pour que (—3z)s=173(— z)
sont

a=pa, B=—pf, y=—py,  S=p9,
¢ étant un facteur de proportionnalité. Comme on tire de Ia
20 — [y =p* (a0 — By),
onap*=r1.Sig=1,0nafl=vy=o,ctoestdans {(1z)|.Sig=—1,
, et o a la forme (é) Donc 0t = %( z),(%l):
E \ . 5

O
et I = ,f(.;-'z‘), (f;—) L. Ces deux groupes sont diédraux.



LES SUBSTITUTIONS D’'ORDRE 2 DU GROUPE LINEAIRE GALOISIEN. 295

Soit — £ non carré. Alors £' 01L,Z est dans 9t (=) = : (12 3), (:_1) 2

(le déterminant de toute substitution de IW,, étant réel, est carré
dans C'). Et toute substitution réelle de £ (=*)5" est dans I,

<1
La substitution générale £(v?vz)E~" peut s’écrire, en posant v~
sous la forme

14. Cherchons d’abord les substitutions réelles de Z{(v*3)] 5.

&+ 8 L
3 -— &
&\ . 9 2
T == A=
o—1 /= =l o o=l
S -5 5, &8 T K
=
\ 2¢ 2

Pour que o soit réel, il faut et suffit qu’il existe un facteur ¢ tel
que ¢(g—+g7") et eg (g—g") soient réels, c’est-a-dire que 'on ait

Pﬁ(w’g’ —}- .-1.‘—' )'ﬂ.‘: p (’_,‘,» - '5,~| ‘)7 ET:PT:(#'— e EP(,-'s"— ’g~-l ),
ou
OT ;;*—75 T _1.'.—-75
e =T T e =
&5 e S TS
(t—1) )
En observant que ¢*'=(-—4) * = — 1, on obtient, par soustrac-

. 2 (74 9 (ke T—1I ) .
tion, g*™ =1 ou V**"™* =1, ou y=m——, donc g=;". On a

alors, d’aprés une propriété usuelle desrapports égaux, ¢'—==;;""*"";

T —+1
2

ou g F=(—1)" Dol, stg="1",r=yp » p-ayant la parité de m.

Comme le déterminant de c est 1, celui A de la substitution obtenue

T—1

en multipliant ses coefficients par ¢ est g*; et A * =(—1)". Donc A
est carré ou non carré dans C, c’est-a-dire que s est dans 9, ou dans M,
hors de 9, suivant que m est pair ou tmpazir.
Ainsi les p. g. c. d. respectifs de £{(+'2z)} &' avec I1;, ou I, sont
. N7 , ; T
D="E{(jz)E", dordre n+1 et @y=E5{(j?5)}&', d’ordre ——-

I(=*) étant diédral, I, et I, seront des groupes diédraux, ayant @
et M, pour groupes cycliques maximums.

Posons g = o + [z (« et {3 réels), d’ou g"= o — B¢, ce qui déter-
mine « et 3 par g et g=. Comme g"=(— 1)"g ', on peut exprimer g~',
comme g, en fonction linéaire de o et B, on aura, pour m pair,

Ann. Ec. Norm., (3), L. — Aour 1933. i 29
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. (e o5 & /l
G= 5(%\15" = (—J-,I—i——) et, pour g=j, c’est-a-dire pour m = 2,
\ & / — @< L B
. . 5—a
{5} =@"; pour m impair (alors M= @'+ @'5), = ——\, et,
- +B
L

pour g = j,, c'est-a-dire, pour m=r, {al=m.
A priori, chacune de ces substitutions, ne dépendant que de g, a
déterminations distinctes. On voit d’ailleurs que la

o
exactement

premicre substitution pazcourt les ==L substitutions de @" quand on

dclermmatlons qui rendent o* 4 £3* carré non
T+ 1

2
T+ 1

%

y donne a2 : Bles =

nul (E, 414). De méme la deuxié¢me substitution parcourt les

substitutions de @ hors de ®° quand on y donne & «: (3 les

déterminations qui rendent a/— -+ 3* non carré. Chacune des deux
formes trouvées pour o coincide avec I'autre (et par suite parcourt
les = + 1 sabstitutions de @) quand on laisse indéterminé le caractére
quadratique de son déterminant.

15. Il suffit maintenant de trouver une substitution de 9t horsde m‘,,
c’est-a-dire une substitution réelle de £9t(=*)5~" hors de £{*5{Z",

et dont le déterminant soit carré dans €. La forme gcnerale de ces
. . . — 5
substitutions est ¢ = E_(-—;—-)(L iz)E7", ou, en posant Vi==A,

—1 —1
B z(ll,ﬁ -—/La>—-s</ae—i— h;ﬁ)
e T S ihe he
o=

£ otz étant définis au n° 13.
Pour (ue s soit réelle, 1] faut et suffit qu’il existe un Facteur = tel

fo—t o=
que ~<—%7 —/:.> e 1:( e :) soient réels, ou que <Ir //)
e 1 i

=z T 7 ¢ Y b /
et »~ (/, 1/> soient réels, c’est-a-dire, en posant et /,/. =/,

que I'on ait
TR A )T = (hE - L)
et
TR (N — K )T=1"e(L*— L"),
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ou, puisque 4’ est réel et que *'=—1,

e ey S EC /.-' — iew

[ T

Il faut donc et suffit, pour la réalité de s, que /F‘ﬂ""”-— k. Or k' étant

réel, on a /' =1*=1*"*"_ Done v, =% + m———, m entier arbitraire,

e ZE e (Ill—l-‘/)——'_l

h‘n+1___( I m/l ”“”“"“(-l)'“/l ~l E:/I'—/_!. 2 =1 .
Comme !e déterminant de sest 1, celux A de la substitution obtenue

—'l
en multipliant les coefficients par = est =* LetA T =1 = (="
Donc A est carré ou non carré dans C, ¢ est—a—(lu-c que g est dans 9, ou
hors de 9, dans O, suivant que m e.s‘t tmpair ou pair. On a d’ailleurs

_L/Q' — AR T — /2% . R . . . R ,
< - >=< - >:< )(J"‘z). Ainsi, ;"(s) étant dans
{(*5)}, ona o, = @, 'E.(_: - ) £ ﬁ o, = % @,, C<_’ ) E

™1

\l}

Prenons donc m=1; dot =4+ — /i™'=—/I, on a

. AR T . . — g 2R T )

M= 3 ’ 5<—:—)E" }, IMNy= g @y, E<——:——> ;

Posons /o= o+ e (« et § réels), d’ou "= o — [, ce qu1 déter-

mine « et 3 par /4 et 4*. Comme A"=—Ah~"/', on peut exprimer A~',
comme /2, en fonction lincaire de « et 3, ce qui donne

g:<[3/.-.: + a/.'>.

as— Bk

FARY

On voit, comme au n° 14, que cette substitution parcourt les
T+ 1

" déter-

. de 9, hors de @, quand on y donne a «: 3 les T
minations qui rendent son déterminant carré.

CHAPITRE 1I.
GROUPES HERMITIEN ET GAUCHE.
I. — Groupe hermitien.

16. Je considérerai a la fois les deux formes canoniques respectives

(e i— V&) - onXE (w=v—0;n=0,1),

3
~1
e=23z;%; (n=12v +4m7).



228 DE SEGUIER.

de wa et a. La substitution la plus générale qui transforme
yx)eng,=ax—+yy est

hy=w(xy

X ar =+ 0y wad=— (¢ —q¢q)"",
= oY .
aoage—+Bqr wpb= (¢g—qg)".
Remarquons, pour la suite, que si ¢, «, 3 vérifient g=— ™',
. A I . .
g = =33 = — =, t transforme les substitutions
2 2
g R , o — Gll)’
[ L .
vy ool Yy — el
respectivement en
R £ — . x z
b= 5 by =
yoo—y y o)

Nous supposerons que les variables de /e sont liées & celles de < par

L 1

L= Sy 0 5,k (=—w", a&.:::, ]@l@:,_:,
(1) .
VET= 0 Sytmy ~+ B G Buty k=1, ...,v,
\ X == 3, si ) ==1.

17. Je dis d’abord que toute 5,5 de A est conjuguée d’une s, du
diviseur A correspondant, dans A, au p. p. c. m. (abélien principal
d’ordre 2") A, des |5, — 5;|=1; de B, ou aw p. p. c. m. A, de Il
Ly W) i W)

=m,.,, des p,=

des ;= . =TiM; _,, Ct

Yol yi — oty
de ), st n est impacr (V). On remarquera que le changement de variables
indiqué a la fin du n° 1 transforme p, et 1, respectivement en %,
et %u, (qui ont la forme canonique), et que w,u, = my, _, = d;.

En effet, sisdéplace tous les points, elle coincide avec d =%, 7, ... 7,
puisque sa forme canonique est évidemment d, et que  est normale
dans L. Soit donec s £ d, et par conséquent fixant au moins un point.
Or, en désignant par ¢, I'ensemble des points vérifiant « =7, X par-
courant € (il est clair que la relation @ =7 reste inaltérée dans tout
changement de variables), on a vu (I, 1) que A a = systemes d’intran-

y elmg=

xri gL l

(1) On a posé (1,2, 5) ©;= ‘ L j
Yi — Yi 7'\

xXi
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sitivité, qui sont les ¢, le degré de ¢, étant s, = [+ —(—1)"]
[7"~'— (= 1)"], et celui de g, (.. 3£ 0) étant s, , = ="~ — (—1)"'="".
D’apreés I'énoncé, s fizera au moins un point hors de q,; mais, pour la
démonstration, nous devons distinguer deux cas.

Supposons d’abord que s fixe an moins un point horsde ¢,. Comme s
est permutable & [v'] qui permute circulairement les ¢, (% £ 0), s fixe
au moins un point de chaque ¢, (% £ 0). En prenantalors les variables
qui raménent a ala forme canonique ¢, on peut supposer que s est dans
le diviseur X, de E qui fixe le point (1,0, ...,0) de q,. Dans toute
matrice (o) de X, les éléments 2,,, ..., %, sont nuls. Les équations

Za,.,-a,,-:fa,.,(l, 3) montrent donc ici que les matrices de X,, sil'on

y néglige la premicre ligne et la premiére colonne, sont celles du
groupe E, de la forme &, = — z,3,. La sous-matrice s,, ainsi déduite

n

de s, est d’ordre 2. Cela résulte des cox)(litionszv.,-jm,.—_— 2y jointes

A oy =...=o, =o. On peul admettre le lheor‘vme pour E,, qui
comporte une variable de moins. On peut done, en transformant au
besoin s dans I, supposer que s, est une matrice diagonale formée
d’éléments égaux a ==1. Alors les équations Zoyoy=z, (I, 3)
donnent «,, = o. Le théoreme se trouve donc vérifié pour E, et il est
évidemment vérifié pour n = 1.

Supposons maintenant que s ne fixe aucun point hors de ¢,, doncun
point au moins de ¢,. Prenons les variables qui raménent @ & la forme
canonique w~'A, et par suite A a H. Alors on peut supposer que s est
dans le diviseur X de H qui fixe le point (1, 0, ..., 0) de ¢,.

On sait (II, 3) qu'une telle s, a la forme «, @, «, étant dans le
groupe H, delaforme s, =h — (z,y, — vy &,)(sin =2, onferaH,=1),
et @ étant dans le p. p. c. m. P des substitutions Vs, Uy Uy

h(k=2,...,v; ¢ parcourant &' et ~ parcourant C) ('). Comme

(1) Je rappelle ici les définitions (les variables non éeriles restent inallérées) :

Xpo g on) - Xp X o)
Vitg = s o U= gy |
Ye  Ye— £Yi O e
. xSV . . .
Up = - . sion=1; Ukg=0, si n=o0;
Xp Xp— X — LBy

up, =\ x; x-+ nye -
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s2=1, ou o, =ov"'u], et que z«, est permutable it P, o} est
dans P. Or H, est premier & P (I, 3). Donc o} =1, et |a,, & | est
diédral, » étant d’ordre impair. Donc s==,& est conjuguée de
o, (B, 20). Or on peut admettre que 2, est conjuguée d'une s, de
f Uy Uy, -}, quidivise A,

18. Toute s, de A est conjuguée, dans A°, d’une s* dup. g. c. d. A,
deAet A°. (Lep.g.c. d. Al de A,, L“ dérive ¢videmment des Lil, OU
seulement des %, 7, car le produit de 7,2, par 7, 7. est 7,4, ...; le
p. g ¢. d. A) de A, et H" dérive donc des p., py, iy ) On le vott de
méme, pour n > 2, en remplacant X, et X par leurs p. g. c. d. respec-
tifs avec E° et H, A° ayant alors les mémes systémes d’intransitivité
que A (II, 3).

Pour n = 2, la seule différence est que ¢, se partage en =1 sys-
témes, permutés circulairement par [/ ].

19. Toute s, s # d de W' est conjuguce, si n est impair, d’une s, de A,
(alors W' n’a pas de s, hors de ), et, si n est pair, d’une s, de { Ay, ¢},

en posant 3 =+ * =g, o g,=

i

L — LX)
Yk 'k
le changement de variables (1) transforme ¢, en

('). On remarquera que

55l
o=z ?
I Y
1 g="2,done v en ¢ =. LLes conditi o L BB =~ -
Ol.b——-a’ J\‘J 1 . \H \H ons ././ ;‘31.)".)-——-—";
X . .. 1 . y , , s
équivalent 4 ao= -, gg =—1. On peut dés lors énoncer le théoréme

pour le groupe E.

Supposons d’abord que s fixe au moins un point hors de ¢,, ¢’est-a-
dire, comme précédemment, un point de ¢,. in prenant les variables
qui raménent a a ¢, on peut supposer que s est dans le diviseur X' de E/
qui fixe le point (1,0, ...,0) de g,. Comme E est isomorphe 4 son
constituant transitif de champ ¢, et E' & son constituant transitif
dont le champ est formé des = — 1 ¢, autres que ¢, (II, 1), on a

(1) Jerappelle que "= { H, v {, v.élant la substitution qui multiplie chaque 2; 0l i 5 o
par VT (= 1) el we= 2 par ¢ sans allérer les y; (I, 2).
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(B, X\)=s, (B, X\)=(5—1)s,,. Comme (E', Ey=%—1, on
voit que X, = X, en sorte que s est dans E, donc (r) conjuguée
d’'une s, de A

Supposons maintenant que s ne fixe aucun point hors de ¢,. On
démontrera le théoréme comme au n° 17, en prenant les variables
de 4, et en remplacant X par X'= N, ='y=, | (1I, 3) et A, par
AT =1A, 7' y5 ) (). Comme <7'yr, est permutab]e a A et

P (1, 3), Pégalite N\'=[A,P,~7'v=,|={="A' =, P! peuts éerire

N'=t7' Ao P=Pr N5, =4, 7)<

On devra donc remplacer «, par o/ =z, <" 7‘—.., et I'on verra que s est
conjuguée de o . Or, 2, étant dans A, et «,, d’ordre 2, multipliant /
par =1, onay'=¢',I=oou 1. D'autre part, 7' A\ =, étantisomorphe
4 son action sur les variables de /2,, on peut admettre le théoréme pour
ce dernier groupe, c’est-a-dire que I'action 3, de «| sur les variables
de /4, est conjuguée, sin est impair, d’une s, de A, , et, sin est pair,
d'une s, de {A,, 0.. . . Si 5, conserve /i,, [ =0, 2, =, est dans H
et =< d (elle ldleO x, Ll, ) \ mallu'c y done (r/) %,, et par suites, fixe
un point hors de 9° contre lhypothesc Done 3, multiplie A, par —1
et nest pair; donc /=1. Alors (3, est conjuguée d'une s, de A, o,.. .9,

et =,'o,7, d’'une s, de A,_, v,. Donc #, est conjuguée d’une s, de A, 7.

20. La conjuguée dans A, d’une s, de E peut, par une permutation
des z; (qui est dans ©), étre transformée en 1172, = /. ([,=d). Comme
l.et /. n’ont pas la méme forme canonique pour r's=£7, les n [, repré-
sentent n classes distinctes dans E’ comme dans E; et ces classes sont
toutes les classes de E. Les v Z,, représentent toules les classes de E".

Les s, de I’ qui sont hors de I sont conjugués des s, de A,z. Or
une s, s de A, o est nécessairement le produit par o d’une substitution
de A, permutable a o, ¢’est-a-dire dont I'action sur x;, y, soit permu-
table & 9,. Donc s est dans Dy, D étant le p. p. ¢. m. des d;. Comme
T oiTi=d; 7, on peut transformer s en ¢ par un produit convenable
des =,. Donc, A’ n’a, hors de A, qu'une classe de s,, représentée par o, ct
qut n’existe que pour n pair.

‘ (V) Le groupe Ay = { Ay, ¢} (11, 35 1, 2) laisse la seconde variable yy inaltérée. Gest
done =71 A’y qui laisse la seule \'ﬂl‘i(llll(} .y inaltérée.
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21. Cherchons les normalisants N, N, N°, A, A/, A”d’unes,sde A’.
Soit s=1{.(a =¢). N est le produit direct du groupe E' (l() X055 par
le groupe B* de X' 5,5 [ef. (3)]. 1l est clair que N'= X7 N[7']".

En désignant par E le diviseur de E’ formé des sub:tltutxons de
deternnnant 1, en posant |z, /5| =g, |5 j5. ] = gs on a (I, 2)

=Ygl Dot N'=X7E' " E20 g% g%

Soit s=10o (@ =/, n = 2v). Dans toute substitution « de H'(2v, ©)
pelmuhble a7, la matrice des o, et celle des B [avec les notations
de I, 3] sont nulles. Soient = la matrice des «, 5 celle des (3. L'une
des deux matrices g, o peuat étre prise arbitrairement ; autre est alors
déterminée par les relations (6) de I, 3 qui donnent ici

v

(o st )=k .
ZJ"@ T S (réel) sij=k (s A=1.00sv)

=1

ou bien 55 = fe, e étant la matrice-unité d’ordre v, d’ou 6 = f5~'.
Donc N’ est isomorphe au produit direct de L(v, n*) par un g~ _, cyclique.

N, p.g.c.d. deN et H, est formé des « ot 5=1¢"", ct est par suite
i.sommplz,e a L(v, =*). Comme v est ¢videmment permutable 2 ¢, on«a
N'={N, y|=Z;"Nv~

No, p. g.c. d. de N et ', est formé des v ol |a| = |¢||c| =1, ¢ est-
a-dire ou || = ¢ | est réel. On a évidemment N = X7N°m,;

Ainsi les systémes de restes de N et N'modN° sont aussi des sys-
temes de restes de A et A" modA° [I, (2)]. Done, quel que soit s, ses
conjuguées dans A' s’obtiennent en la trans formant par A° [on le savait
déjh quand s est dans A° (18)].

22. Détermination des s, de @ (= ). — Soit s une substitution de
A telle que (s) soit une s, de @. s* est donc dans J, et, si s*=]/"],
s[ /7] est une s, de A’ qui multiplie « par (— 1)". Donc les s, de @ sont
les s, d de A oii Uon regarde les variables comme homogénes. Elles sont
donc conjuguces des (1) si n est impair, des (1) et de (L) si n est p(zir
Dans ce dernier cas, on peut remplacer ¢ par . = o[ j, | = IIlmi, —J,,
qui est dans H et § par p.= J[/,] qui est dans E.

23. Il reste a étudier la distribution en classes de ces s, de @. Or
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st g et o’ sont deux s, de A’ non conjugués dans A’, (5) et (s") ne
peuvent I"étre dans €U que si o' est conjugué dans A’ d’une s, de la
forme 5[2"] qui est nécessairement sd. Il est clair d’ailleurs que
dl.=1I}, 7, est conjuguée dans A de /,_,. D’autre part, on a vu que ¥
n’est conjuguée d’aucune /. dans A’. 1l en résulte que () ne peut étre
conjuguée d'une (/) dans ¢L.

Donc les clusses de s, de CU sont toutes représentées, st n est impair, par

les (1) our<< I—f, st n est pair, parles (1) ou 75% et ().

24. Cherchons les normalisants respectifs 9T et 91° dans A+ (=)
et A" d’une s,(s) de A. _

Soit « une substitution telle que ' sa =[7]s. Comme s* est dans
I'; on voit, en élevant cette relation au carré, que 7*'=r1; d’ou
U= 1. St "=1, 2 est dans N. Si /"= —1, «* est dans N,
eta'so=ds.

Soit s=1.(z=2). Si o 'l,.a = dl;, [, aautant de multiplicateurs —1
que de multiplicateurs +1; d'ou n=2v, et =y, et la relation
l,o= dul, exige, onlevoitdirectement, que « remplace les v premiéres
variables par des fonctions des v derniéres, et inversement. Donc si n
est tmpair, ou st n = 2v, avec r= v, I = (N) et = (N°). Sin=2v
et r="v, on a = (N4 NU), { étant la substitution qui échange i
en s, , pour i=1, ..., v. Si v est pair, { est dans E°, et I'on a

A= (N*+ N"C). Si v est impair, { est hors de E’, et I'on a
=1
AN° = <N"—{—N"g2 : C), g- ayant le sens indiqué au n° 21(le carré de
T 1

&,® (estdans ;\"O>, et (") IL=2X7"9,(gh).

o c
Soit s = 1. (a = h, n=2v). Si «~'ua = du, il faut, on le voit direc-
tement en écrivant cette relation sous la forme pou=dxy., que «
remplace les z; par des fonctions des seuls y;, et les y; par des fonctions
X Vi
(I, 6)] on a
Yi — &
9N = (N+ N1), 9N°=(N"+ N"<), et, comme précédemment,
I =279 (m,.. ).

des seuls z;. Donc en posant II}<,== | 7;=

(1) Cf. 1, p. 286-287 en remplagant m par g, et, selon les cas, A” par N, {N, ¢} ou
IN,duC)={N, L}, Apar Ny, {N, ¢} ou {N,d,{}=1{N, ¢}, Ao par No, {N°, ¢} ou
{ No, dut}.

Ann. Ec. Norm., (3), L. — Aovr 1933. 3o
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Comme, pour toute détermination de s, le systtme de restes de
It mod I est aussi un systéme de restes de &L modl?, on voit que,
quelle que soit s, ses conjuguées dans &L s"obtiennent en la transformant
par L.

25. Cherchons enfin ceux des représentants (/) et (1) qui sont
dans @°. Pour que [s] soit dans A°=A,J/J, il faut et suffit que s,
supposée dans A, soit dans A°J, c’est-a-dire qu’il y ait une puissance
Jrdejtelle [[j7]s]=1.

-1
Y A

Soit d’abord s=1,(« = ¢), cette condition s’écrit j *=1;dou
T4 1 T~

- 1
2 2

ny—+r =s(n—+1),ouny=_(25—r) - Soit n, le p. g. ¢. d.

T1 , oy , .
de n=n.n' et ——=n,n’. L’égalité précédente exige que 2z=rmodnr'.
P

Si n' est impair, cela est toujours possible. Si n’ est pair, il faut que r
soit pair. Donc, sv ' est impair, toute (1) est dans CL°; si n' est pair,
(1) est dans @° toujours et seulement si r est parr.

II. — Groupe gauche.

206. L’6tude des s, de G et G' est toute semblable a celle des s, de Il
et H' pour n=12v, avec cette simplification que, G étant transitif,
toute s, de G’ est conjuguée d’une s, de X ou de X'.

On verra donc, par récurrence comme au n° 17 (¢/f. II, 10), que
toute 5, de & est conjuguée d’une s, de D=1d,, ..., d,} (") (16), et,
par suite, que G a v classes de s, représentées par les v substitutions
did,...d.=d,,. ., dontles formes canoniques sont toutes distinctes,
et, comme aux n® 18 et 20, que G’ n'a, lors de G, qu’unc classe

T—1
de s, représentée par @#ﬂfT, les classes de s, de ( étant en méme
temps des classes de s, de G'.

T

27. Désignons par N et N’ les normalisants respectifs d’une s, s de
G' dans G et G'; par G' et G* les groupes respectifs des formes

(1) On sait que G(2, =)= U(2, =)=H"(2, ©) (I, 5, 19) n’a pas d'autre s, que .
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Y(ziy,—yx) et B (2 yi— yix)); par G'' et G les groupes totaux
I, 1) de ces deux formes.

Soits=d, ,. Alors N=G'G? et N=G"G*=I7Nv"(¢f. 21) (").

Soit s =o. Alors N’ est formé des substitutions « ot la matrice des
o, et celle des {3, (en employant les notations de I, 17) sont nulles, et
ou celle ¢ des «;, est liée a celle 6 des 3}, parla seule relation s = /¢,
J étant un élément arbitraire de € (¢/. 21). Donc N’ est isomorphe au
produit direct de L(v, n) par un g._, cyclique. N, p. g. c. d. de N' et G
est formé des « de N’ ou c:@“', et est par conséquent isomorphe
@ L(v, m). Ici encore N'=XF*N+~. ‘

Comme, pour toute détermination de s, le systéme des restes de
N"modN est aussi un systéeme de restes de G' mod G, les conjugudes
dans G' de toute s, de G' s’obtiennent en la trans formant par G.

Détermination des s, de &',

28. Soit s une substitution telle que (s) soit d’ordre 2 dans §’,
¢’est-a-dire que s* =[."].

Si m=2/h, je dirai que s et sa classe sont de premiére espéce. Alors
s[v™"] est une s, de G'. I[ suffit donc, pour obtenir toutes les s, de
premuére espece de G/, de regarder les variables comme homogénes dans
les s, de G'. 1] reste & é¢tudier leur distribution en classes.

Si o et ¢’ sont deux s, de G’ non conjuguées dans G/, (5) et (¢') sont
conjuguées dans G’ toujours et seulement si ¢’ est conjuguée, dans G/,
d’une substitution de la forme o[t"]. Comme les multiplicateurs de &
et o' sont =1, il faut que [v*]=d; donc il faut et suffit que ¢’ soit
conjuguée de o dans G'. On peut supposer (26), que g est une d, _,
ou g. Comme dd, . ,=d,.,, . esttransformée par I}, T;, .., (*) en
d, .. ., celles des classes de s, de ¢’ qui correspondent aux s, de G

Iy ’ . \ . 4 s »
peuvent étre représentées par les (d,. ) ot r<—- D'ailleurs ¢ et dg,

ayant vy multiplicateurs égaux a2 —1, ne peuvent étre conjuguées,

(1) Comparer DicksoN : Lwear Groups, n** 120-122.
(2) Je rappelle que Ty échange @; ol .y, yi et yr en laissant Ies aulres variables
inaltérées (I, 28). Cette substitution est évidemment dans G.
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N v . .
dans G', d’'une d, ot r< - qui en a 2r. Si v=12m, d,

.....

v multiplicateurs égaux & — 1; mais, comme elle est dans G, elle ne
peut étre conjuguée ni de ¢ ni de dp qui sont hors de G. Donc les
classes de s, de premiére espéce de G' peuvent éire représentées par les

(d, .. ours —: et ().

On voit de méme que (o) et (¢’) sont conjuguées dans G toujours et
seulement si ¢’ est conjuguée dans G de 5 ou de da.
Donc les classes de s, de premicre espéce de G que sont dans G peusent

. , \ v - - 0
étre représentées parles (d, ) ot r< —, qui sont toujours dans ¢ et (o)

st (¢) est dans G.. Or pour que () soit dans ¢, il faut et il suffit que

™1
4

Ainsi (o) est dans G ou hors de G suivant que w est ==1 ou 3 mod 4.

o[ "] soit dans G, donc que 1** = — 1, donc que k= soit entier.

On remarquera que .=|c|p=1II"m; . est conjuguée de t=1I7;
(I, 6) dans G(n, =) ou seulement dans G(n, =*) suivant que =
L Li— El‘)']

est ==1 ou 3 mod4. Car, en posant (3= I , d’on
Vi by (——— 6."L‘,‘+‘)’i)
I
z - Li= )i )
p ) , p=10 transforme = en w (u est la forme

1
Vi o—EXTiH 0
]

w
I

canonique de ). SI donc m=1mod4, (v) et (7) sont deux s, de
premiére espéce conjuguées dans ¢. St == 3 mod4, (7) est toujours
dans ¢, mais n’est pas de premiére espéce.

29. Sim=2/h~+ 1, je dirai que (s) et sa classe sont de deuzicme
espéce. Mais, dans §'(n, %), (s) est de premiére espéce. Soit done o
une des s, d, .., ou g, convenablement choisie, considérée comme
appartenant & G'(r, =*); () sera conjuguée de (7) dans G'(n, =*). Il
y aura done, dans G'(n, =*), une substitution { telle que, pour une
valeur convenable de &, [V*]"'50 soit égale & s. D’ailleurs £ est
= 0 mod 71, sans quoi s* = [/*] serait de la forme 1*", et () serait
de premiére espéce dans G(n, =), Les multiplicateurs de s sont, comme
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ceux de [t"] 5, de la forme == v Dailleurs, s étant réelle, ses multipli-

cateurs sont conjugués deux & deux. Donc il y a autant de multiplica-

teurs -~1"* que de multiplicateurs — ', et —"=17". Donc : 1° 5 a

autant de multiplicateurs —1 que de multiplicateurs + 1, et, si v est

lmpair, ¢=¢, si v=oam, s=¢ ou d, _,; 2° k a la forme

(270 +1)T+1
2

5
» L

=1"1,. En prenant au besoin v s pour s, on peut

supposer que /. = o.

A chaque détermination de 5 répond une classe de (s). Soient en effet s
et s deux conjuguées réelles, dans G'(n, =*), de [1,] 5, en sorte que
Crol=s[1)'], 0'al=s'[,']. D’apres ce qu’on a vu (27) s'[ ;'] est
une tranformée de s|[v;'| par G(n, =*) [et non pas seulcment par
G'(n,n*)]. Il y a done, dans G(n, =) une substitution o telle que
so=as'. Donc les coefficients de « sont proportionnels & des nombres
réels. Soit « =[¢|o/, &' étant dans C et ¢ étant un facteur de propor-
tionnalité. «’ multiplie « par ¢=*, et, d’apreés les relations fondamen-
tales (I,17), ¢* estréel. Donc o’ est dans G'(n, =), et, puisque so= us’,
on aaussi sa'=«'s’ en sorte que s’ est conjuguée de s dans G'(n, w), et
par suite (s') de (s) dans §'(n, «).

Siv=am, les deux déterminations o et d, ., dec fournissentdeuzx
classes distinctes de (s). Car, sans cela, d, ., serait conjuguée,
dans G(n, n*), d’'une s, de I'0, qui ne pourrait étre que dp. Or d,, ..,
est dans G(n, ©*) et dp hors de G(n, =*).

Ainsi, s¢ v est impair, §'(n, ©) n’a qu’une classe de s, de seconde
espece, représentée dans G(n, n*) par (¢); st v=2m, §/(n, =) en a
deux classes, représentées dans G(n, ©*) par (g) et (dy ... m)-

30. Cherchons maintenant des représentants des classes de s, de
deuxicme espéce (s) de G(n, n) et de §'(n, =).

Soit (s) dans G = GI/I. Alors s est dans GI, et, en prenant au besoin
une substitution de Is pour s, on peut supposer s dans G. On a alors
s*=d. Et pour que (s) soit de seconde espéce, il faut que — 1 soitnon
carré, donc que = =3 mod4. On sait (29) que 'on a {~'[ v, ]l =3,
c ayant 'une des déterminationsd, ., (siv=2m)etg.Donc[t*,]o
est dans G(n,=*). Comme [v*+,], qui multiplie @ par +*~', est hors
de G, il faut que o soit aussi hors de G, donc = ¢. Comme s*=4d, on
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a (1't,)?=—1, donc *1,=== . En prenant au besoin ds pour s, on
peut supposer que t1,= ¢, en sorte que (28) on a {~' .l =1+. Or (28) =
est conjugué de . dans G(n, =*). Il y a donc, dans G(n, =*), une
substitution o telle que su= <. Donc, s et = étant réelles, les coeffi-
cients de « sont proportionnels & des nombres réels, et a=|[¢]«/,
2’ étant dans G, et ¢ étant un facteur de proportionnalité. o’ multiplie a
par o2, et, d’aprés les relations fondamentales, ¢* est réel. Si g* est
carré dans G, 7 est réel, et « dans G(n, ©). Donc s et <sont conjuguées
dans G(n, =). Si o* est non carré dans &, «’, qui multiplie a par o7,
est dans G"(n, =)y (I, 16), ou, en posant

£, rxi+ Ny

hi= (w2 2P==1"), =110, v =0,

>i t(— ka4 %y,)

dans G”(n, =)y (0 est dans G). Ory est permutable & . Si donc

o'=a"y', o’ dans G”, larelation so = «< devient s’ =o', ¢’est-a-dire

que set < sont conjugués dans G"(n, =), donc (s) et (<) dans G.(n, ©).
Donc G a des s, de seconde espéce toujours et seulement st = = 3 mod 4,

et elles sont toutes conjuguées de (7).

31. Soit maintenant (s) dans G hors de ¢.. Alors s est dans G’ hors
de G”, donc dans G”v, et, en prenant au besoin une substitution de Is
pour s, on peut supposer que s multiplie « par , et esl par suite
dans Gvy. Alors s*, qui est dans I, multiplie « par 12, donc s*=[ =]
Mais, si s*=|—t], pour que s soit de seconde espece il faut
que = =1mod4.

Or on sait (29) que 'on a {='[v*1, | 6l =1+, & ayant I'une des déter-
mination d, .., (siv=-2am), et ¢. Alors| "1, | o doit aussi multiplier a
par .. Or, si 5=1, | /"1, | ¢ multiplie @ par —***', qui doit étre ¢gal
a1; donc v**=—1, donc =1 mod4, et "= ===z. La relation consi-
dérée domme s*={"'[ " |{=["""]=|—"]. Si s=d, .
[v'vw]d, ... . multiplie @ par 1+, qui doit étre égal 4 v, donc ¥ =1,
==1. La relation considérée donne s2=[ 1 [=|.].

Il reste a déterminer, pour chaque classe, les substitutions s
dans G'(n, =] et L dans G'(n, =* |.

Soit d’abord c=1¢ (done m =1 mod 4, v'= [ %], s*=[—]). Sup-
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b
posons d'abord n= 2, et prenons, par exemple, s =<v. On aura

(1) et ==y
(ici = =r7,) (28), en posant
r, B i
C=upen ooy yn (=gt ) = e R &
Jo v,
x, é(.];l—k 1 0,07))
= OF

i N
2 :;('1'1_ Vi)

Pour n==29', on obtient la méme formule en multipliant les for-

mules analogues relatives 2 chaque couple ou 9, =, v, { auront été

, ) L Ly, « —
remplacés par o, 7, v = L 'Yi=. La classe s, de
N S
seconde espéce correspondant G a=2 estdonc toujours représentée par(=v).
Soit maintenant s =d,  , (doncv=oaom, *==1, s*=[1]). Sup-
z, LY,
. 1" ~ r ..),1 Ly )
posonsd’abordn=14. On peut prendres =d,,T,~y = (28)
Z, — iy, )
o

(el T=7,7Ty, Y="7,72). Onaura {~'[+,]d, L =d, T,, 7y en posant
Ly 2Ty = 1),
¥ v, — 2t a,

| ! S 0 2 :.{l’\,V]:z)_"le

Ly BT+ 1)

Lo (=2) (%)
Yy v, — 205",

Pour n=4m, en multipliant les formules analogues relatives
chaque systéme de quatre variables x.i, Yoicis Zoiy Yein OU d,

(") On peul chercher, par la méthode des coefficients indélerminds, la substitution
générale « de G telle que s2= (ay)*=[— ], c'est-d-dire telle que oy =[— 1]y 1«1
Comme () est alors une s, de seconde espéce de G’ hors de G, on sait « priori qu'elle est
ici conjuguée de () dans G'(2, =2). La forme générale de { peut s'obtenir aussi par la
méthode des cocfficients indétermings. Les choix fails ici, parmi les formes possibles, de s
d’abord, puis de g, sont évidemment arbitraires.

() On peut, comme préeédemment, chercher d’abord la substitution générale « de G
telle que s*= (a7 )2 =[], puis la substitution £. -4 priori (s) est ici conjuguée de ()
dans G'(4, =2).
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T, = 71 C auront été remplacés par dyi_y, Toisy sy i %uis

b4 *f/ - . —_ ”n
Yoia1 Yais ‘».«_ri—u,zi[k.n.~:(‘{i“{/.~>' VV[,/:,—LU‘U[,I;,!“]: et posant d=1d,_,,
T=10}"Ts, o, I=17"Cis 2i on obtient

(2) =" ]d' Y =d Tty.

D’ou en désignant par T’ une substitution telle que '=T""d, ., T,
et posant T''={,
(3) vld . ml=d Tzy.

La classe de s, de seconde espéce correspondant a5 =d, ..., esttoujours

représentée par (d'T=vy).

Ainsi, pour v impair, G' a une seule classe de s, de seconde espece, qui
est dans ¢ et contient () pour === 3 mod4, qut est hors de & ct con-
tient (wy) powr == 1mod4. Pour v puir, ¢’ a deux classes de s, de

< - .
seconde espice. Pour w =3 mod4, une seule, représentée par (7), est
dans G5 U autre estreprésentée par (d'T<y). Pour = = 1 mod 4, ces classes,

. AN 2 IR 5 e o (| 1 PN
toutes deuzx hors de G, sont représentées par (=) et (d'T<y).

| : N oo (Y 2/__ (2 o A .

Revenons maintenant & §.. Comme §'= ¢ + () (I, 16) etque (y)
est permutable & (4, ) et & (<), les classes de G/ (de premicre ou de
seconde espéce) qui sont dans G représentées par (d,,. . ,.) et (T), sont
ausst des classes de s, de & .

32. Cherchons les normalisants 9, 9U dans ¢ et ¢’ d’une s,(s)
de g'.

On ne sait pas a prior: s’il existe dans G’ « non permutable a s telle
que o~ 'su=[1"]s. Comme s* est dans I, on a alers, en élevant cette
relation au carré, **=1;d’otut*= — 1. Sidonc « existe elle transforme
s en ds, donc a* est permutable 2 s. En sorte que, en désignant ici par
N et N' les normalisants de s dans G et G/, si o est dans G, on a
I = (N~ Na), 9= (N'+ N'a). Si « est dans G’ hors de G, on a
It=(N), 9= (N'+ N'a). Sizn’existe pas,ona It = (N), 3" = (N').

33. Supposons (s) de premiére espéce, donc s d’ordre 2 (28). La
relation o' sa = ds exige que saitautant de multiplicateurs + 1 que de
multiplicatears — 1. Donc « ne peutexisterquesis=d, ., (v=2m)
ou .

Sts=d, . ., onvoit que l'on peut faire « = @ =1I/'T; .., qui est
dans G.Onadonc SL(N+NO), 3= (N'+N'0)= 9t + I(y)(E, 67).
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Si s=19, on peut prendre « =T, car T-'¢x=ds. On a donc
MN=(N+N=), = (N'—+ N'=) = 9+ 9(y).

34. Supposons s de seconde espéce. La relation o 'dsa =3 exige
que les multiplicateurs soient opposés deux a deux : s étant conjuguée
de [1,]s, (s=d,, ..., mou g) cette condition est toujours vérifiée.

35. Soient s==: et == 3 mod4. Désignons par N, et N, les norma-
lisants de ¢ ou de w=[z]o dans G(n, =*) et G'(n, ~) Comme
T=0up" (28), Net N seront formés respectivement des substitutions
réelles de BN, 3—' BN, (3. Je désignerai par M et M’ les diviseurs cor-
respondants de N, et N,. Or, d’aprés la forme trouvée (27) pour les
substitutions « de N, on a

I , ) )
wiy = 2 (2 + By wr— (o — Pir)e i
1w . ,
Yooz 2l (ein — Bi)ewr~- (o =+ Bir) Y|

On voit de suite que la réalité de Baf3~' équivaut a la condition
B =0ay. On a donc, avec les notations du n° 27, c=p¢. Or, en
désignant par e, la matrice unité d’ordre v, cg = f¢,, donc pp= fs,.
Donc (I, 3), Met M sont formés des « ou ¢ parcourt E(v, =) et E'(v, ©)
(1,2) respectivement. Donc N=(3Mp "' et N'= BM'(3~"' sont isomorphes
a E(v, =) et E'(v, =) respectivement. D’ailleurs, en remplacant « par
[0]e, 65 est remplacé par 00¢Z, et 00 est quelconque dans €. Donc
(M) = (M), et (N') = (N). |

Cherchons maintenant 9t et 9. Comme ¢ '<p=d=, on a
I=(N+ Ng), = (N). Donc 9V = I+ 9(g) (7 esthors de NI).

36. Soit s==y. D’aprés (1), =y est, dans G(n, =*), conjugué de
[v1,]o dont les normalisants, dans G(n, =*) et G'(r, =*) sont encore
N, et N,. On a, comme précédemments =g, et N et N'sontisomorphes
aE(v, ), E'(v, =) respectivement, et (N')=(N), 9U'=(N—+No),
I =(N), 9= 9+ I(9). .

37. Soit s=d'T'zy (v pair). Désignons par G' et G* lesgroupes res-

Ann. Iic. Norm., (3), L. — Aour 1933. 31
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pectifs de Z/(@ai, vi,— Yo 2, ) et de Z1 (20 yu— Vai2y,), par G
et G™ Jes groupes totaux respectifs de ces deux formes. Il est clair que
ona G'=G* G"=G". Les normalisants respectifs de ' dans les
groupes G(n, =*), G'(n, =*), §(n, =*), §'(n, n*) sont évidemment
Ne=G'G* N, =G"G", et, daprées (32), 9N,=(No+ N,T),
M, =(N,+N,T)(onaT'sT=ds, et T est dans ).

Siune substitution de G est permutable a s, ellelesera, d’apres (2),
a{~'d'{’. Donc elle sera dans {~'N,{". De méme, si une substitution
de G transforme s en ds elle transforme 7' en {~'dd'{, donc elle
est dans {"7'N,TU=C-"N, T ({ est permutable & T). Donc N, N/,
A, I sont formés respectivement des substitutions réelles de
zl—-l Nd':r’ :/»4 N;p‘(:,’ Z/ -1 :)‘(_([“;/7 ‘:/z 1 :72/&’:/.

Comme une substitution quelconque «,de N, est le produit d’une
substitution de G' par une substitution de G*, on a, ¢ et 4 parcourant
les nombres 1,3, ..., 2v —1,

2 oz o))
Yoo B+ Buyr)
Ligy g iyt feget, Koy 1;‘+|,/-‘ 1 Yhgr)

Vi il ﬁm—x.h—x Lty - (3;'-}-]./\'»'}'1 Vi)

==

On voit que f,="0{""2,{ se déduit de «, en remplacant chaque
sous-matrice

il O:}A. 0 (4] ’
- Bu P 0 0
= , l
] 0 it bt Fir dotr |
O 0 ﬁi-lr-l‘/-"%l {3:'—+1,/:w 1 [
i,k 7—1 (i,k) 9 .
par B85 = {1 @G i Ona, endéveloppant,
T B L 1 ., Ly '
- (ain =+ @; k) Gif— 7l ﬁ[-HJi-i—l C (cx;/\. -+ Zl Bivik H) — (ou— ﬁz’+1 ,K'H)
2 i 0o\ 2
( I 1 I . , B 1,
- f’[li"' - (Z;'+1./.'—‘=—1 = ‘3;%: -+ Qi h41 ) — ( ﬁil;“ it k1) — by | 7 = itk
I L 2 2, 4 t .
!
Dik | il e Ly I \ L / ‘
Ly <P,; —+ ——ILL—> . (Bir— it bsr) 9 (Bir—+ Zirs,z41) — :/' Bk~ Gt ket
4 2% )

1 -, L, L, 1 I , ,
. (— ap+ Biviget) —w (; Oif =+ 4 Bt b — 3 ik -+ 7 pi+1,/¢k-~l ;(aik‘i" f)iﬂ,kﬂ)
N \
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Un calcul direct montre que les conditions nécessaires etsuffisantes
pour la réalité des coefficients sont

L

o — 5 o — 3.
Kiet et == Dikey Lt et — _/l @zlm
i
4
4 ., , .
}Bi-‘rl,/vﬂ —_ Z‘ ity 161'4—(,/:—:—1: Hiles
On a donc
L O 0 o
.
[sllr pi/c 0 o
albhi—1| ) eY L
7 O- 0 ik - € ﬁi/c
/
oy .
) [§) — = %k il
L

Done, pour que o ={"""'a,{ soit dans N ou N', il faut et il suffit, su
Oy = o, oy, & 6lant dans G ou G"| que o, = o 'o'w (1, 17), en posant
T : \ ‘ —u o (M, ~2Y BTN A A
w=1'm,,,, Dailleurs N=G(v, =*), N'=G'(v, =)= XNy,

v, étant la substitution qui joue dans G'(v, =*) le role de v dans G,
et Pona(32) 9= (N NT), ' =(N+ N'T) =90+ 9(y,)-

(A suivre).

i 00 O«



