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LES SUBSTITUTIONS D'ORDRE 2
DES

GROUPES LINÉAIRE, HERMITIEN, GAUCHE ET QUADRATIQUE

DANS 'UN C H A M P DE GALOÎS

P A R M . D E S É G U I E R

Introduction.

La structure du groupe linéaire galoisien et de ses diviseurs à inva-
riant hermitien gauche ou quadratique ayant été déterminée, ainsi
que leurs consti tuants transitifs, un des premiers problèmes abor-
dables qu i se présente est la détermination de leurs substitutions
d'ordre 2 quand le champ est d'ordre pair. On trouvera dans le présent
Mémoire la solut ion complète de ce problème en ce qui concerne les
groupes ind iqués et les groupes homogènes ou fractionnaires corres-
pondants . On trouvera de plus, pour chacun de ces groupes, la distri-
bution en classes et les normalisants de leurs substitutions d'ordre 2.

Je tiens à exprimer ici, à M. M. Potron, mes plus vifs remercîments,
pour l 'aide qu'il m'a apportée dans la rédaction de ce Mémoire, en
particulier par ses critiques et ses suggestions.

Pour éviter des redites assez longues, j'avertis de suite le lecteur
que je me servirai des mêmes notations et conventions que dans mes
Mémoires « sur les Groupes à invariant bilinéaire ou quadratique dans
un champ de Galois » et « sur les constituants transitifs de certains
groupes l inéaires à invariant bilinéaire dans un champ de Galois »
parus dans le Journal de Mathématiques (1916 et 1919). Je désignerai
dans ce qui suit le premier Mémoire par 1 et le second par II.

Je considérerai ici, dans le champ galoisien C d'ordre impair r. ==p^
Ann. F.c. Norm., ( 3 ) , L . '— JUILLET i931
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{ p premier} ( ' ), les groupes l inéaires généraux : L ^ T Z , T-.), U(^, T.),
jP(7?,, T."), ^[.(^ T.), les groupes gauches : G(n, T.), G7^, T T ) , ^\n, r,),
^/(/^ TZ\ et les groupes quadratiques : Q(^, ^), Q^,/^ '"-)? Q0^ Tz)?
R(^ T.), S(>, ^), S^, îQ, ^O, T:), ^\(n, r:); puis, dans le
champ ^ obtenu en adjo ignant à C une racine u. d 'une équatrique
irréductible, //'+ bu + c = o, les groupes hermifciens H(^, T-.), H^n, T.)
tP(n, T.), ^(T?., T:\ X'Çn, T.), ^°(n., T.).

Je désignerai, encore : par !/ et L= ^-+-1 des éléments p r i m i t i f s de-C'
etC- respect ivement , par [\a] la s imi l i tude de mult ipl icateurs ^, en
posant [-i]=rf, i r f ; = D . { N i= 1, i [^1 ! = F- Enf ln J6 P0^-

rai l/—= £, i '̂̂ ' = to, ^'T" ̂ ./o. ^7:"1 -./ (^ = ̂  ./;i =A £li =" - I)-
etUVIi^J.

Je rappelle que, quand la forme invar ian te de l 'un des groupes G,
Q, H reste indéterminée (non canonique), je la désigne par a. Je rem-
place alors la lettre G, Q, H par A, la lettre c^ ^, X par (il, la let tre H
par B, la lettre (K par d5.

CHAPITRE L

GROUPE LINÉAIRE.

1. Sauf indicat ion contraire, les variables de L(n, r.), U(^ T.) sont
désignées par x,, . . . . x,,. Pour indiquer exp l ic i t ement que le groupe
opère sur des var iables^, , . . ., ^j 'emploierai les nota t ions L^.,^(T.),
[L,.,^.(^\ ou simplement L^...,^' U^...^.

Détermination des ^ de L et de II.

2. Toute .̂  de L a nécessairement la forme canonique monôme
(S, 10). Si elle a r mul t ip l ica teurs — i et n—r mult ipl icateurs + i,
elle y est évidemment conjuguée de la substitution ;j-/. qui mult ipl ie
x,, . . ., x,. par — i, et x,-^, . . ., Xn par T . Donc [^, [J^, . . ., [^n repré-
sentent toutes les classes distinctes de ^ de L. Les pôles de [^/. sont les
points vérifiant x^ = = . . . = x,.= o.

( i ) Sip = 2, les suites de la forme canonique d 'une s^ ont au plus deux var i i i t» lo ,s , ofc
les malliplicaieurs sont tous é^aux ù — i (S., 10).
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3. Le normal i san t M de ;x,.dans L est le p r o d u i t direct de L(r, z ')
par L,.^__^(T:) (S, 6, 7). Le normal i san t N de ;j./.dansLÎ est p .g .c .d .
de M et U, ou le p .p . c .m. des substitutions de dé t e rminan t i de M.
On a donc, en posant m/==| . r / , ^x, , les autres variables étant ina l -
térées, N = ; U ( r , T.), U,,,^..,,/,,(T:), ^i^/.;;!. Comme M = = j U ( r , T.),
U^.,,,...,^^.^)? m l ? ^/--r-i !? on a év idemment M == \ N, m^ }, m^ é t an t per-
mutable à N et /^"^i étant la première puissance de m, dans N,
comme dans U. Donc L = DM, et U cont ient un système de restes de I.
modM,. Plus précisément , tout système de restes de U modN est
système de restes de L modM( 'E, 67). Donc on obtient toutes les conju-
guées de p-/. dans L en transformant \j,,.par U.

/!. Pour que [M,, soit dans U, il faut et suffit que r soit pair. Il résulte
alors de ce qu'on, vient de dire que les [j-j/,- représentent toutes les
classes de «s'a distinctes de U et que cliaque a^/,. a autant de conjuguées
dans U que dans L.

Détermination des ^ de .€ (n, ^).

5. Désignons en général par (/) ce que devient une partie / de L
quand on y regarde les variables comme homogènes. Soit s une subs-
t i tu t ion telle que (s) soit d'ordre 2 dans G, c'est-à-dire que r^ \}m\
Deux cas sont à distinguer suivant la parité de m.

Si m==.^h, |e dirai que {s) et sa classe sont de première espèce.
Alors ^[r^] est une .ŝ  de L. Il suffi t donc pour obtenir toutes les .̂  de
première espèce de G- de regarder les variables comme homogènes
dans les .̂  de L (alors 2Â== TC — i). Il reste à étudier leur d is t r ibut ion
en classes.

Si o" et a ' sont deux .̂  de L, (a) et (V) sont conjuguées dans C
toujours et seulement si ^ est conjuguée, dans L, d 'une substi tution
de la forme o-p/]. Cette substi tut ion devan t être d'ordre 2, il faut
que !/== d= i. Donc a ' est conjuguée dans L de a ou de da. Or, dans L,
d[j.,. appartient (2) à la classe de jj^-/.. Donc les classes de s^ de pre-
mière espèce de L peuvent être représentées par les (;j-/.) ou r^ ^ ' Les pôles
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de (;j-/.) sont les points vérifiant x^ = = . . . = x,= o (qui sont ceux
de ^,.) et les points vérifiant Xr..^~==-.. . -=- ^n ̂  o.

6. Si w-==âÂ 4-i, je dirai que ( s ) et sa classe sont de deuxième
espèce. Tout d'abord, une s^ (.?) de seconde espèce ne peut être-
conjuguée, dans X", d'une s^ (Y) de première espèce. En effet,
sf serait alors (5) conjuguée, dans L, de [Y'jS donc s^2^ [ ^ h ' ] de
[L^1]^2 == [t2^'4-^1], ce qui est impossible, puisque les multiplicateurs
de ces deux similitudes sont différents.

On peut, sans changer (^), remplacer s par ^[ r"7'], et par suite sup-
poser .ç^i]. Comme i est une puissance paire de !/, (.v) est de première
espèce dans £(n. T.2) donc est (5) la forme homogène d'une ^ s1

de LÇn, r.2), en sorte que .y:^:.^!^'). En élevant au carré, on
obtient î "1'1 ===. î/^'. Il faut donc ik == TZ+ i + m(r^—i), m entier
arbitraire, et Pon peut prendre k == —;—• Alors .^===^1 î.o]. Les m u l t i -
plicateurs de .? sont donc ±io. Or, .y étant réelle, ses mult ipl icateurs
doivent être conjugués deux à deux. Il y a donc autant de mult ipl i -
cateurs 4- ly que de mult ipl icateurs — i,,. Donc '̂ doit appartenir à la
classe de ;j^(^==2v). Il existe donc, dans.L(^, r.-'), u n e subst i tu t ion Ç
telle que ^"~t [x/C== s ' , et, par suite, ^~1 p-oll^ ̂  -y-

Ainsi , on obtient toutes les s^ de seconde espèce de ^(n, T.) en cher-
chant dans L(n, r.2) les conjuguées réelles .̂  ^5 . . . de [ io | [j-,;. La forme
semi-canonique (S, 11,12) de |\)|;A» montre a priori qu'il y en a; et
nous allons d 'ai l leurs les former. Mais remarquons d'abord q^iinya
qu'une classe de s^ de seconde espèce. Car de ( io |^-v= C-y'C"'1 ̂  *€'' s ' ' ç ' ~ ' \
on tire s^'C,' ^ ^ " ~ ^ C , ' s ' . Donc s et s ' étant réelles, les coefficients de
'C"'^ sont proport ionnels à des nombres réels. Donc ^"""^Q'={ p ' j a ,
a étant réelle, et p étant un facteur de proport ionnal i té . On aura donc
,?a == a^, en sorte que s ' est conjuguée de s dans L(n, ir).

Ecrivons ma in tenan ty /pour^ . / , et posons

^i ^ y i
yi ^i

-> ^==11;^

Comme .s-2^ [i], on voit que (.s') est une s^ de seconde espèce. D'autre
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part, en posant

^i- -(".Z-,4-J'/)

Ç=IÏ 'f^,
yi —(^,—n)

on a
^=^Mï.

Les pôles de (s) sont les points, tous imaginaires, qoi vérifient les
équations Ly, = c^, ^== ?j/(z"= i , . . ' . , v) ; d'où p == ±: i,.

7. Cherchons les normalisants Jll et 51 dans ^ et 'IL d'une ^ quel-
conque s de S-. Soient s une subst i tut ion de L tel que (j)=s, et G une

N . / !!

substitution de L non permutable à s, mais telle que a-'^cr = [i71"]^.
En élevant au carré, on voit que i^'^: i; d'où !/'==— i. Donc cr1 ,yg = ̂ ,
et cr2 est permutable en s.

8. Soit s de première espèce. Alors, en transformant , .y", et en même
i l

temps s, par une subst i tu t ion convenable t de L f s = ( , y ) e s t alors
i l ^ ' L u ' '

t ransformé par^C)], on peut supposer que s == ;^/.(5). On voit direc-
tement^ en développant la condition [J.,.CT= ad[j.,.^ que, dans les fonc-
t ions que CT substitue à ' x \ , .. ., x,.y les coefficients de ces variables
sont n u Ï S y et de même ceux de x,.+^ . . ., cc^ dans les fonctions que a
leur substi tue. Pour que (cr) soit 7^0, il faut donc que r ^ n — r ,
ou n = 2/\ Donc an existe que si n est pair == 2v, et r= ̂ . On peut tou-

jours choisir a dans U; il suffît pour cela, en posant t=s i r .̂ .̂
(^'==ï, . . ., v) de prendre cr == /, si v est pair, a=tm(n~hj'î (3) si v est
impair.

Ainsi, ,s'î n ̂ j"^ impair, ou si n== 2V, r^ v, OTI ̂  ÎT == (M), <9L == (N).
Si 7i = -2V 6^ r= v, on a JH ==( { M, a} ), 31 = ( { N, a -}).

Dam les deux cas on a Jll ===} 31, (m/) }. En effet, on voit d'abord
directement [c/. (3)] que (m,) est dans Jll. Donc, toute puissance de
(m,) qui est dans 'IL est dans 91, et inversement. Or (S, 79) les subs-
titutions de ^U sont celles dont le dé te rminan t est une puissance /i101110,
c'est-à-dire de la forme ^'l•hl^-^ ( / têt /entiers) ou i07, 6 é tant lep .g .c .d .
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de 71 et de - r—i.Donc la première puissance de (w-i) (de détermi-
nan t i) qui est dans 'II est (m°). Donc 3Ti=^^Tc(rn\1). D'autre part
.€ = ̂ UÇm^ (S, 79). Donc Jll/^l ==.̂ 11 et-^ = OLDU. Cette relation
montre que "IL cont ient un système de rester de .CmoAOYi. .Plus préci-
sément, CE, 67) tout système de restes de 'IL mod5l est un système
de restes de .Cmod JTl. Donc on obiicnt toutes les conjuguées de (.s1)
dans C en transformant Çs} par "IL, et^ si (.v) est dans ^IL, (.v) a les
mêmes conjuguées dam' 'IL et £.

9. S o i t ( , v ) de deuxième espèce, donc / z = = 2 v (6). Reprenons les
notations employées, et désignons par M, N les normal i san t s respec-

.y/: m / . \
0=1, . . . , ^ ) .tifs, dans L et U, de s =

En posant .r/== ^- (x\

nique ^| L.) j =

- (^ —y/), .y prend la forme cano--^J/-).J/=
.̂.̂ ;

^.J'^
i, . . . , v). Les normal isants M.', N( i

sont formés des subst i tut ions réelles des normal i san t s respectifs M',
i^ de .y dans L(n, r.2), U(n , îi2) (3). Soient alors A. et B les groupes
obtenus en m u l t i p l i a n t .respectivement chaque subs t i tu t ion de
L.ri...;^'712)? U.r.;...:^7^) par la subs t i t u t i on à coefficients conjugués
de L,.^.^(T^), U^..^('T".''2 ). A et B sont respect ivement isomorphes
àL,,.1,,^2), U,^.,^2). Comme (S, 74) L,,^.^(y) = i U,^,,^2)^0,

./•en posant y : , on a A:«2'i "B, .r-'Br.i )
Comme une subs t i tu t ion , pour être ' réel le dans les variables .r/, j/,
doit remplacer x^ y\ par des fonctions conjuguées, on aura, d'après
l'expression de M7 en produit direct, M" = A. N est p. g. c. d. de M. et U.
Comme "p""' est la première puissance de -y qu i soit dans U, on aura
N == i B, Y71-1 S . Donc M = i N, y ; === SF'My7. Et 1/on a M/N = L/U, et
L=UM.

Pour former JTl et 31, i l suffît main tenant (7 ) de trouver une subs-
t i tu t ion a de U te l le que sa== a d s . On peut prendre pour o-, si v est
pair, la subst i tut ion

^< Ji.

) /" "'•^ i.

et, si v est impair, la substitution y :i ^.
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On voit, comme au n0 8, en remplaçant m, par y, que 3]t = ï?aL(Yy,
en sorte, que JII ; ^l, (v) { .

D'ail leurs, (y)0 étant la première puissance de ("y') dans 'IL, on

a C={€ïi,^)}=^U(^y. Donc JtlI^I.^.^j-ll , et .e=ai31l.

Cette relation montre que 11 cont ie lU un système de restes de
^modJIl. Plus précisément (E, 67^ tout système de restes de
aLmod^l est un système "de restes de ^mod 31l. Donc, on obtient
toutes les conjuguées de (.v) dans C en transformant (.?) par U^ et^ si (.0
est dans 'IL, (.y ) a les mêmes conjuguées dans 'IL et € .

Des remarques analogues sont à fa i re sur les normalisants qui
seront considérés dans la suite. Je ne m'y arrêterai plus.

Détenniiiation des ^ de IL

:10. Pour qu 'une s\, ( / ) de .€ soit dans 'IL, il faut et suffit que \s
soit une puissance n^' de (?. Si Çs) est de première espèce, donc de la
forme ([^/.), cette cond i t i on donne (—iy= î/17' ou

TC — 1
————— /• == hit + /(T: — 1) == lï ^

0 é tant le p. g', c. d. de n, r. — i , et h un entier quelconque. Si n est

impair , ou d ' u n e parité infér ieure ou égale à celle de /' ~ ̂  cette
condit ion est toujours vérifiée. Si n est d'une parité supérieure à
celle de ——î elle exige que r soit paire. Il résulte du n° <S que les s^
de première espèce de C qui sont dans ^L y forment les mêmes classes
que dans C.

11. Si (.y) est de deux ième espèce (n=2^) , c'est-à-dire (6)
conjuguée réelle de f'.o];^, la condi t ion indiquée donne (—iy== î/7',
ou —^—^^^_ j_^^ _ j^ =:^0. ici fj est toujours pair , 9 == 2 G / ; et

si v === OV, la condit ion revient à ce que -:——V soit pair. Si —— est

pair, cette condi t ion est toujours vér i f iée ; si ^—— est i ï î i p a i r , e l l e
revient à ce que v7 soit pair, c'est-à-dire que n soit divisible par 4*



2^4 DE SÉCUTIEI-;.

12. Ainsi , pour 71=2, toutes les ^_» de première espèce de c ' sonfc
conjuguées de (— ^) [^ = ̂  ) ? de pôle o^ oc, qu i est dans 'IL toujours

et seulement si ^—ï- est pair. Et toutes les.s\> de deuxième espèce de C

sont conjuguées (6) de {-\^ de pôles ± L(^ qui est dans 'IL toujours et
\ z !

seulement si —:— est impair. Donc '1l contient toujours une de ces

deux substitutions et une seule.

La substitution (—*• ) Çde première ou deuxième espèce suivant

que — k est carré ou non} de déterminant -4- k représente donc l'unique
classe de s^ de IL ou l'unique classe de s^ de X? hors de IL, suivant que k
est carré ou non.

13. Cherchons directement les normalisants Jll/, et ^l/, de (— ' - }
\ .G /

dans £ et '-IL Les pôles de (—— ) sont les racines ± e de z^=— k. La

/^(.-S)\ / ..-!-;; \
subs t i tu t ion $==^ ———^— y » $""' == ( ———— j ? transforme £ en o,

. * \ — .3 -i- —• /
\ 2£ /

— £ en =o, et (•—^ ) en (— ^).
Soit d'abord — À - c a r r é , donc £ réel. Si donc 3Ti(r.) est le normal i -

sant de (—^) dans G, et 9 ' C ( n ) son p. g. c. d. avec ^U, on a
JU^= lyii'ç-\ 5l/,= ̂ 91^-'. Or les conditions pour que a = (^—J )

soit permutable à (—^), c'est-à-dire pour que (—z )a=. o-(— s)
sont

a==pa, p==—pp, y=:—py, o == po,

? étant un facteur de proportionnalité. Comme on tire de là
ao — py -== ̂  (ao — (3y ),

on a p2 = i. Si o = ï , on a f3 = 7 == o, et a est dans { ( î . ^ ) j. Si- p == ~ i ,
on a a==3==o, et a a la forme ( - ^ ) ' Donc ^VC=) (t^), (—î- ) ^

\s / ( \ z } ^
et 51== (î.12^), ( ni) I - Ces deux groupes sont diédraux.
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Soit — k non carré. Alors ^-' Jtl/,1: est dans t)c(^) = •j (V-J), (-1-)}
(le déterminant de toute substi tution de Jît/^ é tant réel ,-est carré
dans Q ' ) . Et toute substitution réelle de S^l^2)!:'"1' est dans Jlt/,. -

14. Cherchons d'abord les subs t i tu t ions réelles de ^{ (Y 2 ^)} Ï"' •
La substitution générale E(t/2^)!;""1 peut s^écrire, en posant i^=^
sous la forme

. / ^v , /" ^ + £—-^)<-^^^^
\ ae 2 ,

Pour que a soit réel, il faut et suffit qu'il existe un facteur G tel
que °(é11-I-é^"1 ) e^ £? (5'—^•-1) soient réels, c^est-à-dire que l'on ait

p^(^ + ̂  ̂ =. p (,^-4- ^-1 ), £^p^(^- ̂ -' )^= £p(^- ̂ -' ),
ou

oTC--- o—TT oTÎ:__ ^—TT

^ ~ h == p11-^ •5————^—— c71-1 = p1-71.
^+^~1 ^-^--'

En observant que s^-1 ===(—A-) 2 = = — i , on obtient, par soustrac-
tion, ^(^-o^:! ou t72-^-1^ i, ou Y===m7^-1, donc g'=7T- on a

alors, d'après une propriété usuelle des rapports égaux, p^^y^14-^;
ou p^^ (— ly''. D'où, si p == i^', r== [^7r '̂  S (^ ayant la parité de //z.
Comme le déterminant de a est i, celui A de la substitution obtenue

en. multipliant ses coefficients par p est p2 ; e t A ' ^(—.ly". Donc A
est carré ou non carré dans G, c'est-à-dire que a est dans 5I/, ou dans ?ÎT/,
hors de 3Z/,. suivant que m est pair ou impair.

Ainsi les p. g. c. d. respectifs de ^ K1 '2^) !• ^~' avec vçil- ou ych sont

CD=^{(Js)}^-i, d'ordre r.+i et (^,==^{(J2^}'^, d'ordre 7^-

5l(T^) étant diédral, c)îl/, et c9l/, seront des groupes diédraux, ayant cO
et û^o pour groupes cycliques maximums.

Posons g= a 4- ps (a et ? réels), d'où ̂ = a — ?£, .ce qui déter-
mine a et p par ^ et ̂ . Comme ̂ =(- îy^-1, on peut exprimer g^,
comme g-, en fonction linéaire de a et (3, on aura, pour m pair,

Ànn. Éc. Norm., (3), L. — AOUT igSS. ^Q
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^^ ̂ iLi^-i =,. (' ^^"'^'.V et, pour^'=j, c'est-à-dire pour m =2,
s o ' / ' V—p.^-4-û: , ' / / ^__ \

[ a }, == tî)° ; pour m impair (alors lO = <P° -+- cî)° c\ a === ^-!——a ^5 et,
Vï^/

pour g ' =joy c'est-à-dire, pour m == i, j cr} = û).
A priori, chacune de ces substitutions, ne dépendant que de g\ a

exactement 7r-^ déterminations distinctes. On voit d'ailleurs que la

première substitution parcourt les IL^-1- subst i tut ions de CV° quand on

y donne à a : ? les TL—l- dé terminat ions qui rendent a2 + A(32 carré non

nul (E, 44)- 0e ff îême la deuxième subst i tu t ion parcourt les 7T + l.

7T+substitutions de Cî) hors de c00 quand on y donne à a : p les

déterminations qui rendent c— -+ S2 non carré. Chacune des deux
formes trouvées pour a coïncide avec l'autre (et par suite parcourt
les ïi+ i substitutions de o3) quand on laisse indéterminé le caractère
quadratique de son déterminant.

15. Il suffît ma in t enan t de trouver une subst i tu t ion de ^)l./..hors de d\,
c'est-à-dire une substitution réelle de ^^..(T:2)^"1 hors de ^{ '/^ }$""• ' ,
et dont le déterminant soit carré dans (?. La forme générale de ces
substi tut ions est c='c(—^(L^1^)!;"1, ou, en posant I^^À,\ ^ /

r (h^ i \ ( i h:~Y'
,-^-^V— 'W8)-5^4--^fj — ^ T—— ^ -—I , / r.—————-———7-7——————rJi-^ r- ( z //r-1 , \ /A-1 ,1 - —- + he — ——— — ht

L £ \ ̂  / \ ̂  }

E et s étant définis au n0 13.
Pour que a soit réel le , il faut et suffit qu'il existe un facteur T tel

/A-' / \ , //r-1 , \ . , , , T£ ( ,^ i \que T[ -7— — A s ) et T£[ — -4- A s ] soient réels, ou que -, ( /r 4- , / )

et ̂ [/r — — ) soient réels, c'est-à-dire, en posant ^& = ^/ et —, === y^,
que l'on ait

r'^{/^-+- Â.^^^T^/^-h //)

r^ ̂  ( A^ — // ̂  == ̂  s ( A^ — /^ ) ^
et
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ou.» puisque /•/ est réel et que c7'-1 = = — i ,
A^-r-^ ___ J ^ — k ' ___ ,^
A 2 ̂  /^ — — 7^~Â7' — T "•

II faut donc et suffit, pour la réalité de o-, que /r^"-0 = y^2. Or F étant
réel, on a k'= ̂ = s/7-^4-':'. Donc T| === z 4- m71^-1-? w entier arbitraire,

/^ ̂ (_ ,)̂  ̂ -=(^ ̂ /r-^c=/^== ̂ -^-n^ ^/^^

Comme le déterminant de crest i, celui A de la substitution obtenue
en multipliant les coefficients par T est r2 et A î ===T~"~1 ===(— ly^'.
Donc A <?.ŝ  ca/?^ o^ non carré dans (?, c'est-à-dire que c est dans 9l/, ou
hors de yc/, dans 3TL/, suivant que m est impair ou pair. On a d^ailleurs

__ ^2-f\ \ f __ f t:LV.-\-'lll,^—\ \\ / __ ,f-27. \

——)==[—'————)==[——)(.J'"3'). Ainsi, ,/'"(•=) étant dans

{ (i'^) }, on a J1l,== j CV, Ï ( = )̂ E- j, 91, = j 0-5,, ï(^} $- j.
( \. -' / ) \ \ z 1 }

Prenons donc m== î ; d'où T) = k + 7T ""•• ' "» ^7:4"! == —^'\ on a
! / I'ÎV^T:—} \ \ [ / ,'Î'/,~\-T:—\ \ \^•n — ^ /n ? / — ''___ \ ?-1 ( Q7 _ ) /n ? / — "___ \ 'ç~\<-7Il•/.— t <JJ9 ç î ——:::—— ; ç {? ^L'/. — \ ̂ o. c î ————— ç ,.( \ •-' / ) ( \ -ù / )

Posons À = = a + f J £ ( a et p réels)y d'où 1"^-=^—?£, ce qui déter-
mine a et p par h et À71. Comme /r=—/r"1/^ on peut exprimer A~',
comme A, en fonction linéaire de a et p, ce qui donne

/P^^N
-\ a..-pÂ- y

On voit, comme au n0 14, que cette substitution parcourt les
——-1- s^ de <9Iy, hors de <;î)o quand on y donne à a : ? les —^—I déter-
minations qui rendent son d é t e r m i n a n t carré.

CHAPITRE II.
GROUPES HEEMITIEN ET GAUCHE.

I. — Groupe hennitien.

16. Je considérerai à la fois les deux formes canoniques respectives
A == ̂ 'j (^'/J7/:—J'i^i) -t- u -fiXX (w = u — à ; -/y == ô, î),

s == Î  Z i Z , ( /À =: 2 y 4- rQ.
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de wa et a. La substitution la plus générale qui transforme
J-IQ = co(.ry —j^r) en £o === ^u* +yy est

x ax-^-^r

j - v.qx -h ̂ qy

G.)aà==— (<7 — (/)-"',
w^-=- (q — q)-^

Remarquons, pour la suite, que si q^ a, p vérifient q
aà == ^-5^33 ==— l ^ t t ransforme les substitutions

'2 ' ' 9,

co~

^= [J-—

respectivement en

Nous supposerons que les variables de h sont liées à celles de £ par

( î )
pp: i

~~ î

17. Je dis d'abord que toute s^s de A. est conjuguée (F une s^ du
diviseur A correspondant, dans A, au p. p. c. m. (abélien principal
d'ordre 2.") A, des 3-^ —^•|=r-X,: de Ë, ou au p. p. c. m. A/, de H

des jj.,==
^ û.)j,
y, c.}-1 Xi

T/m^,», ̂  ^ T,m/ (^î

û?<? X//, .̂  ^ ^^ impair (1). On remarquera que le changement de variables
ind iqué à la fin du n° 1 transforme p-/, et [j^ respectivement en A^i
et Aa/, (qui ont la forme canonique), et que ;j-/,[^, = m/,^ ==. rf/,..

En effet, si ^déplace tous les points, elle coïncide avec r f = A , /^, . . . X / / ,
puisque sa forme canonique est évidemment rf, et que cl est normale
dans L. Soit donc s ̂  d^ et par conséquent f ixant au moins un point.
Or, en désignant par q\ l 'ensemble des points vérifiant a == X, X par-
courant e (il est clair que la relation a = = X reste inaltérée dans tout
changeaient de variables), on a vu (II, 1 ) que A a TI systèmes d'intran-

(1) On a pose (1, 2, 5) T(= -^ J"/:
y i —<^

, et m,i^ ==
Xi Û ,Ci

y i ^ri
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si t ivi té, qui sont les y,, le degré de Ço étant s,^= [r^— ̂ - îY]
[TL"-1 — (— ly'-'], et celui de ̂  (X ̂  o) é tant ̂ ,/,= T.2"-1 — (— ly^-1.
D'après l 'énoncé, s fixera au moins un point hors de q^ ; mais, pour la
démonstration, nous devons dist inguer deux cas.

Supposons d'abord que s fixe au moins un point hors de Ço. Comme s
est permutable à [t.'] qu i permute circulairement les q^Çh -^ o\ s fixe
au moins un point, de chaque ̂  (A ^z o). En prenant alors les variables
qui ramènent a à la forme canon ique £, on peut supposer que s est dans
le diviseur X, de E qui fixe le point ( i , o, . . ., o) de y , . Dans toute
matrice (a/.,-) de X , , les éléments a ^ , , . . ., a/,, sont nuls. Les équations
^ à/,/a//==/£/,/(!, 3) mont ren t donc ici que les matrices de X.,, si l'on

/•
y néglige la première ligne et la première colonne, sont celles du
groupe E, de la forme £ , == c — ^ i , . La sous-matrice .y, , a insi déduite

n

de .y, est d'ordre 2. Cela résu l te des condi t ions Va/ya//,=== c,-/,, jointes

à a.j, = . . .==: a / /1 == o. On peut admettre le théorème pour E|, qui
comporte u n e variable de moins . On peut donc, en t ransformant au
besoin s dans E, supposer que .y, est une matrice diagonale formée
d^éléments égaux à ±i. Alors les équations Sa^.à//= c/../ (I, 3)
donnen t a^.== o. Le théorème se trouve donc vérifié pour E^ et il est
évidemment vérifié pour n = i.

Supposons main tenant que .y ne fixe aucun point hors de ^o? donc un
poin t au moins de yo. Prenons les variables qui ramènent a à la forme
canonique CLT'A, et par suite A à H. Alors on, peut supposer que .y est
dans le diviseur X de II qui fixe le point ( i , o, . . ., o) de y^,.

On sait (II, 3) qu'une telle .̂  a la forme a ,CT, a, étant dans le
groupe H, de la forme À ) = h — (.z'i y ^ ~ yi.ri)(si n = 2, on fera H^=== î),
et CT étant dans le p. p. c. m. P des subst i tut ions V,, / ,p, U i / , p y U^?,
/ / , A (À*= 2, . . ., v ; p parcourant d' et A parcourant <3) (1). Comme

( 1 } Je rappelle Ici les définitions (les variables non ecriLcs restent inallérces) :
Xi X i ! -i- p .r/, ^ ,Vi .î'i -r- pr/l-

V ikn ^ . •» u ̂ == . î} " A - y/:—p.n > ^'k ^.7.:—p7/-
.r .r •+• pr/- • . - -,

U/.op == " . , Si T| == l ; (J/.oû =0, si 'f\ == o ;
•/'•/• ••-("/• — (-'•> P ̂  — P ? UJ''/î•

^/•A ^ | ;̂ ^<-^- ^î'/ •
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^=1, ou a; CT == CT~- ia7' ' , et que a, 'est permutable à P, af est
dans P. Or H, est premier à P (II , 3). Donc 0^=1, et i ' a , , CT }• est
diédral, CT étant d'ordre impa i r . Donc . y = = = = a , ^ est conjuguée de
ai(E, 20). Or on peut admettre que a, est conjuguée d'une <s'.j de
j [j.̂  y^ . . . j , qui divise A//.

18. Toute s^ de A° est conjuguée^ dans A°, d'une s^ du p. g. c. d. A(»
d^ A et A.^. (Le p. g. c. d. A^ de A^, E° dérive évidemment des A//./,, ou
seulement des X|A/ , , car le produit de A^ par À, À/, est X^o . . . ; le
p. g. c. d. A^ de A/,, et H° dérive donc des p-i ;^/,, ;j-i ;^,.) On le voit de
même, pour n ^> 2, en remplaçant X, et X par leurs p. g. c. d. respec-
tifs avec E° et H°, A° ayant alors les mêmes systèmes dTntransitivité
que A (II, 3).

Pour n = 2, la seule différence est que q^ se partage en T. +1 sys-
tèmes, permutés circnlairement par [ / |.

19. Toute A\j s ̂  d de I-F est conjuguée^ si n est impair^ d'une s^ de A//
Çalors FT na pas de s^ hors de H), et^ si n est pair^ d'aune s^ de [ A/^, 9 },

—~ — , X/; •— ,.V/,- ,en posant o = ^ - == lly/,, ou cp/,== ^ ^ ( ' ). On remarquera que

le changement de variables (i) transforme cp/.. en

•̂
'îh-\ — é'^2Â-

où §• == ' ? donc c? en ^i . . . 4^== ^. Les conditions aà == - t -? pp == — ^

équivalent à aà== ; ? ^===—i. On peut dès lors énoncer le théorème
pour le groupe E.

Supposons d^abord que s fixe au moins u n point hors de y,,, c'est-à-
dire, comme précédemment, un point de q^ En prenant les variables
qui ramènent a à a, on peut supposer que s est dans le di viseur X', deE'
qui fixe le point ( i , o, . . ., o) de C i . Comme E est isomorphe à son
constituant transitif de champ ^ et E/ à son const i tuant t rans i t i f
dont le champ est formé des TI — i q^ autres que y,, (II, 1), on a

(1) Je rappelle que II'= g H, y S; fêlant la substitution qui multiplie chaque ,z-/- où i ̂  o
par i'714-1•(= i) et .z'o== .r par (/ sans altérer les y/( ï , 2).
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(E, X,i ) = . y , / / , (E^ X/, ) = ( T. — i)^/. Comme ('.E\ E") =7: — i, on
voît que X, = X , , en sorte que s est dans E, donc (17^) conjuguée
d'une ^'2 de A;.

Supposons maintenant que s ne fixe aucun point hors de yo. On
démontrera le théorème comme au n° 17, en prenant les variables
de À, et en remplaçant X par X /= ;X , ^ ' Y T i ^ I I , 3) et Ai par
^ ' A ^ T , = • ; A , , ^ 7 ' T ^ i ! C'y Comme ~ 7 ' 7 T i est permutable à A, et
P (II, 3), FégalitéX^' ( A , ,P, T,-'^ ; == i ^ ' A ^ T , , P; peut s'écrire

X^TY' A, T, P= PT,- A, T, =A, .T71 ; y { T, .P.

On devra donc remplacer a, par a, = a, -7' -y^'Ti , et l'on verra que .y est
conjuguée de a , . Or, a, étant dans A, et a, , d'ordre 2, mul t ip l iant / /
par ± i, on a-y^ ^, 1= o ou i. D'autre part, •Ty 'A,^ é tan t isomorphe
à son action sur les variables de h^ on peut admettre le théorème pour
ce dernier groupe, c'esl-à-dire que l 'action p , de a\ sur les variables
de À, est conjuguée, si 71 est impair , d ' une ^ de A^, et, si 71 est pair,
d'une Ja de ( A^, 9 ^ . . . y,, j . Si p , conserve / / , , Z == o, a, = a, est dans H
et -^d (elle laisse <z*i et j.i inaltérés) donc ('[7) a , , et par suites, fixe
un point hors de 9° contre l'hypothèse. Donc (3i m u l t i p l i e A| p a r — i
et n est pair; donc /== i. Alors pi est conjuguée d 'une s^ de A//^ .. .2^
et ^ ' p i ^ i d'une ^ deA//_/ , /pi . Donc a', est conjuguée d 'une .̂  de A/^.

^0. La conjuguée dans A, d 'une .̂  de E peut, par une permutation
des s/ (qui est dans E), être transformée en n^A/^ //. (/,,== rf). Comme
l,. et //.' n'ont pas la même forme canonique pour r ' ^ r ^ les n /,, repré-
sentent n classes distinctes dans E7 comme dans E; et ces classes sont
toutes les classes de E. Les v 4/.- représentent toutes les classes de E".

Les .̂  de IF qui sont hors de H sont conjugués des s^ de A/,o. Or
une s^ s de A//y est nécessairement le produit par y d'une substitution
de A/, permutable à y, c'est-à-dire d o n t l'action sur ,27,, y/, soit permu-
table à cp/,. Donc y est dans Dy, D étant le p. p. c. m. des dy,. Comme
T;r'ç/,T/,== rf/.c?/,, on peut transformer .s'en 9 par un produit convenable
des T/,. Donc, A^ n\ïy hors de A, qu'une classe de ̂  représentée par ç, et
qui n existe que pour n pair.

( ' l) Le groupe A/, = { Ai , y j ( I I , 3; I, 2) laisse la seconde variable y\ inallerôe. (Test
donc 1:7' A/T! c j i i i laisse la seule var iable .r; inaltérée.
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21. Cherchons les normalisants N, IV, N% A, A7, A^d 'une^deA 7 .
Soit .? = //. Ça == s). N est le produit direct du groupe E' de ^z,z, par

le groupe E2 de ̂ ;,^,z, [cf. (3)]. Il est clair que N^ S^N^V1.
En désignant par E'0 le diviseur de E' formé des substi tut ions de

dé te rminan t i, en posant j^,. ,p/. == g\, \z,,,jz,,\ = ̂ 2, on a (I, 2)
E^I^E70^. IV où N'^^E^E20^;-''.

Soit ,y= o (a -= h^ n = av). Dans toute substi tut ion a de W Ç^^y T.)
permutable à y, la matrice des a^. et celle des ?/•/, [avec les nota t ions
de I, 3] sont n u l l e s . Soient p la matrice des a//,, a celle des (3^,. L'une
des deux matrices p, a peut être prise a rb i t ra i rement ; l'autre est alors
déterminée par les relations (6) de I, 3 qui. donnen t ici

Q, ( o. si /:^ /x- .
^-U'(réel) ^j=k C/^-i...,.)2.

ou bien àç-==:fe, e étant la matrice-unité d'ordre v, d'où cr=/p-"1.
DoncN7^ isomorphe au produit direct deLÇvy 'n2) par un ̂ _, cyclique.

N, p. ^\ c. d. de IV ^ H, est formé des a où a = p~1 , et est par suite
isomorphe à L(v, Ti2). Comme y est évidemment permutable h^^ona
N^jN^^S^N^.

N% p. g. c. d. de N et M\ est formé des a où a [ = | p | [ a | == i, c'est-
à-dire ou | p ) == j G | ̂  réel. On a évidemment N = S^N°m^.

Ainsi les systèmes de restes de N et N ^ m o d N 0 sont aussi des sys-
tèmes de restes de A et A' rnodA0 [I, •(/2)|. Donc, quel que soit .y, ses
conjuguées dans K1 ^obtiennent en la tram formant par A° [on le savait
déjà quand s est dans A° ( 18)].

2-2. Détermination des s., de <fl(== cl7). — Soit s une substitution de
A telle que (.?) soit une ̂  de £1. s12 est donc dans .1, et, si .r== [ ' j'-\,
s[j^} est une ^ de A' qui mult ipl ie a par (— i/. Donc les s., de£tsoru
les s^ ̂  d de A/ ou Von regarde les variables comme homogènes. Elles sont
donc conjuguées des (//.) si n est impair^ des (4) et de (^) si n est pair.
Dans ce dernier cas, on peut remplacer 9 par ;j- = 9[./J = I:T;m/-, —/"^
qui est dans H et ^ par p.s=== ^[/o | qui est dans E.

23. Il reste à étudier la distribution en classes de ces s^ de et. Or
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si 0- et ^ sont deux ^ de A! non conjugués dans A', (cr) et (a-'") ne
peuvent l'être dans (X que si c/ est conjugué clans A^ d 'une ^ de la
forme ^[i^1] qui est nécessairement ad. Il est clair d'ailleurs que
^.=n^,Â, est conjuguée dans A de //,„/.. D'autre part, on a vu que ^
n'est conjuguée d'aucune /,. dans A'. Il en résulte que (d/) ne peut être
conjuguée d'une ('//) dans Cl.

Donc les classes de s^ de (fL sont toutes représentées^ si n est impair^ par

les (/,.) où r <^ --> si n est pair, par les (l,.) ou r^ ï- et (4')-

24. Cherchons les normalisants respectifs 9t et ^Z,° dans c;l'(=cV)
et eX° d'une s ^ ( s ) de CX.

Soit a une substi tution telle que a~'\?a= [z771]^. Comme J2 est dans
1/5 on voit, en élevant cette relat ion au, carré, que i'21l=ï^ d'où
^^===±1. Si ^'r^i, a est dans N. Si ?7/1 '=—ï, a2 est dans N,
e t oc'" ' s a ==. ds.

Soit s== l, (a = £). Si a""1 //.a = dl/,, //.a autant de multiplicateurs — ï
que de mult ipl icateurs -4-1; d'où 71= 2v, et r=^y et la relation
/.,a== c/a/^exige, on le voit directement, que a remplace les v premières
variables par des fonctions des v dernières, et inversement. Donc si n
est impair, ou si n = 2v, wec r^- v, 5t == (N) et O'C^ == (N°). Si n === av
<?^ r = = v , (97i à 3'6== (N + N^), Ç étant la substitution qui échange zi
en .̂.,...,/, pour i=i^ . . ., v. Si v est pair, C est dans E°, et l'on a
3l°=(N0+N ( ) 1C). Si v est impair, Ç est hors de E°, et l'on a

/ l±l^ \ . /
91° == ^N0 + N0^ 2 'Cy , ^'2 ayant le sens indiqué au n° 21 \ le carré de
^C est dans No), et (r) 51 ==2;;;-' 5lo(^).

Soit .y === ^ (^ == À, 71 === ^v). Si a~1 p-a == rf[j-, il faut, on le voit direc-
tement en écrivant cette relat ion sous la forme ;j.a==rfap., que a
remplace les xi par des fonctions des seulsy/, et lesy/ par des fonctions
des seuls x;. Donc en posant rni:/=T T/= " l " l (I, 6) on a1 L yi — ^ Jy^ ̂  /-j\[ ^_ N^^ ^o ^^ ^^TO _p. N'»-";^ et, comme précédemment,
^I^S^'^^^î,,,/.

C 1 ) 6''/'. I, p. â86-'287 en remplaçant m par ̂  et, selon les cas, A" par W, [ W , Ç j ou
; y, dn Ç j. == j N^ Ç j-, A par Ny,, ! N, •Ç } ou { N, dn • € } = = { N, Ç j., A0 par N», { NO, Ç } ou
i N o , < U i .

^m. JÉC. Norm., (3) , L. — AOUT IQ33. 3o
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Comme, pour toute détermination de s, le système de restes de
5lmod^l° est aussi un système de restes de cl mode!0, on voit que,
quelle que soit s, ses conjuguées dam Cl s^obtiennent en la transformant
partie

'-25. Cherchons enfin ceux des représentants (//.) et ([^) qui sont
dans eX°. Pour que [s] soi t dans eX°===Ao.I/J, il f au t et suffit que .y,
supposée dans A, soit dans A0.!, c'est-à-dire qu ' i l y ait une puissance
/r àej telle \[^]s ==i .

Soit d'abord s== l,.Ça = £), cette condition s'écrit^' " ï = i ; d'où
ny 4-r71 '+'T ==;J(TT 4- i), ou ny == (2^ —r)7—-^' Soit 7io le p. g. c. d.

den===no^ et7^^=7^()'^/. L'égalité précédente exige que s^ssErmod^.
Si n' est impair, cela est toujours possible. Si n' est pair, i l faut que r
soit pair. Donc, si n' est impair, toute (//.) est dans CX° ; si n! est pair,
(//) est dans OL° toujours et seulement si r est pair.

II. — (jronpe gauche.

26. L'étude des s^ de G et G^ est toute semblable à celle des ̂  de H.
et I-F pour 7 i==2v , avec cette s impl i f ica t ion que, G étant transitif ,
toute ,̂ > de G^ est conjuguée d 'une s^ de X ou de X^

On verra donc, par récurrence comme au n° 17 (c/. I I , 10), que
toute s^ de G est conjuguée d^une s^ de D == { d\, . . ., ̂  } ( ') (16), et,
par suite, que G a v classes de s^ représentées par les ^ substitutions
d ^ d ^ . . .rf/.== r f i a . . . / . ? dont les formes canoniques sont toutes distinctes,
et, comme aux n08 18 et 20, que G7 n'a, hors de G, qu'une classe

de •s'2 représentée par ç» == y a , /^.y classes de s^ de G ^ani? ^/z même
temps des classes de s^ de G7.

27. Désignons par N et N^ les normalisants respectifs d'une s^ s de
G7 dans G et G^ par G' et G2 les groupes respectifs des formes

( l s) On sait que G(:-i, TC) == 11(2, K ) ==. W{'z, 'rc) (I, 5, 19) n'a pas (Pautre ^2 que d,
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^(^iy'i—yi^) et S;^,(,2:?/y;.—j^-;); par G^ et G" les groupes totaux
(I, i) de ces deux formes.

Soit.v=^,,.,. A i o r s N = = G'G2 et iN /= G / lG f2=I;^"2^TT /> (<-/. 2 i ) ( 1 ) .
Soit s== y. Alors N7 est formé des subs t i tu t ions a où la matrice des

a^. et celle des P/7,(en employant les notations de I, i7) sont nulles, et
où celle c des a,/, est liée à celle a des ^.^. par la seule relation a = fïr\
f étant un élément arbitraire de (3 {cf. 21). Donc N' est isomorphe au
produit direct de L(v, z) par un ̂ _, cyclique. N, p. g. c. d. de N17 et G
est formé des a de N^ où a ==p- i , et est par conséquent isomorphe
à L(v, Ti). Ici encore ^T/=I^- iN•Y /•.

Comme, pour toute détermination de s, le système des restes de
iV modN est aussi un système de restes de G'' mod G, les conjuguées
dans G / de toute ,s\> de G' .^obtiennent en la transformant par G.

Détennination des ,<̂  de g/',

'^8. Soit .9 une substi tution telle que (s) soit d'ordre 2 dans ^./,
c'est-à-dire que s•l= [L^J.

Si m= 2/?, je dirai que s et sa classe sont de première espèce. Alors
yj^-// j ̂  y^ y^ ^^ Q/^ ^ suffit donc, po///' obtenir toutes les s^ de
première espèce de c^/, de regarder les variables comme homogènes dans
les s^ de G ' . Il reste à étudier leur distribution en classes.

Si a et a ' sont deux ^ de Q' non conjuguées dans G7, (a) et (c/) sont
conjuguées dans ^' toujours et seulement si a ' est conjuguée^ dans G7,
d'une substitution de la forme ^[î/']. Comme les multiplicateurs de a
et a7 sont ±i, il faut que [!/]=rf; donc i l faut et suffit que a7 soit
conjuguée de ad dans G^. On peut supposer (26), que a est u n e r / i . . . / .
ou. y. Comme dd^,,^,.= ^v+ . i , . . . , / • est transformée par n^,T^_/_,..,i (2) en
^/i^..,,^., celles des classes de .̂ > de ^f qui correspondent aux ^> de G
peuvent être représentées par les (^i.../.) où r^- D'ailleurs ç et <r/ç,
ayant v multiplicateurs égaux à — i , ne peuvent être conjuguées,

( 1 ) Comparer DICKSON : Linear Croups, n"" 120-122!.
( 2 ) Je rappelle que Ti/c échange xi et ,27., yi et. j .̂ en laissant les autres variables

inaltérées (1, ->t8). Cette substitulion est évidemment dans G.
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dans G', d'une rf , , . . . / . où r<-y qui en a sr. Si v=^m, r f i , . . .^ a bien
v multiplicateurs égaux à — i ; mais, comme elle est dans G, elle ne
peut être conjuguée ni de o ni de r/<p qui. sont hors de G. Donc les
classes de s^ de première espèce de ^ peuvent être représentées par les

(d,,..,/.) où r^ et (ç).

On voit de même que (cr) et <y) sont conjuguées dans ^ toujours et
seulement si cr7 est conjuguée dans G de a ou. de da.

Donc les classes de s^ de première espèce de ^/ qui sont dans ^ peuvent
être représentées par les ( d , , . . . , / • ) où r ̂  •̂  qui sont toujours dans ̂  et ( ç )

si CÎP) est dans ̂ . Or pour que (ç) soit dans cj/, il faut et il, suffit que
-7— __ r

^[Y'] soit dans G, donc que i^'^ -— i, donc que k= —-— soit entier.
Ainsi (co) est dans ̂  ou hors de ^ suivant que r. est == i ou 3 rnod 4.

On remarquera que ;j-== ['£'|9 == n^m/^ est conjuguée de T=IJ^T/
(I, 6) dans G-(^, ri) ou seulement dans G(^i, 'n;2') suivant que TI

..Z/'/ A\-— £•) ' ,

est ===i ou 3mod.4 . Car, en posant S/== i , , , d'où.r l n ^(—£^.+j/:)

,̂- - .^/-i- j ' i
[3 =7' " , p = = I I ^ p / transforme T en ;j- (p- est la forme

r/ - £,-y.'-i- l'i\\

canonique de r). Si donc r.==Eïmod^y (ç) et (T) .yo/î^ rf<?^,y .s'a de
première espèce conjuguées dans <^. Si T i ^ S m o d ^ ? (T) est toujours
dans ^/, mais n^est pas de première espèce.

29. Si rn =2/1+1, je dirai que (.v) et sa classe sont de deuxième
espèce. Mais, dans ^ ' Ç n , r.2), (,y) est de première espèce. Soit donc cr
une des s^, r f i , . . . , / . ou ©, convenablement choisie, considérée comme
appartenant à G^n, r;2); (.v) sera conjuguée de (o-) dans çV(^ Ti2). Il
y aura donc, dans G^Çn, ^ ' ) , une substi tut ion *( telle que, pour une
valeur convenable de À-, [ ' /^J^ '^e soit égale à s. D^ai l leurs k est
^ o modî ;+ï , sans quoi .s'2 = f'/^1] serait de la forme r7', et (.v) serait
de première espèce clans G( n^ r.). Les mult ipl icateurs de.ç sont, comme
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ceux de [i77-] a, de la forme ± i'71. D^iileurs, .s-étant réelle, ses mul t ip l i -
cateurs sont conjugués deux à deux. Donc il y a au tan t de multiplica-
teurs -{-\'h que de mult ipl icateurs — z7^ et —r/^!/^. Donc : i° a a
autant de mult ipl icateurs — i que de multiplicateurs + i, et, si v est
impair, c7=y, si v=2m, G-= ç ou r f ^ . . . , „ < ; 2° k a la forme
' ' / — — ? '-//'= ^'-o. En prenant au besoin L"^ pour .s-, on peut
supposer que À = o.

A chaque détermination de a répond une classe de {s\ Soient en effeU
et s ' deux conjuguées réelles, dans Q'{n, T-), de [ t o i 0 " ? en sorte que
^-' at==s[^], <C• y -~ lc7^==.y / [ç l ] . D'après ce qu'on a vu (27).y /[ç l '] est
une tranformée de 4 t o ' | P^ G(/z, r2) [et non pas seulement par
G\n, ̂ )]. Il y a donc, dans G(^ r2) une substitution, a telle que
,va == c/y. Donc les coefficients de a sont proport ionnels à des nombres
réels. Soit a=[p jy / , y/ étant dans e et p é tant un facteur de propor-
tionnalité. rjj m u l t i p l i e a par c-'2, el:, d'après les relations fondamen-
tales (I, 17), p 2 est réel. Donc rjj est dans G ' ( n ^ ri), et, puisque ,ya== a.s-\
on a aussi .ya'== y/.^ en sorte que ^ est conjuguée de s dans G'C^, 71), et
par suite (J^) de (.v) dans ̂ (n, ri).

Si v == 2/n, fcy deux déterminations ® <?^ û ? , , . . . , ̂  af<? a fournissent deux
cleisses distinctes de (J). Car, sans cela, r f i , . , . , m serait conjuguée,
dans GÇn, ri2), d 'une ̂  de Fç, qui ne pourrait être que ûfo. Or r f i , . . . . / / ,
est dans G(/À, ri^) et rfy hors de G-(n, 7:2).

Ainsi, si v .̂̂  impair^ Ç^Çny 7c) Tî^a qu'une classe de s^ de seconde
espèce^ représentée dans ^(n^ ix2) par (9); si v==2m, ^(n, r^en a
deux classes^ représentées dans ^Çn^ Te2) par (y) et (d^ ...,//,)•

30. Cherchons maintenant des représentants des classes de s^ de
deuxième espèce (.v) de ^{n, 71) et de ̂ (n, ri).

Soit (.y) dans <^== GI/1. Alors .y est dansGI, et, en prenant au besoin
une substitution de Ls-pour^, on peut supposer s dans G. On a alors
r^rf. Et pour que (.v) soit de seconde espèce, il faut que — i soit non
carré, donc que r i==3mod4- On sait (29) que l'on a ^[t/'t.ojo'C^^
o- ayant l'une des déterminations û ? i , . . . , m (s iv=-= 2m) et ®. Donc [^o] o"
est dans G(/z,ri2) . Comme [^o]? q111 mul t ipl ie a par i2^1, est hors
de G, il faut que cr soit aussi hors de G, donc a-= y. Comme ,r= rf, on
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a (i^)2:^—i, donc i^^drs. En prenant au besoin ds pour ,s', on
peut supposer que ^^^-= s, en sorte que (28) on a ^~' [x£"=.y. Or (28) T
est conjugué de [J- dans G(n, rr). Il y a donc, dans G(^ ri2), une
subs t i tu t ion a tel le q u e ^ a = = = a ï . Donc, s et T étant réelles, les coeffi-
cients de a sont proportionnels à des nombres réels, et ^•=\^\^\
y/ étant dans (3, e tp étant un facteur de proportionnalité, a' multiplie a
par p-^ et, d'après les relations fondamentales, p2 est réel. Si p2 est
carré dans C-, p est réel, et a dans G-C/z, TL'). Donc .y et rsont conjuguées
dansG(^, r.). Si p2 est non carré dans (3, a', qui multiplie a par p~2,
est dans G^Çn, r.)^ (L 16), ou, en posant

^= '/ w^ ff^^^ 0=ÎT^ r^Ï,
j ' i t(-" À./;/:4--<r/) (

dans G^C/i, ^ ) y ( Û est dans G). Or Y est permutable à T. Si donc
y/=== a" y', a" dans G-^ la relation .va = ar devient .ya'^ a^r, c'est-à-dire
que set T sont conjugués dans Q\n, T.), donc ( s ) et ( r) dans ^(^ Tl)-

Donc ̂  a rf^.y s^ de seconde espèce toujours et seulement si T. = 3 mod4?
et elles sont toutes conjuguées de ('").

31. Soit maintenant (,s-) dans ( ^ ' hors de <^- Alors .̂  est dans G' hors
de G", donc dans G^p et, en prenant au besoin une substitution del.y
pour .v, on peut supposer que s multiplie a par i, et est par suite
dans GY. Alors .y2, qui est dans 1, multiplie a par i2, donc .y2^: f± '/j.
Mais, si , r '==[—i] , pour que s soit de seconde espèce il faut
que T": = i mod4.

Or on sait (29) que l'on a Ç-' [1% ] (/C^.y, a ayant l'une des déter-
mination â?^...^ (si v == 2m), et ç. Alors [ ^ t o ) crdoit aussi multiplier a
par i. Or, si c7=ç, | ^ ^ o ] ? multiplie a par —^-^ qyi doit être égal
à L ; donc t l 2 / • = = = — i , donc r.==î mod4, et ' /====L£. La relation consi-
dérée donne ^ = ̂ -''[t2^]^ [t2^ ]= [— i]. Si a===<,,,,,
f ^ ' ^ • j r f i , . . . , / / , multiplie ^ par i^"1-1, qui doit être égal à ^ donc L 2 À = = I ,
^== ± i. La relation considérée donne .v'^r^r [i27'4 ' '[ = [l'J.

Il reste à déterminer, pour chaque classe, les substitutions s
dansG'(n, r.j et ̂  dans G' (n, r^ ].

Soit d'abord 0=0 (donc r. = i mod 4, '/== | ± £ |, s^== [— L ]). Sup"
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posons d'abord n== 2, et prenons, par exemple, s == "y. On aura
(I) ^--'[ i^oJoÇ^Ty

(ici T == T, ) (28), en posant
.2'] ..y, -r- )

ç == u 1 1 f,, _i r7 ' y/ T, ( <,// = i-^ ç ' ) == ...y, — )'i h

^i -(.r, -4- ^o,.:)'))

j'i -(^,— ^.o'ri)

Pourn==2^ / , on obtient la même formule en multipliant les for-
mules analogues relatives à chaque couple où y, T, y, '( auront été

remplacés par f,, T/, y/ == l ^ "^ , ^-== z^-^ ç^, -7' Y/T,. .La cto1^ .92 de
J'i J'i

seconde espèce correspondant à (J=(D est donc toujours représentée par (^y).
Soit maintenant G" == rf, ^ ...^^ (donc ^ = 2m, !.Â== =L i, .y2=== [r. j). Sup-

1 ^i ^.rî
posons d'abord^i = 4. On peut prendre s =. d^ TaTy = Jl —— ^2

^^ — ^7:1
7'.» A'q

(28)

(ici T= T^T,,, Y== Y i Y a ) . On aura ^""'[to]^ ^ = = = ^ T i a T Y en posant
A') 2.a/', -4- '.()/)'2 |

ç=Ç,,:
Ji Ji— '^o ^

,̂ ., 2.2î.» 4- to ')'i
==r'w,^,-^Li,,,,,. ( ^==2) ( 2 ) .

Pour n=^m, en mul t ip l ian t les formules analogues relatives à
chaque système de quatre variables ^2/- iy j^/'-i? ^y? yL>/» ou û?i,

(') On peut chercher, par la mofchode des coofficîonts indéierniinés, îa substitution
^6nérale a de G teHe que .y2 == ( ay )2 === [— c], c'est-à-dire telle que av==[—LJY- 'a - 1 .
(k)mme (.?) est alors une ^2 de secondo espèce de ^' liors de §-, on sait a priori quelle est
ici conjuguée de (ç) dans G^a, r^). La forme générale de Ç peut s'obtenir aussi par la
méthode des coefficients indéterminés. Les choix faits ici, parmi les formes possibles; de.?
d'abord, puis de Ç, sont évidemment arbitraires.

f 2 ) On peut, comme précédemment, chercher d^ibord la substitution générale a de G
telle que .y2^ (ay)^ [ i ] , puis la substitution Ç. .-/ priori (.?) est ici conjuguée de (<^i)
dans Q'(^ r^).
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1,, T, y, ^ auront été remplacés par d..^-.,, Ta,:-,,:;/, Ta i - i ^ ï»
T.^Y.,, ̂ -,,4^-^y^--^^' ^P0^"1 ^"r^—
T = n';1!,,--,, 2;, '0'= n"^,-!, a» o" obtient
(a) ^[,,]crc'=d-rry.

D'où en désignant par Tune substitution telle que d'==T~' d,,...,,,,T,
et posant T'^= •G
(3) Ç-1!:'.,,]^,...,"-^^1^-

La classe de s; de seconde espèce correspondant à a == d, ,...,,„. est toujours
représentée par ( d'T T'y).

Ainsi, pour v w?^«/-, §' a une seule classe de s., de seconde espèce, qui
est dans ^ et contient (r) pour ^=3 mod4, qui est hors de ^ et con-
tient (^7) pour r. == i mod4. Pour v pair, ^' a deux classes de s., de
seconde espèce. Pour r. = 3 mod4, une seule, réprésentée par (r), est
dans ^-; Vautre est représentée par (rf'Tïy). Pourr. == i mod4, ces classes,
toutes deux hors de <^, sont représentées par Ç":~{) et (rf'T^).

Revenons maintenant à §. Comme ̂ '-= § + çKï) (I. 1 ''>) et que (y)
est permutable à (rf,,...,,.) .et à (r), /^ cto.̂  rf<? §' (de première ou de
seconde espèce) qui sont dans ^ représentées par (û?,,. .,,.) et (ï), sont
aussi des classes de s.^ de <^.

32. Cherchons les normalisants 9'C, yc' dans ^ et ^/ d'une ^(/)
de g.'.

On ne sait pas a priori s'il existe dans G' a non permutable à s telle
quea-'.ya^^'j.y. Comme.y2 est dans 1, on a alors, en élevant cette
relation au carré, i2'' = i; d'où '.'-== - i. Si donc a existe elle transforme
s en ds, donc a2 est permutable à s. En sorte que, en désignant ici par
N et N' les normalisants de s dans G et G', si a est dans G, on a
^ ̂  ('N4-]\a\ i)t'==(^'-i- N'a). Si a est dans G' hors de G, on a
g^^(^^yc'=(îi' -+- N'a). Si a n'existe pas, on a ̂ (^(N),^'^ (N/)-

33. Supposons (s) de première espèce, donc s d'ordre 2 (28). La
relation a-'.s-a^ ̂  exige que .s'ait autant de multiplicateurs + i que de
multiplicateurs — î. Donc â n e peut exister que si s = d, , , . . , ,„, (v== aw)
OU tp.

Si A- = d, „„ on voit que l'on peut faire a = © = ïï",'îi,,+,n, qui est
dans G. On adonc3l(N+N©), 5V= (N/4-N/©)= ̂ 4-3Z(T)(E, 67).
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Si .s-=ç, on peut prendre a = T, car T-- I9T=^. On a donc
^1= (N + NT), 3r= (N^ N^) = ^l. + ̂ HY^

34. Supposons ^ de seconde espèce. La relation a'~'Aa ==<y exige
que les multiplicateurs soient opposés deux à deux : mêlan t conjuguée
de [t^o]^ (<7== rf , , . . ., m ou 9) cet te .condi t ion est toujours vérifiée.

35. Soient s== £ et r. == 3 mod4. Désignons par N^ et N^ les norma-
lisants de ç ou de ;^==[£]ç dans G(^ r.2) et G-^n, ii2). Comme
T^p^p-1 (28), Ne fcN ' seront formés respectivement des substi tut ions
réelles de pNçP-\ P'N^"-'. Je désignerai par M etM 7 les diviseurs cor-
respondants de N3 et N^. Or, d'après la forme trouvée (27) pour les
substitutions a de N^, on a

- 1k | ( a//. + î /. ) .€/, - ( a//. — [3;/. ) £ j/. ]
Pap-'

Y h - ̂  [ ( a//: — p^. ) s xi, -i- ( a,/: + (3^) j'/. ]

On voit de suite que la réalité de pap" ' équivaut à la condition
P^=à/7.- On a donc, avec les notations du n° 27, cr=p. Or, en
désignant par £y la matrice unité d'ordre v, ap= /E.^ donc pp'== /£,,.
Donc (I, 3), M et M' sont formés des a où p parcourt E(v, T:) et E ( y , r^)
(1,2) respectivement. DoncN==pMp~ 1 e tN^^^ SM^""' sont isomorphes
à E( v, T.) et E^v, T.) respectivement. D'ailleurs, en remplaçant a par
[ O ' j a , pjî est remplacé par O Ô e p ^ et 00 est quelconque dans G. Donc
(MQ^M), etC^^N).

Cherchons maintenant 91 et ^l7. Gomme îp" ' 'Ty=rfT, on a
^V=(N-+-Nç), 5l===(N). Donc5r=- £?l,+^(?)(? esthors de NI).

36. Soit .y==Ty. D'après (i), TY est, dans G(n^ T.2), conjugué de
[î/-!^ |ç dont les normalisants, dansG(n , î":2) et G^TI, T^2) sont encore
Ne; et N^. On a, comme précédemment cr== p, e tNetIsTsont isomorphes
àE(v , r . ) , E'(v, T.) respectivement, et (N^^N), cW====(N+Ny),
5l=(N), ^l/==5l+.9l(ç).

37. Soit .y^^^TTY (v pair). Désignons par G ' et G2 les groupes res"
Afin, Éc. Norm., (3), L. — AOUT 1933. 3 î
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pectifs de S:(a-,,_, r:,,-,-j.-î -,) et. de S;;(a',;j,-r,,-^,,).prG"
et G'2 les groupes totaux respectifs de ces deux formes. 11 est clair que
l'on a G'=îG2 G"=G'2. Les normalisants respectifs de d' dans les
groupes GÇn, r:-}, G\n, ̂ , ̂ (n, ̂ ), ^(», ̂ ) sont évidemment
^^QIQ^ N^G^G'2, et, d'après (Sa), 9'^=(Nrf + Nri-1),
^ ̂  ̂ , + Î ,T) (on a T-' ,iT = ̂ , et T est dans G).

Si une substitution de G est permutable à s, elle le sera, d'après (2),
à •C-1 d^' Donc elle sera dans '€-' N,̂ . De même, si une substitution
de G transforme s en ds elle transforme •( • d^ en •(:'-' ̂ ''C, donc elle; ,c en d.y

^Yi_ '^-IM . y i ' r l'y''est dans ̂ W'^-'N^'Ï (î' est permutable à T). Donc N, N
il W sont formés respectivement des substitutions réelles de
•C'-'IN,.î:^'-]^•;/-Cf,î:'-l^••C,•C/-f^^• .

Comme une substitution quelconque a,,, de N<, est le produit d une
substitution de G1 par une substitution de G2, on a, i et k parcourant
les nombres i, 3, .. ., av — i,

.-Cl ït («(•/,• X k + ^ l k y i ; )

J, I^^^+PUJ/,')

,r;+i I/;( a(+i,<--i-i •2''t+i + i5'̂ !,';^-! 7*-n )
j'i-i-i 2;.((3i-i-i,/;+i.z'/-4-i+ PH-I,<--HJ'/.+|)

a,;.=

On voit que p^:
sous-matrice

: '€;-' y.,i;C; se déduit de a,,, en remplaçant chaque

a;/, a,/, o "

Ç>il, Ç>'tk 0 "
0 0 C<(4-|,/-4-i ^/^l./'+l

0 0 Pl+l,i'-H pi+1,^+1

par^^^L,^^,,,-... On a, en développant,

^(a./,

-^•7i-
, fÊ^4 Y 4

^(-

+F
1

^

. -+-

a^"+- ^•-n,/.--+-i)

3;-...(.-i.,/--.H)

a/:^..i,/,-j-i,

'ai+i,/:-M^
^ Y

^a//--— 7

. ̂ +

ï^^-
- '.0 ( ^ S'-rà

(3<-n.,/.+-i
•

^(+l,/.-+l)

" G4.H.,/,-M)

+ II (Î...H,A-H j

^a.+,
t, V ^

±(^
^
l(p;,+

— -l•a;•/c-^-t

\
^ p;+:i,À-+i J

- a/4-i,À--H,)

5/^^-l,À•-M)

7, p(+l.À-4-l

- h

2

-.(

f̂!

(au--

(3,.
T'

-iP17

^•-4-

— ^•+i.À:+i)

i /
- - (/.i+i,k+l

i

^+ a;4-i,,/L+i

P;-+i,/f+i)
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Un calcul direct montre que les conditions nécessaires etsi iff isantes
pour la réalité des coefficients sont

a^+-l,/•-^-i ==- fti/c, a;-,_,,,/,^==:-- ^ (3,/,,

^•-t-i,/--r-i. ==~ - à\j,,

On a donc
i

y'ik y-'ik

P/^ (3^

p^i^.+.i: :a^.

p .̂ ~4^

-7^

Donc, pour que a = ̂  - ' a/C <îo^ rfû^ N ou iV, ^ /^z^ ^^ il suffit^ si
a^= a, a^, celant dans G' ô^ G7', ̂  a^ === CT-' a71 CT (I, 17), ^TI posant
^=1I>./,,,,. D'a i l leurs N = G ( v , 7 : 2 ) , N / ^G-^v, 7:^)= 2^^^,
Yo étant la subst i tu t ion qui joue dans G^v, T-) le n)le de y dans G',
et l ^on a (3a) 31 = (N + iNT), 9V = (N7+ iNT) = ̂ l + ̂ (ï,,).

(A silure).


