
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

H. LAURENT
Théorie des courbes gauches

Annales scientifiques de l’É.N.S. 2e série, tome 1 (1872), p. 219-230
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1872_2_1__219_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1872, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1872_2_1__219_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


M É M O I R E
SUR LA

THÉORIE DES COURBES GAUCHES,
PAR M. H. LAURENT,

ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE ET RÉPÉTITEUR A CETTE ÉCOLE.

Soient
x, y, z les coordonnées cTun point m d^ne courbe gauche (A);
s l'arc de cette courbe;
R son rayon de courbure;
T son rayon de torsion*

Par le point m menons trois axes rectangulaires faisant avec les axes
de coordonnées des angles dont les cosinus seront désignés par a, a', a'\
b, &', b"\ G, c^ c"; le premier axe (a, a', a^) sera tangent à la courbe (A),
le second (&, b^ b"} sera dirigé suivant la normale principale, le der-
nier (c, c', c") sera dirigé de telle sorte que le système d'axes passant
en m puisse coïncider en direction avec les axes de coordonnées.

On aura le système de formules suivant dû à M. Serret :

da b da1 _ bf da" _ b"( I ) ds^^ ' d s ^ T W~^
db_ fa €\ db1 _ ( a ! c1 \ db" _ ( a " c^w ^^^VR^T/' ' "^"-^VR^fr .W^^[J^T 1

^ — ^ r f ^—^ 1

 dclf
 —vr.) ds "^T7 ds ^ T' ds ~ T "

-^8,
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Si l'on suppose que le point m se déplace, le système des axes pas-
sant en m va prendre un mouvement hélicoïdal dont il est facile de
calculer les éléments. Si l'on pose en effet

i dsp^cdb 4- c ' d b ' 4- d ' à V ' - ^ — bdc — Vde1 — b" de",

(4) 5 dsq = adc -+- a'de' + a^rfc77 ==— cda — c'da! — c'W,

( ^r = Wa -4- V da! + ̂ rf^ == — ûrf6 — aW — ̂ W,

/^.y, <7^y, rA ne seront autre chose que les rotations instantanées qui
servent à faire coïncider les directions des axes relatifs au point m avec
les directions des axes relatifs au point infiniment voisin pris sur la
courbe ( A ) <

En remplaçant da, db,... par leurs valeurs tirées de ( i ) , (2) et (3),
on trouve

(4^) . p==-^ ç==o, ^=-^5

l'axe instantané de rotation est donc perpendiculaire à la normale
principale, et la génératrice de l'hélice osculatrice qui lui est parallèle
est située dans le plan de la tangente et de la binormale. Si Fon désigne
par i l'angle que la tangente fait avec cette génératrice, on aura

(5) •tangï=-^,

et la rotation instantanée sera donnée par la formule

S/R2 4- T ï(5 bis] ^=:A/^M -^V ̂  + p == —-^— == 7p cosec^

Ceci posé, considérons une droite représentée par les équations

(6) X;==Ç-+Àp, Y:=y34-)/p, Z^Ç+À^p ,

où X, Y, Z désignent les coordonnées courantes, p la distance du
point X, Y, Z au point Ç, ̂  Ç situé sur la droite et X, V, y les angles
que fait la droite p avec les axes de coordonnées.

Supposons que Ç, y?, Ç, \, >/, >/' soient fonctions de Tare \ s de la
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courbe (A). Pour que la droite (6) engendre une développable, il faut
que les équations (6) soient compatibles avec leurs différentielles

( 7 )

i o=JÇ + Àrfp -+. pd\

, o == d-n + \' rfp -4- pu??/,

( o=d'(;^Vdp-+-pdr;

pour exprimer cette condition, il faut éliminer X, Y, Z, p, rfp entre (6j
e t ( 7 ) , ce qui donne

d^ d'n d^
(3) dl dl' dy ===0.

X ^ À"

Si À, À', ̂  sont donnés, (8) est une équation différentielle à laquelle
doit satisfaire le point Ç, ^, Ç. Cette formule va nous permeUre de
résoudre quelques questions relatives à la théorie des courbes gauches.

Cherchons, par exemple, en quel point n de la normale principale
à la courbe ( A ) il fout mener une parallèle à l'axe de l'hélice oscuhi-
trice pour obtenir une surface développable. [Pour abréger le discours,
j'appellerai cylindre oscillateur le cylindre sur lequel est tracée l'hélice
osculatrice, bien que ce cylindre ne soit pas celui qui a le contact; le
plus intime avec la courbe (A)],

Appelons / la distance du point n au point m, / sera notre inconnue
et l'on aura

(9)

d'où

^=x-^lb, •n ==y •4- W, Ç == z -{- Ib^

d^=ad$^ldb^ bdl..^

et, remplaçant db par sa valeur (2),

(lu)

d'£, == ads — l d s { a + ~\ 11 .1 \^bdl,

^ } ^ - l / d l ,dr\ === a! ds — Ids \,R T

rfÇ ̂  a-ds - Ids (— ̂  ̂ \ -4- b^dl;
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d'un autre côté, si l'on appelle ^ X7, X^les cosinus des angles que fait
Faxe de l'hélice osculatrice avec les coordonnées, on aura

a\ -h a' y 4- a!1 V = ces ?,
6) ,+6 /^4-&' /À / /===o,
cX 4- c'7/ 4- c^y == sin ?",

d'où ron tire

( i a ) ?. = a cos ? 4- c sin /, )/ == a' cos ; 4- c' sin i, Y == a" cos i 4- c" sin /-

En différentiant ces formules et en ayant égard à ( i ) , (3), on a

' d\ ==( -.r cosi-4- „, smi\ds^{c cosi — a sïûi)di,\K 1 /

b' . V . :
^ COSÎ4- y SIUZ

é'7 . V . ;

(i3) dV ===(^ cosî'4- Y sinzi^+^c' cosf—a' smi)di,

(JL// Â^ \

= -iT-cosî 4- ̂  s in^)^4"(<? / /cos^— a^sm^di;K A /dr

portant alors dans (8), à la place de X, >/, >/', Ç, y?, Ç, leurs valeurs et
développant, on trouve d'abord

( x 4 ) dl{}!d^ -ydn) 4- dV^d^ - ̂ S) 4- rfÂ^À^/î - ̂ ) === o,

puis
ydS - rdrï = (^ cosi 4- cf sinf)! a^^ ~ Ids (^ 4~ ̂  4- b'dl \

r /^ c'x s—(a^cos^' 4" c^sinî) a'J^ —Ids^ 4- 7? ) 4- / / r f /h

et, en tenant compte des relations connues b' c" — c'6^ a,., .,

V d^—Vd'n^b sinids — lds(— s in î— 7,7 cosï)4- rf/(^ c o s i — a s m i ] ,\li l /

Vd^— ^d'Ç, == 6'sinirf^— ^^(.r- sini — -y cosi) 4- dl(c' eosi — r/siru)^

/f t^ y \),^ _ yd^fc^siniJ^—f^Tr5 1 1 1 1 —"ycos i )4~ dl^cosi— a''sini);
\R 1 /
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à l'aide de ces formules et de (i3), (i4) devient

clldi—îds^ ( — — — ) sinicosi-^-— (sin2? cos^")|
( i0) LAK" 1/ KT J

-•(- (-.- s inzcosz -+- ^- s in 2 ? ) ^==0.\K l /
' T'

Eliminant de là l'angle i au moyen de la formule t a n g î = = — ,.5 on
trouve

„, R . . T ,. TC/R--IWTcosf=: ____? s m z = = — - .__==? A==—.——„-—9
V/R2 4- Ï2 \/R2 -+- T2 T2 + Iv

et, par suite, ( r5) devient
(16) ^ (RdT—TrfR)==o .

Cette équation, qui n'est autre que la condition (8), peut être satis-
faite :

i° En posant
dl = o ou / = const.,

a° En prenant
R â f T — T J R = = o ;

si l'on prend /==const. et en particulier l=o, on voit d'abord que
la génératrice du cylindre oscillateur décrit une surface développable^ et
que si sur la normale principale on prend une longueur constante, si
par le point ainsi obtenu on mène une parallèle à Faxe de l'hélice oscu"
latrice, celte parallèle décrit une surface développable quand le point m
se meut sur la courbe (A).

Si la courbe était de telle nature que Fon eût
! î-t1

R r f T — T d r R = o ou ^==const.,

la parallèle à Faxe de Fhélice osculatrice menée par un point quel-
conque de la normale principale décrirait une surface développable,
et, en effet, dans ce cas la courbe (A) est une hélice,

L'axe de Fhéliee osculatriee ne décrit pas, en général, une surface
développable; en effet, 3i la distance / de cet axe au point m satisfai-
sait à (16), il faudrait que Ifàt côostan^ le rayoû de Fbélice oscula-
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trice serait constant, et l'on aurait entre /, la courbure et la torsion les
relations

l l . T^ ̂  „—; T = —• -—;——.9 tangi = = = — - „ isin2^ sim cosz H

d'où
R = ^ ( P + R 2 ) ,

ou enfin
RT2

( 1 7 ) ^-^==const.

Cette équation définit évidemment une infinité de courbes; toute
surface contiendra évidemment trois systèmes de lignes principales
jouissant de la propriété dont nous venons de parler, car l'équation (17)
est évidemment du troisième ordre.

L'arête de rebroussernent de la surface développable, lieu des géné-
ratrices des cylindres osculateurs, est facile à trouver; il suffit, en
effet, de chercher le lieu des intersections des droites (6) et (7 ) en yre^
mni^=^, •/?==y, Ç = = = ^ ; (6) et (7 ) deviennent alors

(6 b i s ) X==:*r-+-pA..^

( ^ bis ) o == ci ds 4- p d\ "+- ^ d p . . . ;

on élimine facilement dp en multipliant la première équation (7 bu)
par d\ la seconde par rf)i', la troisième 'par rfX^, et, en ajoutant, on
trouve

— ^^^^^t^^p__^^.,^^^^^^^ cfs;

en remplaçant X, 5/, ̂  par leurs valeurs ( l a ) , on obtient p en fonction
de R et T, ' ! ___

_ IVl^-t-R"2 /p_^^^^.

La surface déçeloppable que nous venons de trouver n'est autre chose
que l'enveloppe des plans normaux auoc plans osculateurs de la courbe (A)
menés par la tangente à cette courbe, ou, si Von veuf y V enveloppe des
plans qui passent par la tangente et la hinormale.



La courbe (A) est une ligne géodésique de cette surface, car son plan
oscillateur est normal au plan tangent de la surface en question.

Lorsqu'on a un système clé droites formant une surface réglée, le
premier membre de (8) n'est plus nul, mais il est proportionnel à la
plus courte distance h des deux droites infiniment voisines; la distance
exacte h est alors donnée par la formule suivante :

/ — d^d^_~-^c^^^^^i^-—^^^^^^^

quant à l 'équation même de la droite sur laquelle se mesure la plus
courte distance, on l'obtient par les considérations suivantes :

A(X — ^) -+• A^Y - TÎ ) + A^(Z - Ç) == o

est l'équation d'un plan passant par le point Ç, y/, Ç; exprimons qu'il
est parallèle : 1° à.la direction^, >/, ̂  de la droite (6) ; ^° à la direction

•\ff ,71 / __ •\f /7}//

:= :̂==.==r== ? • • • de la droite sur laquelle se mesure la plus courte/ "v/n^v-î i i/^yd^—l'âVY i i

distance de deux droites (6) infiniment voisines, nous aurons
AÂ-l-A^+A^^o,

A^cD^— ̂ JV) + ̂ {ydl - ̂ dV) ̂  A^ArfÀ7— À^À) == o,

et nous aurons, en observant que 5vcA -4- ̂  dV + VdV est nul,

(19) (X - QJÀ -+- (Y - ^)rf?/ + (Z - 'QdV = o.

Voilà l 'équation d'un premier plan contenant la plus courte distance
de deux génératrices infiniment voisines; on aura l'équation d'un
second plan en posant

B( X - '^— d'^} + B^Y --yî — d-n) -+• B^Z - Ç - d'Q== o,

et l'on aura comme tout à l'heure
B(^ ̂  d^) 4" BW 4- ̂ /) + B^À" -4- d r ) === o,
^(^rfÀ'7— À^y)^" B'CÀ^TI— wr) + B'^^^y ~ ̂ '^r) = o,

(X—Ç-^)(<n—ÀA^2 )
4. (Y—73 ~ dri }{d^ — À'A^3) + (Z — Ç - d^)(dr— rAd^) = û/^
Annales de F École Normale, 3e Série. Tome î. 29
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où nous posons pour abréger

Ads^d^-^-d^'^+dy2.

On peut remplacer cette dernière équation par celle que l'on obt ient
en soustrayant (19) et l'on a

/ Q \ /Y ^U L- /V \V i (7 v^" . ^À^ •4" rfy^ 4" J}/'^(20) (X—Ç)À-4- (Y~-7 } )À - î - (Z -Ç)À 4- —^^d^-^dr2 ^:::=:oé

Appliquons les formules (18), (19), (20) à la normale principale de
la courbe (A) , nous aurons

• ^==&, i^b^ r^b^,

quant à d\, dV, dV, ils seront donnés par les formules (^2 ) . Les for-
mules ( i8) , (19), (îo) deviendront alors, en observant que S==^,. . ,
d'£, === a<^,...,

, ds ^ i . ï{ dsA==7^X—=====: ou A = = '
•1 / r iVP+ÏT'

On peut, si l'on veut, introduire l'angle i dans cette formule, et l'on
voit que Fon a

( ^ i ) A==d5cos/ .

Ainsi la plus courte distance de deux normales principales est égale à la
projection de F arc décrit parle point m sur l'axe de l'hélice osculatrice^
ou, si fon veut, sur la génératrice du cylindre oscillateur.

La formule (19) devient

,„, (x-,,(^^(ï-,-)(^)^-.)(^Ç)..,

la formule (20),

(23) b^-^+b'^-r^b^Z-z^+^^^o.

BT2

On peut observer que le terme ^'111: ,p est le rayon k du cylindre
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oscillateur ( 1 ) . Les formules (22) , (a3) reçoivent alors une interpré-
tation géométrique remarquable : supposons que X, Y, Z soient les
coordonnées du point où se compte la plus courte distance, en appe-
lant u la distance de ce point au point m de la courbe ( A ) , les for-
mules (22) et (a3) donneront

(24 ) ^ j i ? cos{l€f ds) •+- -^ cos[Uy N) ==o, u cos(u, P) ==— K,

N désignant la binormale, P la normale principale. Or cos(^, P) ====— r ,
donc u == /, donc

L'axe de l'hélice osculatrice passe par le point où se compte la plus
courte distance des deux normales principales infiniment voisines.

L'équation (24) est une identité, si l'on place le point X, Y, Z à
l'endroit où se mesure la plus courte distance en question; mais, si on
te place en un point quelconque de la plus courte distance, on voit
que : si sur la tangente et la binormale on porte des longueurs^ respec-
tivement proportionnelles à la courbure et à la torsion, les projections de
ces longueurs sur le rayon vecteur de la plus courte distance de deux
normales principales infiniment voisines, issues du point m, seront égales.

Enfin il est bon d'observer que les coefficients directeurs, de la plus
courte distance de deux normales principales infiniment voisines sont :

a, c ^ . _ _ ^ ^-^.^
T""!5 Ï K 5 ~T iF

En appelant s l 'angle que fait la droite en question avec la tangente
.en m à la courbe (A) , on a

T R
COS£ :

i j^ v^-î-Ï2

V/R2 ̂  Ï2

( ' ) On a en effet
tang/=--^ ^SiîT? ^iinTœs?

d'où l'on tire
T2 Î^T2

sin^'=^^? Ksin^'^/'^^r^^-
29.
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on trouverait de même pour le cosinus de l'angle £' que fait la même
m

direction avec la binormale — : donc l'angle s n'est autre
v^-i-P &

chose que celui que nous avons désigné par i, et l'on en conclut ce
théorème :

L'axe de F hélice osculatrice est la droite suivant laquelle se mesure la
plus courte distance de deux normales principales voisines.

Cherchons maintenant par quels points des binormales il faudrait
mener des parallèles aux normales principales, pour que leur lieu fût
une surface développable.

En appelant £, ^, Ç les coordonnées de l'un de ces points p. situé sur
la binormale du point m, on a

(a5 ) Ç == x 4- le, 75 = y -+- le'\ Ç = z •+• l^',

/ désignant la distance des points m et p.. La condition pour que le
lieu des parallèles aux normales principales passant en ^ soit une sur-
face développable s'obtiendra en faisant dans (8)

À ==6, )/==y, r^r^;

on trouve alors

/ r\ rr a c \ . a ' c'\ ^ l a " c>\W ^(^-^+^^^^^^^~^)=o.

Or de (aS) on tire

dî, == a ds + Idc + c dl == a ds -l- t •^' ds -+- c dl,

(27) . d'n == a' ds 4- Idc' •+• c' dl == a' ds + l y ds + c\ dl,

dC, = a^ds + Idc"^- c" dl == a'ds + l ̂  ds -+- ̂ rf/;

[26) devient alors
d^ rî
"T ~ B"

ou bien

(28) /=.f|^==-FTtt /il

/===: | ̂ ^===— j co t i ds .
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Les points p. forment donc une infinité de courbes toutes tracées sur
le lieu des binormales; si nous considérons Fune de ces courbes en;T>

particulier, celle qui coupe la courbe ( A ) en m, Fintégrale ^ds est
nulle.

Des équations (27) on tire successivement

( 29 ) aci^ 4- a! d'n 4- af'ci'Q = ds,

(30) /,^+^^4. y d ^ ^ - d s ,

( 3 1 ) c^4-61/^-+-c / /JÇ=:rfZ==K ds,

Si l'on désigne par do' l'élément de la courbe, lieu des points ^, on
aura

l2 B2

( 32 ) d<72 == ds2 4- ̂  ds2 +• ^ Js2,

Pour abréger le langage, rappellerai courbes (B) les lieux des points p-.
Si l'on considère la courbe (B) qui passe en my on aura /==o en ce
point et Féquation (3o) montre que :

La courbe (B) a pour normale au point m la normale principale de
la courbe A, et la formule (3a) donne

^^ s/R2"?"?
ds ^ ?

c^est-à-dire ds=dacosi en valeur absolue. Du reste la formule (3^)
permet de calculer o- au moyen des quadratures; la formule (^9) pour
/=== o donne

/ , y , ds . .cos(a«y, ao") === "T-=== sin^.' 1 ûo' '

On voit donc que la courbe (B) au point m est coupée orthogonalemeni
par la génératrice du cylindre osculateur ( ' ).

Cberchons maintenant les arêtes de rebroussement des surfaces déve-

( l ) II ne faut pas oublier le sens que j'attache au mot oscillateur, uniquement en vue de
simplifier le langage.
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loppables que nous venons de trouver. Les équations d'une génératrice
sont

X=^--h^^-p^ Y=7"+-/c'-{-p^ Z=s -hZ^-hp^;

les équations de la génératrice infiniment voisine peuvent être rem-
placées par

, B. , , b , , y / a c* \ .o==ads -4- c _ ̂  -+- Z ,p 05 4- b dç> — p ^ , -h _ t ̂ ,

o == â'rf^ 4- 6 * - ds -i- / Tp- ̂  •4- &' r/p — p ( -«y + — ) ds,

Jî yr / ^' /.^V
o=^ /^+c / /-^+/^^+^ /^p-p^^+^K^^^

Pour déduire p de là, il suffit de multiplier par a la première équation,,
par a! la seconde, par ci" la troisième et d'ajouter : on a alors

o == ds — .L J ,̂

ou bien p ==R. Les arêtes de rebroussement cherchées ont donc pour
équation

FRX==^"4-6R +6' 1 ^ <Zy,

(33) . Y==,r+^R-i-c' r^ ̂

-•/?z^^//^-^ rîL/^,
et l'on voit que le lieu des arêtes de rebroussement des développables
en question est une surface réglée obtenue en menant par les centres
de courbure des droites parallèles aux binormales. En d'autres termes ;

Le lieu des arêtes de rebroussement des surfaces développables, lieux des
parallèles aux normales principales menées par les binormales, est la sur-
face polaire de la courbe (A).

On peut eocore énoncer ce fait de la manière suivante ;
Si par deux points pris respectivement sur deuoD binormales infiniment

voisines on mène des parallèles aux normales principales correspondantes ^
la rencontre de ces deux droites, si elle a lieu, ne peut avoir lieu que sur
la surface polaire.


