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LES

PAH M. PAUL MONTEL

!.. Rappelons la d é f i n i t i o n des fractions rat ionnelles à termes entre-
lacés sur u n e courbe et ( jnelques-unes de leurs propriétés (r).

On dit q u ' u n e fraction ra t ionne l l e a ses termes entrelacés sur une
courbe fermée lorsque ses zéros et ses pôles sont s imples , situés sur
cette courbe et placés de manière que l'on rencontre alternativement
un. zéro et un pôle lorsqu'on parcourt la courbe dans un sens déter-
miné. Nous nous bornerons dans ce travail au cas où la courbe est une
droite que l'on peut toujours supposer être l'axe des quantités réelles,
ou le demi-axe des quant i tés réelles et positives dans le plan de la
variable complexe z =- x -+- iy.

Soit donc
R( _ b^^^r- /^^-' -4-. . .4- h,^z -+- bn

~ a^" 4- a.^^ +... + an-i^ 4- a,,

une fraction rationnelle à termes entrelacés sur l'axe réel. Nous dési-
gnerons par a , , a.j, . . . , a/,; ?,, [3^ .. * , p/, ses pôles et ses zéros qui
sont distincts, réels et a l ternent sur l'axe des .r; on peut supposer que
les coefficients ^/.. et è/.. sont réels et l'on peut écrire, si ûo -=f=. o,

R(^=A- .———+ A-2 1 [ A" •
• a., .5 — a^ z — a n '

( i ) Cf. Paul MONTEL, Sur les fractions rationnelles à termes entrelacés ^Mathematica,
vol. V, igSi, p. 1 1 0 - 1 2 9 ) .
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les nombres A/ sont tous de même s igne; réciproquement, toute frac-
tion de cette forme a ses termes entrelacés.

Cette fraction constitue une extension de la fonction homogra"
phique; elle est toujours croissante ou toujours décroissante, suivant
que les A,- sont négatifs ou positifs; elle transforme en eux-mêmes ou
permute entre eux les demi-plans y^>o e t j '<^o; sa dérivée ne
s'annule pour aucune valeur réelle de la variable. Pour qu 'une fraction
rat ionnelle ait ses termes entrelacés, il faut et il suffit que la frac-
tion R(^") — h ail ses zéros réels quel que soit le nombre réel h,

Lorsque a^ est nu l , la fraction se met sous la forme
A, A...

R ( z ) :

les nombres A/ et B étant de même signe.
Les substitutions

.,:=H(,s)

forment un groupe; en d'autres termes, si K ( ^ ) el S(.s) sont des frac-
tions rationnelles à termes entrelacés, la fraction R I ' S C ^ ' ) ] est à termes
entrelacés.

On peut exprimer que la fraction rat ionnelle a ses termes entrelacés
au moyen de n inégalités relat ives aux coefficients a,, et h / , . Ecrivons le
déterminant de Syîvester relat i f aux polynômes placés au numérateur
et au dénomina teur de R ( ' s " ) :

h,

a,,
0

0

0

0

0

0

^,
a,

^
a^
0

0

0

0

0., ...

a^ ...

/., ...

a, . ..
/., ...

a, . ..

o . . .

o . . .

^-,
a/,,.,
b,^

a,^

f>,

a^

^n

^n.

,̂-,

,̂.-.,.1

h,

a^

0

0

!'„
a,,

h,

a,,

0 . . .

() . . .

0 . . .

0 . . .

^, ...
a^

et désignons par A/, le déterminant formé par les termes placés dans
les sA premières lignes et les ik premières colonnes. Les condit ions
nécessaires et suffisantes pour que R ( ^ ) ait ses termes entrelacés
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sont
A,> A2>o, ..., A,,>o

en supposant A i positif, ce que l'on peut toujours obtenir en rempla-
çant au besoin RÇz) par — R(5").

Ces condi t ions se déduisent aisément de celles que j'ai données
précédemment ( ').

Voici u n e autre propriété relative à la transformation ^ ===R(^) .
Désignons par

L: -r ds

la distance non euc l id ienne de deux po in t s A et B si tués dans le même
demi-plan, par

L, -.f. f/S,

la distance non e u c l i d i e n n e de leurs po in t s homologues A, e tB. i , les
intégrales é tant calculées sur 'des arcs de cercles orthogonaux à l'axe
réel. Si ^ se déplace sur cet arc, z ^ se déplace sur une courbe dont on
désignera l 'arc par o\ Or, on a

(h^ A,y —^L- <y
^f^-a,)2 =^^r

donc -/-0-^ -^ l 'égal i té ne pouvant avoir l ieu que si H(^) est homo-
^raphique. Donc -/ do-

2. Soit /(^) une fonction définie dans tout le p lan; supposons
qu'elle soit l i m i t e de fractions rationnelles B , / (^ )à termes entrelacés :
cela signifie que, dans tou t domaine borné, la suite R«(^) converge
uniformément vers /'(^), la convergence uniforme autour d'un pôle
étant définie comme d'habitude par la convergence uniforme vers jr—

de la suite —7— : f{z) est méromorphe dans tout le plan ouvert. Les
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pôles a,-de/(^) sont alors tous réels puisque chacun d'eux est la limite
d'une suite de pôles a^ de K,,(-s); ces pôles sont simples, car, si a/-était
un pôle multiple de/1^), il y aurait dans le voisinage de ce point deux
pôles au moins de i^(^) pour n assez grand; soient a^ et a^5, ces
deux pôles; entre ces deux points, il y a un zéro B.^' deti/,(5) : a/serait

.donc aussi un point d'accumulation des zéros de R.//^), ce qui est
impossible puisque la convergence est uniforme en a/. De même, les
zéros (3/de/(^) sont simples et réels; et il en est de même des zéros
de/(-s) — /?, quel que soit le nombre réel h. Les zéros [̂  séparent les
pôles a/-et, plus généralement, les zéros de f(z)—h séparent les zéros
de/(^)—// si h et h' sont deux nombres réels différents.

Ainsi, la fonction méromorphe /(^) a des pôles et des zéros
simples et réels que l'on rencontre alternativement en parcourant
l'axe réel. Nous dirons que c'est une fonction méromorphe à termes
entrelacés. Mais toute fonction méromorphe à termes entrelacés n^est
pas nécessairement limite de fractions à termes entrelacés; par
exemple, la fonction 5tang^ est à termes entrelacés, mais, elle n'est
pas limite de fractions à termes entrelacés, car elle prend une valeur
réelle pour z •=. iy.

Toute fonction f{z) l imi te de fractions à termes entrelacés trans-
forme en lui-même l'axe réel et ne prend de valeur réelle que sur cet
axe. Cette propriété caractérise-fc-elle les fonctions méromorphes/(,:;)
de l'espèce considérée? J'avais cru pouvoir affirmer que cette condi t ion
n'est pas suffisante, mais ce point appelle de nouvelles recherches.

3. Déterminons la forme des fonctions /(^). Soit A/ le résidu
relatif à a,, ces résidus étant rangés par ordre de modules non décrois-
sants; ce nombre est la limite du résidu j^f relatif au pôle ^f1 de Vin(s)
qui tend vers a,, comme on le voit aussitôt en calculant l 'intégrale de
Cauchy de R^) et celle de f{z} étendues à une petite circonférence
de centre a/:. Gomme f{z) a tous ses résidus de même signe, il en sera
de même pour \\nÇz} lorsque n est assez grand; nous les supposerons,
par exemple, tous positifs. Enfin, pour nous placer dans le cas le plus

'général, nous écrirons
//.

R,, ( z ) == A,, - B,, s + Y Ari, ,
Arifl — y <••
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, les nombres A.f etB,, étant positifs ou nuls, et les nombres A/, et a^
réels. Le nombre

A^
R,(o)=:-B,/-V^[a^p

a pour limite/'(o) si, ce qu'on peut toujours supposer,/^) est régu-
lière à l'origine; le second membre est donc borné et l'on peut
écrire

A-7 '"Tl A/ 1

^r^7TT2 ̂ ^
[^'Ï

M désignant un nombre fixe. Écrivons alors

l••.^4v--i^1-4B--i^^
L /•=•=.-1

^-SM- ^-^t; ^ \^r
Les deux premiers tennes forment

R/ , (o ) + ,5R^(o}
et ont pour limite

/(o)-t-./(o^

le dernier peut s'écrire

^L i -^ B^
![a^]^ z-^ ^ ^z-^

,^V^__^^^y^_^ avec yar<M.
Â»à [ G C ' / ' 1 p Z — ̂ ! ^ Z — O'^ ^ i

Je dis que la série
Y A!
Zàaj

est convergente. On a, en effet, sip est un entier fixe^

2
1' A/ ,. ^ A^-1 ,-.
^= ^T^^^^^^

^i
g- *m^ /^ r/.,<:/;,! "l2 = '

&' / // == oo <«*» 1 OC j j

Posons
0 •n'?' .
Di= ^^
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la fonction
n

. , -<n B.'"/•"(^S-
J——B ,„. •

converge uni formément vers la fonction méromorphe

. ( ^ V B/
^ { z ) = Z,^——;7"

Soit, en effet, s, un point du plan distinct des points a, et traçons un
petit cercle (y) de centrer et de rayon r. Prenons n assez grand pour
qu'aucun des ^f ne soit in té r ieur à (y). Considérons un cercle con-
centrique (F), de rayon R, tel que R —r= ^-, c é tant un nombre arbi-
trairement petit. Soient ai , o^, . . ., a/, tous les pôles de/(,^) intérieurs
à (F), en changeant au besoin leurs indices; on a, si ^ est in té r ieur
à (T)9

. ^ B, ^ B_^^^rr-^- 2^ .-=wa/ A«J .s — a/

avec

iB/
v B— ,- i^ l i - v 1 1 ^gZi T^~a, "-^j^-rT"' ^ c -
=^+i

Prenons n assez grand pour que B,,,(^) n'ait dans (F) que les pôles
(y.f•'i\ (^n], . . ., a.;0 voisins de a ^ , a^ . . ., a/,. On aura de même^ ^ . . . , iv. vu 1 0 1 1 1 0 u.o iy.i , 1^.2, . . . , ^*

/?

,. f^-V-li—. ^ -ÊÏ—
'"^-'—Zja-a1.'" ' 2j 3 -%•"•

/• ----: 1 i.—.fl+ 1

le second terme ayant aussi un module inférieur à £, D'autre part, la
différence

v r—^^-Jï'—i
^\z-^ z-^i
/'=: 1

a pour limite zéro lorsque, z restant dans (y), le nombre n croît indé-
finiment; on peut donc choisir un entier N tel que l'inégalité n ̂ > N
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ait pour conséquence que le module de cette différence soit inférieur
à s. On aura alors, pour n > N,

l ° (^)--^^(.^ j<3c.

La convergence est uniforme dans (7). Si ^o coïncide avec un
pôle a,, il suffît de supprimer dans les calculs précédents le terme
relatif à a, et celui relatif à a^ pour obtenir le même résultat, car

B^
.. ~ a^

converge uniformément dans (y) vers

—EL,.
z -- oc;

On peut donc écrire

/(^=/(0)-4-.3/(0)+^V~B——,
;3 — (% -̂

et, comme

S Ĵ irI —V A r—— -4 l i ^ 1 ^ A F I . 1 1 v^i
_ z ~ a, -Z Ai [r=^ + „; + ̂ J ̂ ^[j^-^ + ̂ J + ̂ af5

;_i ;==j , ;^i ^.^^

/^^/(o+I/to^ÊtJ^I^E.—^^^-
D'ailleurs, l'inégalité

B-+2[^ji<~^(o)-4-£

ent ra îne /''"'^(ITS- ,
Ainsi,/(.j) est de la forme

/(.)=A-B.+2A{^^}
, - ' Z'==1 - - , '

1 ! 00 1 ' ,1

les nombres A, et B ayant le même signe et la série V A^ étant conver-
f='i, /1 . , 1 1 1 ! ^

gente. Réciproquement, toute fonction de cette forme est limite des
Ann. Éc. Norm., (3), L. —JUIN i9$3* 23
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fractions à termes entrelacés

ou

avec

A,,=,V-2;
^ A/

a/:

On peut donc énoncer le théorème suivant :
La condition nécessaire et suffisante pour qu'une Jonction méro"

morphe soit limite de fractions rationnelles à termes entrelacés est quelle
soit de la forme

A-B.=^A..[——^+^1,
^usà ^ — (Xi a/:j

les nombres A, A/, B, a/- étant réels, les nombres B et A/ de môme signe, et
00

la série V "4- Ô^TZÎ convergente.

On peut remarquer que la convergence uniforme dans un petit cercle
de centre z = o entraîne la convergence uniforme autour de tout point
complexe et même autour de tout point réel qui n'est pas l imi te des
points a^ , car les fonctions V ——^ sont bornées autour de ce point.

-—— .Z — Gt'f

Montrons que le rapportj-^ a pour limite — B lorsque s s'éloigne
indéfiniment en restant dans l'angle de sommet origine dont les côtés
ont pour arguments 6 et r.—0 ou dans son opposé, Û désignant un
nombre posi t i f arbitrairement petit. Il suffit de montrer que le quotient
du dernier terme par s a pour limile zéro ; or

1 y AT I i ^l^y^ ai =:v Blal.
JS ^aai \^Z — W.i . a/ J MI^ CX.J Z — (Xi Ad Z — Oi

i='l , z'==l - i=:l.

Prenons p assez grand pourque

iâ<-.
î.^:p-^i
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et écrivons
B/a,V ^L —V •b '̂ _ ^ Jp^

-Z^ 5 — a, ~-2j s — a, "r" 2L ,s — a; '
B,a,

; — ai
^ÎL

• a,
,=/,-M

Comme
a;

——— „: -;—û ?,G — a; " sm 7

le module du second terme est inférieur à—-^Le premier a pour

limite zéro avec ^5 il est donc en module inférieur à s pour \z > R.
Par conséquent, pour s \ > R,

2 B,GC,
< £ ( ï -t- ——— ) "\ siny/- ^i

— B est la dérivée angulaire de/(^); c'est aussi la limite de/^-s).
Par exemple, la fonction tang^ est du type considéré; au contraire

la fonction ^tang-s n'appartient pas à ce type puisque le rapport j—
ne tend pas vers une l imite unique lorsque z s'éloigne indéfiniment
dans les angles indiqués.

4. Plaçons-nous dans le cas où les fractions rationnelles sont à
termes entrelacés avec des pôles tous positifs. On voit aisément qu 'une
telle fraction est nécessairement de la forme

^2 •ÛQ

les nombres a, étant positifs et les nombres A et A, de même signe, ou
de la forme

A-B.+V-^-.Âsà s — y,i,
Ï==l • ' 1 1 ,

en supposant A/posi t i f , et B positif ou nul .
Soit /(^) une fonction méromorphe limite de fractions à termes
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entrelacés et à pôles positifs; admettons qu'elle soit régulière à l'ori-
gine, ce qu'on peut toujours obtenir par une translation des axes.
Supposons d'abord que /(-^V soit l imi te des fractions du premier
type :

//
R,, (.=)=-A,,.+V-^ •

^•--ot/

Nous pouvons admettre que tous les A;'" et les A,, soient, positifs.
" .r,,.

R,.(oj=-A,-V-^-,
^,.at

a pour linute/(o). Donc

î <".
/'.-= !

On en déduit comme précédemment que la série

'V ̂
Àà'Œi
?:=:•!

est convergente et que/(^) est de la forme

f^=-^i^,-
•i-=:\

Réciproquement, toute fonction de cette forme est l imite des fractions
n,

- ]K,(^)==-A.4-V-A—.
^aaà 2 — — ( X i

• 1 1 1 1 1 1 ! ?=l , !

Donc :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction méro-
morphe soit limite de fractions rationnelles du premier type à termes
entrelacés et à pôles positif s est quelle soit de la forme

' ' !. ! 1 ^ . 1 1 1 • . ! 1 1 1 4 1 1 1 1 . 1 ̂  A; 1 1 ! ! /
'~ ^"^Z.t ———>, , . , / , , , - . Âsd 3 — ff., 1 • , . . , ! •



SUE LES PONCTIONS MBROMOBPHES LIMITES DE FRACTIONS RATIONNELLES... ï8l

les nombres o^ étant positifs^ les nombres A/ et A réels et de même signe^

et la série ̂  —/' étant convergente.a/-
z'==l

On verrait de même que les fractions du second type conduisent à
•des fonctions de la forme

A — B ^ + V A ,^B.+VAJ^———^-AAd 1 1 ,3 — a/- a/ J

a/- étant positif, A, B, A, de même signe et la série V ~ conver-
gente.

Une fonction est du premier type ou du second suivant que les
zéros suivent les pôles ou inversement.

5. Donnons quelques applications des résultats précédents. Si
nous supposons A/=== i, la fonction méromorphe f{z) est la dérivée
logarithmique d'une fonction entière g { z ) . "

Si gÇz} est limite de polynômes à zéros réels, /(5)=s—^ est
limite de fractions à termes entrelacés à résidus entiers pour les-
quelles le coefficient — B^ du terme en z est nul. Réciproquement,
si f{z) est limite de telles fractions, g-Çs} est limite de polynômes
à zéros réels. Donc, f(s} est de la forme

^)-A 13, , VF ï , :i'
^^^["——"""l (IB^Âsà \ z — (y.f y.tj^)

là série ̂  -^ étant convergente, les a/ n'étant phis nécessairementi
' aï?:.—. i

tous différents.
Réciproquement, une fonction méromorphe de la forme précédente

est limite des fractions rationnelles

T ^ n ^ T ^ n r^L^-^^^.l1b-^y-B- ^V-B-J <=1r y B
du type considéré. On peut donc écrire

^.^e '̂G^),
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G ^ ( ^ ) désignant une fonction entière de genre un à zéros et à coeffi-
cients réels. C'est un résultat connu ( 1 ).

De même, pour qu'une fonction entière yÇs) soit l imi te de polynômes
o'1 ( " \

à zéros positifs, il faut et il suffit que <—— soit l imite de fractions à
À V 3 /

termes entrelacés à pôles positifs, à résidus entiers et du premier
type. Cette fonction méromorphe est alors de la forme

-^Si— (À^
la série V-1-étant convergente. Réciproquement;, une fonction méro-

?'=i
morphe de cette forme est limite des fractions du premier type

ri.
h / , ( ^ ) = : — A . + . T - — — — ~ '

rf—fî -.» '"-"• yc/"

Par conséquent g ( z ) est de la forme

g^^e^G,^) (A^o).

Go(^) désignant une fonction entière de genre zéro dont tous les
zéros sont positifs.

On peut remarquer que la convergence uniforme autour du
point s == o entraîne la convergence uniforme dans tout le plan.

6. Considérons une expression de la forme

b^ -+• biZ -+- .«. -^ bn.^-^.. .
a^ + a.^ +..,•+• an^^r-.. . ?

nous dirons qu'elle est convergente dans un cercle de centre origine

(r) Œuvrea de Laguen'e, fc. [, p. 174^— G. POLYA, Ueber Ânnâhemn^ durch Polynôme
mit îauter reellen Wurzein {Rendiconti del. Cire. Mat. di Palermo, t. XXX.V1,-iqiB,
p. 279). -— P. MONTEL, Sur les familles normalea de fonctions analytiques (Annales sa.
de l'] Ecole Normale supérieure, t. 33, 1916, p. 279).
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si la suite des fractions rationnelles
^+^+...-.^
a,, -4- ai ,3 -i- . . . -i- an 3" •

converge uniformément dans ce cercle.
Supposons que les fractions R/,(^) soient à termes entrelacés. Alors,

les polynômes
P// ( ^ ) == a^ -r- a, z -{- . . . — ci,, s",
Q/,(,3) == //„ — ^S 4- . . . 4- bn ̂

ont leurs zéros réels; on en déduit que les séries
<7,, -i- a i r, -4-. . .-+- a^. ̂  -h . . . .
^o 4-^1,^ +. . . "r- ^/, ^^ -i- . . . ,

représentent des fonctions entières de genre au plus égal à un ( ' ). Par
conséquent, la fraction R,,(^) converge uniformément dans tout le
plan vers une fonction méromorphe nécessairement de la forme

A.,^:B.+VA/-——+-1.--1A-i ^ -—a/ - aj

A. ,la série ̂  —7 étant convergente.

Il n'y a pas de difficultés pour les points 2 où les polynômes P,/(^)
et Q/t(-s) convergeraient l 'un et l'autre vers zéro à condit ion de prendre
comme limite du quotient R/,(^) le quot ient simplifié des l imites
deP,,(^) et de Q/,(^); mais la convergence n'est pas uniforme en ces
points.

Le résultat demeure le même si une suite infinie de fonctions B/,(^),
correspondant aux valeurs n^ ^2, . . ., n/,y . . . de l 'indice, est formée
de fractions à termes entrelacés, mais le genre de la fonction pourra
être égal à deux (2). Ainsi :

S''il existe une infinité de fractions à termes entrelacés parmi les frac-
tions de la suite

a^ 4- a^ s -+-... -t- < ,̂.̂
h.n(.)=^^^^^^^-

( ï ) Cf. G. PÔLYA, ho. cit., p. 182.
( 3 ) Cf. I*. MONTEL, lûC. cit., p. l82.
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cette suite converge uniformément^ sauf en certains points ' en nombre
fini ou en infinité dénombrable^ vers une fonction méromorphe de genre
deux au plus et de la forme

A-B,.+YAJ———+^"|.
—— i^—y'i CCi]

Si l'on suppose que les fractions R/i(^) sont à termes entrelacés
avec des pôles positifs, on -en déduit de même que cette suite converge
uniformément, sauf en certains points en nombre fini ou en infinité
dénombrable, vers une fonction méromorphe de genre zéro et de la
forme

A , V A^ .1 A ~1 2^ - ̂
S'il n'y a qu'une suite partielle infinie extraite de la suite R//,(^) qui

soit formée de fractions à termes entrelacés sur Oa-, le résultat
demeure le même, mais la fonction limite pourra être du premier type
ou du second type et degenre zéro ou un.

7. Désignons par (E) l'ensemble des fonctions méromorphes y(^)
limites de fractions rationnelles à termes entrelacés sur l'axe réel.
Si/(^) appartient à cet ensemble, toute transformée homographique
de /(^) à coefficients constants appart ient à (E). Si fiÇs) et/a(^)
appartiennent à (E), la fonction/, [f^^)] appartient aussi à (E).

En particulier, les itérées

/^)==/(^ M^=AW^ ..., f^)=f[f,-,(z^

d'une fonction/^) de l'ensemble (E) appartiennent à cet ensemble.
Rappelons les propriétés de la suite des itérées Bp(^) d'une fraction

rationnelle R(s) à termes entrelacés relativement à la distribution de
ses cycles fixes attractifs et de l'ensemble (<ê) formé par les points
fixes répulsifs et leurs points limites (4) . On sait que l'ensemble (6)

(r) Cf. P. MONTEL, Leçons {sur les familles normales, etc. Paris, Gauthier-Villars ei C10,
1927, p. •2 i3 .— P. FA.TOU, Sur les mIsUlutions rationnelles (.Comptes rendus de 1'Âcad.
des Se., t. 105, 1917, p. 992) a introduit les fractions à cercle fondamenta], identiques
aux fractions à termes entrelacés, et étudié leurs itérées.
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est formé par les points autour desquels la famille des fondions K^(^)
n'est pas normale. Les fonctions /(^) forment une famille normale
dans chacun des demi-plans y^>o et y<^o, puisqu'elles admettent
comme valeurs exceptionnelles toutes celles du demi-plan ou de son
symétrique. Il ne peut donc y avoir qu'un seul point 'fixe de cycle
attractif dans chaque demi-plan et l'ensemble (<ê)est sur Faxe réel.

S'il existe un point fixe complexe ^o d'un cycle attractif, le
point R(^o) est aussi complexe; alors, ou bien, il est situé dans le
même demi-plan que ;?o et

«H ̂ o) :::::::: ^o?

^ est un point double attractif; ou bien, il est dans l 'autre demi-plan
où se trouve déjà le poin t fixe ^o conjugué de ^o 6t

alors
R,(^)=,^

î\^)=z,

et z^ est un point fixe d'un cycle attractif d'ordre deux. Il ne peut y
avoir aucun autre point fixe attractif ni réel, ni complexe. Dans l'un
des demi-plans, toute suite extraite de la suite R//(-^) converge uni-
formément vers z^ et dans l'autre, vers ZQ. Tous les points de l'axe
réel appartiennent à (ê) et l'ensemble des points répulsifs est partout
dense sur cet axe.

S'il existe un poin t fixe réel x^ d'un cycle attractif, toute suite
extraite de la suite R,/^) converge uniformément vers x^ ou
vers x^ == R(*z?o) dans chacun des demi-plans et autour de x^\ et il ne
peuty avoir de point fixe complexe, ni d'autre point fixe attractif réel;
donc

R(.r,,)=,^.

Dans ce cas, le point x^ appartient à un intervalle contigu a (<ê),
tous les antécédents de cet intervalle sont contigus à (ê) et comme,
autour de chaque point de (<@), il y a des antécédents de tout point du
plan et par conséquent, des intervalles précédents, l'ensemble (<ê) est
un ensemble fermé non dense situé sur l'axe réel.

Enfin, il existe un cas intermédiaire dans lequel il existe un point
fixe x^ réel , indifFérent, pour lequel le multiplicateur est 4- i.

Ann, Éc. Norm., (3), L. ~ JUIN 1933. ^
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Ces résultats sont encore valables pour une fonction :méromorph.e
de l'ensemble (E). Il ne peut y avoir que deux points fixes complexes
conjugués nécessairement attractifs, l/ensemble (ê) est toujours
formé par l'axe réel entier,, ou est un ensemble parfait discontinu
situé sur cet axe. II ne peut y avoir qu'un seul point fixe réel apparte-
nant à un cycle attractif d'ordre un, ou un seul point fixe réel indif-
férent . Ces résultats se déduisent du fait que /(^) est limite de
fractions R(^) et que les zéros de / i ( ^ ) — s ou f\{^)—z situés à
distance f inie sont l imites de zéros de R . i C ^ ) — z ou de R s ( ^ ) — ^ . On
peut aussi arriver aux mêmes conclusions en partant de la propriété
que possède la transformation ^ , = R(^) de d i m i n u e r la distance non
•euclidienne de deux points d'un même demi-plan. Cette propriété est
aussi valable pour la transformation ^, ==y(^) et se démontre de la
même manière.

Donnons un exemple de chacun des différents cas qui peuvent se
présenter.

Soit /^^^tang^î l'équation

lan^ - — ,s ==- o

a toutes ses racines réelles, car t a n g ^ est l imi te de la suite des frac-
tions à termes entrelacés

^^-Ss-^,( 9. H -l- I ) 7T

et l 'équation
T{,\z)-z=o

à toutes ses racines réelles. Le point ^===0 est un point fixe
attractif car

/ ' (o)——;

la suite des itérées de tang r converge vers zéro pour toute valeur
complexe de z et pour toute valeur réelle située dans les intervalles
contigus à (ê).
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Soit encore/(^)= tangâ^; l'équation
•lang2,s==,3

à deux racines imaginaires de la forme ± iy puisqu'elles sont con-
juguées et opposées. Le nombre y est racine de l'équation

tli a y == r

qui a une racine j-u comprise entre -p et i. Les itérées de t an^^^ ont
V 2

pour limite (y<, dans le demi-plan supérieur et —?jo ^ns le demi-
plan inférieur. L'ensemble (<@) comprend l'axe réel tout entier.

Soit enfin/(^) == tang5; l 'équation
'tang-,s=:^

a toutes ses racines réelles; la racine s = o est triple et l'origine est
un point.double indifférent. Il est facile de voir qu'il est attractif pour
les points de ()y et répulsif pour ceux de 0^. Par exemple, soient iy?
et îjVn deux conséquents consécutifs d'un point de Oj, on a

jyn=thj^

et le développement en série dey/, en fonction de y^\ montre que
3,y/'-M < j y?*

^y/^""?* Donc, sur un segment de Oy, voisin de 0, les itérées

de tang^ ont pour l imite zéro; par conséquent, la limite est zéro pour
tous les points complexes* II n'y a aucun point de convergence uni-
forme sur l'axe réel et l'ensemble (ê) comprend cet axe tout entier.

Prenons encore comme exemple la fonction

^-r^
J ( - ' ) - Y ( z ) 3

r(-s) désignant la fonction eulérienne de seconde espèce. On sait
que y(^) est la limite des fractions à termes entrelacés

B,(5)=log/z-~[-1- - 4 - — — — - + . . . 4- —-1-
| AS ,»> ~T~' A A? —t— •" 1
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L'équation
f(^=z

admet deux racines imaginaires conjuguées a ± pi. En effet, l'équa-
tion

RJ^)=^ •

admet 7i—i racines réelles et négatives, et deux racines imaginaires.
On peut le voir s u r u n dessin en remarquant que cette équation
a n+ ï racines et que la droite y-===^x ne peut rencontrer aucune des
branches extrêmes de la courbey===R/,(.z-) correspondant à ;r< — n
ou à o?>o. C'est évident pour la première située, au-dessus de la
droite y==log7i. Pour la seconde, elle admet une tangente parallèle
ày==<z*don t l e point de contact a une abscisse ̂ 09 î^cine de l'équation

^^^^(TTTF^-^r^^

On a, i<<^o<^2, et le nombre x^ croît avec n, car B^( i )> ï
co

et R;,(a) est inférieur à la somme ^ - — ï de la série ̂  ^> donc
- 7^1-"=:k211

R ^ ( 2 ) < ^ ï . La tangente au point ^ rencontre l'axe des x au point
d'abscisse

/( H

t/,(^., ) = ,v, -h V —-— -— îog/z > .z'o — ï -+-V, -. — 5 og n,R,,(^., ) = ,̂  + y ———. -- îog/z > x, ~ ï +V ^ — log
•<•«— .z-o —r- i •""— /•
/::=(•> 7 — 1 '

car ^o<^â et, comme ;ro ^> ? , il v ient

•<•«— .A-'o —r- f ^B— /
/::=(•> 7 — 1 '

,̂ — -R//,(^o) >^ 7 — t0^^ï
ï <'^='i

et le second membre tend en décroissant vers la constante d'Euler G
lorsque n croît indéfiniment. On voit donc que, pour a? positif, la
courbe j=/( x) est au-dessous d'une tangente parallèle à y=x,
dont l'équation est

1 1 1 , - ' ^ ' ! ; 1 . 1 1 ; 1 ! : ! 1 . ' 'y==^-C.' ' 1 1 ! 1 1 1 ! ! 1 1

Comme cet arc de courbe rencontre la droite
, , • 1 1 ! 1 1 - y ==:;.y — s, ,
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par exemple, en deux points réels d'abscisses comprises respective-
ment entre o et î , et entre 2 et 3, on voit par continuité que la
droite y-==x coupe la courbe y ==/(^) en deux points imaginaires.

On en déduit aussitôt que la suite des itérées de f(a-) a pour
limite la constante a -4- [ïi dans l'un des demi-plans séparés par Taxe
réel et a — { 3 î dans l'autre demi-plan. Ces points sont deux points
doubles attractifs. Les points fixes répulsifs forment sur l'axe réel un

• ensemble partout dense.
Au moyen d'une- dilatation de x ou de r on obtiendrait aisément

une fonction pour laquelle la convergence ait lieu dans tout le plan
vers un nombre réel, sauf pour un ensemble de points parfait discon-
t i n u situé sur l'axe réel^ on pourra prendre par exemple

.«̂ 'iw
ou la courbe homothétique

^f(^)
^^-T^'

Dans le premier cas, par exemple, l'équation
f{z)=z

admet une racine réelle supérieure à 5 pour laquelle la dérivée f(s)
est un nombre réel inférieur à un. Cette racine ^ est l'abscisse d'un
point double réel attractif et la suite des itérées de f(x) converge
uniformément vers Ç en tout point du plan non situé sur l'axe réel ou
intérieur à l'un des intervalles contigus à l'ensemble (ê).

7. Considérons maintenant les fonctions de la forme

R^^A-^——1—— +...+ -A^,'s — 'a^ s —a^

les nombres A et A, étant réels, les A," tous de même signe et les a,
situés dans le demi-plan supérieur par exemple. Les zéros de B/,(^) — A,
h désignant un nombre réel, seront aussi dans le plan y^>o, car
l'égalité

' - . R(z)=h ^ 1 1 . : , ! 1 , ! : . ! 1
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2•Mj-^)
(3-a^ ~~

^ désignant la partie imaginaire de a, qui est positive; y est d'ailleurs
compris entre le plus grand et le plus petit des y/? d^ sorte que si les
pôles de R(^) sont situés dans le demi-plan y^â?,>ô, il en est de
même des zéros de R(^) — h quel que soit le nombre réel À.

Cherchons la forme des fonctions méromorphes limites de fractions
de la forme précédente. Soit

a
R,(.s)=A«+V—^—— [dl(al"-)==7;"^rf]

-<«—— ^ —— CX,,

une fraction de la suite qui converge vers la fonction méromorphe/(J)
que nous supposons toujours régulière à l'origine. Le nombre

^(^-^"Z^A^^
"o^

a pour limite/(o); on en déduit que

—— À (./(; ̂ Ui} ^ \{/l.)

W(o)]=;S^^|^
;:= ! /=:l

a pour limite S[f{o)\- Donc
A;.'"2p^<M•

On en conclut, en répétant a peu près le raisonnement du para-
graphe 2, que/(^) est nécessairement de la forme

i» - • 1 !

/(5)==A+B^+VAJ--——- +U^ iz—ai aj
;'==i

les nombres A, étant tous de même signe, les points a, situés dans le

demi-plan y ̂ rf, et la série V — — é t a n t convergente.
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Proposons-nous de déterminer la forme des fonctions entières g{^}
qui sont l imites de polynômes dont tous les zéros sont dans le demi-
plan y ̂ rf. La fonction méromorphe é ^ ' sera de la forme précédente,

H

les nombres A/ étant des entiers positifs, et la série V, [•""TP dans

laquelle chaque zéro a, de g\^) est compté autant de fois qu^il y a
d'unités dans son ordre de mult ipl ic i té , é tant convergente. De Inégali té

^-^[r
t Ï

on déduit que g'Ç^) est une fonction entière de genre deux égale au
IÎ33

produit par e 2 d'une fonction entière de genre un ( ' ).

8. L'itération d'une fonct ion rationnelle ou méroniorphe est liée a
la résolut ion de l'équation de Schrôder

F[R(^]=^F(,^,
F(^) désignant la fonction inconnue et s une constante. Soit ^o un
point fixe attractif de la transformation ^,, ==R(^). Nous supposerons
pour simplifier que ^o est un point double et que son multiplicateur
W ( s o ) a un module compris entre zéro et un. Si F(^) est défini dans
une région du plan, l'équation fonctionnelle montre qu'il est aussi
défini autour de ̂ , car on a

F[R,,(..J:|=^F(^;

et réciproquement, F(^) étant défini dans le voisinage de ^u, est
défini dans tout le plan sauf aux points clé l'ensemble (ê) situé sur
Faxe réel.

En faisant ^==^0 dans l'équation de Schrôder et dans l'équation
obtenue en dérivant membre à membre, on a

F(^)(^-i)==o,
Ff(z,)iRf(z,)-s]=o.

( ) ) Cf. E. LINDWART et G. PoLYA, Ueber emen Zusaminenhang ziwchen der KonvQr-
genz von Poly-non/fol^en und der Fertellung ihrer Wwzein {Rendiconti del Cire. mat.
di Pal., ( . XXXVïï, 19147 P. •W)'
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Donc, F(^o)=o et ^==^(^0), si l'on suppose F'^o) non nul. On
peut prendre F^-s^^i, puisque F(.^) peut toujours être multiplié
par une constante. On- sait que, dans le voisinage de ^o, la solution
est donnée par

^ri^'
/'=: i

Zi désignant le î'101^ itéré de z . Ce produit est convergent dans tout le
demi-plan qui contient ^, si z^ est complexe, dans tout le plan, sauf
sur (ê), si -^o est réel. Il suffi t d'écrire le produit sous la forme

• p . v' .n R(^) — ^, -j-jr R(^j) — :;„
,ç(^-^) il S{Z~^) 7

1 , ^ ! /'=i. ! • /'=/?-n

jy désignant un entier fixe assez grand pour que s,, pour i^>p, soit
dans le voisinage de s^ lorsque s est dans la région considérée.

Les points de (ê) sont des points singuliers pourF(^), cai^ dans
le voisinage d'un tel point, il y a une infinité d'antécédents de z^ pour
lesquels F(^)=== o et une inf in i té d'antécédents s^n de z pour lesquels
F(^) a un module aussi grand qu'on le veut puisque

, F(^)==r^F(^). . ' , 1 , ,

Ces résultats sont valables pour toute fonction méromorphe /(^) de
la famille (E). Donc, la solution de l'équation de Schrôder

. , ^ ! . 1 : ' , ' '. F[/(,.)]==.F^), , :

lorsque/^) est une fraction rationnelle à termes entrelacés ou une
fonction méromorphe limite de telles fractions est formée soit par une
fonction holomorphe dans chaque demi-plan et possédantsur l'axe
réel un ensemble parfait discontinu de points singuliers, soit par
une fonction définie dans l'un des demi-plans et admettant l'axe réel
comme coupure. Par la transformation €== :L:^? on en déduit des

, , ! , . ! . - , , . A» —J—!- t

fonctions G^C) définies dans le cercle unité et vérifiant une équation
de Schrôder relative à une fonction méroïnorphe 11(0 pour laquelle
les zéros de R^Q ±1 sont entrelacés sur la circonférence)^ ==i.
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9. Quelques-uns des résultats obtenus au sujet des fonctions /(-?).
de l 'ensemble (E) appartiennent aussi aux fonct ions f(^) holo-
morphes dans le demi-plan supérieur et dont la partie imaginai re a
un signe constant .

Bornons-nous, par exemple, aux fonct ions y'('^ ) holomorphes pour
J '^>oel telles que J f ( s } soit positif. De ' te l les fonctions ont été
étudiées par M. Wolff et M. Valiron ( ' ) . Elles possèdent une dérivée
angulaire positive ou nulle, c'est-à-dire que '—/ a une limite B^o
lorsque ^ s'éloigne indé f in imen t dans un angle ne con tenan t aucun
point de l'axe réel;/'^) a pour l imite B dans les mêmes condi t ions .

Les itérées /'//(^) possèdent la même propriété que les fonctions
correspondantes de l'ensemble (E). Voici une démonstration très
simple de cette proposition qui repose sur le théorème suivant, déjà
établi, pour Fenseiïîble (E) :

AT /(-s1) n^est peu une fonction ho/no graphique^ la transformation
Z === f ( z ^ ) diminue toujours Ici distance non euclidienne.

Soient en effet ^o un point fixe, z un point arbitraire du demi-plan
supérieur. Posons toujours

ZQ== ̂  4- i}\^ Zo==/(^o) == Xy -+ i"Yo C7o> ̂  ^o > °)-

La substitution ( 2 ) s

'-r-ï, t^-=W,
j(s)-7(^)

définit une fonction g'ÇÇ) dans le cercle [ Ç| <; i, nu l le pour ^==0, et
telle que ^'('0)1 soit infér ieur à un. On a donc

1^ (0 )1^

égalité ne pouvant être atteinte que dans le cas où ^(^^^'C;l'égalité ne pouvant être atteinte que dans le cas où ^(^^^'C;

( 1 ) J. WOLFF, Comptes rendus de ^Académie des Sciences, fc. 182, 1926, p. 42? 200

et, 918. — roir aussi A. DENJOY, Ibid.^ p. -255. — G. VALIRON, Sur ritércidon des fonc-
tions holomorphes dans un demi-plan {Bu IL des Se. rnatJi., t. LV, i93i, p. io5~r28).

(2 ) Cf CARATHÉODOKy, ElemenUirer Beweis fur den Fundamentalsatz der konformen
Àbbildungen (Math. Abhand. H. A. Scliwarz m seinem Doktorjubllaum g-ewicimet, 1914) -

Afin. Éc. Nonn., (3), L. — JUILLET igSS. 2D
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f ( ^ } est alors iine fonct ion homographiqiie. Ainsi, lorsque /(^) n'est
pas iine fonct ion homographiqiie, on a

l ^ f o ) \ < i . ,
or, on obtient aussitôt

y ' ( o ) = f ' ( z , ) ^<i,

donc
1 ̂ , 1 ,̂,

Si le po in t ^o décrit l 'arc (7) de cercle géodésique a l lant du point ^,
au p o i n t a s , le point Zy décr i t un arc ( A ) de longueur non euc l id ienne
plus petite puisque

r \ ./z., | ^ r \ r/z, \
J^'^J,~

Or, la distance non eucl id ienne des points Zi et Zy , extrémités de
l'arc (A) , est infér ieure ou égale à la longueur non eucl idienne de (A) :
elle est donc infér ieure à la distance non euc l id ienne de ^ et z ^ .
Nous désignerons par la notat ion AB la distance non euclidienne des
points A et B.

Il est alors bien aisé d 'établir le théorème de M. Woliî.
Si une suite/^(-?) a une limite fo(^) non constante, considérons

deux points A e tB d'affixes z et.^; désignons par A() eti^ les points
limites /o(-s), /oC^) et par A//, et B//, les conséquents d'ordre n des

deux points A et B : A/^B^ a pour limite AoB^ en décroissant.
La suite f^(^) a pour limite/,[/(^)]===é ro(^)• or

A.^ B/^ > A.///,4-i B^+, ^ Â^^ B^,^;

donc, les positions l imi tes A^, B^, des points A/^, B,,^, vérifient
l 'éffali té

A/o B^) ==: Ac» BC(.

En d'autres termes, on passe de la figure formée par les points /o(^)
à celle formée par les points g ' o ( ^ ) par une transformation homogra-
phique puisque ces figures sont égales au sens non euclidien.
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Donc,

w^^.^^]-
d'ou l'on déduirait que/(;?) est, une fonction homographique^ ce qui
est écarté. Donc/J'j) est une constante : toute fonction l imi t e est
une constante.

Désignons alors par a l'affixe d 'un point l i m i t e d 'une suite ̂  d'itérés
de z. Si J^>o, l ' inégal i té

\f'^)\< ̂

établie p lus haut, donne , pour ^o = Oy
\f/^)\<^

car
f ( a ) =za,

puisque la suite des itérés de/(;) de rang n^ a pour l i m i t e f(a} et a;
on voit que a est un point double a t t ract i f . Comme la famille des
fondions / \ , ( z ) est norrnale dans le demi-plan, on voit que cette su i te
converge 'uni formément dans l ' intérieur du demi-plan yers la cons-
tante a.

L'inégalité
0 ^-'-s /—•.

a.Zn<^^^

montre que les points ̂  sont à l ' in té r ieur du cercle (T) passant par ^
et pour lequel a et a sont images l'un de l'autre.

Supposons maintenant que/(^) - ^ n 'a i t aucun zéro dans le demi-
plan. Toute suite in f in i e d'itérés a pour l i m i t e une constante réelle et

Jl ^n est de même de la suite correspondante ./^(>) que l que soit.?.
On peut le voir ici d i rectement puisque la fami l le étant normale et
aucune fonct ion/ / /^) ne prenant de valeur réelle dans le demi-plan,
la fonction limite./,«) ne peut prendre une valeur réelle que si elle
se réduit à une constante.

Considérons alors ( ) ) la fonc t ion
F^) =/(.=) +^

(i) J. \VôLFî.1, Sur une ^êncrailsaUofi d'mi théorème de Schwarz (Comptes rendus de
l^cadénde des Sciences, fc. 18^ 19^? P- 9i8)-
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l 'équation
?/,(=)=.=

a une racine a,, dans le demi-plan etJa/,>o. On le voit aussitôt en
remarquant que la partie imaginaire de tous les itérés est supérieure
ïi1-- D'ailleurs, lorsque p croît indéf in iment , le nombre a,, a pour

limite un nombre réel a puisque F/--) a pour l imite/(s) et que
f{s')—z n'a aucun zéro complexe. Le cercle (F) relatif à :• et à a,,s.
pour limite le cercle (F,,) passant par ^ et tangent en a à l'axe réel.
Aucun itéré de s n'est extérieur à (To), donc z,, a pour limite a et i l en
est de même pour /„(.;") dans tout- domaine intérieur au demi-plan.


