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SUR LES

INTÉGRALES DÉPENDANT DE PARAMÈTRES ARBITRAIRES

PAR M. EMILE COÏÏON
Professeur à la Faculté des Sciences de Grenoble

Introduction. — On rencontre? dans diverses cpestions de Mécanique
ou de Physique, des intégrales dépendant de paramètres arbitraires
qui figurent dans la fonction sur laquelle porte l 'intégration et qui
in terv iennent aussi pour définir le domaine auquel elle s'étend.

Le présent travail, se rattache au cas le plus simple, celui où la fonc-
tion est analytique; la frontière se compose d'un nombre fini d'élé-
ments, eux aussi analytiques. Tant qu'aucune modification ne survient
dans la disposition de ces éléments frontières, l'intégrale dépend
analytiquement des paramètres (n081 à 4); mais des singularités peu-
vent se présenter lorsque cette disposition change ou quand un point
multiple apparaît dans la frontière»

Ces singularités sont étudiées ici pour les intégrales doubles dépen-
dant d'un paramètre quand, pour une valeur isolée du paramètre,
trois courbes frontières viennent à concourir (n°6) ou que deux de
ces courbes viennent à se toucher (n° 7), ou qu'enfin une telle courbe
acquiert ua ! point double. ^ Les •résultats 'antérieurement énoncés
{Côînptes rendus^ lO7^ 25 janvier 1932, p. 335) pour le cas où le point
double est à tangentes distinctes, sont démontrés(n08 8,9). Le théorème
de Weierstrass définissant pour une fonction analytique de plusieurs
variables, infiniment petite en même temps •que ces .variables,1 un
élément analogue à la partie principale d'une fonction analytique
d'une seule variable joue dans cette démonstratio» un rôle essentiel ;
le lemme de M* Goursat, sur lequel il a basé l'importante démonstra-
tion élémentaire qu'il a donnéedu théorème de Weierstrass/intervient
également. , ! ^ ,1 1 1 ' : 1 1 1 1 : • 1 1 . : / I J 1 1 1 1 1 1 • : : 1 1 : 1 ; 1 : • • 1 1 ' 1 : . 1 1 \ ; , : 1 1 ' 1 1 1 ; 1 1 , : ; : 1 1 ' ' •1 ' : '1 1 ;1 1 1
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Le cas (non étudié dans la Note précédente) du point double à tan-
gentes confondues, est ensuite examiné, Un théorème sur la conver-
gence de certaines séries entières (n° 11) ramené la question à l'étude
au voisinage de u==o d'un nombre fini d'intégrales hyperelliptiques
dépendant de ce paramètre î i y les racines du polynôme en <r, R(^ u)
placé sous le radical carré venant toutes se confondre pour cette valeur
singulière ^==0, et l'une au moins des limites de l'intégrale étant
une telle racine.

Cette question est voisine de celle qu'a traitée Fuchs dans un
Mémoire célèbre (Journal de Crelle^ 71, 1870, p, 91), mais se trouve
plus étendue en un sens puisque les coefficients du polynôme R, sont
des fonctions analytiques de u (s'annulant pour u = o) et non pas des
polynômes en Uy comme dans ce Mémoire, et par ailleurs plus res-
treinte puisqu'on ne s'occupe que d'une seule valeur singulière ^=o.
Une étude spéciale serait nécessaire pour l'aborder dans toute sa généra-
lité. Cette étude est évitable lorsque R est du second degré en x (ce qui
correspond au point double à tangentes distinctes) parce que les
intégrales simples peuvent être alors calculées; elle se fait aisément
dans le cas (n° 13) où elle est posée par l'examen du point double à
tangentes confondues.

En résumé, la nature des singularités provenant de Papparition
d^un point double dans la frontière du domaine plan d'intégration
double est ainsi connue^ du moins dans le cas général/celui qu^on
peut caractériser de la façon suivante : Les courbes frontières Lu au
domaine d'intégration situé dans le plan (^y) sont les projections
sur ce plan de sections planes d'une surface S de l'espace (x, y 9 IL). Le
point double qui apparaît pour ^==0 sur la ligne correspondante Ly
est la projection d'un point P de la surface Sy et P n^est pas point
singulier de S.

Un dernier paragraphe (14) est consacré à Papparition d'un point
double (à cône de tangentes non décomposé) dans là frontière d'une
intégrale triple.

1. Intégrales simples. — Considérons d^abord une intégrale simple
- 1 1 ' 1 1 1 ' ' 1 1 ' 1 1 1 / , , 1 1 1 1 , ^ 1 1 1 1 1 ^ 1 1 , 1 1 1 . . 1 1 , '' - • 1'' :':' 1 : • 1 1 ;
^ , 1 1 ^ / 1 1 ^ - . 1 1 1 ' ^ \ \ u , ^ } ^ j f { x , u , v ) d x , ' , 1 ,,.• l i l ' '
', 1 ' 1 ' ' ^ , ! 1 ' : ' — .1 1 1 1 1 1 1 1 . ' */a ' • ! ! . ! . , ! . ! ! ! / 1 1 1 ' 1 1 1 1
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f étant, dans ara domaine D de Fespace {x^ î i y c) fonction analytique
réelle de ces trois variables réelles, les bornes a et b sont aussi fonc-
tions analytiques de u et de P dans le domaine d projection de D sur
le plan Çu^ r). Soit o un point intérieur à d; nous supposons nulles,
pour abréger l'écriture, les coordonnées de ce point ; o est la projection
d'une droite A de l'espace; nous admettons que' le segment AB de A
obtenu en faisant varier .r entre aÇo, o) et 6(0, o) est tout entier inté-
rieur (au sens strict) à D.

Pour tout nombre a compris entre a(o,o) et &(o,o), f{x, u, <1),
a(uy^), b ( ^ U y ^ ) sont développables en séries ordonnées suivant les
puissances de x — a, i i y r convergentes tant que les modules x — a ,
\u\j [ p sont inférieurs à des nombres positifs que nous pouvons

' prendre tous trois égaux'à £. Insérons alors dans Fintervalle aÇiiy p},
b(fi, (?) n nombres x, indépendants de IL et ^5 tels que les différences
^ — a , x^—x^ . . . y x,,—^-i, b—x,, aient toutes le mêroe signe

/--.r;

et soient, en valeur absolue, inférieures as. Les intégrales f fdx sont
^.v;-i

calculables avec les séries obtenues en intégrant terme à terme par
rapport à x les développements de/en séries entières en x—o^-i,
iiy y ; ces intégrales sont évidemment des fonctions analytiques de uet

^.ï-i ^!i

de 9. Le même procédé s'applique au calcul de j /<rte,etde j fdx',
v ft. v y,i

en appl iquant aux séries donnant ces intégrales le théorème sur la
substi tution de séries entières aux variables d 'une série entière, on
voit que ces deux intégrales sont aussi fonctions analytiques de u et
de <'. . ! -! 1 1 , . ' : 1 1 1 1 1 1 1 , . 1 1 / 1 , . , 1 . , ! ! \ , ^ , ! ,

En définitive, il suffit d'ajouter un nombre f ini (n + i) de fonctions
analytiques de ^/ et de P pour obtenir IÇu,?); l'intégrale proposée est
fonction analytique des para^

La proposition reste vraie quelque soit le nombre des paramètres
dont dépendent la fonction à intégrer et les bornes de l'intervalle
d'intégration (lt). 1 1 1 1 1 1 - ^ . 1 ' 1 1 1 1 1 - . ; 1 1 1 : ! ; ! :1 :/11:;1^:' ; 1 1 1 , , , 1 1 1 1 . , : 1 1 1 - 1 ^ ; 1 1 - ^ 1, 1 ; .

( j ) II est naturel de rattacher cette proposition aux théorèmes de Poincaré
(Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste^ t, I, Chap. ï ï) sur les
solutions de systèmes diirérendels dépendant de paramètres arbitraîres. Soît

^nn. Éc. Noi-m., (3 ) , XLIX. —DÉCEMBRE 3932. 45
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2. Ijztésrales doubles. — Soit maintenant

ï(^ v)= j j f{x,y, u, v ) d x d j ' ,

une intégrale double/y est fonction analytique des variables x^ y , u, v
tant que le poin t .r, y reste intérieur à un domaine û) du plan (.r, y )
et que u^ v restent voisins de valeurs numériques ^o» ^o? q^e nous
prendrons nulles; le domaine d ' in tégrat ion î)(u, <-') varie avec u et (^,
mais en restant, pour ^ | et | ̂  petits, intérieur à i0. D(^, <^) ne s'étend
pas à l ' infini, sa frontière C(u, (1) est formée d'un nombre finid'arcs
de courbes données-par des équations de la forme

cp/(.-^y, M, p")==o,

dont les preïïners membres sont (pour.r,j intér ieur à Û5 et pour | u\

féqualion
^ „
^.-.M-^/(.^,J, </, (').

On suppose /'fonction analytique des variables.
Inéquation est équivalente au système

d'y ,, 1 . . cix
^==/(^J,0,P), ^.==,

auquel on applique un théorème de Poincaré (loc. cit, n ^ a S ) : Les valeurs
pour JS==^H-T des solutions y^ x de ce systèrne correspondant aux valeurs
initiales (pour ' t == o) y^^ x\ sont fonctions analytiques de yo, ^o, u, ^ et T. La
proposition concernant les intégrales I(M, (?) s'en cléduil en prenant f indépen-
dant. de y^ et faisant x^ == a ( u, ('» ), j^ == o, ty == ̂  ( o, o ) — a ( o, o ),

• • • .. , , , ! , ' ^-4-T==^(M, P ) — a (a, ^ } ;

on peut supposer a(o,o) :==o en choisissant convenablement l^origine des
axes O.r, Oj\

Inversement, on peut aussi appliquer la méthode de subdivision utilisée pour
les intégrales pour passer, dans la démonstration du théorème de Poincaré, du
cas d^un petit iniervalle de variation de la variable indépendante au cas d^un
intervalle détendue quelconque. Maison suppose alors que les seconds membres
des équations différentielles dépendent analytiquement de la variable indépen-
dante, hypothèse qui n^est pas nécessaire dans les démonstrations habituelles
du théorème de Poincaré.
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et v petits) fonctions analytiques de ces quatre variables. De plus,
nous admettons que, pour ii=v==o, les hypothèses suivantes sont
vérifiées :

i° II n'y ^ pas de contact entre les arcs faisant partie de la frontière;
aut rement dit les déterminants fonctionnels

1 ̂  ?/r

sont différents de zéro pour tous les sommets de la courbe frontière
C(o, o) (nous appelons sommets les points de rencontre des arcs dont
elle est composée).

2° II n'y a pas de points singuliers de ces courbes, ni sur les arcs
front ières ni ?mx sommets où ils se rencontrent, c'est-à-dire âne 9^.9
®^,. ne s 'annulent pas simultanément sur un arc frontière'd 'équa-
tion (?/•=== 0.

3° En chaque sommet aboutissent seulement deux arcs de la frontière.

Les théorèmes d'existence des fonctions implicites définies par des
équations analyt iques montrent que le nombre des sommets de C(z/, r)
ne change pas pour | u\y \ ̂ \ assez petits et que les coordonnées de ces
sommets sont fonctions analytiques de u et (\ Les arcs de la frontière
peuvent être subdivisés en un nombre fini de parties telles que l'une des
deux coordonnées oc, y soit fonction analytique de l'autre, de u et de v.

Nous diviserons alors le domaine D(o, o) et la partie avoisinante du
plan (^?j) en domaines partiels par des parallèles X, Y aux axes,
parallèles qui ne varieront pas avec u et ^, ces domaines seront en
nombre fini, mais toutefois assez petits pour que les conditions indi-
quées plus loin soient remplies. Nous prendrons les points de division
des arcs frontières de C(7/, <') en parties de façon que chacun d'eux se
déplace sur l'une de ces parallèles.

Un rectangle R/ tout entier intérieur à D(o, o) sera encore intérieur
à D<jz, <1) p o u r | ^ j , | ^ [ assez petits,[0n admet que les points de ren~
contre des droites X et des droites Y ont été choisis de façon à ne pas
se trouver sur C(o, o]. On calcule alors l'intégTale de fÇx, y , u, ^)
étendue à ce rectangle R, en intégrant d'abord par rapport à <r; ce
qu i donne (ri° 1) une fonction analytique §' de y\ u, ('; en intégrant
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ensuite ^par rapport à y, on a une fonction analytique de u et de v.
Nous'subdiviserons, s'il le faut, les rectangles R,. traversés par les

frontières C(o,o) et C(u^) par de nouvelles parallèles X 'Y 'aux
axes O.r, Oy :

En un point de C ( u , ^ ' ) où la tangente est parallèle à Ox^ nous
menons une droite Y^ et procédons d'une façon analogue pour les
points de contact des ' t angentes para l lè les à Oy. On peut toujours
admettre qu'aucune de ces tangentes n'est tangente d ' inf lexion; s'il
en était autrement, on changerait la direct ion des axes O^y Oy. Dès
lors, les deux coordonnées des points de contact sont fonctions ana-
lytiques de a et de F. ,

Par tout sommet de C(^, (/) i n t é r i eu r à un rectangle R/., nous mène-
rons une droite X' ou Y^ et de même par les points de rencontre, des
côtés de B,, et du contour C(?/, r); la partie de I(;r, y , u, v) correspon-
dant à R/. s 'obtient alors par addit ion ou soustraction d'intégrales
doubles de la fonction f(x,y^ u, ^ ) . Les unes sont é tendues à des
rectangles ,ïî^ l imi tés par des parallèles aux axes pouvant varier avec
u, P, mais pour celles-ci le mode de calcul relatif aux rectangles I ï <
ne subit que de petites modifications et le résultat reste valable. Les
autres correspondant à, un domaine d'intégration l imi té par des paral-
lèles (trois au plus),aux axes, et par un arc de C(ay9 ) où l'une des
coordonnées est fonc t ion /ana ly t ique de l'autre et des paramètres.
Supposons que .r dépende de cette façon dey, u et < ' : on intègre d'abord
par rapport à x ; puis par rapport à y : dans chacune de ces quadratures
leshypothèses du n° 1 sont réalisées.

En définit ive, on combine, par •addi t ion ou par soustraction un
nombre fini de fonctions analytiques pour obtenir l{u^ ?); cette inté-
grale dépend analyUcjiiement de^ paramètres..}.^ encore, leur nombre

. peut être quelconque.

3. Intégrales triples. — Une proposition analogue s'applique aux
intégrales triples portant sur une fonction analytique fÇxy y , Z y u, (-))
des coordonnées et des paramètres^ le domaine d'intégration î)Çu, c),
tout entier à distance finie^ étant borné par une frontière S(^, ^) com-
posée d'un nombre f in i de faces déterminées par des équations analy-
tiques ( p i ( x , y , s^u\ :v)= o. Indiquons rapidement la démonstration.
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-L'évaluation de l 'infcégraici triple peut être ramenée à une intégration
simple de/* par rappor ta l 'une des coordonnées, s par exemple^ suivie
d'une intégrat ion double portant sur le résultat de là première. En
subdivisant le domaine D(^i ') par les cylindres projetant parallèle-
ment à 0.3 les arêtes d' intersection des faces de S{îiy <•'), les deux
bornes z ' ^f de chaque intégrale simple dans un domaine pârlielo(i^ ^)
sont les cotes de points variant sur deux faces déterminées de S(^, <•')
(ou sur deux parties d 'une même face). Elles dépendent analytique-
ment de x, y, iiy <1 tant qu'on ne rencontre pas de point de contact
d'un, plan tangent parallèle à 0,^. Nous diviserons donc tout d'abord
D(^, p} en deux parties D^Çu, <•'), D^, 1') par des cylindres .fixes F.à
génératrices parallèles à Os; tous les points de S(?/, ^) où le plan tan-
gent fait (pour des valeurs de n, v voisines de zéro) un très petit angle
avec Oz appartenant à la frontière de D.j.

Pour les domaines part iels O , ( ( ^ / , P ) de la première partie D)(^, ç')
l ' intégration simple donne un résultat analytique ^(<a?, y, u^7) qui doit
ôire transformé par intégration double étendue à un domaine cr(^,<1)
du plan a?C\y. Le contour CÇuy ^ ) de ce domaine est composé d'arcs à
équations analytiques en <r, y , u, (v sections de F ou projections des
arêtes de S(^,^); nous supposons, à cet effet, que deux faces de S
contiguës à une même arête ne sont pas tangentes et que deux arêtes
d'une même face ne v i ennen t pas se toucher.

Les sommets d e C ( u , <1) auront leurs coordonnées analytiques si,
.comme nous l'admettrons, un sommet de S(^, F) n'appartient qu'à
trois faces, les plans tangents à ces trois faces formant un véritable
trièdre. L'apparition d'un point double sur C(^<11) est écartée par
l'hypothèse de l'abserAce de contact entre faces voisines. La nature
analytique de l'intégrale triple est ainsi établie pour là partie Di.

Quant à l'intégrale étendue à Da, on l'étudierâ comme on viéntde le
faire pour-D, , mais en remplaçant .Os par Qx ou ôj. On admet ici que
le plan tangent à S{u, ?) ne peut pâsdevenir indéterminé, c'est-à-dire
que les faces n'ont pas de points multiples.

Mentionnons seulem eut la possibilité d'étendre les résultats précé-
dents aux intégrales curvilignes, aux intégrales de surfaces, aux
multiplicités à plus de trois dimensions.... Nous dirons plus loin
(n012) quelques mots concernant les variables complexes-
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4. Exemples. — Donnons un premier exemple suggéré par la ques-
tion -des corps flottants. Considérons un corps (flotteur), à volume
connexe, limité par une surface fixe fermée analytique S. Le volume
E(^,c,^) d'une carène l imitée par S et par un plan de flottaison
.variable ayant pour équation

ux -l~ vy -4- (V. s — i == o,

est en général fonction analytique de u, p, ^; il en est de même des
moments linéaires de la carène par rapport aux trois plans de coor-
données et par suite (tant que E est différent de zéro) des coordonnées
a, by c du centre de carène.

De même, le centre de flottaison [point de contact de ce plan et de
son enveloppe quand E(u, p, <P) reste constant] a pour coordonnées

^ ^ g^ X
uîL^ -h (•'Ep 4- n-'E;,/ 1 n}^ -|-pE;, + tpE;,.5

K' ,
^^+^+^1^"

On démontre facilement que le dénominateur commun de ces trois
expressions est égal au produit de l'aire de la flottaison par
V^ 2 +^ 2 +<^ 2 ; il est donc différent de zéro et les coordonnées du
centre de flottaison sont aussi fonctions analytiques de u, v, (P.

Peut-il y avoir des cas d'exception ? Puisque S et le plan de flottaison
ne cessent pas d'être surfaces analytiques, c'est seulement par l'appa-
rition d 'un point singulier dans leur courbe d'intersection qu'il peut
s'en produire. L'ensemble des plans de flottaison exceptionnels pour
lesquels la correspondance entre a, b^ c, a, p, y et u, p, w cesse d'être
analytique est donc l'ensemble des plans tangents à la surface S»
Quand celle-ci n'est pas convexe, il y a des plans de flottaison excep-
tionnels donnant des carènes dont le volume n'est pas nu l .

D'autres ensembles de valeurs singulières se présentent quand la
surface du flotteur étant formée de plusieurs morceaux analytiques,
le plan de flottaison vient à toucher l 'une des arêtes suivant lesquelles
ils se rejoignent ou à passer par l'un des sommets auxquels ces arêtes
aboutissent.

Revenons aux intégrales doubles. Des exemples très simples mon-
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trent que les hypothèses faites au sujet de la frontière du domaine
d'intégration sont bien indispensables. Ainsi l'aire de la région inté-
rieure à la parabolej^—a.r^oet comprise entre les droites

X=U, ^==1 ( ^ < l ) ,

a pour expression

c'est une fonction analytique de u pour u > o, mais non pour u = o ;
quand on suppose ensuite u<^o l'aire en question devient constante.

Pour //- = o l'hypothèse i° du n0 2 cesse d'être vérifiée.
L'aire de la région déterminée par les inégalités

;z/2 -1- y1 — î: — u <; o, X 1 -\- y2 — '2 ̂ > o ( u. < î ),

est 71(1 — n) pour u ^> o et 'n:(i 4- u) pour i <^ u<^o^ ce passage d^une
fonction analytique à une autre correspond à l 'apparit ion d'un point
double à tangentes imaginaires dans une partie de la frontière et à la
suppression de cette partie.

Considérons enf in l'aire de la partie du plan comprise entre les
droites ;y===bi et limitée aussi par l 'hyperbole^ 2 —y 2 —u=o.
Cette région connexe pour // <^o se compose de deux parties séparées
pour u ̂ > o. Caire a pour valeur, pour u ^> o

. r / ;—7. . .1^ Î I - { -^T •î \/ l — U — // lôg

/
C'est la somme de deux termes dont l'un reste analytique

pour u ,=== o, l'autre, // log//, n'étant plus régulier pour cette valeur du
paramètre pour laquelle î^lyperbole se décompose. Un résultatanalogue
se présente quand u tend vers zéro par valeurs négatives,

5. Théorèmes de Weierstrass et M. Gourscit.—Nous allons étudier
les singularités d^une intégrale double I(^) correspondant aux valeurs
de u pour lesquelles l 'une des conditions du n° 2 cesse d'être vérifiée.
Un théorème bien connu de Weierstrass intervient constamment dans
cette étude; en voici l'énoncé :

Soit une série entière /{sc^ y^ u) à plusieurs vanables s'annulant
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lorsque toutes ces variables sont nulles; /'(o,y, o) commençant par un
terme de degré n en y. Cette série peut être mue sous la forme d'un pro-
duit de deux facteurs^ dont F un est un polynôme de degré n par rapport
à la variable y ; le coefficient de y7' est une constante A différente de
zéro^ les coefficients des termes de moindre degré sont des séries entières
par rapport aux autres variables s'annulant lorsque toutes ces variables
sont nulles. Le second facteur est une série entière par rapport aux
variables x^ y y u avec un terme constant A/ différent de zéro.

Cette importante proposition dé f in i t (si l'on prend Af = i) pour les
fonctions analytiques de plusieurs variables u n élément analogue à la
partie principale d 'une fonction /(y) analytique d 'une seule variabley
quand y(o)==o, y étant pris comme inf in iment pet i t principal. Tou-
tefois les diverses variables ne jouent plus un rôle symétrique dans la
formule de décomposition, l 'une d'elles — y dans le cas précédent —
étant distinguée des autres.

Supposons qu^on distingue successivement x, y, //- et écrivons les
trois décompositions

f(x,y, u}=X{x',y, ̂ )/i0,y, ^)==Y(y; x, u)f^x,y, u)
=V(u', x, y ) j \ { x , y , u),

X, Y, U désignant respectivement les polynômes en «r, y, u et les
termes constants de/^ /^ /^ étant égaux à l'unité. On a donc

. • X^Y^U-^ , •
J\ Ji

f fet les quotients u-1^ Jl peuvent être regardés comme des séries entières
avec des termes constants égaux à l'unité. Les termes de moindre
degré A^1, By^, Cu^ des séries /(.r, o, o), /(o,y, o), /(o, o, ^)sont
aussi les termes de moindre degré de X(œ; o, o), X(o; y , o), X(o; o, u),
Y(.r; o, o), .... Cette remarque nous sera ut i le plus loin.

M. Goursat a donné (Bulletin de la Société mathématique de France^
t XXXVI, 1908, p. 209) une démonstration du théorème de Weiers-
trass fort intéressante parce qu'elle lui donne un caractère élémentaire.
Elle repose sur un lemme dont nous ferons également usage :

Soit f(y) une série entière en y dont le rayon de convergence n''est pas
nul; quand on y remplace les puissances de y d^ exposant supérieur
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à n — ï par les polynômes de degré n — i en y dédiiùs de la rela-
tion 9 (y) ̂ y11— [j^y""^ — [j.n^y11^1 — . . .— ;ĵ == o, le résultat de •Ici
.substitution r(j') est un polynôme de degré n—ï dont les coe'fjlcients
sont des séries entières en [j-y, [j-,y . . ., [JL^ ayant des rayons de convergence
différents de zéro.

En résumé, ce lemme définit pour une série entière en y, /(j) et
pour un polynôme 9(r) de degré n^ un nouveau polynôme r Ç y ) de
degré n — ï qui est l'analogue du reste d'une division où/(j) rempla-
cerait le polynôme dividende, çCy) é tant le diviseur, la division étant
ordonnée suivant les puissances décroissantes. L'existence de /'(j)
suppose toutefois que les coefficients des termes de degré inférieur an
dans y(y) sont en module inférieurs à certaines limites positives. On
peut d'ailleurs admettre que ces mêmes coefficients et ceux de la
série /(.y) sont des séries entières par rapport à des variables autres
que y s'annulant en même temps que ces variables; les coefficients du
reste r ( y ) sont alors des séries entières par rapport à ces variables.

(L Concours de trois arcs frontières. —Examinonsd^abord le cas où
pour une valeur particulière de u—que nous supposerons nulle — trois
courbes frontières viennent concourir en un même point que nous
prendrons comme origine. Leurs équations seront, en mettant en évi-
dence les termes de moindre degré

(p., (.:r, r^ u ) == ci-^ -+- ^1.7 -4- .̂i u -h. .. == o,
. , , Cpa(,a?. }\ u:) '==• €tïx "+" .̂2.7 "̂  ̂  u + . '•= (^

Q^, y, u)=a^-^r b^y-^-c^u-^. ..=o. , \ •/

Nous nous plaçons dans le cas le plus général et supposons le déter-
minant , ,1 ! ! 1 ' ; '• 1 1 1 ^ ! 1 1 ! , \ 1 1 ' 1 . '^ : - 1 1 1 1 • ' : ^ ' ! -1/ ! -

! 1 . . . 1 ; : ! ' 1 1 1 ' . 1 : ^i b± ' ̂ i • 1 , . ', 1 ^ \ . ! ! , , 1 1 /
1 ! a^ b^ c^ „ . ' , ' . : ! 1 , 1 1 ! ^ ! ^ .

, ! ! ,\ ! ! ! 1 1 ! , , ̂ s ^s ^3 ' ' . , ^ , , !'. ! : ^ ! ^ ,, , , / '! ! ^

différent de zéro ainsi que les coefficients des termes de la troisième
colonne; les courbes précédentes, prises deux à deux» donnent au
voisinagede l'origine trois points d'interseclion Pas, P;^, P,2 dont les
coordonnées sont fonctions analytiques de ?/; dans leurs développe-

Ânn. Éc. Norm., (3), XLIX.—OÉCEMBÎIE 1932. 4ô
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ments les termes du premier ordre en u ne sont pas tous nuls,, et se
calculent en utilisant les seuls termes du premier degré de 9,1, ©3, G?;}.
Il en est de même des termes du premier degré en u des séries obtenues
enportant les coordonnées du point d'intersection des deux courbes
dans le premier membre de Inéquation de la troisième.

Admettons alors que la position du domaine d'intégration, par rap-
port aux courbes frontières, soit caractérisée par des inégalités telles
que ?/(.r,,y, ?^)>o.

Diaprés ce qui précède, quand on passe d ' une valeur i n f in imen t
petite de u à la valeur — u, chaque sommet du petit tr iangle curviligne
P a i y P^? Pis traverse la courbe opposée. Si donc un sommet du
triangle est pour n ̂ > o sommet de la frontière du domaine, il cesse de
l'être pouriz<;o. Dès lors le calcul de l 'intégrale I(^) ne fait plus
intervenir les mêmes sommets voisins de 0 pour // ^> o et pour n <^ o,
et bien que les expressions de î(u) soient analytiques pour u^>o et
pour u<^o ces deux fonctions analytiques sont distinctes (tout en
ayant la même valeur numérique pour u = o).

7. Contact de deux arcs frontières, — Etudions, en second lieu,
l'apparition d'un contact entre deux arcs frontières pour une valeur
particulière de Uy que nous supposons nulle, le point de contact étant
pris comme origine 0 des coordonnées, la tangente commune comme
axe Oy.

Les équations des arcs frontières peuvent être résolues par rapport
à x et donnent

x == cp^ (y^ u ) == a,^ u 4- b^y1 -h 2 <?i. uy "4- d\ ̂ -h . ..,
x == ̂ (j, u) = a^u + b^y1-^- ^c^uy -+• cL u^-^-...,

cpi et Ça sont analytiques; nous admettrons, en nous l imitant au cas
général, que les expressions a, —a^ 6, — èg sont différentes de zéro.

Pour u = o les deux courbes x == ®i (y, o), x == Ça(j, o) sont tan-
gentes en 0; pour u voisin de zéro^ les deux courbes ont deux points
d'intersection voisins de 0 dont les ordonnées satisfont à l'équation

cp^—- ,cp^==(a i— a^) u + (^.i—^â)^'2-^- 2(^1-—^) if-y •+• (<:4—^a) ^-i-.. .==0.

Le premier membre est analytique en u etj; on peut appliquer à
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cette équation le théorème de Weierstrass. Il montre que les deux
racines y^ v^ tendant , vers zéro avec iiy sont racines d'une équation
du second degré à coefficients analyt iques
(ï) , ! v1— 2a(«)j-4- P(// ,)==o,

a(o)= o, P(o) = o, et P(?/)conimence(n° 5) par un terme do premier
degré en u; soit — £// ce terme; supposons pour fixer les idées £> Oo
Dans ces conditions

y, = a ( u ) -h v/a^.) — p ( / / ) , y, = a ( u ) — \!^ ( //. ) — p ( //• ),

sont réelles pour u^> o et sont fonctions analytiques de \lf.t. Alors il
peut arriver ou bien que les deux points d'intersection P^ Pa corres-
pondant à y, et ys soient sommets de la ligne frontière du domaine
d'intégration, ou que l'un seulement de ces points intervienne.
Pour étudier la nature de la singularité de l'intégrale pour 11=0, il
suffit de considérer la partie du domaine d'intégration voisine de 0,
en i so lan t , pour plus de commodité, cette partie par un petit rec-
tangle. De toute façon, l'intégrale double ï(u) comprend un terme
analytique provenant de l'intégration étendue à la partie du domaine
extérieure à ce rectangle d'isolement, et une somme de termes de la
forme suivante :

, ^ • ^ /-ji1 ^?i ^ ! 1 ! ! ' ^ ! !

i(u)=± dy 1 /(^, j, i( ) dx ;
Jo J/t

À est une constante. On peut prendre le rectangle d'isolement assez
petit pour que la première intégrale puisse être calculée en intégrant
terme à terme la série entière f{x, y, u); le résultat est une série
entière en y et u qui, intégrée par rapport àjy donne encore une série
entière ; la substitution dey^, série entière en ^u montre que i{u) est
une série entière en Va; il en est de même de l'inlégrale proposée.
Celle-ci se comporte d'une façon différente pour u négatif et voisin de
zéro, si toutefois elle conserve un sens . I l n'y a plus alors sur la fron-
tière du domaine d'intégration de sommet réel voisin de l'origine. En
définitive, quand un contact apparent pour u== o entre deux arcs fron-
tières^ î ( u ) est pour les valeurs voisines de u, d'un signe déterminée une
fonction analytique de V"J^" ; quand'lesigne change^ l(u) peut cesser

' d ' ê t r e définie; si elle le reste'y elle est/onction analytique de u.
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Le cas où l'on aurait en 0 pour u === o u n contact d'ordre p se traite
d'une façon analogue. L'équation (i) est remplacée par une équation
de même nature mais de degré jp'+ i en y; on cherchera quelles puis-
sances fractionnaires de u interviennent dans les développements des
racines réelles inf iniment petites de cette équation.

Enfin si deux arcs front ières donnés par des équations différentes
se touchent en^un sommet pour toutes les valeurs de u et non pour
une valeur isolée, l'intégrale 1 peut rester analytique.

8. Point double à tangentes réelles. — Si dans la courbe fron-
tière 9 (*r, y, ^) == o, point double apparaît pour une valeur particu-
lière de //, nous supposerons cette valeur nu l le , le point double placé
en 0 et les bissectrices de l'angle des tangentes prises pour axes de
coordonnées. Nous admettrons que 9^(0, o, o) est différent de zéro.

Le théorème de Weierstrass montre que, pour ré, y, u voisins de zérOy
on peut prendre une équation de la courbe frontière du second degré
en y :

y2 —• 9. a ( x, u ) y -\- p ( .r, u ) = o,

les coefficients a(^^iz), ?(;r, u) s 'annulent pour x=0yii=o; les
développements de a(.'r, o), p(^ o) commencent par des termes du
second ordre, celui de p(o, u') par un terme du premier ordre; ces
hypothèses correspondent au cas général : le point double est alors à
tangentes distinctes. On peut par le changement de.ren kx^ de u en hu.
k et A étant des constantes réelles, rendre égaux à +ï ou à — i les
coefficients de x2 et de u clans p(.r, o) et p(o, u), de façon à simplifier
les calculs suivants. Les formes réduites ut i l i sées seront alors, pour
un point double à tangentes réelles,

( a ) y 2 ~ 2 a ( ^ , ^ ) J I + P ( ^ ^ ^ ^ ) = = J 2 — ^ 2 + ^ 4 - . - ^

et pour le point double à tangentes imaginaires,

(3) ' y-î— aa(^ u)y~\- p(.r, u) ==^-4- x'1—^-4-...=:o.

Enfin pour un point double à tangentes confondues

(4..) ' ^\\f2.—/t2a(x,u)y^^(,x,:u)=yî±:u+ ^ 1
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on peut mettre x2 en facteur dans a(.r, o) et une puissance déposant
au moins égal à 3 dans ^ { ^ y o").

Dans le premier cas, la courbe front ière ( 2) admet pour u ^>o deux
points réels d'intersection avec Qx voisins de 0 et aucun pour u <^ o;
pour Oy les points analogues sont.ré-els pour u <^ o.

Faisons tendre u vers zéro par valeurs positives; i l suffît , comme
pkis haut, d 'étudier la partie de l ' intégrale l ( u ) correspondant, à la
partie du domaine d ' inlép^ation in tér ieure à un petit rectangle isolant
l 'origine; et nous pouvons t o u t ramener à l 'étude de l 'intégrale
étendue à un segment s ( u ) compris entre un arc de la courbe et sa
corde x=h. Dans ces cond i t i ons , x varie entre X ( a ) et h; X(/2)
désigne Fabscisse du point de contact de la tangente à l'arc parallèle
à OY ^ vérifie l 'équation

a2 ( .,z-, i( ) — ^ ( ,r, u ) == .r2 — u -\- . .. = o.
Écrivons

( I /(-^ JS u) dx dy = / dx j j ' ( x , y , u ) dy
J J ^ { i l } ^ ^^Mt.] ^ y i

OÙ ____ _____
j', =:a—va— p, } ', •=- a + \/c^ — p.

On peut supposer h et par suite r^ ja assez voisins de zéro pour
pouvoir effectuer l ' intégration par rapport à y en intégrant terme à
terme le développement de / en série entière, ce qui donne

^
j J(.r, y u) dy --= Ia^ ̂  y^ u^ — ̂ a^x111}^ uf\

J^ ' , •

les a étant des constantes. Mais, puisquey,,^ sont racines de l'équa-
tion 1 ^ ' ! 111. ! \ , 1 1 1 1 • ^ 1 . , - , .1 1 ' , 1 , , ! ! ! , ,

! , , , , ,j/:i—:2i%J''--)-|3==:0,11,

appliquons le lemme précédemment signalé de M. Goursat; il nous
permet de substituer à la série 2 û//^,^/ny/^^.u^l polyno^ premier
degré en y, ^y4-o dont les coefficients^(.r, /z), o(.r,n) sont des
fonctions analytiques de x et de ^.11 vient ainsi

! /^"a l l i l 1 ^ ^ " : , : 1 ! • - • - ! ! 1 1 1 1 . . 1 1 '______ ! ! ' 1 1 ' 1 1

j , f(x, r,ll^^);^^(J^—;J-,)ly(.y/,^)=
" y ^ - 1 1 1 ' ^ 1 1 1 ! 1 1 : 1 . 1 , : 1 1 ' 1 . / 1 , 1 , 1 1 1 1 1 1 : 1 1 . 1 ' 1 1 : ' 1 : , - - . . 1" ' 1 1 . ^ 1 1 ; , 1 1 1 ; / 1 . 1 ' ' 1 1 1 1 1 1 - 1 1 /1 '
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Utilisons maintenant le théorème de Weierstrass pour transformer
rexpression sous le radical, on a

a2 ( x^ il) — 0 ( ;r, u) =[ x2 — 2 À ( u ) .:z' -+- p. ( w ) ] ^'( ̂ , M ),

X(r/) et p-(^) sont des fonctions analytiques de u s 'annulant pour //=== o;
le terme de moindre degré de ;j- est — u; g'^Oy o) == r et vg{^? u) est,
comme ^'5 une fonction Y] (;r, u} analytique au voisinage des valeurs o, o
des variables; on peut donc écrire

^•s ______________
J /(.r, j, ^) ̂ j = \/^-- a}^ -h- ^Yî(.y, ^).

- ^yi

Nous simplifierons un peu les calculs qui vont suivre en faisant
dans l ' intégrale restante le changement de variable x-=x^ +X(^), ce
qui donne

X^ — '2 À ( U ) X + p. ( U ) •-=: .Z'f — '̂ ( U ),

le terme de moindre degré du développement de vÇu) est u; r^x, u)
se transforme en une fonction 6(;r^ u) développable encore en série
entière Nous avons ainsi

/,A—Â _________

f Q(.VI , u ) \/x^ — p ( u ) dx^J^
où Xi ==IX — À, et P(^) •== X^; on peut encore écrire cette intégrale

r^ ^(x^u)
Jx. v^-^^)^15

en posant
^(^'•lî ^) ::::::::'3(^"1., ^') f^î — f);

4^(0, 7^) ==— Q(o^ u.) v(u)

contient u en facteur.
On peut décomposer l'intervalle d ' intégration X^u), h—').(u) en

deux intervalles partiels par une constante k comprise entre o
et À—X(u) .Pour u positif et voisin de zéro, X i ( ^ ) e s t compris entre o
et k, l'intégrale étendue a rintervalle k, h — À(z/) est fonct ion analy-
tique de u (n° 1); l'intégrale étendue à Tautre intervalle partiel

fr/^~r'^^-^ ,, l\U)—5 '--=======—== dx.. -. , • • 1 J\, v ^ 2 — P(^) iï • , : ,
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peut être obtenue, k étant pris assez voisin de zéro, en remplaçant
dans le développement de ̂  en série entière

^{.y,, u)=ïôrnp^mu^
x^ par

r7' af^dx,
Jrn= , , ——•

Jx, V^î — v{u}

^intégrale indéfinie correspondante a pour expression

/ ^m. ^y 1 ^______ ———————
J,,,= ____ = p^,5 -4-- Q//, log ( .r, 4- ^ ), 3 = V^T — ^ == v/^ — X^.

P,/^ ^9^ un polynôme homogène enx.^ et Xf dont tous les exposants sont
de même parité

p ̂ r' , (m-î)^ v. , (^i)(m^3) ,̂̂ , ^ ^^
/'/ m m ( m — 2 ) ' ' m ( m — a ) ( m — 4 ) ' '

Q^ ̂  m^ ̂  m est impair et ^pour valeur'y lorsque m est pair y

O^^--1)^--3)—^ (Qo^i).
m(w— • T l ) . . .2 1 v <-0 /

On démontre faci lement ( ' ) que les séries

%, (.^,, X,, «) ==^ b^V^a^ ^( X,, ?<') =^ ̂ Q^^
// / , / / /",^

sont convergentes pour | x, \<^ r, X, [ < r, / / / 1 < p, la série ^ l'étant
pour j.z*., <^r, u\ < p. Pour avoir iÇu), on substitue 7c etX, à x, dans
ces séries et l'on forme la différence des expressions obtenues, ce qui

( )) On s^appuie sur le lemme suivant : Si, dans une série entière

4; (^, u ) = 2 bn^iii',

on remplace .r7" par un polynôme homogène de degré m— i par rapport à x et
une autre variable X

!. ! }n'=\ " . ! ; , ! ! ! ! ! ,

E//,==^a,y^X/ , (^•4-/,== w —i), ' ; ,
! . , ^ ! ! ' ,1 Z = = 0 1 , 1 , '' 1 1 : 1 , , ! 1 1 , ! ' • ! ! 1 . 1 1 1 ^ 1 ,

dont les coefficients sont dominés par un nombre A : | Oy-; j < A, le résultat est
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donne (puisque^ s^annule pourr i = = X i )
i ( a . ) = ' ^ ( / ^ X ^ u ) . ^ ( / ^ ^ )4 -^ (X^ ^ ) log [^ -4 -^ (Â- , ^)]---%,(Xi, ^ ) IogX, i ;

^(k, M)=\/F"^~X2.

Les deux premiers termes dépendent analytiqueoient de ^; comme
X' f==^(^ ) est une série entière en u contenant, cette variable en fac-
teur, le dernier terme fait apparaître la fonction log//, ou plutôt le
produit / / log/ / , car ^(0,0) == o et par suite /^(Xi, / /) s 'annule avec //.
La singularité que présentent /'(//) et !(//) se trouve ainsi étudiée :
l'intégrale 1(' u) est la somme d^une fonction analytique de u et du pro-
duit d'une fonction de même nature par u log// lorsque pour u == o se
présente un point double à tangentes distinctes réelles dans la frontière.

9. Point double à tangentes imaginaires. — Nous partons de l'équa-
tion déduite de la partie de la courbe frontière voisine du point
double 0, qui apparaît pour u == o,
( 3 ) y2 — -2 y. ( x, u ) y -i- [3 (x, u ) ==y2 4- ̂  — u +. . .== o,

les termes de moindre degré par rapport à chaque variable sont mis

une série entière à trois variables

' ^ b n , p ^ i } X ' X t u i 1 ^

'J^p

ayant un domaine de convergence durèrent de zéro s^il en est ainsi de la série 6.
-^ . ! ! . ! MEn efïel, si la première série admet une majorante -;————-—-,————— le coeifi-

' ^ - ,^Vî-^V\ /• A p )
cieni de ^X/wF dans 3a seconde série e'st dominé par ——•= 1- -—-—- à cetteA y ' r n ^ p r "r1 r/p^
seconde série correspond donc la série majorante

ï ' ' : MA ^ . , ' ^ -
r / x\ ( X\ / u^i — - i — — ( i — -V r \ r \ p ,

On peut évidemment généraliser ce lemme en supposant non bornés les coeffi-
cients du polynôme E^/. pourvu qu'ils soient dominés par des fonctions de m à
croissance assez îente.
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en évidence; a(^ a) = 0.04 ^ 4- . . . » les termes non écrits étant de
degré au moins égal à deux.

Les racines y,,, y 3 de Inéquation (3) sont réelles pour
x^x.z^x^):

X^u) et X^Ç^) étant les racines de l'équation en x
a2 ( x^ u )— (3 ( ;y, i/. ) = u — sf- -4- . . . = o,

qui tendent vers zéro en même temps que u', on peut en effet écrire,
d'après le théorème de Weierstrass,

a2^, u) — !3(.r, u) :=:[jji(^) -4- 2 À ( w ) ,'r — .r'2]^.^, M)

p.(u) == u 4- . . ., A(o) == o, ^'(o,o) === i. La partie de la frontière' qui
nous intéresse n'est réelle que pour u^>o; c'est alors une petite
courbe fermée, qui disparaît quand u devient négatif.

Procédant comme plus haut, on change x en x^ + À ce qui donne
(en supprimant ensuite l'indice de^)

^ — ^ ^ [ ^ ( ^ — ^ G ^ u) G(ô,o)=:i .

Tout revient à étudier l'intégrale double

i(u)== j j j\x,y,u)dxdy,

étendue à l'aire intérieure à la petite courbe fermée. Elle s'évalue
comme précédemment en intégrant d'abord par rapport à y entre les
limites y^ y^ puis par rapport à x, les limites de cette seconde inté-
graleétant —X(^), X(^) où X3^) == v(^).

Oii étudiera donc . , 1 !

,/-»X(?^;) f / \
^v^f ( ) ^(^^ ^ - ,

. J^.W^(u}-^/ '

^(.zr, 11) est développable en série entière, 4'(°î ^) contient uen
facteur* ! ' / ! , , ̂  : : ' , : / , • .

On remplace encorey dans le développement de ̂ , ̂  par
1 : 1 r^ ̂ m dx ^ ' 1 1 ; 1 ! ! ! 11,____ ! ! 1 1 1 1 ! 1 1 1 1 1 1 ! 1 1 ^ 1 1 : 1 1 1

, . -1 j ^ = — — , s^^^)—^. 1 ' 1 , - 1 ; , - 1

-^--x1 1 •s 1 ; . . : , . 1 1 ,, , 1 . / , ' . 1 : , , 1 1 1 1 , 1 1 1 1 . 1 1 ; , 1 - 1 1 . , 1 1 ^ 1 ,
Ann. Ec. Norm., (3), XLIX.— DÉCEMBRE 1982. 47
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Les intégrales indéfinies correspondantes ont des expressions ana-
logues à celles du n° 8

-, r^dx ,- ,-, . xJ^^ 1 —^— ̂  p.^ s -̂, Q^ arc sin ^

Pm ôt Qm sont formés maintenant avec x et.X. comme ils l'étaient anté-
rieurement avec x^ et Xi ; mais ' z s^annulant pour les deux limites
—X(^), X{u)y les seuls termes restant clans l'intégrale définie pro-
viennent de Qrn arc sin —; et comme Q/,,, est une fonction paire de X on
trouve, après substitution des limites;, poury"/». une fonction analytique
de u.

En définitive, i(u) n'est définie comme intégrale que pour u ^> o,
elle est néanmoins donnée par une série entière en u. s 'annulant
pour u == o. Donc? dans le cas du point double à tangentes, imaginaires^
I(a) reste analytique pour u^o-, elle l'est aussi si elle conserve un sens
pour u ̂ Oy mais les deux séries entières en u donnant 1 pour // ^>.o et
pour u <^ o n'ont pas les mêmes coefficients. II. peut arriver aussi, que
î(u) ne soit définie que pour n^> o et qu'on ait ainsi une seule série
entière.

10. Exemple. — Nous rencontrerons les circonstances précédentes
et les rattacherons à d'autres questions en étudiant Faire A de la
courbe de Cassini, lieu des points dont le produit des distances à deux
points fixes F, F7 a une valeur constante ^u; la fonction dont on prend
l'intégrale double est ici égale a l 'unité, seule la frontière du domaine
d'intégration dépend du paramètre variable //••

En-prenant comme pôle Se milieu O1 de FF y comme axe polaire la
. • p'K^

droite FF7 et choisissant — comme unité de longueur, Inéquation de
la'frontière est ! ^ . „ .

' p " '—' ïp^cosa&^-h i .—u i ' ^ .o .

Cette frontière est réelle pour u réel et positif, d'un seul tenant
pour^/ > i ;1 quand u tend vers l'unité en décroissant, un. étranglement
,se produit dans la frontière, qui acquiert unpoint double .à tangentes
réelles pour u = i, on a alors une lemniscate; poiir i > u ̂ > o la fron-
tière se compose de. deux courbes fermées distinctes, et pour ? / = = = o
.on a.deux points dôubles'à'tangentes imaginaires. . . 1 1 ,
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L/aire A a pour expressi'on pour u^> î

,v^r
^Jo

A == - y ^cos^ûû 4- « — ï clw^
a J^

ou en prenant pour variable d'intégration 9 ===2co,

A. == 2 1 \/a — si n ̂ 9 <^9 == a ^1'^ î t / ï — — sixi2 9 (t/ç == a ̂ ^ E,
»/(j t/o y

E étant le nombre de Jacobi correspondant au module / •==—=•r v ^
On peut contrôler les résultais que nous avons donnés (n° 8) en

ut i l i sant l 'équation différentielle ('1) que vérifie E, considéré comme
fonction de ,2*== -̂

c^E , , , dE i ,,
•^(•i — ^) "7—r + (t — w ) —— 4- - ,L = ocla:1 dx 4

et étudiant, par application du théorème de Fuchs(2), ses intégrales
au voisinage du point singulier.

C°est une équation de Gauss que vérifie la série hypergéométrique
p (1, — L, ï .y]. En posant x = ï — .z/. on a une équation de même

\2 3 / 1

naturc vérifiée par V ( ^ — ^? o, ^/ 1 équation qu'on étudie au voisi-
nage de ,2^ == o et qui admet une seconde intégrale contenant un terme
logarithmique produit d 'une série entière en œ^ par log^. Comme
^/===ï — ^r^^—^peut être pris pour paramètre à la place de / / e t
s'annule pour // === i, on retrouve bienle résultat antérieure3).

La même vérificationpeut être faite, mais plus longuement, en
utilisant les formules donnant l'expression de E [TANNERY et MOLK,
Ouvrage cité, formules (GXXIV)^p.î3o-i3t] .

(') TANNKRY et MÔLK, Théorie des fonctions elliptiques^ t. ÏV/p. 157, for-
mules (CXLV),., ' ' 1 . ; 1 1 1 1', ,, 1,1,,,' \ 1 1 ^ : • : , ' 1 : I I I A . I . I I I , 1 • . 1 1 1 1 1 , : 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 1 : 1 • ; . , : ; 1 ' 1 : 1 , : • , ' 1 / • : 1 1 1 1 : • ' ' 1 1 1

(2) Voir GrOUKSAT, Cours d^ Analyse mathématique^ t. II, Chap. XX.

( : t) Le facteur 2 \ju'-= 2 ( 1 — x 1 ^ " ^ donne une série entière en^/.
11 1 ' . 1 : 1 1 1 1 , 1 1 ' ' ' 1 ' 1 1 1 : : 1 ' 1 1 • . 1 . \ 1 . ; 1 1 1 1 1 1 - ' '



3^-2 .EMILE COTTON.

Quand le paramètre réel // est compris entre zéro et l 'unité, l'ex-
pression de l'aire est

/la /_________! . . TT
A == 2 / y u— sin^o.) (T/O.), sm'2 a a == ^, o << a << — -

*A»

Le changement de variable s in^co == \!u sinç donne

, r i — s i n 2 ^ ,
À == « / —————————————L........ ^/Q

Jo v"'1 — li sln29

== f ^/ i—. ^/s in ' 2^ ^<p — (.ï, — ^/,) ^ ^^ —=: = E — (i — ^.) K,
J^ , ' JQ, ^'j. •— u s in^cp

E et K étant les nombres de Jacobi construits m a i n t e n a n t avec le
module k== \/n. En posant x==u, une des formules CX.LV de l'Ou-
vrage de ïannery et Molk donne

rr,

h.= E — (ï — .r)R== 2.r(i — ^•) '-7—*dm

L'étude de A au voisinage des valeurs singulières o et ï de ; r (ou
de / / ) est ainsi, ramenée à celle de K : Une série entière en x = P

- d o n n e K : et par dérivation —^; l'aire A est bien aussi donnée par une
série entière en u pour^ voisin de zéro; et l'on vérifie aussi l 'apparition
dans l'expression de A d^un terme en ( i—^) log( i — //), pour le point
singulier u = ï , en utilisant les formules G.XX..

11. Formules clé réduction pour certclines intégrales. — Si un poin t
double à tangentes confondues apparaît dans la frontière pour //==== o,
on peut encore aborder Fétude de cette valeur singulière comme plus
haut. On ut i l ise la forme réduite (4) de l 'équation de la frontière
donnée parle théorème de Weierstrass

j'y — ^ ̂  (̂  //,) y ̂  j3 (<:r, u ) =: o,

mais cette fois a(*r, o), ^{x, o) commencent par des termes d'ordres
respectifs au moins égaux à 2 et3, et à l'expression a 2 — ponsubstitue
une expression R(;r, / / )po lynôme en x de degré au moins égal à 3
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dont les coefficients, analytiques en n, s 'annulent pour u=0y sauf
pour le coefficient du terme de/plus haut degré qu'on peut prendre
égal a + i ou à — i . Le développement de R(o, u) commence par un
terme du premier degré.

L'intégrale double étendue à un petit, rectangle de cenire 0 est rem-
placée par une intégrale simple

/c „ ) = r\(^ u) y/R ̂  = r " ̂  in ̂
J^r > J^ \/'R

^ = = c ? R ou par une somme d'intégrales analogues. Les deux bornes
x1\ x" sont soit deux racines réelles de R = o soit une telle racine et
une constante h voisine de zéro.

Nous avions ramené précédemment le calcul des intégrales i(u} au
calcul (Pune seule d'entre elles, correspondant à d ^ = = = T , qui nous
donnai t suivant les cas un logarithme ou un arc sinus; nous allons
montrer qu'il suf/lt de considérer les intégrales

('m.= /
»y:,'

x1^ dx
V/R

ou m est inférieur au degré de R.
La propriété serait évidente si r^ était un polynôme en x, puisqu'il

suffirait alors d'utiliser les formules de réduction des intégrales hyper-
el l ip t iques; mais ici, où nous avons affaire à une série entière, une
première question se pose, comme p lus haut, celle de la convergence
des séries qu'on rencontre en remplaçant dans la série double d; pour
le calcul de i(u) les termes en x ' ^ 1 par les intégrales correspondantes 4o
le théorème suivant permet d'y répondre :

Une intégrale î = |4^ où z^ est un polynôme de degré n en x dont

le terme de plushaut degré u pour'coefficient rfc i et qui n admet pas de
racines multiples, soit

„ , ' . ^,2———•(— ( rvîi ' rf ^ï-—1 —— n 'v11—2 __ , _ /y V^.f -——.„„„,'„.„, l UL/ —~. t/t-^ iM Ct'2 «A/ ——.. • « Ufi j i

et où 6 est une série entière en xdontle rayon de convergence n est pas
nul 1 1 , 1 , 1 ! 1 ; 1 ' 1 1 1 . . 1 . ' ! - ,1' ; 1 ^ 1'. 1 : 1 1 1 1 ' 1 1 , 1 1 1 i , 1 , ' - . ' - / , , 1 1 ' 1 . 1 ' 1 1 , . , , 1 ili'' 1 , 1 ', • ! . ,

1 .' ^ ^ 1 : \ ^(^)==:!XQ-+- <y^sc 4-i5Î2•:r3-4- •• • ^ 1 ^ 1 ^ ^ 1 , 1 1 , 1 1 ' 1 1 . l l i : 1 1 ' : 1 ' 1 • '
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peut être mise sous la for/ne
r T^ r! T

I==QoI,+QJ,+...+Q^,I^,^E.^ •h=j ———,

Qo? Qi? • • . 9 Q/^-i ^ûwî ^? séries entières en a^ âa, . .., (in et E ^71^
série entière en x^ a^ . .., a,,; les rayons de convergence associés de ces
séries étant différents de zéro.

La'méthode de démonstration étant indépendante de la valeur de n,
nous l'exposerons, pour abréger l'écriture, en prenant 71 ==4 e^ le
coefficient de x11 égal à + i.

Comme on le sait, l'identité
T. k-\ »ï ^ yk ^1. fl r.î\, f\jL' •» —r' •Â^ "i: i — -»? jd / . s d^\2 /•.-(•^•z)==:———————————-———dx ' s

conduit à une formule de réduction quiy avec les notations indiquées,
est

^ - 2 k "4" 3 ,. 2 k -I- 2 ,. ' 2 À' -{- 1 .,

( ° ) ^ = ST-^ûil '+2 + iITÏ aî /t+ '+ 3TT4 ff3 4

î t /C .y '̂5
--p. ———-———————- ^ 1 ). -{-. ^-————————.a ^ 4- 4 , /(' A 1 /c + 2

et qui donne pour? ̂ 4
(6) ï^= 7^i, Ig + }^2 L 4" /./,3 ïi ~4- ?.̂  ïo + o'/,̂  5

les coefficients ̂  sont des polynômes en a,, ^2^ ^3, a/, ; cr^ est un poly-
nôme en a^ a^, 03, a/,, ^•.

Ces polynômes se calculent immédiatement pour les petites valeurs
dejvet, pour p^ 7 vérifient les formules de récurrence :

, 2 p — I . 9.p——2 . ! ^p—3 . . 9.p—4 »(7) ^ii=——— ^i^pi-^ ——^—a^hp^i-^ ———a^hf^i-^ ———a/,.À^,-îo

,.o, , . 2 p — ï , 3 Z ? — 2 '^S) fff.^= i .. ^i^4-^_ a.g î
3^ 2J/

a p — 3 2 p — 4 ^"~2 1 :
1 __1 < J._______ /y .rt. 4̂̂ . _^_______"., /y /y ,,1,, _______ ,' + ïpa3ff^^ ^p a.^3^ •y . ^

Considéré comme fonction des racines ^3 e^y e^^ e^ de
- 1 1 - , , - • , 1 1 : 1 1 / l ,^• / ( '==a^^3—a'^"—a^x—a,^ 1 . , ' 1 1 ^ 1 1 - 1 ^ \ - ' 1 1 1 1 1 1
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\^, est un polynôme homogène dont le degré p ^r-i— 4 est aussi le
poids de A/,, considéré comme fonction.de a^ ûa , àa, a,, affectés respec-
tivement de poids égaux à leurs indices.

Supposons que les a satisfassent aux inégalités suivantes où p est
un nombre compris entre zéro et l 'unité :

|ai|<p, !^|<p2, |as |<p 3 , \a^\<^'

et cherchons des expressions dominant les \pi (c'est-à-dire surpassant
leurs valeurs absolues); nous les déterminerons en remplaçant les
relations (5) par les suivantes :

( 9 ) ^k^ -==• P <^r2 + P2 ̂ --M + P' ̂  -T- P'" ̂ -l .

obtenues en remplaçant les coefficients des seconds membres des for-
mules (5) par des nombres qui les dominent respectivement et sup-
primant toutefois le terme indépendant des 1 qui n'intervient pas dans
le calcul des À. Nous remplacerons de même les formules (6) par
( l o ) ^ === ̂ , f)f— ^3 + ̂ ., p^2 ̂ a -4- ̂ 3 p^""1 ̂ i -+' l^ ̂  ̂ o,

a,/" désignant là somme des modules des coefficients des monômes
en a,, a^ a^ ^4 dans le polynôme \n ou un nombre supérieur à cette
somme. On peut prendre les [M vérifiant les relations de récurrence

fJ./,4-l;== ̂ --t- [J-p^i~^~ l^p—ii "+- P'p—Sh

analogues à (7), qui donnent aisément
^^r— [^in~===- [J.pi—[J-p-fa

- d'où : 1 1 1 1 . 1 ^ , . , . . ' ! , ! !

. . • . ' ! . î-j'p+ii< ^[J-pî
d'où

et, comme
, 1 1 ^ ! • ' "^^i^ ^ 1 • ;
^< a/^4, ',. \\î\ < ̂ ~4 p^ -̂',.

Là série ^(^)admettant une majorante ——> le coefficient a? vérifie
1 1 1 . 1 1 1 1 1 . 1 ;/1' 1 • : 1 1 1 ' 1 ^ 1111111..., , 11/,; 1 ' 1 : 1 , ' 1 1 1 1 ' 1 : '1'IIIIII"~1:R, ' . • 1 - 1 ' . ^ 1 1 1 1 / 1 1 1 1 1 1

rinéffalité
\^p\<^

A ce même terme a?^ nous faisons correspondre dans rintégraîe
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les- termes a^A^-L,^ dont les coefficients a^Ap/- sont dominés par
_ 2^--4 p/w-4 ̂  a fortiori (puisque p <; i) par o- (apy^4 . L'intégration
terme à terme de la séné ^(^) donne donc pour les coefficients clé Io,
Ii, la, LÎ des séries entières en a^y a^y a^, a,, convergentes lorsque

\ai\<o, |a^|<p2 , |^3|<p : i , if/,J<p'\ P<-^ '

Au terme a/,^ correspond encore par l 'intégration a^cr^. On
démontre facilement avec les formules (8) que a^ est un polynôme
en a^ a^y a'^ a^ x homogène et de degré p -- 3 par rapport à e^ <%,
€^-f € 4, <27.

. Procédant comme plus haut, nous prendrons comme expression
dominant o-p le monôme i^p^""3, en calculant de proche en proche les
coefficients Tp par les relations suivantes [correspondant à (8)]

T^4-i == r? + T^-i -4- 'r/?--2 "+- ̂ -n •+-I

d'où l'on déduit encore T?-^ <; 2^,, et, comme on peut prendre ^^= i,
^p^^-3. Alors [ a^( <(2py~3 ' ; les coefficients de 3 dans l ' intégrale
forment une série entière en a^ a^y a:^ a.^ x convergente des que

( î i ) | a,,.i, | < p, | a., < p2, | a^ \ < ̂ , | ÛT,,, | < p\ 1 x \ < p, p < ~1.

Revenons aux intégrales î (^) ; les coefficients a du polynôme R(a^ ?^)
sont des fonctions analytiques de u s 'annulant pour «==o; les inéga-
lités (ii) peuvent être s imultanément satisfaites en prenant \u \ et \x\
assez voisins de zéro. En substituant aux coefficients ci leurs expres-
sions en fonction de iiy les coefficientsQ deviennent des séries entières
en u et E s'exprime de la même façon en fonction de u et de a?. Faisant
maintenant intervenir les l imites des intégrales, x1, x"\ nous voyons
que lorsqu'elles sont racines de R== o (et de^ == o)E n'intervient pas,
et que si l'une de ces limites x ' est une constante (de petite valeur
absolue) E est fonction analytique de u.

En définitive, Y étude de la singularité de l'intégrale double retient
à celle des singularités présentées par les intégrales hypereliip-
tiques irnÇu) considérées comme fonction du paramètre u dont
dépendent les coefficients a du polynôme et par suite les racines
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et notamment les limites de l'intégrale, c'est-à-dire à des questions
voisines de celles étudiées par Fuchs dans un article bien connu sur
lesç' modules de périodicité des intégrales liyperelliptiques(Jow7?,af^
Crelle, t. 71, 1870, p. 91). Mais Fuchs supposant que les coefficients a
sont des polynômes en u^ une étude nouvelle est nécessaire pour le
cas où ils sont des séries entières. Cette étude est fac i le dans le cas
actuel où tous les coefficients a de R(;r, u) s 'annulent pour 11=0,
et où la série entière ci^Çu) commence par un ternie du premier degré.
Avant de la faire, indiquons comment quelques-unes des questions
traitées jusqu'ici se posent quand on cesse de supposer tous les élé-
ments réels.

•12. Variables complexes. —L'extension des résultats du n° 1 au
r1'cas d'une intégrale » /(^? u)dxy où la variable et le paramètreva

peuvent être tous deux complexes, peut être faite soit par une méthode
de subdivision du chemin d'intégration analogue à celle que nous
avons suivie, soit par Inapplication des théorèmes de Cauchy ( ').Si
l'on imagine alors que la fonction/'^, u) est définie comme résultant
de la substitution à y dans une fonction g(^, y , u) d 'une fonction
implicite y Çx, u ' ) donnée par une équation ^ ( x y y y u} = o g ' e t y étant
holomorphes) l 'intégrale ainsi définie

r 1 'l(u)= ff{ûc, y, u)da!, 9(^ îJ î ^)==o,
^a

est, pour les éléments complexes, l 'analogue des intégrales curvi-
lignes etpar suite des intégrales doubles relatives aux éléments réels,

Les singularités qui correspondent pour I(a) à un point singulier
des limites a(j,i), bÇii) sont faciles à étudier lorsque, pour les valeurs
de u voisines de la valeur singulière iio considérée, a et b sont donnés

: , ^ . ! ,1, ! ! ^ . - ' , i
par des séries entières procédant suivant les puissances de (u — u^y
(p entier); ceci est l'analogue des singularités des intégrales curvi-
lignes ou desintégrales doubles à éléments réels, provenant de l'appa-

( l) Fo^rGouRSÀT, Cours d'Analyse, t. Il, Chap. XVII.
Ann. Éc. Norm., (3), XLIX.—DÉCEMBRE 193 3. 48
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rition d'un contact entre deux arcs du chemin d'intégration ou de la
frontière.

Enfin pour définir l(^) pour une valeur déterminée de u^ il faut
connaître s inon' exactement le chemin suivi par la variable x pour
aller d'une borne a(u) à l'autre/du moins la position de ce chemin,
par rapport aux points singuliers x===.e/Çu) de la fonction impli-
cite y{oc, u\ Si avarie peu, cette situation respective ne se modif ie
pas, sauf lorsque plusieurs de ces points critiques Ci(u) v iennent pour
une valeur iio de u se réunir en un point situé sur le chemin d^inté-
gration : cette valeur singulière Uo est analogue à celles qui corres-
pondent à l'apparition d'un point mul t ip le dans la frontière d'un
domaine d'intégration double à éléments réels.

13. Point double à tangentes confondues. — Revenons aux intégrales
hyperell iptiquesprécédernmentconsidérées ; le dernier coefficient a /,(//)
du polynôme R(.z*, u) placé sous le radical carré commençant par un
terme du premier degré en u, le chemin d'intégration est porté par l'axe
des quantités réelles, les bornes de l'intégrale sont soit deux mcines.,
réelles <?.i (^), e^u) soit une telle racine et une constante k (lorsque la
question se pose, comme plus haut, à propos des intégrales doubles,
il n'y a pas lieu de s'occuper du cas où aucune des racines ei(u) ne
serait réelle).

On sait que les racines ( ? < ( / / ) , e ^ ( u ) , . . ., e,,(ii) sont données par
une seule série entière (ici sans terme constant) où la variable

i , : ' ! • - ,
est u71 quand on donne successivement à cette expression ses n déter-
minations. Mais, // étant réel et positif, on peut aussi représenter ces
racines par n séries entières par rapport; à la racine ari thmétique

: , , • , , "^u^^\ , ,. , . M

l 'une au moins de ces séries est à coefficients réels, soit e^Çu); il peut
en exister au plus une autre qui sera désignée alors par e^ (^).

Prenons v comme nouveau paramètre, faisons le changement de
variable x === v^, posons e^u)== v£y(v) ; les nombres £ ; (o), ^(o), . . . ,
^(o) sont représentés par les sommets d 'un polygone régulier dont
le centre est à l'origine. Cette transformation isole ainsi les uns des
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autres les points critiques, car au lieu de R(a;. u), nous aurons S(s, v)
défini par

RfA-, u)=±: (^ — ^ ) 0 — ^ ) . ..(.r—-^)=:^'S(,::, ^).

S(.^ ^)=±C3-£j(^-c,).. .(.^ -£/,).

L'intégrale
^'"" ^^ //M-1-^ .

^=; .^, .^^ ',////.
^.r' V-^l^ ^}

OÙ
, . . • r ^ch

Jrn-==ï ; .' ^ v^ (^ 1 ; )
^ / et ^// sont soit deux racines £1(^)9 £2(^) (correspondant à e^ <î ï^), soit
une racine £ ; ( v ) e t ^ ^ Subdivisons l'intervalle y, ^// par deux bornes
intermédiaires ^ i , 5 2 ; ^ i étant voisin de £1(0) et s ^ y suivant les cas,
voisin de £2(0) ou très grand en valeur absolue. .

L'intégrale étendue à l ' intervalle s^y z^ est une fonction analytique
de v (n" 1); pour celle relative à l'intervalle £, 5 ̂  on pose

,^==£,,(^)-4-^

ce qui donne sous le signe f une série entière en v el ^ qu'on intègre
par rapport à *( entre les l imites o et \jz^ — £.i(v). Comme

V:s;— £l.(( ')=V / ^ l--£ l(o) — [£:l(^) — 6 l ( o ) ]

est une série entière en v dont !e terme constant v ^ i — £ l(o) es^ voisin
de zéro, on arrive finalement à une série entière en v. On procède de
même pour le troisième interval le lorsque ^^Sa^). Enfin

/'• . ' : 1 , '-lit . m—"- . ! , .
quand .z"^ 1 on observe q u e — = est le produit de s ï par une série

entière en -^ et v on — et v (suivant la parité de n); l'intégrale indéfinie1 1 1 . , , ^ z ! ^ ' 1 1 1 1 . 1 ; \ z ; ! ! ! ' , ^ ! ! - ' ! ; ; ! ! ' ! ! , '
peut donc comprendre une série de même nature un polynôme en z.
ou \/3, : • à - coefficients analytiques en v, et enfin un terme en log^
multiplié par un coefficient analogue. Après substitution de la
limite -1 on a une série entière en \/v ou ^2/l, un' polynôme en ^
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ou -1, et enfin un produit dont les facteurs sont lon'v f o u -I l o^^ l eti 1 ° \ n ° /^ x /

1
une série entière en \^v ou i r ' 1 .

Si l'on revient à rorigme de cette question, c^est-à-dire à l 'étude
des singularités d^une intégrale double correspondant à l 'appariiion
d'un point double sur la frontière du domaine auquel on l'étend, on
voit qu'une telle intégrale étant f in ie , le polynôme en — ne peut se

^n

présenter et qu'enfin la série qui multiplie le logarithme s'annule
pour u ==o.

En résumé, dans le cas du point double à tangentes confondues les
résultats ne diffèrent de ceux antérieurementobtenus'que par la variable
des séries entières figurant dans les deux formes possibles^ variable qui
peut être alors une puissance fractionnaire de u.

Tout ceci suppose d'ailleurs que la dérivée ̂  du premier membre
de l'équation <p(^y, u)=o de la fami l le des courbes frontières ne
s 'annule pas pour^==j== u-== o; hypothèse dont nous avons donné,
dans l ' introduction, un énoncé géométrique.

14. Intégrales triples. — Nous ne nous occuperons pour une telle
intégrale l(^) que de l^appari t ion, pour une valeur isolée (// == o) du

paramètre, d 'un poin t double sur l 'une des faces analytiques consti-
tuant la frontière ('). Nous supposons que le cône des tangentes au
point double n'est pas décomposé et nous prenons ses axes comme
axes de coordonnées. En multipliant les coordonnées et le paramètre
par des constantes convenables, l 'équation du morceau de frontière
considérée se ramène à l'une des formes

1 ; Q^^y^^u)=xll•^y2+e2ï•-^u-+-...=o (£==±:i), ^

les termes de moindre degré de ( p ( x y o, o, o), ç(o,y, o, o), .. . étant
mis en évidence; nous admettrons même, en uti l isant le théorème de
Weierstrass, que ç est un polynôme du second degré en y. En excluant
une partie du domaine d'intégration qui donne une fonction analytique

(1 ) Les autres singularités sont, en général,faciles.
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de u, nous étendrons l'intégrale à îin domaine restreint avoisinant
l 'origine et compris entre deux plans P^ P" parallèles à xQy très
voisins de xOy.

Soit d'abord c = = — i , la section de ç == o par un p lan P de cote z
situé entre P' et P" comprend une petite courbe fermée. Admettons
que le domaine restreint d'intégration avoisine l ' in tér ieur de cette
courbe., in té r ieur que nous désignerons par aÇz,u); ceci suppose
toutefois que z reste compris entre la cote h de l'un des plans fy P" et
une cote S(^) d'un plan tangent à y = o parallèle à xQy, sans quoi la
petite courbe ne serait pas réelle.

La fonction ^{u) est analytique? en \/u^ elle est en effet donnée par
les trois équations

cp .̂ == a x -4- . . . == o,
cp^==-2j -4-.. .=o,
9 ^.-z^^y3—js2^-^--4-. » .==o,

les deux premières1 donnent x, y comme fonctions analytiques de z et
de u, et z se calcule après substitution dans la dernière équation, ce
qui donne en général deux racines infiniment petites, fonctions de u;
^(u) désigne l 'une de ces racines.

Nous écrivons l ' in tégrale à étudier

i(u')-==. f ch ^ ^ f(a.\ y, ̂  u ) dx ciy,

/'étant analy t ique^ l'intégrale double

j { & , u) =:jf/(^j, z, u)dxcly

étant étendue au domaine o-(^ //), du plan de cote z, est une fonction
analytique de -s et u. On peut, il est vrai, objecter que le domaine a
n'est défini que si o, *€(?/), z, h forment une suite croissante ou une
suite décroissante. Mais, en calculantj comme plus haut, en intégrant
d'abord par rapport à y puisintégrant le résultat obtenti par rapport
à x on démontrera que / est la valeur numérique d^u ne série entière
en ' z et u, qui est convergente pourvu que z j, u \ soient assez petits.

Regardons ^, u comme les coordonnées d'un point M d'un plan ; la



382 E. COTTON-— INTÉGRALES DÉPENDANT DE PAKAMÈTRES ARBITRAIRES.

série est converg'ente lorsque M est dans une région B. du plan; la
partie du plan pour laquelle l'intégrale j\s^ u) est définie n'empiète
que sur une partie R' de la région B; B/ est séparée de la partie
restante R" par la ligne z == Ç(^), On peut appliquer alors à l'intégrale

^{îl)

simple | ^ j\s, u)ds les résultats dan° 1 en prenant toutefois comme
vh

paramètre 11'-= \ju au lieu de ii.
En définitive, si, pour u infiniment petit positif\ une saillie de la

frontière du domaine servant à défi niri^ intégrale triple s ) aiguise jusqu'à
former Vune des deux pointes aboutissant à un point double à cône de
tangentesréel', Finlég'ralelÇu') est représentée par une série entière en \/u.

Au contraire, si le point double apparaît par étranglement d'une
partie tabulaire de cette frontière, comme il arriverait pour la forme
réduite précédente et pour u voisin de zéro et négatif, les limites de
l'intégration relative à z seront deux constantes, et I(^) est alors
représentable par une série entière en u.

Soit enfin s == i et sp = .^^-y2 4- s2 — ?r+ . . .. Lorsque le cône des
tangentes au point double étant imaginaire^ sans être décomposée une
petite partie fermée de la frontière du domaine de l ) intégration vient à
disparaître quand u tend vers zéro par valeurs positives, on a de nou-
veau une série entière en \liiy car les deux limites de rintégrafcion par
rapport à z sont aussi des séries de cette nature.

15. Remarque. —M. Picard a bien voulu nous signaler, au moment
de la correction des épreuves de cet article, que plusieurs des
résultats qu'il contient s'étaient naturellement présentés à lui dans ses
travaux sur les fonctions algébriques de deux variables»

Cette indication nous paraît devoir être très utile pour poursuivre
l'étude des questions abordées ici (n0" 8 à 13). On se reportera notam-
ment à sa Théorie des fonctions algébriques de deux variables indépen-
dantes (t. 1^ Chap. IV, Section IV) et à son Ouvrage récent de la Col-
lection des Cahiers scientifiques de M. Julia : Quelques applications
analytiques de la théorie des courbes et des surfaces algébriques
(Chap. V, Section II).


