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RECHERCHES

SUR

LA SOMMABILITE DES SERIES D'HERMITE

Par M. E. KOGBETLIANTZ

(Paris).

Sommarre : I, Inégalités fondamentales pour les polynomes d’Hermite et de Laguerre. —
II. Conditions de convergence de la séric d’Hermite. Sa sommation par le procédé d'Euler.
— III. Moyennes arithméliques de la série-noyau. Majorantes de Lebesgue. — IV. Somma-
tion (C, &) de la série d’Hermite. Superposition du procédé d’Euler sur celui (G, ¢). —
V. Phénoméne de Gibbs. Théoréme de Parseval. — VI. Sommabilité (C, €) de la série
de Laguerre au point & = o,

Introduction.

Les polynomes d’Hermite
() Hy(z)=1, H(z)=—a2x, H,(2)=/4a*>—2,

2 _apn

sont définis par la fonction génératrice ¢ =" :

H,.(
MZ ”"”)

n=qo

lls sont orthogonaux dans I'intervalle infini (— oo, ) avec le poids
play=e""

t

A w c ) A~
(1) / e Hy(2) Hy(2) dw:§ ‘ , (7= m),

o { 2“/1!\'7_: (n=m),

ce qui donne pour f() le développement formel suivant :

. < H,(z
(2) J(x) NZ;—Z-('-%/); e f(w) Hy (w) du.

Ann, Le. Norm., (3), XLIX. — Mar 1932. 18
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Ce développement joue un role important dans les études statistiques,
tant théoriques (') qu’appliquées (*).

L'étude de conditions suffisantes de convergence de (2) a fait Pobjet
de nombreux travaux (voir la liste de ces travaux a la fin du Mémoire).
Elle se heurtait toujours aux difficultés que comportent les régions a
infini de U'intervalle (— 0, ). Au contraire, si 1'on suppose la fone-
tion développée f(z) identiquement nulle en dehors d’un intervalle
fini, soit pour |[x|Za o a est aussi grand qu’on veut, mais fize, le
probleme se simplifie considérablement, et déja, en 1906, Adamofl a
démontré que, dans ce cas particulier, la série (2) est équiconver-
gente i la série trigonométrique de Fourier d’une fonction qui coin-
cide avec f(z) au voisinage immédiat (z, — A, 2, - /A) de la valeur
considérée x, de .

Ce résultat d’Adamoff a été généralisé vingt ans aprés par Szegd
pour une fonction /() définie dans (— =, ), mais Szegi a été obligé
d’imposer a P'allure de /() & linfini la condition /() = O[[x["" ]
pour |z |-~w. Or, on verra dans la suite (§2) qu'il suflit de supposer

J(x)=20 1[ x| e% J pour L | - oo,

olt ¢ >0 est aussi petit qu’on veut mais fixe, pour assurer, quant &
Pallure de /()2 Uinfini, la convergence du développement (2). En
général, on peut dire que la formule approchée de II,(x) donnée par
Adamoff a permis (Szegd, Cramer, Uspensky) de résoudre définiti-
vement la question de condition de convergence en ce qui concerne
Vallure de f(x) dans tout intervalle fini, —a <@ <+ a, el ce qui va
nous intéresser dans ce travail, ¢’est 'étude des conditions relatives
a lallure de f(2) & I'infint, suffisantes pour assurer la convergence ou
la sommabilité de son développement (2).

Les meilleures conditions de convergence ont été formulées par

(") U. Bruxs, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kollektivmasslehre, p. 115
et 118 (Leipzig, Teubner, 19o6).

(*) E. Czuser, Mitteil. OFst.-Hung. Verband der Privat-Versich.-Anst., .3,
1907, p- 1.

C.-V.-L. Cnarvuier, 7raité du Caleul des Probabilités, par 1. Borer, t. 11,
fasc. 1V, Chap. I, p. 41-g2 (Paris, Gauthier-Villars, 1931).
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Cramer (1925) et Uspensky (1927). D'aprés Uspensky, Uexistence des
deux intégrales

/ e f) P de << G el f e fu)Pdu< G

- a

suffit pour assurer la convergence, tandis que chez Cramer elles sont
remplacées par celles '

. n en u

(H / ¢ /( w)ldn < G et / e * [ flw)du < G,
e - Ya
ot a et G sont deux constantes positives arbitraires.

En 1926, Hille a sommé la série (2) par le procéde d’Abel-Poisson
sous I'unique condition d’intégrabilité dans (—=, — a) et («, =) du
produit e| f(u)|.

On voit combien large est la condition de Hille comparativement &
celle (4). A laide des inégalités fondamentales établies dans la
suite, on constate facilement que la condition

el e
Sr)y=0 [_e" ('-’ )] pour |&] -+
assure (faisant abstraction de 'allure de f(x) dans les intervalles

finis) la convergence absolue et uniforme de (2) si ¢ > o.
Au contraire, le développement (2) de la fonction e avec ¢ > -

1
2
N
b
¢

-~

diverge pour toute valeur de z comme la progression géométrique
'extérieur de Uintervalle (— 1, 4-1). Ainsi, le probléme de conditions
de convergence et, comme on le verra dans la suite, de sommabilité
(G, %) par les moyennes arithmétiques correspond aux fonctions /()

du type O [e—"’_go(w)_‘, olt ¢(x) croit comme une puissance de x. A ce
point de vue, les conditions (3) ou (4) ne sont pas adéquates & la
structure du systeme orthogonal (H), et le fait que la séric (2) de

JS(x)=a"*c*, par exemple, est convergente malgré la divergence des

intégrales (3) et (4) le fait voir clairement. Pour les fonctions /()
. VLSS > . y 1 3 1 g i

du type O(e™) pour |2 | -» wavee : <g< 7 on doit recourir au pro-

cédé d’Euler pour sommer la série (2) comme nous I’avons démontré
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au paragraphe 2. Il est tres probable que le cas ¢ = %, pour lequel le
procédé d’Euler est & son tour trop faible, sera vaincu 4 I'aide du pro-
cédé de Borel, et nous posons ici ce probléme, ainsi que le probleme
général de sommation des séries (2) pour ?:__iq <1 par des procédés
autres que le procédé d’Abel-Poisson, trés peu commode en pratique.

Revenant aux conditions de convergence, observons que I'inégalité
bien connue

at
e? \/2" n! }

] (Ce<e<e),

qui n’était démontrée que pour [.xl;\/%, est valable comme nous

(5) H,(z)=0

le prouvons au paragraphe 1 pour x quelconque dans (— o0, ). Or,
pour |x|;\/? on n’avait jusqu’a présent que l'inégalité moins pré-
cise (Cramer) “

Hy(z)= O(e%’ /2" n.!).
Cette simple remarque, basée sur le fait que pour |z |22y le poly-
nome H,(x) satisfait & I'inégalité

[ Ha(2) € (o) |yry/7 <l”'?\/§)’

nous a permis de prouver que la convergence de (2), ainsi que son
équiconvergence 2 la série trigonométrique de Fourier, sont assurées
par l'existence des deux intégrales suivantes :

B T - :
(6) /_‘w e -u(u,)]n‘i[ <G et f e ~|f(u);fl”¥<c..
L’exemple de la fonction (voir § 4)
F, (2) = S 1 Hu(z) V!
(7) () gn T

a?

qui est continue partout et O(e_'f) pour |x |- oo grice a l'inéga-

lité (5), prouve que le fait /() =0 (¢*) ne peut assurer plus que la
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4
convergence, car la série (2) de F,(2), qui est celle (7), n’est pas
sommable (C, &) pour ¢ <Co. D'autre part, F,(x) satisfait pour tout
ordre positif ¢ > o aux conditions suffisantes :

5 L o . du re L du
® TS [t wi <o
de sommabilité (C, 62 0) de (2), établies au paragraphe 4. Sa série (7)
est non seulement sommable (C,s>>o0), mais elle converge partout
absolument et uniformément.

at
7

La question, si la condition '/'(w)=0<eT> est suffisante pour la
convergence de (2), reste ouverte. A notre avis, la réponse a cette
question serait plutot négative, ct la construction d’un exemple prou-
vant cette assertion, présente un grand intérét ('). De méme, la
fonction

ed 1 . 2‘- l
(9) Fa(z) =3 55 (01) P 1, Ceri)] )

n==

(voir § 4), définie par la série (9) absolument et uniformément con-
vergente pour toute valeur de x dans (— o, ), ou LP’(x) désigne le
polynome de Laguerre

1=—3

w
e
DL (@)= e,
non 1 — g)B+1
- ( )

possede le développement (2) quin’est nulle part sommable (C, ¢ < o),
malgré le fait que pour || ->», on a

(10) Fo(er=0[1zpet] (o).

On voit que F, (=) vérifie la condition (8) pour 3 > «, donc son déve-
loppement (2) est partout sommable (C, 3> o). Ainsi, la condition
du type (10),

o s =0ljep %),

(1) Voir C. R Acad. Sc., séance du 11 janvier 1932, t. 19%, p. 161, ainsi (ue
Ia Note ajoulée & la {in de ce travail.
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ne peut pas assurer (C,2< <), tout en assurant la sommabilité
(C,2>a). La question, si (r1) suffit pour assurer (C,s=a), reste
ouverte, et il serait intéressant de prouver qu’elle est suffisante pour
(C,2=2), comme cela nous parait probable si &> o.

En ce qui concerne L'allure de f(2)dans tout intervalle fini, il suffit
de supposer /() intégrable (#7) dans (— @, @) pour assurer la som-
mabilité de () par les moyennes arithmétiques de tout ordre positif 2.

On a ainsi le théoréme général suivant :

1. Partout a Utntéricur de (— o, ®), le développement (o) d'une
Jonction f(x), intégrable (1) dans tout intercalle fini, est sommable
~ I . . ~
(C, 2 > o) avec la somme - { f(x—o0)+ f(x~+0)|, pourcuque lordre o
de moyennes soit suf fisamment grand pour rendre le produit

at
(12) P ) SRR 'I/(L)f
wntégrable dans (— », — a) et (a, »), a étant quelconque matds fini.

Le procédé d’Euler, dont la supériorité par rapport a celui (G, 2) au
point de vue des conditions imposées i 'allure de /()4 Uinfini, a été
déjh précisée plus haut, est inférieur 2 (C,2) en ce qui concerne 1’al-
lure de f(z) dans un intervalle fini. On établit, en effet (§ 2), qu’a ce
dernier point de vue, la transformation d’Euler est inopérante, et les
conditions de convergence de la série transformée sont les mémes que
celles de la série (2) elle-méme en ce qui concerne I'allure de /()
dans —a <<z <a.

On a plus précisément le théoréme suivant :

II. La série d’Hermite d’une fonction [(x), vérifiant dans tout inter-
valle fint —alx<a les conditions assurant la congergence de cette

35—y

série (2), est sommable (B, k) pour klog» ?log( >, pourvu que les

deuzx intégrales

ot

1) | s

a s

W G e } e*’/“"']f("u')jif—:f <G (q< 7)
Ja |

u]

sotent fintes.

La superposition des deux procédés (C,2) et (E, k) permet de
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sommer (2)si f(x), intégrable (2) dans tout intervalle fini, vérifie
les conditions

O

.A‘Il . . o / ) r
(14) / el flu) | <G e / e | fluy) L <G,

\ [P e
O Ja w

Pordre des moyenncs d’Euler, £, étant non inférieur au quotient de

! . ’ ¢ - T s denivy nroecodda
log<3—_:7‘7/> par logw. Cetle superposition des deux procédés de som-

mation n’est utile pour élargir la classe de fonctions /() a dévelop-
pement (2) sommable par le procédé d’Buler qu’au point de vue de
conditions relatives & I'intervalle fini — « <2 < a.

o , ) 3 .
En effet, si pour (/://(,<(/(,<3> et ¢ suffisamment grand /()

verifie (14) sans vérifier (13), ces dernitéres conditions (13) sont
a fortior: vérifices pour ¢ = ¢, + ¢ < 7 quelque petil que soit = > o.
: 7
Les résultats énoncés plus haut sont obtenus grice i I'étude de la
série-noyau
- < 1L, () 11, o
(li)) (_)NZM (});?u)

—
ot !\
o VE

du développement (2) qui représente, malgré sa divergence, zéro
pour x £ u, sommée par tel ou tel aulre procédé de sommation. En
général, on peut dire que la méthode directe basée sur Pétude de la
série-noyau

b2

(16) 29,,(.1;)?,‘(1() (2 u)

1}
est préférable, sil’on veut établir les conditions suffisantes minimales
de sommabilité du développement formel de /(x),

o” b
(17) Jla) Nz‘ Cn Gn(x) ol c,,:/ Jlu)y o, () du

suivant les fonctions orthogonales ¢, () d’un systéme normé.

En procédant ainsi, on atteint le but avec des conditions beaucoup
plus larges que celles fournies par la méthode d’équiconvergence et
les résultats obtenus sont applicables & une classe de fonctions /()
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plus étendue. L’étude de différents systémes orthogonaux indique que
les séries-noyaux (16), généralement divergentes, sont sommables
pour z>£u avec une somme nulle, sauf pour x=u quand elles
divergent essentiellement, c’est-a-dire

n
him o (x) =-+ co.
lim Z (2)
Cette représentation du zéro par les séries-noyaux est a la base méme
de la possibilité du fait qu'un développement tel que (17) puisse ne
représenter pour & = x, qu’une seule valeur f(x,) de f(x) dans(a,b),
tandis que ses coefficients ¢, dépendent de toutes les valeurs que prend
la fonction développée f(«) dans I'intervalle (a, b).

Dans ce travail nous commencons par établir précisément ce fait
fondamental, que la série-noyau (15) représente zéro, étant sommable
(C, ¢ > o) avec une somme nulle pour x £ u. Pour|xz—u|Z¢, la som-

et
mabilité de la série-noyau, multipliée par ¢ * , est uniforme dans
(— o, ). Il est important de signaler que la série-noyau (15) n’est
pas sommable par les procédés d’Euler et de Borel & cause de la len-
teur d’oscillations de la suite de ses sommes partielles quand » croit.
Nous constatons ensuite que les majorantes de Lebesgue 0? (x) d’ordre o
- 1elatives au systéme orthogonal () : '

o (@) =f et

ot S7(a,u) désignent les moyennes arithmétiques d’ordre ¢ des
sommes partielles S,'(x, «) de la série-noyau (15), sont bornées dans
leur ensemble pour 8> 0, mais augmententcomme 27 *lognpourn—w,
stllonac=o.

A la base de ces résultats est I'inégalité

S (z, u)|du  (d20),

(18) L% () :O((z-x

pour le polynome de Laguerre, valable pour toute valeur de « et quel
que soit 2 dans (o, «). Elle est démontrée au paragraphe 1, ainsi que
Pinégalité

(19) nt Lo (2) [ (az) (2204 a),
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qui n’est valable que pour #2n -« ¢t qui entraine (18) a fortior:
pour x > kn, £ désignant la racine de I'équation

k=12(1+ log2 + logk),

c’est-a-dire k=17,3 ... <{e®.

L’'influence de I'allure de f(2) 4 Uinfini sur 'ordre de sommabilité
(C, ¢) de sa série d’Hermite (2), mise en évidence par la condition
d’intégrabilité du produit (12) dans ( — o, — a) et (a, =) est le phé-
noméne de Darboux trés bien connu pour d’autres systémes ortho-
gonaux (). Le fait que cette influence ne se fait point sentir pour les
fonctions f () telles que 'on ait pour || — o

Jiay=0(c¥),

le développement (2) étant dans ce cas sommable (C, ) pour zoute
valeur positive de ¢, s’explique ainsi : la série d’Hermite est le cas
limite pour % -»w du développement ultrasphérique de o(x) dans
Pintervalle fini (—1, + 1)

.. o T (}) . 5y PR ()
- .W) r<§>r(§+k>§<’l+ A

-1 )“1
><f (1 —w?)" PP (u)o(u)du,
—1
ott P’(x) est le polynome ultrasphérique défini par

(x — 225 + 52)-7‘=2 P(I;)(x) zn,
0
caron a '
H, = (—)rn!lim{ 1 © PY» z
(#)= (=0 nllim| (\/O

On n’a qu'a transformer d’abord lintervalle (—1, 4-1) en celur

(— V&, V%) par la substitution de \—%— a la place de la variable =. Les

(1) E. Ko6BETLIANTZ, Bulletin des Sciences mathématiques, 2® série, t. XLIX,
Janvier 1925.
Ann. Eec. Norm., (3), XLIX. — Ma1 1932. 19
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régions 4 l'infini de 'intervalle (— oo, ) correspondent aux points
frontiéres x ==1 de l'intervalle (—1, +1). Or, dans le systéme
ultrasphérique, le phénoméne de Darboux se manifeste dans la non-
sommabilité (C, <2y —%t —1) du développement (20) en un point
intérieur de (—1, +1), la fonction développée ¢(x) étant infinie
d’ordre y pourz = — 1 ouz=+1("). Sil’'on pose y = L :_1 les infini-
tudes de o(x) aux points frontiéres x===1 n’exercent aucune
influence sur la sommabilité (C, ¢ > o) de la série (20) a I'intérieur
de I'intervalle (— 1, +1). Or, si pour |2 |->1 0n a

\/(I — x‘:)}.-l—l
la substitution de —‘57— au lieu de  nous donnant & la limite / (), on en
. \," .
déduit
f(z)=limg Z, 7\> = Q<ce%~)
h=w \/}

et la série d’Hermite d’une fonction vérifiant la condition

Jlx)= ()((f§>

doit aussi étre sommable (C, ¢ >> o) partout & I'intérieur de ( — oo, w).
On voit maintenant d’ott provient le fait que 'influence de I’allure de
JS(z)al'infini sur la série d’'Hermite de /(x) ne commence 4 se faire

by
sentir qu’a partir du type de croissance ()(xse"')avec e >o0.
Les moyennes 8" (x,u) de la série-noyau (15) se distinguent de

n

celles des autres séries-noyaux étudiées jusqu'a présent telles que
(21) o~ 3—{—0057 + o827 -, .. cosny . .. (o< y<an),

par exemple, ou

(22) o~ A+ (14 RPP (@) ...+ (n -+ 1) PP (z) ~-. .. (—182 <),

en ceci qu’elles changent de signe un nombre infini de fois pour n — oo,

(") E.KoeeerLiaNtz, Bulletin de la Société mathématique de France, t. LI,
1923, p. 244-295 (voir p. 293).
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quelque grand que soit leur ordre o, tandis que pour toutes les autres
séries-noyaux connues on peut toujours indiquer un nombre g, suffi-
samment grand et tel que pour 32¢, leurs moyennes ne sont jamais
négatives. Ainsi, par exemple, pour les séries (21) et (22) on a respec-
tivement ¢, = 1 (Féjer) et o, =2k +1 ().

Cette circonstance entraine une conséquence bien curieuse et qui
concerne le phénoméne de Gibbs dans le systéme orthogonal (H). Ce
phénoméne, qui pour la convergence ordinaire est identique dans la
série d’'Hermite au méme phénoméne dans les séries de Fourier, se
présente tout autrement pour les moyennes arithmétiques de la
série (2), qu'on peut désigner par /*(2). On a notamment pour 620

lim [ ldb + (J-"--'L)JTJ — f(@ o) = LEHO =J@=0), 5

n==ow g\'/‘)‘n, 2

oula longueur du « segment de Gibbs », 7(2) est donnée par

98I T(0 -1) (7 sinu du

0 G+4-1
Jo=am)

Or, {(2) n’est jamais nulle quelque grand que soit ¢, ce qui prouve
que dans le systéme orthogonal (H)le phénomeéne de Gibbs persiste
malgré la sommation de la série d’Hermite par les moyennes arithmé-
tiques. Quand 2 augmente /(2) diminue rapidement et pour ¢ -» = on

trouve
m SR aNee
{(0 Al = 0> 0).
(0) ~ T \/80 <7T(3> (0 )

Ainsi, la sommation (C, ¢) affecte la longueur /(o) du segment de
Gibbs d’autant plus que & est plus grand, mais le segment ne s’annule
jamais quelque grand que soit I'ordre ¢ des moyennes contrairement
a ce que I'on observe dans d’autres systémes orthogonaux.

Il est intéressant d’observer que la longueur /(o) du segment de

Gibbs ne varie point, si I’on somme la série d'Hermite par le procédé
d’Euler.

(0

v

0).

(") E. Kosseruiantz, Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. 111,
1924, p. 107-187, § 6.
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09]

Dans le dernier paragraphe nous appliquons les résultats obtenus a
la série de Laguerre

f(x) ’”21%%%37)“3’(”)[ e=te f (1) L (1)

considérée au point-frontiére z = o, c’est-a-dire a la série numérique

(23) J(+0) ~ I‘@__y_l-_q_T) Z / ‘l‘-“”u.“f(u) L% () du.
i 0

n=0
Szego amontré sa sommabilité (C, c> o+ %) , si f(x), intégrable (L)
dans tout intervalle fini, vérifie, pour'a: — o, la condition

F (@) =0[z00].
Il a montré aussi que les constantes de Lebesgue

)
o= [ e ur| (o, 1) |du
0

relatives & la série (23) sont bornées seulement pour ¢ > o + é; mais
augmentent indéfiniment quand n o, si c<a + ; Ainsi, le pro-
bléeme de I'influence de I'allure de /() & 'infini sur la sommabilité

- ; : 1 s ,
(C, ) de (23) ne se pose que pour ¢ > o + -+ Nous avons démontré
le théoréeme suivant :

I, La série de Laguerre de f(x) est sommable (C, 2) au point-fron-

tiere x=o0 avec la somme [(— o) pour c>ao —+[ -+ 5-, st Uon a

pour & — o
| f@y=o0(atet).

En particulier, le résultat de Szegd subsiste pour toutes les fone-
tions f(), dont 'allure & 'infini est conditionnée par

s@y=0(d).
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Tous ces résultats ont été exposés dans les Notes des C. R. Acad.
Se. (t. 192, 1931, p. 662, 1696, et t. 193, p. 386).

I. — Inégalités fondamentales pour les polynomes d’Hermite et de Laguerre

Les polynomes d’Hermite sont des cas particuliers de ceux de
Laguerre, définis par la fonction génératrice suivante :

xS

e 1—3

=y =L®¥(x) +zsL®(z) 4....+ s L® (z) +.. ..

En effet, L (2*) pour o = — i et oo = é est 1ié aux polynomes H,,.(x)
et Hy,., () par les relations bien connues

(24) ( o (2)= (= nymamn! 153 (@),

[ M () = (— xyetoomvt 1 LD (a9),

qu’on vérifie facilement en comparant les expressions explicites des
deux polynomes, a savoir

N - c (— )4 (n 4+ a-+1)
(=0 L (@) _"Z T(+0)T(n—k+0)T(n—k+o-+1)
k=0

xn—/:’

o) 2]

n 2 (_ 1)&1‘(”,__*__ I) o p\n—2lk
(=" Hu(@) =2, s T =5y )
k=0 N

Par conséquent, il suffit d’étudier le polynome LI (). Féjer a donné
en 19og une formule approchée pour Ly (x) :

/ 3

w1y L — oem = a*
ietnt Tilm fcos({2ynz— — — )+ 0O\ =
2 i \/n'

uniformément valable dans tout intervalle fini, o < aZlz<b.
Le raisonnement de Perron permettrait d’en étendre la validité, a

IR

(26) Lip(z)=a"

1—. -
Pintervalle < n* e > o et I'inégalité qu’on en déduit

(27) -ng>(x)=o[é<g>%‘f:]

1

peut ainsi étre démontrée pour x<n’ , e > o.
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Mais, nous en aurons besoin dans un intervalle |2 |<k.»n, le nombre
positif 4 étant quelconque mais fini.

Pour établir la validité de cette inégalité fondamentale quel que soit
x dans I'intervalle (o, n), partons de la formule connue

- P 3 L(c(,) 2 ) — I ‘Fdﬂ T+ o
zmem Ly (J)-mﬁw[l € ]

o Z~*e" (e ds
Li#(z) = f

~ n--1 ’
(= _ )

qui donne

oL

-

- T B
&
: e N s
[
)

\ooﬁ /

AN (C)

Fig. 1.

le chemin d’intégration étant une courbe fermée C entourant dans le
plan complexe = le point P sur 'axe OX d’abscisse positive =,
o<lx<n. Prenons comme contour d’intégration C l'arc ABC du
cercle de rayon r = Jnz > x et de centre P et la corde CDA de cetare,
défini par la condition que I’abscisse OD du milieu D de celte corde

- Désignons par w I'angle obtus BPC, ’ou

I ZX
COS ) == — =~ -~
% n

9T ; . R
done o < ~;—’~ Sur I'arc ABC ona 5 = re®, o variant de — w 4 + o, et

L X
soit égale & =
9

2

X . N . . . . T x*
sur la corde s = = 1, ol tvariede — rsinw i rsinw = \/nx — -
. l‘

Calcul fait, on trouve

z= [? . P :
L‘,f‘)(x):r—r—uf e[yt oz cosg 4+t | P cos[ ()] dy
¢ 0
o e;‘ rsin o o a—;—l
+<—1)an (.[. +zﬂ) cos[A(t)]de=T,+T,,
o 1 : EE
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ot les arguments Q=1Q(9p) et A = A(z) des cosinus sont égaux a

rsing

)~ rsing —ng
& COs QO
1

Q= (n-+ a)arc tﬂng<
et

21
A= (an +1+oc)arctang<—$—> — .

Etudions les intégrales T, etT,. Dans la premiére, T,, la fonction

n- %

3

F(o)=e"? [r*4arxcosy + 2*] *

croit d’abord jusqu’a ¢ = ¢,, ou

T — o I &x
COSPY== - == > — — — T= COS O,
anx 2y n

donc (') o, < w, atteint son maximum pour ¢ = g, et décroit ensuite,
tandis que Q(9) diminue tant que ¢ < 9,, atteint son minimum égale-
ment pour 9 = @, et croit ensuite. Cela prouve que | T, | est inférieure
4 'intégrale de F(¢) étendue a lintervalle (o, —A’, oo+ A"), les
nombres positifs 4’ et A” étant définis par les conditions

Q(‘Pn - hln) :Sz(% ~t= /L’/II) = Sz(('.ob) =+ .

Or, cette intégrale est inférieure & F(o,). (A, + &) et

PO ] \ ' 14
2= F(v,) -+ R, )
e

[ rl\] i < - —

Pour estimer 'ordre de grandeur de /,, et &) il suffit d’observer que
Q(9,)=0, Q"(9,)=00)=0(Vnz) et

é\/m<sz”(%):.—<z—-”+“> \/nw—(—f—_—,——zﬁ<2\/}z—s§ (xgn),

n - o 4

ce qui entraine pour Q(gp, +h) —Q(g,)=m
e 2T — o
w=0 (g O(:@)

(1) Pour o 0. Pour o < 0 le méme résultat final subsiste et I'on n’a qu'a rai-
sonner avec ¢ =, car alors ¢, > o.




152 E. KOGBETLIANTZ.

h'n—&—h;’,_o 1 )
= \Vne

r—0& n-o

e [z(n+a)] ?,

ol &)

En appliquant le méme raisonnement a T,, on trouve d’abord pour

o—1

a<1, la fonction monotone (#* + 4t’)T étant dans ce cas décroissante :

FRCPC

sz‘éx—-aeﬂf <x~2+t2> : a’t:O(ieE),
T J, 4 n

car argument A= (2n+ 1+ a)Arc tang%; — ¢ est également une

et par conséquent

Or

RLIg~}

= r—F(9,) =a~*(nz)

d’ou

wig
iR

e

fonction monotone dans I'intervalle (o, rsinw) et croit de zéro a

olr=y/E o (3)]

quand z va de 0 & rsinw.

Pour o >> 1 on doit, au contraire, considérer le voisinage de la limite
supérieure d’intégration, ou A’(z) est trés voisine du zéro, mais reste
encore positive. On a

A"(rsin w):O(—L)

na
et

Al(rsinm) = I:;ld, All(psill&)):'—— -;/é_i_—-[l—l—O(i)],

Posons, pour > o,

A(rsinw —A)=A(rsine) — x;
on trouve :
h=0(ynz)
et, va que « > 1, '

x O ~1

' S 2% e /22 ; P
[ (—,— -+ r? sm%) h.
T 4
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Or

2

T —+ r*sin*w = nu;

donc on trouve finalement

ol (2) 7

Cette inégalité est satisfaite aussi pour « <1, car dans ce cas
' o 1
373

RO O PO |

pourvu que I'on ait o >— z- La preuve de I'inégalité (27) est ainsi
achevée (*). Son cas particulier

LS’)(x)=O<Tf:_>
na

a été donné en 1926 par Hille [4, p. 348], mais sans démonstration, que

o 1
7+

Hille qualifie « rather long and complicated ». Pour oc=—eta = é
on a . '
(28) L,Q-a)<x> — o(n”éﬁ), L,(;z’)(x) = o(izﬁ)‘

On en déduit, grace aux relations (24), 'inégalité bien connue pour -
le polynome d’Hermite

(29) H,‘(x)_—_0<fi/—%\/m>

démontrée ainsi pour 2 <n, ou |x|<yn.

Il n’est pas facile d’étendre l'inégalité (27) a lintervalle x<ikn,
k étant un nombre positif fixe quelconque, et pour le faire nous com-
mengons par I'inégalité (29). L'identité

e—-zz'——»z[x—i-h)z = g—3"—2%z e—z’—ﬂzz_

(*) Pour « g-—'g il suffit d’intégrer T, par parties E<Z — oz> fois pour com-
pléter la preuve de I'inégalité (27), valable quel que soit .
Ann. Ec, Norm., (3), XLIX. — Mar 1932, 20
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donne le théoréme d’addition (Runge) pour le polynome H,(z), car on

peutl’écrire
_u/, ¢)><2 “,,(/L))

2 ”n<x '_h 3
\/f—):ﬁ Fln ( =z _l: h) Z (J/u. /n (v5> rIn—‘m(/‘ );
N

et par conséquent
\ 2

m==0
olt CV est le coefficient du binome :

Gl =m!n—m!

En particulier, pour 4 = x, on trouve :

H, (2 y/2) =

\/Ez 2 G “”'<"") My ().
0

Soit maintenant |z |< /7, donc |z V2|<V2n. En posant y =2, on a
pour |y [<y/an, grice & 'inégalité (29),

— n

-\J
e* NVommlan=mpy — m!
”n (.,V> =0 { = Z (:II,L“ \/

\/on Vim+1) (n —m 1)

]

et 'inégalité (29) sera démontrée pour |z |<y/2n, ¢’est-a-dire la lon-
gueur de I'intervalle de sa validité sera multipliée par y/2, sil’onprouve
que la limite pour n — w de I'expression

n T~ T ———
- \Vn 2 Cim Vm!in—m! Z VCiP
§= m'
Vorynl - (Vm+1)(n—m -}-1) \/)'L YVim+1)(n —m +1)

estfinie. Or, pour n -» oc et m= nt,

\/;2— " emn i gy

In ;/T)_:r. . \/—T—_—‘———‘t<l-——t)’

ol

b(t) = %{t logt—+ (1— ¢) log (x— ¢) + log2].
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Vu que . .
sl (1) =logt — log (1 — 1)

la fonction ¢ (z) a un minimum pour ¢ = % et l'on a, si lt~%'§s,,,
V0 24(} %e) =i+ 0]

-1
Posonsz,=n * et 'on a

—E&n

1
\/;;f emnp ———-————d[_ — = O0(e="V"\/n)=\/n [ e—nyi o
0

=

—_——)
VIi(t—1) Ji . Vilt—1)
. . L u
ce qui entraine, en posant t = - + —,
2% A/n
L .- "
. R G dl 2 v YL
lim y, == lim %—.—_— f NI e = r-:——.__ lim / e du=o\/Z.
n=m nz=a \loT J, Vi(r—1t) \/',zﬂzz:-f.t__e‘,;' 2

Ea répétant ce raisonnement un nombre fini de fois, on prouve

Iinégalité (29) pour tout intervalle |x|<kyn, ou % est fini. Pour en
conclure que l'inégalité (27) est valable pour <& <k*.n nous allons
exprimer L (x) sous forme d’une intégrale définie, ot sous le signe

somme figure le polynome H,,., (\/.-?:) ou, ce qui est laméme chose, le

'L - - .
polynome Lff) (z) multiplié par yz. En effet, les relations (24) prou-
vent que les inégalités (28) sontvalables aussi pour n<x<k*n, k étant
aussi grand qu’on veut mais fixe. Or, comme nous allons le montrer &

la fin de ce paragraphe, ona pour « > %

17 1
(30) L (z)== ffiﬁ;‘if;;it.‘l 2z D, (==3) i\/.; L,(,fi,)(x) | (« > l>,

r(ne) 2

ot D:# est une dérivée d’ordre négatif — 3 quelconque définie par

T'(B)D:R f(x) :f”(xw w)=1 f(u) du (ﬁ>05.
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e e . @
L’inégalité (28) entraine pour LYY (z)

L (z) = T(1z+a+1) f (x—u L( )(ux)du

R

=0{n;;f01(‘—u>°‘_;e%du} (a>§>‘

Or, pour x -+ =, on a

1
. —0

f(l—u) jemdu=1‘<o'——;><§)2 e*{ 1+ O[e~-9] f;

donc
"
Lo LE, TR 1
(z)=0\"e — (a>;>.

Cette inégalité est sans valeur pour <n, mais si 'on considére 'in-
tervalle (n, k*n), n<x<k*n, ou le rapport';Z est fini, on en déduit

r o oo 1 o ! x o 1
3 57T 274 2 2" h
e n e n

(o) — — — —_— =

M =01 = (%) 0[\/@_<x> ] !

x

]

SR

c’est-a-dire on acheve la preuve de I'inégalité (27) pour z<4*n. On a
supposé « > g Il est facile de montrer en employant la relation ana-
logue

@y up@="0red sy D) )

r<n+ ;)

valable pour o> — -;- que (27) est exacte pour o > — éet xlkn
quelque grand que soit le nombre fixe réel k*. Les relations (30) et
(31) sont des cas particuliers de la formule générale

I‘(n + o+ 1) D(e—8)

[8LP(2)]  (a>B)

qu’on peut aussi écrire

T(n+oa+1) o

() L@ = a5 Ty

f (2 — u) =P~ uB LP (u) du,
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et qui est nouvelle & notre connaissance. On la prouve ainsi : le pro-
duit 5 = 2*L{¥ () vérifie I'équation différentielle

(33) 3" —(x+oa—1)5'4+-(n+a)s=o0
que 'on déduit facilement de celle des polynomes y = L% ()
(34) xy'—(z—a—1)y'+ny=o.

Si I'on cherche les solutions de (33) de la forme
s=D3*{2(2)] = gy [ (@ — wpi(w) du,

on constate que (33) équivaut a I’équation

Dz » ’”—}-(1——.:6)5’—4— ng{=o.
Par conséquent

5= Dz*E (2) = Dz*[ L) () |
est une des solutions de (33) et

m=a %z =z D7*[LY (x)]

est une solution de (34). Comme y, estun polynome de n*» degré, on
en conclut que y, =L (). C,, et la constante C,, dans

2* LN () =a*y, =5,= C"“f (& — w)*>1 LY (1) du
0

se laisse déterminer en faisant tendre z vers zéro. Vu que L)' (o) =1
et L'”(0)=A"Y, ou dans tout ce qui suit A!¥ désigne le coefficient

n

de 5" dans le développement du binome (1 — )"
T(n+1)T (e +1)A¥=T(n+ a+1),

on trouve ainsi G, == 2 Al¥, c’est-a-dire

T(n+ea+1)

o L (2) = T'(n-+1)

(L (2) ]

On en déduit, en prenant les dérivées d’ordre « des deux membres

T(n+o-+1) LY (2)="T(n+1) D&[x* L& (z)],
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et de méme
Tin+5+1)LY (x)=T(n+1) D§|‘J;5 Li®(x)],
d’ou
. . . . N
T(n +f+1) D[22 L@ (2)]=T(n +a-+1) D[ 2B Lii(z) ]
et ensuite la relation (32) qui était a prouver. On achéve la preuve
de (27) pour n=x=k*n, en observant que pour m=1IE(m)Zoona
n

'/~H-— .’k(: i .
LT ey = e A,

t
y
ry 1A

done, moyennant (29),

LE‘IN " 2) (x)=0 <\;—),:; )

LR < & N 7 \ . 1 - .
d’olt, pour nZxZk*n, I'égalité (27) avec o=-—m— - Hnsuite,

i

pour o>a > — (m + %); on applique (32), ce qui compléte la
preave de (27) pour n=a = k*n quel que soit «.

Passons maintenant a l'intervalle infini 22 n+ «. Dans cet inter-
valle I'expression explicite (25) de Li¥ () suffit pour notre étude, car
on en déduit

n

| L n! e 2 A )P
L (@) 1< 2 B i ik (e ot L E O,
=l T —
(=0

d’olt, pour x 2 n + o, 'inégalite

(2z)"

ax (o (. <
(3‘)) iLn (J?)l___; nl

(2 n -+ o).

Vu les relations (24), elle nous fournit cette autre inégalité relative au

polynome H,()
L | <[<1i’l:=’\/n+§>’

(36) [ Ha(2) 22
valable pour |w]§\/n + =+ Ajoutons enfin que dans tout intervalle
fin (') on peut représenter H, () sous la forme d’une série asympto-

(') Tout récemment M. S. C. van Veen a donné (Math. Annalen, 1931,
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Ot
e}

tique semi-convergente donnée par Faber en 1922 et qui s’écrit

ei(-l't‘m'wl %) [1 “i- 2 CIII'I‘ “'”( ):l z

m=z

an
(3 2

e 2 U(2) i/ 2o

37)
(37) \/Ou ~ e

6~ . . . ,
avec G, yn" = O(1). Elle généralise la formule approchée

(38) i)—ﬁ(—i—):\/—)— cos<1\>/z+—-—)+()
\/9‘/: n! nT \/It

donnée en 19o5 par Adamoff. Uspensky a démontré que dans la for-
mule approchée pour la 2" somme partielle S, (., ) qu’on en déduit

C2 { sin [ (e — ) x/-)_n—] On(uy )

| u— & + (u—x) \/I_L

(39) TS (2, u)=e g
avec 0,(u, x) = 0(1) uniformément quand et « sont dans un inter-
valle fini, on a 0,(x, x)= o eten oulre

7 ()0"(”, l, /
(i 2 8) (),

(0

L’expression S
noyau et I'on a

"(.z, u) désigne la n*"* somme partielle de la série-

(1) S (s, ) zll,n(w ”,,,({() 1 o (o) (wy — Hy (@) U (1)

om ! \, - _A PUNTR (” ) ) \/7-
comme on le vérifie facilement a I'aide de la relation bien connue
Wy () =22, (x)+anH,_ (x)=o.
II. — Conditions de convergence. Sommation par le procédé d'Euler.

La n'" somme partielle /, () du développement

, o I, ( o
(2) J(.'y)NZ .a"n‘\'nf J(u)e ™ H,(u) du
0

B. 103, p. 436) une formule approchée pour H,(z) valable dans l'inter-
valle o]

enliére .

408
2|

/5 (n+1), lindice n pouvant prendre aussi des valeurs non
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s’exprime a I'aide de celle S\*'(z, u) de la série-noyau

65) om i M@ i) D))

par l'intégrale définie suivante

f,L(x):fxf(u)e‘“"'Sj,‘“(x, w) du.

L’expression (41) de S)”(x, «) et I'inégalité (29) pour le polynome
H,(z) donnent pour &£ u, si x et u sont O(\/r—z) en valeur absolue :

2t ut

 (42) SE{”(x,u):O<~——e———2———> [1z],|«|<O(Vn), |2 —u|>0]

Te—=]

D’un autre coté I'inégalité (36), valable pour ]u[i\/n—f— %’ nous
donne, x étant fixe et fini :

ej_T o) y ln-m \/m|}“ ( E)"};
EE=iNmyy =of Qll"\/n {
c‘pn(u,):l u ]n-H C'— ?(? \/,%)

et considérons la fonction paire ¢,(u) pour «>o. Elle atteint son
maximum pour = n + 1, donc pour z2kyn avec £>>1 on a

on(u)Sou(ky/n).

Soit £, laracinedel’équation&*—2log (2£€)=o0, donc k,=12,2..< 2,3.
On a,(k,Vn) < k,=O(1), donc on parvient 2 la conclusion suivante :

Sy (@, ) =0

Posons

(43) [u[e—%IS%’)(w, u)|=0[0,(«)]=0(®) (Jw|2koy/n).

Supposons maintenant I’existence des deux intégrales

u?

® [ et gr<e o [ i<
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— ko —A A ko' -
f,L(a;)::f —|—f +f +f +f :ZJ""’
— — A A l‘uV/;

—koV/n i=1

On a

la fonction sous les signes somme étant e /(u)S\" (=, u) du.
On a grace a (43)

—kov/n w2 ” ) S
J,“:O[f e l]f(lt)]»l-c%ll—:l, Jn;,:()[f e Elj(u)]fll__”]
Ve L

hadl- -
kg V0

et de méme 4 I'aide de (42) vu que x est fixe :

. —A u? koV/Te u
- d ; ° -5 d
J,L.,..:-O[[ ~u<u)1—,7,"—,], J,.,.,:O[f e 'if(u»)l;q-
ey ) g A T

Par conséquent, on peut choisir un nombre positiffixe A, assez grand
pour avoir si AZA,

]Jnx | -+ iJIl:! I -+ ]J/u,.l -+ iJn.s ] <n (A_Z_f\u),

quelque petite que soit la quantité positive v} donnée a I'avance. Cette
conclusion élimine toutes les difficultés causées par les parties infinies
de 'intervalle ( — o, o) grace a I'unique hypothése d’intégrabilité du
produit «~'e *| f(u)|danslesintervalles (—ao, — a)et (a, o). Quant
a lintégrale J,;, étendue & l'intervalle fini (— A, A), on sait depuis
longtemps que I’on a

(z4+0) + f(z—o0)

2

A .
lim J, = lim f e f () S (%, u) du = !
n=w nE=ed g
sous les mémes conditions suffisantes (Galbrun, Cramer, Szegd,
Uspensky) que celles que ’on connait pour les séries trigonométriques
de Fourier. Le théoréme sur 'équiconvergence de la série (2) et dela
série trigonométrique d’une fonction qui est identique a /() au voi-
sinage immédiat du point x considéré, démontré par Szegd sous I'hy-
pothése génante F(a)=0[x""] pour x|+ et a I'exclusion du
point & = o, est ainsi établi pour toutes les valeurs de x et sous la
condition beaucoup plus large (6). Cette condition est moins restric-
tive que celles de Cramer et d'Uspensky qui exigent I'intégrabilité dans

Ann. Ec. Norm., (3), XLIX. — Jux 1932. 21
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(—w, —a) et (a, ) des produits e ]/'(u“ )| ete [ f(u)]* respecti-
vemcnt (andls que notre condition (6) n’exige que celle du produit

w7 S ().

Les inégalités (42) et (43) permettentaussid’étudier la sommabilité
de (2) par le procédé d’Euler. Nous allons voir que la ransformation
d’Euler peut réussir dans le cas de divergence de la série (2) et en préciser
la cause. Commencons par montrer que la série-noyau transformée a
Uaide du procédé d'Euler posséde, au voisinage d’un point fixe x, sensi-
blement la méme allure qu’avant la trans formation.

La transformation d’Euler consiste dans la formation de la série
Zu en partant d’une séric donnée Zu,, ou le terme général «))’ de la
« transformée d’Euler » est défini par

n Y
nl .
olil "". 1) — ("n, " (‘m) —— I I
’ no A e A [
. mon— int

m==0

Pour calculer la n'™™ somme partielle &, '(z, u)
. II,([)H,(U)
, —_— G m et A ey A
It (‘l’ U) ’g) )mi ! )ZD ‘)/,1)! \ 7__

de la transformée d’Euler de la série-noyau, nous partons dela relation
suivante

w P A w1
2 u,l< - )11(7;_) 2 Z(J FCH I, () Hy () Ty (4) T, (2)

/9
\ =00 g=0

qui découle duthéoréme d’addition établi au paragraphe 1. En multi-
. pliant par e“'" dt et en intégrant de — wi 4o, on en déduit, grice a
I'orthogonalité des polynomes d’Hermite dans (— o, ) :

: y (m—{-—t) I <u+t)
: ECM“,,(J.)“/,(U) ' f"“‘eﬁ,a AN Ve ) A\ va ),

1 /l —
o+ “ 9})])1 \/ﬂ_- o \/TT: o n! \/77:

car
~+ %
f e Hyp (1) Uy (£) dt = 0 pour p g
=o' (n —p -+ 1) /r, si p=gq.
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En sommant, on trouve ainsi la relation fondamentale

O

IR 1 I A S A I S
(‘/lfi) &}Il (‘Uv u)=— —= et bu‘) —» —= ) dL.
ANV, V2 V2

Pour u et  finis et |2 <A on a, d’aprés la formule approchée (39),

N\,

o ) X A1 w41
(49) m S =) —
\/:a y 2

& " {Il—{;d‘l/ " fe 4;;:-':'1% sin I ( " — .I)) \I_l] l 0““-) }

= \/’f.z e : : =
u—x (e —z)\'n

avec 0,(2)=0,(x, u, t)=0(1). Mais, la formule d’Adamoff (38)dont
la formule (39) est le corollaire, n’est qu’un cas particulier (pour

o == — ; et o= i}) de la formule approchée (26) donnant le poly-
i_.
nome L () et valable dans U'intervalle [2|<n* . Par conséquent la
formule d’Adamofl et avec clle la formule (3¢) sont valables pour
1 =
2 |<n" A condition d’écrire le reste de la formule (3¢) sous la forme
- 3 . . A ’ e 'z -
0 (%) au lieu de O (-—': ce qui entraine pour notre formule (45)
n ' I
8,.(t)=o0(y/n)sil'ona lt|=0({/n). Ceci dit, nous pouvons appliquer
cette formule pour [¢[<o (Vn), u et x étant finis, avec 0, () =0 (Yn)-
On trouve ainsi pour | ¢|<yn par exemple en posant yn = A,

. et
Ap 4 8

N 1 T e
(46) — [ eSS A=

sin (w0 — 2)\/n - 0(1)
a\/mJy, T u-—xr

Or, a l'aide des inégalités (42) et (43 ) on établit facilement que les
intégrales étendues de —oo & — A, et de A, & + = sont toutes les
deux de I'ordre du reste dans (46) ¢’est-a-dire pour n->oc

e [ eSidi=e 0 (roza7)
2YT A,
et de méme pour l'intégrale étendue 4 I'intervalle (—ow,—A,). Ainsi,
on a pour z et u finis
st s

., I
IR et et Y (L — X n+-0(1
(14’7) Tft’(;l“(.l), 1(/)______ ¢ 9 8 ( — )\/‘L. \ ),
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ce qui prouve la divergence de la série-noyau transformée par le pro-
cédé d’Euler. Au voisinage du point u = x sa somme partielle &) a la
méme partie principale

u? +‘L

sin(u —2)\an
T u—zx

que S’ ce qui entraine la conclusion qu’au point de vue de conditions
suffisantes de convergence relatives & l'allure de f(x) au voisinage du
point x, ot I’on considére son développement (2) et ce dernier trans-
formé par le procédé d’Euler, les deux séries sont équiconvergentes.
Il se peut bien néanmoins qu’au point de vue de conditions relatives a
Uallure de f(x) a U'infini le procédé d’Euler se révele plus puissant
que la convergence ordinaire. En effet, dans (/47) pour « fixe etu - oo

Ju

on a le facteur exponentiel ¢ au lieu de ¢® pour S\ (=, u) et ceci
semble indiquer que pour le procédé d’Euler les conditions (6) sont
surabondantes. On peut d’ailleurs évaluer l'ordre de grandeur
de &'(@, u) pour u — . La formule de Mehler

T +e @ e
(48) lI,l(x):—E-:f ¢ T iy du
2 \/7'; — :

permet de trouver I'expression explicite de la fonction génératrice

O_(z) Zlin(x) ll,l(u)

n=0 2* Il' \/TL’
car les deux intégrations sont aisées i effectuer, et 1’on aboutit au
résultat suivant (Mehler) :

2250~ Qs - 1SR
1— 2%

e

kS
\/7? X —3*

En divisant par 1— z, on en déduit la fonction génératrice ®,(z) des
sommes partielles Sﬁ{”(x, u) de la série-noyau (15)

D_ (3)=

2250 =2 0S4 uts?

1-—2z%

o (2)= Y SO (2, u).s"= — e——_—_—-——.—,
Z VB ViTE (1 —s)t
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Or, celle des transformées d’Euler & (x, «) est d’aprés (44)

0

4w el -t
r I —p—g( TR,

Ez”ﬁ;L"(x, u):_f e (t’z TR )——————dt—,

om T —
0 —= (1—5)Vi+4+5
ou (r— z*)o(w, u, 3) =23 — 22us + u*s*. En prenant comme
2l — (u+x)s

Vi+z

I'intégrale définie et I’on a le résultat cherché

: () (2
AR o ¢ e
ZU” (z, u) s"= —= .
o 2\ T ([ __::)
L’unique point singulier du second membre estle point 5 =1, donc
on a pour &,"(z, u) la formule approchée suivante :

nouvelle variable d’intégration > on calcule facilement

W

U+ .'r‘)“

2

(49) 6 (e, =" 1P| (“57) | 6 e

Pour |u — 2| =o(yn) on retrouve i l'aide de la formule (26) le
résultat (47), mais on a aussi grace aux inégalités (28) et (35) les

évaluations suivantes : .
(e ~=)® (— )2 Bu?
¢ * B 8T
—_— (= 0\ —
e — x| ||

pour |u|<0(yn), (x étant fixe) ainsi que

Jon (Utx® . 2
(51) &) (2 u)—o<_li’;:i|_e%——) _O<|u| e—>
TSI n!an nlan

pour |x|22yn. Vu que la n*" somme partielle du développement (2)
de f(z), transformé par le procédé de sommation d’Euler, disons
"), s’écrit

n

(50) EN(xz, u)y=0

—+ 0
®) () :f e &\ (x, u) du,
—_— .

on trouve facilement a 'aide des deux inégalités (50) et (51) que les
intégrales

—A = '
f e f(u) & (z, u)du et f e fu) & (z, u)du
— A
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peuvent étre rendues aussi petites qu’on veut en valeur absolue par le
choix du nombre positif A assez grand, pourvu que les intégrales

G [T <o a [To T % <6

sotent finies. Ainsi, nous avons mis en évidence la condition suffisante
assurant, quant a I'allure de la fonction développée f(«) a I'infini, la
sommabilité de sa série (2) par le procédé d’Euler. On voit mainte-
nant quand peut-on sommer la série divergente (2) par le procédé
d’Euler. Sila divergence est causée par l'allure de /() a l'intérieur
d’un intervalle fini, rien & faire, la transformée d’Euler de la série (2)
diverge aussi. Mais, si f(x) satisfait pour les valeurs finies de « aux
conditions suffisantes de convcergence et la série (2) diverge unique-
ment & cause des particularités de son allure a I'infini, le procédé
réussit, si /(z) vérifie les conditions (52). Ainsi, par exemple, la
fonction f (@) = ™, ol ¢ < 1 est un nombre constant, est & variation
bornée dans tout intervalle fini, donc la convergence ou divergence de
sa série (2) ne dépendent que de son allure a I'infini. Celte série

; 11,,
(53) el ~u 2 ('L) et (-—1/, (") du

)_'n \/TE . ,)n]

‘ . 1 , . ye L, , .
diverge, si ¢ > ~- En effet, en désignant parc, I'intégrale définie

1
Cn= 3 f e=ei=nH, (1) du,

-+ w
Z~ I, (e
Cp -/l——~f e Ill[-//y[ ’;l]( ) d”
0
I/,.,
b T gl"‘"/,
I—q

, i 1 7r (/ n
Co = 1—qg \1— ’
q q

A Taide de la formule approchée (38) pour le polynome d’Hermite on
déduit celle pour le terme général u,(2) du développement (53) de la

on trouve

d’OU c‘.!n-i—l =0 et
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fonction f(x) =" pour tout x fini

v

((,L(;l.'): ('gn”-_m_(_-]f) :< q >n(_ 1y e* scos(fzx\’u) -+—O<i>$-
1

22/ 1—q Vr(i—q) | Ve

Ce résultat prouve la convergence absolue et uniforme de la série
’ . . . 1 . N
étudiée dans tout intervalle {ini pour o < ¢ < -- Elle continue i con-
2

verger encore pour ¢ = é, mais devient divergente et non sommable

par le procédé des moyeﬁrws arithmétiques (C, 8) quel que soit 'ordre
N . I

de moyennes ¢, sig > -

Cest ici qu’intervient le procédé d’Euler. En effet, pouré <qg< g
la condition (52) est vérifice et le développement (53) de f(x)=e""
est donc sommable par la transformation d’Euler. Pour (/2% la fonc-
tion étudiée cesse de vérifier la condition (52) et pour ¢ 2 % lasérie (53)
n'est pas sommable parle procédé d’Euler, mais sil’on répete la trans-
formation d’Euler deux fois la série est sommée pourvu que l'on
ait ¢ < % (). La question se pose: quel est 'ordre limite de croissance
de f(x) au deld duquel la série (2) ne peut plus étre sommée par I'ap-
plication répétée de la transformation d’Euler, bref sommée (E, £),
ot k est un nombre enticr fini. Rappelons la définition du pro-
cédé (E, 9), ¢ étant un nombre positif quelconque : la transformée
d’Euler d’ordre 8 a par définition sa somme partielle ™ & égale &

n
U’?]:Z CU (1 — fGyn=mgms,, [6=2-3],
m=0
ot § = 2~ < 1, car 2 >o0; de méme son terme général «! est donné
par la relation
n
=63 Cifi (1= 0)*=76" e

m=0

(*) La condition nécessaire de sommabilité (E, &) s'énonce u,= o[ (2%+t — 1)7]

ce qui prouve la non-sommabilité (E, 1) de (53|) pour ¢ 2 7 ainsi que celle

(E, 2) pour //;%
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Pour évaluer &”(z, u) de la série-noyau (15), formons la fonction
génératrice de la suite &'(x, u)

I o
‘-Fa(;):E 51 80 (z, ZL)_.—I—_-_—-j e
4]

—_— L S =g (ny ey . Qyn—mgm H’“(‘Z) H’"_(u)
1—3 Zn ]?:‘n ' ( ) amm\/x
5 < <e )mumu ) H, (20) ,
— C,§1 It _0) re—m
2 2(5) e Sowte )
Or
c o . < 72+ m! I
D Ciwls(1—6) =N T [ =)= TG =0) "
n=imn n=mqu
d’ou

H,, (z Hm (u Oz m
Wy(s) = ) (02"

(1——~.)(1—~—g—~,6)2 )m,nx\/ﬂ 105

On reconnait dans le second membre la fonction génératrice ®_, de la
série-noyau (15), d’ou aprés transformations algébriques I'expression
explicite de la fonction W53 (2) :
() zit i s [0{ 2]
_— — |5 (=)

P2l 5203 p 173
(54) Wy (s ——Zé,(o,,”___ A ‘
Ve Vi—s(1—20) V(i—25)®

. > . 1 L
Des deux points singuliers s =1 et s = 7 <0 =+ ;> le plus rap-

,oy .. . . 1 .
proché a lorigine est le premier. Soit 65, ce qui correspond au

N . t . . v .
cas o Z1. Dans le cas 3>o on ne doit tenir compte, en écrivant la for-
mule approchée pour &, que du point singulier z=1 ce qui nous
donne

(1 -4=)2
(55) 8P (2, u)y=e * ——L,(L)[ (11—.%')](1-%-%)

27
(821, =2"0).

Cette formule déduite dans I'hypothése C=£1 est valable aussi
pour ¢ =1 car dans ce cas elle se réduit & (49) établie déja indépen-
damment. L’inégalité (28) prouve que 'on a pour |« |<0(yn), tandis
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que x est fixe

(12 0(”—1 / I—l-(1+0>,
56 &9 =0le * VG O(i___
(36) (ym;u) ‘ Ve lu—a|\V8 ||

ce qui prouve que pour ¢ - oo, done 6§ = 2% — o, I’ordre de croissance
5 . . . s ,out
de &7 (x, u) avec|u| -+ diminue mais reste toujours supérieur a 7"

Sans développer les détails de la démonstration, basée sur I'inéga-
lité (56) ainsi que sur celle

“valable pour [ul>\/-—— et qui est le corollaire de I'inégalité (35),

énoncons le résultat définitif :

Tntorime I. — Le développement (2) d’une fonction f(x), vérifiant
dans tout intercalle fini —a<x<a les conditions assurant la conver-
gence de cette séric (2), est sommable (B, 2) pour o assez grand s'il
extste un nombre positif € aussi petit qu’on veut mais fize et tel que les
deux intégmles

- fup— d
s8) [ e >|f( Olf<e w [ e g1 % <a
sotent finies. Plus précisément, la condition
[ 2 a  [Temipwi<e (9<3)
e ( 7 ] A 4
I
log(=7)

assure la sommabilité (E, c)de (2) pour c2 Togs

Il est probable que les conditions relatives a I'allure de /(=) & 'in-
fini et assurant la sommabilité de son développement par le procédé de
Borel se réduisent a I'intégrabilité dans (—oo, — @) et (&, «) du produit

3
——
3!

~22|, étant donné que le procédé de Borel est le cas limite du

procédé (B, 8) pour ¢ -» oo, ¢’est-a-dire pour § = 27°-+ o.
Ann. Ec. Norm., (3), XLIX. — Juix 1g32. 22
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Nous signalons ce probléme intéressant. Il serait intéressant éga-
lement d’indiquer un procédé de sommation plus puissant que celui
de Borel et qui permettrait de sommer la série (2) des fonctions f ()

telles que e’ par exemple pour g >§;— et vérifiant pour

x| > la

o
condition /() = 0(e™) avec 7: < q < 1 sans étre monotones.

ITI. — Les moyennes S| de la série-noyau dans les intervalles (— o, — a)
et (a, =).

La condition nécessaire de sommabilité (C, 2) d’une série de terme
général u, étant n=>u, = o(t) pour n > o, on constate facilement que
le développement (2)de /() n’est pas sommable (G, ¢) quelque grand

ue soit o, si f(«) croit avec & comme e, ol ¢ —. D’autre part,
) A q.>

I ’ . .
pour ¢ < - ce développement converge absolument el uniformément

dans tout intervalle fini et la question de sommabilité (C, &) ne se
pose méme pas.
Dans ce qui suit nous allons étudier le lien qui existe entre I'indice

‘ e
de sommabilité (C, ¢) de (2) et 'ordre de croissance du produite * f(x)
comparé, pour  — oo, & celui d’une puissance ¥ (y> o).
Par définition, on a

H,u(2) U ()

ammim

n—=m

n
N . N
ARSIz, w)=a) (z, u) = 2 Aj!
n="0

ol, comme toujours,

) T(n+)TOB+1)AD=T(n -0 -+1).
On en déduit

225% — oS - 152
» e ——

e 1—5%

ot (s, 4) 5= B (5) = (1 — 2P0 @ () = — —-
0 \/;T-\/I-i-z(l—-—z)”-

wizs

Soit @ un nombre positif aussi grand qu’on veut mais fixe et consi-

dérons a\”’ (@, 1) dans Pintervalle a < u < O (y/n), 2 étant un nombre
fini, fixe. Pour estimer l'ordre de grandeur de ¢!’ (z, u) dans cet



RECHERCHES SUR LA SOMMABILITE DES SERIES D’HERMITE. 171

intervalle, observons que

(59) V/;T.'z g (x, u) = ¢ . € o

0 (1—z) (1 +3)
ou2d® = x* — 2zxu—+u*=(u—x)* etas* =a®+ 2ux—+u* =(u+x)*.
L’ordre de grandeur du coefficient o'> dela fonction y=. @;(s)dépend
de son allure au voisinage des deux points singuliers essentiels 5 =1
et z=—1. Or, au voisinage du point z =1, ®;(3) \/E se présente
comme

5% %z Cid
- —— -
e * ¢ 13 e 2 (5-& _)
— = L 2/ ( (d* 5",
\/) KBS V/'z E 4 (@)
(r — ~) = 0
tandis qu’au voisinage du point 5 = —r, nousavons

+&

i+2 ¢ l P~ 12( l)uL( )(9 ) g,
; 3%

2 ! (i4z)} 2

Ainsi, on obtient pour ¢’ (2, «) la formule approchée suivante :

o
(60) Vrald(x, 1/)::(1/_; 'l( E)((l 2y (14 &),
+&
- (= '1( () (),

2

ol &, Vn=0(|d]) et & yrn==0(]s|).

Les inégalités

B -t
() oy [] R []
Ly ¥ () =0 T et ()= -.\/'7

valables pour «/* = 0 (n) et s> = 0 (n) donc pour [u|= 0(yn), car z
est fixe, nous donnent maintenant U'inégalité fondamentale pour o}” :

&% - ol
(61) oP) (@, «) =0 [————L ] [l]20(/n)]:

| 2 ‘L.lau
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D'ailleursrien n’empéche lavalidité de cette inégalité pourz variable
pourvu que |z == | ne dépasse pas O (Jﬁ) Or, 2(s*+d°) =2(2* +u*),
donc on trouve pour la moyenne S (x,«), en divisant o (2, u)
par A}

a4
. —_—
e

E [lu]<O(/n)].

(62) Sio) (2, u):O(——————N———_—-:
|u— |2+ \ n®
Cette inégalité prouve la convergence de la suite des moyenneb
8!2 (@, u) vers zéro pour ¢ > o et cela quels que soient u« et « fixes et
inégaux, u > x. On voit ainsi que la série-noyau représente bien zéro
malgré sa divergence, car elle est sommable (C, 2> o)avec la somme
nulle, si « £ x, la sommabilité étant uniforme dans tout intervalle fini
pourvu que |u—x|2¢, € > o.
Observons que pour z fixe on déduit de (61) vu que @ est aussi
grand qu’on veut et que « est compris dans U'intervalle [ a, 0 (yz)]

ut

(63) S (w, u)=0 —f—N—} [ag]w|20(/n)].

| |26+ 5

Passons maintenant a l'intervalle (Vr, o") La méme formule (59)
nous donne "expression exacte de o ‘°’(a, u)

\/T['U (x u Z (__ I)n—m [‘ “ ?i>(d )Lg_”)

m=0
Or, pour u:*:m)ﬁ_z_z(n-{—-a-i—é), onas’, d*2n—+ 0+ g et I'iné-
galité (35) devient applicable. Pourréaliser cette condition, il suffit de
supposer que 'ona
lu|zlz|+Ven+20+1,

ce qui revient pour n — oo sensiblement & u| > \/:m vu que z est fini.
Ainsi, nous obtenons le résultat suivant :

n
Vi o (@, u) | =5 X G (2d2)m (252)—m

m=0

2” 9 % 2” 9 A
:;T(d-+s-)":m(zt~+x~)n (Ju]2Van).
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Vu que z est fixe et que |1| 2y/27, on en conclut

B, 0= B0 oG]

Al n!lnt

(Ju|2y/2n, = fixe).

Nous allons transformer ce résultat en vue d’application ultérieure.
Considérons le produit

I

on(u) =€ * ubH SP (@, u)=O[ Y, (u)],
ou
u? o I
log n(u)=— — +(2n+ 20 +1)logu -+ n(loga +1) — <lz+o+ -0) logn.

Le maximum de {, (1) est atteint pour u =272+ 25+ 1 et si I'on
choisit £ > /2, on a surement

B ',I),,,( ) < '4»’71(" \/;)
pour u > kyz. O,

Iognpn(lr\/ﬁ)zn[— ‘/:T‘ + 2 loghk + log2 +1] + (28 +1) logk.

Nous choisissons £ égal & la racine del’équation

&3

2 logh +loga +~1= =

dot k=2,7... <eetainsi b, (kyn)=(2,7...)"" =0 (1).
Nous avons démontré ainsi que pour |u|2ey/n, on al'inégalité

u

(64) e @S0 (2, u)|=0/(1)

et cela quel que soit 'ordre des moyennes c. A
En réunissant les deux inégalités (63) et (64 ) on peut dire que dans
les intervalles infinis (— 0, — a) et (a, ) on a,  étant fixe,

(65) e~%5£§)(m, u):O(———-—I—~ > (o<al|ul).

[ ’26:1

Observons que le méme résultat (€x) peut étre atteint beaucoup plus
facilement, si 2 =E(2), et voici comment. La relation connue

Hpp (@) + 22 Hy(2) +~2nH,— (z)=0
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donne pour la premiére moyenne S’ ou sigma-somme o,

2

. I ali(x, u)
S)V(a, v) = Py Z Sio (e, ) = -—i’n—‘_i—_’l——:
0

I'expression explicite suivante

G2 (2, u) a (@, )

[2(w—x)]* (u——w)'—"

(66) ol (e, w) =

ou &' (x, u)=S'"(z, «) et ou 'on a posé, pour &r =L (k),

k
1

Gih (e, u)= (—1)iC e My i () g (e0).

9t pl p
\' & i=20

Grace a I'inégalité
(29) “,L(J):()[___\/m——!—]’
Ve

on a évidemment

v - u®

(67) Gl (2, u):()((' 2 \/n"“) [A=E(L)Z1].

En particulier, on en déduit pour k=1 et k=2

L
o <o Cr"’(z u) e *
0 e f— b O f e ) — H ) (
et ensuite, d cause de (66),
s +u- \}
. : e * yn 1
oli(x, ty=0 I -
oot ]}

Supposons dans tout ce qui suit |« — z|yn>1. Alors

e 1
,L (‘L', l()-——.-() [m\/}i].

L’inégalité & démontrer s’écrit

vt - u
(69) ol (@, u) =0 (WBTW \/’,Tk) [ k=T (k)2 o],
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et elle est établie pour /=10 et £ =1. On I'étend & toutes les valeurs
entiéres de £ au moyen de la relation de récurrence

l;('/ Ar—l)
a.l/).,_. “+ 2 ’I/u y—
" [0(1(— [ (u—x)"“ "

ne==\

(lr/m«l,

que nous allons démontrer. A I'aide de la formule de Mehler (48), on
trouve pour G 'expression

e gt ter " “/' - :
e - dicn = ity (— (Lb)"
RV (o AV
Gifl(r, u)= / / (a—0) W{la db,
—

dmy'm

d’ol1, en posant « + b= \/2 a—+b=r \/a et ensuite 7 \/1 —z={:

) [ (o b= 1i® . . )

k) —n e 213 ok R W /".::_u .

—):Z (..l,, Sh= P — (|~_-)A‘!1 ¢ \-_m---:.,(lC).dM
0 AT\ e 3 s Jod .

c¢’est-a-dire & cause de la formule de Mehler (48)

Riass ST BN T A UPS uist

Pp(s) =2 RS \/ R &Zr—u >
TR Va1 — st ("""S)k \2\y1—3

Ainsi Fy,, (s)estliéalafonction®,(5)g génératrice de lasuite o (x, 1)
et, en remplacant k par £ <1 eten développant le polynome d’Hermite,

on a )
[+

Fipy(3) = @p(5) [ 2 (0 — @) i Y

=0

(— 2 ) 1\(/' - ()_) [ \4’[—_‘_“_5 ]‘.'m,

mIL(hk—am-+2) [ 2(u — )

ou encore
F/.' i1 (:) - 2 Clm (I’/:——-m(5) I 2 (”’ T ‘1’) ]M 2,

m==0

En comparant les coefficients de " dans les deux membres, on trouve
la relation de récurrence annoncée

(5]

Gl () 1) = 2 Crm| 2 (uw — &) Jri=tmgli=m(z, u),



176 E. KOGBETLIANTZ.

ol Cpp- F(7n+1) ['(k—2m—+2)=(—2)".T'(k+2). Résolue par
rapport & o' (@, u) elle nous donne, vu que ¢;, =1,

o+l
G(,{H-l E Cim G / —112) .Q‘J N)

(70) AR TRy allP-Sl py ey s

Supposons maintenant que (69 ) soit établie pour k=1, 2,...,k,—1
et vérifions i I'aide de (70) qu’alors elle est exacte aussi pour k =£,.
On trouve, vu (67)

a4 ut - [/_H]
e \/n"’
ol (z, u):O}——-—————, — 2 —-——m
[Te—uT “ e —atyn]"

ce qui suffit pour la vérification, car on suppose |« — z|yn>1. Or, on
a vu que (69) est vraie pour £ =o0 et £ =1. Donc elle est établie pour

toutes les valeurs entiéres de k=R (k)>o, si [u—x|.{/n>1. Si I'on
a|x— u|Vn<t elle est aussi exacte, car de I'inégalité

exirut
(0) o _______..._.“
(68) Ty (.%', u)‘—0<lu__‘xl>’

on déduit d’abord pour ¢ quelconque positif

- 12
e * ~
b .__.2 - —_
G'())(df', u) A.(,;’_r',%d'l)) x, u)-—-() !u——.%‘]- ne |,

vu que
nt

G—1)— A (8) m
3 = AR~ iy

et ensuite pour [z — u|yn <1 :

a4y \/__'_ w1t _—
. e ? n —\3 e * \/na
P, u)—O[m(lu——wlvn)];—O[m -

On constate ainsi avec quelle facilité on établit I'inégalité fondamen-
tale (61) pour ¢ =E (2).
La formule approchée pour la moyenne S'” (x, ) se laisse déduire
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de celle de Fejér pour L' (@) a I'aide de la formule (60). On obtient
ainsi

.
VRS (@ ) =2 T {—jﬁ\é—?—%;[cos(zldl\/ﬁ—ég_g>+o(j‘:>]
X[I+O(v’ )]

-3, \/eﬁ[cos(zu“/h')-,t.o(ﬁ)ﬂ

o)

c’est-a-dire, vu que |d|.y2=|u— x| et |s|y2 =|u—+ x|, pour u et x
finis :

(IR

L01 Rl

Dt
& 8 I‘
w0l %

)

“+ (=1

2t u?

I‘(B—’;—x)e -
T

(71) SP(w, u)=

n
O

——————-QLT——.-_—: [sin(l u——-z]g/?fz-—-o—q> -+ 0 —L)]
u — a |1/ nd 2 Vn

-+ ———-—]-r—_l_— l'cos[(u +az)an |+ 0 (—L—:)]

9.(9_11)/ v

On peut maintenant facilement établir que les majorantes de Lebesgue
c\?! (@) de tout ordre positif © sont bornées dans leur ensemble.
On a

e —en 2 a2 evn a?
p(@) = f e~ | SP (w, w) | du =/ “‘f +f +f ‘f :
v . —_— —e ‘/;' PR A £ e ‘/z

— e

L’inégalité (64) applicable pour |u|>e\n prouve immédiatement
que 'on a, pour n - w, :

—eyn . —;eﬁ _z_z:
f e,-uais(,:;)(x, u)‘du:O(f e B du>:0([)a

— 1)

et de méme pour 'intégrale étendue de ¢ Jn a .
Dans les intervalles (— ¢ y/n, z—¢) et (@ + ¢, ¢y/n) nous pouvons
appliquer I'inégalité (G2 ) et prouver ainsi que la deuxiéme et la qua-
Ann. Be. Norm., (3), XLIX. — Jux 1932. 23
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triéme intégrales sont également o (¥); par exemple

ut o

eyn N I evn _w 5
[ eisi, rz)ldu:0<"“—f &% au) =0(n"F) =00,

- =
X4E Al V7 AV VP

Alinsi
A2
=00+ [ e |SP(a, w) | du.
€XTe—Z

I1 serait facile maintenant de donner une expression approchée
de ¢’ (. 1), la question étant ramenée 2 P’étude de I'intégrale dans
Uintervalle |z — u[<e, ol < est aussi petit quel’on veut. Il nous suffit
de montrer que cette intégrale est O(1). En effet, 'inégalité (29)
pour I, (x)

N\,

“u(.‘L‘) = 0(7(; ;’TF)
\\/n

e 12? 3
+ n

prouve que

" e TR e u?
S0 (2, u) =0 Z e - (\/f),"tnz!)"_:()——%—‘(.) 2 1 ’
" ! 0 \/])2 =1 o ! ; ’ i " \/,n 41
c’est-a-dire
2 e 12 )
(72) Sz, w)y=e * O(yVn).
Par conséquent
1
oA L —
dn R _ ﬁ
f 1S3 (@, ) | du=0 \/nf du ) =0().
x— ar—
\/E \ i \/Fl

. . 1 ., ., .
Quant & l'intervalle <w+ 7= &+ a> Uinégalité (62) permet de
L v |
conclure ainsi :

r+E 1 X4 E dlt
eS8 (2, u) | du=0 —:f —_ 1 =0
f 1 | S, u) | Vnb y (u — a)8+1 (),
1"+‘7;-; AL-+«-‘/—E,

ce qui achéve a preuve du fait que ¢!7’(x) SR(3), ou la constante R ne
dépend que de 8,8 > 0.
Il est important de montrer que, pour 2=o0, les majorantes de
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Lebesgue o, ne sont plus bornées et que 'on a notamment pour n — oo
N 2 -

P’ () = —log(n 4-1) + O (1).

Décomposons ¢, (x) en sept termes

- »
{00 (. — e (O)f A
P () = e~ | S, w) | du
—_—0
m =
- . p——— 3 -
A= r—E Van Van RO ey =
:j +[ —|~f +f —1—f +/ +[.
Y RS e B e Yere o
V2 Van

On montre immédiatement, en s’appuyant sur les inégalités (68)
et (72),

(68) SV, w)=0 (I’J-—Jl)

vt op

(72) Siti(e, u)y=0 <e : \,n

que le premier et le septiéme termes sont o (1), tandis que ceux
deuxiéme, quatrieme et sixiéme sont O (1) de facon que

ki3

—

\/m X €
i (@) =01 >“*f +f =ow i
g T

O —
Van

Pour évaluer les termes qui restent, nous employons la formule
approchée (71) avecc=o0:

Y- 11t

S (&, 1) = e - sin (u -—-.1) Van +0 1 _ )
TE U—x | —z|\/n

On a, pour 'intervalle (m -+ 7;, x—+e ) par exemple

Van

o & ., . —_— )
/g.—_/ e Sz, w) | du= ;—:’f [sin(t Van) l —C—i—{{ 1 0(e) b+ O
o T
we "’/t

P sint dt
:Ejﬁ \snnt\~+0(1)_-~2f = + 0 (1)

'n

:7-1;/0 sxntdtz-—« -+ O 1):%?‘—,:10;{7‘,,+0(l),
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2 [ N .
our,—=E <E \/2 n)- De méme pour /, et enfin

ol () = ;4,, Iog(\/;ﬁ) +0((1)= ;:—_ logrn + O (x).

IV. — Sommation de la série d'Hermite par les moyennes arithmétiques.

La moyenne arithmétique f,”’(x) des sommes partielles du déve-
loppement

(2) J@) ~ @) (7 e ) () du

" 2"71!\/7r e

s’exprime & I’aide de celle Si?' (=, «) de la série-noyau

n

»

FR= f () = [ =0 S5 (22, ) f () .

v

Décomposons 'intervalle (— oo, oc) en six intervalles

—A X—C x £ 4-E A w B
p=f wf [ f s +f =3
— —A r—E a =g A Fe1

L’inégalité (65) du paragraphe 3 fait voir que 'on a

-4 2 du -y du
JIZO[“[ e -1f(u)|W:|’ JO:O /}; e llf(u)i;l—i'r'}f:;]’

—

ce qui prouve que J, et J, peuvent étre rendues aussi petites que l’on
veut en valeur absolue, si I'on suppose I'existence des deux inté-
grales suivantes :

— ——Lf; d ; .—{f_z | d,
(8) [w e 'lf(lt)lmi%:’<cr et A/a‘ e zlj(u)[ﬁalil<G

L

En supposant cette condition remplie, on peut choisir unnombre A,
suffisamment grand pour avoir quelque petit que soitv donné d’avance

el<<m et [Ji]<n  (AZA).

Ensuite I'inégalité (62) du paragraphe 3 permet d’écrire

o E r~€e"%|f(u)|dzt 1
J,=0 — AT IgE ) o L
: [L R ] °(75)
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et de méme pour J;. On en déduit pour 2> o

limlJ,=limJ,=o (6 >0)

S n=w n==wm

et cela quelque petit que soit ¢ fixe et quelque grand que soit A fixe.
Supposons maintenant l'existence des deux nombres f(xz—o)
et f(x+0).0Ona

"h-—f(x —o) [ " S0, u) du
<f " F(@) = fle — o) | e~ (@, u) | du.

B —

Soit § =B (=, ¢) la borne supérieure de | f(u)— f(x—o)| dans
I'intervalle (x —¢, ). Vuque

f | SOz, u) | du <[ | S (z, ) | du = p(z) < R,
n—E —

N

ou la constante R ne dépend que de ¢ (»oir § 3), on trouve :

V= fw—o) [ eS8, u)du
<eR+[fle—o) [ oS, w)du
Les inégalités (65) et (62) montrent que I’on a

o ——E
f e~ S (, u) | du
)

—eyn - —eyn _w 1 2T—E
:f +f =0 f e *du)+0 _1/ e 2du>,
e D — \/n° —-L“/;l-

—eVn

c'est-a-dire

2=
lim e S (2, u) | du=o0.

n=owoJ

Quelque petit que soit n donné d’avance, on peut choisir ¢ assez
petit pour avoir BR < 7. Par conséquent, on trouve

Jy— fla— o)f e SO (2, u) du | <0 +o0(1),
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ce qui prouve que I'on a

lim J, = f(« -—o0) lim f ‘ e~ S0 (z, u) du.

n=w n=—m«%

Le méme raisonnement montire que

z

liml, =/ (x + o) lim f eS8 (2, w) du

n=w= n=wo»
et pour achever la sommation il ne reste qu’a prouver le lemme sui-

vant :

Lemme. — Pour x fixze, on a

w k)
. o . ‘ 1
lim f e84 (2, 1) du =lim f e~ S0 (2, u) do = 5
— & )

n=m=w n==a#»

On pourrait démontrer le lemme & I'aide des inégalités (42), (43) et
de la formule approchée !(39), mais il est plus simple d’étudier la
fonction génératrice des quantités

Jo= [ S (@, u) du.
On trouve
x o fu—es\® Ju
J = ns :—————-—f (4 (“—"1) *——"‘———(
(%) 2/ T h=n R/ Vi—z
\/E
TY 14z
P 1.1 - ! ,_f e dy.
2= (1—2)Yndy

La fonction J(3) admet deux points singuliers z =1 et z=—1, et
J(z) se présente pour 5 -» == 1 comme

(2}

I I ax . N
= -+ == + 0 -3 5=
P TRy =57 s (Vi=s)  (s—1)

ﬁ

m\/zﬁq:\/x—s-Nll_FO(\/H—”)J (5 ~>=1).

et

w
ll ll
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Donc on a pour j, la formule approchée suivante :

p R v p—i? _1
J= g = AT S P e 02
2 \Jar Vor n

@ 5 . — T
-+ - —sm‘-‘(x\/f),n—{— —1)+O(_1>.
n 2 n

T
«
f e S!Y (u, x) du,
A

elle est égale a 1—/,, car d’aprés l'orthogonalité de polynomes
d’Hermite, on a

W~

Quant a

n

r L Qo llnz(“) - N
et SIN (s x) du ::2 —_— e= I, (u) du=1.
— = omm! V.

Pour & > o0 on a « fortiori

X P
. A . . s s 1
Jim / e~ S (2, uw) de==lim f e~ 89 (2, u) du=~-
a

b
ne==woJ ., nz=o 2

et le théoreme suivant se trouve étre démontré :

Tutorime LI, — Partout & I'intérieur de Utntervalle (— o, ) le déve-
loppement d’Hermite d’une fonction f(x), intégrable (L) dans tout
intervalle fini, est sommable (C, c) avec la somme

—I;[f(” —0) - f(x 4 0)],

Iindice de sommabilité 3 > o étant déterminé par Uallure de [f(x) 4
I’infini. La condition suffisante de sommabulité (C, 3) est I'intégrabilité
du produit

2
| |50 e | f () |

dans les intervalles infinis (— », — a), (a, ), le nombre a étant ausst
grand qu’on veut mais fixe.

Observons que la condition sous-entendue de I'existence de f(2,+ o)
et f(z,— o) au point & =x,, ot 'on étudie la sommabilité de la série
d’Hermite, peut étre facilement élargie et remplacée par celle de la
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continuité en moyenne (mean continuity) d’un certain ordre positif w
au point & =, c’est-a-dire de I'existence de la limite

limo, (t)= Iimw.t“"/[@l,(zl).(l — u)*1 du (»>o0)

1=0 (=0 Jy
ot o,(u)= f(@,+ u) — 25 + f(x, — u). Par analogie avec la série
trigonométrique de Fourier, i laquelle la série d’Hermite est équi-
convergente sous certaines conditions concernant Iallure de la
fonction développée a l'infini, on doit s’attendre a ceci que I’hypo-
thése 9,,(z) = o(1) pour ¢—> o ne peut assurer la sommabilité (C, J)
de la série d'Hermite avec la somme s que d’ordre 2 supérieur & o,
¢ > . De méme la condition de Lebesgue

A
(ITO(/L):f|<p0([)i.(/l:o(h) (= o)

et celles analogues du méme type

b{@,,,(l)i.r[/:(»(h) (/o —»o0)

doivent assurer la sommabilité (C, ¢) de la série d’Hermite au
point @ =z, d'ordres ¢ > 0 et 2> w respectivement. A ce point de
vue le résultat de M. Korous, qui a prouvé en 1928 que 'hypo-
thése @, (/) = o(%)assure la sommabilité (C, 1) de la série d’Hermite,
correspond & celui obtenu en r1go5 par M. Lebesgue pour les
séries trigonométriques. Il est hors de doute que I'hypothése de
Korous ®, (/) = o(%) assure non seulement (C, 1) mais aussi (G, 2 > 0)
de la série d’Hermite pour toute valeur positive de 2> o. Il serait
intéressant de prouver ce fait.

Au point de vue qui nous occupe dans ce travail le résultat de
Korous est loin d’étre satisfaisant, car quant & Pallure de /() &
Pinfini son énoncé exige l'intégrabilité du produit ¢ *.|f(z)|. Or,
on vieni de voir quil suffit de supposer lintégrabilitc du pro-
duit z7*.e *.| f(x)] dans les intervalles (— =, — a) et (&} ) pour
assurer la sommabilité (C, 1) de la série d’Hermite.

On voit aussi que la sommabilité (C, <) par les moyennes d’ordre
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positif 6> o est plus naturelle que la convergence, car pour la pre-
miére il suffit de supposer lintégrabilité de la fonction déve-
loppée f(z) dans tout intervalle fini, tandis que la convergence n’a
lieu qu’exceptionnellement quand certaines conditions suffisantes de
convergence sont remplies au voisinage de la valeur considérée de la
variable . En outre, les conditions & I'infini sont moins larges s’il
s'agit d’assurer la convergence et elles s’élargissent de plus en plus
quand I'ordre ¢ des moyennes employées pour sommer la série (2)
croit. Ainsi, si I’on a par exemple

/

(73) f(z):()(e%> (||~ ),

le développement (2) de /() est sommable (C, 2) pour tout ¢ positif.
En général la condition -
(74) f(w)—_-‘:)(l @ [|** 6’?> (lz]| =)

assure la sommabilité (G, ¢) pour ¢ > «.

Pour micux préciser I'importance de I’allure de f(x) & l'infini et
son influence sur la sommabilité (C, ¢) du développement (2), nous
allons montrer sur un exemple particulier 'existence de fonctions
continues dans tout intervalle fini et méme monotones, dont les
développements (2) ne sont sommables (C, 2) pour aucune valeur
de &, I'ordre ¢ des moyennes étant non supérieur a 2,, ol ¢, peut étre

1-':
aussi grand qu’on veut. Considérons & cet effet Ia fonction x*"e* et
son développement

(75) =" CT ~ Z (l;zm; H,(z),
0

oum=E(m)2o et, comme d’habitude,

kdd

m 1 2 -3

(/,,’"'...'———-—,c_/l wme * H,(u)du.
2tnplymJ/_.

Pour démontrer la non-sommabilité (C, ¢) de la série (75) tant
que s<m — é, nous allons évaluer 'ordre de grandeur de son terme

général u, = o H,(x) pour une valeur finie de x. Formons 4 cet effet
Ann. Ee. Norm., (3); XLIX. — Jux 1932. 24
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la fonction génératrice

AR — 20T - 12
e T — ot
F(3) = E d H,(x) Q"——f wne e du
\' \,/1 — z*
Qurs
1= 2m e,
L1
e Vi—stgam g,

La substitution uy2 1+ 22 = — ty1 — 22 transforme 1’expression
de F,.(z) en

Fo(g)— e (1 — sty 22 . iz /3
m( i ) - i | T
o M= Vi— P
(1 -+ 5*) 2

ce qui permet d’écrire la formule approchée du terme général de (75)
qui est le coefficient de " dans F,,(z).

Le second membre a deux points singuliers z ===1¢ et, en dévelop-
pant H,,,, on constate que son premier terme fournit les parties prin-
cipales de F,(z) au voisinage de ses points singuliers. On peut
d’ailleurs exprimer le terme général u«,, (ceux impairs u.,,, étant
absents) 4 I'aide du polynome L{¥(2?), et cette expression approchée
nous fera connaitre son ordre de grandeur.

Yu que

n

. y— C— ’ IN 2 e

i (I..%‘S Va ___2 am!(—1)m [ oxs/a\"

am| ——m—m—— | = . 5
W1 — 5t “/clmn—-f)./c!(_\/x———s"'

k=

on trouve

o] = | RV
- .‘III—{-: ; e ML I — 3 &
Fo(zy=n=2 P (xz)m , E e ( — )
920 et 15 Szts?
G2 e klom —ofk!
(1+ r-..) 2 fe=zo

d’ou 'expression approchée de u,, 4 I'aide de la partie principale
de F,.(z) au voisinage de s == 7,

o
m — it
1 ]

1 o
o LY -l am! I & e
l‘m(z) ~ D I ( x* )"" : — (—-—- /-—») —ee
klom — okl o™ am—k
o (x -+ 5%)
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car on a évidemment

,1'2

L\

(____‘__57:_‘ __2(_1)NL (xﬂ):'_’ll.

On trouve ainsi la formule approchée

ne

1 _
20— 5 - am! I ko (am—t—<
tan ) o (1 B2 () 18 (),

Llam—al! ;=
k=0

La formule approchée de Fejér (26) donne

o Pt sin(fz;z:\/; -/cE\>

() == (— 1y E (T o \/ 2 —0mt
2 -
kloam — ak! Ary nt

+ 0( ',_> :
\n, vll

On constate ainsi que la condition nécessaire «,=o(n?) de la som-

TP Yy I L e .

mabilité (C, 2) n’est pas vérifiée pour c<m — -, donc la série étudiée
Al I ., . .

n’est nulle part sommable <(4, ng——.’_>. Cette condition est satis-

faite sic >m — - et en effet, la série est sommable <(1, >m— —>

Pour le voir, il sufﬁl de former la fonction génératrice de la suite de
ses sigma-sommes 7. Cest la fonction

@

w0 QMO1( ~\ — F,/,(Z)
2 el o) =)= G
0

Elle a trois points singuliers, sa partie principale au voisinage de
z =1 étant

a

- 1 1wt a2
¥, (1) . 2m+5x2m szm—:_- ?(1 . ~)~-m o zime )
(r — :)6-4—1 - : (1_5)64-1
Quant aux points singuliers s ===7la contribution qu’ils apportent

dans la formule approchée pour o ne differe de celle que nous
‘venons de calculer pour «,(x) que par le facteur nouvean

—
. 1 '———J 0 -1
2R =0 * cos——m,
(] —_ I)O+-l 4
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provenant de (r —z)~**". On obtient ainsi, n’écrivant que le premier
terme de l’expression provenant des points z ==,

o & e :)j . _ m—-:-; 2;71—{—1——-:—’2 041
ao(z) ~ A(O xme? +(—1)"e? 7:5111(21?\/72) n .2 © cos T—vr,
d’ou
s 1—0 ~
pdy 1) (—1 2m—4- —— 0—+1
$19 ~ zc-’"e -+ \/ e? sm("w\/n)M——) 2 % cos 7 .
m-i—-

n

x?
On constate que lim 5% = z>"¢*,
q

n=—ow

. . 1 p - . 1
oscillent indéfiniment entre deux bornes finies pour ¢=m— -,

. o0 1 .
si g >m — —, mais les moyennes

- 1 ~
quand n — oo, et entre — o et - pour c<m— = Lomparons ce
x?
résultat avec le théoréme général qui n’assure pour f(z)=ua*"¢"’ la
sommabilité (C, ¢) que pour ¢ >m, tandis que la série est partout

sommable déja pour ¢ >m — ; Ce décalage s’explique par le fait que

la fonction particuliére développée est monotone. Il est aisé en effet
de construire des fonctions continues partout et vérifiant les condi-

tions f(z)= O(xQ“eT), || >, dont les développements (2) sont
non sommables (C, &) pour 2 < « et cela pour toutes les valeurs posi-
tives de a. '

. . N I
Commencons par le cas le plus simple qui correspond & o= - pour

mieux préciser'idée directrice. Vu que H,,,,(0)=o0, on a pouru=o

4
Z

Z” H,, () Hon(o0)

2onl\/n

0

d’ou, en remplagant d’abord s* par z et en multipliant ensuite
par1—zet \/n, :

(i

G _)2 (0 Han(2) _ =22 e

T otmpl
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car n!H,, (o) =(— 1)"2_7:!. On en tire la relation
40 Hypy (@) - Ho () = (— 1y 0 L LD (22,

La formule approchée de Fejér-Perron donne
-3, ,. € L? - 4 I ’
L - X" )= —= p~ 512 - O e ’
nL, *(x)= Tae [co (x\/lc—%—p‘)—}— <\/n>]
d’ou I'inégalité

hnHayy(2) + () =
o (n) -__O(l.z.[c >’

valable quel que soit || dans (o0, =) grace & notre inégalité fondamen-
tale (27). D’ailleurs le raisonnement de Perron permet d’affirmer sa
validité pour || =o (yn) sans recourir a (27). Ceci posé, observons
que chacun des termes de cette somme

Gy, (2) t H,, ()
2*2I'(n) © 2 ' (n)

pris séparément est de 'ordre de O(y/7) et ¢est leur réunion ensemble

qui fait baisser cet ordre de grandeur jusqu'a O(1),  étant supposé

fini. Définissons maintenant la fonction F,(x) par la série uniformé-
B

ment et absolument convergente suivante

(6) F ()= O L2l Hyy (@) ++ Uy (2)

1

T 122 I

2 n—2 ot I’(— n !)
=2 >

On a évidemment pour |z| >

F.‘—,(w‘)20<2£z|~”le§)=0<lxi6§>;

donc son développement (2) est partout sommable (C, c> %) avec la
somme F, (@), car cette fonction est continue. Or, il est aisé de prouver

que ce développement, qui n’est autre que la série (70) écrite sans
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grouper ses termes et tenant compte des termes qui manquent

_ . ) S, (e
F () ~ M 4 O = ”‘;(‘l_‘_‘) O - O._-———"_(“L) 404 ...,
1, 22 PR 27

sl . I -
n’est pas sommable (C, ¢), si ¢ < - quel que soit 2.
En effet, le (n!)®* terme est de 'ordre de

a

)

—_—
e* var'Mn! +1)=n!
T H,(x) v ( ):a v/ 9 NN nlm
— ~ ——cos{ a.c\n. -t — ]
n* I A | Tn! 0,
o T = n! n2om | —{;n!—+—1
2 )

c'est-i-dire de 'ordre de
at

at
e (nhy e Vomnn! \/ o e*y\/nl

; ! _n'-'\/').'rr

- n!

1 9 n!
" sn 1 “ e
an?o® = n! e *ymn!

Par conséquent la condition nécessaire de sommabilité (C, 2)

typ=ol(n! )’3'|
n’est satisfaite qu’a partir de 3 = : et la série étudiée n’est nulle part

) 1
sommable (C, 0L ;)
Passons maintenant au cas général o > o quelconque. Formons la
fonction :

9%

(77) Fala) =3, ,l*-:(n!)"""‘-’lh,l,-f‘( Ny @

n=1

La série (777) converge partout absolument et uniformément, car la
formule approchée de Perron valable pour |@|<o(yn) prouve que
I'ona

N a
(n.!)OHCEL/[“__(-"H lﬂ (%) == (')[§ @ | (HJ.

.~ La fonction F,(z) satisfait aux conditions du théoréme général

pour ¢ > «, donc son développement formel (=) est partout som-
mable (C, ¢>«). Pour I’écrire il suffit de remplacer dans chaque
terme de la série (77) le polynome de Laguerre par son expression en
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polynomes d’Hermite. L’identité

22”‘ /L <m+ l)] (a*) = _e____“—_‘;_l:-‘__ eﬂxlT-“

q _——(1_—-))1
(1—sz) Vi—s

(M 1) l['u<’L)

22l

= (1 —z)*

donne cette expression

L,L-*(-_'zwp l(t —"2 (~—1)’”I‘ n—m-—oacx) ” o (2),
o)

!l n — !

d’ol le développement de F,(.x) en série d’Hermite

(I)NZ (n’) Hﬁ (—oymL(n!l —m—aa)ll,, (z)

L(—aa)a¥m!I'(n! — m 1)

(___ I)IIL (’,111

- “-_T—"“”ﬂ ”‘_'m(."-")

220 g
0

avec

1
(,,a,zz I‘(Iz!fiil—ga) (nl) "'_
F(—a2a)l(n!—m-1) n*

Pour prouver la non-sommabilité (C, < «) de ce développement,

considérons l'ordre de grandeur du 2(4!)*®=* terme dont le coeffi-
cient est ¢ avec m = /!

n

Al

Wi -
PO

%+
(nl— Al —aa) (rn!

+
I ) (1)
[Oh) e II,AIL 2]
& 2[(—~)a)1‘ (n!l—ALV—1) n* Z\“ ’

T
ne=m

n=r

Pour k- on constate facilement que c’est le premier terme du

second membre qui est de heaucoup supérieur a la somme de tous les
autres, donc d’aprés (38)

Uy ==

(= 0% B () e (k)T F (ke
AT KL R eyl R
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t la condition nécessaire wu,= o(n%) de (C, ¢) n’est pas satisfaite
pour ¢ < a. C. Q. F. D.

Pour o = o, on a la fonction Fy(2)=0 (c—) pour |&| ==

¥ (x)_z 1 Hy(2) \/n'

oy n*\[onp ]
dont la série qui la définit est en méme temps son développement (2),
ce développement n’étant pas sommable (C, < o). Ainsi, on voit
que les conditions du théoréme général, relatives & I'allure de f(x) a
Iinfini ne peuvent pas étre améliorées. Il reste cependant a étudier,
si la condition

e

f(x):O(x‘”- c—’)

est suffisante pour la sommabilité (C, ¢ = a).

Ayant ainsi précisé la portée du théoréme général démontré dans
ce paragraphe, complétons ce résultat par I'étude succincte de la
superposition des deux procédés (G, ¢) et (E, k), en posant 0 = 27",

Au paraﬂraphe 2 on a vu que la fonction génératrice des moyennes
d’Euler de la série-noyau d’ordre quelconque k, &, est égale i

n?

05(10~4- % _ = Q (e _”,',']
2] el —3-+10z) e '—lL2 -

. K
W (=) :Z G‘,f’ gl ==
0

Ve \/’ﬁ—~z(_x-—~29)- (1-:)5’

En leur appliquant le procédé (C, 2), on en déduit la tonction géné-
ratrice des sigma-sommes 8% ¢ qui est égale au quotient de W, ()
par (1 -~ 5)°. Par conséquent, en répétant le raisonnement du para-
graphe 2, ces sigma-sommes sont représentées par la formule appro-
chée suivante :

(1 ~=c)* 3 .
(78) Wl (z, u)y=e * \/——L< 3 )[,g ]{1+sn§.

Les inégalités fondamentales pour le polynome de Laguerre nous
donnent celles pour la moyenne mixte &)’ de la série-noyau, qui
par définition est égale & la sigma-somme (78) divisée par A®. Ces
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inégalités, pour x fixe,

&R SOz, u) =0}

s (lt-}- 7.[ (U—L)

| u— e |B1 \/(n9)°
et

& 181 (2, 1) __()2 <6_6,%> \/?L g (1 I{l>\//:§£>

ne différent de celles pour &," que par la présence dans la premiére

de |u|?/n® au dénominateur, ce qui permet de démontrer le théoreme
p . - .

général analogue au théoreme Il et qui s’énonce ainsi :

1. Le développement (2) d’une fonction f(x), intégrable (£2) dans
tout intervalle fint (— a, a) est sommable par Uapplication du procédé
d’Euler (B, k) avec un k assez grand aux moyennes arithmétiques
d’ordre ¢ de la séric en question, s’ existe un nombre positi[ « aussi
petit quel’on veut mais fize et tel que les deux intégrales

e 4 °
. (e} . du ’
j Pt >|/(H)IW1‘-_»7: el ]

i

du

=e(3=9)| p(uy)|

qi-ee

sotent finies. Plus précisément la condition

e e o 5
[ oeminstm e o [T S <6 (1<)

assure la sommabilité de la séric d’Hermite par le procédé mixte
A » y . -‘ [
(E, /L) (C, O) porur 10g2./l,:__310g 3’:?‘—‘&' 5
En particulier, si 'ona f(x)= 0 (¢’|z|**), |2 | - =<, avec g < 7’
la série d’Hermite de /() est sommable (E, £)(C, ¢), ol

I
/.'logzglog<3 /(/> et 0> a.
=

On constate sur I'exemple de la série d’Hermite I'utilité des pro-
cédés de sommation mixtes tels que (E, £) (C, ¢) par exemple, ce
procédé étant équivalent, comme on le sait, & celui (C, 2) (E, £).

V. — Phénomeéne de Gibbs. Théoréme de Parseval.

Comme application de I'étude des moyennes de la série-noyau
précisons I'allure qu’accuse le phénomene de Gibbs dans le systéme de
Ann. fie. Norm., (3), XLIX. — JuiLrer 1g32. 25
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polynomes d’Hermite. On sait qu’il suffit de le connaitre pour la

fonction typique
G(y)=sign(y —ax) ¢

égale & +1 pour y > et & —1 pour y < . Cette fonction cons-
tante partout dans (— oo, ), sauf au point y =, posséde dans
(— o0, ) une dérivée bien définie et nulle partout, sauf pour y = «.
La série-noyau, multipliée par 27, représente également zéro
partout sauf au point u = et 'intégrant par rapporta udexz d yZa
on trouve la série convergente

(79) \/ f —"’du+2 H, (.z') f ~“’l’l',l(u)alu

f)'l n! \/ﬂ-
2 « H,(z) : , A
= = e~ du + 2 L e Hpey () — = H oy () §.
==) EM Ve () (@)}

Pour montrer sa convergence et calculer sa somme, observons que les
deux intégrales

X—E

(80) f e[SV (z, w) Pdu<<G et f e[Sz, u)Pdu<<G

L& ]

existent et sont bornées pour n— =, la constante G étant indépen-
dante de n. Pour démontrer ce lemme, surlequel Uspensky a basé son
étude de conditions de convergence, il suffit d’observer que d’une part

= . H2 (x) e
e[S (e, u) P du= V' — —u [{2 {
/;4 [Si( )J 2‘(2”‘17;!\/71)’ - e (u) du

—Z —l2) — 5, ),

2™ ml\/x
et d’autre part, vu que

ex+u S sin?[ (« — ) V2n |
| (4 —x)*
L@ wsin[(w—2)Von] | ei(a @) |
. (u—z)*\/n K n(u—a)*)

[S{ (2, u) =




t

RECHERCHES SUR LA SOMMABILITE DES SERIES D’HERMITE. 195
. o et %% _ G(Jn
ou ¢, (x, u)=0(1), 9,(x, z) =0 et —d%" = 0(yn),
r4E . '
f e[S (x, w) P du

@Lr-—z
e
e\ — SV ineyg R |sin(u—2)\/an|
= - \/2[[/ o at - 0 f ‘\ - clu
™ Th r . | e — 2|
—e\3 R
Vi
HAE S T3 .
2 du
+ 0 /——/.—_f + O f du
N o u—=x e
P Vi
e \an i
e - (O (1)
r (1)

Par conséquent

"\/)n

p L € w
o[ S e ) pdu =S (2, ) — +0(n),
— L0 XA € T

Or,
| Tatslz—) ats
. 1 e [ 52 81 z
V1 — 21— z) \/ﬂ'\/l (1——z)

w

0

d’ou

5',,‘”(%‘,.1‘) \/ez" A(z L +O(;IZ>:| ()—\;/;)" (—_)(2~L”)[l--{—o<¥7l;-1:>]

= e”yan (— D et cos(azy/an)+ 0 (-——L—) .

T 2\21 y/7rn n

On a ainsi trouvé les inégalités (80), ce qui prouve que les intégrales

A

v A »

/ e~ | S0 (x, u) |du et f e~ | SV (&, u) | du
peuvent étre rendues aussi petites qu’on veut en choisissant A assez
grand. En effet, I'inégalité de Bouniakovsky, donnée par cet auteur
en 1861 et connue sous le nom de I'inégalité de Schwarz qui ne I'a

retrouvée qu’en 1885, permet de conclure :

;f e S (@, u) | du }_g‘/ e d“f e [SW (2, u) | du,
A A A

ce qui justifie notre assertion.
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Ceci dit, soit 5,(y) la n*™ somme partielle de la série (79). On a
vu au paragraphe 4 que l'on a

lim f e S0 (2, u)du=

n—w

1
2
Par conséquent

saly)= :zf e~ S0 (x w) du
X N .
— 2[ e S (z, u) du — 2/ e~ S0 (2, u) du
Y A
. A
=1 +0(1)— 2] eS8, (x, u)du— q,(x),
ol | g.(@) | < n quelque petit que soil v pourvu que A soit assez grand.
Dans lintervalle (y, A) nous appliquons la formule approchée pour
SWi(a, u):
A

f e~ S0 (z, u)du
.
' oA u? . —_—
—5—ursin(wy2n 1
:-_::j e * —-——-——————( v >tlu—+—0<——-———————>-

G z o ==

Par conséquent cette intégrale tend vers zéro quand n croit et la
limite de S,(y) existe. Elle est égale & 1, car on peut prendre 7 aussi
petit qu’on veut. De méme, on etabht pour y < & que th 2(y) est
égale & — 1. Ainsi

sign(y — &)= 2 f e~ du + 2 e—?"z Hp(z) Hoy ()

V. | annl\/z
n=

8 . Hn(x) Hn——1(“"j
— g —_—
Z onnly/m ’

n=|\

car la série
' LY N Ha(2) B, ()
= e du + e e Sl kel B S Y O
\/1'[ o Z st pl \/TE T(.L)
est convergente, comme on le voit i I'aide de la formule approchée
pour H,(x). :
Il est facile de voir que sa somme () est nulle. Posons

o(x) __Z H, (=) Hz-—a(x)

on nl \/ﬂ
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Grace aux relations
Hi(z)=—2onH,_ (z) =H, (x) 4+ 22 H,(x),

on a, en posant
2": () Honey (2)

— =op(x),
amm! /7

m=1

a;l('x):“'z ‘M:'%EM:[IIM(-E 2 H”l‘—[('z‘)]\

2"t m —alyzw 2" miym

m=1
c’est-a-dire
e~ Hj(x) e—r*

ann!y/m ﬁ’

d’ott vu que ¢,(0) = o, car H,,. (o) =o0:

X AL I et n |V
‘.£= e du + g, e = Hiem" do =0 f nlym dx) 0O >
vy Jy arnlym 2 ntymy/n Vn

Par conséquent

d o
Zr.[e o (2)]=

et or(r)*-hm [on(z) e | =— ——f e du.
Il reste par conséquent
P v y : - ln Hu-— )
(81) sign (y — x) = —2: e~ du -2 e*-‘"Z -i(i)—-—-,l—(-)——)
C vV ~ annlym

Supposons, pour fixer les idées, y >« et étudions la borne
supérieure de s,(y.), quand y,— x pour n — . Posons

5
Yn=& + —== (5>0),
\Von

{3 étant une constante positive. On a
X 4+E

Su(yn) =2 f e~ SV, u) du — 2f e S (x, u du — Pns

3
0 e
- V2

ou le reste p,, intégrale étendue de x +z2a o, est d'aprés ce qui
précede aussi petit qu’on veut en valeur absolue pourvu que 7 soit
assez grand, g, = o(1).
Ainsi
Su(yn)=1-4+0(1) —2R,+0(1),
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ol )
R,= f e= SV (x4 u) du

'5

V 7/1
e e . ’.’_t"_' 5~.m(U\ 01&) ! ! du
== ; ‘ 1 |7 u \/’—1 (

Vin
; sm(u\/on) logn
— f[t—%—O( )] —— du ,*()(\/n)

lll

1 sin logn
= - du -+ O O — ).
7r£ w0+ ( \/11)

En choisissant e assez petit on rend le terme O(¢) négligeable et
par conséquent lim R, existe et est égale au premier terme du second

n=—m

membre, ce qui donne

- 8 .
. 2 ["7sinu 2 (sinw
lim s, =1 — - die = — du.
e \/9)2 T Jg u TJ, 172

n=—wm

On voit que le phénoméne de Gibbs pour les sommes partielles
existe et qu’il est identique au méme phénoméne dans le systeme
trigonométrique, la longueur du « segment de Gibbs » /, étant donnée

par 3 =,
_ v -
2 sinu 2 sin w
l‘,:—~/ du= - du=—o0,1788....
T Ja u ), m+u

Evidemment, on a aussi
. 2 (7 sinu
lim s, 1‘———— :-—1+~f d
n=ow ‘/gn s S u

Considérons maintenant la fonection continue

(=1 (y)— f('? +0) :f("” =) Gen(y — @),

en supposant que D = f(x + o) — /(& — o) £ 0 et que la série (2)
de f(y) converge au point y = . Il en est de méme alors pour la
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série de o(y) et sa somme partielle

o, (xi \7:5:_—) :f,,(asi ——E—.—.) — gsn (.vi— i)
2n Vaon 2 Van

N

tend pour n->ow vers la valeur o(x)= f(x_‘"o)':f(‘v_o) de la

fonction continue ¢(y) pour y = z. Par conséquent

f,,(x—i— B ):: J{z+0)+[(z—0) +gsu<w+ \/—ﬁ_—> + Eps

\/[{E 2 2n

c’est-a-dire, vu que

i
Sp| @+ ——= ) =1+ l,+ Ny,
Ner:

Ju (” + VS‘—;{) =[(z+0)+ —* + e,

et c’est en ceci que consiste le phénomene de Gibbs pour la fonction
discontinue f(x), tant qu’on se limite aux sommes partielles f,(y)
de sa série (2).

Passons maintenant & l'allure qu’accuse ce phénoméne pour les
moyennes arithmétiques S' de la série typique (81). On a pour

xly<x-+ce e >0,

% X+E
S (y) = 2/ eSO (z, u)du — zf e~ SOl (x, u) du
! u? u?

»
_:;f e *e *SP(x, u)du.
ZLAE

Vu que

u?
lime ? S0 (z, u)=0

n=—mwm

pour |« — |2 uniformément quel que soit I'intervalle de variation
de u, on a

]

lim e~ S (2, u) du

n=ow €

xz+0(yn) _w L w =
= lim <Of e *du —————-—:> —+ O(f e * du) =o,
n=w® £+E g+t \/”'a x+0(/n) 7



200 E. KOGBETLIANTZ.

par conséquent
:m(‘ )_I— 7R'°’+O(I)

Y

ou

R(a)_ 1"(3 -+ I) \/
n — -

o2

2

;)
i (a4 1) sin (lt \'/;7; - O’:ﬁ') + 0 ('TI:> 3 2
— 2 vn .—+-O< ! > du

™

x g € i 100+1 6:—! S
i nt
Van N
— sin( wy'an on
T(d+1 a\8 * Ty
=LeO+y ——) f [1+0(u)] o du
iy n 3 0o+
Van
| du 1N
+0 (v/‘r b+t 1o+ - O( a+;’)
2 Vn s
\ \/‘S;L >
o
f(o+1) ToNE -\2nblll<lé 5 )du ) 5
= V(an)
n o+

du
+0 f = +0 %)
VntJ g \n

\ Zn
N

__251‘(5+1) wsm(u— 2)(1(1 “ du 1
e e +O<f E—;) —{—-O<-—:>
u evin & \/n
8 T(d
_ 20 +1) ( +1)f smuduo+1 4~O(—%)+()(—;>,
<u+ ) «\" no '~.\/,l

ce qui prouve que pour ¢ >> 0, on a

. > 148 2 .
lim s/ ,n—f—__'B_ :[_2]imB(0 — 2 T(o I—l)/‘ smudu« )
\/2)2 n=o an o \o+1
ﬂ—~——- w - '—;

n="oeo

' s q: o

c’est-a- — Zy.
t-a-dire, pour § = n<1+ 2) :

tim 5[ 2 (2 + o)1’ il 21+°1‘(1 -+d) sinw du
n=w " \/gn 6 a’H.
(]
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Le segment [ (¢) de Gibbs est égal a

10 2 P e
1(3) = ol+ FT(,H_O)f sinu du (33 0).

5\ 18+1
Y [u—}-w(x—i-;)_l

Il est trés probable que I'expression de £ (¢) que nous avons établie
pour s 2o reste valable aussi pour — 1< 2 < o et il serait intéressant
de le vérifier. On constate que le phénoméne de Gibbs subsiste
quelque grand que soit ¢ >o, car [(Z)=£ 0 et cette particularité
de P'allure de ce phénomeéne est caractéristique pour le systéme
orthogonal de polynomes d’Hermite. En effet, pour tous les autres
systémes orthogonaux étudiés a ce point de vue jusqu’a présent,
le phénoméne de Gibbs s’éteint progressivement quand ¢ croit et
disparait & partir d’une valeur ¢ = 3,, différente dans les systémes
différents, mais finie, car /(2) = o pourc23,.

Dans le cas du systéme trigonométrique par exemple Fejér a
prouvé que 2,<1 et les recherches de Cramer et de Lyons ont établi
que ¢,=o0, 4, .... Pour le systéme ultrasphérique nous avons
démontré I'inégalité o, <24 +1, ol A est le paramétre du systéme.

En particulier, pour le systéme de polynomes de Legendre on a A = é

et 8,< 2. Pour les polynomes d’Hermite /(¢) diminue rapidement
quand ¢ croit — ce qui est important au point de vue d’applications
pratiques du développement (2) - mais il ne s’annule jamais.
Pour ¢ -+ on a la formule approchée

T N\ Bgn e . . Se
T T ; . Tu ™ T /4 2
/(6) ~ o A ( L f e~ sin ~— dy = ——rp S A .
4 20 \Te 0 2 4 4w 86 \ me

Pour ¢ = 8 par exemple on a /(8)~v0,000008.

Ce caractére du phénoméne de Gibbs s’explique par le fait que les
moyennes de la série-noyau de tout ordre & changent de signe un
nombre infini de fois pour une valeur fixe de # quand n augmente
indéfiniment, tandis que dauns les autres systémes orthogonaux elles
deviennent en régle générale non-négatives quel que soit z a partir
d’une valeur suffisamment grande de 2. Ainsi, les oscillations de la
suite de sommes partielles S (z, u) de la série-noyau autour du zéro

Ann. Ee. Norm., (3), XLIX. — JurLLer 1932. 26



202 E. KOGBETLIANTZ.

ne peuvent pas étre rendues unilatérales par I'emploi des moyennes
arithmétiques et ceci entraine le fait que /(2) £ o quel que soit ¢.

Comme une autre application de moyennes nous allons donner
la preuve du théoréme de Parseval. Ce théoréme concerne deux
fonctions f(x) et g(x) définies dans (—oo, o) et qui y sont a carrés
intégrables avec le poids e, ¢’est-a-dire on suppose I'existence des
deux intégrales finies

@ +e
f Ji(zyedx et f g (z) e dz.

Cette hypothese entraine évidemment (a I'aide de I'inégalité de
Bouniakowsky) I'existence de I'intégrale du produit ™. f(u).g(u)
et Parseval a démontré (dans le cas du systéme trigonométrique) que
cette intégrale s’exprime i I'aide de coefficients de Fourier /) et g,.

Dans le systéme considéré on ala série infinie suivante :

(82) e s =Y fus.

ou

x)sz” II,,(x) _Halz) | o szll\/llu(r

2"):‘\/7r 2" nl\/x

c’est-d-dire f, et g, sont les coefficients de Fourier dans le systéme
orthogonal norme. Pour démontrer le théoréme de Parseval (82),
il suffit de le faire dans le cas particulier g(x) = /(). En effet, sup-
posons établie la relation

(83) f+“e"“’f’(u)du=ij,’;’.

En 'appliquant a la fonction f(x) -+ g(x), dont les coefficients de
Fourier sont évidemment £, -+ gw» ON trouve

—+ @ ) -+ » +®
f e~ f2(u) du+2f e f(u) g(u)du +f e~ g (x) du

—o —

=\ (f2+ 2 fagnr &2),
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d'ott (82). Le théoréme de Parseval dans le systéme de polynomes
d’Hermite a été démontré pour la premiére fois par Weyl en 19o0g.
Pour prouver (83) nous allons étudier la série figurant dans le second
membre, prouver sa convergence et calculer sa somme. Vu que

I

f,,:—:____—-———_f e f(u) H,(u)du,
) Varn!rd—»
on peut écrire
Ji ~—f f fluw) f(v) emwe=s M (e) II”(‘)dudv,
— annl\/m

et I'on voit apparaitre sous le signe de somme double le terme
général de la série- -noyau. Par conséquent, la somme partielle s, de la
série étudiée s’exprime a I'aide de S!(x, u) ainsi

sn=fi+fi4.. [ _f f J(w) f(v)e =80 (2, u)dudv.

Tous les termes de la série sont positifs. Par conséquent elle n’est
sommable (G, 2) que si elle converge et inversement : pour prouver
sa_convergence il suffit de la sommer (C, ¢>>o0). La moyenne
d’ordre 2 > o0, s, est égale &

m»_f f J(w) Yy e~ =SB (u, ¢) du do.

Tragons maintenant dans le plan Ouv le cercle C de centre origine

Fig. 2.

ot de rayon égal 4 e J/n, ainsi que les deux cordes AB et CD paralléles
a la bissectrice u = ¢ et situées de part et d’autre a une distance égale
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a ¢ de cette bissectrice. Désignons par D, D et D; respectivement les
trois domaines : extérieur au cercle C, compris entre les deux

cordes AB et CD (hachuré) et I'intérieur du cercle, sauf D. On avait
démontré au paragraphe 3 la formule

”n 1 N I
A =Ap 80 = £ 3l Ve @,
V=

28 = (1 + ¢)* el 2elr==(u — v)*.

Dans le domaine D, ont lieu les inégalités

1 ) R e
T (s (2s*)m R . l (2.d*)n=m
’Lgn -)(S-) = m! et ]‘/(t—m‘)(d') g‘n m! ;
donc dans ce domaine, on a
/7l giB) N2 e 2R A0t
\/Tt!a',,,(ll‘, ")i:”‘I(S “4-di )= —

En répétant le raisonnement du paragraphe 3 on en déduit pour
Vi 4 22 e\/n, ¢’est-a-dire dans D,

U2~ 2

(84) e 2 (ur4 o2

G
)

1
8P (u, v)|=0(1)  (u,vC D).
Dans le domaine D; on a

lu+v|Sean=0(/n) et cllu—vizeyan=0(/r).

Par conséquent, dans ce domaine ont lieu les inégalités

Dol d] 1D =oa@, < |,

d’ont

1 4 02 n . 140
e ? (_1) (g) uﬁ-«--u'-'n'—._,“'
ol (1, ) =0 ——— Y A VA =06 * S|
I U — ¢ ]o+1 m n-m EB'H
m=0

c’est-a-dire, vu que ¢ est fixe,

1% - 2

- - 1 —0
(85) e * SP(u, v):O(n 2 ) (u, ¢ < Dy).
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.\

Ceci posé, supposons ¢ supérieur 4 2, ¢ > 2, et considérons les
intégrales doubles étendues 2 D, et 4 D,.

On a
_uie . U 12 N
ff Jluyf(vye * e * SO (u,v)du
Do 2 o2 3
=0) [ & F e F g~
( - (e? -+ o?) ")g
= d ~-2 d
=0} [ [ st | ——e -;f<v>;—;§:)
YDy 1”{ 2 ‘ '{," 2 ‘
avec

I"/‘::(‘J\—l— ']'7
' T 2

car I'inégalité (84) n’est que renforcée, si 'on remplace u?+ ¢* paru?
ou ¢* ou par 2|u|.|¢|. Le domaine D_ est compris dans celui défini

par2|u|2eyan,ou 2|¢|2ey2n et en décomposant ce dernier en huit
domaines D,, Dy, ..., Dy comme suit (fig. 3), nous prenons y=o0

Dy
|
|
D, ! D,
i
7
Dg— -~ - // ————— D,
|
Dy : Dg
|
D,
‘Fig. 3.

dans D,, D.,, D, et D,, tandis que y=2-+ i dans D, et D, et
Y= (8 -+ 5) dans D, et D;. On en déduit
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et de méme pour les domaines D,, D, et D,. Ensuite,

ff:O f e~‘]f(u), "5+1f e—-"”]f(v)[du ,
S EAY o\

ou _

n 2 n
ey /2
2

f \/z:eﬁ‘-;:[f(vﬂdv §f+me*””f’(¢')z[uf \/‘—dv:O(V/;),
Ve - -y

tandis que
" = du * e z
[T TR \/,,f %) —
e\/ 7
< 2 * e 2 (u)d °odu /1
S5 ‘/; S .u)t.uf\/;———uiﬂa“_o ,—1>,

ce qui donne pour l'intégrale étendue au D,

f o[ ) ()=

On voit ainsi que

Ny

lim /f e~ f () f(0) SP(u, v) du dv = o.

n=w

Dans le domaine D; on a (85), donc

ffmzo'%”l{jffme"l%ﬁlfcu)lif(v)1dud¢}

< O‘nLT‘_a[:fev';e—%flf(u) | du]ﬂig(‘)(rf"g):o(l),

l —eyn
grace i 'hypothése ¢ >> 2, car on trouve

evn _ur ‘-'_ eyVvr _‘ _
[f e 2lf(“)‘d“] §f e~ flu)l? du.ze\/n:O(\/n).

~eyn —eyn
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Finalement, pour ¢ > 2 on a trouvé

lim s =Hm ffe“’"’“’f(u)f(v YS® (u, ¢) dudy.
n=o n=w

Il est bien connu (') qu’il suffit de prouver (83) pour les fonc-
tions continues pour 'avoir démontré pour toutes les fonctions a carré
intégrable (avec le poids ™). Par conséquent, nous pouvons supposer
f(.r) continue sans diminuer la généralité du résultat. Cette hypothése
n’est nécessaire pour la démonstration que dans lintervalle fini
(—A, A), ou A est aussi grand qu’on veut mais fixe, car dans (A, ey\n)
par exemple nous avons pour |z — ¢|<e '

e8P (u, v) =0(/n)

. 0~ 1 <,
si|u—¢|<—, tandis que pour |u# — ¢ |2 —= nous employons I'inéga-

Vn B

~ I
—w? Sl0) NVN=—=0 —m——— .
¢ n (ll, ‘) (\/na]u_..p 0*1>

Ces inégalités permettent de prouver, en supposant en outre que
dans A<|u|<ey/n on a pour |u—¢|<c

lité

J@Y=O0[/(w)}]]  (u-—vise)
que

f e f(¢) S (u, v) dv =O[| f(«) []-

—~E

Done

fey/;e—“’f(u)dufj+ e f(9) S (u, v) v:O(fwe_“’[f(u)Pdu),

ce qui peut étre rendu aussi petit qu’on veut par le choix d’un A suffi-
samment grand. Vu que lims? différe aussi peu qu’on veut de celle

n=ow

(*) Srexrorr, Sur la théorie de fermeture, etc. (Communications de I’Aca-
démie des Sciences, Pétrograde, 8¢ série, 30, 1911, théor. V-VII).
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<8
- de s'?
: A

U+
lim s = lim f e f(u)a'uf e~ f(v) S (u, v) du
— A u—s¢

n—ow n=—w —c

pourvu que A soit assez grand, il suffit. de déterminer cette der-
ni¢re. Or, f(x) étant continue dans |z |SA +¢, on trouve en posant
f(9)= f(u).[1+n(u, ¢)] et en choisissant ¢ assez petit pour avoir
0w, Y[ <n - '

A u—+e N
lim 59=lim {f e f2(u) duf e S (u, v) a’v}
- y—~E€

n==ee n—w A

.\

A At » .
] O([ e~ fu) du/ e S (u, v) ‘du)
J_a vy

Les constantes de Lebesgue ¢/ (u) étant bornées dans leur ensemble,

le dernier terme est O(x) et il peut étre rendu négligeable, en choisis-
sant v suffisamment petit. Quant au premier terme, on a (voir §4)

o

U+E s
lim f e~ SO (u, ¢)dv =1lim f eSO (u, v) lv=1;
n=—w U— n=—w —

done

A
lim 3= f = f(u) ] da.
—A

n=—z=

Or, pour diminuer autant qu’on veut la différence des deux limites

191

lims?et lims®, il suffit de faire tendre A vers oo, d’ol1 enfin

n=ew ==

+

N &
lim sl¥ = e f(u)PPdu (0> 2),

n=w

—

ce qui prouve la convergence de la série étudiée et détermine la valeur
de sa somme :

f e () Fdu=f2 [ [ [

Ainsi le théoréme de Parseval est démontré sous I'unique hypothése
d’intégrabilité des produits e™ f*(x) et ™ g* ().
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VI. — Sommation (C, ¢) du développement suivant les polynbmes
de Laguerre au point-frontiére z = o.

Lesinégalités (27)et (35) permettentd’étudier 'influence de 'allure
de f(«) a I'infini sur la sommabilité (C, 2) de son développement
(86) f(x) ~ Z Ln -+ (l)f e~ u* f(u) ¥ (u)du

o 01’ n—-l—a—&-x) "
au point-frontiére @ = o, c’est-a-dire sur la sommabilité de la série
numeérique

(87) j(O)NEI(J H)f et w* f(u) L (a) du.
Szeg6 a démontré la sommabilité (C, o> o+ %) de la série (87)

pour f(x)intégrable (L) dans tout intervalle fini pourva que I'on ait
S(x)=0[2°"] pour z -» . Il suffit de considérer quelques exemples
particuliers pour voir combien génante est cette derniére condition
relative & 'allure de f(2) & I'infini. Soit par exemple

J(z)=axb S (B20).

Le cas B < o est ¢liminé car alors f(o) serait infinie et la série (87)
ne serait plus sommable. On a

x had
. v )
(88) @b el Y P L (),
0
ol
3
L (o) =Aped =y [ FuB L () de,

car les polynomes L () sont orthogonaux dans (o, ) avec le poids
e*x*etl’on a L
f‘ e[ L () P de = AP T (o +1)
0

Ann. Ec. Norm,, (3), XLIX. — JumLLer 1932, 27
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On en déduit

D+ 1) Y, el Lt (o) er= [ & Fuset [2 Lawu)] du
0 0

0
= o9+ B+ (a2 + B 1) (1 — 3)B (1 + z)—la+f+1),

’, ;o * . N
Par conséquent, en désignant les sigma-sommes d’ordre ¢ de Ia
série (88) pour = o par ¢, on trouve :
I+ I)Z s g = 0%t B I (o + B+ 1) (1 — 5)B=8=1 (1 - 5 )—lorBr)

0
d'ot ; 3 .
.d’olt leur expression approchée

I‘(o:—f—l)a“-,?):Q“""ﬁ“ T(x+B—+1)
< {2 bt AP () - 2B (— ) Al B (1) |,

N (3)
et enfin celle de lamoyenne s') = e
AR
s = F(6+’”r(of+ﬁ+l)
P T (e +1)|T(6—P +1)

=B (1A g,) 4+ (— 1)n.axreB-trt paf-B(y 4 e’“)%.

Cette expression prouve que l'on apour >0

lim sl =o (8>PB + «),

si 8 > o+ (3, la série étudiée n’étant pas sommable (C, c<a+ ). Le

T - . egeg I .
cas § = - donne ainsi la sommabilité <C, > a+ )) au point x =o

du développement de f(x) = ¢’ yz qui, a linfini, n’est pas O[2°"].
Pour 3 = o0, on a de méme
lim s/ =1 (6 >a).

La condition générale de sommabilité, c > o + f, prouve I'existence
de fonctions continues dans tout intervalle fini et monotones dans
(o, ») dont le développement (86) néanmoins n’est pas som-
mable (C, &) au point @ = o, quelque grand que soit & fize.

Ce fait pose le probléme de I'influence de I’allure de /() a I'infini
sur la sommabilité (C, ¢) de son développement (86) au point & = o.
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; T \ . . .
Pour ¢ <o + —le probléme ne se pose pas : Szego a démontré que les
constantes de Lebesgue o relatives au point 2z = o

w
ol = e~tu*| S (o, u)|du,
(4]

ot1 s® désigne la moyenne d’ordre < de la série-noyau

(n+1
o ~2r ,H_Hl) Lig () Lig (w)

de (86), augmentent indéfiniment avec n — cosic <o + % Donc, d’aprés

le théoréme bien connu de Haar, I'existence de fonctions continues par-
tout et dont le développement (86) au point == o n’est pas sommable

<C, o+ ;) est certaine. La divergence des moyennes d’ordre
[ . 1 . ’ ’
¢S+ ~ refléte la structure du systéme orthogonal considéré.

- 1
Mais pour ¢ > & + - ces constantes sont bornées dans leur ensemble

et ceci a permis i Szegd de démontrer son théoréme cité au début : le
systeme orthogonal ne s’oppose pas a la convergence de moyennes

d’ordre 8>a—i—-f;- Observons que les fonctions /(«), telles que
pour & - = on ait
sy=0l ] (6o,

n’empéchent pas la convergence de moyennes d’ordre 42« + é En
effet, la somme partielle £, de (87) s’écrit

I‘(a-%—l)f;;ZZf e “u* [(u) L% (u) du.
0 0
Or,
Zu,fw = Li#+0(u),

done

1‘(a+1)f”:f e~¢u® f(u) Lt (u) du,
0
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et en général la n*™ moyenne d’ordre ¢, /7, est égale &
AGT (o + l)f}{?*:f e~u® f(u) Lz (u) du,
0
car

n
ST AL L () = Lo ().
0

1

Soit donc f(x)=0 [(}x(”a)], ¢ > o, et considérons l'intégrale
{I/tzlraf e~ u® f(u) L+ (u) du,
A

olt A est aussi grand qu’on veut, mais fixe. Grace & I'inégalité (27),
paragraphe 1, on a pour tout £ fini

nkn ;/l'fle——ﬁu wt r o tdu )

Ijl”:n"-aj e~ u®| f(u) || Ligtt+) (u) | du=0 / e
A N \/ o-—(a-;—;) \
. n |

done

lim[}}'=0 pour ¢ > a -+ é,
n=—w
. I x4 N . .
tandis que pour ¢ =« + ~, I’ peut étre rendue aussi petite qu’'on
2 -
veut en choisissant A2A,, ou A, est suffisamment grand. Pour
u>n+a+98-4+1,0na
- - W
(33) Lt () g 28

Soit k égal & la racine de I’équation
ke=14(1+ log2 + loghk),

alors on a pour u2kn,

u

(2u)"u%*e "< k>
nlnd T e+i-u
n

(u2kn),

ce qui entraine
@ 143 i

—E ——0

n—af e 2ud|Lg+d+0 | dy = O(nm 2 >

kn

c’est-a-dire
L= n“af e~ u® f(u) Ligt3+0) (1) du=o (1),

Fn
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) 1 . . ’ A ) ¢
vu que 52 e + -- Ainsi, on a démontré que I'allure de /() n'aaucune

influence sur la sommabilité (C,Bfﬁ_a—i— D de (87) si, pour & — e,

'f(x):O[e'v(é—E)J (¢>o0).

L'exemple de la fonction €= avec ¢ > é prouve 'existence de fonc-

tions partout continues et dont le développement (86) au point z=o0
n’est sommable pour aucune valeur de 2. En effet, on prouve facilement
que dans ’

e~ W L) (g <),
0

on a pour ¢, 'expression explicite suivante :

o mm— n q " L
= ()

d’ott la non-sommabilité (C, 2) pour aucune valeur de 2 de la série de

terme général ¢,Li¥(0) si ¢ > % Ainsi, le probleme posé est délimité
par la condition que l'ordre de crofssance de f(z) pour & — o doit

étre celui de e® L(z), ot la fonction croissante A(x) est o(e*) quelque
petit que soit . Nous allons montrer que la condition

sm=0(Fa8) (B0,
imposée a I'allure de /() I'infini assure la sommabilité (C, ) de
la série (87) pour 3> a + f8 + é
En effet, I'inégalité (35) prouve que I'on a

aw o U a__-__i
n ff“”u"‘f(lﬂ)L‘,‘i‘*a'*"(u)duzo[[ s 2|f(u)ldu],
kont .

kon

ot k, est la racine de I’équation k= 4(1 4+ log2 + logk),. car pour

u2k,n,ona
. 1

- 1 u -
Gz —= 5 O+
n=tu " %e ?|Lig0+0(u) (< [f,, 2
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Ensuite, I'inégalité

u % ] 1 o ()
(2'1) L!’(lz‘*‘a‘)‘l)(”) :O<e§ll? 2 b 2 ] /L)

/

donne pour l'intégrale étendue de A 4 kyn :

u ST
s ' * ‘du

kone Jhgn
n—Bf e=tu® f(w) L+ (u)y du =0 / e | flu)]| ——r—
N f( ) R ] ‘-[0—(0{.+’)]

Vu que 8>a'—+—£ et que u<0(n), on en déduit

fon . om0 flu) | d
n“‘af e~ u® f(u) Lig+"+(u)du=0 [/ e 2 _Lf_(___u)']_{i_u] .
A A

~ 1
R
u %

Par conséquent, il suffit de supposer I'existence de l'intégrale
définie

f"e 2 f(uw) | du <G

= 1
o+
U -

pour pouvoir réduire autant qu’on veut en valeur absolue la contri-
bution de 'intervalle (A, o), en augmentant suffisamment la constante
positive A. En particulier, I'hypothese

s@=0ld] (e
assure la sommabilité (C, 5) de (87) pour tout 8>oc—{—-§~ On voit

ainsi que la con&itionf(x) = O[z*"] de Szegé estremplacée par celle

f(z)=0 [evl La loi de I'influence de I’allure de f(z)al'infini est la
suivante : Le développement (86) de [ (x) est sommable (C,c) au point

x = o avec la somme f(+ o) pour & > o + [+ i, sil’on a pour o - o,
(89) Fey=0] 8.

Pour prouver la portée de cette condition, considérons la fonction,
continue dans tout intervalle fini et vérifiant la condition (8g), sui-
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vante :

5 [ (+ 3)]
(90) Ffa(xu:Z(”‘) L5 ()

n*

n=1

Le numérateur est O(xﬁe?>, donc Fg(z) vérifie la condition (89). Elle
est continue, la série (9o) étant absolument et uniformément conver-
gente pour tout « fini. Pour écrire son développement (86), il suffit
d’observer que I’on a

U G o) =3l (g

m=0

d’ou
(91) Fg(z) ~2 YO LE (2
avec

3"2”‘ N Gl

}/In —m

w2 m

On a évidemment

1
-+3
y‘,ﬁ{: m=t(m2 (14 &n)

et, par conséquent, le (m!)*™ terme de (91) pour x =o, u,, (o) est
égal a

e (0) = Y1 Lz (0) = m=2(m )i " ARI(1 + )
s (m)“‘g”uﬂ )
T mrT (o + 1) "
et ainsi, e (0)
) U (O o 1
m]inn ( ‘)? =0 (Ogd—{-—ﬁ—{—-;)

seulement pour 62 a + B+ g Ainsi, la non-sommabilité
(C, <o+ P+ %)

de (9r1) pour z==o, malgré le fait que la fonction développée Fg(x)
vérifie la condition (8y), est prouvée. Il serait intéressant de prouver
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que la condition (89) assure, pour 3 > o, la sommabilité
(G, d=o+58+ I—)-
2

L’évaluation de I'ordre de grandeur du terme général de (91) est
possible aussi pour > o. Gréce a la formule approchée pour L (),
on trouve pour u,,,(x):

[«
s

! x _ ’j+g+l —— 24 1
2 g zu,m(;z-)\/'n:zm—“(m!)l 2 "{cos[z\/m!af——(; +7L>W} +0(1)"»

ce qui prouve que la série de Laguerre de Fg(x) n’est nulle part som-

mable <C, s B+ % + %) Cette divergence des moyennes d’ordre
s B+ —if —+ % est due 4 I'influence de I'allure de /() & I'infini sur la

sommabilité (C,3) de la série de Laguerre a [’intérieur de l'inter-
valle (o, ).
Nous avons démontré que 'existence de I'intégrale

» u & ~ 3
f e *| fu)|u? ’ Fdu < G

assure la sommabilité (C,c) de la série de Laguerre pour = £ o, mais
ce sujet sort des cadres du présent travail et il fera I’objet d’'un autre
Mémoire. Signalons seulement que le polynome de Laguerre est le cas
limite du polynome de Jacobi. Or, on connait que les phénoménes
d’influence de l'allure de la fonction développée sur la somma-
bilité (C, 2) de la série de Jacobi sont trés compliqués (*).

En terminant, formulons sous la forme d’énoncés les divers pro-
blémes posés et non résolus dans ce travail. Il serait notamment inté-
ressant de préciser s’il est vrai que :

a. La condition f(x) = O(e?> est insuffisante pour la convergence
de la série d’Hermite de f(«) et de fonctions continues dans tout inter-
valle fini et vérifiant cette condition existent, dont la série d’Hermite

() Voir notre Note aux Comples rendus de I’ Académie des Sciences, t. 192,
séance du 20 avril 1931, p. 915-918.
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diverge pour & = x,, quoique f(x) vérifie dans (zy —¢,x, +¢) les
conditions usuelles de convergence;

6. La condition f(x) = O(e? |x|‘-’°‘> suffit pour assurer la somma-
bilité (C, ¢) de la série d’Hermite de f(x), si 2 = = et 2> o0;
c. De fonctions continues dans tout intervalle fini et vérifiant pour

32
| x| — o0 la condition f(x)= O((?T> existent, dont la série d’'Hermite
n’est pas sommable par le procédé de Borel en un point z==,,
quoique au voisinage immédiat de x =, /() satisfaitaux conditions
usuelles de convergence;
d. De fonctions continues dans (— @, a) et vérifiant la condition

3

Sf(xz)y=0 <e7|w!2°‘> existent, dont la série d’Hermite n’est pas som-
mable par les deux procédés de Borel et (C, &) superposés, si 8 < «;

Jat
e. La condition f(x) = O(e“ |xi‘-’°‘> assure la sommabilité par les
procédés de Borel, et (C, &) superposés si 6 = a.
/- De fonctions continues dans (— a, @) et monotones, vérifiant la

x?

condition f(x) =0 (e'”—
I

pas sommable (C,c=a— - );
2

m]-“) existent, dont la série d’'Hermite n’est

g. De fonctions continues dans (o, @), vérifiant dans (o, ) les

]

ol

conditions usuelles de convergence et pour x — % celle f(z) :O(e') ,
existent, dont la série de Laguerre au point x=o0 n’est pas som-

mable (C, 8’) pOU_I‘ a = o + ;.;

h. La condition f(z)= O(e;;x‘q), B> o, pour x -« suffit pour
assurer la sommabilité <C, c=a-+ P+ é) de la série de ‘Laguerre
~ de f(«) au point z = o, si f(x) estintégrable (£) dans tout intervalle
fini;

i La condition flz)= O(ei:xﬁ), 8> o0, pour & -« suffit pour
assurer la sommabilité (C,3) avec ¢= Z + B+ % de la série de

Laguerre de f(x) en un point intérieur x > o de I'intervalle (o, x),
si f()estintégrable (£)dans toutintervalle fini et continudans (o, ¢);
Ann, Ec. Norm., (3), XLIX. — JuLET 1932. 28
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J- La condition f(x)=0 ( ) pour x — o (cas ou B =o) n'assure
pas la sommabilité (C, ) avec 8: -+ > de la série de Laguerre

de f(z) en un point intérieur 2 > o, si f(ac) est intégrable (£2) dan%
(0, @) et continue dans (o, ¢)

NOTE.
La solution de la premiére des questions formulée plus haut est
donnée par la fonction suivante :

S o1 Hagouad ()
n — o 2pimi+1
F( Z 22 ‘P"“T[cp(m)»{—l[’

olt p(m) = 2. Grace a I'inégalité fondamentale (29) on constate que
pour || -» oo on a

Flx)y=0 (()T>
Le développement formel de F(2) en série d’'Hermite s’écrit

(=

4%nl

(92) F(z) O (),

n=»o
ol
3
" ky 2g(ky4-1—an Tle(k)y-17]"
=1
Malgré le fait que le terme général de la série (92) tend vers zéro

avec n - cette série diverge pour x = o. L’étude directe de la
somme partielle s,,= 5,,,, de la série numérique

” ,

(—1 ”*’(,, cpon!

“(0) ’\Jz Tinl M(()):——Zm
0

prouve que cette divergence ne provient point de ’allure qu’accuse F(z)
au voisinage du point z =o et qu’elle est due aux régions a l'infini
dans I'expression de s,,

. |
sn=sun=2 [ e F(1)Si(o, @) du.
0



RECHERCHES SUR LA SOMMABILITE DES SERIES D’HERMITE. 219

Pour prouver la divergence de (92) pour x = o il suffit d’établir
celle de la suite partielle s,,(,. Or, on démontre la formule approchée

n—+1
Sapiy =— —=log2 +o(1).
VT

Ce résultat se laisse démontrer a I'aide des valeurs des intégrales
définies suivantes :

f e~ g (1) Wy (1) 20
[} :

/oy " e\
nlmlyrrmetlog \'f_lJ( \/’,n . [( ') +0(1)] (m = n),
. Vn — \/m T
12/ 2n- o7 . __[__ _ ‘ —
(nl)242n+t]logn [27_[-4 o(l)J (m =n),

ainsi que
Hq (0)H, (0) — W, (0) Hypy (0)

o0
9,f e~ H, («)H,, () du = n—im
0 2 \/T (m=n).

(m#n),

Ces valeurs permettent d’établir les relations

N ” (f"—"gl[:::pvflr~l-l(lt) 1‘12@;,,“,“ (” ) dlf —_ v
T == A L m T o (n) -+ 1] L(9(m) +1] T O(1) (m#n),

mais

o =n"*loga 4 O (1),
et ainsi

o
(re)
I ~ T n-+1
Soping == == ;/—_: ——n';f_ = = Iog2 - O(l),
T b /1
ne=1 \'
’ )
d’ou
lim Sapinj= lim 5,04, =—o0.
n==s n=mw=s

Cette Note a été ajoutée aprés la correction des épreuves.
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