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RECHERCHES

SUR

LA SOMMABILITÉ DES SÉRIES D'HERMITE
PAK M, E. KOGBETLIANTZ

(Paris).

SOMMAIRE : ï. Inégalités fondamentales pour les polynômes d'Hermite et de Laguerre. —
II. Conditions de convergence de la série d'HermiK*. Sa sommation par le procédé d'Euler.
— HI. Moyennes arithmétiques de la série-noyau. Majorantes de Lebesgue.— IV. Somma-
tion (C, S) de Ïa série d'Hermite. Superposition du procédé d'EuIer sur celui (C, ô ) > —
V. Phénomène de Gibbs. Théorème de Parseval. — VI, Sommabilité (C, S) de la série
de Laguerre au point x == o.

Introduction.

Les polynômes (THenmte
(H) Ho(^) ss ï , H, (^) ̂ - 2.ï, iL(^) - 4,.^- 2, . . . , I-L(^), . . .

sont définis par la fonction génératrice e'^^ :

-s . r - 1 ^ ̂ nW „ -,,,,,̂ «—/,<.,̂ « »««» •̂  ,_,,,„ • ï i","-

1 , , 1 . , n==() ! , .. ^

Ils sont orthogonaux dans rintervalle inf in i (—co^cc) avec le poids
f(x)=^'^ ^ 1 1 1 , ! ' • 1 1 1 1 1 -• 1 ' ^ , 1 1 1 1 ; 1 - ' - 1,.. 1 ^ - , 1 1 ; 1 ,

, /-•+•îc ( o • • ! (n^ m),
(Q . / ^^H^(^)'H/,(^)^=:{ -. , ^ , . „ , •

, ' ' J^^ , ( ^ n l ^ T i : (n=în), . , ,.

ce qui donne ponr/(^) le développement formel suivant :

(.) ' , . j'^)^\.^^ ;..;, , 1 , : ; , , ; ; !,:
^ ^ . • -""" 2"/n vv:J^w 1 . . . •

, , 1 1 ! - ! 72=0 ! ! " l i l ' - 1 , , , • • ' ! ' ' 1 ' ! / 1 • . 1 ; 1 ! ,/ . !

Ann. Éc. Norm, (3), XLIX. ~ MAl'ir^a.. •' 1 , 1 / , 1 1 1 : 1 \ 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 ; : ' , . ' 1 1 . : 1 , 1 1 , 1 1 i 1 1 - ï ^ : l l , / "11
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Ce développement joue un rôle important dans les études statistiques,
tant théoriques (p} qu'appliquées (3).

L/étude de condit ions suffisantes de convergence de (2) a fait Pobjet
de nombreux travaux (voir la liste de ces travaux à la fin du Mémoire).
Elle se heurtai t toujours aux difficultés que comportent les régions à
l 'infini de l 'intervalle (—oo, ce). Au contraire, si l'on suppose la fonc-
tion développée f{^} identiquement nulle en dehors d'un intervalle
fini , soit pour \^\^a où a est aussi, grand qu'on veut, mais fixe, le
problème se simplifie considérablement , el déjà, en 1906, AdamolF a
démontré que, dans ce cas particulier, la série (2) est équiconver-
gente à la série tr igonométrique de Fourier d 'une fonction qui coïn-
cide avec y'(^) au voisinage immédia t Çœ^ — h, x^ -(•"- h) de la valeur
considérée x^ de x.

Ce résultat d'Adamoff a été généralisé vingt ans après par Sxegô
pour une,fonction /(^) définie dans (— oo, oo), mais Szegô a été obligé
.d'imposer à l'allure de /(.^) à r infmi la condition/(.r) = Oll . r ) 0 ' 1 ' |
pour |.r[-^oo. Or, on verra dans la suite (§2) qu^il suffit de supposer

/(.2-)==o[|,.r|-^J,y j —s ^ 3 j pour i x \ —> oo,

ou £ ^ > o est aussi petit qu'on veut niais fixe, pour assurer, quant à
l'allure de f^x) à l ' infini , la convergence du développement (2). En
général, on peut dire que la formule approchée de Il,/(^) donnée par
Adamoff a permis (Szegô, Cramer, Uspensky) de résoudre définit i-
vement la question de condition de convergence en ce qui concerne
l'allure de y(^) dans tout intervalle fini, —a^^<+a, et ce qui va
nous intéresser dans ce travail , c'est Fétude des conditions relatives
à l'allure de y(.r) à Vinjî.ni^ suffisantes pour assurer la convergence ou
la sommabi l i té de son développement (2).
- Les meilleures condit ions de convergence ont été . formulées par

( ' ) II. BRUNS, Wahrscheinlichkeltsrechnu.ng und Kallektivmctssiehre, p. i f 5
et ii8 (Leipzig, ïeubner, 1906).

' . ( s ) E.CzniiEn, ̂ "te//. Œst.-ff'un^. Verbanci:der Privât--Versicfi.-'Arifît.^ {, 3,
',1907, p. •^ , 1 ^ 1 ^ 1 . 1 , ^ 1 1 . ^ 1 1 - ,1 • 1 ; ' 1 , ^ , . ! . ; 1 ^ 1 1 1 1 : : ' , 1 , • '

C.-V.-L. CïïAnLUîR, 'Traité du Calcul des Probabilités, par E.'BOREL, t. II,
faiîc.lV^Chap.'IÏI,-?1. [\.ï-yï (Paris,1 Gauthier-Villars, .ï93i).1,, 1 1 1 / 1 1 .
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Cramer (1925') et Uspens-ky (1927). D'après Uspensky, l'existence des
deux intégrales , .

(3) ( e~^[f{u')'Ydu.<iQ et f e^[f(u)fdu<G

suffit pour {issurer la convergence, tandis que chez Cramer elles sont
remplacées par celles

.--ti ..,.//! /-x ,^
( 4 ) j e ï \ f( K } I du < G et J e 2 | /( ̂  ) ; du < G.

'y..- •/•. ^ , ^'^

où û et G sont deux constantes positives arbitraires.
En ïqa6, H i l l e a sommé là série (2) par 1e1 procédé. d'Abcl-Poisson

sous. l'unique condition d'intégrabilité dans (—cç, — a) et (a,'cc) du
produit e " " " 1 1 ' f(u) .

On voit combien large est la condi t ion de Hille comparativement à
celle (4)* A l'aide •des inégalités fondamentales établies dans la
suite, on constate faci lement que la condit ion

f ( ^ ) ==,0 I// vï / ] pour [ x \ '-> oo,

assure ( fa isant abstraction de Pallure de f(^) dans les interval les
finis) la convergence absolue et uniforme de (a) si i ̂ > o.

Au contraire; le développement (a) de la fonction r/7'^ avec q^> -
diverge pour toute valeur de x comme la progression géométrique à
l 'extérieur de l ' in terval le (— i , + i). Ainsi , le problème de condi t ions
de convergence et, comme on le verra dans la suite, de sommabilùé
(G, S) par les moyennes arithmétiques carrespond aux fonctions/^)

1 1 ' 1 1 r ^ 1 1 ' /. 1 1 1 1 ' 1 : : • '! ' 1 . ! ' 1 1 1 1 1 1 . 1 1 1 1 1 1 1 1 ., , / l f c '
du type 0 [e/1 (p(.z*)J, où 9(^) croit comme une puissance de ,z*. A ce
point de vue, les condit ions ' ( ' à ' ) ou'(4) ïî^ Wni -pas'adéquates111 à , la
structure du système orthogonal (H), et le fait que la série (2) de

j\x) === ar^e^ ,par exemple^ est coûvergente malgré la divergence d^s
intégrales (3) et (4) le fait voir clairement. Pour les fonctions/(.r)
du'type 0(e^)pour [^[•^^avec1!; <.$< ^on 'do i t . recourirau pro-
cédé d'Eulei* pôltl'' sommer la série (2) comme nous l'avons démontré
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3au paragraphe 2. 11. est très probable que le cas q == y? pour lequel le
procédé d'Euler est à son tour trop faible, sera vaincu à l'aide du pro-
cédé de Borel, et nous posons ici ce problème, ainsi que le problème

3général de sommation des séries (2) pour 7-^^<^i par des procédés
autres que le procédé d'Abel-Poisson, très peu commode en pratique.

Revenant aux condit ions de convergence, observons que l'inégalité
bien connue

(5) H,(.^)=0 ^l^^ (-oo<^<^),-
\fn î

qui n'était démontrée que pour { x ^ ^ / ' î , est valable comme nous
le prouvons au paragraphe 1 pour x quelconque dans (—oc,co). Or,

pour [ ^ j ^ i / - ? on n'avait jusqu'à présent que l'inégalité moins pré-
cise (Cramer)

• , / ^ __\
I-ï^(^)==0^2 ̂ /i!/

Cette simple remarque, basée sur le fait que pour | x\ \jï^\jn le poly-
nôme H/,(,2?) satisfait à l'inégalité

• |H,(^)1(2i^|^^ (l^V^)5

nous a permis de prouver que la convergence de (a), ainsi que son
équiconvergence à la série trigonométrique de Fourier, sont assurées
par l'existencedesdeux intégrales suivantes :

W f a ̂ \fM^ <G ^ F ^\f{u)\d^.<Q.
^ — — O O l w 1 Jff ^

L'exemple de la fonction (w?r§ 4)

• ( 7 ) ' ' ' ̂ (^^V^!^^^ • 1; ' , ; : , '
, '' , ^n\ U^n\ - , , .

n-=z\, • y , 1 1 ^ ^ , ! ! ;, , „

qui est continue partout et O^} pour j^l—^co grâce à l'inéga-
. 1 ' l l i 1 1 1 1 ' • 1 l l i 1 1 1 - ; 1 1 . ' 1 1 1 1 ! 1 1 /•^\ ' ^ ! 1 ! 1 ' 1 . • i ' 1 1 1 ^ ! ' ! 1 1 • 1

lité (5 ), prouve que le fait f(x) === 0 [e2 / ne peut assurer plus que la
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convergence, car la'série (2) de Fo(^)? qui est celle (7), n'est pas
sommable (G, à) pour 3<o. D'autre, part, Fo(^) satisfait pour tout
ordre positif o ̂ > o aux conditions suffisantes :

(8) fwa^\fW\^^<G. jr^i/(^l^<G-

de sommabilité (G, o^o) de (2), établies au paragraphe 4. Sa série (7)
est non seulement sommable (C,o>o), mais elle converge partout
absolument et uniformément.

La question, si la condition fÇx)=^O^e2) est suffisante pour la
convergence de (2), reste ouverte. A notre avis, la réponse à cette
question serait plutôt négative, et la construction d'un exemple prou-
vant cette assertion, présente un grand intérêt ("'). De même, la
fonction

(g) w^^-r^^^w
n = i ! ! ! , ! : - / -

(voir § 4), définie par la série (9) absolument et uniformément con-
vergente pour toute valeur de x dans (—00,00), où Lf(^) désigne le
polynôme de Laguerre

i'^o'^d1^'
o

possède le développement (2) qui n'est nulle part sommable (G, o < a),
malgré le fait quepour \x\ ->^/on a

(10) , 1 / F^(^)=oLl^^aeTJ. „,''';,, •

On voit que Fa(^) vérifie la condition (8) pour à > ce, donc son déve-
loppement (2) est partout sommable (G,§>a). Ainsi, la condition
du type (îo),

. ' . ! , ! . ( ! ^ •€:\ 1 , 1 1 • 1 , . ^ ! 1 - 1 .- , .
( 1 1 ) \ , , , ., ^ f^)^0\\^^e\),

^) Voir C. K ÀccuL Sc^ séance du ir janvier 1982, t. 19^, p. 161, ainsi que
la, Note ajoutée1 à îa'ûn-de ce travail. ; : - 1 1 1 1 .1 1 1 ' , , ; , ! 1 1 1 1 , - , ' 1 1 1 1 . 1 ' ,
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ne peut pas assurer (C ,o<^a) , tout fin assurant là sommabilité
(C,o>a). La question, si (n) suffit pour assurer (C,S=a), reste
ouverte, et il serait intéressant de prouver qu'elle est suffisante pour
(G, o = a), comme cela nous paraît probable si a >> o.

En ce qui concerne 1 allure de/(^)dans tout intervalle fini, il suffit
de supposer /(^;) intégrable {,€) dans (—a , a) pour assurer la som-
mabilité de ( 2 ) par les moyennes ari thmétiques de tout ordre positif 5.

On a ainsi le théorème général suivant :

I. Partout à l'intérieur de (—ce, ce), le développe nient (y ) (F une
fonction fÇx}, intégrable (J?) dans tout intervalle fini, est sornrnable

( C, o > o) avec la somme ^ \ f{x — o ) + fÇx -h o') j, pourvu (lue V ordre o
de moyennes soit suffisamment grand pour rendre le produit

.'»'"'
( 1 2 ) , . |.rj- l-^•^T|/(^)[

intégrable dans (— ce, — a) et ( a , oc), a étant quelconque mais fini.

Le procédé d'EuIer^ dont la supériori té par rapport à celui (C , o) au
point de vue des conditions imposées à Fallure de /'(<r ) à l ' inf ini , a été
déjà précisée plus haut, est inférieur à (G, o) en ce qui concerne Fal"
lure de/(^) dans un intervalle f ini- On établit, en effet (§ 2), qu'à ce
dernier point de vue, la t ransformationd'Exiler est inopérante, et les
conditions de convergence de la série transformée sont les mêmes que
celles de la série ( a ) elle-même en ce qui concerne l'allure de f(oc)
dans—a<^x<^a .

On a plus précisément le théorème suivant :

II. 'La série d^Hermite d'une fonction f(x\ vérifiant dans tout inter-
valle Jlm—a^x^a les conditions assurant la convergence de'cette'
série {^Y/estsomrncible (E, ^) p<)^rHog2>:log(-;—L—'^ pourvu que les
deux intégrales

(^) f ^ j /(^)|^<G et r^^|/(^)i^<G , (q<^
^— » : ! "'i J a \ ' l /

soient finies.

La superposition des deux procédés ( C, Q ) et ( 'E, k) permet de
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sommer (a) si/(.r), intégraMe (i?) dans tout intervalle f in i , vérifie
les conditions

(1 .4 ) f e-l'^f^u) \ ~^^ < G- et Ç\-^ \ f(u)\ ̂  < G,

Fordre des moyennes d'Euler, k^ é tant non infér ieur au quot ient de
log(—-1-—) p^t' loga. Cette superposition des deux procédés de som-
mation n'est ut i le pour élargir la classe de fonctions/^} à dévelop-
pement (2) sommable par le procédé d'Euler qu'au point de vue de
conditions relatives à l 'intervalle f in i — a <^ x •< a.

En effet, si pour r/ == 70(70 <^ ^ ) et o suffisamment grand/(a1)
vérifie ( ï4) sans vérifier ( i3) , ces dernières conditions (i3) sont
a fortiori vér i f iées pour y == y^-}" £ <^ ^ quelque peti t que soit £^>o.

Les résultats énoncés plus haut sont obtenus grâce à l 'étude de la
série-noyau
, .. Vt . 1 1 / / ( ^ ) 1 . Î / / ( / / } . . .:(,;^ °^Z/———————- {^^u) , :

~' 9^ fl \ { / 7:
U '

du développeaient, (^) qui. représente, malgré sa divergence, zéro
pour x^-iiy sommée par tel ou tel autre procédé de sommation. En
général, on peut dire que la méthode directe basée sur l 'étude de la
série-noyau ,
( 1 6 ) , , V c?/ , (^) :9/ , ( / / ) {xyé.u.) , •

<) ' 1 , 1 , 1 , 1 ! ' ! 1

est préférable, si l'on veut établir les condi t ions suffisantes minimales
desommabi l i tédudéveloppeînentformeldey ' (<z 1 ) ,

w 1 1 ^ • ( è b ! 1 1 ' 1 ' 1 1 ! 1 1 ^ ! !

( 1.7 ) /( ̂  ) ^ V C'n ̂ ,, ( ̂  ) Ol( €„ •= f ( if ) C?/, ( II ) dit.
w a • ! , ! ! , 1 1 ! . 1 1 1 :

suivant les folictions'orthogônales 9/,(^) d^un système.norme, • ,
En procédant ainsi, on atteint le but avec des conditions beaucoup

plus larges que celles fournies, par la méthode d'équicon vergence et
les. résultats obtenus sont applicables à, we classe, d.e1 fonctions,/1^)1



l44 E* Î OGBETLIANTZ.

plus étendue. L'étude de différents systèmes orthogonaux indique que
les séries-noyaux (16), généralement divergentes, sont sommables
pour xj^u avec une somme nulle, sauf pour x-=n quand elles
divergent essentiellement^ c'est-à-dire

//.
l im^9^(^)^-+-co•
//=:oc ———

0

Cette représentation du zéro par les séries-noyaux est à la base même
de la possibilité du fait qu 'un développement tel que (17) puisse ne
représenter pour a7==^ qu^unem/^valeury^o ) d e f ( x ' ) d a n s ( û y 6),
tandis que ses coefficients Cn dépendent de toutes les valeurs que prend
la fonctiondéveloppée /(^) dans l'intervalle (a,bY

Dans ce travail nous commençons par établir précisément ce fait
fondamental, que la série-noyau (i 5) représente zéro, étant sommable
(G, o >o) avec une somme nulle pour;r^^. Pourj . r—^1^ la som-

1 1 1 . ' ! 1 ! '̂M-N"
mabilité de la série-noyau, multipliée par e 3 y est uniforme dans
(—00,00). Il est important de signaler que la série-noyau (i5) n'est
pas sommable par les procédés d'Euler et de Borel à cause de la len-
teur d'oscillations de la suite de ses sommes partielles quand n croît.
Nous constatons ensuite que les majorantes de Lebesg^ie^^ d'ordre o
lelaîiçes au système orthogonal (H) :

P^W^f ^ S^(^ u}\du, (^o),
^—ao , ,• , , ! \ ! , '

où ï î ^ ( x , u ) .désignent l'es moyennes arithmétiques d'ordre o des
sommes partielles S^(x, u) de la série-noyau (i5), sont bornées dans
leur ensemble pour S ^> o, mais augmententcomme';2 u""2 lognpûum-^aD,
siron a o==o.

A la base de ces résultats est l'inégalité

(ï8) ! .' ^ L^(^)=o(^?^^~T/^^ .'/1

pour le polynôme de Laguerrey valable pour toute valeur de a et quel
que soit x dans (o, oo).Elle est démontrée au paragraphe 1, ainsi que
l'inégalité

.<^9'),: :,1- . : 1 1 1 1 1 1 1 , : , 1 1 ; 1 1 , 1 1 ' /^.^^^(^[^(â^)^ ' .-{^n^u), - ;„; • 1 '|: ,,1,1 .' ,, 1 . 1 1 ,
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qui n'est valable que pour a^n+aét qui entraîne (18) a fortiori
pour x > kn, k désignant la racine de l'équation

Â'== 2 ( l+ lûg2-h- logÂ-) ,

c'est-à-dire Je ==7,3 . . . <^2.
L'influence de l'allure de f{x) à Finfini sur l'ordre de sommabilité

(G, o) de sa série d'Hermite (2), mise en évidence par la condition
d'intégrabilité du produit (12) dans ( — 0 0 , — a) et (a, co) est le phé-
nomène de Darboux très bien connu pour d'autres systèmes ortho-
gonaux (1 ). Le fait que cette influence ne se fait point sentir pour les
fonctions/Y^) telles que l'on ait pour x -->- oo

/(.r)=o(^),

le développement (2) é tant dans ce cas sommable (C, à) pour toute
valeur positive de o, s'explique ainsi : la série d'Hernute est le cas
limite pour À ->œ du développement iiltrasphérique de ©(.r) dans
l'intervalle fini (— ï, 4-i)^.(î^^-)^

' \2 / V 2 )

x f (I-M Ï) î"'2P^(M)y(«)^,
•y _ i

où P^C^") est le polynôme ultrasphérique défini par

^^^^+^=]^P^W.^' • ' - '
\ 1 . 1 ! ' ! ' ! , - o: ! ! 1 1 - ,• ' 1 1 ! ; 1 , 1 1 " ! : 1 !

car,on a , ^ ! . ' ! . • 1 1 1 1 ;. ', ^ ^ : , 1 1 ' 1 • : 1 1 ; 1 1 1 , ';, 1 , ^ 1 : 1 ; : 1 1 ' 1 1 ; 1 , 1 1 , , ' ' ;'1 1/
,, 1 1 l l l i •'•^H^^)^^^-^^,!^;^^?^;^ . 1 1 1 1 1 1 1 1 : , 1 ; 1 ' : 1 1 1 - 1 • : 1 1 1 . 1 1 ; : : 1 • 1 • 1 1 1 • ; /! , : ! , , , - 1 ^^t,, - - ^v^/ y - , 1 1 1 - :

On n'a qu'à transformer d'abord l'intervalle (—1,4- ï) en celui

(_^ ^/I) par la substitution de — à la place de la variable a;. Les

(1) E. KoCxBETïJAîNTZ, Bulletin des Sciences mathématiques, s6 série, t. XLÏX,
jaïivieiM925.- 1 1 1 1 / 1 1 11. •' . ' 1 1 , 1 1 : 1 1 - 1 1 ' 1 ' • 1 1 1 ' . 1 ! ! ;, 1 1 1 1 1

^ ^ . ^ . 7 V o r w . , ( 3 ) , X Ï J X . — M A ï i 9 â 2 , ^
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régions à l 'infini de l'intervalle (—0^00) correspondent aux points
frontières ^=±1 de l'intervalle ( — i , +i). Or, dans le système
ullrasphérique, le phénomène de Darboux se manifeste dans la non"
sommabilité (C, o ^ a y — À — i ) du développement (20) en un point
intérieur de ( — i , +• ï), la fonction développée o(^) étant infinie
d'ordre y pour x= — i oua?= 4-1 ('î). Si l'on pose y= •y-^ les infini-
tudes de 9(^) aux points frontières .r==±=i n'exercent aucune
influence sur la sommabilité (G, o>o) de la série (20) à l ' intérieur
de l'intervalle ( — î, + î). Or, si pour \x \ --> i on a .

.p(^, ?0==:0r^= î
[^/(l^^)-À-Mj

la substitution de -^ au lieu de a? nous donnant à la limite/^), on en
déduit

/(^)=3imyf_,^=o(^)
A=. ^A /

et la série d'Hermite d'une fonction vérifiant la condition
/ ^\

/(^)=0(^}

doit aussi être sommable (C, o> o)partout à l'intérieur de (-» oc, oo).
On voit maintenant d'où provient le fait que l ' influence de FaUtire de
fÇx) à l ' infini sur la série d'Hermite def(x) ne commence à se faire

/ .Z-2\

sentir qu'à partir du type de croissance 0 t^^/avec £ > o.
Les moyennes S^(^^) de la série-noyau (i5) se distinguent de

celles des antres séries-noyaux étudiées jusqu'à présent telles que
1 1 / . . î 1 ! . ! ! ! ! , ! 1 1 . ! • ! ! ^

V 2 1 ^ 0^ ^ +cosy 4- cos2/4~. ..4- cosny -{-..:. (o < ̂ < 2^), ,'

par exemple, ou
(22) 0-^+(I+^)P^(^)+...+(^+^)P^(^^^ (_^^^ï)^

en ceci qa elles changent de signe un nombre infini de fois pour n -> œ,

•( !) E.KoGBETUAim, Bulletin de -la' Société mathématique de France^ t. LI,
1923,,?. 244-295^ (voir p. 293 1 ) . 1 1 / ' ; 1 ' • - / ' 1 1 : 1 1 1 :1 1 1 1 , 1 1 . . 1 1 1 / 1 1 ' 1 , 1 1 1 ' \ 1 - 1
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quelque grand que soit leur ordre 5, tandis que pour toutes les autres
séries-noyaux connues on peut toujours indiquer un nombre OQ suffi-
samment grand et tel que pour â ^ â o leurs moyennes ne sont jamais
négatives. Ainsi, par exemple, pour les séries (21) et (22) on a respec-
tivement Oo === i (Féjer) et Sy == 2À 4- ï (').

Cette circonstance entraîne une conséquence bien curieuse et qui
concerne le phénomène de Gibbs dans le système orthogonal (II). Ce
phénomène, qui pour la convergence ordinaire-est identique dans la
série d'Hermite au même phénomène dans les séries de Fourier, se
présente tout autrement pour les moyennes arithmétiques de la
série(à), qu'on peut désigner par/f1^1). On a notamment pour â^o

n^^l^^.^l^^o)^^^-0^^-0^^
7^=00 |_ a ^/an . | ^

où la longueur du. « segment de Gibbs », l { o " ) est donnée par

/̂ ;̂j!lllî  ^^^ (ô>o).rc ^ r.. j . . 0M04-1 "^ </„ r / ^u +'n:[ 'M- -

Or, 7(o) n'est jamais nul le quelque grand que soit S, ce qui prouve
que dans le système orthogonal (H) le phénomène, de Gibbs persiste
malgré la sommation de la série d'Hermite par les moyennes arithmé-
tiques. Quand S augmente /(o) d iminue rapidement et pour o -> ce on
trouve

/(")-,-'-V/oV-1')^ (°———).' / 4"!"'^ y oo \v:ej

Ainsi, la sommation ( G, o) affecte la longueur /(o) du segment de
Gibbs d'autant plus que S est plusgrand, mais le segment nes^annule
jamais quelque grand que soit Tordre 5 des moyennes contrairement
à ce que l'on observe dans d'autres systèmes orthogonaux.

Il est intéressant d'observer que la longueur7(o) du segment de
Gibbs ne varie point, si l'on somme la série d'Hermite par le procédé

TOuler. 1 , ! . ' '1 1 1 : . ^ ^ ! , ! 1 : 1 , 1 1 ' - . 1 1 : , ! • , 1 ' . . 1 , 1 1 1 ' :'11'

(1) E. KoGBETLïANT%7 Journal de Mathématiques pures et appliquées^ t, III,
^^^p. 107-187, § 6. , 1 . 1 . ^ , , ! ^ • ! ! 1 1 ' 1 ,' ' : ! , 1 1 1 ; 1 1 1 , • -, , 1 1 , 1 1 / : 1
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Dans le dernier paragraphe nous appliquons les résultats obtenus à
la série de Laguerrc

- as

f{x) ̂  y ^(n-4-I) L^(^) f e-ltaf(t) L^(Z) dtJ ^ / ^ r(/z4- a-hi) / ' ' 'Jy ".' / ' ' '

considérée au point-frontière ^=o, c'est-à-dire à la série numérique

(23) /(+ o) ^ F^1^ ^ ̂  f\-u-f(a) Uy(u) du.
,' , M==O

Szegô a montré sasommabilité (C, o> a 4- ^ ) , si/(,r), intégrable (L)
dans tout intervalle fini, vérifie, pour x -> oo, la condition

J(^)=:0[^')].

Il a montré aussi que les constantes de Lebesgue
r^

py= e-ul^\S^(o, a) \du
^0

relatives à la série (23) sont bornées seulement pour o ^ > a + ^ ? mais

augmentent indéfiniment quand n->-oo ,s i3^a 4- ^ Ainsi, le pro-
blème de l'influence de l'allure de /(^) à l'infini sur la sommabilité
(C, o) de (a3) ne se pose que pour â>a -4- ^- Nous avons démontré
le théorème suivant :

III. La séné de Laguerre de f (x) est sommable (C, o) dit point-fron-

tière .r=== o avec la somme y"(+o) pour o^>a"+-p4- î-, 'n ton a
pour x —> oo

/ • 1 1 ' ' , 1 • 1 1 ^ ! 1 1 . 1 1 f{x}^o{^/). 1 1 : 1 - ; . 1 ' 1 . , , ' ' 1 ' 1 1 ' 1 • ,

, En particulier, le résultat de SzegÔ subsiste pour toutes les fonc-
tions/(a?), dont rallure à rinfini est conditionnée par

^:1;,',:,1::;:'^,.•^ ; 1 1 1 1 / 1 : 1 ^ ; , 1 1 . , ; 1 1 1 1 1 : ' • : 1 1 : ' , 1 ' : 1 : 1 / , : : ; 1 1 1 ..
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Tous ces résultats ont été exposés dans les Notes des C- Jî. Acad.
Se. (t. 192, i93ï, p. 662, 1696, et t. 193, p. 386). ! ' ^

I. — Inégalités fondamentales pour les polynômes cTHermite et de Laguerre

Les polynômes ^d'Hermite sont des cas particuliers de ceux de
Laguerre, définis par la fonction génératrice suivante :

e \^=LW(^)+zUyW +....+ ̂ L^1) +....
{î — S )

En effet, L^^2) pour a ==— ^ et a == ^ est lié aux polynômes Ha^)
et Ha/,,.M (<r) par les relations bien connues

/ /^n
1-^ (A^r^^l^.^/lîîA ^(^),

(a4) ^ /n(?4)
. ( H,^(^)^(—I)^ l .^+ î/î î^I.^

qu'on vérifiefacilement en comparant les expressions explicites des
deux polynômes, à savoir

, , .^/ , ^ (~i)^r(rÀ+a-+-i) .̂ .• , (^ x)- H?) (^) =^ ̂ (I~ï-II)^(7r-/c+l)^.(^-^-+-a+I) " î

/>:==o
(a5) 1 r^

/ ^ / Tî / -. 'V (—ï)XT(^•+ i) /^..y,-2/-(^x)- H.(^)^^,^^^^^.^^(^) •
À:=0

Par conséquent, i l suffît d'étudier le polynôme L^(^). FéJer a donné
en 1909 une formule approchée pour L^5^)

'" ' ' 1 1 : ! ! ' ! ! ; 1 1 ! ! . \ 1 ',1 /• 1 1 1 ' ! 1 , 1 1 1 1 1 { ^ "
^ a ^ 1 ï î^l — ( i— aîî ' ;7rY nl^2 '(9.6), LW(^)==^ 2 '̂.î /i , 4 TC : ^cos-^ T^4/ \77z'

uniformément valable dans tout intervalle ym?, ô < a ̂ ^^
Le raisonnement de Perron permettrait d'en étendre la validité, à

rinterYalle a?^^"5, £>o et l'inégalité qu'on en déduit

w LM<"'>=0[^-©
1 ^ ; ! ' ! 1 ' ! ! : • l—£

peut ainsi être démontrée pour ̂ ^ 5 ̂ ^ 0-
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.. Mais, nous en aurons besoin dans un intervalle |^|^ À', n, le nombre
positif k étant quelconque mais fini.

Pour établir la validité de cette inégalité fondamentale quel que soit
x dans rintervalle (o, n), partonsde la formule connue

,̂ a ̂  L^)(A1) = — ç^ [^"--i-a e^}

qui donne

Fig. i.

le chemin d'intégration étant une courbe fermée C entourant dans le
plan complexe z le point P sur Paxe "OX d'abscisse positive x,
o<^<n. Prenons _comme contour d'intégration C l'arc ABC du
cercle de rayon r=\lnx > x et de centre P et là corde CDA de cet arc,
défini par la condition que l'abscisse OD du mil ieu D de cette corde
soit égale à ^. Désignons par oj l'angle obtus BPC, d'où

donc a><^ -y* Sur l'arc ABC on ̂ z == r^ y/variant de — û) à + co/et

ù, oùavarie de—rsinco à rsin(o=== i./nx—' XÇ'sur la1 corde1 z == ^ -+! ! ^ ^
Calcul fait, on trouve

: ^~a /^w \ n 4-_g
^^K^)1^ ̂ J ^rcos^ ̂ ^ ^,.cOS9 + ̂ 2 ?" C0s[^(cp) ] ̂

+(~I)
^""a1^111

1 1 ' • x 1 1 .
Ti /'fiîn ûï

/ (ï + < ï ) 2 COS^A(<)] ̂ = T< + TÏ>
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où les arguments 0 == û(cp) et A ==A(î) des cosinus sont égaux à •
^ / , / /' smco \^ = (n -+- a) arc tangl ————i—- — 7' sin Q — 72, o

°\;r -+- r cosy/ '
et - ,

( 2t\
. , , Ar^^/i-l-i-t-a) arc tang — ) — t.

x / »

Étudions les intégrales T,< etTa. Dans la première, ï^ la fonction
n + a

,F ( 9 ) == e""^008^. [ r2 4- a r.-r cos 9 -4- .^îî l""2"

croît d'abord jusqu'à y == cpo, où
^ — a i x

COSCp,,==— ——===:>— -i/ --==COSG),a^;r; ^ y n '
i rx
W-^

donc (' ') Ço <^ co, atteint son maximum pour y == 90 ^t décroît ensuite,
tandis que Û(y) diminue tant que y -< y o ? atteint son min imum égale-
ment pour y ==== <po et croît ensuite. Cela prouve q u e ] T,[ est inférieure
à rintégrale de F(<p) étendue à l'intervalle ( c p o — / / / , Ço + ̂ \ tes
nombres positifs h', et /f étant définis par les conditions , ! .

û ( 0 o - A, ) == ^2 ( œo -.4- i l ' n ) == ̂  ( % ) -i" 71:.

Or, cette intégrale est inférieure à FCço).(/^ -4- h^) et ,
.r-^F(9j /44-^

T,|< r"- 7T

Pour estimer l'ordre de grandeur de /4 et /^ il suffit d'observer que
û^y^r^o, ûw(yo)==<)(r)=0(\/nï)et : ', ; ' . ' ' , 1 '

^J^^^^,V^(^^Î^^^^^^^^ ^—a^i^^^i/• (xin),
3s , ^ yï ~r" ff' j y . , t-|. , , / , :

ce qui. entraîne pour û(ço + /? - )—Û^Ço)^^ . , ' : , .

' 1 1 1 1 y,^o(^-}—of—^\ 1 ; 1 ' : 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 ' 1 1 '
"-"^(ço)/- t^/

(1) Pour a So. Pour a < o le même résultat final subsiste et l'on n'a qu'à rai-
sonner avec (Q=Z'(^^ car alors cpo !> &)- ; • 1 1 1 ',. : 1 1 1 1 - 1 , 1 1 1 1 1 1. . 1 1 ! - 1 1 1 1 !
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et par conséquent
tt'n+h'n _ _ r ) ( ï \

~°{ynï)'v \'!/~nï\
Or

d'où

n x—a n-f-a
^~a^F(^)^^-a^^^2^^^^^^)] 2 ^

j ̂  /nV
T^oj^f71)

e2 /n''
'V^Y^w^w

En appliquant le même raisonnement à Ta, on trouve (Tabord pour
%—1

a^ i, la fonction monotone (x2 + 4^3) 2 étantdans ce cas décroissante ;
' . ^ 1 1 1 , , . X Q(ï\ ^ ' 0^ 1 ^ ' 1 1

y-a ^2 /» W / s \ 2 / , î\^-—i (î"") '"=°G'')'
car rargument A === (2^ 4- i 4- o^Arctang^ — i? est également une
fonction monotone dans rintervalle (o,rsinœ) et croît de zéro à

J^./-^ofi)1L Y n \^n^h,_&/£+0(\/ n \ n,

quand t vade o à r sin œ,
Pour a ^> i on doit, au contraire, considérer le voisinage de la limite

supérieure d'intégration, où A'(î) est très voisine du zéro, mais reste
encore positive. On a

^(rsïTi^^of-1-'}
, ! , , , 1 ! ! , ! ! [ . \nxj ^ . 1 1 1 • ' 1 ^

et
A^rsm^)^;1—^,1. Â^rsmû))^- ^fi-+-of^\L, :

, : 1 - 1 \ 1 ! 2 f v l 1 1 - , • . • ! - 1 1 1 1 1 , 1 . yn^L 1 A^ /J . 1

Posons, pour h ̂ >o,

A(rsmc«) — A) ==A(rsinû))—TC;
on trouve

et, vu que a^> x,
1 , ^ ,;:-Â==0(^)11 , 1 1 1 ' 1 1 , ^ ! .' , , 1 1 1 1 - ' 1 ' 1 1 1 1 '

1 ' ..y.-̂ -a M*!' /' /y»S 1 1 ! ! - \ 1 ! 2 ! ! '•rn i^ "«-v 'c- / u/ 1 1 - . -i 1 . \ , ! y 1 1

Isfê: ——— — 4- r2 sin8^ A.1 : 1 1 : ' 1 , -;7tl:ll - v ^ , 1 / 1 1 - 1 , 1 ' 1 : 1 - : ' / / : , 1 1 ! 1 1 ; ,
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Or
X— -+- r2 sm2 ûi) == n .r ;
4

donc on trouve finalement
^ / ^ \ 2 4

T.==0 ,-.-
( \Jx \^/ ]

Cette inégalité est satisfaite aussi pour a^ i, car dans ce cas
a i a i r- a.«.1 "
?'~'l T //y.\2"4"^ 1 T / W \ i ^' /i Y" " i / x y ^_ | j^ / n^^jL^V2 '-i-^'Y ^ -4Y

n """" ̂  \^7 \Jn W '"""0 [i/^ \^'"""s/^^^^ v^v^ '"""°Lv^\^
, 0 . ^ , ! . .

pourvu que l'on ait a^>— -• La preuve de l'inégalité (27) est ainsi
achevée (1). Son cas particulier

L^)=o(——) , . ^ • •

a été donné en 1926 par HiÏle \b, p. 348]y mais sans démonstration, que
Hille qualifie « râther long ând complicated ». Pour a=—^e ta =2 ^
on a
(28) L^i)(^)==o(n""^^), L^W^O^^^)'

On en déduit, grâce aux relations (a4\ l'inégalité bien connue pour
le polynôme d^Herniite • . '. F J , , , / , ;. / ^ _\; „ , , , ,. ^
(29) ' H,(^)=Ol^V^^^j^ ^ : ' •'' . ! , • ^ !, . ! , ! ' • ; 1 : ^ ' \\/n ! 1 , y ^ ! , ; 1 1 1 - 1 1 , , / , / ^ . 1 1 1 . : 1 ^ 1 1

démontrée ainsi pour oc^^n^ ou \îJc\^n. ' . .1 • • 1 : 1

II n'est pas facile d'étendre l'inégalité (27) à rintervalle x^kn,
k étant un nombre positif fixe quelconque, et pour le faire nous com-
mençons par l'inégalité (29), L'identité

^Z^S—î[x+h)y^Q—^3—ïxsg-—zî--~ei}'ts^ ' : .

'î1 1 1 1 '1 1 / 3 \ • ' ! ! ! 1

(1) Pour a^— - il suffit d'intégrer Ta par parties E^ - — a i fois pour com-

pléter la preuve de l'inégalité ( 27 ), valable quel que soit oc.
^^ .^<? ,^(?rw. , (3) ,XUX.—MAïï932. 20
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donne le théorème d'addition (Runge) pour le polynôme H/,(.r), car on
peut l'écrire

2 -K^)(s^- (2 )̂) (2; ̂  ".</•))
et par conséquent • " "

ft

^H//^^^=Vc^4-LJ^)H,^(/i), • . : • 1
\ ^3 y ju

s- ' / //<=0

où C'"5 est le coefficient du binôme :

n \ C/^r^y/zî n —ml

En particulier, pour //. =.x^ on trouve :

,H,(.2-V^)==—— ̂  C^-H/^.r) H^...^(^).
i /<>^ Âasasà\/î^

Soit maîn tenant \x\^\jn, doncj^^î l^/^- En posant j ==^\/T, on à
pour[ y 1^/2^/grâce à l'inégalité (29),

a^^ /?z ! a71-7" n — m !"•o^0 -ls^2•Ŷ(w-{-i)(n — w + i )V7^-

- » /—————————————
î V p.//-» V^ ^T "̂"m

et l'inégalité (29) sera démontrée pour[.r ^\/^ c'est-à-dire la lon-
gueur de l'intervalle de sa validité sera multipliée par V^ si l'on prouve
que la limite pour n -> co de l'expression

^Yn_ Y< C;;;'.'' ' i ^mvrt^ m^^^^^^ V^ ̂
/, r- n.
\/n ^

\j^^n\ ̂  w (/tv/w^^T^^ "•"•'" .7^ ̂ •'('V^^ ï ) (^ — fn 4-1) : , Va" ^;V(wl-4~I.) (n. 1— w 4- i)
VG^1

est finie. Or, pourn"^ ac et m=nty

OU

yn / ï l e-^Wdt .
'"""/-—- i n-l—•"•ll'•;l.ll"l•^"•^.•.y
\/MJQ ^ t ( î ^ t )

Yn<

W) ̂ ^{^ log^ 4"(ï- <) l o g ( ï ^ t ) "t-loga^.
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Vu que
2^'(t)=\0^t-}o^(l-t}'

la fonction ^(^) a un minimum pour t= ï> et l'on a, si < ? — ^ ^e^,

^(^)^^(;±Ê,)=Ê?,[l4-0(Ê.)].
\" /

-1
Posons £/,,=== n :1 e tFona .• . ! ,

^ f' ^-L^ —u—— == 0(^V. ̂ ,) ==\/;î f' ^^^ . ^ ,
v Jo V/^ï-^ ^ c ^(ï~^)

2"'1"'1""

ce qui entraîne, en posant ^=== --+"—;»A . ^ y/^
•i ^ • „ " ' ' ! 1

Im^lim^ f^ ^^--^£^=.^ f'^^^^^i/î^
^-' n=. V/^TT J, , V^(l - ^) " 1 , ^TT ̂ - .LV^ " ' ¥ ^ :

En répétant ce raisonnement un nombre fini de fois, on prouve
l'inégalité (29) pour tout intervalle \ x \ ' ^ / £ \ / n , où À- est fini. Pour en
conclure que Tinégalité (27) est valable pour n^a?$/r ,n nous allons
exprimer L^ (a?) sous forme d'une intégrale définie, où sous le signe
somme figure le polynôme Ïî^n+i (V^) ûu, ce qui est la même chose, le

/'j\ ._
polynôme L,; (^) multiplié par \/x. 'En effet, les relations (24) prou-
ventqueles inégalités (28) sont valables aussi pour n^x^n, k étant
aussigrand qu'on veut mais fixe.Or, comme nous allons le montrer à
la fin de ce paragraphe, on a pour a> -

(3o) L«.(»):=^ '"+ '+•^-.l);(•-5)j^Lij)t») («>î).
r(,..,)

où D^ est une dérivée d'ordre négatif — (3 quelconque définie par

. '' .:, ^ ^(p)IDJPJ(^)=^l^l(^-'^QP-v<l^v^ll (^>o). • 1 , ': : 'y,,
, ' 1 ! ! , ! : . !

 ! . . , 1 ^{\ 1 ' ! ! , . 1 1 . ' 1 1 1 / - , 1 , ^ 1 . 1 1 .. : - !
 •

 !

 1 1 ' 1 1 1 1 1
 1 ^ 1 1 1

 . . ! , !

 1 ! 1
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L'inégalité (28) entraîne pour L^' (a?)

nyw=rai/ \ r(/î+a+i) /ll ^ a - l / -T( 'Q/ \ j^(sc)= ———'——————— (i—u) ^/uL^(ux)du
r ( re+^) r fa+ 1-}J»
\ 2; Y - i )

=0 n'~-<» /^ A •> "tt. 1 / \

•=- I (I—M)a~2e'?'û?^/,( ( o ( > ^ ) .
^ Jn ' \ 3/\ \/œ Jy

Or, pour x -->- x, on a

J'^i-u}01 ^T^=^^-y(^y ^{i+o[<'-«-^]};
donc

W^o^"-^ (-0-
Cette inégalité est sans valeur pour x^ n, mais si l'on considère l'in-
tervalle(n, P^), n^x^k^ny où le rapport n est finiy on en déduit

LW(x}=0
î+ î

.,'2 • 4

[ î "^n
^ //A2 4

-o ^(,) J-

c'est-à-dire on achève la preuve de l'inégalité (27) pour x^n. On a
supposé a >^ II est facile de montrer en eroployant la relation ana-
logue
(3^) L^(.)^^^g-^)^p,-(g+i)j^l^l)^)j

r n+

valable pour a>—-^que (27 ) est exacte pour a> — ' - e t i v ^ k ^ n
quelque grand que soit le nombre fixe réel P. Les relations (3o) et
(3i) sont des cas particuliers de la formule générale

^L^(^=^^^^D^-Pi[^L^(^] (a>?) '

qu'on peut aussi écrire

(3.) Lg.(.)^^^^;j^^^^,_^,^
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et qui est nouvelle à notre connaissance. On la'prouve ainsi : le ^ pro-
duit z == x^L^ (x) vérifie l'équation différentielle

(33) s c z " — ( x -\- a—1)^-4- (n -4- a) s == o

que l'on déduit facilement de celle des polynômes y = L^a;)

(34) ^ y " — ( - ^ — û c — i ) y ' - { - ny==. o.

Si l'on cherche les solutions de (33) de la forme

^= WW] = T^D/ (^ - ̂ )a""l ̂ a)d^

on constate que (33) équivaut à Inéquation

D^{< /-^-(I——^)^^7^}.=0.

Par conséquent
.S,=D^^W='WL^(.T)] , ,

est une des solutions de (33) et
j,=^^,=^^D^[L^(^)] • 1. ; 1 : . 1

est une solution de (34). Coxiamej^ est un polynôme de n1^16 degré, on
en conclut queji ^L^ (.^). C^ et.la constante Cna dans

^ Vy (^) = x^y, ̂ =z,= C,a f (^ - ̂ )a~l L;;'- ( //,) dit
JQ

se laisse déterminer en faisant tendre x vers zéro. Vu que L^'(o) == i
et ^^(o^^A^'5, où dans tout ce qui suit A^ désigne le coefficient
de'^dans le développement du'binôme (î-—^)""^"4"^: . : • ,

1 - ' ^ ^ (^+I)^(a+I)A^=T I ( / ld~^+ I I , ) , , ' . ' , 1 1 ' 1 ' ; ,

on trouveainsi C^^^A^, c'est-à-dire 1 1 : 1 ' ! • ' .. 1 :

, • ^L^(^)=^(^^I)P^[LS?^^

On en déduit, en prenant les dérivées d'ordre a des deux membres
^ , , ^(n^a+I)^;•5(^)=^C/^+x)DS[^ aL^^^^^^^ , : , - • ' / . ,
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et de même
Y(n + (3 4- i) L/01 Or) =T(n 4- i) DÇ.f^ L^ (^)'|,,

croù
r(/, 4- p 4- î) Dĵ  L^(^)] = r(n 4- a 4- i) Dj[^P Lf(^) ]

et ensuite la relation (3s) qui était à prouver. On achève la preuve
de ('2'/) pour /i^^^Z'2^, en observant que pour m == E(m/}^o on a

4"Li-'"4)(,^)=(-->)'-i-4^;H^(.),
/- .o/1-71 '

donc, moyennant (29),

,,• 1 ,' .Li-'-^^^O^Y^
\\Jn/

d 'où/pour n^x^l^n, Fégalité (27) ' avec a = = = — / n — - » Ensuite,

pour o > a ^ > — - ( m 4 - ^ ) ? on applique (32), ce qui complète la
preuve de (27) pour n'^x^l^n quel que soit a.

Passons maintenant à l'intervalle inf ini ;z*^n+a. Dans cet inter-
valle l'expression explicite (^5) de L^^) suffît pour notre étude^ car
on en déduit. . • • ii , ; . .

: l T ( y , / \ ' ^ ï ^ / À Î n /./ s/, (^^^^-ay
. 1 'L^^') ̂ ^1 ^^^rrîtr (n + a) "——T\——? •

! , , • • , ' ! Â"=0 • , ! ^ ^ . ,

d ' o u / p o u r . r ^ n + a y l ^ i n é g a l i t é

. (35) , . - . 1 : ' , , '[;L^(^)|S1—2- (^^7^+0).(a^)7'
'"TÏT

Vu les relations (24)» elle nous fournit cette autre inégalité relative au
polynôme H/,(^)

1 ' ! ! ! ! 1 1 1 . ! ! 1:^ ! ! / 1 1 ' '
( 3 6 ) . ^ IIJ^^)!^^^^ ^ l^l^

valable pour ^ J ^ i / n + ^- • Ajoutons enfin que dans tout intervalle
fini (y) on peut représenter H//(;r) sousia forme d^une série asymptô-

' ( l ) Tout récemment. M^.S. .C.'vai'r'Veen 'a1 âc^né^^Mett/i:.'.Anna-len.^; 193:1,
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tique semi-convergente donnée par Faber en 1922 et qui s'écrit

/ Q .„ e_^H,^) , • ' • /^ R ^r^^-^^r v C / » î ï / i ^( 07 > ———==_- - ~ i / -*—" K e ^ ' i -f- 7' — l'Lt —
v / / t/o/^î V ^7r CT 2 \ ^ ^L ^^
avec G,/( Sy/i^ == 0(i). Elle généralise la formule approchée

e ^ Iï,/(,,r) 'J ':i F / /— /Z7T\ , /.-. / i \ '1( 38 ——. . , — == i / — ces .2; y a /<. 4- — +0 —=v/'.^! y ^^L ^ tî ) \^î^) \
donnée en 1905 par AdamofF. Uspensky a démontré que dans la for-
mule approchée pour la n^"1*' somme partielle S/° (,r, //.) qu'on en déduit

(3q) .S^(., ̂ ^^|Ml^.^V^ ̂  ̂  -U
"' " ' / ( ^ — ^ ^ ^—x)\ln\

avec 0^(a, ,x*) == 0(ï) uniformément quand .r et ^ sont dans un inter-
valle fini) on a ô,^.^ ,2?) == o et en outre

(4o) ^M^)=o(v/.).

l^expresston S^(.r, iz) désigne la ^!ème somme partielle de la série-
noyau et l'on a

. ,_^i I!^(^)ÎI^(^) _ ! H^i^)^1^/^)^^^(,. i, ) b,,! (.^, /. ) -^ ^ ̂  ̂  ̂  - ^ • ^ ̂  ̂ -^ ̂ ^

comme on le vérifie facilement à l'aide de la relation bien connue
H/^i(^) 4- la^^^(^) 4 " ^ H , ^ - i ( . ^ ) - = = û . 1 , , • • •

II. —Conditioîis de convergence. Sommation par le procédé cTEuler.

La n1"111" somme partielle f,X^) du développement

(.) /(^) -s Ji4^= r/(^^^<^^^ ; , : , "— a^n î ynJ^,» ^ , , ^ ! , , , , , ! ! . !

B.10^), p. 4o8"436) une formule approchée pour H/, (.r) valable dans l'inter-
valle o::5J;r j ^y^^^"" î ) ? ' l ' indice,^ pouvant prendre aussi- des - valeurs, non •
entières. ! ^ / ! „ ' 1 1 , ! • ! , ! ^ ^ , , 1 ' 1 ' 1 ' ! ! 1 ! ,1 '• 1 1
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s'exprime à l'aide de celle S^C^ u ' ) de la.série-noyau

(,5) o^4.iI+Hl("?)Iit^+H2^H2^^ IWÎÎ^) )
i/^ ( 2 . 1 1 a2 .2 ! ' * * a^/î ! ' ' ' j

par l'intégrale définie suivante

/^):=f /(^)é^S^(^ «)â^.

L'expression (4x) de S;^^, ?^) et l'inégalité (29) pour le polynôme
H^(^) donnent •pourxyéu, si x et î^ sont O^^) en valeur absolue :
^ 1 ' ! , ^ ! 1 • ! , , / .r2-!-^ ! \ ! ! ! ! !

(42) S^,«)=01————» [l^l, l" |^0(^),]^-a]>o].
N7- — 0;

D'un autre côté l'inégalité (36), valable pour M^i /^+ ^ nous
donne, .r étant fixe et fini :

Posons

et considérons la fonction paire y/i(^) pour //^>o. Elle atteint son
maximum pour u = \//?/4~ i, donc pour •uïk\/n avec k^> i on a

^n.W^^nÇk^n).

SoitÀolaracinede^équationS2—2log(2^)^o,donc/^^=
On a y^o v^)< ^o ̂ ^ 0(i), donc on parvient à la conclusion suivante :

(43) l^ i^ ï |S^ 5 (^^) l=01:^(^)]==0(I ) (1^1^^^).

Supposons maintenant l'existence des deux intégrales

W '.f̂ lJ :̂!'1^ /.
. , 1 1 - ' 1 1 , 1 1 , t/~•l«o,, 1 1 - . 1 ' 1 1 1 1 1 . \u \ 1 1 1 • '. . 1 1 1 , : 1 1 1 1 Jn. \ ^ ;1 1 ! ! . u ! .1 1 ! 1 1 1 1 1 .
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On a
^—k^fn /'"•^ /*A• /T^o^n /^sc-k——^O^/ t r~^ /IA' /^'O^1

/ +./ "^J ^ =:=^J"i'/ , /— (./_ A <- A v 'i f~—kQ\/n A A / -oV^ ï==l

/„(„,.)=/ + / + / +/ +/ ==y.u
« /— ce •y r. ./- <-/— A t/A i-7 ï- . /-

la, fonction sous les signes somme étant e~^lîfÇu)S^]{cc^uydu,
On a grâce à (43)

,—Â'oV^ _^ r r- ^°o ^ -r ^—îs^fn _ ̂  , ~j r /^°
,,,,=o|_^_ .-ÎI/(«)I^J, ^=0^J^==0| / ^ ^f^\—— , J.,=0 / ^^/(a) du

1 .̂. l ^ l 1 J^^ u

et de même à Fâide de(42) vu que .T est fixe :

r r"^ -."!t /7//1 r r^7' -^ '̂'
f ^ ^/(^i^ > ^.-0 f e ^fWi-^

b7-^^ U ^A / / ' -
J,,=0 1 e ^ | / ( ^ ) |—— h ;L,,==0 1 e ^l^^)!

-^ l t / v / 1 ^ IJ L-4

Par conséquente on peut choisir un. nombre positif fixe Ao assez grand
pour avoir si A^AO

!J/M|+lJ,/.2|4-lJ/u.|+|^.îl<'^ (A^Au),

quelque petite que soit la quantité positive r| donnéeà Pavanée. Cette
conclusion él imine toutes les difficultés causées par les parties infinies
de l'intervalle (-— co^oo) grâce à Punique hypothèse d^ntégrabilité du

M3

produit //"'^^[/(M)! dans les intervalles (•—oo, — a) et (0,00). Quant
à l'intégrale ,L;>,, étendue à l'intervalle fini (—A, A), on sait depuis
longtemps que Pon a

^lim f\-J(.) ̂ ^ u) ̂  ̂ "^0)^/(^Q)lim J^ == Inn f e-^fÇu ) S;?5 (^
r^^J_. 1 1 , - ! , : 1 / ,111, ^ - . 1 1 1 ; : - 1 : ^ ^: ...i . , ^

sous' les -mêmes conditions - suffisantes: (Galbriin,' Cramer, •SzegÔ^
Uspenskv) que celles que ron connaît pour les séries trigonométriques
de Fourier* Le théorème sur l^équiconvergence de la série (2) et de la
série trigonométrique d'une fonction qui est identique a/(^) au voi-
sinage immédiat du point œ considéré, démontré par Szego sous Thy-
pothèse gênante F(,r)== O^'^0!0] pour \x\ ->-w et à l'exclusion du
point ,T== o/est ainsi établi pour toutes les valeurs de a? et sous la
condition beaucoup plus large (6). Cette condition est moins restric-
tive que celles de Cramer et d'Uspensky qui exigent rintégrabilité dans
/, ' . ! 1'^^.1^.'^orM., <3),XLÏX. :1—JUIN i93a.\1 , 1 , 1 , 1,1 ; 1 1 1 1 1 - 1 1 , , 1 1 ' : ,1 : ' / l l l•: /a ï l ' .^ ^ 1 1
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//2

^—co, —a} et (<2, œ) des produits e~'~1 \f{u) eté?~""[/(^)p respecti-
vement tandis que 'notre condition (6) n'exige que celle du produit

^^.|/(iQ[.
Les inégalités (4^) et (43) permettent aussi d'étudier lasommabilité

de (2) par le procédé d'Euler. Nous allons voir que la transformation
d'Eulerpeul réussir dans le cas de divergence de la sériel) et en préciser
la cause. Commençons par montrer que la série-noyau transformée à
Vaide du procédé d^Euler possède, au voisinage dhm point fixe x, sensi-
blement la même allure qu^amnt la transformation.

La transformation d'Ealer consiste dans la formation de la série
Sz/'^ en partant d^une série donnée S^//, où le terme général u'^ de la
« transformée d'Euler » est défini par

.,,/K-i//n—'^r'-'^// 1 f ( 'w —————-^p
^ ï l- —2^ ̂ m ( { t ! l ' ^m - m \ /r^m ! ;/«==:o

Pour calculer la re11""" somme partielle ̂ '(.r, u)

.s, i :, / „ ,,.,_v_i_v c^ ̂ r^^^11)"" ̂ ^-Z^Z^" ,̂ ,̂
•fll^Q p^Q J. »

de la transformée d'Euler de la série-noyau, nous partons delà relation
suivante

, ' 1 - ' ' , ! n il. , , ! ! ! , ; ! •

^.HY^YiI^/^y^ ̂ V V q;') Cf !î,(^) n,(u) B^W H^(^)
; , V ^ 7; \ v^ / — — , 1 , . . :

qui découle du théorème d'addition établi au paragraphe ;JL .En multi-
pliant par e^'dt et en intégrant de '— ooà +OQ, ôîi en déduit,.grâce à
l'orthogonalité des polynômes d'tïermite dans (—00, oo) :

: 1 : /^±L£\1 /'!L±J\
';,i y^H,(^)H,{^^ i f'^^1'1^1:^1^""^ ^ 7^ .

^^•Al,/^ ^J?!^ • 9.\/7I:J^^ .: , ^./l!\/7î , , ' \

car 1 , 1 . 1 1 ; , 1 1 \ / . . \ 1 1 1 1 1 1 1 .. • : ! ! ! ! ! - 1 1 1 - ! ! ! ' ; 1 .1 1 , .^^ ^ , . . . ' 1 ! , . ! -, 1 , ^ . 1 - , ! ^ , : . ^ - , , , .
j e-^Hn^-pÇt^ïin^Çf^dt^o 1 1 1 ' • 1 1 1 .' - .'pour^^ç.1. 1

c/.—'oo , 1 1 1 1 ! 1 1 ! 1 ! ' ! ! 1 1 ! , ! 1 1 1 • 1 ! - , ! 1 ' - '' '

,,;,, ' 1 . ^ ^ 1 ; ' ! ,1',';,:;; : 1 _ ! • =a7l^^(^—p •Jt~:ï.)\\/^\ • ^1.^'^=^', , 1 1
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Eîi sommantî 'on trouve ainsi la relation fondamentale

(44) ! ^(^ .) - —— r'e^ ̂  f^, ̂ ±1\ dt.
9. V-TTJ-^ \ \ /2 ^/2 /

Pour u et «r finis et t\ ̂ A on a, d'après la formule approchée (3g),

(45) ! ^f^^) • ,
\ V 2 ya /

/ " / / -+ - .< / , // -+- .*. - ; • i / \ •' i r\ / j •• i-^ ./..> ^s"+ i~~ + ~~\ s ^ l l ( ^~- t z • )v / / ^ ^ ^ Mo^î i f^4--^ i °i±..i_il„ -.- ^ - -

| "-^ (^-^)v/I(

avec Q^(t)=0,,(.y, u, t)== 0(i).Mais, la formule d ?Adamoff(38)do^t
la formule (Sp) est le corollaire, n'est qu'un cas particulier [pour

a === — l- et a ==. + ^ ) de la formule approchée (26) donnant le poly-
!„£

nome V ^ ( ^ ) et valable dans l'intervalle 1^1^^ ^ . Par conséquent la
formule d'AdamolT et avec elle la formule (Se)) sont valables pour

1, ^ ! 1 , ! - , , ! - '
x j ^ ^(' w à condition d'écrire le reste de la formule (39) sous l<i forme
0 ( — ) au lieu de 0 f — | ce qui entraîne pour notre formule (45)w^/ _ ' w^-/
6,,(Y)==== o(//i) si l'on a \i\=.o(^n\ Ceci di t , nous pouvons appliquer

'cette formule pour [ t\^o (V^)y u et x étant finis, avec-0n(^) === o (\/^)-
On trouve ainsi pour [ t}^^ par exemple en posant \jn ==== A//,1

( ,6) . ——f^^^s^^^.î"^^ :.
2vW-,..̂  , ^ , ^ .' a-^

Or, à l'aide des inégalités (4^) et (43) on établit facilement que les
intégrales étendues de—oo à — À / , et de A,, à d-co sout toutes les
deux de l'ordre du reste dans (46) c^est-à-dire pour 7^- hsc

y., , ^4-^ ^--.r)1' / ' j[ ^ \
i F iï 0 ( 0 ) ^ — 2 1 " 1 1 " , s ,o(~————r)—^ i , e. o,, a&—<1 . / \\u,—^[/ - ,

2V:-rrJ^A, , . . . , ; . ' • ! ; • : ;

et de même pour l ' intégrale étendue à rintervalle (—co,—A/,). Ainsi,
on a pour x et u finis
,, , " ^, •„ , l^^-^^^inCu-^y^.^ • : •. : : ^
(47) 1 7T^'(^,^)=^ - ,8.,——-——^3^:————',,,.. • ;.
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ce qui prouve la divergence de la série-noyau transformée par le pro-
cédé d'Euler. An voisinage du point u = x sa somme partielle &^ a la
même partie principale

i ^ -̂" sin ( u — se} \/2 n
7T U —X

que S;05 ce qui entraîne la conclusion qu'au point de vue de conditions
suffisantes de convergence relatives à F allure de f(x) au voisinage du
point x, où l'on considère son développement (2) et ce dernier trans-
formé par le procédé d'Euler^ les deux séries sont équiconvergentes.
Il se peut bien néanmoins-qu'au point de vue de conditions relatives à
ValliiredefÇx) à P infinité procédé d'EuIer se révèle plus puissant
que la convergence ordinaire. En effet, dans (47) pour x fixe et u -> oo

. . ! / • 3 //.ît • r/2

on a le facteur exponentiel e 8 au lieu de e^ pour S,05^, u) et ceci
sembleindiquerque pour le procédé cTEuler les conditions (6) sont
surabondantes. On peut d'ailleurs évaluer l'ordre de grandeur
de ̂ (.x, u) pour u -> oo. La formule de Mehier

.y.'î /»-+-oo «2 .

(48) H^)==~— / e^^^^wYclu.
a^J_^

permet de trouver rexpression explicite delà fonction génératrice

; 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 ' 1 : • 11:-1" ' 1 ^ /^-^vH^(- r)H^(^)^. , 1 , - , w ^ . ^ ^ ) — j ^ " — = : — ^ ,
: ! . 'ww a^/i' VÎT, ! , ! ! 1 , , ! ra=o 1 1 v ^ . ! ^ !

car les deux intégrations sont aisées à effectuer, et l'on aboutit au
résultat suivant (Mehier) : ^ .

. ! , - , . , .Z'2-:,2—'3.:•K'3!lZ-^-U'22s , ,
1 1 1 . 1 1 1 '1, 1 ; , ^ 1 1 1 1 ' ,, :- •^ii " - î - = ^ 3 1 , . 1 1 1 ' ^ 1 1 1 • \ " • • 1 1 ^ 1 1 '
1,, ,,^,1,1 . „ 1,^^)1=„6———^^___.,1,,1. , , , , 1 1 , ;; ^

. : . ' • / yîr . yi —/s-1 ^ : ; \ ; • ; ,

En divisant par r — Z y on en déduit la fonction génératrice <I>o(^) des
sommes partielles S^Ça;, u ' ) de la série-noyau (i5)

1 x'izï '"2 xlïz "i" ?/<i''s^

$„ ̂ )==V sg' (̂ , «).^= —e——^—^.
^ \/"/7TT(i-^)î
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Or, celle des transformées (TEiiler &^{x, u) est d'après (44)
00 _ /,-i-w /.r-+-/ ?^-i~^ \ ï,

V3 , , ^ 1 ' n / \ x / — ^ _ ç / _ _ _ _ , _ ^ , ^ ^
7^ ^(^ ^ ) = — — / 0 \ V-2 V2 ) ———————,

o 27rJ— (I^V/TTJ
où (i--" ^^©(.y, ^ ^) = x^ z1 — 2^1^ -h ir^2. En prenant comme
nouvelle variable d'intéffration 2-—---^_^ on calcule facilementt' ^14-^
l'intégrale défînie et Von a le résultat cherché

/«-^Y s /^—.^y
^ ^ ^ r,^ -^—^ - ̂ ^ ^ ^—^

^6^(^ .^-^^—^ c———————.
— ^V^ (i-:^^

ï/unique point singulier du second membre est le point z == i y donc
on a pour ê;^^, //) la formule approchée suivante :

(^y . ' -(49) ^^^)=î^^-i^n1^^
2 VÎT L\ 2 / J

Pour \u—x\=o(^n} on retrouve à l'aide de la formule (26) le
résultat (4.7)^ mais on a aussi grâce aux inégalités (^8) et (35) les
évaluations suivantes :

(//4-A-)2 lU—.^} / :t"2 \. _____« 4. ————— J

(5ô) . ^Mx, u)=0 —,——————(=0v / /A \ 5 / ,, — — ^ ^

pour |^|^0(\/'n), (.z? étant fixe) ainsi que
/ l. [o». ^^^^ : • / ( / , {2n ï!\

(5i) ^'(^^)==0-!^^ 4 -}=o(/^^ .
' / /< v 7 / \ / Î Î 2 " / \/z!?/1 /

pour | u\"^^\ln. Yu que la n^"16 somme partielle du développement^)
de /(^), transformé par le procédé de sommation d'Euler, disons
/^(O, s'écrit 1 1' 1 ' . ' , / 1 - : I J I : 1 • 1 1 1 ' 1 ' 1 1 ' : 1 1 : 1 • 1 , 1 ' 1 1 1 1 1 : 1 ' 1 1 : ' 1 1 ' : : 1 ; , : 1 1 1 1 1 1 1 1 1 • 1 ' ' 1 1 1 : 1 1 . ,

f^^)=Ç e^ê^^^du,

on trouve facilement à l'aide des deux inégalités (5o) et (51) que les
intégrales, ' , : ! . ,\ , , , / . / : , ^ , ': ' • ; : ' :, • ' : , :

f e-^fWô^^uYdu et f e^fW ^(x,u)du
. . 1 1 J^» • ' , 1 . 1 . • 1 - ^ 1 1 /- 1 1 : ' ; -1 • 1 1 : 1 J^ 1 ' 1 1 1 1 ' 1 1 1 ; : 1 1 1 ' 1 1 . . 1 1 1 ' • 1 1 1 1 1 . 1 1 1 .1 1 1 1 1 '
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peuvent être rendues aussi petites qu'on veut en valeur absoluepar le
choix du nombre positif A assez grand, pou/vu que les intégrales

—(^ il//3 / /'*'x ti//*"^ y

(54) | ^T-[y(^)]_L<G et / .r^l/^l—^G
^—^ 1 " Ja

soient finies. Ainsi, nous avons mis en évidence la condition suffisante
assurant, quant à l'allure de la fonction développée/Y^) à l ' infini, la
sommabilité de sa série (2) par le procédé d'Euler. On voit mainte-
nant quand peut<-on sommer la série divergente (2 ) par le procédé
d'Euler. Si la divergence est causée par Falluro àe/Çœ) à l'intérieur
d'un intervalle fini., rien à faire, la transformée d'Euler de la série (2)
diverge aussi. Mais, si/(.x?) satisfait pour les valeurs finies de x aux
conditions suffisantes de convergence et la série (û) diverge unique-
ment à cause des particularités de son allure à l ' infini, le procédé
réussit, si f{x) vérifie les conditions (5^). Ainsi, par exemple, la
fonction /(^) === e^'y où q <^ i est un nombre constant, est à variation
bornée dans tout intervalle fini , donc la convergence ou divergence de
sa série (2) ne dépendent que de son allure à l ' infini. Cette série

(53) , : .̂̂ V!1^ , ;

, . , ; .^^^J^^ : w\ ' ' 1

diverge, si <7> ^ En effet, en désignant parc,, l'intégrale définie

. ^ , - , , ^ ^^, f ^^'^H^^)^, ' . ' ' ' :- '
1 1 ! , ! ' ' V —— y^ ! , ! 1 ! ' !

on trouve 2-•=r'--w4s™'k! • ; 1 1 . 1 , ' 1 ^ ' ' ! , ° ! ! , ! 1 ! "__. ! 1 L ^ ;1 1 1 '"J 1 ' ! ! 1 1 - ' 1 , !

=./̂ :A„. v I-^d ou CB,,^, == o et
— I / TC / q \n

<w~ n\\ T=~q\^=~q) •

A l'aide de la formule approchée (38) pour le polynôme d'Hermite on
déduit celle pour le terme général Un(as') du développement (53) de la
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fonction f{^) == e'1^ pour tout ;r fini

^ ̂  ̂ nW _ pL, Y^ , . ___!__ | œ!̂ ^D ̂  Q fiM
^"VTI V—^7 V ^ ( t — ^ ) ( V^ VV)

Ce résultat prouve la convergence absolue et uniforme de la série
étudiée dans tout intervalle fini pour o <^ cj <^ x - " Elle continue à con-

verger encore pour q = -5 mais devient divergente et non sommable
par le procédé des moyennes arithmétiques (G, o) quel que soit l'ordre
de moyennes S, si q ^> ^-

i 5C'est ici q u ' i n t e r v i e n t l e procédé d'Enler. En effet, pour^ <y < o
la condition (52) est vérifiée et le développement (53) de/^r)^^
est donc sommable par la transformation d'Euler. Pour y^ la fonc-

tion étudiée cesse de vérifier la condition (5a) et pour q^ ~ la série (03)
n'est pas sommable par le procédé d'Euler, mais si l'on répète la trans-
formation (FEuler deux fois la série est sommée pourvu que l'on
ait q <^ j ( ' ). La question se pose : quel est l'ordre limite de croissance
de/(^) au delà duquel la série (2) ne peut plus être sommée par l'ap-
plication répétée de la transformation d'Euler, bref sommée (E, A),
où k est un nombre entier fini . Rappelons la définition du pro-
cédé (E, o), § étant un nombre positif quelconque : la transformée
d'Euler d'ordre o a par défini t ion sa somme partielle n16"10 <ê^ égale à

/ii , ! ! ! ! ! ! • - ; , , , !

! 'ô^^^C^^ï—^)^^^ ' ' ;
, . 1 1 //<'=; 0' 1 1 ' , ! ' ^ 1 . 1 . ' 1 1 ' '' , ,

où 6 == 2'̂  << ï , car o;>o; de même son terme général ^0)^ est donné
par la relation ' ! ! .! ! 1 /1 1 , 1 1 ' : 1 1 1.:' , '1 1 1 1 : -. , ' ^ 1 1 1 1 . .1 1 •11 ; 1 1 1 '- ;11/,1"

, . - , n , , , , ! ! . , ! 1 / , ! , ! ! , ! , ' ,

t^^ô^c^^i—ey1^^^.';^ , ; 1 , ' , ; , • , '
• ! 'w=;o 1 ' ^ ' ! , - , !

(1) La condition nécessaire de soïnmal)ilité(E, k) s'énonce Un= o^a^1 -— i)"]
ce qui prouve la non-sommabilité (E, ï) de (53|) pour c/ ï ^ ainsi que celle

(E,^) pour qï^ " . ^ 1 : 1 1 1 1 - , „ , : •; ; , ,,.̂  , 1 , : • ; • _ 1 . ^. , ./•y1 1 . , - 1 ; : 1 , , '
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Pour évaluer S^Çx, u) de la série-noyau (i5), formons la fonction
génératrice de la suite ê^(.r, u)

oo QO

Wë{3)=Y3"ô^(x,u)=—————^3».U^
^sssa J_ —— ^ JssssK

0 0
o& n= —- y, s-e y c^(i - ̂ -^"z^J1^0

1-5 o ,±'o 2'"m!^

-^^(^"'"^i^^^i:^-^-^]-
1 o ' v n=xm

Or ic^.o-^^^^t.o-e)^ ^ ̂  _,
iï=.m /(==()

d'où
^/,^^______9_____•^H»,(a;)H».(M)/ 0.s \"»

0^ / ( i-5)(i-54-^0)^ 2"'m!v/7r \x- t -0J-5; '
0

On reconnaît dans le second membre la fonction génératrice <I>_i de la
série-noyau (i5), d'où après transformations algébriques l'expression
explicite de la fonction ' W ^ ( z ) :

W) : : ''^(^^i^^^^^- , ^ '
, • : . , : ^ ^ . V^ V i-^(i -20) v( i -^)3 .

Des deux points singuliers ^ = ï et ^ = —— fe ̂  •x.^ le plus rap"
, ' I — '2 c/ \ / 2y r . r

proche à l'origine est le premier. Soit 9^ ̂  ce qui correspond au
cas o ̂ i. Dans le cas § >o on ne doit tenir compte, en écrivant la for-
mule approchée pour <S^, que du point singuliers =1 ce qui nous
donne

(55) ^(^ u) -^^^[IC^ - ̂ ] 0 4- ̂ )

: ^ ! ^ , , 1,' , 1 , 1 1 ; ,'/ : (Ô^^=2-S).11 - ^ , ' 1 1 1 , 1 , . \ ; , 1 - 1 1 , ':

Cette formule déduite dans l'hypothèse S ̂  i est valable aussi
pour o==: i cardans ce cas elle se réduit à (49) établie déjà indépen-
damment. L'inégalité (28) prouve que l'on a pour |^|^0(Vn), tandis
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que x est fixe
/ ̂  ^c^)2 \ /^v

(56) ^(^u)=o(e 4 v^————^j^ol^———)
\ \u—x\\/Q/ \ I"! /

ce qui prouve que pour o -> oo, donc 9 ==== sr°->- o, l'ordre de croissance
de ê^Çx^ u) avec) u ••-> oo diminue mais reste toujours supérieur à ^- 9

Sans développer les détails de la démonstration, basée sur Finéga-
lité (56) ainsi que sur celle

(57) ^^u)^oi/(^Y\,/l
{ \ n j ) y n

"valable pour |^|^i/"2-^ et qui est le corollaire de l'inégalité (35),
énonçons le résultat définitif :

THÉOBÈME I. — Le développement (2) d'une fonction ./(^), vérifiant
dans tout intervalle fini—a^x^a les conditions assurcint la conver-
gence de cette série (2), est sommable (E, o) pour o assez grand s''il
existe un nombre positif e aussi petit qu^on veut mais fixe et tel que les
deux intégrales

(SB) r^-^/^i^G .1 r^-^fw\^<o*'— » i i '-'//.
soient finies. Plu/; précisément, la condition

^ae-^\f{u)\^<G et y^^«î|/(«)|^<G ('î'<|)

, log(3———)
assure la sommabilité(1&^ o) de (2.) pour ê^——•—^—2Z,

II est probable que les conditions relatives à l'allure de f(x) à l'in-
fini et assurant la sommabilité de son développement par le procédé de
Borel se réduisent à rmtégrâbilitédans(—oo, —a) et (0,0)) du produit

e"^ Zi^ , étant donné que le procédé de Borel est le cas limite du
'pfocédé (E, 8) pour ô ̂  oo, c'est-à-dire/pour 6 === 2~:0--^ o. ; , 1 /-

1 ' 1 . 1 ' , ̂ ^.À.JVû/w./tS^/XLîX.—'Jum ïgSa. 1 1 ' 1 1 1 . ; 1 1 1 ' : 1 1 ; / , 1 1 ' : 1 1 1 . ^
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Nous signalons ce problème intéressant. .11 serait intéressant éga-
lement d'indiquer un procédé de sommation plus puissant que celui
de Borel et qui permettrait de sommer la série (2) des fonctions/^)

q

telles que e^ par exemple pour q > 7 et vérifiant pour [< r | — oc la
9)condition fÇx) = O^'2) avec j < ^/ < i sans être monotones.

III. — Les moyennes S^ de la série-noyau dans les intervalles (— co, — a)
et (âî, oo).

La condition nécessaire de sommabi l i té (C, o) d 'une série de terme
général Un étant nr^u,,== o( i) pour n -->• oo, on constate facilement que
le développement (2) de f(x} n'est pas sommable (G, o) quelque grand
que soit S, si f(^) croît avec x comme e^'\ où y^>-/ D'autre part,

pour y <^i ce développement converge absolument et uniformément
Ï

dans tout intervalle fini et la question de sommabili té (C, 5) ne se
pose même pas.

Dans ce qui suit nous allons étudier le lien qui existe entre l'indice o1 , ! ! ^ . ! •^
de somrnabilité (C, S) de (2) et Fordre de croissancedu produite 2 fÇ30)
comparé, pour ^—> oo, à celui d'une puissance ̂  (y>' o).

Pardéf în i t ion ,ona
, 1 ri

: • ^^(x i^—^(ï ^V—VA^ ' ^M^Hm^)•'^/t/^/t. (,^3 ^ y — ^ v^'î ^J— z. ^/(-w—————,—7:=—^11

-""" , . . , , 2^/7^! V^1 ' \ 1 ! ; ! , ,w==o 1 1 1 11 • 1 ! . ! 1 ,

où, comme toujours,

^ / ^(/2+I)^( lo+I)A^==^:(7^+^+ï).\ : ' , : : \ / !

On en déduit
! . . ! ! ! ! ' ! ! ' . ! ! '1 . ! 1 1 l.^•î5s•—2jl'/,rs-^•MS.'>all' 1 1 1 1 1

! _ ^ _ - ! / ! - - ! ! ! - ! , , — ' . ————l'^.-.^a————

V ^'(«•, u) 5»==$8^) =(l -s)-^-" <&-,(^)== -^—————-————,^
; 1 .AI" 1 , 1 1 , ^ : ; , ! . 1 - 1 ' ' - , - 1 ^ • 1 1 ! - 1 1 , ^ ^ ^ .— ,—————^ • ! ! ù-4-^

:• 01 , , ••, ' - ; , / ; : : , y î T \ / ï 4 - 5 ( l — s ) "

Soit a un nombre positif aussi grand qu'on veut mais fixe et consi-
dérons a'^0' (;2î, u) dans l'intervalle a <^ // <^ 0 (Vn),x étant un nombre
fini , fixe. Pour estimer l'ordre de grandeur de cr^ ̂ Xy/u), dans cet
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intervalle, observons que

<5^ v^^^.^^
(x~,3) 2 ( i+^y2

OÙ 2 rf2 == X1 -— 2 ̂ ^ + U^ == (//. — ^)^et 2.Î2 = .Zî2 + 2M7+ ̂ 2 === (^ + .27)3 •

L'ordre de grandeur du coeffîcieîîto-^ delà fonction v /^- î>o(-s) dépend
de son allure au voisinage des deux points singuliers essentiels s = i
et ^=^—1. Or, au voisinage du point ^ = ï, <l>o(^)Vit se présente
coinme

A-a //^ ^4- ̂ . .»„ ..-̂ .-.̂  4-. — „<; / ^ .̂

—-^—,=—24:+î)(^)=",
^(,-3)^ V 9 ' 0

tandis qu'au voisinage du point s = = — ï , nous avons
^* .t's il*

e"3' g" ''-̂  _^J
^ ^ ^ —— ^ ^
0 ̂ .. ~ -» o: «t- ^

2 2 (i+a)2 a •2

^—i^-11^—2,'^ (-<)" ̂  î\.<ï)^•
0 ̂ .. ~ ^ o 4- ^ ,]tf«lB»

' 0

Ainsi, on obtient pour ̂ \(x, i i - ) la formule approchée suivante :
A-a

4.^

^ôo) vM'̂ , /Q = ̂ ^^^(^Xl+OV^1 1 1 1 ! ! i^
4-(-l)' i———4~' }(^)<^+^).

où<V»=û(l^l)et<V /"=-û(|.t•|).
Les inégalités

r/' ^

•^"•^"•^"Lf^J °1 ^^"^"Li
valables pour<-/2 = 0(^") et ̂  = 0 (n) donc pour [u ==0(\ /n) ,car^
est fi^e, nous donnent maintenant l'inégalité fûndamentalepouT ̂ } :

^4--^

(6.) ^(^ «)=:o .'l̂  ri«i^o(^)].e b2 Vn8

î^ '— «x; I
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D'ailleurs rien n'empêche la validité de cette inégalitépour,r variable
pourvu que u ± x \ ne dépasse pas 0(\/ji). Or, 2(„y2+^2)===2(^2+^z2),
donc on trouve pour la moyenne S^ (^ u\ en divisant ^(.y,^)
par A^

.Z-2 4- ^2

(62) S^,«)==0——1-2——— \\u\<0(^n)}.
\ \u—sc\^\i,^\ -'

Cette, inégalité prouve la convergence de la suite des moyennes
^'(^ ") vers zéro pour S> o et cela quels que soient n et a; fixes et
inégaux, u^=x. On voit ainsi que la série-noyau représente bien zéro
malgré sa divergence, car elle est sommable (G, 8 > o) avec la somme
nulle, si ii^x, la sommabilité étant uniforme dans tout intervalle fini
pourvuque \u—a;[^£,£>o.

Observons que pour x fixe on déduit de (61) vu que a est aussi
grand qu'on veut et que u est compris dans l'intervalle [a, 0 (v»)1

( '4
(63) S^,«)==0 ————— r^l"l^0(^)].

Passons maintenant à l'intervalle (\/n, oo). La même formule (59)
nous donne l'expression exacte de ^{x, u)

V^) .̂, u)==^ (-i).-»L^s)(^)L(:p(^).
, - ' 1 1 ^ , , 1 m^Q 1 1 1

Or, pour (^dr^)2^^^^^^-^). on a^, d^n+ S+ ^ et Viné-
galité (35) devient applicable. Pour réaliser cette condition, il suffît de
supposer que Ton a

: • ' 1 1 u 1 ï 1 x 1 •+- ̂ n'-^'ZS'^î, :

ce çui revient pour n -> oo sensiblement à \u\ > ̂ /^ vu que x est fini,
Ainsi, nous obtenons le résultat suivant ; '

1 1 , ! ! ! ! ! '1 1 . ït 1 , 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 . . , ! 1 ' 1 ! ; !

V/7^|ff^(^/a)|^^C^>^
1 1 1 - 1 • ' ' ' ' 1 ! 1 1 1 ! 1 ' \ 1 W^O - 1 1 , _ 1 " 1.1 . • ; _ ! , ' : 1 1 ' ^

=^(ûP4-^)»==^(MS-)-^)'1 (|ylSv^»).
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Vu que x est fixe et que \u\ ̂ \ /2^» on en conclut

, Sg)(^a)^^^^^o[^T1
fl ' î ' A^ [n^S J

(l u l^V^72^ ^ fi^e).

Nous allons transformer ce résultat en vue d'application ultérieure.
Considérons le produit

r/2
y^)=^^i s^(^ ,,)==0[^(^)],

OÙ

lo^^O^)^— —— •-}- (3^ + 20 + l) lo^U + 7l(log2 4-1) — ( / l - t -04- ^ ) log;/?,.

Le maximum de ^(^) est atteint pour ?^= \/2^+2§4- i et si l'on
choisit /£^> y 2, on a sûrement

_ '-M") < '^(^v^)
pour ^ ^> À'1^. Or,

log^(^V / n)==n — — +2 log7r4"logû+-ï •4 - (2â4- - ï ) log'Â-.

Nous choisissons k égal à la racine de l'équation.

a lo^;'À* 4- Io^2 4- i, == — ?

d'où ^ = = 2 , 7 , . . <éî et ainsi ^(^V^) =(2,7. . .)2r:;+1 =0(i).
Nous avons démontré ainsi que pour \u\^e\Jn^ on a l'inégalité

1 1 1 ' u^ • , . , ! 1 ! • ' . ! ! ! 1 1 ! \ . 1 1

(64) ^^l^p^is^^^)!^ 1 . • 1

et cela quel que soit l'ordre des moyennes o.
En réunissant les deux inégalités (63) et (64) on peut dire que dans

les intervallesinfinis (—oo, — a ] et (a/co) on ây x étant fixé/

(65) ewTS^(^^)=o(/-^ ' ( o ^ ^ ^ l ^ l ) / ' / : ; ' ' 1 . ' 1 ' ^

Observons que le même résultat (61) peut être atteint beaucoup plus
facilement, si o==E(S), et voici comment. La relation connue

^ , ,1 1, , 1 H^(;r) 4-,a^H^(.»)4--27îH^i,(^)==/o, ''1 1 1 1 1 , , 1 1 1 1 1 . . 1 ^
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donne pour la première moyenne S;0 ou sigma-somme a^

s/•i(--)-^i^(.,«)=ff^^,
0

l'expression explicite suivante

(66) . ' .^(^.)=^2)(^"y+^^^v / /' • • . [ ' ï Ç u — ^ ) ] {u—^V

où ̂ (^, u)=SW(^, n ) et où l'on a posé, pour k = E(À-),
A

^ G^^(^, «) = ——ï—— V (- i)^ C,^ H..̂ (̂ ) .i^.^(^).
• a^ /ï ! ̂  TÏ "*"

Grâce a l'inégalité
t ^ .__

(29) . ! • Ii/J^)=0 —.^/a^n! L
Ly^ J

on a évidemment
(67) G ,̂ ̂ )=o(^~L^/^:::î) l^=E(Â-)^i,:l.

En particulier, on en déduit pour k ==== ï et /^== 2
1 1 1 ! ! '1 1 : 1 • 1 . 1 , p1 , .jr^4..»'g

(68) : ^"•(^ «)=S,-(^ ̂ =^^=o[^-^

et ensuite, à cause de (66),

1 / r / ^ " ^) ^ • t 2 • v^ r ï i ', , , a,'-(^/^=0^—^ ,i,~h——————- .. .
^ j ̂  —— H \ ^ [ ^ _. ̂ . j ^/^ J J

-1 Supposons dâ'rîES tout ce qui 'suit [.// — OD\ ̂ n ̂  x . Alors: •

[: ' "£lrL^ "1
a^(^u)==0 ^-^^nj.

L'inégalité à démontrer s'écrit
1 , - / •^+"a '\

(69) <>(^ u)^o[_————^^) [À-.=E(À-)So],
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et elle. est établie pour k = ô et k = r . -On retend à tontes les valeurs
entières de k au moyen de la relation de récurrence

<^)
^ - ____^L____. + V c/>m ^n,G^ _____

[ ^ ( fC — X ) [ ̂  • 1 ' ^ ( ̂  — X f"1 ^ "
/' | .̂  / ̂  _ ^t) l /.-ii ' ^ / u — x ̂  "

que nous allons démontrer. A l'aide de la formule de Mehier (48), on
trouve pour Gr^0 l'expression

//• ^.r1^-^ /-*x /'ix _. (iLJi^+/i^,..^^//, /_ /y^yt//•^.-^ /-- /-^ »./±jl/!;+/|^,,..^^/, (^abY^^^LL' ' ^-^-^r(^("' ")= 'T^.L.L. e t (.-^<•(-^^^,
d'où, en posant « + & = = £ \/2, a + 6 = ̂  \/^ et ensuite TI \/i — s == C :

(;^••••^-//lt• i
. 4-. /^ „„,„ •̂F"̂ "̂  y————————^————— .̂,.(.,̂  , î „.(./" .̂"̂ ^F,(,.)==^G^.-=^—,.^^./^j^ ^^."^'^^(.a^s^•-r-ri vc-)-^ - - wk^—— 2 7C ̂  î. --1-- ^ V (.î — - ) J.... ̂

c'est-à-dire à cause de la formule de Mehier (48)
.r"z'•'--ï,^'{^.•:•-h^i2s"•

. _ e i"'^ , /"" ^ ' ( x-u \ , !
, p,(, ) _ ̂ ^^_ y ^__^^ ̂ ^^^^^ .

Ainsi F/,+i ( s ) est lié à la fonction ̂ (^génératrice de la suite a^(^ u)
et, en remplaçan t k par ̂ 4-1 et en développant le polynôme d'Hermite,
on a

r / t - i -n

F.,(.)=,»,,,,I,.(,.-.,),. 2 ;.r^-^U^^
(„.,)/// ?(/•+ 2) ^i-.s

. ^ 1 1 1 ///.•=:() 1 1 , •

ou encore ' ! ! . -1 . ^ • 1 ! 1 1 . 1 1 1 1 , ! 1 1 ' . 1 ! , ! ! ' ! ^ !
, , ! j^+ii1 ! 1 , ! ! , ^ - ! ! . • , ^

F .̂,n ( ,5 ) == ̂  r^/» ̂ /^n, ̂  ) [ 2 ( U — ̂  )
|/.4.. ) .,..,,,.̂ /̂

En comparant les coefficients de ̂  dans les deux membreSy on trouve
la relation de récurrence annoncée

G^(.r,u)= ̂ ^,[2(a-^)]^l^ma^
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où c^ .^ (72^+I) .^ (^—2w+2)==(—2) m . ^ (^+2) . Résolue par
rapport à o^ (^ u) elle nous donne, vu que c^ == i y

(70) ^(^»=
G^1)

' aÇw—.r ) ]^ - 1 - 1

m
e ,̂o^-""(,a;, M)
[2 (K —.î;)]87"2

Supposons maintenant que (69) soit établie pour k= 1,2, . . . ,^—i
et vérifions à l'aide de (70) qu'alors elle est exacte aussi pour k=k^
On trouve, vu (67)

/ r- [7.4-n —
.r2

e
\x

4-
2

jft

^n1^
u \^

\ m
i + v -M^\u-

1

—• x V"]'"

€^ ,_ l^rj
î — 2 . /.. /-» 1

aW(^^=OJ
\

ce qui suffit pour la vérification, car on suppose [// —x\ \/n^ î . Or, on
a vu que (69) est vraie pour k === o et k == ï . Donc elle est établie pour
toutes, les valeurs entières de À'===E(/i:)^o, si \u—^(.V^^1* Si l700

a|«2?—u\^n^ elle est aussi exacte, car de Finégalité

(68) ^{x, u)=:0\
li — X \

on déduit d^abord pour S quelconque positif

a^(^ ̂ )=^A^o-^(^ a)=0
^ —• œ ^ \

vu que
V A^-^-— A^î ̂  1 1 1 1 1 1 . ^ 1 1 1 1 ,^A/^—A/, - ^(ô^ï.)?

et ensuite pour \x—. u \/n^i :
.'(.•3 4. y 2 "i r ^'4•?/'i _"i/„)« =o h—-4

j 1 // ,. ._ /y 0-4-1 |
-J L | a ^y J

e 3 \//i8
^'(^ ") == 0 |————8TT<1 « - ̂  1V")°J = 0

On constate ainsi avec quelle facilité on établit rinégalitè fondamen-
tale (61) pour S ==E(o). - . ^ : - ! \ ! ' . . •

La formule approchée pour la moyenne S^ (^, ^) se laisse déduire
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de celle de Fejér pourL^-'C^) à l 'aide de la formule (60'). On obtient
ainsi

»,«)=.-^^[..s(,^-^-î).o(^)j

-[-"œ]
- À sl }

4- (—îY1 r0" ï ̂  1 —— [cos<21 s \ ̂ /n) -h 0 (——} ] (
(v^l W^/J )-[-"(À)]-

c'est-à-dire, vu que \d\. \/2 == |^ — .y| et ].y| \/a = [^ + ̂ |, pour //. et ^
finis :

"P/Â f ,\ •rg •+• ^3

(71) S^^^/^-^^e"^

1 222 r • fi i /— ^ n ̂ l
y r • (\ i /— ^ n/ l M————————— sin /:/. — x v 3 ^ — — ) + 0 ( ~= j

^_^|o.-i^n5[ V l v 2; ^^J

——î |ûos[(^ + ̂ ) v/^Tn] + 0 ( -^)|
/̂ il, Vv^vJ

^ ^ ————————.^; sin /:/. — x v 3 ^ — — 1 •+• {J

+ ————— cos [ ( u + x ) y/a n ] -1- 0 ( - /-
0+- | "- \l/jri

^ ( a / ^ ) •i L x v /

On peut maintenant facilement établir que les majorantes de Lebcsgue
p^ (.z-) de tout ordre positif o sont bornées dans leur ensemble.

On a ! '
/»-f-.% , ^—e\fTr /».r--£ , /».r- f-& ^c^n ^'/3

p(,f)(.c)= ^ e-^ISf,^^, M) |^ (=== / + / + f + + } -
-'—•-<• , . t/—6c : ^ „./-- ^A"—£, ^.r+s ^ „./""^ "/^-£ „ . <";r+£ 1 ^ / ^

L'inégalité ^'ô^i) applicable pour. |^ ^<? éprouve •immédiatement
que l 'ona^pour /z -^ -cso , , , • - 1 ' : ':' • , ; •;'

. • /,-fî^ ' ' , , / ^-e\rn _t^ \ ; , . .
1 e^\S^(x, u)\du=0{ j ' ; é. ̂ du^=b(i),^.. - ,

«y_^ ' , ! ! V * ^ — w y . 1 1 1 / 1 , , . 1 ' 1 1 ' .

et de même pour 1/intégraie étendue: de e\/n à oc. , ' ; ' : •,.. , .
Dans les intervalles Ç—e \/n, x— &) et (,r + £, e\ln} •nous pouvoo-s:

appliquer l 'inégalité (62) et prouver ainsi que la deuxième et la qua-
Ann. te. Norm., ( 3 ) y XLIX.. — JUIN I9312. 2^
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trième intégrales sont également 0(1); par exemple

/^-/;/- , / r /^ -^ \ ( -°\^ e ̂  / ^(f \'ft. _ i^
e-^^Çx, u)\du=0(———— /

^-t-e- • \60-+- lV/•^.SJr-f-s

Ainsi

1 <s-^|S^(^, u)\du==0(————./ e ^^I^O^ ^=0(1).
^-t-e- Ve^'V/^^r-f-s /

^.r-hc
p^? (^, // ) == o ( i ) + f e-^21 S^ ( x, u ) | du.

^ . r—S

II serait facile maintenant de donner une expression approchée
de p^(.r, ?/), la question étant ramenée à l'étude de l'intégrale dans
l'intervalle \x— u ̂  où £ est aussi petit que l'on veut. Il nous suffît
de montrer que cette intégrale est 0( i) . En effet, l'inégalité ( 2 9 )
pour H/, {x)

j:U.r)==o(—v^!
\ \/n

prouve que
e a (^27^nTyf_ ̂

S-(.,.)=0 ̂ -^^^^^
,^^^i ^^ j • {^^n+^

c^est-à-dire

(72) , • , S^(^^)=e±^0(v/n).

Par conséquent
± / 1.-̂ -: . / , .̂ JL \ !

/" '̂ ^ r v/7i \
| |S^(^ u)\du==0 y^ / ^ =:0(i).
' J L \ J.. i /

- / a:,.)-. —
l/".,-... . _ . / ,- r ^

l

V^ Vn

Quant à rinlervalle [x.+—yX-{- £ \ rinégalité (62) pennet de
- , 1 1 1 - . .', , V . ' , V ^ 1 1 1 ;/ '. l l i w , ! ' 1 / 'l 1 ! 1 1 1 1 '

conciure ainsi :
y^'4-6 1 r ^A^1^ /
/ ^^lâ^^^) 1^=01'—^, l lf 1 1 . . . , aal,
<^ '^ •IV^^^^^"^)^

V^ 1 . 1 . 1 , 1 , 1 1 " 1 ' 1 , 1 1 1 1 ' 1 , , ,IIIIL 1 1 1 ^'"+" t/n

:0(i),

ce qui achève là preuve du fai tquep^(^)^B(â) , où la constante :R ne
dépend que de 8,8^>o.

Il e$t iffîportant de montrer que, pour o==:o, les majorantes de
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Lebesgue p^ ne sont plus bornées et que l'on a notamment pour n •-> oc
p^^.r)=:^log(7i+i)+0(r).

Décomposons p;0^^) en sept termes

p^(^)=.f ^18^(^)1^
^—w

71 7:

M—fî\ln ^x—e. /, ^/2/i /, ^â» /,;f+£ .•>e^ /,;o

= + + +j +j + + .
*/-^^ "_„./':; ^.r—S ty 7: ^ r. ^'.r+c •7,l/;;— (' V ri ,1^- — >-̂  /(.• 4. —~_ <* V n

^'în ^în

On montre immédiatement, en s'appuyant sur les inégalités (68)
e t ( 7 2 ) ,

/ îî :. \
(68) s , o ;(^a)=:o(———F)

\ U. —— UL- \ /

(7^) S/0^^,/^^ot^"""^)

que le premier et le septième termes sont 0(1), tandis que r.eux
deuxième, quatrième et sixième sont 0 (i) de façon que

'<'+—
p^(.r)=0(i)4-f ^ f ==0(i) +./,+./,.

•,/_.^._ g v T,

Pour évaluer les termes qui 'restent., nous employons la formule
approchée (71 ) avec o== o :

,'»;8»(,-C/Ï , •

S^ ^ ^ C I I f g ^ ' L ^ J i ^ — — î — — - ^ -7r L ^ — ^ A I^—^l^vJ
On a, pour l'intervalle ( ^ •+• -^/..r+s') par exemple

• , , 1 1 1 :\ 1 ; 1 1 :V2/^ .' 1 ) . „ ,, . , ^ • 1 1 ! 1 1 1 , " 1 1 ,

,/2=r'^ ^"|S^-(^ ^)|^==- rismOv^^^^+O.ÎOI^Otï)
.. n 1 1 1 1 1 JL 1 ^ ! . 1 1 - ! ! 1 1 ' ' •

î̂ 1 t/2//. 1 1 . . 1 1 ! , ! ^ ! . ' : 1 1 , ' .

i />£^ . dt „ . . î^ r^sintcU ^ / , , ' ; ''=^j^ l-47+oo)^^^^ ^^^O(t). ; , , , ..,,
1 1 ^ ^ . ! /•» ^ ! ! - ' ! ! ! ! ! . , ! ! ! ! ! ^ ^ ^ !

==1. f sin ^ dt V — 4- 0 (x) == 4 lô^ + 0(i) , : , , „ , ^ ; ! '
7T J ̂  . -®"" ATT, , ! 'n" ;1' , , , • , ,
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( r» /____ \

où 7'/,=== E - \/2n . De même pour / , et enfin
Tt ) r •/

p^) (^) = ̂  log-(^) + 0(i) == ̂  log^-h 0 (i).

IV. "- Sommation de la série d'Hermite par les moyennes arithmétiques.

La moyenne arithmétique /^(*^) des sommes partielles du déve-
loppement

vs

( 2 ) fW ~ Y ""^^ f ' ̂ -B7( « ) H» ( u }du
/— a"/i! \JTtJ_.^

s'exprime à l'aide de celle S^Ç-x, ?/.) de la série-noyau

f^=f^\œ)^r e-^^^, u)f(u) du.
« /—— 'M '

Décomposons l 'intervalle (—oo, oc) en six intervalles
— A T.; — g .̂ . ^. _j_ g ^ ^ _^

^=J +/ +/ +/ +/ +/ =2^-
^-^ </_A ^r-e ^y ^,c+£ ^A '

L'inégalité (65) du paragraphe 3 fait voir que l'on à
r •/,-A ^ . -i : F ^ ^ ,-,

,,=0[^ .--|/(,)|^], ,,^o[^ .-TI/(..)1^],

ce qui prouve que J, et Jo peuvent être rendues aussi petites que l'on
veut en valeur absolue, si l'on suppose l'existence des deuxinté-
grales suivantes :

(8) jf^^1^^''^ et:^^îll^^l^l<G• ,

En supposant cette condition remplie, on peut choisir un nombre Ao
suffisamment grand pour avoir quelque petit que soit TJ donné d'avance

; , ; \ , . ;: \3i.\<n - et'..,. \3,\<n . : (A^Ao). - ' 1 .

Ensuite l'inégalité (62) du paragraphe 3 permet d'écrire

j^ol r^i-iA^i^o^off^'^^^^l^of-J-
L^-A £°+'Vn8 J ^n'L^-A £°+'Vn8 J ^^,
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et de même pour Js . On en déduit pour S > o
lim J 3 == lim JL = o ( à ;> o )

7il =S os /; =S ai

181

et cela quelque petit que soit e fixe et quelque grand que soit A fixe.
Supposons maintenant l'existence des deux nombres f{x—o)
et /(a?+ o). On a

J3-/(^-o) f e^S^(,^ ̂ )^
•^r-e

^ f I^^^-.A^-O)!^^^^^^)!^. .
".-(?-£

Soit ? ====-P (.Ty s) la borne supérieure de [/(^)—/('^—o)] dans
l^intervâlle (x—£,,r).Vuque

f €-uî\^(x,u)\d^^< Ç e-uï\S^(^,u)\clu=p^(x)<î{,
^.z'-.e ^—a?

où la constante R ne dépend que de S (ww*§ 3)^ on trouve :

J, -/(^ - o) f e^ S^(^, ^) du
*^—— ÛB

/,.'.•-£

^ p R 4- ] y( ̂  -» o ) ] ^ e-"" | S^5 (^, u ) | ̂ .

Les inégalités (65) et (62) montrent que l'on a

£ e-"'-\S^(x, u)\du

»-c\/7t ^;>-—S / ^-ei/" _ " ! . \ / yx-s __u^ ^.»*r—£ ^^ V 1 1

€ 2 ̂  î .= +/ ==0 / e ï du +0(-=/ e î clu}
^ •/_^„ V— / W"0 •/-<.̂  7

c^est-à-dire
im f ô-^[S^(^,^)l^=o.lim

yis;^^^ J^oo 1 1 . ! ! !

Quelque petit que soit YI donné d'avance, on peut choisir E assez
petit pour avoir [3R. <^r^ Par conséquent, on trouve

h—f(^—^) f e^S^^ u)du <yî +0(1),
<^—oc11 ' ' 1 , 1 . ^ 1 1 ! 1 1 1 1 1 1 ! ,1 1 1 , . - . ! . ! - ! 1 : ' . 1 1 , , 1 - 1 1 1 . . 1
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ce qui prouve que l'on a
/,.r

liin J:;=J(^ — o) lim i é '̂ S^i (^ M ) du.
n == •so % =: se ,/_ ^

Le même raisonnement montre que

l imJ,==/(^+o) lim f ^S'0^ ^,) ̂
// = K- /; =- -/3 (7 ^.

et poar achever la sommation il ne reste qu'à prouver le lemme sui-
vant :

LEMME. — Pour x fixe^ on a

lira Ç e^S^'ÇT, u)du=:Ïim C e^ S^^, u.) dx= • ï.
. n =3 so i/^_ .̂ . ft rs -^ »y ,̂ .

On pourrait démontrer le lemme à l'aide des inégalités (4^)y (4^) ^t
de la formule approchée K^9)? "^^is il est plus simple d'étudier la
fonction génératrice des quantités

, / , , .; - jn^J e-^^x.^du. , ,

On trouve
1 1 1 1 as 1 ! 1 1 1 1 ! ! ! ! 1 1 v ///-^.y.a\" !

j (^S/-- ————= f -" ̂ ^^ T^, - . A»ri. ^ (ï—s)\./nJ_.^ • . V 1 — - ?

1 1 ' 1 1 1 1 ' 1 1 / 1 1 1 1 • ! ! 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 ^ 1 1 1 ! ! 1 ; 1 1 i/^ 1 ' 1 1 1- 1 . 1 1 1 1 1 1 1 1 ' . . ; - 1 1 1 1 - 1 1 ' : 1 1 ^ 'i1 i 1 . 1 1 , . ' , i ' 1 ^v^ , . •,;„ : , . : , ,; : , ^ _ —— +. —————^ 1 , , e-^ dv. .
- . , 1 / 1 1 1 : 1 1 ; 1 1 1 ^ •, 1 , . 1 ; 1 : 1 1 1 , 1 ; 1 ; ' 1 l , - 8 1 1 1 , ï — . 5 ^_^^J^ , ^ ^ ^ , ,^ 1

La fonction J (^) admet deux points singuliersi: z ==i 'et ^ - = = — i , et
J(^) se présente poiiir^ "> =fc r comïtae

- 1 1 i1 ! i. 1 1 ! 1 1 .̂  1 1 1 1 ^ / i——\ ' ! , ! ! .
, . ! 7:—^+-=--^^=+0(^1-^) ^ — ï )

, - 9. 1 — S \/7:\jl —,S4 , ' ! ,

fit .1 1 . 1 . ' ! !, 1',;1 1 - - ! . •', ! ' . , : ! 1 1 ' 1 1 1 1 , ; 1 ,; 1 . .
• , ! , ! ! ' ! ! 2 ̂ r; ' ; • • ! ! !

. : 1 ! ! 1 ' . _ • • ' ^ ; ' , , 1 1 1 1 ^ [l-h-0(\/l-h^)l 1 1 (^ ->-—.ï ) / . : . •
, ^âTT, yi •4- z\ , 1 ,' . "' , „ / ; 1 1 1 :, - , •. , • , . ' , -
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Donc oa a pourj/t la forniule approchée suivante :

^ ̂ 4--^A;;-^-"——T (-,)'. Li:^(.^)+o(^
2 \/27T V271 N /

i a? /î . ,/ /— /i7r\ ^ / ^^ „ ̂  ̂  ^ / - sm'2 ;r i/o. n -l- —— ) 4- 0 - •2 ^y n \ v 2 ; vz/
Quant a

fV"\S^(^)^
«y y

elle est égale à i— jn , car d'après l'orthogorialité de polynômes
d^Iermite, on a

ri , ^

f^^^S;;^^,^)^^^-^^ f e-^B^u)du=î.J_ ̂  ' Âwà r>m m, \ \/nJ^ :x

Pour S ^> o on a a fortiori :

lim f ^S^^, « ) r f ^ = = I i m f ^^S^ î^ ,^ )^^—
n:=w J_^ , n^=wJ^

et le théorème suivant se trouve être démontré :,

THÉORÈME II. — Partout à l'intérieur de F intervalle (— œ , oo) le déve-
loppement d'Hermite crune fonction f^\ intégrable (L) dans tout
intervalle fini\ est sammable (C, o) avec la somme

l[/(.r-o)+/(^o)],
^i

l'indice de sommabilùé â> ô étant déterminé pur F allure de /(^) ^
Fin fini. -La. condition suffisante de sommabilité ( C, § ) <?^ï VintégrabUité
du produit . ! , ! , ! ! ^ , 1 . ^ ^ - 1 , ; 1 ^ 1 ^ , \ ! 1 1 1 . ; \ , 1 1 ! 1 , ' ,1 • 1 \ : . • ; 1 . 1 ^ \ 1

- „ • \y\-^^(r^\f(x)\ .!, 1 1 ^ • - ;' ; ^ • ! ,
rfaw ̂  intervalles infinis ( - oo, — a), (a, oo), fe now&r^ a étant ww
grand qu'on, veut mais^fixe.. • ; . • , !, ':

Observons que la condition sous-entendue de l'existence de/(^o+ o)
et f(x^ o) au point x^^,, où ron étudie la soffîmabilitéde la série
d'Hermite, peut être facilement élargie et remplacée par celle de la
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continuité en moyenne (mean continuity) d'un certain ordre positif co
au point .r=a?o c'est-à-dire-de l'existence de la limite

ii m 9,,» (t)== lim ûû . t-^ f y,, ( / / ) . ( t — u y0-1. du ( co > o )
/==o ' /=:o ^

où (po(^)==y(,yo -4- u) — 2^+/(^o—- / /)- P^ analogie avec la série
trigonométnque de Fourier^ ,à laquelle la série dTIermite est équi"
convergente sous certaines conditions concernant l 'allure de la
fonction développée à l ' infini, on doit s'attendre à ceci que l'hypo-
thèse o^(iç)==o(i) pour t-^o ne peut assurer la sommabilité (C, S)
de la série d'Hermite avec la somme s que d'ordre S supérieur à co,
3 ̂ > co. De même la condi t ion de Lebesgue
' . 1 ' ' , ./ 1 1 1 , ! . . ^ 1 1 , !

<I)o(//,)=/ ho ( / ' ) i . df^o(h) (A->o)
^o

et celles analogues du même type

r 1 1
j \^^(l)\.dt==:o(h) (k->o)

</() *

doivent assurer la sommabilité (C, o) de la série d'Hermite au
point -X=.XQ d'ordres o>o et o>-co respectivement. A ce point.de
vue le résultatde M. Korous, q u i a prouvé en 192(8 que l'hypo-
thèse <I>o(//.) == o(À) assure la sommabiiité (G, i) de la série d'IIermite,
correspond à celui obtenu en 1905 par M. Lebesgue pour les
séries trigonométriques. II est hors de doute que l'hypothèse de
Korous <t>o(À) == o(À) assure non seulement(C, i) mais aussi (G, o > o)
de la série d'Hermite pour toute valeur positive de o>o. II serait
intéressant de prouver ce fait.

Au point de vue qui nous occupe dans ce travail le résultat de
Korous est loin d'être satisfaisant, car quant à Fallure de /(^) à1 1 ! • ! ! 1 1 ,. 1 1 1 ^ ! ! . . '. ' ! ! , , 1 1 ! . ! 1 . •î-•ît 1 1 ' , l

l 'infini son énoncé exige rintégrabilité du produit e. iï .i/(^)|. Or,
on vieni de voir qu'il suffit de supposer rintégrabilité du pro-
duit •ûcr^.e- 2 .[/(*r)J dans les intervalles (~co^ — a) et (<^ oc) pour
assurer la sommabilité (Cyi)de la série d'Hermite<

On voit aussi que la sommabilité (C, o) par les moyennes d'ordre



ÎŒCHEROHES SUE LA SOMMÀBILTTÉ DES SÉRIES D^HER.MITE. l83

positif o^> o est plus naturelle que la convergence, car pour la pre-
mière il suffît de supposer Fintégrabilité de - la fonction déve-
loppée,y(.r) dans tout intervalle fini? tandis que la convergence n'a
lieu qu'exceptionnellement quand, cerlaines conditions suffisantes de
convergence sont remplies au voisinage de la valeur considérée de la
variable se. En outre^ les conditions à l'infini sont moins larges s'il
s'agit d'assurer la convergence et elles s'élargissent de plus en plus
quand l'ordre o des moyennes employées pour sommer la série (2)
croît. Ainsi , si l'on a par exemple

(73) f { x ) = o ( e ' ) ( l^ l -^oo),

le développement (2) de/(a?) est sommable (C, à) pour tout o positif.
En général la condition
(74) /(,r)== 0(1.^1^^) (M-y^)

a s s u r e I a s o m , m a b i l i t é ( C , 5 ) p o u r o ^ > a . :•
Pour mieux préciser l ' importance de l'allure de /(^) a l'infini et

son inf luence sur la sommabilité (C, o) du développement (2), nous
allons montrer sur un exemple particulier l'existence de fonctions
continues dans tout intervalle f in i et même monotones, dont les
développements (2) ne sont sommables (G., o) pour aucune valeur
de x, l'ordre o des moyennes étant non supérieur à 3o, où S^ peut être

a'2

aussi grand qu'on veut. Considérons à cet effet la fonction x ^ ' ^ e ' 1 et
son développement
(76) ! ; !' \ 1 1 1 ; ^^^^d^^nnW,^ ; 1 : 1 , ' ^ ' . ;1 ^ ,1

1 ' 1 1 1 1 1 , • o 1 1 : 1 , 1 1 l l i ,11 ! ^ ! ' 1 ! !,' 1 1 1 1 1 1 1 ! ;

où m==:E(m)^ô et, comme d'habitude, :.— / 1 1 : 1 1 , - :';', : . , /; . •; -
1 ' ! ^ ! ! ! ! i ^ 1 1 ' _ " ! 1 1 1 - 1 1 ^ 1 1 : 1 ! 1 1 . 1 1 ' 1 - . 1 1 . ! / '

, r/^^———^ 1 u^e 21f-L:(^<)^. , • • . - ;

^ ! , ! ! 1 1 1 ! ! ! 2" ni \/TC J—» 1 ' ^ 1 ; 1 1 , , . 1 ! 1 1 ' . , _ ! ., . . , ^ • . .

Pour démontrer la non-sommâbilité (G, o) de la série (75) tant
que o^w -- -r» nous allons évaluer l'ordre de grandeur de son terme
général -u^= d^'Rn (^) pour une valeur finie de ̂ . Formons à cet effet

; . Ânn. Éc. Norm^ (3 )+ XLÏX. — JUIN ÎQÏÎ. , , . 1 / , 24•,-
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la fonction génératrice
.t;'-'̂ ' — îli.f.'Z 4- ̂ '-'

—— p-'r ^ — ^_ -] —;;a
•p / - \ _^\- ^l'.in'. Î-T / .y'» -^— | //.iw fi 2 _____________ //„F ̂  (̂  ) — T <T/,^ Un [0. ) .^ — I U C ——.-. , ' ——- a{{'

^ J_^ . V T C V I — ^
•vasa

=: g 1""— r ^^^^u^du.
v '^v ' 1—^ 2^--

Or, la formule (48) de Mehier donne
/ iy-^^\ ( ï V ' 1 -2-^ r''' -~-•/!-^-//±=£^

H,̂  ^- V î ] = {~~ ̂  e 1 — 1 / <? "" V I — i ̂ m ̂ ^
Â^/I —^'••/ 9. VTT ^.-^

Lasubstitution ?^ \^ \/î +^2= — ^\/':F^ ^2 transforme l'expression
de F//,,(5) en

F ^^^(" l)mV / 2 0^^ ^H /^^^i^(.)_—^———7^ ' ^^^Tzr^)'

ce qui permet décrire là formule approchée du terme général de (75)
qui est le coefficient de ^" dans F^(^),

Le second membre a deux points singuliers z == ± i et, en dévelop-
pant HL^, on constate que son premier terme fournit les parties prin-
cipales de F/n(^) au voisinage de ses points singuliers. On peut
d'ailleurs exprimer le terme général ̂  (ceux impairs ^ann étant
absents) à Taide du polynôme L^^2), et cette expression approchée
nous fera connaître son ordre de grandeur,

Vu que
rr ( ioGz \]^\ _ yt 'am 1 (—i)^ / '^œz yIV^"'^

1 ^ - , , '''^^/^^^/"â^^^ ' ':
on trouve

•; 1 1 1 1 1 : . 1 ! / 1 1 ! ^ . •^2 ! 1^ / , , ' - 1 1 ,1 . ;

• ,. / . îm^ , , C^^ • ^ 3 W ! / / I — ^ Y ' '
^ 1̂  /,, (^ } = 3 ^ (^^ )^ ——————————-, > —————————„ ^——— : ! î

ïm-^^/fî o.w — 2 / C ! KB^/S2 /
(l+52) t''/""-=") . .

d^où l'expression approchée de u^ à raide de la partie principale
de F//^) au voisinage de z === ± i',

; ! ! ! . 1 1 1 , , , , ^ ' . 1 ; ! ! , 1 1 1 ! ' ..^s2 1 1 1 1 1 1 !

p / ' \ aw-h- ^,»"^ ' a/nî / i. X ^ / ç1-^-^ -1 : 1 rm(^) ^^ l - ( — ^ 2 ) w > — 1 1 / 1 1 • „ ! — -,—^j —————————r51 -
^ À - ! 2 m — 2 Â " ! \ A^/ a^^^K-1 . : , . . 1 : . . 1 1 „ : , 1 , ' : , ; ; , . , , 1 . . , . ' • 1 : , 1 1 0 , , , 1 1 . . 1 1 ;• : , . • 1 ^ .• ^ -: (x +^y11 1 : 1 1 . . i i i i i : . . • ' : •
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car on a évidemment

(^^,=i;(-.)"4?.(^)-.
0

On trouve ainsi la formule approchée
2// / -+-1 . ^ '2 m\ ( ï V" (am.-/-~^)

^(^)-(-î)^ '(-^JLTI————T\\~ 7^} ï (^)'—^k^im—2/cl \ • i1^ //•=t')

La formule approchée de Fejér (26) donne
. / /- ,7T\

. ,,. ,— /^ , , — — . sin a ^ v 7 1 — / L " "
m-1- ^- /^x^ (—Q^/n! \ ^ /

».„(,)=(-,).« •.'«."V^iT^r-îT-,-——,,^ •
-."(—yV ^ V ^ /

On constate ainsi que la condition nécessaire Un^ o(^0) de la som-
mabil i té (G, o) n'est pas vérifiée pour o ^ m — ^ ^ d o n c la série étudiée

n'est nulle part sommablefc, ^^—^) - Cette ^condition est satis-
\ " ' / \

faite si o >m — ^ e t^ en. effet, la série est sommable ( G , o > m — ̂  •
Pour le voir, il suffît de former la fonction génératrice de la suite de
ses sigma-sommes o^. C'est la fonction

V „/, ̂  (y\— F(^> ( z 'y — -Jl̂ iil--.^ ^ o",/ {.x ) — ï ,̂  ̂  ; — ^ ^^ ^ ^^
, ! 0 ! ! - , ! - . ! ! ! , ^ ! ! ! - ^ !

Elle a trois points singuliers, sa partie prinoipale au voisinage de
s == r étant ' ' ! ! ! , : 1 ! ! ' 1 1 1 , 1 . ' ,.'1 : 1 1 1 , ! . 1 ' 1 '/ ! : 1 ' ^ , ,^ ,-1 1 . ' 1 1 1 ^ -

^ ,̂- ,̂,,,---;.Ï(,_,)-.,̂ .̂

Quant aux points singuliers ^ == ± i la contribution qu'ils apportent
dans la formule approchée pour ^ ne diffère de celle que nous
venons de calculer pour u,,{x} que par le facteur nouveau
' ! , ! ,' , 1 1 , 1 , , , ! -', :. ̂  1 ' a ^ i ' 1 : 1 1 ; .1' - 1 ' 1 1 . 1 1 1 1 1 - 1 : 1 . '

^ ^^ ^—————^—== 2 111- COS1———— TT, , - : 1 ; - , ^ ! ! ,
. ! 1 , ' , '•1 ,' ( i_ ^)0+'l ,, . :,11 - 4 ^ ,- ! 1 1 1 , 1 1 , , ! . , !
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•provenant de (i —^y-(o+'^ On obtient ainsi, n'écrivant que le premier
ternie de l'expression provenant des points z = ± ^

.-r-2 .r2 /""• 1 l " — ô ^ ,
^ ^ — — / ? / ,„ v /»—". 2/M4-——— 0 -4~' 1

cr^(.z*) ̂  A.^^'2^2 -h (— lY1 e " 1 i/- sin^a^/n) /2. ^ . a i2 cos—^—TT,
V Tï" ^

d'où
^ , ^ /i '•I-2 . / ,^r (â+ï) (—l)^ sm+l-^ â+ ïs^ ^ .x^1 e 1 -1- i / - e2 sin (, 2 ̂  ̂ n ) ————-——- 2 2 cos —-— TÇ.

y TT ô—m+- 4
1 1 1 ! n î

.y3

On constate que lim^^a?2^'2, si §>m —• ^ mais les moyennes
n==.w " • ^

oscillent indéfiniment entre deux bornes finies pour o===m—•;"?

quand n ~> 00,^ et entre — oo et +00 pour o<^rn— — Comparons cej1»
.y»

résultat avec le théorème général qui n'assure pour /(^^.r2^2 la
sommabilité (C, 5) que pour o^>m, tandis que la série est partout
sommable déjà pour S ^> m — ^ ' Ce décalage s'explique par le fait que
la fonction particulière développée est monotone. Il est aisé en effet
de construire des fonctions continues partout et vérifiant les condi-

tions / ( ^ )==0\^ 2 a ^ 2 ) , [ ^ | ^^ les développements (2) sont
non sommables (C, à) pour S <^ a et cela pour toutes les valeurs posi-
tives de a.

Commençons par le cas le plus simple qui correspond a a == ^ pour
mieux préciser l'idée directrice. Vu que ïL^ (o)== o, on a pour a ==o1

''" : ' . y u^nÇo) ̂ ^: ^ÉlL,. ' 1 : ' / 1
Mà s^a^î^/Tr \/n\/i—^

d'où, en remplaçant d'abord s^ par z. et en multipliant ensuite
par ï — z ôt\/^11,1 1 ^ ! - 1 , 1 ' ' ! 1 1 1 - - 1 ^ . - 1 ! , ., ^ ! ! ^ / 1 - 1 , 1 1 . •••1

' - 1 1 : 1 1 1 ' : 1 1 : ; - 1 • '''(.^.Iv'^1)'11.^^)^^^^ ; 1 1 : 1 : ^ . ' ' ' : : l l l l ï . :
• / 1 1 \ 1 , ' ' • 1 - 1 ; ^ •. l^/l,"<2^:—^"^——e . •^-^ ,:,,.,,'1 ,
1 . \ • • ' 1 1 1 1 1 1 : ' / ' 1 1 1 1 ' ; ; ! 1 1 ! 1 1 1 l i l , 1 1 , o 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 ! ' ! - , 1 ' 1 1 " ,. , 1 1 : 1 1 \ , ! 1 1 ! 1 1 1 1 1 , 1 1 ' 1 1 , 1 ; 1 1 - - , 1 - ' 1 1 1 - . 1 ,
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car ni H^(o) ==('-- ï)"2rz!. On en tire la relation

4/Z H^_,(^) -(- IrLn(^) == (— l)" 2^/1 ! bi"^^2).

La formule approchée de Fejér-Perron donne

T (-l)/ ^ x Ï\ ^ /- ^\ r./ I Mnl̂  ^(^^^ — ^ - cos a.r^4-- ) 4-0 ( — ) ,
• \/7T L .v • î / \^7J

d'où l^inégalité
4nH^ ( ^ ) + l L . ( ^ ) _ ^ f , -?\———ï^r^T)—— —u\i^"/,

valable quel que soit \x \ dans (o, 'co) grâce à notre inégalité fondamen-
tale (27), D'ailleurs le raisonnement de Perron permet d'affirmer sa
validité pour \x\ === o (y771) sans recourir a (27). Ceci posé, observons
que chacun des termes de cette'somme

4^H^(.^) , H^(^)1 ——r'7-iFT';:——:——^ et- ••——__^——-.^^^rtn) 2^r(/i)

pris séparément est de l'ordre de 0(\/^) et c'est leur réunion ensemble
qui fait baisser cet ordre de grandeur jusqu'à 0(i), x étant supposé
fini. Définissons maintenant la fonction V ^ Ç x ) par la série uniformé-
ment et absolument convergente suivante

(76) F^^^^^..»!H._^^H.^).
"' 2"T(-«!Va ,

On a évidemment pour [ se )-->- oo

F^(a;)=0/^^|^|^T\=o(|^ ^);
\ /z===2 /

donc son développement (2) est partout sommable [C/ o>> ^Javecla
somme F^(<r)^ car cette fonction est continue. Or/il est aisé de prouver

*3 - ! , . , ! ! , • ! ! / 1 - 1 1 , ! ! ! 1 1 ! ! ,1,, ' , , : 1 1 , ! , ,
qoe ce développementy qui n'est autre que la série (76) écrite sans



iqO E* IYOOBETLIÂNT2L

grouper ses termes et tenant compte des termes qui manquent
,, / „ Ho(^ ) !I..(^) 3 . iL.(^)
1̂  (^J ^ , / 4" 0 -+- ——— -4" o + ————— --!- (•) 4- . . .,

n'est pas sommable (G, o)y si o< -? quel que soit oc,
^ En effety le (nYf^ terme est de Tordre de

•V'1

^ i/^T(n! -j-iy-^! .——
, 1 _^^__ ^ „ i/-—— ces f. .- V^T + ̂ 7r) ,
^^r^n.) ^^rfi.i+i) V 7 r n î v y /

\ 2 / \9. 7

c^t-à-dire de l'ordre de
' ' . / . - » 1 1 _________^ ! . ! ^ .1^

^? ^/(/î. 1 )"' e^1' \/27:n\n[ , '< / ^ _ g2 ^/n !
^——^

a/i"2 '212 ( - n î ) ^ a v'Trn 1
\a /

Par conséquent la condition nécessaire de sommabilité (G, S)
/ / ^=o[ (n ! ) ° ]

n^est satisfaite qu'à partir de à =^ ^ et la série étudiée n'est nulle part

sommable (G, 5< ^ - J -
Passons maintenant au cas général a^>o quelconque. Formons la

fonction
( 7 7 ) ' ] F.(^)=^^(n!)a'I^Ll^^'+^ < ^ > o ) . : ' :
• . .•11 1 1 ! ! ^==1 • • , , 1 ' . . ' / '

La série (77) converge partout absolument et uniformément, car la
formule approchée de Perron valable pour |^I^o(\ /^) prouve que
l'on a , ! ' ! •' ^ ! 1 1 1 : 1 1 , 1 . ! / , ! ! ^ , - 1 1 , „ , ^ !

, , , /^^^I^(^^ ^ .: 1

La fonction Fa(^) satisfait aux conditions du théorème général
pour o> a, donc son développement formel (2) est partout som-
mâble (G, 5 ̂ > a). Pour l'écrire il suffît de remplacer dans chaque
terme de la série (77 )• le polynôme de Laguerre par âon -expression 'en
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polynômes d'Hermite. L'identité

.44^)]^^._L.^^,--.^
o—)2-23'^-LL^''^^^)--^^
(t~.s)2

!»

^—^S(-I^I.L^)^
a^ /i !

donne cette expression

il-'^-^l.^.^v (^i^r^—m-^) ^ / ,//' " ( ^^^f^.^^^î.r^"^"

d'où le développement de FaCz') en série d^I-Iermite
1 i

F ( -\ V tZLLLi! V (—î)^ 1 r(^ l-1- /^ —2a^I!a^(^1 ̂ ^ ^Z^ ^ Zi r("- ^oi) 3^,7/î! r(^! — /^ -4-1)
n. ;:::• 1 1 <') , 1 1 1 1 •

2^ ( _ ï ) W / . (a)

- (-^^11•-(•-•)

avec

r ( ̂ ! — /?^ — a ̂  ) ( /?- î ;,./a,_ V M ^ - ^ - " ^ ^
//l — À»à T ( — 2 a ) T ( /z î -- m. -l-( — 2 a ) r ( / z î --/n-n) nï2

Pour prouver la non-sommabilité (C, â<^a ) de ce développement,
considérons l'ordre de grandeur du ^ {k\ y^6 terme dont le coeffi-
cient est^ avec m=k\ : ;' , 1 ', 1

f^ — V r(n,! — Â - ! — a a ) : , ^JJ_J _ ̂  A [-.-.-.lt-+-^^ (̂ llL_ . •
, '^——^T^ïajîini-àl+l) . i .^' ^.Z^^^''-^^.^ , 1 , . 1 '

n~^K. , , 1 . 1 1 1 n"zk : . \ . ' ! .

Pour /c-^co on constate facilement que c'est le premier terme du
second membre qui est de beaucoup supérieur à la somme de tous les
antres, donc1 d'après1 (38) 1 1 , 1 1 ,,; . 1 1 1 1 : • ' . ,1 ^ , 1 , / 1 ,.,1/' 1 '

^.(^Î^^^H^^). <-r (Ailll2- l<^' l)o t ' ".1 , •„; '̂ !:=== -Ï̂ rpT^ 1 - : ; ,,
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et la condition nécessaire ^==o(/?°) de (C, o) n'est pas satisfaite
po-ur o <^ a. c. Q. F* D.

Pour a = Oy on a la fonction Fo (^) = 0 \e2 ) pour | x \ ~~> co

i H,,(^)^!••t->=2,pFn(^
Va^/ i '

dont la série qui la définit est en même temps son développement (^),
ce développement n'étant pas sommable (G, o<^o). Ainsi, on voit
que les conditions du théorème générale relatives à l 'allure de f(^x) à
rinfini ne peuvent pas être améliorées. Il reste cependant à étudier,
si la condition

/(^^oG^^)
est suffisante pour la sommabilité (C, S === a).

Ayant ainsi précisé la portée du théorème général démontré dans
ce paragraphe, complétons ce résultat par l 'étude succincte de la
superposition des deux procédés (G, S) et (E; fc), en posant 0 == sr '̂.

Au paragraphe 2 on a vu que la fonction génératrice des moyennes
d'Euler de la série-noyau d'ordre quelconque k, S^\ est /égale à

jiî ±^ ,i.r°(^ r/i
Q ^^.s^z) Q l-r.L*2 • ' • ' J

'^^S6^^——— 'i / — i /\/'7T \/ î — S ( l — 3 Q ) ^ , / ^ _ ^ \t

En leur appliquant le procédé (G, o), on en déduit la fonction géné-
ratrice des sigma-sommes ^cr^ qui est égale au quotient d.e ^r/,^)
par (i--^)5. Par conséquent, en répétant le raisonnement du para-
graphe 2, ces sigma-sommes sont représentées par la formule appro-
chéesuivante :

. ." . 1 1 , ! , ' (u+^ rw (p^^^r fi 'î 1 1 ' 1

(78) )̂ ̂ {^ ^) = e 4 ^^î^ 2/ ^ (u - ̂  { ï -^ ^n \.

Les inégalités fondamentales pour le polynôme de Laguerre nous
donnent celles pour la moyenne mixte ê^a^ • d e ta série-noyau/qui
par définition est égale à la sigma-somme (78) divisée par Af'. Ces
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inégalités, pour x fixe,
Iit-L^9^-.^

^^)(^,^)^0 -^——-—=^i=0 €i l<? ) ———————==== ( = u ' ————==
f | ?/ ~ ;r l0-^ VX^ @ )8 5 ( 1 u I84'1 V7^

et

,....(„ ̂ o^y^/js (i«i>\/ï)
ne diffèrent de celles pour Ê'^ que par la présence dans la première
de | uf^ au dénominateur, ce qui permet de démontrer le théorème
général analogue au théorème II et qui s^énonce ainsi :

III. Le développement (2) crune fonction /(^), intégrable (.i?) dans
tout intervalle fini (— a^ a) est somma'ble par l'application du. procédé
d'E'uler (E, k} avec un k assez grand aux moyennes arithmétiques
d'ordre a de la série en question^ s'il existe un nombre positif £ aussi
petit que l'on veut mais fixe et tel que les deux intégrales

f^^-^c" T.̂  " r ^"'^ ^3
soient fîmes. Plus précisément la condition

/7'<i-'7"lL/'(") ' T^ < G et Jr%-'/"'l^(M) l ̂  < G ^ < I)
assure la sommabilité de la série d'Bermùe par le procédé mixte

(E,/r) (C,o).pour log2J^log^^* 1 , ,

En particulier, si l'on a /(^) = 0 (^/<ri œ\^), \x\ ->• oc, avec y < j9

la série d'Hermite de/(.r) est so'mmable (E, k) (G, o), où, :

1 ., .1 1 1 ^ïôg2:âlogf.-^ IV I I I: l ' l/ l l€t - ^>^. / 1 ; 1 • 1 1 ' 1 '1.-.1 ':
• 1 1 1 1 1 , 1 : - ! ! \iôi^ 4<// ! „ , ^ ,- ,. ^ „ , ^ . , • ! , ^

On constate sur l'exemple1 de la série d'Hermite l 'utilité des pro-
cédés de sommation mixtes tels que (E, k) (G, o) par: exemple, ce
procédé étant équivalent, comme on le sait, à celui (C, S ) ( E y ^ ) ,

V. - Phénomène de Gibbs. Théorème de Parseval.

Comme application de l'étude des moyennes de la série-noyau
précisons l'allure qu'accuse le phénomène de Gibbs dans le système de

, ^ ! Awi. Èc. Norm., (3), XUX. —- JUÏLLET iQSa. . 1 1 1 1 , 1 1 , -1 , ^ • : ' 25 •' 1 1 . ,
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polynômes d'Hermite. On sait qu'il suffit de le connaître pour la
fonction typique

, , • G(r) == sign(j ~—x) c

égale'à +i pourj^>;r et à — i poury<^;r. Cette fonction cons-
tante partout dans (—ce, oo), sauf au poin ty===^ possède dans
(-— oo, oo ) une dérivée bien définie et nulle partout^ sauf poury == x.
La série-noyau, multipliée par 2^"^ représente également zéro
partout sauf au point u===x et l ' intégrant par rapport à u de oc ky^x
on trouve la série convergente

(79) .^f'.e^du^^^^^
^y

V/7T ̂ r e ^ 1 i^ ̂ l ̂  î V^ ̂VTrJr MBaà<ïn n\\'^J...

; ' •=^^\^dt^^^^^ ^•2H^(J)- le-2H^(^)l.

Pour montrer sa convergence et calculer sa somme, observons que les
deux intégrales

(80) f €-tlï[S^(^u)Ydu<G et f €-^[3^^, u)^du<G
. 1 : . ! ^.Ï+S ,1 , .. . . ^ , ! ^ ! ^—.ao

existent et sont bornées pour n-> o)^ la constante G étant indépen-
dante de 7i. Pour démontrer ce lemme, sur lequel Uspensky a basé son
étude de conditions de convergence, il suffit d'observerque d'une part

1 : . ':. • -,r^[s^(^^)p du =v ^ ^ ^ f^^H^u) ̂ ::
,'\ , J-^ 1 ' 1 , „ , ^va^w! \/TE:)"'«/^^ , ., . .'

1 1 1 1 1 1 ; 1 1 ' : 1 , 1 : 1 ' 1 ' • 1 ' ' 1 1 : 1 1 1 ; ' ! : " '=y ^w^.-V^JÏMïL-s^-f^'^^Z^,,,,./r---^ ^^^/ ' , • ; ' , , , ' . , ̂  â ^ w î ^ -
et d'autre part, vu que

fs:^(^,.)]^ ̂ l^^^^^y^
^ ( 1 / 1 1 (^—^)2 - / 1 1 : , 1 1 ^ , 1 , 1 1 1 1 1 , 1 , 1 1 ;' 1 1 , /1 , '

::.' -^- 2^^^ ") sin[(^— ̂ ) i/î 'j , - , : ' ygC^^ a;) i
1 ' 1 , ' 1 1 ; 1 1 - , :':,11,'- ll•l-,.,(^—^)ïî^;l .̂  ,. 1 . , 1 n{u—x^\
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où y^, ?.Q='0(i), ?..(^ x}^'Q et—' == 0(\/n),fn ^
,.Y-h£r ^[s,0^^)]2

«L/.f——t

..-» £ \/'2.n - t- / sm-

^rs^.r, ^)T2^

^ 2 /<

-» £ v^n - t» ,sm^
^ ^ -4- 0

— £ v''"2/<

e'^^z/i

F v" |sîn(«-^)v^ V
» , , U if, j

<^-L î ^ - ^ 1 J
\ V'n /

/ /•».»,'+£ j . / /»:c+& '. ,
... / 2 / a^ \ r\ { F î \0 / —= / ———— \ + 0 1 du}
\^nJ^^U^X) \j—— '
\ ^7t / ^

^O(i).
•7T

Par conséquent
/•^•'•w•£ /•*•y•J É»^'21/'> n

^ + / e-"3[S„')l(^ «)p^==S^)(.c, x) - ——— -+- 0(i),
*y—,,/, <L/.T•-+-£ , 1 1 1

Or,

ys"s',;"(^)== -
A«B i mV/7T ^ ï — ^ ^ i — ^ ) V^ V / ï + ^ ( l — ^ ) ^

d'où .
p.v9 (i\ r

.S^)(^^)==-e .AU | , I4-0
V27r

^^Aa'r.+oQ)1+(=.i£'L^'(^)[,-,-o(-)'|
V/27T L Wj 2^271 L \^ /J

e^^Tn (—1)» .̂ '2 / /—\ /-. / i \, ^:—v——-4- • — —= cos( a ̂  v/a/i} 4- 0 ( —— ] '
^ 2\/27t \/7T7i \\/ny

On à ainsi trouvé les inégalités (80), ce qui prouve que les intégrales

' 1 ' \ T , ̂ ^| S^(^^a)\|^,'; et I ^^[S^^^uy 1 ̂ ,, : , . - ' , / 1

1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 1 ^^-^ 1 . 1 1 1 ' ' 1 , 1 1 ' 1 ' 1 1 1 1 1 • 1 1 ' ' 1 , l i i ' : , ^ A 1 1 1 1 , \,, y 1 1 ' , 1 ' ' • 1 1 _ ' 1 1 , 1 1 1 1 1 ; ^ . ' : 1 1 , ' 1 , 1 ; ^ ' 1 1 1 . 1 1 - 1 1 1 1

peuvent être rendues aussi petites qu'on veut en choisissant A assez; ^
grand. En effet, l'inégalité de Bouniakovsky, donnée par cet auteur
en 1861 et connue sous le nom de l'inégalité de Schwarz qui ne l'a
retrouvée qu^en ï885, permet de conclure :

J r e^\^^^u)\d^i F e~^duf e^^^.u^du,
f ^ A 1 1 1 : : . ' 1 1 1 ^ , J—^A 1 , 1 1 1 1 1 ' 1 ,. J^ . 1 1 , ! ;-„'; • 1 1 ; , ' , , 1 1 , 1 1 ' 1 ; 1 - 1 1 1 1 1

ce qui justifie notre assertion.
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Ceci dit, soit ^(y) la 7^° somme partielle de la série (79). On a
vu au paragraphe 4 que l'on a

iim I ^S,0^^ u)du-=. ̂
ri == '-» Jy . , " '2

Par conséquent
^(j)z= <i f ^S;0^, ̂ )^

'•"A-

— 2 f é?--^ S^' (^, u) du - a ( e-^ S^ ( ̂  u ) du
JY «A

1 . 1 • , l l i - , ^
r = : l 4 - 0 ( l ) — 2 / e-^S,^^, H ) d u — € / n { x ) ,

où |^(^)|<^ quelque petit que soi l T) pourvu que A soit assez grand.
Dans l'intervalle (y, A) nous appliquons la formule, approchée pour
ST(œ,u): • ' , \ , : / ! '

r^ • ! !
| e-^0^, î^)^

r.̂  f^^^"--^^
tnJy-..c u \(J-^)^/

Par conséquent cette intégrale .tend vers zéro quand n croît et la
limite de S^(y) existe. Elle est égale à ï, car on peut prendre T] aussi
petit qu'on veut. De même, on établit pour y <^ w que limS^(j) estr , , : „ , , • , / / - : = » • ' , .
égale à — i. Ainsi

sign(r-.r)=-^ {\-^ du + . ̂ 'V ïw ""-̂
" " \/TCJ.. -̂1 2»n!Vîr

. . 1 , ! ! ! . 1 ! , ' ' ' ! n^.'î ^

,^,.yH«(^)H,^(^)^^

, . , , •̂ d , 2" n 1 ^/x !

car la séria , . • , ' \ : ! . ' ' ' ! ! . -
, ' : : ' : :. '• ^;r^^/^.^^ ' .^ ' :

V^^o ' 1 '— ^"nîVTT • ' •

est convergente, comme on le voit à t'aide de la formule approchée
pourH/,(a7)<

II est facile de voir que sa somme ï(^) est nulle. Posons
1 1 1 1 1 1 ' , : : 1 1 1 ' 1 ^ ^ ^ ; 1 ' \ 1 1 1 ' 1 1 ; 1 ; ll/ll;l,ll^l(^)l^y;H!L îĵ ^ 1 / 1 1 \ : 1 1 1 , 1 : 1 1 1 ' 1 1 1 . , ,
' 1 1 1 , , / 1 1 , ' 1 ^ - ' 1 1 . 1 ^ 1 / . , '\ ' , . • ' 1 ; , - , , 1 1 1 1 , 1 1 , ^ maà , 1 1 , 2" n\^Tt • \1:; .1 li 1 1 ' .,'1 - 1 1 .1 ' .^ , 1 1 1 , 1 , 1 1 1 - ' 1 1 1 '
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Grâce aux relations
H;, (^)==—9.7%H^i(^)=H^i(^)+-2^ï - I . / , (^ ) ,

on a, en posant
V H^(^)H^-.,(^) _ „ ,y —————-———— — a'n. \ je ) ,
AIT oW w î I/TT?/" W ! ^/TT

.;.(̂ -;S H ;̂ .-+S-g [̂H,,̂ )- .̂.H...(.)],
•̂rf ^w-1 ^ — , [ ./^ A»»"l ^m y^ ? i / ^
2 ' W =: 1

c^est-à-dire
^ r r- / M ! ^""H^^) ^-"-y"^ [ e^-' an (^) ] = ————— — —==: ^i» '-' '-' n \w ) \ — /— /—' 'd^ ' ^.n^-n y^

d'où vu que 0^(0) === o, car Hs,,,.^ (0) "-̂  0 :

i f"' ,. , „ f H^ <3-^2 ̂  „ / r^^'V^^ — o f a7 \ .—: j e'^' du -h •cr/, ̂ •-^rr: | ————•=— == 0 ( 1 ——, ,— .- î — U g —— •
V'TT Jo ^) 2" /i ! \1^ \ Jo a^ n î V/TT \/n / W717

Par conséquent ! '! ! ! ! ! i ! r'" 1 1 1 1 ! ! 1 1
e-^•2a(,r)==l•^n[c^,,(^)<5^•s]=-- -7=: | e^'du.

- ff = x ' ' ^ y TÏ" J{)

II reste par conséquent
2 f'' , , ' ..̂  lU^)H^(.r)

( 8 1 ) siga0—^)=—| ^^+^^^-- ^ 1 - < ,
V7 T ' -^ — i : ' v

Supposons, pour fixer les idées, j>^ et étudions la borne
supérieure de Sn{y^\ quand y/, — x pour n->- oo. Posons

. „ : „ , y^^.^JL,. •{^>^ ','; , : , '

! 1 1 1 ! ! ! \ / î ï / t , 1 . , •1 ! • 1 1 . ^ ; . 1 1 • ! ! . 1 ; ! 1 1 1 ! , 1 1

p étant une constante: positive. On a ,• ; - : 1 , ; ' , • :; . i -
^ ; 1 ' 1 . /,oo 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ; 1 ' ' 1 ' '1 : ; 1 1 1 ^•^Ê, ^ 1 1 1 11 ' - 1 /1 1 1 ' 1 1 1 : 1 • 1 1 1 ,'' ' 1 1 1 1 1 1 1 1" '

^(y^=2 ] e^S^^, u)da-2 ] e^S^ix, u}du—^ • 1 : • 1 '
'" 1 J,« . , 1 1 1 1 1 ' ! ^ 1 , 9 ' ! ! , ! , , 1 ! l l i - • 1 1 : 1 ' 1 1 . ' ! . 1 '^

- \rîn.

où le reste p/,, intégrale étendue de a? 4- £ à oo, est d'après ce qui
précède aussi petit qu'on veut en valeur absolue pourvu que n soit
assez grand, p,,==o(i). ,, , , . , : . . , , , / ' . 1 / - ' , •

Ainsi1, •1 1 ! ! ! ' ! ! : ! : ! 1 . 1 1 ; 1 1 .-.1 1 1 ^ •-1 • 1 . 1 / ^ , , 1 1 ! 1 1 1

, 1 ; 1 1 1 , 1 1 1 l , . ^ J J ^ ) l ^ î ^ : o ( I ) — ^ R I ^ • 4 - o < ^ ) l , : , , , , / l l ^..1,,1 1 ' ^ 1 1 •'
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OÙ

R^= f e-^^S^-^, x-^-u)da
, , , Jĵ

V/î/i

...3 /T»£ (.V 4-î/"j / • / /——\ y \ i.̂. /- - — J smU^/a/i) / i \
== —— 1 <? - { -——ï——1———L ̂  0 ( ——7= ) C/^

7r^ ( u \u^n)\
\^, ^ ^ ^ , , ! .

1 r^r r^/ '. i sin(Mt/3/î ,) , ' „ / loff/ îA= - / f î~ {~0(^ / )——'—— idu~\ - .0{ ——}
^J^ " u \^n )

1 1 1 : 1 1 1 [/Sn . 1 , ! !

î f95 sinu - /-y / . ^,/ ÎO£Ï/?A
=:--•! ———— ̂ , ̂  0,(£) + 0 ( —^r" 1 •7T^ ^ ^ ̂  7

En choisissant £ assez petit on rend le terme 0(£) négligeable et
par1 conséquent liniR,, existe et est égale.au premier terme du second
membre, ce qui donne

î . / 6 \ 2 r ' s m u , a r ^ s in^ ,
Iim Sn( x -{' ——=. } = î .— - 1 —— du. == -, 1 ——du.
n=^ \ ^ ï n } ^Jp ^ TTJp ^

On voit que le phénomène de Gibbs pour les sommes partielles
existe et qu'il -est identique 'au même. phénomène dans le système
trigonométrique, la longueur du « segment de Gibbs » /o étant donnée
par P==.Tt, ^

: \ , a f' siru/, y 3 / ^ s m a , ! /., ,. • /y= :^^ , i ——du • = = : - ' — — — d u = z o, 1788 , . ..
^J^ " TrJQ TT-I- u î /

Évidemment, on a aussi . ' ! : -

^ • . 1 ; 1 , , - 1 1 1 1 : ' / ; ' '•jim^^^^Y^^.+^r : 1 1 1 1 : , 1 1 1 1 1 1 1 . 1 1 1 1 : 1 1 1 . • - 1 1
,1 , , , n==oo ' 1 ^ . \l^n) 1 1 1 1 : 1 .77 Jp' ,'^ . ' ,. 1 1 1 1 , 1 1 1 . 1 / 1

Considérons maintenant la fonction continue

^) =^) - /("+0);-/("-0) sign(^ - .), • :

en supposant que D==/(d?4-o)~/(a; - 0)^0 et que la série (2)
de /(y) converge au point y == a?. Il en est de même alors pour la
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série de ç(y) et sa' somme partielle

„.(» ±—)=/./. ±-à,) - ̂ ,. (-, ±-L)
\ V 2 ^ / \ ^^n/ 2 \ \/272,/

, » l / \ f (A'-+-o)-+-/ ' ( . r—0) ] itend pour n -> oo vers la valeur cp(;r)== ; L - — — — ^ — — — - de la
fonction .continue <p(y) poury == ;r. Par conséquent

, / S \ f(.r+o)-4- / * (<r—o) D / (3 \
/„( ̂  + ——— ) == ^—————'-———^—————'- -4- - Sn( X + ———} ̂  £.,\ ^12n/ a 2 ^ ^/a^y

c'est-à-dire, vu que
/ 7T \ ,

,Ç^ ( .̂  + ——=, ) == 1 -I- /o -+- ^/n
\ v 2^/

fJ^^^^f^+o)^^^^, • 1 ^
\ V'2^/ 2

et c'est en ceci que consiste le phénomène de Gibbs pour la fonction
discontinue/(.r), tant qu'on se limite aux sommes partielles //i(.y)
de sa série (2).

Passons maintenant à l'allure qu'accuse ce phénomène pour les
moyennes arithmétiques S^ de la série typique (8î). On a pour
-^y^^4-'^ £>0? . ! , ' . ,

, —'.z-^e , ^. , ,
S^(j)=:2f e^S^^.u^du—^ e-^S^^.^du

1 <v : 1 1 1 ^r 1 . . 1 1 . 1 1
1 ! l / * w «^! ^.1"2 1

:, ; , ; . - — â f \ e ;i e :2 S^'(^, r^)^,
1 1 1 ' ! ; , ! 1 ! , ^ ! , ! 1 ' 1 1 ! • ^.r^e. ', 1 1 1 1 1 1 1 : l l i , , , 1 ! 1 , : . '

Vu que 1 . ! - ' ! 1 . . , ' 1 1 1 , 1 - 1 ' 1 , " 1. 1 ; 1 1 : - 1 . 1 1 1 1 1 : 1 1 • : 1 : / ' ' : 1 1 ; : : 1 : : 1 1 '-11: . i l l l i 1 1 1 1 \ ' 1 ,
1 A 1 ! . ! . ! ! . ' !" , 1 1 , ; . u^ 1 ! 1 1 / 1 1 1 1 ;.. 1 , '1 . . . ; ^ ! : . 1 1 1 ' 1 . , ' 1 ! . \\ ' , . ' 1 1 1 : 1 1 ' ' 1

1 1 . 11'1 , , 1 1 1 / \ ' 1 1 1 - 11'lim^^^S^^^^A:1',1; •11: 1 ' , : 1 : 1 1 1 : 1 ' 1 - 1 1 1 ' 1 1 : 1 • 1 1 : 1 . 1 : : - 1 1 1 • 1 1 : 1 1;;
1 , 1 1 , ' ïl'^î Sa' \ i i • i ' : • „ -. ! . ! . ! .\ - 1 : 1 . ' . ; , , ! ; '! ! 1 1 - 1 ! , ! !, 1 ! "

pouF l ^ — ^ j ^ s uniforménient quel que soit l'intervalle de variation
'de ^, ' o m a 1 1 1 1 . ! \ '1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 -11 , ! 1 1 1 1 ' 1 1 / 1 1 : 1 1 1 1 1 1 1 : 1 : , : ' 1 .1 1 1 : .1 1 ; 1 1 1 : 1 ; ,;1:11,•,

„ » 1 : 1

îim | e^'S^^, u)du
^;==w Jx^-s. 1 1 1 1 1 : 1 .. 1

/ ^•+-o(A) _^ . \ / r00 — \
=lim (0 / e ^ du——~—1-4-0( f e ^ ^ ^ ^ ^

. , n=^ \ J^e 1 ; 1 1', , ' ! ! ,^•+•l V^/11 1 1 \^x^(M ^ 1 1 : / - 1 . 1 . / / 1 1 ; '



+0/-

• / ^ 1
_^T(8+,) r^V^)^ , f" ^"-\

J ,-u^~')t.\/în. /
-———ï———J. ————^———+0!

\ r " Sïnudu - / i 'aêr(5-+-i)

^-^(^^"^^ Y^-

Oi
V/ï.

• 0 |
.̂ ,

ce qui prouve que pour o > o, on a

:I-2lin.Rg)=l-2t+s^<3+I)r<' / S 'lim ^^•" i a; + r -
"=:'° \ \/2n,

TC v..-?^?r
5\c'est-à-dire, pour ? = 71 ( i.

sin M rfa

iim^r.^+ ̂ ±^T=i+ ïiî liLî  r
"=» L 2(/2ft J TC J^

sin u du

[ ( ^\ }s^t
[.+.(^^J
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Le segrïienU(o) de Gibbs est égal à

^^-9^T(l-[~s) r smudu (ô>o) .i^)- ^ j j- . ^-.S^ ^ = ^

l^^v4-.).!
Il est très probable que l'expression de /(S) que nous avons établie

pour o^o reste valable aussi pour — i < o < o et il serait intéressant
de le vérifier. On constate que le phénomène de Gibbs subsiste
quelque grand que soit o>o, car l ( S ) ^ o et cette particularité
de l 'a l lure de ce phénomène est caractéristique pour le système
orthogonal, de polynômes d'Hermite. En effet, pour tous les autres
systèmes orthogonaux étudiés à ce point de vue jusqu'à présent,
le phénomène de Gibbs s'éteint progressivement quand o croît et

"disparaît à partir d'une valeur o=-§o, différente dans les systèmes
différents, mais finie, car Z(S) == o p o u r â ^ O y .

Dans le cas du système trigonométrique par exemple Fejèr a
prouvé que 8o< ï ^t les recherches de Cramer et de Lyons ont établi
que o^o, 4, . . . . Pour le système ultrasphérique nous avons
démontré l'inégalité ô,< 2 À + ï ? où X est le paramètre du système.
En particulier, pour le système de polynômes de Legendre on a X == ^
et 8o0. Pour les polynômes d'Hermite Z(o) diminue rapidement
quand S croît —. ce qui est important au point de vue d'applications
pratiques du développement (2) - m a i s il ne s'annule jamais.
Pour o -> oo on a la formule approchée • :

: . TC / -TT ' / . ' iX 0 4 ' 2 / " 0 ' 3 . TC^ , . ^ 7"7rY 4 A0 4 '2 ' - '
t^ - W^W i ^sln ̂ ^= ̂ Î-\/8§(^J •

pour o ^= 8 par exemple on.ai(81)rwo,ooôoo8. . ; : , : • • ' ! : .
Ce caractère du phénomèûe de Gibbs s'explique par le fait que les

moyennes de la série-noyau' de tout ordre, à changent'àe signe: UA
nombre inf in i de fois pour une valeur fixe de .r quand n augmente
indéfiniment, tandis que dans les autres systèmes orthogonanx elles
deviennent en règle générale non-négatives quel que soit n à partir
d'une valeur suffisamment grande de S. Ainsi, les oscillations de la
suite de sommes partielles S;^^ u) de la série-noyau autour du zéro

Ann. Éc. ^orm., (3), XUX.. — SvïWt iQ3ï. , : , „ - • ; ' .: : / ,. ! ! • • ' ;
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ne peuvent pas être rendues unilatérales par l'emploi des moyennes
arithmétiques et ceci entraîne le fait que Z(o) ̂  o quel que soit S.

Comme une autre application de moyennes nous allons donner
la preuve du théorème de Parseval. Ce théorème concerne deux
fonctions f(x) et.^(^) définies dans (—00, oo) et qui y sont à carrés
intégrables avec le poids e-^, c'est-à-dire on suppose l'existence des
deux intégrales finies

/.oo /.-4-w

j p^e-^dsc et f ^{x^e-^dx,

Cette ̂ hypothèse entraîne évidemment (à l'aide de l'inégalité de
Bouniakowsky) l'existence de l'intégrale du produit ewll\f{u^g{u}
et Parseval a démontré (dans le cas du système trigonométrique) que
cette intégrale s'exprime à l'aide de coefficients de Fourier /,, et g,,.

Dans le système considéré on a la série infinie suivante :

r" ^
(82) j ^f(u)g-(u)du=^fn^

J^ ,

OÙ

f^^^à^. ^^Sn-^—————,
. ^ . , ^ V^^'ÎV'71 o ^^''-nl^TC

c^est-à-dire fn et g,, sont les coefficients de Fourier dans ie système
orthogonal norme. Pour démontrer le théorème de Parseval (82)?
il suffit de le faire dans le cas particulier g'Çx)=.f(2G). En effet, sup-
posons établie la relation

(83) f e^f^u)du-=^f^
1 1 1 1 1 1 ^ 1 1 , ^ 1 1 , 1 , /!, 1 1 ^-«. 1 ! ,; , ^ ^ ^ ^., ' ! .,' , 1 1 , 1 1 ^ 1 . 1 , 1 1 1 ,

En rappliquant à la fonction ,/(^) +^(»2?), dont les coefficients de
Fourier sont évidemment/^+gn» on trouve

/<-+-<» , , i . , / , ! ! ' ! , /»-+•» , \ - 1 , , . /.»•+•<»
f e-uïf^^t)du-+-2 e-l{îf{u)g{u}du•Jr j .^-.e^^^du..

. t^oo 1 1 , , , 1 1 1 , , ! : 1 ' •J^w , 1 1 1 ; : . ^ ;, ' , 1 1 ', l l l i l 1 J ̂ w , , ^ •1 ' 1 1 : : ! !

' ! , w . . , , , , 1 !
 !

 ! . ; !
 •1 . • . : !

 ! ! -1 ' • • , ! ! - ! , , ! . !
 !

 ! 1
 1 1

 !

=2(^+3^^+^)> •
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d'où (82). Le théorème de Parseval dans le système de polynômes
d'Hermite a été démontré pour la première fois par "Weyl en 1909.
Pour prouver (83) nous allons étudier la série figurant dans le second
membre, prouver sa convergence et calculer sa somme. Vu que

fn=
V/a^-n î^a- n ! y.̂r e-^V^H/J^)^,

on peut écrire/^rr^^A^^-^Mf^^^,
J^^J^^ „ 2" n \ \/7r

et l'on voit apparaître sous le signe de somme double le terme
général de la série-noyau. Par conséquent, l'a somme partielle ^ de la
série étudiée s'exprime à l 'aide de S^(^ u) ainsi

,,==:/^/2+...+./.2= r f j\u)f{^e-1^^^, u)duâ^.
^-.M^——.»

Tous les termes de là série sont positifs. Par conséquent elle n'est
sommable (G, o") que si elle converge et inversement : pour prouver
sa convergence il suffit de la sommer (€, o>o). La moyenne
d'ordre S > o, ^), est égale à

<?'=r^ rfWf(^e-^^{u, ̂ dud^
«/„... y, •J—— W

Traçons maintenant 'dans le plan Ow le cercle G de centre origine

Fi g. 2.

et de. rayon égal à e \/n^ ainsi que les deux cordes AB et CD parallèles
à la bissectrice u= ^ 'et situées de part et d'autre à une distance égale
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a £ de cette bissectrice. Désignons par D,, D et D/: respectivement les
trois domaines : extérieur au cercle C, compris entre les deux
cordes AB et CD (hachuré) et l 'intérieur du cercle, sauf D. On avait
démontré au paragraphe 3 la formule

/ i\ /„ r\
'n î , \ 2 J / c 2 \ TV^i/ //-/^^(u, P)=A^S^(^, ,Q^—V(^^L^ ^(^)L^^(^),

i / «T. ^BM
VÎT

OU
a^rr: (//, 4- r ) 2 ei l}.dî^:(u — P) 2 .

Dansie domaine D^ ont lien les inégalités

HLn <(^TL^ ^(,^) $ 2,î-

"Tn'i
•i f0^;)/ / , ' ^ (2^)"-^et L^^(^) gl———— ;

donc dans ce domaine, on a
,_ „ f\îi o^ / ' r / 2 4 t,'3 V^

^ !^ )(^^1^-(^^^)^3 {l{' ";" )^n i

En répétant le raisonnement du paragraphe 3. on en déduit pour
V^^- v^e ^yC^est-a-dire dans D,^

MÎ.+.pî ^ ^ i
1(84) .^"^^(z^^-p^^^lS^c^^)!^ ( ^ •^cD, ) .

Dans le domaine Dt on a

1 ^^.-h ^\^e\/'27i==:0(\/n) .et 2 ^ 1 ^ — 'c < e \/27I== 0(\//%).

Par conséquent, dans ce domaine ont lieu les inégalités

r ^ \ r ^ ' y ^1 /" '\ ( /'5"\
t ^ / ^ y — O A ^ ^e^ L^^^ r^V—O A^7LV ^ A.^ e
m v" / — w L^/n c/ J; ^/t-m v^ /' — u ( "•n-/?)l"-"' |rf|S+,j

d'où

(„,, ,)=0 -^——— V A^^AW ==0O-'î'fM., ^)
' / / / ,_p ^-+-1'Ari /"' /?•-/»-[

(-O.d)
<?8+i

c'est-à-dire, vu que & est fixe,, : • . 1. 1 1

(^^'.^^^^^•^"^S^^:^
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Ceci posé, supposons à supérieur à 2, ô;>û, et considérons les
intégrales doubles étendues à D^ et à D/.

On a
M'-'-t-t'3 M2-"/* /ï _ """. " ' .

\ \ f(u)j\v)e~~~ e~~~^(u,v)du
' " "D^

du dv
// <rTI/(
^ */n-

e ^ / { ^ [ e ï\f^)\:0
(.a2+^) ^

[ r r ^VL
=0 1 / e 2 | / (^)

j^ ^î).

du
e ^/(^

</^

avec

car l'inégalité (84) n'est que renforcée, si l'on remplace .^^p2 paru 2

ou ^ ou par 2 | ^ [ . | p | . Le domaine D^ est compris dans celui défini
par 2 [ u \^e \/a/i, ou 2 ^|^ \/27i et en décomposant ce dernier en hui t
domaines D^ Dy, . . ., Dg (îomrne suit (^. 3), nous prenons y == o

, . ! , 1 . ! ! ^ -.'; ^ .•Fig.S. , 1 . ' 1 1 - /, 1 1 ^ !; , , ;'1. ,, 1 1 1 ^ 1 1 1 , , ; ^

dans Da, D^, : Do et : D u , . tandis1 que y :==: o: + ^. dans : D,i ^ et : D, et

y = -('o+ ̂  d a n s ' D . e t D ^ . On en déduit , : 1 :

du^ï 1 ' 1 1 / • , , / ' ' ' 1 1 1 1 - 1 : 1 1 : 1 1 : 1 1 „ 1 1 1 1 1 - 1 • : 1 1ff•/ •'D,,
e ^f(u):0

i\:^ lt 2 J >

i ^w 1 1 1 . ^ ! /^w 1 ,/„ ^ , 1 ' ,1 : , . . : 1 1 1 , 1 1 , ,

:0 1 .— [/(»)]<d«( -^ =o(.) (n^»),

•'•V/î •V7! 1
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et de même pour les domaines D,,y D(, et Dg. Ensuite,

//;*- -'D,
:0

où

r'-° — ,., M ^ " r
J -^ 'lA'^l^rJ

' /vî -
^ tf '[/(^l^

—^

^-t-^ /. y z ^

^ ! ^'"p2 /îi ( ̂ ' ) Jp 1 dç ̂  ° (\/n ^ .
J-^ - J In

-'¥<!

tandis que

[/"^^'"^T^^V-"^'ï i ^ / M ^" 'T '^ r 1 . / 2 r" -^ /•/ ^ rf" i2
.<; 'l^^i^TTp eVj ff -^ ( / / ) -̂ 7\ «\ "• ''\/'•i

L V 2 J L V 22

2

mT2^J^———^^^^/^
J;<-.,=0

•^ -vi
ce qui donne pour l'intégrale étendue au D, :

fr=ofo(^)of-)]^of-)=J J^ L v v ^ / J W^/
On voit ainsi que

lim f f e- l«a4-(^/(a)/(^) S^i (u^) du dy =Q.
n-=w J Jf)^

D â n s l e d o m a i n e D ^ o n à (85), donc
r r \ /^5 /^ /* ^-i-^ ^ :. , . ^ .

1 / =0,<n 2 / / e 2 |/(^)!|J(^|^A}
fc/ ^D; ( J ^ÎSi Y

<0 n'̂
Ô j ^6\/H . tt9i Ï—Q r ^ÊV'/Ï

r 2 /( L"-<-^
]^o(.-f)e 2 | /(^/)|^ ^0\n î;=o(I)

grâce à l'hypothèse â^> 2, car on trouve

fe't|^'T\f(u) 1 ̂  ^^'"'^-"'[•/(M)]'^. 26^=0^).

t^ '..—.i?111^/^ 1 , 1 , •' \ 1 ' ' 1 1 ; . , 1 ,. -, •"Jl : . •—e \/ n ' • . / , . , . : ! ' , . . ! / 1 . - ' ! ' ! :' : ! 1 ! : . 1 1 1 1 . ! 1 : 1 1 1 1 1 ..
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Finalement, pour â^> 2 on a trouvé

îims^=lim f f e-^^ fW f^)S^ (u^) du d^.
n==oo n=<x> J ,/y _ •

II est bien connu (•1) qu'il suffit de prouver (83) pour les fonc-
tions continues pour l'avoir démontré pour toutes les fonctions à carré
intégrable (avec le poids ér '̂). Par conséquent, nous pouvons supposer
fÇx) continue sans diminuer la généralité du résultat. Cette hypothèse
n'est nécessaire pour la démonstration que dans l'intervalle fini
(_A, A), où A est aussi grand qu'on veut mais fixe/car dans (A,<?\ /^)
par' exemple nous avons pour \u — ^ ^s

e-^S^(«, p)==0(v^)

si i u —ç\<—, tandis que pour u — v \ ï —r ÏTOUS employons l'inéga-t- t '^^ 1 r ^ ,

lité
^s^iu ,^)==o/——I——

VV/i5!^-^0^.

Ces inégalités permettent de prouver, en supposant en outre que
dans A^ u \ ̂ e ̂ n on a pour [ //- — ^ | ̂  £ : -

que
f^)==0[\f(u)\] ( | ^ - ^ | $ € )

r^'e^f^) S^iu^) dv= 0[ [f(u)\V
^u—e. 1 , • 1 , 1 1 1 1 1 1 ' 1 - 11- 1 1 1 ' 1 . ^ , 1 ^ , 1 1 1 1 . 1 ; 1 . 1 1 1 1

Donc

r^e-^fW du r^e-^f^) S^(«, v) d^o({ >-"'[/(«)? du\,
•/A ^u—e v A /

ce qui peut être rendu aussi petit qu'on veut par le choix d'un A suffi-
samment grand. Vu que lim '̂ diffère aussi peu qu'on veut de celle

: r'iss oo . 1 ' , ! 1 1 — !. , \ • ! ! ! •- , ' , 1 - 1 - - 1 1 1 - 1 - 1 1

( 1 ) STBKLOPF, Sur la théorie de fermeture, etc. (Communications de rAca-
démiedes Sciences, Rétrograde, 8e série, 30, 1 9 1 1 , théor. V-VH).
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de'f'?':

lim 5^= lim f e^ j\u.}du f e-t•ï/(^) SI,°'(M, P) du
rt ss oo 1 /ï == w i j l_ 'A, ! - y _ £ ! !

pourvu que A soit assez grand, il suffit, de déterminer cette der-
nière. Or,/(a?) étant continue dans \x\^A+e, on trouve en posant
y(^):==/(îi)/[i+y](^ (/')] et en choisissant £ assez petit pour avoir
]ï](^ ^) <TI:

UA /,«•+£ j

lim3i°^ lim e-^/Hu) du l .e-^ ^ { u , 9 ) dv\
- »:=(^c w=w A ^-Ê )

-4-y?0/ f e^fn^dul ^^IS^K^^1)!^)-
\J_A - /-^ -/''-A

1 Lesco-nstântesde Lebesguep^(^) étant bornées dans leur ensemble,
le dernier terme est 0(y|)et il peut être rendu négligeable, en choisis-
sant Y] suffisamment petit. Quant au premier terme, on a {voir § 4)

donc

» u +• e /» +
lim f ^s> S^' ( u, P ) d^ = lim ^ 6--^ S^ ( ̂ , »' ) h> = i ;
n =00 Jy__g , »=^ t/......̂

,

 1 1 1 1 ' 1 , , 1 ^ 1 : ^.
lim 5^== g ^--^[/(^)]s^.
M=:w J^A

Or, pour diminuer autant qu'on veut la différence des deux limites
lim^'et l im^^, il suffit de faire tendre A vers oo, d'où enfinJ n f

^ • • ! ^^ 1 ^ ! ! / ! ' , - ^ . !

îim^^/ €-"2[/(^^)]î:d^^ ' ( ^>a) , , •
^ , ! . /î.=== w ; ^ J_ ̂  ^ ! ' ! ' ! /

ce qui prouve ta convergence de la série étudiée et détermine la valeur
de sa somme :

!' ' • f+^2[/(^)P^=/^+/?^^ ,
' 1 1 1 - ! */—,« ' -.1 ! ! 1 1 , 1 ! 1 1 ! , 1 1 1 / 1 ' ! ! / 1 1 ' ! ! : , ' •

Ainsi le théorème :de Parseval est démontré sousTumqufe hypothèse
d'intégrabilité des produits ̂ ^^f^). ei.er^.g^.^x),
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VI. — Sommation (G, ô) du développement suivant les polynômes
de Laguerre an point-frontière A- == o.

Les inégalités (27) et (35) permettent d'étudier l ' influence de l'allure
de fÇx) à l ' in f in i sur la sommabilité (C, o) de son développement

w

(86) fW ~V rT^^2—^?^^) f"6-" "'/(") 4?'(") du
-—an. A ^ /< -+- (7, -+-' 1 ; J^
^==0 •

au point-frontière ;r == o, c'est-à-dire sur la sommabilité de la série
numér ique

(8^ 1 ^(°)-2ïTor^
/i^=0 ' 1 °

• Szegô a démontré la sommabilité (G, o^> a 4-^) . de la sér ie-(87)
pour/(.T) intégrable (L) dans tout intervalle fini pourvu que l'on ait
f(x) === Ot^01"] pour<r •"->-• oo. Il suffît de:considérer quelques exemples
particuliers pour voir combien gênante est cette dernière condition
relative à l'allure de f{^} à rinfinL Soit par exemple

.'»•-*
/(^):=.yP^ (p^o). , ;

Le cas ? < o est éliminé car alors /(o) serait infinie et la série (S^)
ne serait plus sommable,,0n a ! . 1 : : : , ^

1 1 ( 3 8 ) 1 ; 1 1 1 1 ^ . . . 1 1 1 : 1 , 1 1 1 1 ; 1 1 1 1 ' : 1 '/'^^-^^^J,^ • ^ , . ^ : ' 1 1 1 1 ^ 1 ^ • ' 1 / 1 : - . 1 , : 1 • ' ; 1 . 1 : 1 1 , 1 .
1 1 1 - 1 1 1 1 1 ' 1 ' 1 , 1 ^ 1 . 1 û 1 1 / 1 1 ! 1 1 . ' 1 ^ 1 , 1 ' 1 1 1 ; 1 1 • - - , 1 ' 1 1 1 1 . , - : : : 1 1 1 1 ; . . - / . 1 1 1 .

o ù 1 1 1 1 1 : , 1 1 . ^ ; ^ ! ' ! ! 1 , 1 1 . 1 1 ' 1 1 1 1 . : 1 1 1 1 1 ; ' 1 1 ! 1 ' : 1 ' ' ' 1 ; 1 - 1 \ - 1 1 ' . 1 1 1 ; 1 • : 1 1 1 : 1 : 1 \ 1 1 . . : • / 1 1 ^ 1 1 \ , ' ' : : - 1 ' : : ' ' 1 1 1 : - 1 ' ; 1 1 1 ' :

• , ; /^L.^^oî.^A^)^^.^

car les polynômes L^^) sont orthogonaux daiis^Oy oo) avec le .poids,
e^x^' et l'on a' 1 1 ', 1 1; .. 1 1 , ' ,' 1 ' ' 1 1 1 1 -1 ' ! ! 1 1 ' . / • 1;1 ; 1 : 1 1 1 1 1 ,'/ 1 •1.
' , . 1 1 1 1 1 1 1 1 : , 1 1 1 - 1 1 1 1 ' 1, ^^.^^^[^(^l^^^A^irCa^ 1 ' 1 1 , 1 - . : 1 1 • ; 1 . 1 1 1 : 1 1 ^ , , 1 1 ' :. '

1 1 / 1 ' ^ ^ '! ! ! 1 ; . . ! - ° 1 ^ . :'1 . ! ! ; : 1 • 1 1 1 : ! , 1 \ 1 1 1 . 1 1 1 11 : ! . ! ! . ' ; 1 - 1 1 1 1 / • 1 1 1 ' 1 1 ' •
1 , 1 1 ! Ânn. Éc. Norrn,\ (3), X-LIX. '—JmLLKT 1932. 1',., 1 , 1 1 1 1 ; , ' 1 1 1 1 ^ , : : , ; 1 1 1 : 1 1 : 1 1 . ' ;:1^7' , 1 ^ - 1 1 1 1 , 1 1
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On en déduit
^ _u r °° •"]

T^^î^cfHyio)^^ e ^^^[^znLW(u)\€lu
Jû L o J

^ aa+p+i r(a + (3 + i) (i — ,^)P(i + ̂ --(a+P-H).

Par conséquente en désignant les sigma-sommes d'ordre o de la
série (88) pour œ == o par a^\ on trouve :

.00

r(a + i)^ .5" o^)=: a^-P-H r(a + i3+ i) (i — s)P-5-1 (x 4-^)"fa-+-•P-+-l)

0

J^où leur expression approchée

^(a+i)^^^^?4-1!^^-^-^^!)
! X^^-P^A^CI^Ê^+^M^I^A^^Ï^^

et enfin celle de la moyenne s^ = °—
A./,

^= H^ j î^j^ ̂ p (I + £-1)+ ( - ï )' • 2^M4-1 ̂ "^^I ^£-) t-
Cette expression prouve que l'on a pour p ^> o

l im^==o, (â>(3+a) , : •
1 - 1 /l == eo !

si §^>a+p, la-série étudiée n'étant pas1 sommable (C» â^a+P). Le
cas ? == ï- donne ainsi là sommabilité (G, o^><y. -4- ^ ) au point .r = o

' 1 1 1 1 • ! ! ! A' , ! ! , 1 ! . 1 1 ,

du développement de f{^) == e1 \jx qui, à rinfini, n'est pas Ol^005].
Pour ? == o, on a de même
, , ! . : , . , 1 1 , ^ !; . 1' , 1 îim^=i . 1 (â>a).: ' :1:. 1 '\ 1 ' ,1; , . ! !

'11 ! ^ • %==<» ! ' ! ! ! 1 1 ! 1 , ! ' ! ,1 , ' !

La condition générale de sommabililé, S ̂ > a •+• p, prouve l'existence
de fonctions continues dans tout intervalle fini et monotones dans
(o, oo) dont le développement (86) néanmoins n'est pas som-
mable (G, à) au pointa? == o, quelque grand que soit 8 fixe.

Ce fait posele^problème de l'influence de Tallure de f^) à r inf ini
sur la sommabiïité (C, o) de son développement (86) au point x == o.
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Pour â ^ a + - le problème ne se pose pas : Szegô a démontré cpe les
constantes de Lebesgue p^ relatives au point x === o

p^=f e-^IS^O, ̂ .)!^
^0

où s^ désigne la moyenne d'ordre 3 de la série-noyau

o-i^^^.)L"(^L^^
de(86), augmentent indéfîniment avec n—^oo si 8^ a + --Donc, d'après. (N ^ . 1

2

le théorème bien connu deHaar, l'existence de fonctions continues par-
tout et dont le développement (86) au point x == o n'est pas sommable
/ ^ o < a + i ) est certaine. La divergence des moyennes d'ordre

3^ 4, L reflèle la structure du système orthogonal co-nsidéré.

Mais pouro">a -4- ^ ces constantes sont bornées dans leur ensemble
et ceci a permis à Szegô de démontrer son théorème cité au début : le
système orthogonal ne s'oppose pas à la convergence de moyennes
d'ordre o^> a + ^- Observons que les fonctions f{x), telles que
pour x ~> oo on ait

/(^y^ot^^^^ (£>o),

n'empêchent pas la convergence de moyennes d'ordre o ^ a + 7 - Eu
effet, la somme partiel le/,,,, de (87) s'écrit , ./ — ' \ ' , :

Or,

donc

n ! .- ! - . ; , - ! .

F(a -+i)fn= Y. f "' e-1 u^f(u) L^(u)^.
o Ja

1 1 1 - 1 1 ^ • • - 1 ' . •

^4%)(u)=4?^(u),
1 1 1 1 , ^ -'0 ' '1 . 1 ' 1 1 1 . 1 1 , ,

r(a 4-1)7«= f e-" ""/(") V^(u)du,
i/o
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et en général la 7lième moyenne d'ordre 5^ /^), est égale à

Â^T(cc^~i)f^==f e-ltu^f(u)U^+ï)(u)du,
<J r\

car

^A^L^(^)-L^^(^).
0

Soit donc/(.r)= o[^v2""" /J, £ > ûy et considérons l'intégrale

, ' 1 ^==n~sf È•^<^/(^)L^+^(^./)^,
1 1 - 1 ! "A 1 ^

ou.A'est aussi grand qu'on veut, mais fixe. Grâce à l ' inégalité ('27),
paragraphe 1/on a pour tout A fini

.^.ÊU^~-I~-4^^kn • ' ^ r.^i ^.e.u T î l dfl}
J^=^/'e-^|/(«)|iL^^(iQl^=0< / ——7——7—r"

J. A ^M-i) |
donc

lira I;,' ' == o pour <3 > a -4- —,

tandis que pour â== a + ~ > I/,1'1 peut être rendue aussi petite qu^on
veut en choisissant A ^ A o ^ y • o ù A^ est suffisamment grand. Pour
^^>n+a4-â"H, .ona

/ .3 // \ /(
•(35)' , . • , - ; , \V•^}}{u)\<, l—^. . .

Soit ^ égal à la racine de l'équation
1 : ' ; • : , . ' / ; / : £ = = 4 ( ^ - 4 - l o g 2 ^ 1 o g A • ) , l ! , ' • . , : ! -

alors on a pour u^kn,
::/ • . . 1 ' 1 1 . • 1 1 1 1 i 1 . . ' 1 1,. ' . 1 ^ 1 1 ! -£" . . ! 1 / ' ! 1 1 ' . - 1 1 1 : : 1 1 1 1 1 1 . ' /1 ' 1 : 1 1 1 : i i l . 1 ! , 1 1 1 1

^ 1 1 ,; . 1 \ 1 1 , / 1 1 ' 1 1 :: (su)^u^e 4 ^ A 0 ' / 1 1 , . - / l.,ll:v:ll; 1 ' , 1 ; : : ' • . 1 1 , 1 , 1 •1 1 1 1 .^ — — / — , — — < — — — / ^ • (u ï / i ' n ) , 1 - ! ' , . -ni /î5 , 1 - 8^1^ a v ~ n . . '
, 1 1 1 '. -/ 1 ' 1 • • - 1 . ,, 1 : - ! .^n' 2 ; 1 1 1 , 1 . . : , 1 1 1 1 , 1 . , .,' . ;'::• 1

ce qui entraîne
' l l i l : ' 1 1 1 ! ^w ^E^ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 / ft i h\ ! ! !

. -• 1 1 • !, n-^:, ^ ^^IL^^'^^t^^O^^^^^ ^ / . ' ,'/,,,1:
• , ! • 1 1 1 1 1 - • 1 ! , , J Ït-n ^ 1 : 1 1 1 ! ! ; 1 ' 1 1 ; . , 1 1 , 1 , 1 1 1 1 1 1 . ' , 1 1 ' 1 ' ! ! . \ 1 1 1 •

c^est-à-dire
; 1 1 , . 1 1 : : ' • : 1 \ •ll^''llil^ll=lln-8111.f;^ rfa=o(i),

. . 1 1 1 1 ". 1 1 • : -1 .. ' 1 . 1 , 1 1 ! • 1 1 1 , 1 J kn 1 , ^ , : ' ! 1 1 ' ; 1 1 1 1 . ^ ' • ! ! 1 . ! . . . , 1 ! ' .' 1 ^
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vu que o^a 4- -• Ainsi, on a démontré que l 'allure de f{^} n'a aucune

influence sur la sommabil i té ( C ^ â^a + I ) de (87) si, pour^-^oc,
\ " 2 /

'/(^)=o[^(i"£)] , (c>o) .

L'exemple de la fonction e^ avec q > î- prouve l'existence'de fonc-
tions partout continues et dont le développement (86) au point ^==0
n'est sommable pour aucune valeur de S. En effet, on prouve facilement
que dans

^-^z^H?^^) (q<î), • •
0

on a pour Cn l'expression explicite suivante :

<"-(-^<T^J^=^.

d'où la non-sommabilité (C,8) pour aucune valeur de o de la série de
terme général c^L^o) si y>^ - Ainsi , le problème posé est délimité
par la condit ion que l'ordre de crotssance de/(<r) pour .r-^oo doit

.y , 1 / ! 1 -

être celui de e^ X(.z?), où la fonction croissante l(x) est o(^) quelque
petit que soit £. Nous allons montrer que la condition

, , j(^)=o(^^P) • (PM..; „ •;. ' , .
imposée à rallure de f(^) à l'infîni assure la sommabilité (C, S) de

la série (87)pour3>a4",^+ î^ : - : 1 : ' 1 : 1 1 1 1 ' 1 1 1.1; l l i l 1'11 1 1 : .1 1 ' 1 1 1 1 ? 1 ; 1 ' ' ; : 1 1 ;

, En effet, nnégalité'(35) prouve que l'on a . : : ; ; • 1 ' : ', : : : . , : - : , • , ' ; '1 ' , / • 1

" ^ . 1 .- 1 1 1 1 . 1 1 1 : 1 1 1 ^ . ! 1 1 , 1 1 1 1 1 1 1 1 1 r f^^^ a^s^ -.: ^ : 1 1 'T 1 1 ' ; 1 1 : 1 ;

n^ ] 1 1 ;<?w^al/(^)L^+l])(^)rfall•=0 \ e ^u .:^ ^l /(^) | ̂  , .̂,,.
J/^ri , / 1 ; 1 1 ! / 1 , \ 1 , _ , 1 : 1 : 1 1 : \, - 1 1 1 / 1 1 1 , , ' u^h^ , y1 1 , , , , 1 1 1 , 1 ' 1 ^ 1 1 ' : ' 1 1 . 1 . • - ^ • . J 1 1 1 1 : ; 1 1 - . : 1 1 . 1 1 ' ,

où AO est la racine de l'équation ^ === 4(ï •+• log2 4- logÂ:),, car pour
u^k^n, on a , 1 ' 1 1 , 1 1 ', 1 . : 1 / ; 1 1 '.; 1 1 / ; 1 1 : : , 1 . / ; 1 , 1 1 1:' ,' ^ 1 , , • 1 , 1 1 1 1 ' 1 : ; 1 1 1 1 1 , 1 - 1 1 : : ^ .'.1 : : 1 ' . , : ' , 1 ' 1 1 1 : • 1 / \
,^ ' • 1 ' 1 , ' . 1 1 , 1 1 \ ' ; , - . : ^.^-s^^^^^jL^^ lll'll:l'l;llrlil' 1 1 1 . " ' 1
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Ensuite, l'inégalité
( u a o i a ô :i \

( 27 ) , , H?4^1) ( a ) = 0 ^ f^ + tl 4 '4 iF ^ ~ 2 "" ̂

donne pour l'intégrale étendue de A à ^n :
a o ' ;s

^.2 2 4 du/,AVt J /,o//. _ M , 2 2 4 7

7i-S / ^« r^/( «, ) L^^^') ( u} du = 0 / e ï\f(u)\ ———^
J^ J^ . ,j^-(^,)j/A | ̂ A •• .jl0-!^.

Vu que o;>a+ •I et que ^O(Ti), on en déduit

- Y^'o"- . r /^"o" -•M i / ' ^ / \ l / / / / ^
. ' ! • 1 ^& / e-M^/a/(^^).^a4-o+I^^)^/==0 f ^ ajAi^J^ .

. J. ^ • . [̂  ^-^ J

Par conséquent, il suffît de supposer" l'existence de l'intégrale
définie

/. e~^\f(u)\du ̂
ô •— a 4" -

^- t>î

pour pouvoir réduire autant qu'on veut en valeur absolue la contri-
bution de l'intervalle (A, oo), en augmentant suffisamment la constante
positive A. En pârticulier/rhypothèse

r ^1
/(^)==0|e2 J (^^oo)

assure la sommabilité ( C , o ) de (87) pour tout o>a-+--1 . On voit
1 1 , ,, 1» 1 , ' ' ! ! - î2l ! ,

ainsi que la condition/^) == O^0'0] de Szegô est remplacée par celle

f(x)^= ot_^J. La loi de rinnuence de l'allure de f{x) à l'infini est la
suivante : Le développement {^ç>) de f(^) est sommable (C,o) au point
.x === o wec la somme f (^r 0} pour o > a + p + ̂  ,• n Von apour x -> oo,

(89) jc^ï^ol^P^].

Pour prouver la portée de cette condition, considérons la fonction,
continue dans tout intervallefini et vérifiant la condition (89), sui-
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vante : ^^i^^.
n=l

Le numérateur est û(^e2"), donc Fp(.r) vérifie la condition (89). Elle
est continue, la série (90) étant absolument et uniformément conver-
gente pour tout .r fini. Pour écrire son développement (86), il suffit
d'observer que l'on a

L[-^<!<,)-iA[:j"^)lLs(.),
W=:0

d'où
00

(9 i ) F?^)-^^1^1^
0

avec î,.-,<»i)^A[,±^)].
rt!>/n

On a évidemment 1 -+- s
y(P;:=/rr^(mî1)2 (i + £m.)

et, par conséquent, le (m!)^ terme de (91) pour x=o, ̂ ,(o) est
égal à ^ ^ • •

^,(o)=y;P;I.^i(o)^m^(m!)^?A^(x+£.n)
o Ï ! . ! !

, • . • ' a-^p4"1"' ' •
' ; . ^ ' .. i^^————.(^^ ',

' ^ . , . ! • ' ! . ; ! , '! ! • • ! , 1 /nB^(a"+• i) 1 1 • 1 1 , 1 : .
etainsi, 1 1 , 1 1 1 ' . 1 1 ' 1 1 1 : 1 ' 1 : 1 ' 1 1 . 1 ' 1 ' . ! , . . , ' :, 1 . 1 i i i l l i , 1 . • - 1 ^ ; -

-»^=° ^"-P-Ï1 1 1 mrs1» \ "v' ' } 1 1 1 . . \ , , , . . , , , ., ,

seulement pour o^a 4- p + ^- Ainsi, la non-sommabilité

, fc, 0 < a + p 4 - ^ ) :
\ : î / . /

de (91) pour a; ==o, malgré le fait que lafonction développée Fg(.r)
vérifie la condition (89), est prouvée. Il serait intéressant de prouver
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que la condition (89) assure, pour (3 >• o, la sommabiiité

fc, â=a+6+ ^V
\ ' a/

. Dévaluation de l'ordre de grandeur du terme général de (91) est
possible aussi pour x ^> o. Grâce à la formule approchée pour ]u^(x\
on trouve pour u^,(x) :

a i __ .ï: « a i / ,- , \ 1 i
^ ^ e î iiw. {x ) V/TT = w21 ( w ! )' ^2 + ̂  cos 2 \fm \ ac — ( ^ 4 - ^ ) 7 : +0(1 ) ,

( L \2 4/ J '

ce qui prouve que la série de Laguerre de Fp(o?) n'est nul le part som-
inable (C, S < P + a + ^ J- Cette 'divergence des "moyennes d'ordre

S <^ P + - + ^ est dueà l'influence de l'allure de /(^) à l ' infini sur la
sommabiiité (G, ô) de la série de Laguerre à l'intérieur de l'inter-
valle (o, oo).

Nous avons démontré que l'existence de l'intégrale
r^ ^ \ ! ^ô-3 .

. • / e l2|7(^)|^ '-du<G
1 , 1 1 . " a ! , ^ ! ! ,

assure la sommabiiité (C, o) de la série de Laguerre pour x^é o, nmais
ce sujet sort des cadres du présent travail et il fera l'objet d'un autre
Mémoire. Signalons seulement que le polynôme de Laguerre est le cas
limite du polynôme de Jacobi. Or, on connaît que les phénomènes
d'influence de Tallare de la fonction développée sur la somma-
biiité (C, S) de la série de Jacobi sont très compliqués (4) .

En terminant, formulons sous la forme d'énoncés les divers pro-
blèmes posés et non résolus dans cetravail. Il serait notamment inté-
ressant de préciser s'il est vrai que :

a. La conditionna?)^ 0\^2}estlnsuffî^ la convergence
de la série d'Hermite def(œ) et de fonctions continues dans tout inter-
valle fini et vérifiant cette condition existent, dont la série d'Hermite

(1 ) Voir notre Note aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences^ i. 192,
séance du w avril iQBi, p, 915-9x8.



RECHERCHES SUR LA SOMMABILITÉ DES SÉRIES D^HEBMIÏE. 2 ï^

diverge pour X=XQ, quoique f(^) vérifie dans ( ^ o — ^ ^ o +£) les
conditions usuelles de convergence;

/ Î6 \
6. La condition /(^) == 0\^2 J ^ l 2 3 0 / suffit pour assurer la somma-

bilité (C, o) de la série d'Hermite de/(.r), si 3 = a et a> o;
c. De fonctions continues dans tout intervalle fini et vérifiant pour

/ ^\
[;r| ->-oola condition /(»==== 0 \e' /existent, dont la-série d'Hermite
n'est pas somm.able par le procédé de Borel en ' un point x=x^,
quoique au voisinage immédiat de^==^o/(^)s>atisfaî ta^xcon^i t lons

usuelles de convergence ;
d. De fonctions continues dans (— a,a) et vérifiant la condition

/ ^ \
f(x}-==. 0\e ' x\^) existent, dont la série d'Hemiite n'est pas SOTO-
mable par les deux procédés de Borel et (C,§) superposés, si S<a;

/ ^ \e. La condition /(^) = O^'l^^/ assure la sommabilité par les
procédés de Borel, et (C, S) superposés si S = a.
/. De fonctions continues dans (—a, a) et monotones, vérifiant la

/ ^ v
condition /(» == 0\^ x\^) existent, dont la série d'Hermite n'est

'pas sommable ( C , o = = a — " ] ;
£-. De fonct ions c o n t i n u e s ' d a n s (o, a\ vérifiant dans (:o, £) les- - / ^

conditions usuelles de convergence et ponrx -^ co celle/Y^) =0 \^ 2 / ,
existent, dont la série de Laguerre au point ^===0 n'est pas som-
mable (Cy o) pour o == a +-^; . 1 , , . 1 ' ,. 1 ; , 1 , : . \ , , ,

• ! ! ! ! ! • ! '" 1 ' ! : 1 1 1 1 ' 1 1 1 ; 1 1 / 1 5 . : 1 A ' 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 : ' 1 1 1 1 1 ! • 1 1 1 1 1 1 1 1 1 :

• h. • La condition /(^).= 0 ̂ '^^J, • i ' ^ >;<>. •pour x ~~>. oo suffît pour
'assurer la sommabilité (c, â= a:+ p^-+- ^ .de/Ia gèrie: de '"Laguerre :

1 1 1 1 1 - 1 1 1 1 1 1 1 1 : 1 1 1 1 1 . 1 1 A- . , ; ' 1 , 1 1 1 . • 1 1 , ' . 1 1 1 • . 1 " ^ • : ' i - • i . i i i • : i 1 : : 1 1 1 1 1 1 . .1 1 , ,1 : ^ ! •1 • 1 1 - 1 1 1 1 .,

de/(^) au point x^ u, si /(.zï), est intégrable(J?) .dans tout intervalle
.fini; 1 ^ ^ ' 1 1 1 1 1 . ! 1 \ 1 , • 1 ' ' ^ 1 ! 1 , 1 1 1 - ' 1 . 1 1 1 1 1 . : 1 1 1 1 il • y 1 : 1 ; / 1 1 1 1 ; : 1 • ; , • 1 1 . 1 , • \ 1 11',1:/ ;'; :11 .1 1 1 : : 1 1 ' • 1 1 ' . 1 1 1 ' 1 ; . 1 1 1 1 , 1 1 .
' i. La condition /(^) = 0 (^^).^.> o, '^our;^^^ suffit:^
rassurer / la som^mabilité (C^â) aveu o=== J:-{-p-i-,|de',la^. .série, ::de^
Lagnerre de /(^) en un point inteneur x > o de î'intervâlle^^^^^
si/(.r) est intégrable(^) dans tout intervaHe fini e tcont inudans (o,e);

Ann. te. JVorOT./(3),XUX. — JUILLET 1932. ^
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/ -i\
j\ .La condition /'(^s) ==== 0 ̂ e ^ } pour ^ -> oo (cas où ? == o) nassure

pas la sommabiHté (C, o) avec o = = = ^ - j - - d e la série de Laguerre
de fÇx) en un point intérieur x^> o, si f(^} est intégrable (.X?) dans
(o, a) et continue,dans (o, £.).

NOTE.

La solution de la première des questions formulée plus haut.est
donnée par la fonction suivante :

' ! ' - ' V ( r } — ^ V rl n^^•(x)
. 1 , , • • v / ~~ 8 | x \ ̂  m2 4y^r[cp(w) -^T)
' ' 1 , 1 ! , /MS: 1

où ç(m) == 2^. Grâce à l 'inégalité fondamentale (29) on constate que
pour \x ->-oo on a

/ ^\
F(a')^0\e2).

Le développement formel de F(^) en série d'Hermite s'écrit
. t "'\n-hi /.JJ_^ il /,..\w--< y î Vî.-i"i /.

W 1 ;,F(^)^L_^,H^.,)^/'/z! A la /n•J• ;5

OU

. ' , 1 1 - r | y ( / - }4 - 3 [
• 1 ; , , ! _^ î ^ i • [ _ ' • / , '2 J

-, ' ,, icn^~i2^ ̂  '̂̂ F}:Tr:''"̂  ^, • '; . 1 ! . ; ! ^'==t . ••

Malgré le fait que le1 terme général de-la série ('92) tend vers zéro
avec! 71 ~>ûo .cette sém diverge pour ^ == o. L'étude directe de la1

somme partielle ̂ :=,y^^ de la série numérique

^-i 4^ "•"<»' =-s î^
1 . . - ! ^ ! ! ! ° 1 1 1 ' . 1 ! 1 1 . , ! ! ! ! . : 1 : 1 1 .^ 1 i l ' 1 - 1

prouve que cette divergence ne provient pointde l'allure qu'accuse V(x)
au voisinage du point ;r==o et qu'elle est due aux régions a Tinf în i
dans l'exprçssioîi de^a'/i' ' . : : : ':.'. ..: : , . ' ' : ,

: 1 1 : / 1 1 1 : 1 i;rûQ l l i l 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 : 1 1 ' 1 1 1 1 ' : 1 1 1 ! ! 1 1 1 1 : 1 1
f^^/.^^^Ft^ïS^Ko,'^11)^.. 1 1 , 1 1 1 . 1 , 1 1 : . 1 1 1 ' .S,n==S^='2 ] e-"2F(K)S,<),'(

1 - 1 ^û ' : , 1 1 1 1 1 1 : 1 1 . 1 1 - , ! 1 !' 1 1 1 - ! , • ' ; •' 1 1 1 1 1 1 1 1 1 • 1 ; . : ! ! , •
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Pour prouver la divergence de (92.) pour x == o il suffit d'établir
celle de la suite partielle <s'a^). Or, on démontre la formule approchée

ïî -4- ï r / .
S^{rn=~~- ————.Iog2-1-o( î ) .V/TT

Ce résultât se laisse démontrer à l'aide des valeurs des intégrales
définies suivantes :

/T <ao

f e-^l : L^M. (^H^wiu')'
^o

,,!/n!4———log ̂ -^ .[Gr^^+ool (,n^n),
^n -— \/ m l 7r J

( n \ )2 ̂ r^-11 og /i. J- + o ( i. ) ( m == n ),

ainsi que
H^̂ ^ ( o) H î (oj ' (^^^),

2 f^^i^C^îH^C^.)^.^:^ ^ n-m^ ;r". î

. </(» a^!\/7r (w==n).

Ces valeurs'permettent d'établir les relations

, ̂  r^ __^^:1^^^^ ̂  ) H^fm^î ( u )__ ̂  - n ( r ) (m^^), ."m —j ^<p(w)+<pirt) rf y ( /o +1] r ( 9 ( m ) -+- ï. j ïî'
mais

o-^^/r'Iog-^OCi),
et ainsi

! ' ' , -^_y^-^îLt2iog2+o(i), :
; , ^nl" ! ^.Z^n^-~ ^/n b l ' v / 5 , „ ,

! ! • m == 1 ^ ! ! ! ! ! ! ! ! . - ! ! ! 1 . 1 1 1 - 1

d'où • ! ^ ! ! 1 1 ^ ^ , , 1 1 1 1 1 1 ' : : ' , , . 1 1 1 : 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 - 1 ' 1 ' i 1 1 . 1 1 1 1 - •1 1 : : ' 1 , ' 1 1 1 1 1 ; 1 ; ' 1 1 1 ' 1 , 1 ; 1 1 . 1 ':
. 1 1 : . ! lîm ̂ ç^)=l^n'l• «^••'-i-i^2—'oo.;11'1:, , ' ; 1 1 1 1 1 - /,.'

Cette Note ,a été ajoutée après la correction des épreuves.
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