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UNE PROPRIÉTÉ
DU

DISCRIMINANT DES CORPS ALGÉBRIQUES
PAR M. JACQUES HERBRAND ( 1)

THÉORÈME., — 9" étant le discriminant par rapport au corps k d'un sur-
corps' relatiwnent métacyclique K de degré relatif V, on a & == o^a),
où y.,est un nombre tel que : ,

a. a = i (mod. b), b étant le plus grand idéal diluant 4 et premier
'à S". , , ' . , 1 ! ' ! ' ! 1 , ! ! ! - ! . 1

b. Le conjugué de a dam un corps réel conjugué de k n^est négatif
que si le conjugué correspondant de K est imaginaire et si N == i (m od. 4)-

.Remarques. — 1. 3 est divisible au moins par le carré de ceux de ses
idéauoû premiers qui divisent ï.

Cette remarque est vraie pour tout sur-corps galoisien et résulte de
la formule connue de'Hilbert donnant la puissance a laquelle un idéal
premier p intervient dans'le discriminant : cette puissance est '

^^}^{î^~ï)^^}+...]

où ef, e^ p^, p^y . . . sont respectivement les degrés 'des CToupes de
décompositiony d'inertie et des groupes successifs de ramification, et
où €fg=^ N, 'I/erpôâânt de cette puissance ne peut être égal à i q:ue
si /== g === ï , e = 2, p^ = i,, mais ceci est impossible -si p divise'2, car

1 (1 ) Ce Ménaoîre était pa.rliellerD.ent Tédigé -au ;œoïnerit de.la 'mort tragique,de
mon ami'Jacques1 l'.i.erbrand.1 J^ai a. ch'evé'lâ ̂ rédaction1 de/ce. Mémoire11 .diaprés les:
brouillons trouvés, dansées papiers.. : 1 1 1 1 ; 1 1 1 1 - 1 1 1 , 1 , ^ 1 1 ; - •\'Claude CHEVALL]EY. 1 ;1 •

1 1 1 1 ' 1 Ànn, Éc.Norm.y (31),'XLïX.II:—IIIAvBï]L:^932.''.l^ 1 : 1 „ , Y .11. '1: ' . ; 1 i ' 1 1 ; , 1 1 1 '. . 1 1 - 1 1 l l: l l : l,, ::r i41• 1 1 . 1 1
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alors p= 2 etp^ qui est, comme on sait, -la plus haute puissance de p
divisant e, est égal à 2.

2, Prenons pour k le corps des nombres rationnels/alors :

û. Ou bien S'est pair et, d'après la remarque !„ 5 est divis ible
par 4.

b. Ou bien 5 e s t - i m p a i r , alors, (Paprès le théorèmCy & = = = ( « )
où f / s= ï (mod . 4)? ^ n'étant négatif que si K est imaginaire et
N ^ 2 ( m o d . 4).

Nous avons jusqu'ici considéré 3 comme un idéal ; mais 'quand le
corps de base est rationnel/on sait que l'on peut considérer le discri-
minant comme un nombre, à savoir le ^carré du dé terminant

[c^5) - (^/==i, 2, ...,N),

les co, formant une base des entiers, les cof j étant les conjugués des co/.
PQlir appliquer le résultat précédent, il faut trouver le signe du, carré
de ce déterminant. Or, si nous prenons pour les co/, non plus une base
des .entiers, mais un système d'entiers indépendan t s quelconque,
[co^l2 e@t multiplie par le,carre d'un entier rat ionnel, doricï son signe
ne change pas. Posons donc

1 1 1 ' ' / ; ; ^ : \ 1 ' 1 1 • : 1 1 ; ; 1 1 : . • : ' ' 1 ' 1 1 ; : / ^ , ' . . : 1 ', ! 1 ; 1 ! 1 1

û}i, cDa, . . . , <o^ étant un système quelconque d'entiers indépendants.
Nous allons'montrer que / n'est négatif que ^i K est imaginaire,,
et N =s 2s(mod 4); l^ous supposerons K g a l ô i s i e n . 1 - ' " , 1 - ' .

a. Si K est réel, | co^ est réel, donc/positif.
b. Si K est imaginaire, soit K le plus grand sous-corps réel de K.

On a K= K(Va)^ pour un a de K qu'on, peut1 supposer entier. Soit
^,Fa, ...,^ une base des entiers de K. Prenons pourco^ oj^ ...,<o^

"i^ ̂ systàwê1^',1^^...1. .,:;|A^' y.^.^^ . ,^ ̂  ̂ /a. Si l 'on, calcule | c^l
1 1 , ; : 1 1 / 1 1 1 1 1 1 , ; - • , • 1 1 1 , , 1 1 1 , 1 1 1 i !1 ' , l l i l : 1 1 , 1 , ! ! ! T) ' ! ! , ! -11 1 , i , 1 1 1 /' '

et qu'on élève au carré, on trouve sans peine^

^J^l^;!4^^)^^
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l ' indice supérieur j ind iquan t les différents conjugués de K, N(a )
désignant la norme de a prise dans K par rapport à /c.

| [j^l2 étant rat ionnel , j [j^'p est ^> o. a et tous ses conjugués sont
négatifs, carK et tous ses conjugués sont imaginaires. Donc, l'expres-
sion étudiée n'est négative que si N ̂  2( mod .4 )*

NOUS avons, en résumés démontré que :

a. Le discriminant (F un corps' algébrique galoisien nest négatif que
si ce corps est imaginaire et si son degré est congru, à 2(mod. /i)-

II suffît de comparer à ce que nous disions au début de cette
remarque pourvoir que nous retrouvons dans le cas particulier d'un
corps métacyclique le théorème de Stickelberger-Scliur.

h. Le d,i s cri minant (/.''un corps algébrique est congru, à o ou à
ï (mod. 4)-

La dénionstratjon qu'a donnée Sç'hur de ce théorème est, infinipient
plus simple que tout ce qui précède; mais notre seu'ibiit étîut 4e
montrer qu^en tenant compte de a., c'est un cas particulier de notre
théorème.

Il suffit de particulariser ce rrjiêrne théorème pour retrouver, toujours
dans le cas des sur-corps métacycliques, le théorème de Hecke :

Le discriminant d'un corps algébrique, par rapport a un sous-corps,
est dans le carré d^une classe de ce sous-corps.

Notre théorème fond donc en un seul les théorèmes deStickelberger-
Schur et deHecke. Mais comme'ces deux théorèmes sont vrais pour

'des sur-corps quelconques, même non galoisiens1, i l - est probable,que
notre théorème reste'vrai quand on supprime l'hypothèse que K .est

: relativement métacyclique. ' \ 1 1 .\. ' ' \ . :, , •. ;
. De plus, comme.le théorème de Hecke n'est qu'une conséquence du
suivant : . ! , , „ ' 1 1 1 , ! -. ! ! , ; 1 1 1 1 ! ,' ' . • , ; , ! , '

La différente- d'un corps ^Igébriqae par rapport/à un mus'corpîî\est
toujoursi dans le earré d" une classe. da,sur~'coîj)s^ il est probable qp'uri
théorèrïie apalogiie'a'çelipij énoncé'^u début doit être vrai pour lâ^difï^- ;
rente au lieii dp discriînipa^t,, ' ; , \ , 1 : 1 1 ' • , 1 ' ' .: : • : : 1 - : ' .
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Démonstration» — I. Supposons le théorème démontré pour tous
les degrés relatifs diviseurs de N.

Soient alors k un corps réel, K un sur-corps métacyclique, de degré
relatif non premier.» K un corps intermédiaire, N le degré de K par
rapport à /r, n celui de K par rapport à K.

Soient S -̂? 2'ii/c? ^KK? 1e8 discriminants relatifs du premier corps en
indice par rapport au second; b^, b^y JS^'g les plus grands idéaux des
corps k, À', K, respectivement premiers aux discriminants de mêmes
indices et divisant 4-

D'après une formule connue
• . • ; ;,, , ' . ^K^^Kk)^^^^),

N^désignant la norme prise dans K par rapport à À-.D'après l'hypo-
thèse, on a

: " ! : / , ' ! ^=^(0), 1

rt étant un idéal de k, a un nombre de k tel que a === i (mod. h^.), et le
conjugué de a dans un conjugué réel de k n'est négatif que si le conju-

_ nj

gué correspondant de K est imaginaire et "" =. 2(mod. 4);
,^=^(A), , ^ ' •

'"̂ l étant un-idéal de Ky A un nombre de K tel1 que. A SES ï(mod. 11 )̂?
et le conjugué de A dans un conjugué réel de K n'est négatif que si le
conjugué correspondant deK est imaginaire et n^=E '2(mod.4)*

Donc,
•. . . : 1 1 : 1 1 1 1 1 1 1 1 ; 1 ' : 1 1 1 1 ; 1 , , , 1 1 ; : ^ 1 ' - ^^^^(a^NK^ÇA),'.:/. ' ,1 . ' :1 , , • ' 1 ; 1 1 1 ^ 1

a*é tan tnn idéa lde k.

f 1 IO:,Lîldéal'b^divisel^^^^^^ divise ̂ ^ï)wc^ 1 : 1 : ; ^
, 1 1 ; ' . 1 1 ;, - ' : . 1 1 ; ' i : , ^ ^ . 1 . 1 ^ 1 : 1 1 : 1 ' 1 ; 1 , 1 1 1 / ' 1 1 .^^^(.mod.:^)-11' •:1 , 1 1 ;. 1 1 • li, ' 1 1 ,'

'•D'autre '-part, ̂ R^divise ^Ki-'En^efïet, soitp UB facteur premier de b^
et soit ® un diviseur premier de p dans K. ® est premier à 3^ .donc
à 5^1- ̂  ét^nt la contribution de ® à 4/il en résulte que ^divise IP^.
Or,n^ étendu aux diviseurs premiers de p dans K est la contribution
de y à 4. D'autre part, jl^ est un idéal invariant par les automor-
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phismes de K par rapport, à k, car il en est ainsi de S^ K étant galoi"
.sien sur k. Donc,

NR/ , (A)=5 i (mod .aKî l )
et, par suite,

^N^(A.)^i(mod.^).

3° II reste à démontrer l'assertion sur le signe de a'lîi^ÇK) et de
ses conjugués. Pour cela, il suffît de faire un tableau des différents
cas possibles, k^ désigne dans ce tableau un conjugué réel de k, K^
et K^ les conjugués de K, K qui 'contiennent k^. On désigne par a^ le
conjugué de a dans B'^ par A^ les conjugués de A dans K^. K étant
galoisien sur ky ces conjugués ont tous le'mème signe si K^' est réel.

Signe de
[a"NEK(A.):|^.

, K'^ réel • - . A'^ ;>o •~\-
/ ! ^ N

K'^rée î / /—pair •4- , N E E O (^)
a^>o \ . /n^ ^(mocL^A.'^o7 , ,

K.'^ .imafi'inai.re^ . . , \- impair— N ^ â ( 4 )
\n ̂  o (œod /i)A. ! /)>•o 4- , N ss o (4)

K^irnî-iginaire //^o(moda) ; , . + ' N = o ( 4 . )
ïssota) ~ K'^ imaginaire/ " , /L ̂  y.(^)a^> o — Ns=ï i (4)

^.sâ o(îïlod.'2)/ ...„.
'N-^(A)^ i>o \^o(4)^>o+ N=o(4)

L^examen de ce tableau, prouve que [a"- N^A)]^ a toujours ie signe
indiqué par l^énoncé du théorème.

II. . Si nous démontrons le. théorème par les extensions relativement.,
cycliques de degré premier, il sera évidemment, en. vertu "de I, .dé.mon- . •
' tré pour toute extension- métaoyclique. Soit donc K un sur-corps
cyclique de degré relatif / du corps k.

• a. Z^ 2. !— Dans ce cas, si fest le conducteur de K par rapport à k y ,
on a 3 ="(?"'"'' et l—i est pair. Donc, 3 est le carré d'un idéal.. D'autre / .
party K^ est de degré •îswk^ et ne peut,par suite, être imaginaire. :

que si k^ estirnaginaire. Donc, le théorème est démontré dans ce cas.

A. ^==2 , — Soit î'ie conducteur de K par rapport à £ On dési-
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gnera par p les idéaux premiers finis premiers à a divisant f, par !„
!, ides idéaux premiers facteurs de 2, par p^ les idéaux premiers à
r inf îni divisant f, par'p^,. les autres. L'idéal, f est de la forme

f^n^nir^'nï^np.,,
où l'on désigne par e la contribution d/un idéal l à 2 et où ^^•(1).
Donc, les idéaux ï sont ceux premiers à f. Soient H le groupe des
nombres de k premiers à f, H- pour un idéal généralisé m, le groupe
des restes quadratiques (mod, m). Donc,

HÏ==[H^ Hi^-s HIr^ HP.,]-
Soit11 1 1 1 . , 1 1 1 1 1 , ! 1 , , ', 1 ; ! \ 1 1 1 1 . 1 1

\ ^ ^ .. , n=={i.ii^ Hîw].
Désignons.par :
a^ un nombre appartenant à tous les groupes lip^ I:l.^l+•^, H[^-^ Hp^,

sauf à H^. ;
b^ un nombre appartenant à tous les groupes ti^, 'H^^y Hï^, Ii^,^^,

sauf à H^c^+i, mais appartenant à H[^;
/:„ '• " /u

c^ un nombre appartenant à tous les groupes 1:1̂ , H^'H-I, t:î^.^, .Hp^,^:,
sauf à H p , , .r •̂  5/0

Tout nombre de H se. met et d'une seule manière sous la forme
naf'IIé-pncf1 c-o, les ^/, yi, zi étant des exposants égaux à o ou à ï et eu
un nombre de H^ : : :

Soit G le groupe des nombres a de H tels que (a) soit un idéal du
groupe pour lequel K est corps de classes. Le groupe' G ne contient
aucun des nombres' a^ bi, c.^et est d'indice ^i dans H (2.), Par suite, la
condition nécessaire et suffisante pour le nombre nâ^.néf.Jï^^co^

^coétanidans'H^^soitdans'G-estque1:1 '111- ! .1 1 1 1 1 , , , 1 1 ' ' l l i 1 ; , 1 . 1 1 , " 1 / 1 1 ' 1 - 1

; 1\ ' ,. 1 . 1 1 1 . , ^ , IJ£^+l^.y^•4-IISI,^^l'ô , . (mod. a) . - ! . . ' ^ '

Ceci posé, cô-nsidérOrts les' noiïibre.s-^'tels que

''''^^^(iS,'^ , !3^ ï (mod.^), , ' ((3);=:a^ .

( 1 ) ..Voir HA.SSE, Â7a5.^^Â'ônp6>/(/7^ôr^^, a^" ^
; • / 1 •(a ')1 Sauf si f:'==:;(I).,IMàisl,,dan5 ce'cas, le théorème esitHviâ.L , 1 1 / 1 1 , ' ' , 1 1 , ^ 1 1 1
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Les (?) étant carrés d'idéaux sont dans G. D'autre part,

œ-o^Kt.}
Soit p = ^û^^6f^c;tcoy co étant dans H^. On a

(^"(yW-'--^-
D'où, puisque

la', 4- 2,n + :S^ SH o ( rood. ̂  ^ ̂  == (— i )^.

Or, nous poserons
b^IÏ^'^lIp^^I^^ b^Il^4-1

et nous remarquerons ^que les corps ^(\^p) sont les corps dont le
conducteur divise fi. Eu elïet, le conducteur de tout corps ^(^/p)
divise f i ; si, d'autre part, le conducteur d'un corps ^(Vf^) divise fi?
(p') est le carré d'un idéal que Von peut supposer, en multipliant p'
par le carré d\"in nombre de k^ premier à f. De plus,

(S^i <mocîlïif4li?).
Or, soient :
ci, le groupe des idéaux de k premiers à " b ; ^ .
^C, le groupe des idéaux de la forme tî2^), û et a étant dans (fl;
^Cm', le groupe des idéaux de la forme a2 (7), a étant dans cl

y ESS t (modw);
et soit enfin ' , , ,, , / . . • , ,

• , ! ! , ! . ^e =:,Xb.np^,/. ' 1 1 1 1 1 1 ^ : 1 : . ! • • 1 '1 ! 1 1 ! ,111, •' .1 '

/ Soit ̂  un sous-groupe d'indice 2 de CX contenant ^b^et :soit 7r(\/p),
le corps de classes pour ^. La conditiônnécessaire et suffisante pour
que f soit dans. ̂  est i ' ^ ) == ï , c'est-à-dire si l 'on pose , ' , ' . , , ,

prrrIIafîI^pH^M, . 1 ; : • ! .:' ' : . 1 •, .

co dans .Ii^ S^,^ o(mod.2). Mais les 3,-^o correspondent .a des
idéaux p,,, ̂  qui sont dans le conducteur de ̂ . Donc, la condition néces-
saire et suffisante pour que f soit dans ^ est que le nombre des
idéaux p^, divisant le conducteur de ̂  soit pair.
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Soit? d'autre part, ^ un nombre s ï

/rood. l5llp^,,TTp^j^
\ 7^/n //?-7o

mais ^i(niod. p^). Considérons l'idéal n—Ta-r- Le groupe £i{ 3€ï est
"A Py'À

de type (2, 2y ..., 2). Soit ^, un sous-groupe d'indice 2 de Cl conte-
nant <?££. Si le conducteur de ^"ïîe contient pas p^,^, (p/J est dans <^',
car ^ est congru à ï modulo le conducteur de <^. Si le conducteur
de ^ contient p^, (p^) n'appartient pas à ^. En effety soit n. ce con-
ducteur et soit

\ ! , ! 1 ! ! ! ! . ! 1 1 1 ! , . ^ u == n, p^, /•.ï r "-• •i/(i

Tout.nombre =1 (rnod. ni ) est ou bien congru à i (mod. n) ou bien
produit d'un nombre =;i(mod. n) par.P^. Si (^ était dans Çj-, tout
idéal représentable par un nombre ;=i(tnod. ni ) serait dans ^, ce
qui n'est pas. Donc H/((3/) appartient ou non fc ^ /suivant que le
nomtre des p^j qui divisent le conducteur de ̂  est pair ou impair.
Donc T ï / p . a p p a r t i e n t toujours à <^. Comme 0L/3€s est de type
(2, 2».... ., ^), ridéal en question appartient à ̂ SCSy ce qui démontre '
le théorème.


