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INTRODUCTION.

Dans ce Mémoire, dont le titre indique le but, il est revenu sur bon
nombre de questions qui avaient déja été (raitées dans d’autres
travaux ('); mais ces questions sont (raitées ici dans des conditions

(") Voict les travaux auxquels il sera renvoyé, et les abréviations qui les dési-
gneront :
a. Sur le probléme de Dirichlel généralisé, équations non linéaires
Ann. Ee. Norm., (3), XLIX. — JANVIER 1g32. I
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plus générales qu’antérieurement. La raison en est que, pour ces pro-
blémes non linéaires, on se sert de la méthode des approximations
successives due a M. Emile Picard, et que chacune de ces approxima-
tions s’obtient par la résolution d’un probléme linéaire de méme
nature que le probléme visé; dés lors le plus ou moins grand degré de
perfection avec lequel est établie lathéorie de ces problémes linéaires,
retentit sur étendue et la commodité des résultats concernant le
probléme non linéaire. C’est pourquoi il a paru désirable de pousser
ici I'étude de ces problémes linéaires aussi loin que le permettaient
les méthodes employées (*).

C’est en vue de questions de méme nature que celles qui font’objet
du présent travail que M. Picard, on le sait, a imaginé la méthode des
approximations successives (*). Cette méthode est ici employée de
deux facons différentes (vorr Chapitres XIV et XV), I’'une analogue 4 la
méthode de Newton pour résoudre les équations dont I'inconnue est
un nombre, 'autre analogue & la méthode de fausse position. Cette
derniére méthode n’est possible que grace aux perfectionnements ici
apportés dans I'étude des problémes linéaires.

Comme il ne pouvait étre question de redonner complétement les
démonstrations antérieures, on a du moins essay¢, dans le présent
Mémoire, d’y renvoyer d’une facon aussi précise que possible. Un
certain nombre de démonstrations ont été tellement remaniées qu’il

m variables (Annales scientifiques de I’ Ecole Normale supérieure, t. b3, 1926,
p- 1-128).

b. Sur le probléme de Dirichlet généralisé (deuxiéme mémoire) (méme
recueil, t. 46, 1929, p. 131-245).

c. Sur les équations aux dérivées partielles du type elliptique (Bulletin des
Sciences mathématiques, t. 53, 1929, p. 367-395).

d. Sur différentes questions relatives aux équations du type elliptique
(Ann. scient. de I Ec. Norm. sup., . kT, 1930, p. 197-266).

Voir aussi Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. 190, 1930, p. 613;
t. 191, 1930, p. 244, 478 et 1110; t. 192, 1931, p. 471.

(*) Certains résultats peuvent étre perfectionnés par d’autres considérations
(Comptes rendus, t. 190, 1930, p. 613),

(*) Lnie Preary, Mémoire sur la théorie des équations aux dérivées par-
tielles et la méthode des approximations successives (Journal de Mathéma-
tigues, 4° série, t. VI, 18go).
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a fallu donner complétement leur nouvelle forme. Un certain nombre
de rectifications et de compléments aux démonstrations antérieures
ont aussi ¢té introduits, et les notations antérieures ont subi, dans
un but d’abréviation, quelques modifications signalées au passage;
c’est ainsi que la fonction nommée ici solution élémentaire princi-
pale et désignée ordinairement par G(X, Z) differe de celle qui était
antérieurement utilisée, par un facteur dépendant de =.

Une notion fort utile dans toute cette étude est celle de fonction
lipschitzienne, au sens généralisé, ¢’est-d-dire avec un exposant A
quelconque (o </ <1)("). 1l résulte de I'ingénieux exemple publié
par M. Ruziewicz (*) que le-cas ou A est inférieur & 1 difféere profon-
dément de celui ou /=1, car, pour 2 <1, il peut n’exister de déri-
vées pour aucun systéme de valeurs des variables. On verra ici que
cette profonde différence n’entraine pas toujours une complicalion
plus grande dans le cas ou 4 <1, car heaucoup des démonstrations
qui vont suivre supposent essentiellement /1 <1.

CHAPITRE I.

FONCTIONS REPRESENTEES PAR DES INTEGRALES.

1. Rappelons d’abord le théoreme suivant (b, I, th. 1, p. 137) :

TntorEME. — Dans U'espace (x,, x., ..., x, ) sotent @, un domaine
borné ouvert de la multiplicité x,,= o et'S, sa frontiére. Soient d’autre

(1) L(X,Y), désignant la distance \/ Xy (2, — y.,)* de deux points
Xy, gy ooy m) et Y (2, Yoy oo es Vm)s
on dit que o(X) salisfait & une condition de Lipschilz généralisée ou est
lipschitzien d’exposant £ et de coefficient M, si, quels que soient X etY, on a
|9(X)— ¢(Y) | SMIA(X,Y).
Les mémoires antérieurs nommaient celle propriété continuité (L).
(%) StaNistaw Ruziewicz, Swr les fonctions satisfaisant a la condition de

Lipschits généralisée (Annales de la Société polonaise de Mathématiques,
t. VII, 1928, p. 68 a 74).
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part @ et 'S les ensembles des points dont les m — 1 premiéres coordon-
nées sont respectivement celles de points de 0, et de S, et dontladerniére
coordonnée x,, est comprise entre 5€ro (compris) et un nombre positif
donné. Soient c(A) une fonction bornée et intégrable (') d’un point de
@D,+8, et G(X, A) une fonction continue quand X appartient ¢ un
domaine convexe contenant @ -+8 (*) et A @ B, —+ 'S, et que ces deux
étant continues dans les mémnes

points ne coincident pas, les déricées

conditions et ces _fonctions étant telles éZe (*)
| G(X, A) | < ND=m+1(X, A), | g% ' < NL»="(X, A)
(a=1,2,...,m;0<<r<1), .
o N est une constante. Alors la fonction (*)

(n—1)
F(X):[ G(X,A)o(AYdVy  [dVa=d(dy, sy .., Gpm)]
Ja,

est lipschitsienne d’exposant k. stk < 1, d’exposant quelconque inférieur
a1sih=1.

Cette conclusion est valable dans le domaine convexe dont il a été
parlé. D’une fagon plus précise, on a

MN oo

O[———~——)\(I~_)\)L (X.,Y):l (A <),
L,

F(X)—F(Y)=

M désigne la borne supérieure de | g|; L, est une longueur supéricure
au maximum de L(X, Y) dans @+ 8; la constante impliquée dans le

symbole O ne dépend que de m si A <1, de m et du minimum de !]ﬂ

st A =1. On trouvera la démonstration dans le Mémoire cité.

(*) Ou mesurable; le passage cité disait : une fonction continue.

(*) Le passage cité disait : quand X appartient a ® + §; mais 'bypothése
sur le domaine convexe est toujours vérifiée dans les applications de ce théoréme.

(3) On pose L(X, A) =2 (2 — aq)?, les x, el les a, étant respectivement
les coordonnées de X et de A.

(*) La notation ici employée pour les intégrales ne peut causer aucune diffi-
culté. Elle est exposée, avec diflérentes régles de calcul, dans «, I, p. 6 4 32.



SUR CERTAINS PROBLEMES NON LINEAIRES DE NEUMANN, 5

2. TuioREME. — S7, outre les hypothéses du théoréme précédent,
(m=1)
f G(X, A)dV,
@,

est lipschitsien d’exposant ). -+ h(o < h <1 — }), et si g est lipschitzien
d’exposant h, F(X) est lipschitzien d’exposant k —+ h.

Soient en effet X et Y deux points de (d 8. Soient ®@” 'ensemble
des points A de @ tels que L(X, A) < 2L(X, Y), et @' le reste de ®.
Soient @] les points communs & @, et & @, et @, le reste de @,.
On a

(n—1)
F(Y)— F(X)= f G(Y, A)[o(A) —a(Y)]dV,
@
(n—1)
_f, G (X, A)[(A) — o(X)]dV,
@;

(e —1)
+Ia()—a(X)] [ G(Y,A)aV,y
[0
(rm—1)
+f [G(Y,A)— G(X, A)][o(A)—o(X)]dV,
o'
(m—1)
+o-(X)f [G(Y,A)— G(X, A)]dV4.
)

1

Sous la premiére intégrale se trouve une fonction
o[ MN L +i=m--1 (Y | A )

kl\ji\l)z L(X, Y>‘ (voir b, I, th. 1, note de la

page 138) (on suppose que M est aussi le coefficient lipschitzien de &
pour 'exposant #). Méme sorte delimitation pourla seconde intégrale.

I'intégrale est donc O[

Le troisieme terme est O [—I\%EL'*"(X, Y)|. Le quatriéme est

MN .
© [—:m LAi(X, Y]

(on applique le théoréme des accroissements finis & G; voir b, I,
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th. 1, p. 139). Enlin, si N est le coeflicient lipschitzien de

{m~1)
[ Gy,
L% (D‘
pour 'exposant & -+ £, le terme restant est O MN'L~+(X, Y)].
Done F est lipschitzien d’exposant & + / et de coefficient

N L L AR
O[NIN.<7\ -+ -I-:—T:——/-L>-i~ MR],

la constante impliquée dans le symbole O ne dépend que de m.

3. Remarque. — Si l'on avait A + =17, la limitation de I'avant-
dernier terme ne serait plus valable; on aurait alors

T

4 n — ) z\ 2 7 7 o Ln .
F(X)—-‘P(Y)_O{_M<—X +N >L(J\,\ J log ITX'T)]’

la constante impliquée dans le symbole O ne dépend que de m et du

. . L,
minimum de T

4. TnkorkME. — ST, dans I'énoncé du théoréme précédent, on remplace

Uhypothése .~ h <1 par Uhypothése )+ h™>1, et si Uon remplace
(m—1)
Uhypothese sur liniégrale f G(X, A)dV,, par celle que cette inté-
- [al

1
grale admet, par rapport @ x, (2 étant un entier donné, 1<alm) une
dérivée continue, la dérivée de F(X) relativement a x, existe et est con-
tinue.

Soit Y le point déduit de X en remplacant z, par =, + ¢ sans changer
les autres coordonnées. Eerivons F(Y) — F(X) comme ci-dessus ct
divisons par 8. Les limitations des trois premiers termes sont comme
ci-dessus et par suite leurs quotients par ¢ tendent vers zéro avec 2.

Je dis que le quotient du quatriéme terme par ¢ tend vers

(m—1)
[ XA ea) — o] av,
@, Za -,

quand ¢ tend vers zéro. En effet, = étant un certain point du segment
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de droite XY, on a, d’aprés le théoréme des accroissements finis,

G(Y,A)— G(X,A)
3

l < NL»m ( E, ‘\) < gm—h N A~=m ( X’ A)_

Soit ¢ un nombre positif donné. Déterminons un nombre positif 1 tel
que, en étendant 'intégrale a L(X, A) <7, on ait

(1n—1) .
2m-—)‘ MN f L'}.—;—/L—m ( X, A ) ([VA < T;j..

Supposons 2|2 | < 7}, de sorte que @', comprend ledomaine L(X, A) > .
En intégrant dans ce dernier domaine, on a, si ¢ est assez voisin de
Zéro,
(m~—1) . -
| [T [N B ) [leth) — a1V < 5

B du,, 3’

. | oG N 9G .
car le premier crochet est E(E, A)— E(X’ A) et, puisque
- ¢ ":‘ n s M - 1 " 3
L(X, A) > et L(X, )< 5, il y a continuité uniforme par rapport &

I'ensemble des deux points. D’autre part, d’aprés le choix der, on a,
en intégrant dans le reste de @', ¢’est-a-dire dans 2|¢| < L(X, A) <1,

(rm—1) , -
If G(Y’A)EG(X’A)MA)—~a(X>]dvA <3
de méme, en intégrant dans L(X, A) <,
(m—1) ) ;
| 'f %(X,A)[(m)—a(m]dw <3

Donc on a bien, si ¢ est assez voisin de zéro,

[e(A)—ea(X)]dV,

f(’”"')G(Y,A)——G(X,A)
3

@f

(m—1) )G’
__/(;l ;;Z‘(X,A)LJ(A)—J(X)}dVAl<E,

et, puisque ¢ est arbitraire, notre terme a bien la limite indiquée,
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Enfin le quotient par ¢ du dernier terme tend vers
0 Vir—1)
(X —_-/ G(X, A)dVy.
' )().'l':,' a, .

Donc

().'1:‘;,_ %

5 (-1} (ne—1)
’_"L:f 9G 'x,,\_)[c(,ex)—c(X)]d\Hw(X);,%—f G(X, A)dVy

o,
Si
() (e —1) | )
f G(X, \)ydVil< N,
day,
, :
on voit que
OF [ MN o
-J;; =0 [m -+ MN ‘l

5. Remarque. — Si 'hypothese relative a la dérivée de I'intégrale

{ne~1)
f G(X, A)dV, n’a lieu que pour les points X d’un certain ensemble
@, :

compris dans @ + &, la conclusion n’a lieu que pour les points de cel
ensemble.

. . . L 0G .
6. CoroLLAalRE. — En particulier, si 2£m et sv;{)—al existe et est
O

continu pour X £ A et si

G, 0G

* <N L‘A-m-u-h( X, A),

on a, pourvu que X ne soit pas sur &,

(m—1) (n—1} | MR
d()~ f G(X,A)d\/‘t:_—f (3){_ 4 i(“-)f,zvA
%o J, @, Oy, daty,

(m—2)
_f G(X, A)wy(A) dSy,
:“Sl

@, étant 'un des cosinus directeurs de la normale extérieure a S,
et dS, étant la mesure de I'élément de $, (a, I, 13, p. 28; voir aussi,
b, 1, th.2, p. 140). En portant ce résultat dans celui du théoréme pré-
cédent, on retrouve un théoréme déja démontré d’autre facon (b, I

9
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th. 2, p. 140). La formule obtenue peut donner une limitation de ()()f >

pourvu que X reste & une distance de S, supérieure & un nombre
positif fixe.

7. TuioriNE. — Dans le domaine @ (§ 1), sotent sw, (X)(n=1,2,...,p)
p jonctions lipschitziennes d’exposant h et de coce fficient M. Soit

G(X, A} Puy Pay oyey 905 V1, gy oy 7))

une fonction des ap variables ¢,, w, et des points A de @, et X d’un
domaine conscxe contenant . On suppose que si, B et C étant deux
points quelconques de ce domaine convexe, on a

w,=w, (A), = (1—0) o, (A) 09w, (B)4-0(1 — "), (C)
(0£0<1, 0£6'Cx),
et st X et A sont distincts, G, les ;;% et les 7)—%%‘—”(0 =1, 2, ..., M;
n=1,2, ..., p) sont des fonctions continues de X, de A, des ¢, el
des w,. On suppose encore que, pour ces valeurs des v, et des v,

g-(’& (X, Aj; on; wn) | < NI)"‘”’(X, A) (t—h< 7§ OF

n

();‘);f)}v (>\7 Am s &T'n) << NL7‘—]'L_](.X; 1\) (a:l: Dy ey IR, 2, 00, l’)’
Ly, O¥n

N étant indépendantde X, de A, deB, de C,de § ctde . Enfin on suppose
que, st § = o, G est identiquement nul (pour X £ A). Alors la fonction

(m—1)
MX)= G X, As oy (N); wi (A ]dVy
(Dl

est lispehitzicnne d’exposant h + h—1 st h < 1.

Tout d’abord le théoréeme des accroissements finis nous donne
GIX, As wa(X)s wu(A)]
[7

=3, [, (X)) —w, (A)] (—)T}L\, Ay (L= 0y, (A) 4+ 0w, (X); wi(A)]
q

(o< h<<t),
d’otut )
[GIX, A o (XD); wu(A)]| << p MNLAH=m (X, A);
Ann, Ec. Norm., (3), XLIX. — JANVIER 1932, 2
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'exposant de L est plus grand que 1 — m, de sorte que I'intégrale est
uniformément convergente.

Soient X et Y deux points quelconques de @. Nous allons limiter
F(X) —F(Y).

Pour cela, soient @', @", @, @, les mémes domaines qu’au para-
graphe 2. On a

f " ”G[Y, As o (Y )5 0n(A)] V= «:)[rm—l:m»h—f(x, Y)],
@ A= h —1

et de méme en remplacant Y par X au premier membre.
Si maintenant A appartient 3 |, nous pouvons écrire

GIX,A; (X)) wn (A) ] — GLY, A5 wu(Y); wa(A))

. oG ;
:zz(xu"“J'a)m[(l_‘g)Y +0X;

A (1— ) (YY) 4 0w, (X); o (A)]
JG

4 X (X)) — e, (Y)] =—
Lo () = oy (D) 52

[(1—8)Y +0X;
A (1 —0)m, (Y) =0, (X); w,(A)]

(o< <),

. 0G s e .
Mais si ¢, = w,=w,(A), les . sont nuls comme dérivées de fonctions
&
nulles; donc

aG

——_—E,,[(_[-——@)W,,(Y) +6W’/(X)—W7(Aﬂ
[(1—0)Y + 6X;

Ay (1= wu(A) + 0 (1 —0)w, (Y) =+ 95 w0, (X); wa(A)]
' (o< 6'<1).

(1= )Y +0X; A5 (1— 0) o (Y) 4 ey (X )3 w(A)]

X —
g, v,

Or
(1—0)w  (Y) =+ 0w, (X) — v, (A)
=(—=0)[w, (V) —w, (A)]+ 0w, (X) — e, (A)],

d’ou, A étant dans @',
[ (1= 8)wy (Y) + 6wg(X) — w,(A)]
L 4 i
<‘[61—9)<§> +9] MLh(x,A)<<§>'ML»(X,A).
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Donec
()G

[(1 — )Y +0X5 A5 (1 —=0)wa(Y) 4 G (X )3 v (A)]
< 3.1L o1 —_A—h]) :VINIJ)‘+’L_"L—1 (X~ A)

Un raisonnement antérieur (d, 1I, 4, p. 212; le présent théoreme
généralise celui auquel il est ici renvoyé) permet de déduire de la

que

(m—1)
f S (g — ;1);)0 [(1—0)Y ++6X;
@

As (1 —9)o0, (Y ) 4= 00 (X5 v (A)] dVy

__nlMMw—x(\ Y)log —on (f\ Y)]

si'on préfére, dans le cas olt A + 4 <2, on a aussi la limitation

0 [ _MN = L= (X, Y )].

2 —A— 1

De méme
< B . /nz——l) G ;
Z[00,(X) — o, (Y)] [(1 — )Y ~+6X;
@4
A; (1— )0, (Y ) 4 900, (X5 o0 (A)] dVy

:O[MNLM—( 1)10,,[(; ~ ]

si 'on préfére, mais seulement si 2. <1, on a aussi la limitation
N
[\I Lrh=1 (X, \)J

Si 'on objecte qu’il n’est pas démontré que les deux derniéres inté-
grales portent sur des fonctions intégrables, il suffit de parler des
intégrales supérieures des valeurs absolues.

En définitive

( I . L }. /l.—' ¢ / ..
S 0[1\11\1(“_/1_[ I 1-—).>"+ t(x,\)] (h<1),

F(X)—F(Y)= ‘
( 0 [MVL’“H%X Y)log L(:{ Y)] (dans tous les cas),

ce qui démontre le théoréme. Les constantes impliquées dans les sym-
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boles O ne dépendent que de m et de p dans la premiére limitation,

.. L
de m, de p et du minimum de * dans la seconde.

8. Cas oz ).=1. — Si k=1, il est un cas ou I'on peut affirmer
que F(X) est lipschitzien d’exposant / : c’est celui ot 'on est certain
que, quelle que soit la facon dont 6 (qui dépend de A) peut varier
entre zéro et 1, I'intégrale

(m—1j ;
f ;)‘_,G[x, A5 (1—9) 0, (Y ) =+ T, (X); 0, (A) | dVy
ol 7

est bornée quand X et Y varient de facon quelconque, et ot de plus /
est inférieur & 1.
Pour le voir, écrivons, avec cette hypothése, pour les points A de @,

GIXL A (X)) 0, (A)] — GLY, A o0, (Y); 00, (A)]
= G[X,A; wo(Y); wo(A)]— G[Y, A5 o (Y); 0, (A)]
+ G[X, A w0 (X); v (A)]— GLX, A5 0, (Y )5 00, (A)]
JdG

day,

p— ZOL(‘I/'OL_J‘OC)

[(r—8")Y+6"X;5 A5 wu(Y); wu(A)]

s , L 0G ., o
+ g wy (X)) — ""4/(,Y)]5;:,[Xa As (1—=0) e, (Y) -+ 00w, (X)5 0w, (A)]
(o<1, 0o<<l'<).

L’intégrale supérieure ou inférieure du premier terme est, d’aprés

. T MN ‘i .
ce qui a été dit, O LTIL LM(X, Y)], sous la condition /< 1. Quant

au second terme, si N’ est une limite supérieure de la valeur absolue
de I'intégrale de I'hypothése, la valeur absolue de I'intégrale (supé-
rieure ou inférieure) est moindre que pMN'L"(X, Y). Donc, dans ce
cas,

e MN ‘
F(X)—F(Y)=0 5[/?&*—% + MN/ \ LA(X,Y) 5'

la constante impliquée dans le symbole O ne dépendant que de m et
de p.

9. Cas fréquent ou Uhypothise précédente se vérifie. — Supposons
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*G
v, dvy G
NL'—(X, A)(’n q:I,')_, . p)s etqu’en outre = [ A9, (X) s w,(A)]
une fonction H(X, A) valant O[L>(X, A)],

o n’étant pas egal a m. Je dis qu’alors I'hypothése plecedente se
vérifie. En effet

G JG
()v,[ A (I—E)ﬂ',,(\)—,—fju,, NJ; o (A)] — I

< pMNL=7 (X, A) LA(X, Y);

que les existent et soient, en valeur absolue, moindres que

soit la déri

[\ A e (XD an (A))

Pintégrale dans @, est done O [MNL” X, Vlog
Ensuite

m—1) W —1)
f 90 A (X5 e (A)] Y \_/ l‘_'(\ Ay,

dy
@ 7

(\ Y) ] »done bornée.

(200 ~=2) (11— 2j
-_—f H(_L\",A)m,_(j\.)(lSA—f X, A)wa(A) dSy,
s, 1

&, étant la frontiére de @, et de @', et w, se rapportant, sur &, a la
direction extérieure de la normale : ceci suppose toutefois que X n’est
pas sur §,, et que 2L(X, Y)< ¢, ¢ étant la borne inférieure de la
distance de X aux points de §,. L'intégrale étendue a4 &, si l'on

suppose
PIDONG ATt N7R2=7 (N A,

et si 'on nomme  la mesure de §,, est en valeur absolue moindre
5‘ St . . . . o/ r .
que N” <5> w. Quant & la mesure de &', elle est O[L"*(X, Y)], de

sorte que l'intégrale correspondante est O(N”). Si 2L(X, Y)> 7, la
limitation reste la méme pour les intégrales étendues i des parties de
S, etde .

Notre proposition est vérifiée pourcu que X reste a une distance de's,
supérieure & un minimum positif 3, et I’on voit que

N'=0) m_l e Ny Gt h)

la constante impliquée dans O ne dépendant que de 7, de p et de L,.
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10. Cas ot w (X) — o (A) figure linéairement. — Si notre intégrale
est du type

A (m—1)
/ G(X, A)[(X) — (A)] Vs,
@,
tout ce qui précéde (§729) s’applique en se simplifiant. Les nom-
bres 8 et 6/, compris entre zéro et 1, deviennent inutiles. On retrouve
ainsi, avec l'utile complément relatif au cas ot Z=1, un résultat
antérieur (d, IL, 4, ip. 211).

(m—1)
11. Application aux dérivées de f G(X,A)s(A)dV,. — On a,
dans des conditions déja indiquées (§ 4, 6),

hl——l

(m—1)
-’)—f G(X, A)o(A)dV \._.f <x A)[o(A) —a(X)dV,
@

()"l'oc
(m—1} —2)
\)f ( (())(’>([\’x"°'()\)‘/ GEX, Aoy, (A) dSy

Oy i
“

(o= m).

-—97 /6’8‘

. . i \ o7 e 0 ()‘-‘(}
St nous ajoutons auz hypothéses d’alors celle que les oz O Trow,
3G '

et les ~—— Jas 0o (B=1, 2, ..., m) existent et sont continus pour X £ A
et que

9G h—m D—tn—1

Ty | < NG A), (M()Mkw (X, A),

< NL P ] (X A)’

_()_ G JIG
dg Ozg + 9 day

la dérivée étudiée est lipschitzienne d’exposant h + h=1, poursu que’
la distance de X aux points de S, reste supérieure a un minimum
nosttif ¢ et pourcu que h + h < 2.

En effet si d’abord % <1, le premier terme est lipschitzien d’expo-

sant A + A — 1 et de coefﬁclentO[MN<A+; +- 1_’_7&” (§7);le

second terme est lipschitzien d’exposant /~+/1, — 1 et de coefficient

MN & . .
0[(1 Ny — 22_ ) —~/¢)] (§1), la constante impliquée dans le sym-
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bole O dépendant de m et du domaine @, car I'intégrale

ttli—1

(m—1) e N NO m
f <—()—L—{ -+ iti)d\'_x est ()(-’\“ -—~—>,

o, dary day, 7= ho—

Q étant la mesure de @, (b, note de la page 138), et d’autre part on
peut prendre ML, ~* comme coefficient lipschitzien de 5 pour I’exposant
A+ h — 15 enfin 'intégrale qui figure dans le troisiéme terme a toutes
ses dérivées continues et valant O (wc"~™N), w étant la mesure de S,
et par suite le coefficient lipschitzien de ce troisiéme terme est O (MN),
la constante dépendant de @, et de s. Done si 2. < 1, le coefficient
lipschitzien pour 'exposant & + /o — 1 est -

)| ;?( ! - [.>A,
C[M\ A —1 [

la constante impliquée dans O dépendant de @ et de <.
Supposons maintenant que 2 = 1. Nous avons & voir que, g étant
positif variable, 'intégrale

(m—1) ~y
0G o o
f' . (—)E;(X,AA.)(Z\‘_‘\
1
est bornée, @, étant L (X,A)>¢. Or

= )G 2G o/ N
f <().1'a_ - ()(zu)d\ A U(ﬁ)’

(o)

la constante dépendant de ®?, (voir ci-dessus). D’autre part (§ 9)

(m-—l){)G i . , .
L T (X, A) AV, = O(N).
Done, si <1, le premier terme est lipschitzien d’exposant A et

- MN . ) . )
de coefficient O [m] (§ 8). D’autre‘'part le second terme est
MN

aussi lipschitzien d’exposant / avec un coefficient O [mJ (§1).

Enfin le troisiéme est lipschitzien d’exposant /& avec un coefficient
O(MN). Donc si =1 et h <1, la dérivée étudiée est lipschitzienne
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d’exposant % avec un coefficient O [7[-@1271—)], la constante dépendant
de et dec. i

Ce théoréme pourra remplacer un théoréme antérieur (b, 1, th. 3,
p. 142) qui conduisait 3 un exposant lipschitzien moindre, avec des

hypothéses, il est vrai, plus larges (voir aussi b, I, th. 4, p. 144).

12. Donnons encore l’énoncé suivant, dont la démonstration est
toute semblable & celle d'un théoréme antérieur auquel il suffit de ren-
voyer (¢, th. I, p. 370):

Théoréme. — Sott G (X, A; 0wy, 0,y ..., w,) une fonction du point X
du domaine @ (§ 1), du point A du domaine 3, et des p vartables s,
Wy ...y W, On suppose que G (X, A w,) et les déricées

G JdG IG G

5 S ey e (G==1,9, ... —13N==1,9 ...,
Oz, Oa,’ 0w, Oz, o, ) T ’ * P)

existent et sonl continues par rapport a lensemble des 2m — 1+ p
variables quand X et A appartiennent respectivement a M+~ el 4 M, + '8,
et sont différents, et quand, en outre,

= (1 —H)w, (A) -+ G0, (X) (0ZhZ),

ot les s, (X) sont p fonctions données définies dans @ + 8 ; enfin on
suppose qu'il existe des constantes

A, h, M, N (oA, 1 —h< <, M>0, N>0)
telles que, dans ces conditions

[ wu(X) — 0, (A) | <MLA(X, A), [ G(X,A)| < NL=m+1 (X, A),

9G - G G )

_— [ d=m (XA o Al ([t .
0z <H (X, A), 0wy da, < NLAm (X, A,
.__dG N 2=m-+1 (X G T Yt .
v, NL (X, A), ml<i\L~ (X, A).

Alors les dérivées de la fonction

(m—1)

F(X)= GIX, A5, (A)]dVy,

oh

. N . .. ,
relatives a x,, x,, , x,,_,, existent et sont continues en tout point de 3.
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Le résultat obtenu est en effet
JdR R T , oG . P
= YN, A (A [ NG s (O T hay
Ay, o | D, das, |
1 .
it
-—f GINLG A, (N ) o (A) dSy (ox==m).
&y
13. Cas ot @, est loujours nul. — Dans ce qui précede, @, pouvait

varier entre zéro et une limite positive. Si I'on astreint .z, & étre tou-
jours nul, tout reste vrai, mais il n’y a plus afaire d’hypothése sur les
dérivées relatives d @,,,. Il revient au méme de considérer alors des in-
tégrales d’ordre m, car cela revient & appeler 7 41 ce qu’on appelait
m (b, I, th. 5 a8, p. 146 et 1475 ¢, th. 123, p. 370 4 375).

CHAPITRE 1.

FORMULES DE GREEN.

1. Opérations 5 et @. — Ce chapitre est destiné autant & indiquer
des notations constamment employées dans la suite de ce travail qu’a
.rappeler des formules qui s’obtiennent par une suite d’intégrations
par parties.
Nous poserons

) < du
— e /’"}
Oy, irs 2

Tu=2X, gy

-l (o, B==1,2, ..., 00);

dans cette notation, les a,, g, les b, etc désignent des fonctions données
du point (x,, &4, ..., xz,) ou X, et «u est une fonction arbitraire i
laquelle s’applique 'opération & ; on a

oy, 5== (5 5 (o, P==1t, 2, ... ,00),

et, dans la sommation X, g, chacun des indices varie indépendamment
de 'autre de 1 & m, de sorte que si B £z, le terme se répete.

Soit d’autre part'$ nne multiplicité & m — 1 dimensions, située dans
Pespace (x,, 2., ..., 2,); autrement dit S est 'ensemble des points
obtenus en prenant pour ., ., ..., 2, des fonctions de m— 1 para-

Ann, Ee. Norm., (3), XLIX. — Janvier 1932, 3
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métres 2,, 4. ..., {,_,. On suppose que les dérivées de ces mfonctions
existent et sont continues et que leurs 7 déterminants fonctionnels ne
s’annulent nulle part ensemble. Cela permet de définir, pour chaque
point de S, les cosinus directeurs d’un certain sens choisi sur la nor-
male : ce sont 7 nombres ©, (x=1, 2, ...,m) tels que Z,a, =1 et

d(Zgrs + vy Zg—1) .
d Ly s tmy) les

rapports ayant un signe donné; la notation z,.,, ..., x,—, signifie ce
que deviennent x,, &,, ..., 2, quand on leur fait subir une permutation
circulaire amenant -, en téte et qu’on supprime x,. Au lieu de repré-
senter une certaine région de $ a I'aide des parameétres ¢, ¢y, ..., ¢,
on peut lareprésenter aussidl'aide d’autres parameétres 2o, As,y ooy Aoy
on suppose que tout point de S est intéricur 2 une région dontune telle
représentation est possible, et que lenombre total des représentations
nécessaires pour avoir S entier est fini. S peut donc se composer de
plusieurs parties sans points communs deux a deux. On prend pour les
@, des fonctions continues du point correspondant de 8, ¢’est-a-dire
de ¢,,t,, ..., t,_,; onsupposc que S n’est pas incompatible avec ce
choix (c’est-a-dire que S a deux cotés distinets).
Nous définissons alors 'opération O« par I'identité

proportionnels aux expressions (— 1) "~ ">

N du
Ou—=2,804p®s5— -+du,
; ’ dxy

ol { est une nouvelle fonction donnée sur $; on suppose que X est
sur §. '

2. Autre notation. — Si les dérivées des a, g existent, nous em-
ploierons aussi la notation
E 0 J du
Fu=243 <a 4 > 3, ey gu -+ cu
Ay,

day %2 Dy,
@11;:21 Bmu-—()—(a QU -+ wu
B Qg T ’

avec

s, 9%at

(J(ty 1
a="0,— Zqy .)_L.[iz

w=4¢—23, 0
oxy * % dry @y

3. Premiére formule de Green. — Placons-nous dans I’hypothése
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précédente (§ 2) et supposons de plus que & soit la frontiére d’un
domaine borné et ouvert @ ; on suppose encore qu’en tout point de S
la direction (@, ., ..., @,) aille vers 'extérieur de @. Supposons
enfin qu’ora sur §

ou les 0, sont m fonctions données dans @ + 8, et dont les dérivées
existent et sont bornées dans @+ S (*). On suppose aussi que les
dérivées des a,, s sont bornées dans M+ S, ainsi que les dérivées
secondes de u.

Si ’on définit une nouvelle opération Pu par I'identité

du du v 9.9 du (s 9, )
—_— D T L N B D P S T N 7AR
Oxy Oxg 277 T % Dy, ’

)

Pu=2X, a5y

on a alors I'identité (2)

ol

Lo =11 WA
j wF (/\’::f u@u(/S--/ PudVv,
[0 & m

dV et dS étant les éléments de @ et de 5.

4. Opérations G et .. — Une nouvelle opération peut étre détinie
dans le cas olt s’applique la seconde notation relative & F et 26 (8 2).
C’est 'opération Z (dzétu ) :

0

Lu=2, 4w, })ﬁ;(zy_,g ) (w0 — 2y €065, ) U,
Py

ou, si I'on préfére,

. . J .
T =3, 45, T (aggi) (Y —Z 0,05, ) 0.
. 2’

Si maintenant nous ajoutons aux hypotheses que les dérivées des ¢,
existent, nous définissons Popération & par 'identité

.\ 7 Au .0
Gu=—23, 6 +—tty 45— }— X, (et -+ cu.
4 22 Qg 7 Dy, % Dy ()

(") Avec la notation de &, p. 209, on aurait = — X, 0,5,
(*) Ces intégrales sont prises au sens de M. Lebesgue ; de méme plus loin.
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Dans I’hypothése plus étroite ot les dérivées secondes des a, g et
les dérivées des b, existeraient, on pourrait aussi écrire

B

J?
9, — ¥
Gl ==y D2y 0

(byu) -+ cu;

J
Dy

()hwy g ) — 2
nous ne ferons pas, pour le moment, cette hypothese. L’opération §
est dite wdjointe d 'opération &.

5. Deuxiéme formule de Green. — Ajoutons aux hypothéses préceé-
dentes (§ 3 et 4) celles que les dérivées des ¢, et les dérivées secondes
d’une nouvelle fonction ¢ sont bornées dans @ + $. On a alors

~ (1) (a1}
/ (¢0Fuw—uge)dV _f (0O — wwliv) S,

v

6. Retour a la premiére formule de Green. — Dans les mémes hypo-
théses (§5), la premiére formule (§ 3) peut aussi s’appliquer & ¢ uy
on a

A (1

wine—1) (12}
/ ug}‘ur/\’:/ w’loe dS —~/ PudV,

t W & @

Iopération P étant la méme que plus haut (§3), comme on le voit
immédiatement en faisant ¢ = « dans la deuxi¢me formule (§5).

7. Congention relative aux fonctions de deux pornis. — Nous aurons
souvent a appliquer les opérations &, ¢, 0, Z a des fonctions F (X, A)
de deux points X et A. Il nous est commode de convenir que, sauf
avis contraire, les opérations & et @ portent sur le premier pomt et
les opérations ¢ et Z sur le second point.

8. Cus ot F est du type elliptique. — On sait que F est dit appar-
tenir au type elliptique dans un certain domaine si la forme quadra-
tique en py, pa, ..., Py )

2y 805 8Pa s
est définie quel que soit X dans ce domaine. Nous supposerons que
cette forme est positive, ce qui ne diminue pas la généralite.

Nous désignerons alors par D le discriminant des a,, 4, qui est positif,
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et par A, s le quotient par D du mineur de a, g dans ce déterminant.
Le produit par —4D~' du diseriminant de P (§ 3), considéré

) . du Jdu
comme forme quadrathuc en i, BRI R P est
z, X',
,f 09, y
1 (C —_ .\-ym}:) 4= E.,,tgAx,g (€s— 2 ‘J-,,)(_ ey — ‘.![Jlg ):

si cette expression est ncgative, la forme quadratique P est définie
positive.

CHAPITRE 111.

GCAS PARTICULIER DU PROBLEME LINEAIRE DE NEUMANN.

el

L. Fonctions H(X, E; 0) et K (X, E). — Nous nous placons, dans ce
chapitre, dans le cas ot les coefficients a,, 4, b,, c (o, =1, 2, ...,
m) et le second membre / de I'équation du type elliptique (11, 8)

(1) F =2y etz 4 ;)—1%(—;[—;; - Xy by, ;%:—;— “+cu=f

sont toujours lipschitziens d’exposant A dans un domaine borné ouvert
®@. La frontiere S de ce domaine remplit les conditions déja indiquées
(II, 1) et en outre celle que les dérivées des coordonnées des points
de S par rapport aux parametres sont lipschitziennes d’exposant /.

Sur $ on se donne deux fonctions continues U et o, la premiére
étant celle qui sert & former "opération Ou déja définie (II, 1); les =,
sontles cosinus directeurs de la normale extéricure, On s’impose alors
sur S la condition
(2) Ou=—o0.

Le probléme de trouver une fonction u, ayant ses dérivées secondes
continues en tout point de @, satisfaisant dans @ a I"équation (1) et
sur § a la condition (2), est ce que nous appelons le probléeme généra-
lisé de Neumann, dans le cas linéaire.

Dans ce chapitre sera rappelée une méthode exposée ailleurs (c,
p- 380 4 384) quirésout ce probléme dans certains cas ; certains points
de la méthode seront ici éclaircis. ‘
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Il faut d’abord introduire certains éléments analytiques trés utiles
dans 'étude des équations du type elliptique.

Si le nombre m des variables est supérieur & 2, nous définissons la
fonction H (X, 3 o) de deux points X et Z de I'espace par I'identité

2 110

SanAun(Z) g — ) (as—Eg) | * (m > ),

“(\. Ea; 0)= ——:'_
AVErDIE)

ol I'on emploie la notation indiquée (II, 8); si m =2, on prend

“(.\, E; 0) == IO.L‘;:%:J):\.%B(E)(‘;I'z — 57 ) (..l':»j e £~, ) (10 == ).

11

4nyD(E)

Dans les deux cas nous posons, avec la convention déja faite (11, 7),
K(X,Z)=F1(X,Z;0).

On a donné ailleurs (4, IlI, p. 161; notation un peu dilférente)
Iexpression de K (X, E). Le fait le plus important est que, quand X

tend vers E,
K(X,E)=O LA (X, E)|

L'idée d'introduire H (X, E; 0) est due a K. E. Levi ("). |

2. Fonctions K7 (X, Z) et H (X, Z; p). — Soit @, un domaine
borné ouvert contenant S a son intérieur. On suppose que sa
frontiére S, satisfait aux conditions déja dites (11, 1), les dérivées rela-
tives aux paramétres étant continues. On suppose que les coefficients
8y bs, c et fsont lipschitziens d’exposant 2 dans @,

Nous confondons K!'' avec K et nous posons

()
K‘/”(X,E):f Kr=(X, A)K(A, E)dV, (p>1).
[}

On démontre (b, II, th. 3, p. 150) que, si ph<m,
K7 (X, E)=O[Lti—n(X, &)|;

(*) Eugenio-Elia Levi, Sulle equaziont lineari totalmente ellitiche alle der:-
vate parziali (Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. 2, 1907,
p. 295-317).
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s

si 'entier p est tel que ph=m,

IJ
K/(X,2)=0 | log —2—
(X, %) [ L E)
L, étant supérieur au maximum de L (X, &) dans @, §,. Enfin si
ph>m, K"(X, ) est une fonction continue de I'ensemble des deux
points, méme s’ils sontconfondus.
Nous poserons encore

/ (ne)
ll(x,E;p):ll(X.,E;())—1~Zf H(X, As o)K7 (A, Z)dV L.

n=1 @,

Cette fonction est continue par rapport a I'ensemble des deux points
sauf quand ceux-ci sont confondus, et

O[L*(X,Z)] (m>2),

H(X,E; p)= O[low L,

8 i:-z-jz-;-igz-j ) ( n—=2a).

On voit tout de suite qu’on peut la dériver par rapport a I'un des x,,
que le résultat est continu pour X £ E et que

gj’ —O[L~(X, E)].

On démontre de plus que les dérivées secondes existent et sont con-
tinues pour X £ &, pourvu que X soit intérieur & @, (c, th. 4 et 5,
p- 37624 378; ¢, p. 381 et 3832; un théoréme énoncé ici, I, 12 et 13,
est essentiel & la démonstration); les dérivées secondes de H (X, =; o)
sont évidemment O [L—" (X, E)] et les dérivées secondes de 'ensemble
des termes suivants sont O [ L"(X, &)|.

W ()
3. Intégrales f H(X,A;0)s(A)dV,. — Sis(A) est borné et

1

intégrable, il est évident que les intégrales
(r11)
u:—:f H(X,Aj50)p(A)dV,.
11)1

et leurs dérivées sont des fonctions continues. Si de plus ¢ est lip-
schitzien, les dérivées secondes existent en tout point intérieur a @,
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(1, 12, 13) et l'on a (&, p. 380)

:FI((X):—~()()\)+/ NN, A)p (N ) dVy.

ml
Il résulte immédiatement de la que

FI(X,Z; p)y=K7r+(X,E)
et que

) A1)
.J"f l,l(.\,A\:[:)Q(A)d\‘\:——p(X)-i«/ K (X, A )p(A)dVy.
[

1 Yy

=1y

A lnlc’gm/e.s'/ H(X, A; p) 5 (A)dS,. — Il est évident que les

&

intégrales

W (1
= [ ‘ FL( N, A pyo (A dSy,
s

ol 7 est une fonction bornée et intégrable des parametres du point A
de 8, représentent des fonctions continues, méme quand X vient surs.

Supposons maintenant que o soit continu. On va démontrer que si
'on considére sculement un coté de S (I'intérieur ou 'extérieur), I'ex-
pression G« a un sens bien déterminé, mais la valeur de ®u n’est pas
la méme des deux cotés (cette démonstration manque dans le Mé-
moire c).

Selon un procédé déja indiqué (b, 1, p. 165 et 166), nous intro-
duisons des fonctions ¢, ¢,, . .., ¢, des points de S, proportionnelles

am polynomes en x,, x, ..., x,, et telles qu’en tout point de
Siei=1, X Cay > 0.
St =95 (51, 82y -+ s $u—r) (=1, 2, ..., m) est une représen-

tation paramétrique d'une partie de 8, les équations
Lo, == Qg Co8m

établissent, dans un certain domaine comprenant cette partie de 8,
une correspondance biunivoque entre z,, ., ..., x,, ets,, s,, ..., S
les dérivées des 2, par rapport aux sg, et celles des s, par rapport aux
xg, existent et sont lipschitziennes d’exposant 4. La valeur de s, en
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un point (x, &,, ..., x,) donné ne dépend pas de la représentation
paramétrique adoptée.

A tout point de 'espace suffisamment voisin de 8, nous faisons
correspondre un point de $ et un seul, savoir celui qu'on obtient en
annulant 5, sans changer s,, s,, ..., s,—,. Si X estle point donné, X’
sera ce point de S (il ne dépend pas non plus de la représentation
paramétrique adoptée).

Cela permet de définir @« pour les points suffisamment voisins de
8 : on reprend la définition donnée (II, ) en convenant de prendre les
w, et Y en X'. St Ou tend vers une limite quand X tend vers un point
donné de'$, cette limuite est, par définition, lu valeur de @u en ce point
de 8 (méme si les dérivées de « n’existent pas sur &).

Ici'on a évidemment hors de 8

(rn—1)
(')u.::f OH(X, A; pro(A)dSy.
s

Mais si
X, A py=1H(X, A5 0) 4+ J (X, A),

les dérivées de J sont O[ L' (X, A)]; par suite

W11
f OJ (N, A)o(A)dSy
S

@

est continu méme sur S. llen est de méme de
i1 —1]
DX / N, As0)0(A)dS,.
oy

Ce qui reste de ®u peut s’écrire

=1} VA . &, " .
f :7.f5(‘l{i(>\-)[mz(\/)f)l_u‘i\_’_\‘7_(‘)-) -’f-—?ﬂ'g(A)ﬂM G'(_A)IISA
5) .

durg day

S

2l 1L—1) &
-/ S8, (X )@ (\) (A, X;0) o(A)dS,.

5 : day *
La premicre intégrale porte sur une fonction valant
(‘)[LH /l—m,(x’ A)l:

elle représente donc une fonction continue méme sur 8. Le dernier
Ann. Ec. Norm., (3), XLIX. — JANVIER 1g32. 4
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terme enfin s’écrit

1z

< ) fﬂM o(A)Ba(da— ag)@a(N) o
sy T D(N) ;
\TE ( I:—u'jx ﬁ(\)(lz_‘a¢>(1"—a’4)J

E

Nous avons déja établi (a, I, 17 4 22, p. 69 4 80) que cette inté-
grale a une limite quand X tend vers un point de § par points de @,
et une autre limite si X tend vers ce point de S par poinls extérieurs
a @+ 8. Lavaleur de ©Ou correspondant au coté intérieur est

2

O'(X) NH—1) 3 . ) .
@15‘_—__.-7_4#/ OU(X,A; p)o(A)dSy (N surs),
)

et I'intégrale existe, car Z,(x, — a,)w,(A)= O[L""(X, A)] et par
suite cette intégrale porte sur O [L'+"—(X, A)] (X étant sur §). Pour
le coté extérieur

P {m—1)
Ou—— U<;\)»-}—f OH (X, A; p)o(A)dS,.

5. Probléeme de Neumann; mise en équations de Fredholm. — Soit p
un entier tel que
(p+1)h>1.

Introduisons, pour résoudre le probléeme indiqué plus haut (§ 1),
deux inconnues auxiliaires ¢ et o en posant

(1) (m—1)
w(X)=— H(X, A;0)p(A)dV,—+ :zf (X, A5 p)o(A) dSy;
o, $
on voit que ¢ est une fonction inconnue d’un point de @,, et ¢ une
fonction inconnue d’un point de 8. Si o est lipschitzien, on doit avoir,
d’apres ce qui précede,

() (rm—1)
(3) x)_f K(X, A)p(A)def Ko1(X, A)a(A) dSy= /(X ),
S

(m)

(m—1)
(1) s()— [ OH(Y, A;0)p(A) dVs+3 [ O, A p)o(A) dSy=(Y)

@,

<

Y désignant un point quelconque de S et X un point quelconque de
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@,; (1) aura alors lieu aussi dans @, — @ — §. Or c’est |2 un systéme
de deux équations auquel s’applique la théorie de Fredholm : on
démontre en effet (4,11, th. 1 2 4, p. 147 4 152) que l'itération suffi-
samment répétée conduit 2 un systéme analogue mais & noyaux con-
tinus; le fait que les inconnues ne dépendent pas du méme nombre de
variables est sans importance (4, III, p. 169, ouc, p. 382).

6. Caractére lipsclhitsien de . — Nous allons montrer que, dans
tout ensemble fermé intérieur & @, la fonction ¢ qui fait partie d’une
solution quelconque de notre systéme de Fredholm, est lipschitzienne
d’exposant isi A< 1.1l en résultera aussitot que les dérivées secondes
delafonction « correspondante sont continues en tout pointde @ (§3),
et que par suite cette fonction u est une solution du probléme proposé.

Supposons d’abord ph > 1. Les deux fonctions ¢ et 5 sont nécessai-

) (m
rement bornées. Montrons qu’alorsf K(X,A)s(A)dV, est lipschit-

1

. n . e . ;
zien d’exposant - dans tout ensemble fermé intérieur a @,. Nous
avons tout d’abord les termes

() / '[az,_g(.f\")-ay,,g(A)JM—ﬁ-”—’p(,\)r/VA;
¢

2, Jzg dy

dans tout @,, ils sont certainement lipschitziens d’exposant quel-
conque inférieur 2/ (I, 10, 13). Puis

f).:!;g.
1 t

(e (X, A: ) (411 .
/,,,(x)f X A50) v jav, o ,:(x)f (X, As 0)p(A)dVy
[ ®

sont lipschitziens d’exposant & si A< 1 (I, 1, 13). L’autre intégrale de
(rn—1)
la méme équation (3), f Ku=t(X, A)ys(A)dS,, est aussi lipschit-
S

. ) i . ,
zienne d exposant—;’ car, par suite de notre hypothése sur p, elle peut
s’écrire

(m—1) {m;

f a(E)f K(X, A)YK7(A, E)dV,dSz

S [Dl

&

(2] (m—1)
= K(X, A)f K»(A, E)o(E)dSgdVy;
@, &
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or 'intégrale d’ordre m — 1 est bornée; done l'intégrale donnée est
. .o , . h
lipschitzienne d’exposant = - Tous les termes autres que g, dans notre

équation, sont done lipschitziens d'exposant —au moins; done ¢ lui-

. . Lo h
méme est lipschitzien d’exposant —-
Pour arriver a4 l'exposant A (si £ <C1), remarquons alors que

Pintégrale
14 FUX,A50) 0 x)av,

Oy das

étendue 4 larégionde @, telle que L(X, A)> 2 > o estbornée quand o
varie. En effet il en est d’abord ainsi pour
Al g, r
PUX, Ajo), v
/ WIP('\)—‘P(MM\A,

’ :
puisque cette intégrale porte sur O [L"’_m(,\, A)J Puis

dmi e 3y ; . " AP
.0<\)f [/) (X, Ajo)  0*H(A, X; O)J/{VA

Qs dzy day dag

porte sur O[L" (X, A)] et est donc aussi borné. Enfin

THORHA, X 0)
f day day AN
est borné (I, 9) puisqu’on est & une distance de la frontiére de (0,
supérieure & un minimum positif. Donc (I, 8, 10, 13) intégrale (5)
est lipschitzienne d’exposant A dans ’ensemble donné. Il en est par
suite de méme des termes autres que ¢ dans 'équation (3); donc ¢
lui-méme est lipschitzien d’exposant h. '
Si_maintenant ph1<(p + 1)/, soient ¢’ et o’ les inconnues qui
correspondraient i ’entier p +1 (en supposant qu’elles existent). Il
est évident que
(1) s
o(X)=p(X) _2f Kr+(X, A)o'(A)dSy,  o=0';
&
par suite ¢ est encore lipschitzien d’exposant h. D’ailleurs ces relations

se résolvent par rapport & o' et & o, de sorte qu'il est certain que ces
derniéres fonctions existent.



SUR CERTAINS PROBLEMES NON LINEATRES DE NEUMANN. 20

7. Uncasot le probléme est soluble. — Nous renvoyons & un Mémoire
cité (¢, p. 383 et 384) pour la démonstration du résultat suivant :

St @ est homothétique d’un domaine donné dans le rapport variable 3.
par rapport a un centre d’homothétie situé a Uintéricur du domaine o
les coefficients de Uéquation sont lipschitziens; st de plus & est remplacé
par 170 ot b est une fonction positive donnée d’un point de la fron-
tiere du domaine donné, notre systeme de Fredholn, et par suite le pro-
bléme donné, sont certarnement solubles st ). est asses vousin de séro.

De plus, le probléme n’a qu'une solution (d, addition, p. 266).

CHAPITRE 1V.

DERIVEES D’ORDRE QUELCONQUE A L INTERIEUR DU CHAMP.

1. Enoncé; introduction d’un probleme de Neumann. — Supposons
que les coefficients et le second membre de I'équation du type ellip-
tique

D u du
v o, — Y — N £
50t Tz 04 42,0, P +cu=f

(1)

sont lipschitziens d’exposant /<1 dans un domaine borné ouvert @.
Alors st les dérivées secondes d’une solution u sont conlinues cn tout
point de @, elles sont lipschitzsiennes d’exposant i duans toul domaine
Jermé intéricur a @.

Pour le démontrer, nous allons prouver qu’a tout point de @ on
peut attacher un nombre r, tel que les dérivées secondes de u soient
lipschitziennes d’exposant 4 dans 'hypersphére (*) de rayon » qui a
pour centre ce point. Lc domaine fermé donné pouvant étre recouvert
par un nombre fini de telles hypersphéres, cela suffiraa notre démons-
tration.

Nous pouvons prendre pour origine O le point donné de @. Soient
@, 'hypersphére de centre O et de rayon 27 (r étant pour le moment
indéterminé) et @, 'hypersphére de centre O et de rayon 3r. Sur la

(*) Nous employons cetle expression parce que m peul &lre supérieur a 3.
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frontiére 8§, de @,, on a

2—11‘_(1418{1:7 '3-7':1) l)—(,d,
o étant une fonction continue, qui dépend aussi de . D’aprés ce qu’on
avu (1L, 7), si r est assez petit, le probléme de Neumann consistant &
calculer u en se servant de I’équation (1) et de cette condition est
soluble par la méthode du chapitre précédent dés que r est assez petit.
Le domaine ®, du chapitre précédent (III, 2) sera ici remplacé par @
Le raisonnement cité (¢, p. 383 et 384) prouve qu’une limite supé-
rieure de r au-dessous de laquelle le probléme est certainement pos-
sible peut étre fixée connaissant des limites supérieures des valeurs
absolues des coefficients de I'équation et de leurs coefficients lipschit-
ziens pour 'exposant A et connaissant en outre une limite inférieure
positive du déterminant des a, 5. Le probléme est en outre bien déter-
miné (voir ci-apres, XI, des raisonnements qui peuvent sur ce point
remplacer ceux de d, p. 2606).

2. Dérivées secondes de la premicre intégrale. — Nous savons (111, ()
que ¢ est lipschitzien d’exposant / dans tout domaine fermé intérieur
a @,. Je dis qu'en conséquence, les dérivées secondes du premier terme
de u

(rmy)
._f H(X, A; 0)p(A)dVy
@,

sont lipschitziennes d’exposant I dans @, .

En effet (I, 12) :

0% (21) ][(X A O) /\ v
0240 ’Lgf p(A)dVy
() PH(X, Aj0) PH(A, X; 0) 7
_f [ dzy g (‘\)_WP(X)JJ\,\
1)1—1)()H(A X O)
+9(X)f e ws(A) dSy,

8, étant la frontiére de @,. Or, au second membre, I'intégrale d’ordre
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m —1 est évidemment, dans @, , fonction lipschitzienne d’exposant A,
car on peut la considérer comme fonction composée des , par 1’1nter—
médiaire des ag . (X) et des z, eux-mémes : or, dans @, les dérivées
relatives & ces fonctions intermédiaires sont continues, et ces fone-
tions intermédiaires sont lipschitziennes d’exposant A.

A la premiere intégrale du second membre, nous pouvons appliquer
le théoréme (I, 7); ce sont les «, . (X) et ¢(X) qui jouent le role
des w,(X) du théoréme. Le nombre % est ici égal & 1, ce qui montre
déja que cette intégrale admet n’importe quel exposant lipschitzien
inférieur a /.

Pour montrer qu’elle admet I’exposant 4, on va vérifier les hypo-
théses supplémentaires (I, 8). Les dérivées secondes relatives aux
a..(X) et a o(X) existent et sont O[ L= (X, A)]. D’autre part, en
dérivant par rapport 4 z, on a a considérer I'intégrale

i ye H(A, X; 0) "
W As

étendue 2 la partie de @,, telle que L(X, A)>¢, ¢ étant positif
variable : elle est bornée dans @, (I, 9). La dérivée par rapport a
a..(X), intégrée dans le méme domaine, conduit a

(m)
02
\)f ()a“ ()a“()a,{, H(A, X50)dVy;

elle est donc encore bornée dans @, (I, 9).
Donc (I, 8) les dérivées secondes de ce terme de u sont lipschit-
ziennes d’exposant A.

3. Dérivées secondes de la deuxiéme intégrale. — Je dis mamtenant
que les dérivées secondes de la deuxiéme partie de u

(m—1)
zf H(X, A; p)o(A)dS,,
s

Sy

sont lipschitziennes d’exposant /4 dans I'hypersphére @' de centre O
et de rayon r.
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Il est tout d’abord évident que le premier terme

tae—1)
f (X, A 0)o(A)dS,
S

&
1

est holomorphe dans @'.
Passons i I'un quelconque des termes saivants; il peut s’écrive

(rn —1j W21
f G(’E)f (X, A; o)K#(A, Z)dV,dS=.
s, @,

N N Y 3 r . .
Soit @ hypersphére de centre O et de rayon >~ ; il est clair que

"
Dy — @

{ne=—1J )
f G(E)f HIX, As )K" (A, Z)dV, Sz
L\'l @,

est holomorphe dans @', car X est alors extérieuraudomaine @, — @".
Il reste & examiner une intégrale qui peut s’éerire

/

S

~ )

al(m-—1j
(X, A «.>/ Ko (A, EVa(E) dSz dV,y,
7S,

car, A étant dans @”, K" (A, B) est continu sur §, et la permu-
tation des intégrations est légitime. D'aprés ce qui précéde (§2), il
nous suffit de prouver que

{m—1)
f K# (X, E)s(E)dSz
S

L

est lipschitzien d’exposant /4 dans un domaine contenant @” et'contenu
dans @,. C’est évident si n=1. Si n "> 1, cette fonction est

W (r—1) (n2)
f o(&) K(X, A)Km="(A, E)YdV,dS=
S, @, Q(n—1)

(m) (m—1}
-}—f K(X, A)f Kin=1(A, E)o(&E) dSz dV,.
Q 8,

(n—1)

les Q(n) (n=1, 2, ..., p) étant des hyperspheres de rayons décrois-
sant depuis un nombre inférieur & 27 jusqu’d un nombre supérieur
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. 3r . a1, Gy

4 ~—- Dans le premier terme, on peut considérer K(X, A) comme
fonction composée de X par I'intermédiaire des x,, des «, g(X), des
0,(X) et de ¢(X) : la dérivation sous le signe fétant légitime par
rapport & toutes ces fonctions, ce terme est lipschitzien d’exposant /
dans Q(n). Dans le second terme, si ’on a déja démontré que

Wime—1)

/ K -Il( \? E)G’(E‘)flsz

est lipschitzien dans Q(n — 1), ce second terme est lipschitzien d’expo-
sant /e dans Q(#) (voir un point de la démonstration III, 6). On voit
bien ainsi que toutes ces mteorales sont lipschitziennes (l’exposanL h
dans le domaine Q( p) contenant @'

Nous avons ainsi fini de demontwr que les dérivées secondes de u
sont lipschitziennes d’exposant A dans @'. Par suite la pmposmon
énoncée au début du chapitre est aussi démontrée.

. Dérivées trocsiemes. — St, outre les hypothéses précédentes (§ 1),
les (/(‘IH('(’S des g 5, des by, de c et de fsont lipschitsiennes d’ezxposant
I <1 dans @, les d(f/ (wées troisiemes de u existent et sont lipscliitziennes
exposant h dans tout ensemble ferné intérieur a 3.

En effet, nous avons maintenant

). Ly, ().1‘7

) (122) - {11—1j
»-}«p(X)f (-(-)—l—\— - ()I\>’/\ A0 \’)/ (X, Ay, (A) dS,y.
@,

Vi) W) -
4)_/ K(X, ;\)p(,\')(/v_\_—,f IR X, A [o(A) — o0 X)] Vs
@,

Dy, day,

On constate toujours de la méme facon (I, 7) que tous les termes sont
lipschitziens d’exposant quelconque inférieur & /. Le méme calcul
montre que, pour p assez grand, les dérivées de K'»*""(X, A) sont
lipschitziennes et qu’il en est par suite de méme de celles de

(=1}
f K7i(X, Ays(A) dSy.
S

s,

Ann. Ee. Norm., (3), XLIX. — Février 1932. 0
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Donc les dérivées de p existent et sont lipschitziennes. Alors

" {m)
a—t—)-a—x— H(X, A;0)p(A)dV,
2 08 @,
“IrrIL(X, Aj o) 01X, A o) IJH(X, As0) do |
—/. [ O0xy ()xu p(A)+ ()Ja(ja,_u = p(A) -+ ”“7)“59“* (')275 AV
(m—1) . .
_f @%ﬁf_zﬂ p(A)ms(A)dSy;
s, o

les dérivées de lintégrale d’ordre m — 1 existent et sont continues
dans tout ensemble fermé intérieur d @,; il en est de méme des déri-

0((1“ ct Jd

vées de I'intégrale d’ordre m <I, 12, les p Jouant le role des

Wn)' On démontre de méme que les dérivées troisiémes de 'autre terme
de u sont continues. Done les dérivées troisiemes de u existent et sont

. . da;
continues. Si E[i =¢, on a donc

d*y
dx Ly, () 240
__ 9 ¥ day, 8 u v 0b, du e
e D] _ e Y T e e

dx, 7 day, duy, Dy *day, day  Ou,

o dy
X8 g5 -+ 2504 s 'F 8%

le second membre étant lipschitzien d’exposant 4, il en est de méme
(§1) des dérivées secondes de ¢, donc des dérivées troisicmes de w.

5. Dérivées d’ordre quelconque. — St, outre les hypothéses précédentes,
les dérivées d’ordre g des a, g, des by, de ¢ et de [ sont lipschitzicnnes
d’ezxposant h < 1 dans @, les dérivées d’ordre q + 2 de u existent et sont
lipschitsiennes d’exposant h dans tout ensemble fermé intéricur a @.

En effet, si ¢ =1, ¢’est la proposition précédente.

Si g2 2, reprenons I’équation en ¢ ci-dessus : les dérivées du second
membre existent et sont lipschitziennes d’exposant 2 (§4); donc les
dérivées troisiemes de ¢ existent et sont lipschitziennes d’exposant 4,
c’est-a-dire que, si ¢ = 2, le théoréme est vérifié.

Mais alors, s1 ¢23, les dérivées secondes du second membre existent
et sont lipschitziennes d’exposant /; donc les dérivées quatritmes de ¢
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existent et sont lipschitziennes d’exposant 4, c’est-i-dire que, si =3,
le théoréme est vérifié.
Et ainsi de suite si ¢ > 3.

CHAPITRE V.

SOLUTIONS ELEMENTAIRES PRINCIPALES.

1. Solutions élémentaires : définition. — D’aprés ce qu'on a vu,
si(p—10)h>m, K- (X, E)est une fonction continue de X (IlI, 2)
et par suite K (X, Z est une fonction lipschitzienne (111, 6), il en
résulte que les dérivées secondes, par rapport a X, de

L (m)
f HOX, A 0)Kn(A, E)dV,

existent et sont lipschitziennes (1L, 3). Donc si 'on donne i p diffé-
rentes valeurs remplissant cette condition, les fonctions H(X, E; p)
ne différent les unes des autres que par des fonctions dont les dérivées
secondes, relatives & X, sont lipschitziennes.

- Nous nommons solution élémentaire de I'équation homogéne toute
Jonction ¥ (X, B) satisfaisant a U équation relaticement a X, et ne dif-
Seérant de H(X, Ej; p) que par une fonction continue ainsi que ses
deérivées jusqu’au second ordre relatives ¢ X.

On pourrait, au moins dans certains cas, donner une définition plus
simple (b, V, th. 1, p. 192). On a ici un peu modifié la définition
admise antérieurement : on a changé le facteur numérique qui figure

. \ . , 3 1
dans P'expression de H(X, &; o) et I'on a ajouté le facteur Y
. , , VD(E)
C’est M. Hadamard qui a proposé le nom de solution élémentaire.
2. Equation £, P4 gtu=o. — L’équation
*ory ®
v Qu iy — o

“oxi

ou g est une constante positive, admet une solution élémentaire trés
remarquable, dont 'expression va é&tre rappelée (b, V, th. 2, p. 195).
Sir=L(X, E), cette solution, déduite des travaux de M. Whittaker
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sur les fonctions hypergéométriques confluentes (') et déja considérée
par M. Picard pour m = 2 et pour m =3 (*), est

m-—1 m—3
B

I e—sr o 2 e m—3 ¢ 2
F(r):————————-——( 2 t* 14 ) e—tdt (mz=2).
' m—1r1\ 2g \2mr o 257
I —— ;

Quand 7 tend vers zéro, cette fonction a la partie principale exigée,

m
5/ m . — logr, .
o 'T<—‘——1>rl""(_m>2), - (m=2),

et, pour rinfini, elle admet le développement asymptotique, indéfini-
ment dérivable terme 4 terme,

m-—t

— n . .
esr g * 5 ¢ (—agr)y— ap—r1)\? m—2\?
O I I — )
28 \27r ’ n! ) 9 )
p=1

\

c’est-a-dire qu’elle tend vers zéro, ainsi que ses dérivées de tout ordre,
comme des fonctions exponentielles décroissantes de r; nous dirons
qu’'alors ces fonctions tendent exponenticllement vers zéro.

3. Solution élémentaire principale; définition. — Considérons une
équation du type elliptique (11, 8)
' Pru . du
Fu= Ea,{iam,ﬂ ()-T:y,()«.’b'{j + 2 by o, +ecu=o0 (e, {3 =1, 2, ..., M),

4 coefficients lipschitziens dans tout I’espace, et qui, hors d’un cer-
tain domaine borné, se réduit a
. J?u

Fu=2; 5 —gu=o (&= constante posilive).

dxs
Nous nommons solution élémentaire principale de cette équation une
solution élémentaire G(X, Z), définie quel que soit X 5£ =, et qui
tend vers zéro, ainsi que ses dérivées de tout ordre, comme des fonc-

(') Warrraker et Warson, Modern Analysis, Chap. XVI.

(*) EnmiLe Prcarp, Bulletin de la Société mathématique, t. 28, 1900, p. 186
a 191, et Selecta, p. 231 & 247, ou Rendiconti del Circolo matematico di
Palermo, t. 37, 1914, p. 249 4 201.



SUR CERTAINS PROBLEMES NON LINEAIRES DE NEUMANN. 3"

tions exponenticlles décroissantes de L(X, E) quand, = restant ﬁxe,
cette distance augmente indéfiniment.

Les conditions imposées aux coefficients de & hors d’un domaine
borné peuvent sembler fort étroites et artificielles. Il serait évidem-
ment intéressant de prouver 'existence de fonctions pouvant rem-
placer G, dans des conditions plus générales sous ce rapport, mais ce
n’est pas nécessaire pour notre buat actuel, car les questions que nous
traiterons seront relatives &4 des domaines bornés, et par suite nous
pourrons, hors de ces domaines, définir I'équation de facon a satisfaire
aux hypothéses actuelles.

4. Premicres conditions suffisantes d’existence. — Dans & u, ne chan-
geons pas les a, g niles b,, mais imaginons que ¢(X) soit remplacé
par une fonction ¢(X, g) du point X et de la variable positive g, se
réduisant a2 — g* hors d’un certain domaine borné, et telle que
c(X, g)+ g* smt borné quand X et g varient | hypothése satisfaite,
notamment, si ¢(X, g)=— g* quels que soient X et g].

Alors, s¢ g est assez grand, G(X, &) extiste.

Pour le démontrer, admettons d’abord I'existence de G. Posons

(X, E; 0) = === 1«[vﬁgA H(Z) (%0 —E2) (25— E8))s

/D(

ou F a la signification déJa dite (§ 2). Ensuite posons, comme plus

haut (111, 1),
( ) K(X, E)=FI(X, Z;0).

Si’on remarque que

PH PV R () (va— ) (25— )]
()1/';,_01/{3 \/D(s—d ‘a“(-)ﬂA““e(h_.)(xm*ga)(~53—“.éfﬂ
pe 27 8,v,8%a,f @(E Aa,y(E)A‘i 5(3) ('TY—EJY) ("N"—E-a)
F’ [\/Za fiA-'l 3("‘)( Lo, —-Q“)(xﬁ—cp)] Za, 8,Y, Bam,ﬁ(‘g‘)
VD (E)[Za,6Au,8 (E) (wa— o) (2g—£5)
<A (2 A7 () — Aoy (2) Ao (2] — B (20— )
F'[VE 5 Re3(B) (20— Ea) (25— E3)

F/[VZ0 5 A8 (5) (@a— L) (@5 —E8) |
\/Z“,BAa,ﬁ(E)(-”a"' ) (-”B"EB)

Ez,(ﬂ“a,{i (=)

\/D(~

~+ (m—1)
=g*H(X, &; o),
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on trouve que, comme avec |'autre définition,

KX, 2)y=0(L—(X, Z)),

h étant 'exposant lipschitzien des a4, car

e L . o*H . o Jl
I\(\, L_l:)l"'—jla;,__:-j(;\) —_— ﬂg'j(:.)Jm —+ o\dy/)y(.\)

o 4= [e(X, g+ g* | H.
On voit de plus que si, Zrestant fixe, L(X, Z)augmente indéfiniment,
K tend vers zéro comme une fonction exponentielle décroissante de L.
Si X et = sont tous deux extérieurs & un certain domaine borné, K est
identiquement nul (ceci a lieu méme si, hors d’un certain domaine
borné, les a, 3 sont supposés constants, sans plus, au lieu de particu-
lariser comme plus haut ces constantes).
Posons alors, comme plus haut (111, 2),

(20
KX, E)=«k(X, &), KX, &)] :/ (K=1(X, A)K (A, E)dVy,
Y .(m,)
H(X, Z; p)y=1I(X,Z;0) +Z/ H(X, A o)KW (A, E)dV,,

n=l
les intégrales étant, cette fois, étendues a toul I'espace. On a encore

(111, 3)
FH(X, E; p)y=Kr+1(X, E).

On a donc évidemment
FIG(X, E)—H(X, E; 0)] =— K(X, &).

Mais la fonction

(m)

w(X, E)y= G(X, AM)K(A, E)dV,
satisfait évidemment a I’équation

Fu(X, 8)y=—K(X, &) (X E)
car le second membre est lipschitzien. Donc

FG(X, ) — H(X, &; 0) — u(X, E)] =o.
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Si nous admettons que
G(X, E)—H(X, E;0)=u(X, ),

u satisfait done a I'équation intégrale
(ne)
(X, .’—:):[ WX, AYK(A, B)dVa+ H(X, 25 1) — H(X, Z; o).

Malgré le champ infini de I'intégrale, la théorie de Fredholm s’ap-
plique & cette équation, en y regardant X comme un systéme de para-
metres. En effet, tracons une hypersphére de centre O et de rayon R
assez grand pour que K soit nul quand les deux points sont hors de
cette hyperspheére. Si A est extérieur & cette hypersphere, le point A’
donné par I'inversion

. Rz,
A= —; S . (2==1,9, ..., m)
ay - az ...+ ag, )
lui est intérieur ; on a alors
dla,, dy, ) ) ( R2 m
Ad(ay, @y ..oy @m) aiai 4.+ ad

Soit E" le point qui correspond & Z par la méme inversion. Posons,
pour un instant, si & et A sont tous deux intérieurs a I'hypersphere,

K(A, EYy=N, (A, E);

si 2 est intérieur et A extérieur, posons

. A& o, 2\ —
K(A, E)::—-—(—‘——-——P:’Tm—’—"— N, (A, B
T

s1 Z est extérieur et A intérieur, posons
K(A, Z)y=N,(A, &).

Si Pon a des fonctions ¢(Z), o(Z), nous poserons de méme, pour =
extérieur a I'hyperspheére,
p(E)=¢/(E), o(E)=19'(&).

Dans ces conditions, I’équation intégrale

(m)
V(a)zf o(AVK(A, E)dVs+ o (5)
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olt 'intégrale est étendue i tout I'espace, peut étre remplacée par le
systéeme
3 o e
V(E):/ e(A)N (AL E)dV - [ (AN, Z)dVy+9(2),

% (%

23
e(E :f eUAING(N, )V -+ o(E),

ot les points A et = sont dans hypersphére a laquelle sont étendues
les intégrales. Mais N, = O[L"—(4A, Z)| quand A tend vers E, et N,
et N, sont partout continus : done la théorie de Fredholm s’applique.
Si ¢’ s’annule & l'origine, nous voyons qu’il en est de méme de v/,
car Ny(A, 0) est identiquement nul. Pour appliquer la théorie de
Fredholm, il n’est dorénavant plus nécessaire de recourir & cet arti-
fice, car les séries introduites par Fredholm se transforment terme a
terme sil’on fait subiv aux deux points du noyau une méme transfor-
mation.

Done, si I'on n’est pas dans le cas d’'un pole de la résolvante, notre
équation en «(X, £) admet une solution et une seule, et ce qui vient
d’étre dit prouve méme que u(X, Z) tend vers zéro quand, X tendant
vers une limite, = s’éloigne indéliniment (woir 6, V, th. 2, p. 197 et
198). Il en est de méme si, Z tendant vers une limite, X s’éloigne
indéfiniment, car le second membre tend uniformément vers zéro et
la limite est atteinte de facon exponentielle; de méme encore si X et E
s’éloignent tous deux indéfiniment de O, u(X, E) tend vers zéro. Si E
tend vers X, u(X, 2)= O[L*"(X, E)], comme le second membre.
Ce second membre a, relativement 4 X, des dérivées premiéres et
secondes valant respectivement O[L'*(X, )] et O[L"" (X, &)];
on en conclut la méme chose pour les dérivées premiéres et secondes
de u(X, Z) relativement 2 X. On a donc

()
Fu(X, 3):f Fu(X, A)K(A, B)dVa+ K9 (X, B) — K(X, &),
d’ot1, puisque la solution est unique
Fu(X, E)=—K(X, Z).

En outre les dérivées de tout ordre, relatives a X, existent pour L( 0, X)
z

assez grand et tendent exponentiellement vers zéro, uniformément par
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o]

rapport a =, quand L(0O, X) augmente indéfiniment. Il est évident
aussi que, si p est assez grand et que

ce(X, Z)=H(X, Z; p)—H(X, E;0)+ (X, E),

les dérivées secondes de ¢, relatives 2 X, sont continues.

La fonetion H(X, Z; 0)~+ «(X, E) jouit donc des propriétés exigées
de G: on peut done bien la prendre égale a G. 1l n’y a d’ailleurs pas
d’autre fonction G possible, au moins si g est assez grand pour que
c(X, g) soit négatif, car la différence de deux telles fonctions a ses
dérivées secondes partout continues, elle s’annule a 'infini et elle ne
peut avoir nulle part de maximum positif ni de minimum négatif (voir,
sur ce point, 'adaptation d’un raisonnement célébre de Paraf, 6, V,
th. 2, p. 200, note); elle est donc identiquement nulle.

Tout revient donc & prouver que I’équation homogéne

(my
t'lE):f p(A)K(A, E)dV,
n’a que la solution zéro. Il en est ainsi notamment si
{ne)
f IK(A, )| dVa< g <1,

q étant indépendant de =, car alors, si M, supposé positif, est le
maximum de |¢|, on a

l/ DK (A, E)dVy| < gM,

ce qui, en mettant E i I’endroit ou |¢|=M, conduit & une contradic-
tion.

Nous allons voir que cette condition suffisante est remplie si g est
assez grand. Prenons d’abord dans K un des termes

HEA, Ej0)

‘_asc.[j(/\)“‘aa,[i(‘:),‘ ()a“()ag

dont nous intégrerons la valeur absolue; par un changement linéaire
, P . - r
effectué sur les a,—&., defaconachanger =, s A, 5(E)(a, — &, (a; — &)
Ann. Ec. Norm., (3), XLIX. — FEVRIER 1932. 6
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en X.(z. — )%, on trouve que cette intégrale est moindre que

Ul
M / Py

M étant une constante indépendante de = et F(r) étant la fonction
définie plus haut (§ 2). Par une homothétie de rapport g, ceci devient

ca AN ’}_'
Mg [ S| By (1)
’ U dary dag

F, étant la fonction analogue a4 F, mais relative 4 g=1. Quand g
augmente indéfiniment, la limite est donc zéro. On voit de méme que

/ ' AVy=0 <i>,

[ T[N, g)+ g (A, B 0)]| dVa=O(g~)

F(r)ldVi[r=L(A\, 2)],

r]a()

d\"-.\r

JI(A, Z;0)

by (\) T
o

et que

[cette derniere intégrale tendrait encore vers zéro si I'on supposait
seulement que g~*[c(A, g)-+ g*] tend vers zéro uniformément par
rapport & A |. Toutes ces intégrales tendant vers zéro, uniformément
par rapport & &, I'inégalité voulue est satisfaite pour g assez grand et
le théoréme est demontre.

. Retour & Uéquation E ) — g*u=o0.—Si
a0 G
_ d*u
F(u)= E _— = g%u

I'opération adjointe g,u est identique & Fu. La solution élémentaire
principale G(X, ), si g est positif, est la fonction F(r) déja définie
(82).S1d(E) est une fonctlon continue quelconque d’un point X d’une
multiplicité remplissant les conditions déja dites (II, 1), et si n est la
normale & 8 dirigée dans le sens (m,, @,, ..., @,),

Ou(X)=Zu(X)= -(-{-l- +y(\)u();),

néanmoins, méme dans ce cas, il est utile de distinguer 0 de Z quand
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ces opérations doivent étre appliquées 2 une fonction de deux points,
telle que G(X, E), car (11, 7) cela indique sur quel point porte I'opé-
ration; de méme pour & et §.
En attendant une étude plus approfondie et plus générale, nous
-allons considérer, pour G(X, E)=TF(r), les intégrales

S M-—1)
/ GON, A)p(A)dVy, f G(X, \Jo(A)dS,.

Y@ bt

(re—1}
f ZG(X, A)a(N) Sy,
It}

ou ¢ et 5 sont des fonctions de points de @ ou de §; nous les nomme-
rons respectivement potentiel de domaine, potentiel de simple couche,
potenticl de double couche.

6. Lenye. — Si, en plus des hypothéses déja faites (11, 1), les déricées
secondes des coordonnées des points de 'S, par rapport aux m—1
paramélres, sont lipschitziennes d’ecxposant b ainsi que les dérivées
de U(A), et si les waleurs limites du potentiel de double couche

(1201}
M(X)::fz/ ZG(X, A)o(A)dSy |G=F(r)],
Jig

&

quand X tend vers les points d'une région de'$ en occupant des positions
sttuées d’un méme coté de'S, ont, par rapport auzx parametres des points
de '8, des dérivées lipschitsiennes, les dérivées de o par rapport @ ces
paramétres existent et sont lipschitziennes dans tout ensemble  fermd
sans point conmunun avec la frontiére de cette région de'S.

Les valeurs limites en question sont
|

(m—1j
W(X)===5(X)+ ”'f ZG(X, A)a(A) dSy,
S

P

+ si X vient du coté de S vers ot est dirigée la normale n, — dans le
cas contraire. Il y a donca prouver que les dérivées de

(7h—1)
(1) : f 7G(X, A)a(A) dSh,
S
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relatives aux parameétres des points de &, existent et sont lipschit-
ziennes.

Remarquons que 5 est nécessairement continu. En effet nous avons,
X étant sur §, une équation de Fredholm en g, dont le noyau vaut
O[L*(X, A)] (b, IV, p. 175) et est continu pour X 5% A3 u(X) étant
continu, toute solution est continue ().

Introduisons les parametress,, $a, ..., Sy de X considéré comme
point de §, et les paramétres correspondants #;, ty, ..., &,— pour A;

nous pouvons ne considérer qu'une région de § pour laquelle une
seule représentation paramétrique suflit. Soit alors
ZG(X, A)=N(S,T);

on a
) JN . ; JN JN - v
\J— Deitl T il p— —1 S T e e e = Detrt (Q ]
N=O[Ln(S, T)), 5= =O0[L=(S,T)],  go + Jm=0[LS, 1)),
2N J*N J*N

=O[L— (S, T)], = O[Li=»(S, T)].

s, 0sy ds,0s5 Ol dsy

D’autre part,

ASy=wo (T )d(L,, Loy ..., L),
ot o(T) est positif, et ou les dérivées de o existent et sont lipschit-
ziennes.

Alors (I, 1) I'intégrale (1) est lipschitzienne d’exposant quelconque
inférieur 3 1. D’aprés 'équation de Fredholm, il en est alors de méme
pour o. Done (I, 4, 6) les dérivées de I'intégrale (1) existent et (I, 11)
elles sont lipschitziennes. Donc les dérivées de o existent et sont
lipschitziennes.

7. Lenwe. — Dans les hypotheses du lemime précédent, toutes les déri-
vées de u(X), considéré comme fonction de @y, s, . .., Ty, cxistent et

sont lipschitziennes dans tout ensemble fermé sans point commun avec
la frontiére de notre région de 8 ct ne traversant pas’S.

En effet, les dérivées de o existent et sont lipschitziennes, ce qui
nous permet de renvoyer 4 un Mémoire antérieur (d, II, 1, p. 209)
pour le reste de la démonstration (une démonstration plus générale
sera donnée plus loin, VIII, 7).

(*) Voir VIII, 3, note.
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8. LemmMe. -— Dans les mémes hypothéses, st 'on calcule ®u successi-
cement pour les deux cdtés de'S en un méme point, les deuz valeurs sont
égales.

Tout d’abord, d’aprés le lemme précédent, ces deux valeurs de Qu
existent. D’aprés les détails de la démonstration du lemme précédent
(b, 1V, th. 3, p. 185 4 187), Ou se ramene & une somme d’intégrales
dont les seules qui puissent éprouver une discontinuité au passage
de 8, sont des potentiels de double couche dount la densité est fonc-
tion linéaire et homogeéne de 5 et de ses dérivées : donc, en un point
deSouaget ses dérivées sont nuls, les deux valeurs de @u sont égales.

Or, en retranchant de z un autre potentiel de double couche dont la
densité soit un polynome en a,, a,, ..., a,, on peut toujours annuler
en un point de § la différence des densités et ses dérivées. Nous
sommes donc ramenés a prouver la proposition quand 5 est un poly-
nome. D’autre part nous pouvons aussi, en ajoutant & § et en en
retranchant ce que nous voulons, sans que la distance de X aux parties
ajoutées ou retranchées tombe au-dessous d’un certain minimum
positif, faire en sorte que § soit la frontiere d'un domaine borné
ouvert @, la direction &,, ®., ..., &, étant vers 'extérieur.

Posons alors 8(X)=1 quand X est dans @, 6(X)=o0 quand X est
hors de @ + 8; soit & I'extérieur de @ + 8. Une [ormule de Green,
appliquée a la partie de @ extéricure i une hypersphére infiniment
petite de centre X, donne (II, 5)

2 (1021 L2
f 76\, ;\)o‘(.f\)(/S,\:——«/ G(X, A)Fo(A)dV,
7 ®

»

(r2—-1)
-iﬂf G(N, A)Bc(A)dSy—0(N)a(X);
S
en prenant maintenant la partie de & extérieure & une hypersphére
infiniment petite de centre X et intérieure & une hypersphére infini-
ment grande de centre O, il vient

(m—1) | S _ } R
f ZG(X, Ma(AdS,= [ GIN, A)Fal(A)dv,

o &

{rr—1j
~}—f G(X,A)Bc(A)dSy+[1—4(X)]e(X).
b

o
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Mettons X dans @ et prenons la deuxiéme formule; nous appliquons
aux deux membres ['opération ® (ITI, 4), et nous désignons par ©; la
valeur limite de ® quand X vient sur & par points de @ :

{ra) (=1

Q;u :f OGN, \)Fa(A)dVa+ @,;/ G(N, A\)®o(A)ds,.
(o v

Mettons maintenant X dans & et faisons-le venir sur §; soit 0, la nou-
velle limite de ©; la premiére formule donne

A—1

(-),,u:._f OGIN, A)Fo(A)dV, + @,./ GIXN, A)Og(A)dS,.
v

s

Retranchons :

{mj

{121}
Ot — = [  OGIX,\)Fa(A)d\V\+ (0 @,,)f G(X, A)Ba(A)dSy:

Iintégrale d’ordre m est ici étendue & I'espace. L’étude connue du
potentiel de simple couche (111, 4) permet d’écrire cela

i

Ot —Ouu=[ OGIX, A)TFo(A)dV,\+ Oz(X).

Mais en retranchant membre 4 membre les deux premiéres formules,
il vient

fan)

G(X, A)Fs(A)dVy=—a(X)
quel que soit X. Par comparaison avec le résultat précédent, on en

conclut
O,u=0,u,

et le lemme énoncé est démontré (*).

9. Lemme. — St Fu satisfait auzx conditions précédemment énoncées

(') Ce résultat généralise une proposition a propos de laquelle des travaux de
Lisvounor sont cités par M. Havamaro, Legons sur la propagation des ondes,
p- 2. Une généralisation plus étendue sera donnée plus loin (VIII, 8, 9); voir
aussi Comptes rendus, t. 191, 1930, p. 478 4 480.
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(§3) et qu’en outre ¢ soit négatif ou nul dans tout Uespace,, st M est I'in-
térieur d’une hypersphére telle qu’on ait sur sa frontitre’S et a l'exté-
rieur, ainst qu’anx points de M assez voisins de'S,

a2
. d*u R

Fu=2X2,5—5 — g*u,
day :

tl extste une et une seule fonction u assujettie aux conditions de prendre
sur 8 des valeurs continues données o (X) et de satisfuire dans @ a
Uéquation

- o

Ju=f(X),

ot [ est une fonction lipschitzienne donnée.

Remarquons d’abord (ue, si 4 est assez grand (4> o), Uéquation

Fu=»~Nu

admet une solution ¢lémentaire principale G (X, ) (§4). Sur 8, posons
b (X)=—1, pour définir les opérations © et Z; la normale sera
dirigée vers I'extérieur. Posons

iy

G¥(X, E)==/I» GIX,A)G(A E)ydV,.
D
) G, (X, 2)=G(X,Z) - G¥(X,Z).
Soit

(=1

()
u(X)::—f G(X, A)p(z\)rl\",\———‘;),‘j LG, (X, A )o(A)dSy;
@ . s

¢ est une fonction inconnue d'un point de I'espace et o une fonction
tnconnue d’un point de §. Hors de @ + 8, nous prenons /(X) = o, et
nous assujettissons les fonctions p et.o aux deux é¢quations suivantes

W l—1j

L)
(X ) — /.--zf GOXA)p(A) N — o./\--'/ G (N, A ) o (M) dSy = f(X),
t ]

D S
(i)

(n-—1)
7(X)— G(X,A)p(A)ydVy— [ 7G, (X,A)o(A)dSy =2(X);
[ty

(24

8

dans la premiére équation X est un point quelconque de I'espace, et
dans la seconde X est un point quelconque de S. Comme dans une
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7
<

question analogue déja rencontrée (IIL, 5), la théorie de Fredholm est
applicable & ce systéme d’équations intégrales ('). Si l'on n’est pas
dans le cas d’un pole de la résolvante, il v a une solution et une seule;
pour prouver que la fonction u correspondante, définie dans @ + S,
satisfait & la question, il suffit de prouver que g est lipschitzien dans
tout ensemble fermé intérieur & M. Or z est continu dans cet ensemble
d’aprés les propriétés de 'équation de Fredholm; de plus ¢ est borné
dans tout P'espace. Dans la premiére équation, l'intégrale d’ordre
m— 1 a, dans notre ensemble, ses dérivées continues, et I'intégrale
d’ordre m également; comme f(X) est lipschitzien, ¢ est lipschitzien
dans notre ensemble. Donc « répond & la question.

Pour prouver que u existe, il suffit de prouver qu’en remplacant les
seconds membres par zéro, ¢ et o sont nuls. Or, si f et = sont nuls,
u est nul dans @, car, d’aprés un raisonnement de Parafdont une géné-
ralisation nous a déja servi, sic<{o, « ne peut avoir ni maximum
positif ni minimum négatif en un point de @; et le cas ou ¢ ést négatif
ou nul se raméne au précédent (b, V, 2° application, p. 223). Nous
allons donc prouver que si ¢ et ¢ sont solutions des équations homo-
génes et si # = o dans @, ¢ et o sont identiquement nuls.

En effet considérons les deux fonctions « définies respectivement
dans I'intérieur de @ et dans I'extérienr de @ + &. On a

0,u=o.
Mais G.(X, A) ne différe de F(r) (§2) que par une fonction J(X,A)

dont les dérivées secondes ——oir—— existent et sont O[L* (X, A)]; on
day dag 3 .

vérifie sans peine que les dérivées de
{m—1)
f ZJ(X,A)yc(A)dS,
&
sont lipschitziennes sur $ (I, 1); on a donc (§8)

{m~1) {re—1)
@"f ZGﬂ(x,,\)a(A)dsA:@,,f ZGa(X, A) o (A) dS,.
& K3

(') Malgré le champ infini des variables dont dépend g (voir V, ).



SUR CERTAINS PROBLEMES NON LINBAIRES DE NEUMANN.

=
O

D’autre part, il est évident que

(ne) ()
0. G(X,A)p(A)aV,=0, [ G(X,A)p(A)dV,.
Jo) YD
Donc
B.u=o.

Mais, hors de @+ S, on a Fu=4~*u, et il est évident que « s’annule
a I'infini de facon exponentielle. Mais « ne peut avoir nulle part, hors
de @, de maximum positif ni de minimum négatif : ni en dehors de S,
parce que — g* — k*<Co, ni sur 8, car, pour un maximum positif
atteint sur 8, ou aurait ;‘7{,% <o, et par suite du signe de ¢ on ne pour-
rait avoir ®,zz=o("). Donc « est identiquement nul dans toutl’espace.

D’aprés les propriétés du potentiel de double couche, o est donc
identiquement nul. La premiére équation intégrale se réduit alors a
p = — k*u, et par suite p est identiquement nul.

Le probléme ne pouvant, on I’a vu, avoir deux solutions, le lemme
est donc démontré.

10. LemMe. — 8¢ une fonction u, devant étre définie a [extéricur
d’une hypersphére S de centre O, est assujettic @ s’annuler a Uinfint, a
prendre sur'S des valeurs données o (X)), et a satisfaire a I’équation

. u . v .
}.am«é'-lt:j()&) (g>o0)

ou [ est une fonction donnée, lipschitzsienne et nulle a Uinfint, ce pro-
bléme a une solution u et une seule.
Il est évident que ce probléme n’a pas plus d’une solution. Pour

prouver qu’il en a une, on peut se ramener au cas ol /=0 en ajou-’
tant & la fonction cherchée la fonction

()

GX, M) f(A)aVy  [G(X, A)=F(r)(§3)],

qui est nulle a I'infini comme on le voit facilement: si M est le maxi-

(') Ce raisonnement est de M. Guveey, Journal de Mathématiqaes, t. 9, 1930,
p- t a 8o, spécialement p. 74.
Ann, Ec. Norm., (3), XLIX. — FEvRIER 1932. 7
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mum def‘“”] G(X,A) dV,, la valeur absolue de I'intégrale étendue &

;e ! g . e .
larégion ou | f|< = est moindre que =; et le reste est de valeur absolue
S W l=oM 2

1w

moindre que - si L(0, X) est assez grand. Pour lereste dela solution,

N

b

on peut sereporter 2 un Mémoire cité de M. Picard("), ot la question
est traitée pour m =3, mais il n’y a aucun changement pour m quel-
conque (m22).

11. TrEorEME. — S7 Fu satisfart aux conditions déja énoncées(§3)ct
st en outre ¢ est négati [ ou nul dans tout Uespace, la solution élémentaire
principale G(X, &), relative a F, ezxiste et est unigue (*).

Ce qui a déja été dit rend évident qu’il ne peut y avoir deux fonc-
tions G différentes. Montrons qu’il y en a une; il suffit de le montrer
si c<C o partout (d, 1, 4, p. 201 & 203).

Formons la méme fonction H(X, Z;0) qu'un peu plus haut (§4) et
déduisons-en K(X, E). Nous allons chercher une fonction «(X,2),
nulle a I'infini, & dérivées secondes partout continues, et telle que

Fu(X,E)=— K (X, E),
p étant assez grand pour que le second membre soit partout lipschit-
zien (§ 1).
Soit &' la frontiére d’une hypersphere de centre O et de rayon assez

grand pour que, dans tout son extérieur &, on ait
Fu—T ru e .
= a;}'—l—"g — 8 u (D > O).

Soit @ une autre hypersphére de centre O et de rayon plus grand que
celui de la précédente; la frontiére de (@ sera nommée S.
On va former deux suites de fonctions «,.(X,E) et ¢, (X, B) (n=1,

(*) Emice Prcarv, Selecta, p, 231 & 247, ou Rendiconti del Circ. mat. di
Palermo, t. 37, 1914, p. 249 & 261.

(2) Cette démonstration est plus simple que celle qui a été donnée antérieure-
ment (b, V, t. 2, p. 194 a 208; d, I, b, p. 201 &4 203), elle comble une lacune
qui restait dans ce qu'on avait dit relativement au cas ou les coefficients sont seu-
lement supposés lipschitziens.
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2, ....). Les u,(X, E) doivent étre définis pour X dans @ et les ¢,
dans &, et les uns et les autres satisfaire dans ces domaines aux équa-

tions
37"11(X9 E‘) - K"“(X» E), :JTVH(.X’ E‘) =—K»(X, E‘:-)

Si X vient sur &, u, devra étrenul, et u,(n>1) devra prendre les
mémes valeurs que ¢,_,. Sur &, ¢, devra prendre les mémes valeurs
que u«,. On voit ainsi qu’on pourra calculer de proche en proche «,, ¢,
gy oy veey Uus Oy Upiyy - ... Toutes ces fonctions existent et sont bien
déterminées (§9 et 10), car on a prouvé antérieurement (b, V, th. 2,
p- 197 et 198) que K (X, ) s’annule 4 U'infini.

Prouvons maintenant que les «, ont une limite dans @ et les ¢, une
limite dans &, que ces limites coincident dans la région commune, et
définissent dans toutl’espace la fonction «(X, E) cherchée. Onvoit qu’il
s’agit-d’employer la méthode alternée de Schwarz, déja utilisée par
M. Picard dans des cas trés étendus (').

Montrons qu’une fonction «(X), satisfaisant dans @ a I’équation
Fu=o et prenant sur $ la valeur 1, remplit sur tout 8" une condition

g ¢tant constant. En effet « est partout positif ou nul puisqu’il est égal
4 1 sur S et qu’il n’a nulle part ailleurs de minimum négatif. D’autre
part z ne peut prendre sur &’ aucune valeur supérieure ni égale i 1,
car autrement « aurait un maximum au moins égal & 1 atteint en un
point de @, ce qui est impossible. La condition a donc lieu.

De méme si ¢(X) satisfait dans & a I’équation F¢=o, s’annule a
I'infini et prend sur &' la valeur 1, on a en tout point de

osvig<i,

avec la méme constante ¢ si 'on choisit convenablement celle-ci.
Soient A, le maximum de |u,,, —u,| sur § et £, le maximum de

[#4r1 — ¢, | sur 8. La fonction u,,., — w, — h,u est négative ou nulle

sur 8, donc aussisur &', et la fonction «,,, — w, + h,u est positive ou

(") EmiLe Picarp, Lecons sur quelques problémes aux limites de la théorie
des équations différentielles, p. 139, 158, 199.
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nulle sur 8, donc aussi sur 8'; done, sur &,

| sy — Wy [$qh,
et par suite
knSqhy,.
De méme
/ln+|§ q/\'n-

Ceci suffit & prouver que les u, et les v, convergent uniformément
Leurs limites satisfont & I’équation aux dérivées partielles donnée car
il résulte du caleul (§ 9 et 10) que, dans tout domaine fermé intérieur
4 M, la valeur absolue des dérivéessecondesde u,., — u, estinférieure
au produit de £, par une constante indépendante de n: on a en effet

F(Uppy — Uy) =0,

et 'on doit donc prendre /=0 dans les équations intégrales (§9
s et ¢ et le coefficient lipschitzien de ¢ dans notre domaine fermé sont
donc O(4,), ce qui prouve immédiatement notre assertion, et I’on rai-
sonne de méme pour ¢, — ¢,.

Enfin ces limites coincident dans larégion commune & @ et 4 &, car
elles coincident sur la frontiere S+ &' de cette région et leur diffé-
rence ne peut avoir ni maximum positif ni minimum négatif.

La fonction
GX,E)Y=HX,Z;p—1)+u(X,E)

est donc la solution élémentaire cherchée ; le théoréme est démontré.

12. Dérivées d’ordre quelconque. — Premier cas. — Si, outre les
hypothéses précédentes (§11) les dérivées d’ordre g des a, g, d’ordre g — 1
des b, et de ¢ (qZ1), existent et sont lipschitziennes, on peut dériver
G(X, B) jusqu’a 2q+ 1 jfois, dont q—+ 1 fors par rapport auzx coor-
données de X et q fois par rapport a celles de B, et ces dérivées de tout
ordre tendent exponentiellement et uniformément vers zéro, si, ’un
des deux points restant fixe, Uautre s’éloigne indéfiniment.

Cela est évident pour la solution élémentaire principale de Fu = k2,
sic est assez grand (§4). Dans le cas plus général qui précede (8§11),
on vérifie de proche en proche que cela a lieu pour u,, ¢,, ..., u,
“as -+, €t par suite pour la limite (X, E), car, méme pour ces déri-
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vées, -la convergence est uniforme si p estassez grand. En ajoutant
H(X,&; p — 1), on vérifie que cela a lieu aussi pour G.

13. Deuxiéme cas. — Si, outre les hypotheses précédentes (§11), les
dérivées d’ordre q de tous les coeffictents existent et sont lipschitziennes,
on peut dériver G(X, &) jusqu’a 2q + o fois, dont q -+ 2 fois par rap-
port aux coordonnées de X et q fois par rapport a celles de &, et ces déri-
pées de tout ordre tendent exponenticllement et uniformément vers zéro
sty Uun des deux points restant fixe, {"autre s’éloigne indéfiniment.

Méme démonstration que ci-dessus.

14. Remarques. — Les possibilités de dérivation de G relatives 4 X
ne dépendent que des hypothéses remplies par les coefficients dans
une région ol se trouve X.De méme les possibilités de dérivation rela-
tives 4 E ne dépendent que des hypothéses remplies parles coefficients
dans une région ou se trouve E.

Si X tend vers & ou E vers X, la remarque que si p est assez grand,
les dérivées correspondantes de G(X, E) — H (X, E; p) sont continues,
est utile.

15. Equation adjointe. — Si I’équation Fu=o, remplissant les
hypothéses du paragraphe 3, admet une et une seule solution élémentaire
principale G (X, B), tendant vers zéro, exponentiellement et uni formé-
ment, quand, l'un des deux points restant fixe, Uautre s’élotgne indéfi-

. . L., dag.s
niment, et st en oulre les dérivées des aq g et des b, — E 6 ();‘ cxistent et
i
et

sont lipschitziennes, G est, relativement @ 2, solution élémentaire de
U’équation adjointe '

7] du’ . d day, g
= - G | — 3 by — Syl ) cu=o.
Gu=1Z2ap darg (az’r’ ().7;3) 0z, [( a8 dzg ‘T

On prouve d’abord trés simplement, a ’aide d’une formule de Green
(1L, 5), que, si Gu=o0 admet aussi une solution élémentaire princi-
pale, la proposition a lieu (b, V, th. 2, p. 200). Il en résulte que la
proposition a lieu pour les opérations Fu — k*u et Gu — ku, si k
est assez grand. Soit G’ (X,E)la solution élémentaire principale




de Fu—k*u=o relativement & X, de Gu — k*u=o relativement
a 2. On peut dériver G jusqu'a trois fois, dont deux par rapport a X
et une par rapport & E, et 'on a (§ 12, 14)

oG - oG JG

o __ Jr-—m ‘__ N - T
()xz MO[I ‘\ )I’ ()-l'l (}:7,

26 : G 2:G ~

—_— T Pasti ".E “ - - — \) S X’E :
Dy Dy o (X2 Oy Ozy Dy dig ! ( )l

= 0] L= (X, E)],

G’ a les mémes propriétés, avec possibilité d’échanger les roles de Z et
de X. La fonction

()

G(X,E) 4 [ G(X,A)G'(A, ) dVy,

ou l'intégrale est étendue a tout I’espace, peut donc étre dérivée deux
fois par rapport 2 X, et I'on constate que

(m)
J’[G(X =)+ /.-2f G(X,A)G'(A,E) dv,\]: kG — 2 G == 0.

Quand X tend vers E, la différence entre cette fonction et G (X, E) est
O[L*"(X, )] etles dérivées de cette différence sont O [L*—(X, &) |;
il en résulte que les dérivées secondes de cette différence sont conti-
nues méme en Z (b, V, th. 1, p. 192 & 194; quoique les hypothéses du
théoréme cité soient un peu plus étroites que celles qui interviennent
ici, la démonstration s’applique entiérement). D’autre part notre fonc-
tion et ses dérivées premieéres et secondes tendent vers zéro, de facon
exponentielle, quand, Z restant fixe, L(X, &) croit indéfiniment; en
effet, d’aprés ce qui précéde, il y a des constantes positives a et b
telles que, pour L(X,E) > 1, on ait

IG(X,E) | <ae=t% 5, [G/(X,E)| < ac—tUXE);

soit d’autre part M le plus grand des maxima de f('m[ G(X, A)|dV,
m) . — X
et def( |G'(A,E)|dV,; dés que L(X, E)>2, L(X,A) ou L(A,E)

dépasse 1, et par suite, en partageant notre intégrale en deux
autres étendues respectivement aux régions L(X, A) > L(A, =) et
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L(X, A) <(A, E), on voit que

(m)
l G(X,A)G/'(A, 2)dV,

< 2Maexp L—[—:L(X-.E)]Z

notre assertion est donc vérifiée pour la fonction et on la vérifie de
méme pour ses dérivées premiéres et secondes relatives 2 X. Notre
fonction a donc toutes les propriétés qui définissent la solution élé-
mentaire de F « =o el par suite

(my
G(X, &)= G'(X.E) + /.-ﬂf G(X, A)G'(A, E) dV,.

Il est alors visible sur cette formule que G peut étre dérivé deux fois
relativement & = et que

(my
GG (X, E) =/ G/(X, Z) — 2 G(X, E) + /s»f G(X, A) G'(A, E)dV, = o.

Toutes les vérifications sur Iallure de la fonction et de ses dérivées
premicres et secondes relatives & &, quand E tend vers X ou s’en
éloigne indéfiniment, se font comme il y a un instant, de sorte que le
théoréme est démontré.

Ce théoreme s’applique notamment dans les hypothéses du para-
graphe 11.

16. CorROLLAIRE. — SZ, owtre les hypotheses du paragraphe 11, les déri-
ity 5

X

s d’ordre g — 1 de ¢, cxistent

. s \
cées dordre q des ay g ol des by — 2 .
‘J

et sont lipschitziennes, G peut étre déricé jusqu’a 2+ 1 fois, dont
q - 1 fors parrapport aux coordonnées d ‘un quelconque des deux pornts.

La démonstration est immédiate, en rapprochant les paragraphes 12
et 15.

V7. Caractére lipschitzicn de certaines fonctions. — Plagons-nous
dans les hypothéses du paragraphe 13. La fonction H(X, Z; p) admet
‘les mémes possibilités de dérivation que G et K»*'' (X, ) peut étre
dérivé ¢ fois par rapport & chacun des points (2¢ fois en tout), le
résultat étant lipschitzien d’exposant 4 si p estassez grand (p >m--2q)
(c. th. 4et 5, p. 376 et 377). Il faut remarquer d’ailleurs que ce résultat
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est Iipachitzien d’exposant 4 aussi bien relativement a3 X qu'a 2; il
I’est donc aussi par rapport & l'ensemble des deux points; cela se voit
toujours par 'application des mémes proposxtxons fondamentales (I, 7,

8, 9, 12). Or nous avons vu (§4) que si / |K(A,a)]clVA</f< 1,

(m)

G(X,E):f [G(X, ) — H(X, A:0)| K(A, E) @V, + H(X, E; 1);

posons, dans cette relation,

G(X,E)y=H(X,Z;p)+ (X, Z);
nous obtenons

(m) (/n)
,._)_.f o(X, A)K(A, E)dV, _Lf X, As o) Kr+t (A, E) dV,.

Or le dernier terme et ses dérivées jusqu’a I'ordre 24 + 2 (avec au
plus g + 2 dérivations relatives a X et ¢ relatives & &) sont tous lip-
schitziens d’exposant A par rapport 2 ’ensemble des deux points; on
a d'ailleurs ici

* (m)
WX, E)=Y f H(X, A; o) K (A, ) dV,.

n=1

et il est visible que tous les termes de cette série ont la méme propriété
et que les coefficients lipschitziens successifs ont des valeurs absolues
inférieures aux termes d’une progression géométrique de raison v/,
car on peut décomposer le produit symbolique qui constitue le terme
général dans le produit de

(m) P+n

H(X, A; o) K(E%n)(f\', AYdV, par K(T)(A’, )

sl p + n est pair, et de

(m) <l’+ﬂ—-‘) (p+n+1)
f H(X, A; o) KU = )(A,A)aV, par K (A, E)
_si p+ n est impair; alors dés que n est assez grand pour que les déri-
vées d’ordre ¢~+2 du premier facteur relatives a4 X soient lipschit-
ziennes d’exposant % relativement & X, le coefficient lipschitzien est



SUR CERTAINS PROBLEMES NON LINEAIRES DE NEUMANN. 3’7

multiplié par £ chaque fois que ’exposant symbolique de K augmente
de 1; il en est de méme pour les dérivées d’ordre ¢, relatives 2 E, du
second facteur. La somme de la série, et par suite ¢, ont donc les pro-
priétés annoncées. Dans le cas général ou I'on ne fait pas 'hypothése

f("“[K(A,E)IdVA</f< 1, on vérifie sur la formation de G(§11)

que les propriétés de ¢ subsistent.

De méme, dans les hypothéses du paragraphe 12, si p >m -+ 24,
les dérivées de G(X,E) — H (X, &; p) dont'existence résulte du para-
graphe 12, sont toutes lipschitziennes d’exposant /2 par rapport a I'en-
semble des deux points.

18. Un cas o existe une équation remplacant Uadjointe. — Aux
hypothéses du paragraphe 11, ajoutons, sans plus, celle que les déri-
vées des a, g existent et sont lipschitziennes d’exposant £, h étant
aussi I’exposant lipschitzien des b, et de c. Nous allons voir que

G(X, )= (E)N(X, Z),

w étant une fonction positive bornée dont les dérieées existent et sont
lipschitziennes d’exposant h, et N(X, E) pousant étre déricé jusqu’a trois
Jots dont deux forisau plus par rapport aux coordonnées de chaque poin.
Nous formerons en outre une équation linéatre dont, relaticement a
2, o(X)NX, B) est la solution élémentaire principale.

Si ¢ < o, lafonction G (X, &), qui est infinie positive quand X tend
vers E, n’est nulle part négative, puisqu’elle ne peut atteindre de
minimum négatif; le résultat est encore vrai si ¢c<o (d, I, 7, p. 204).
L’intégrale étendue a tout I’espace

(rm)

ou ¢ est positif, borné et lipschitzien, est donc certainement positive.
Montrons que ses dérivées sont lipschitziennes d’exposant 4. Ces déri-
vées existent certainement; l'une d’elles est

dw " )G
d&“ o d&“
Ann. Ec. Norm., (3), XLIX. — Fivaier 1g32. 8

(A, Z)p(A)dV,.
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Orsip>m-+)et que G(A,E)=H(A,E;p)+u(A,E),ona
- JH )
d‘— (\'—')—‘)- (As‘—u(} o LX'—’)

le dernierterme étant lipschitzien d’ exposant/z panapportal ensemble
des deux points. Il est évident que fm) Ju (A, E)e(A)dV, est lip-
schitzien d’exposant /. Ensuite il en est de meme de

LT .
f ()_ (A, Z; 0)p(A)dVy,

car si l'on fait porter la dérivation sur D (£) ou sur I'un des Ag. (£),
on a le produit d’une dérivée de ces fonctions par une intégrale ayant
une dérivée bornée, et les autres termes de la dérivation conduisent i
des intégrales lipschitziennes d’exposant quelconque inférieurd 1. On
a ensuite

d () m) )
()Tf p(X)f H(X, A;0)K(A, ) dV, dVy
co
() (m) ] . ()
:a—;f I&(A,.:u)f H(X, A; 0)p(X)dVxdVy;

. (e . - ;.
or 51f 'H (X, A50)0(X)dVy=7¢,(A), cette fonction ¢, a ses déri-
vées lipschitziennes d’exposant 4 (on vient de le voir); alors

(m) () E M
2 IL(A, B,
f I{(}\,u Pl(A d\/x f 1 (Ll.: i(.l:\) - aﬁﬂ’("‘_).l( ();y_j()a,-»( O)
lj

() =
+f 35 [){5(1\)21—[-—(—%)’;:—’(—)-2()1(1&) AR

Pi(A)dV,

{m)
+f [e(A) 4+ g ]H(A, E; 0) py(A) dVay.
Or (1, 4, 6)

a ™ 1 OPH(A, E;0)
@f [a‘g.‘,(A)——aﬁ,-{(:‘.‘)_‘-———WP,(A)dVA

() o - .
. — (A, E; o) -
=/ % "'M*"*“’*ﬂ'(“”W}“"“"“"-“”“

()
o OH(A, B )
0@ [ (7 + o) {Loanh) — an(z) ZEEE v,

et (I, 8, 9) le second membre est lipschitzien d'exposant A.
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Les mémes regles s’appliquent a

() 1 -
J f by(A) M—’—‘—’(ﬁm[\)d\i\.

dz,, dag

Enfin les dérivées du dernier terme sont lipschitziennes d’exposant
quelconque inférieur a 1.

., ) n) < N . S N r
Donc les dérivées de f‘ ’f‘ H(X, A5 o) K(A, 2)5(X)dV,dVy
sont lipschitziennes d’exposant /.
Ensuite si 'on a prouvé que les dérivées de

i112) (1)
f l\'""~'(x\,3)f (X, A; 0)p(X ) dVy dVy=pa(Z)

sont lipschitziennes d’exposant 4, on a 4 prouver la méme chose en
accroissant n d’'uneunité, ce qui revient a le prouver pour

A1)
/ K(A,Z) pu(A)dV, :

cela résulte donc de ce qui vient d’étre dit.
Donc les dérivées de w(E) sont lipschitziennes d’exposant /.
Soit maintenant (d, I, 7, p. 204)

Q(t)y=10(10 —1H1 - 68),
de sorte que Q(1)=1, Q(0)=0Q (0)=0Q"(0)=0Q(1)=Q =0 et

que Q(¢) + Q(1 —¢)=1. Nous prendrons un nombre positif R assu-
jetti seulement a étre assez grand, et nous poserons

w(X) pour L(O,X)<R;
»(X)= ()[QM!J—(L)’ X")}W(Xb)--i'—()[u—(—;—,:—z\—)——lj pour RZL(O,X)<2R;

\ H ~

t pour L(O,X)>2R.

Dans tout 'espace, les dérivées de cette fonction w existent et sont
lipschitziennes d’exposant %; cette fonction « est partout positive.
Si R est assez grand, les dérivées secondes de w(X) sont continues
pour L(O, X)ZR, I"équation se réduisant alors i celle du paragraphe 2;
nous remarquerons que les dérivées premiéres et secondes de w, pour
L(O, X)ZR, sont aussi petites qu'on veut si R est assez grand.
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Soit maintenant G (X, E) = w(E)N(X, E); je dis que si Rest assez
grand, les dérivées secondes de N relativement a = existent et que

0*N 2 ()(auew)]

('Z) ‘41803‘3(—)9——;7)\,——235[01(3)”6)(5) VB s ——*+(’1\T'—O

Ot

c, étant une fonction négative et lipschitzienne d’exposant £, se rédui-
santa — g” pour L(0,X)>2R; je dis méme que la solution élémentaire
principale de cette équation, relativementa Z, est o (X)N(X, E). Pour
le voir, choisissons des fonctions a, g se réduisant & des polynomes
pour L(0, X) <R et aux mémes constantes que les «,4 correspon-
dants dans le reste de I'espace, et telles que les valeurs absolues des
a,5— a,g et de leurs dérivées, et le coefficient lipschitzien de celles-ci

pour lexposant -, solent partout moindres qu’'un nombre donné e

(d, 111, 1, p. 216). De méme les b, et ¢’ se réduiront & des polynomes
pour L(0, X)<Retlesb,— b, et ¢’ — ¢serontnuls pour L(0,X)>R;
enfin les valeurs absolues des b, — b, et de ¢/ — ¢ et leurs coefficients

lipschitziens pour I’exposant ~ seront partout inférieursa e; de plus ¢’
2

devra étre partout négatif ou nul, ce qui est évidemment possible. Si
alors on fait sur I’équation
Qu du
zxﬁaupm—*‘—laba) —+c' u'::TO,

qui estdu type elliptique si ¢ est assez petit, les calculs que nousvenons
de faire sur I’équation donnée, la proposition se vérifie, car alors
G'(X, E), solution élémentaire principale de cette équation, est aussi,
relativement & =, la solution élémentaire principale de l’équation
adjointe §'u=o0; lafonction

(m)

w(E)=]| G'(AE)p(A)dVa

ayant ses dérivées secondes lipschitziennes, celles de w’, obtenu en
remplagant @ par &' dans expression de w, le sont aussi, et par suite
si

G'(X,E) =/ (E)N(X,E ),
on a

+ ¢, N'=o,

- TNI ‘
Z:xBaocB(*-‘ 0z, dg@_"’“[b“( 21'3

Y )

(a0 )] ON’
Jes déoc
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avec
¢ — g‘,wl.
i B ]

[}
on remarque que, d’aprés ce qui précéde, ¢, est partout négatif puisque,
pour L(0, &) <R, ¢ =—-—£—,; il est évident que o'(X)N'(X, E) est,
relativement 4 =, la solution élémentaire principale de cette équation.

Il s’agit maintenant de faire tendre ¢ vers zéro et de montrer que la
propriété se conserve a la limite. Or si ¢ est assez petit et que nous
nommions pour un instant H'(X, &; p) et K"#/(X, &) les fonctions ana-
logues & H(X,E;p) et a K¥(X, E), mais relatives aux coefficients
ayg, b,, ¢', on peut poser

G(X, E)=G/(X,B) — H(X,Z: ) + H(X, E; p) — u(X, E);
en formant ¥ u(X, ) = Q(X, &), on constate (voirb, V, th. 2, p. 202)
que, si p est assez grand et = assez petit,
[Q(X, E)|<mexp.[— pL(0,X)—pL(0,E)],

ol u. est une constante connue et ot 7 est donné arbitrairement, et

’on a une limitation semblable pour les %? Si 7 est choisi assez petit,

on aura donc une fonction ¢(X, &) et une seule telle que
(m)
P, E)— [ p(A ) Q(X, A)dVa= (X, E);

cette fonction et ses dérivées relatives 4 = ont une limitation
O {n exp[ — pL(0, X) — pL(0, E)]};

or (b, V, th. 2, p. 207) u(X, E) s’en déduit par la formule

(m)

u(X, 5)=— (A, E)V[G(X,A)—H' (X, A; p)+H(X,A;p)]dV,,

d’ot résulte aussitdot que u et ses dérivées relatives a X et 2 Zsontaussi
petits qu’on veut.

On en déduit que les valeurs absolues de &' — w et de ses dérivées
sont aussi petites qu’on veut; ces dérivées ont d’ailleurs un coefficient
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lipschitzien borné. Dans la région L(0, ) >R, Q(X, E) ne différe
de zéro que si L(0, X) < R; ses dérivées secondes relatives & E existent
et sont aussi petites qu’on veut et il en est de méme successivement
de celles de p(X, B), de u(X, E) et de w(E) — o'(E); les coefficients
lipschitziens de toutes ces dérivées secondes sont d’ailleurs bornés.
De la résulte que les coefficients de I'équation en N’ tendent unifor-
mément vers ceux de ’équation (2), pourvu seulement que

(:,(E):——Z—((% pour L(O,Z)<R
et que ¢, = g:) dans le reste de I’espace, ou G existe; les coefficients
lipschitziens de ces coefficients, ainsi que ceux des dérivées des ag,
sont bornés dans leur ensemble; on peut dire aussi, en réduisant
exposant lipschitzien, que ces coefficients lipschitziens sont infi-
niment petits avec c. Il en résulte que N’ — N est infiniment petit
avec €.

Mais un raisonnement tout semblable, avec interversion des roles
de X et de 2, prouve alors que la solution élémentaire principale de
I'équation en N', c’est-d-dire o'(X)N'(X, &), tend vers la solution
élémentaire principale de l'équation (2); cette solution est donc
w(X)N(X, &), et le théoréme en résulte.

19. Maniére dont se comportent les dérivées de N(X, ). — On peut
écrire évidemment, en donnant a F(r) la signification déja dite (§2),

NX, By=—" TP/ s Aus(E) (@a—Ea) (25— Eg) |
 w(EWDE) | L
: + O[L+-—m(X, )] (m>3)
et aussi
N(X, B)= ——— - FVE, 5 Ke s (X) (2a—Ea) (x5~ 23) |

T o(X)yD(X)
—+ O[L3—(X, Z)] (m>3).

Sim =3, leterme complémentaire est O [logL—(;(‘iE—)] dés que L(X, &)

est assez petit; si m=12, il est O(1). Le terme complémentaire et
ses dérivées jusqu’au troisiéme ordre (pourva qu'il y ait au plus
deux dérivations relatives & X et une par rapport 4 E), dans la
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premiére formule, se comportent comme
I

et les dérivées correspondantes; on peut en dire autant de la seconde
formule, aprés échange des roles de X et de .

A l'aide d’une des deux formules, on déduit de 1a que

IN « = YT -y
—_— A, &) = REIYS G >4
();1,'1('\""‘) O[1 (X, =)] (m2a),

JN N IN __ (O[l(X,Z)] (m>2),
dzg  JEy ~ lo[L7(X,E)] (m =1, A>0),

A étant positif quelconque dans le dernier résultat. Sur Ja premiére
formule, on voit de plus que

J*N ) o
T oy O 2D

J J \ ON v -

D - | 59— = RETS GRCY N
(owa + ag1> 77, =OlL R (m2a)

et, sur la seconde, (ue

g = Ol (X, 5)),
(72.; ] %) g;N —O|L-n(X,E)] (m2a).
De plus, .
ax—%-az— = O[L"—(X, &)},
T :;&N(h = O[L"(X,8)] (m22).

Ecrivons de facon plus développée une de ces expressions :
"N —1

_ 02 { 25 Ay () (25—Es)
0z 02y Oy 4y (Z)\/D(E) 942028 |\/35  As o (E) (w5— E3) (2o — E:)

=< P[5 Bso(E) (2y— E3) (#e—E) |
+ O[L—"(X, E)],
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ce qui s’écrit encore

J*N . L g3
Iz 023 %y o (A)/D(A) 9a 02y iy

< F[VEa. Mg (A) (w5— 53) (2:— )| + O[L™(X, B)],

a condition de mettre A en E aprés la dérivation; on a une expression

analogue pour -—(—)——‘\'——, et, en ajoutant, on voit que
SUe POUT G g, &b e A ’

J J o*N —m(\ = . 2
<a—;;+’7> ().T"j ():_] .__-()[L <\7-—)] (’Nz~)

De méme

d [ ON JN Jd 1 Jd
F<m+b§> 3;—(—)_\76_(——30‘70“ [\/-"ro Avi(E) (2y— Zr)(-”a—zo)]

. 0Ay;
+ L P 2'*;0((})&»{ (wy —&y) (25— E3)
(2)y/D(Z) 92 vau,( ) (@y— Ey) (25— E5)

<F! [\/“(OA(O ) ( ‘TY_EY)(‘VO‘—EG)](
+0 [L1+7¢—~m(x, 3)], !

formule o I’on a appliqué au terme final un théoréme antérieur (6,11,

th. 6, p. 156). Une formule analogue a lieu pour ()g (Mﬁ 4= P ) En

ajoutant, on constate que
9 9\ /ON ON |
(72 + ) (3 = 75 ) = o1 x =)
20. Rappel d’un résultat antérieur. — D’une facon analogue, on a

démontré (d, I, 7, p. 203 & 205) le résultat suivant :

St, en plus des hypothéses du paragraphe 11, les dérivées d’ordre ¢ 2 o
des a,, 6 d’ordre q —1 des b, et d’ordre ¢ — 2 de ¢ existent et sont lip-
schitziennes d’ emposant h, on a

G(X, BE)=u(X)w,(E)N(X, E),
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ot w et », sontdes fonctions posttives, bornées, dont les dérivées d ‘ordre g
existent el sont lipschitsicnnes d’exposant I et o0 N peutl étre déricd
jusqu’a 2q 41 fors, dont q + 1 fois au plus par rapport aux coor-
données de chaque pornt.

A I'énoncé antérieur, nous avons ajouté ici 'indication de I'exposant
lipschitzien des dérivées d’ordre ¢ de w et de w,, qui se vérifie immé-
diatement (IV, 5).

21. Potentiels généralisés. — Les fonctions H(X, Z; p) et G(X, )
se prétent a la définition d’expressions généralisant les potentiels
ordinaires; nous 'avons déja vu (§ 5) & propos d’une équation parti-
culiére. Plus généralement, les intégrales

teny) -1y
f GIX, A)pl(A)dy [ GONXL A ol A dSy,
« S

/S
» (1

/ ZGINO A ol A) dS,.
o N

/S

olt (+ est la solution élémentaire principale d’une équation quelconque
remplissant les hypothéses du paragraphe 11, seront nommeées potenticl
de domaine, potentiel de simple couche, potentiel de double couche. Les
fonctions ¢ et 5 seront nommeées densités de ces potentiels. 11 nous
arrivera aussi de remplacer G par d’autres fonctions; cela nous est
déja arrive (§9).

CHAPITRE VI.

EXTENSION DES FORMULES DE GREEN.

1. THEOREME FONDAMENTAL. -— S7, oulre les hypothéses qui assurent
lexistence de la solution élémentaire principale (N, 11), les déricées
des a, .y caistent el sont lipschitziennes d’exposant h, h étant aussi
Uexposant lipschitsien des by, et de ¢; st d autre part les dérivées secondes
d’une fonction u(X) cxistent et sont bornées dans un domaine borné
ouvert @, dont la frontiére S « en chaque point un hyperplan tangent

Aun, Ee. Norm., (3), XLIX. — Mars 1932. 9
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vartant de fagon continue (11, 1), on a (")
Alm

/ G(X,A)Fu(A)dV,
J@

(m—1) ‘
:[ [G(X,A)Bu(A) — u(A)ZG(X, A)]dS,—6(X) u(X),

X I o
avec 9(X) =1 dans @, = o0 hors de D 48, = - sur S.

Si nous ajoutions aux hypothéses que les dérivées des b,— Zq d{;'f‘fi
existent et sont lipschitziennes, ce résultat n’aurait rien de nouveau,
car on pourrait se servir de I'équation adjointe (V, 15); il suffirait
alors d’appliquer une formule de Green (II, 5) aux fonctions u(A)
et G(X, A), et au domaine @, d’ott I'on exclut, s’il y a lieu, une
hyperspheére infiniment petite de centre X.

Dans nos hypothéses actuelles, approchons des @, 4, des b, et de ¢
par les mémes fonctions qui nous ont servi au chapitre précédent
(V, 18). Si G'(X, E) est la solution élémentaire principale de

J*v . o

G'lg—3% S R, /Y
T Ay B Uy s = gy O
2.3 ol dx, Dy » e Oy,

= o,

on aura donc, en distinguant par un accent tout ce qui se rapporte 2
cette équation,

{m)
f G/(X,A)F u(A)dV,
@D

{n—1})
— f LG/(X, A) O u(A) — u(A)ZG (X, A)] dSy— 6(X) «(X).
vS

Faisons tendre = vers zéro. Nous avons déja vu (V, 18) que G' — Get
ses dérivées tendent vers zéro, pourvu que L(X, Z) reste supérieur a
un nombre positif fixe; mais la démonstration va plus loin : en
reprenant un raisonnement antérieur (a, II, 24, p. 83 4 86), on en

conclut notamment que

Loet=s (X, E)[G/(X, B) — G(X, )| et L'"’*k—%x,E);)%<G'-G)
Oy

(') Les intégrales sont prises au sens de M. Lebesgue.
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tendent uniformément vers zéro avec =. En faisant tendre ¢ vers zéro,
on en déduit immédiatement la formule annoncée si X n’est pas surs;
si X est sur S, le résultat se déduit de la discontinuité de

i

/ LGN, Ay ul A )ydS,
[t

au passage de & (woir par exemple b, III, p. 160 & 171, ou ci-aprés
VIIE, 2y (1),

2. Autre forme du méme théoréme. — Supposons qu’on ait une fone-

tion 7 telle que I'équation
Fu-—yu=0

remplisse les conditions qui élaient imposées ci-dessus a I'équa-
tion Fu==o;de plusy doit étre nul hors d'un certain domaine borné;
cette fonction 7 est d’ailleurs bornée dans tout I'espace; elle est
continue dans @ + S et elle peut avoir ailleurs des discontinuités,
mais, d’aprés les hypotheéses faites, ¢ — 7 est lipschitzien et négatifou
nul. Si G(X, E) est la solution élémentaire principale de Fu=yu, le
théoreme fondamental s’écrit aussi

(o
f GONCA [Tl Ay = (A julN)|dV,
[

e

= / [GIX,A)O (A ) — 0l ) LGN, A JedSy— 60X ) u(X).

[vaty

3. Cas particulier. — Considérons deux opérations 7 et F' telles
que, dans @+ S, on ait Fu=F"u quel que soit u. Nous avons
aussi deux fonctions 7 et ' telles que & et y d’une part, F' et 7’
d’autre part, remplissent les hypothéses ci-dessus. Soient G(X, E)
et G'(X, E) les solutions ¢lémentaires principales de Fu — yu=o et
de F'u — /'u == o respectivement. Appliquons ce qui précéde enrem-
placant «(X) par (X, E) et Fu par F'u — ' u et en excluant de @

(") On déduira de la que Péquation intégrale de (V, &) a toujours au moins
une solution dans nos présentes hypothéses; on pourrait méme élendre ce
résultat aux hypothéses (V, 11) générales.
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une hypersphére infiniment petite de centre E; on a
12}
(1) f G(X, A)[X(A) —(A)]G/ (A E)dV,
0] .
{m—1)
:f [G(X,A)0G/(A, ) — G'(A, £)ZG (X, A) ] dS,
S

pourvu seulement que X et = soient différents.

4. TagoriMe. — St les hypothéses du paragraphe 1 sont satisfartes et
st l'on @ une fonction f(A), continue dans @, et telle que, quel que
soit X dans ®,

(m)
G(X,A)f(A)dVi=o,
@

la fonction f est identiqguement nulle dans @.

Si f était supposé lipschitzien, le résultat serait évident. Avec nos
hypothéses, nous prenons arbitrairement un domaine ouvert @', de
frontiére &', tel que @'+ &' soit intérieur a4 @; on assujettit en
outre $’ a avoir en chaque point un hyperplan tangent variant de facon
continue (II, 1). Dans 'identité donnée, remplacons A par E et X
par A; nous en déduisons

{m—1) (m)
f [G(X, Ao GAE)f(Z)ave
s’ w
(m)

—ZG(X,A) [ G(A, E)f(E.)dVg] dS,=o.
@D

Or Topération ® peut étre permutée avec l'intégration d’ordre m.
D’autre part, si X appartient a @', '
(m—1) (m)
f G(X,A) [ OG(A, E) f(E)dVz dS,
s @

(m) .r_m-—l‘)
=f f(z)/ G(X,A)OG(A, Z)dS, dVz;
m r

vES

en effet si, dans les deux membres, nous retranchons de @ la région
comprise entre deux hypersurfaces infiniment voisines de &, de facon
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a exclure tous les points Z assez voisins de ', 'identité a lieu; or les
quantités ainsi retranchées des deux membres sont infiniment petites;
c¢’est évident pour le premier membre et, pour le second, cela résulte
de ce que, pour X fixe intérieur 2 @' et = variable dans @, 'intégrale

o7

Wlne—1j
/ G(X,A)OG(A, Z)dS,
o)

est bornée, puisque G(X, A) est continu; notre identité a donc lieu.
Deux autres intégrations se permutent sans difficulté, ce qui donne

S’

‘m) o (1n—1)
f SE) / [GIX,A)OG(A, ) — G(A, Z)ZG(X, A)]dS dV==no,
@D w

ou, d’aprés (1) otz et 7' sont nuls,
(my
f [1—0/(2) ] GIX.E) f(E)dVe=Do,
@

avec 0'(E) =1 dans @', = o hors de @'+ §'. Ceci entraine

| )G (X, E)f(E)ydVg=o.
@'

Il en résulte immédiatement I'identité f=o dans @, car si, en un
point, f n’est pas nul, son signe sera constant dans une hyperspheére
assez petite comprenant ce point, et comme G(X, &) est positif pour E
voisin de X, le résultat précédent serait contredit (*).

5. THEOREME. — St, avec les mémes hypothéses sur &, 3 et 'S, on sup-
pose qu’on a identiquement dans @

()

G(A,E)f(A)dVr=0o,

et st f est continu, [ est identiquement nul dans @.

Il suffit, pour le voir, d’échanger les roles des deux points dans ce

(*) Si f n'est pas continu, on peut dire que f est nul sauf peut-étre aux points
ou il n’est pas continu.
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qui précede: c’est possible, car il n'est nulle part question de dérivees
secondes.

Tutorime. — Placons-nous dans Uhypothése du paragraphe 2
pour F el pour constdérons une Jonction [ continue dans @ -+ 'S, et
une fonction u dont les dérivées sont continues dans @ -8, et qui salis-
Jont, par Uliypothese, a Urdentiié

un

GIN, AL ) — (Nl Ay [Ny

v @

1|
_f [GOX, A Ol A) — ul \JZG(X, A) [ dSy— w(X),
&

quel que sott X dans @. Alors, st le domaine ousert @' et sa frontiere &'
sont intéricurs @ @, et st X est intéricur a ', 'identité ci-dessus a encore
lrew en remplacant @ et '8 par @' et S’ st X est hors de B +'8', le dernier
terme disparait (V).

Soit encore 0'(X) = 1 dans @', = o hors de @'+ &'. D’apreés 'iden-
tité donnée, on a

{m—1)
f [G(X, A)@u(A)— u(A)ZG(X, A )] dSy
!

(.- 1) {rn—-1)
= %mx \)f O|G(A,E)Bu(Z)— u(Z)ZG (A, Z)]dSz

S

A1)
—ZGIX. A / [G(A,Z)0u(Z)— u(Z)ZG(A, )] dSz | dS,
Js ,

m—1i fm)
_f f [G(X, A)OG(A,Z) — GIA, Z)ZG(X, A)]
4 /@

v

X | J(E)—=7(E)u(Z)]dVz dS,.

On peut changer ['ordre des intégrations dans les intégrales super-
posées du second membre [voir ci-dessus (§4) la seule permutation
dont la légitimité ne soit pas évidente]. En utllxaant 'identité (1), qui

() Tout subsiste si I'on suppose seulement que J et /, el par suite ¢, sont
bornés et mesurables (au lieu de continus),
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donne
im—1j
f [GIX,A)0G (A Z) —G(A, Z)ZG(X, \)]dS,
- )]
=[6(X)—F"(Z)]G(X, Z),

le second membre devient

) [m—1) i
e'(x;)f [G(X,2)0u(Z) — u(Z)ZG(X, Z)]dSz
S .
(rre)
““f (5/(X) — 0(Z)]G(X, Z)[[(E) — 7(E) w(E)]dVz
(o]
xf GOX, A [SOA) — 7 (A) (A ] dVs+8"(X) (X ),

ce que nous voulions démontrer.

7. Tugorkme. — Supposons que F ety remplissent les hypothéses du
paragraphe 2. Considérons une fonction g, continue dans @ —+ '8, et une
Jonction v dont toutes les dérivées sont continues dans ® -8, et qui
satis font pour E quelconque dans @, a U identité

f [£0A) 0 (A) — #(A)]GIA, Z)dVy
(0]
(1-—1)
:f [¢(A)BG(A ) —G(A, Z)Zo(A)] dSs o (Z).
S

Alors st le domaine ousert @' et sa fronticre 8 appartiennent @ @, et
st & appartient a @', I'identité subsiste st Uon remplace @ par &' et'S
par 8'; le dernier terme disparait si B est hors de ' +'8' (*).

La démonstration consiste & échanger les roles des deux points dans
celle du précédent théoréme, car les dérivées secondes n’interviennent
pas.

8. TutorEME. — Supposons que F,, f,u, g ct v remplissent les hypo-
théses des dewx précédents théorémes; soit @' un domaine ouvert compris

(') Voir la note précédente, & remplacant f.
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deans @ el dont lu frontiere S’ peut en paride coincider avec 8. Je dis que
. !

1" A1)
(2) [ (0f — wg)dV = / (¢@u — alv)ds
Ja

RO
(on suppose que S satisfait aux hypothéses de 11, 1) ().

Placons-nous d’abord dans le cas ou &' est intérieur a (. D'apres
I"hypothése,

ey
f (0Ow — wwle)dS

(1—=11 V==t
:f ‘ [ (Ou(Z)[GIN,Z)Le(A)—o(A)OGIA, )]
8’ s
—w(E)[ZGA, Z) e () —v(AN) ZOG(A, )] VS, dSz
tr—\i Ny
%—[ / [Ou(Z)G(\ZE) — wW(EVZGIA, Z)]
Ju' @ ’

< [7(A) 9 (N) — g(A)]dV L dSz.

Comme plus haut, on constate qu'on peut changer I'ordre des
intégrations; le second membre devient ainsi

n—-1j (m—1i
f [ G0N 2)0u(=) — u(Z)ZG(A, ) |Zo(A)
s Jist
—[0G(AZ)0u(ZE)—u(Z)OZG(A, Z)]|v(A) | dSz dS,

Jin—1)

-+ / [ (A o (A) — g‘(;&)]/ [G(A,Z)0u(Z) — w(E)ZG (A, Z)| dSz dV,
o 8’ '
ou (§6)

(m—1) imi )
f [ [G(A, 2)Ze(A) — o (A)OG(A, E)][S(Z) —7(E)u(Z)]dVz dS,
$ J

(my ) )
+[ ['/."'-\-fw(f\)—s;'(A)]f G(AE)S(Z)—7(E)yulZ)]dVzdV,
D w

- [2(A)e(A)— g(A)]u(A)dV,.
.

Permutons de nouveau les intégrations du premier terme; en tenant

')y Voir les deux notes précédentes,
2
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compte de 'hypothese, cela devient

g
[c-«‘(E)!_’j'(E‘)——'/J'E)U(E.-)]d\fg
Jo'

Ij [JIE)— 7 (Z)u(Z)] / v|v_g‘( A=) el A) ]G, Z2)dV, dVz
@’ <@
4 I [2CA) (A — g ;\.)]f '[./'(E) — I Z)w(E) | GIAZ ) dVzdV,
v @D [l
-+ [ [ (A ) (A) — (A Ju(A)dVy —::f (v ) —ug)dV:
Jao' @'

le théoreme est donc alors vérifié.

Si &' coincide partiellement avec S, on remplace $' par une hyper-
surface infiniment voisine, les hyperplans tangents en deux points cor-
respondants tendant i étre paralléles; un passage i la limite acheve la
démonstration.

Y. Cuas ot ['équation adjointe cxiste. — Bn plus des hypotheéses du
paragraphe 2 pour & et pour y, supposons que les dérivées des

b,— X, day,B
: 2 day

J Jdy 0 ( Oy n\
~ S 3 / ) 2.3
X T= 2, oy 13 e | e B, [/ p— A (2
*2 ().'L'g( “2 Jay * Oy, -\ * 2 day .

existe et satisfail aux meémes hypothéses que &. Nous continuerons a
nommer G(X, Z) la solution élémentaire principale de Fu — yu = o.
D’autre part nous choisirons une fonction ', nulle hors d’un certain
domaine borné, et telle que

o ()am 2]
e X b, — 2 S IR
( o P
-47,< o ¢ ;) 3 7.

existent et sont continues. Alors 'opération adjointe

= Cf

soit négatil ou nul et lipschitzien dans tout I'espace, et nous
nommons G'(X, E) une fonction qui, relativement & =, soit la solution
élémentaire principale de ¢ —y'¢=o.

Une formule de Green (1I, 5) prouve immédiatement que

[ 606G A [208) — 7/ (AN GOA, Z) v,
D

(1]
= [G/(X,A)OG(A,Z)—G(A, E)ZG'(X, A)]dS,
&

- 6(Z) G/(X, By —5(X) G(X, E),
Ann. Fe, Norm., (3), XLIX. — Mars 1932. 1o
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fl avant toujours la méme signification (§ 1). Je dis de plus que

[ GIN, A [ (A) =7 A ]G EdY
Ll

alti—l1

_/ [GIX, \)OG (A, Z)— G'(\ Z)ZG(X, A )| dS,

+9(Z)GIN,E)—9(X)G(X, Z).

(" / - da 28
e

(9

dry \, da T =3 deg )
mais lipschitziens, ¢ aurait, dans Gv — 7v, un coefficient lipschitzien,
et, par suite G(X, Z) serait, relativement a =, solution élémentaire
principale de G¢ — 7 ¢=o0 : nous serions dans un cas particulier du
paragraphe 3. Pour étendre le résultat & nos hypotheses, il suffit
d’introduire les mémes fonctions a4, 0, ¢’ qu'au paragraphe 1, avec
la condition supplémentaire que les valeurs absolues des dérivées des
différences

En elfet, si les > étaient non seulement continus

Dy s— dog)

b, — U, — Xu
A x -t ;
¢ Dy

soient aussi inférieures & z. Un passage a la limite tout pareil a celui
du paragraphe 1 donne alors le résultat.

10. Remarque. — St les hypothéses des paragraphes 3 et 6 sont satis-
JSaites, il résulte du paragraphe 8 que Uidentité du paragraphe 6 a encore
liew en remplagant G et 7 respectivement par G' et y'. St enoutre les hypo-
théses du paragraphe 9 sont satisfaites, on peut aussi remplacer G et
parles fonctions G' et 4" du paragraphe 9.

On peut compléter de la méme [ agon lg proposition du paragraphe 7,
en échangeant dans ce qui précéde les roles des deux pornts.

On voitdonc que, malgré I'arbitraire que présentent G ety quand on
donne & dans & (puisqu’on peut alors le prolonger d’une infinité de
facons hors de @), les identités des paragraphes 6 et 7, considérées
comme conditions imposées & « et & ¢, ne dépendent pas du choix fait
pour y et pour G. Une interprétation de ces conditions se trouve
aisément (V, 18) si ¢ est lipschitzien.
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<
(2

11. TukorEME. — Pour que la fonction
(223
u(;\):——-f GIX,A)pl(A)dv,
(Pintégrale est étendue a tout 'espace), ou ¢ est une fonction continue

bornée, satisfasse a Uidentité du paragraphe 6 (1), d faut et il suffit
qu'on ait dans @

p(X,)—x('X)/ GOX, A)p(A)dV = [(X).
En effet, il faut et il suffit que
/ '('i("e\", A) []’( AJ (A )f G(A,Z)p(Z)dN _:_Jr/\{\

@ - .
wilL—1) (m)

:“f f [GIX,A)OG(A, ) — GIA,Z)ZG(N, A) | o(Z) dVz dS,
&

m)
- / G(X, A)p(A)dVy.

Or les intégrations peuvent se permuter, toujours pour les mémes
raisons, ce qui change le second membre, d’aprés le paragraphe 3, en

im)
f GIX,A)p(A)dV,.
J@
Notre condition nécessaire et suffisante devient donc
f G(x,,-\)l_/'( A)— oA+ %l \.)f ('_}(;\,E)p(E)d\"ng\".\zo,
[} .
c’est-a-dire (§ 4) ce qui était annonce.
12. TrEoREME. — Pour que la fonction
fm)
p(z):._f G(A, Z)p(A)dV,s.

ot ¢ est une fonction continue bornée, satisfasse & la condition du para-

(') Avec f continu,
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graphe 7 ("), tl faut et il suffir qu’on ait dans @

.

(=) —-/ GA Ein(A1dVi=2g(=).

Démonstration semblable & celle du théoréme précédent.

[3. Notations. — Si G(X, ) est la solution élémentaire principale
de & u = u, nous poserons, dans toute la suite de ce travail,
Gli= G, =G, G (X, ) ::f GX, A )z (NGl (AL ) dVy (n>1).
Gy N, Z2)=G, (X, E)+Gr(X, X) (p=>r1),

les intégrales étant étendues a tout ’espace.
On voitimmédiatement que

FG, (X, Z)=»(X)Gr(X, Z).

14. Sur une rdentité. — Dans I'identité du paragraphe 3, prenons
_ \ paragrap p
G'=G, y'=1y; changeons X en \’, multiplions par
Gr=11 (X, AY) 7 (A) dV

et intégrons dans tout I'espace. On a
()

{in—1)
Gl (X, A7) 7 (A) f G(A, Z)ZG(A, A) dSydVy
S

(1) ‘
:f G(A, 2)ZG"(X, A) dS,,
S

car on voit toujours de méme que les intégrales peuvent se permuter;
une autre permutation se faisant sans difficulté, on en conclut

(-1}
f (G (X, A)OG(A, Z) — G(A, ) ZG" (X, A)] dS,
S

=f G (X, A) x(A) G (A, E)dV,—6(Z) G (X, ).
@

(') Avec g continu.



—

SUR CERTAINS PROBLEMES NON LINEAIRES DE NEUMANN. ]
47

Par suite

{m-—1)
3) [ [GuX,A)OGIA,Z)— G, Z)ZG,( X, &S,

JE
(m—1)

—6(X) G(X, Z) — 6(Z) G,(X, Ty _;_f

a

G (XOA) 7 (A)GIAL E) 4V,

On prouverait de méme que

fr—1)
(4) f [G(X,A)0G, (A, Z)— G (A, Z)ZG(X, A )] dS,
S
(re—1y
GX, Ay (A) Gy (A, 2y dVy.

=0(X) G (X, E) —NZ)G(X, =) —
@

15. Tukorime. — Avec les hypothéses du paragraphe 2 et en sup-

posant 5(A) continu, les fonctions

{rm—1,

m"\')M-]' Go(X, A)o(A)dS,,
»

A1)

CE) = .,] Gp(A, Z)a(A)dS,
®

satisfont aux identités

(1)

(5) j

[G(X, A)Ou(A)— u(A)LG(X, A)]dS,

'S

A ) Wi-=1)
_—;-/ G(X,A)7(A) [[ GV(A, Eyo(Z)dSz+ Ia(;\j)] A
JD

(X)) u(X),

fm-—1j
(6) f [0(A)OG(A, E)— G(A, E)Ze(A)]dS,
S

(n2) .Hu—-l)
~—f c;(fx.,z;z(A)[f GI(X, A) o (X) dSy -+ v(A)J v,
[75} &

—(E)u(F).

Pour démontrer, par exemple, l'identité (5), nous considérons un
domaine @ intérieur & & ainsi que sa frontiére &', qui est infiniment
voisine de 8, I'angle des normales aux points correspondants étant
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-
4

[o7s]

intiniment petit. On a

A1}
(=) j [GIXN, A)Bu(A) —u(N)JZGIN, A)]dS,
-

AT - P11
:_J / [GIN.A)OG, (A, Z)
&' JE
—~ G, (A, E)VZGIX, A)]o(Z)dSz dSy:
échangeons les deux intégrations (tout est continu) et appliquons
'identité (4); le second membre devient

(1)

A (=1} N
5(X) u(\) -%—j r:(z)f GIX, A)7(A) Gy (AL E ) dV , dSz.
. .

&

avee 0'(X) =1 dans @', = o hors de @'+ &'. A la limite, aprés une
nouvelle permutation des intégrations, nous avons bien (5) (voirll, 4,
et ci-apres, VII, 3) ('); cela subsiste si p=1.

16. TutoreME. — Avec les mémes hypothéses (*), et S' et D' ayant,
atnst que V' le méme sens que dans la démonstration précédente, les fonc-

trons

N e

W(X)=— / 7G, (N, Aol A) dS,.
&
Al—1j

r(.':'.):M/ OG, (A, Z)o(A)dS,
Ky

satisfont aux identités
(11}
f [GIN,A)Bul\) — u(A)ZG(X, A)]dS,
'
{(n) - {1n~—1j
-::——-f G(X, A)y(A) [[. ZGr (A, Eyo(Z) dSz + IL(A):I dVy
@' JE
“+6'(X)u(X),
{me—1} .
f [0(A)OG(A,E)— G(A, E)Ze(A)]dS,
K

'

(i fn—1)
:f G(A, E)7(A) [f OGP (X, A)o(X) Sy -+ (:(A)] AV — 6'(Z) ¢ (Z).
@ o)

Méme démonstration.

(') L'identité (7) a lieu si o est seulement supposé borné et mesurable.
(*) o peut étre seulement borné et mesurable.
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CHAPITRE VII.

LE POTENTIEL DE SIMPLE COUCHE ET SES DERIVEES.

1. Préliminaires. — Dans ce qui suit, il sera question du potentiel
de simple couche

{1}
ulﬂx):f G(X,A)a(A)dS,
s

et de ses dérivées, au point de vue de la continuité et des conditions
de Lipschitz, quand le point X peut venir sur $. On ne fait sur I'opé-
ration & que les hypotheses les plus générales données plus haut
(V, 11) pour assurer l'existence de la solution élémentaire princi-
pale G(X, E); c’est seulement & la fin du Chapitre (§7) qu’on fera une
hypothése plus restrictive.

En dehors de 8, les dérivées secondes de u sont continues en tout
point. Au point de vue qui nous occupe ici, on peut donc ajouter 4 'S
ou en retrancher ce qu’on veut, pourvu que la distance de X aux par-
ties ainsi ajoutées ou retranchées reste supérieure a un nomhre positif
fixe.

Nous profiterons de cela pour nous placer dans le cas ou 8, satisfai-
sant aux hypothéses déja dites (II, 1), est la frontiére d’un domaine
borné et ouvert @; les m, seront toujours les cosinus directeurs de la
normale dirigée vers l'extérieur de @.

Si I'on avait a appliquer les résultats d une portion de multiplicité s -
ayant une frontiere C, il faudrait se rappeler que ces résultats ne sont
valables que pourvu que X reste & une distance de C supérieure i un
minimum positif fixe.

2. Caractére lipschitzien du potentiel. — On voit immédiatement
(I, 1) que le potentiel est lipschitzien, d’exposant quelconque inférieur
a 1, dans tout I’espace, pourvu que 5so0it continu ou méme seulement
borné et mesurable.

3. Continuité et discontinuité de ®u. — En plus des hypotheses
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ci-dessus (3 1), supposons que les dérivées des coordonnées des points
de 8, par rapport aux palametrea tyy Boy o ooy Ly employes soient
fonctions lipschitziennes de ces paramétres, et cela pour chacune des
représentations paramétriques utilisées, sur toute 'étendue de §. Nous
supposons d'autre part que la fonction ¢, qui intervient dans l'opéra-
tion @ (II, 1) est continue, ainsi que la densité 5. Le procédé déja
indiqué (11, 4) permet de définir @u pour les points X suffisamment
voisins de $. Il résulte alors immédiatement des considérations du
passage cité (IIl, 4) que, si X tend vers un point de & en restant
dans @, O u tend vers une limite qui est

o

ol in—1
7(X) 5 / OG(X, A)yo(A)dSy,
v

ol X représente le point limite situé sur §;si au contraire X tend vers
ce point limite en restant hors de @ + S, la limite est

L (—1)

s [ OGN, A)o(A)dS,.
Jis

2

Partout ailleurs que sur S, Ou est continu. Chacune des deux limites
précédentes est aussi une fonction continue du point X de &.

Condition de Lipschitz pour la densité. — Soit h<1 I'exposant
lipschitzien des a, 3, des b, de ¢, et aussi celui des dérivées des coor-
données des points de §. Nous supposerons en outre que ¢ est lip-
schitzien d’exposant 4 relativement a ¢, z,, ..., ¢,_,. Supposons enfin
qu’'une des valeurs limites de ®x dont on vient de donnerl’expression
soit lipschitzienne d’exposant % relativement d ¢, ¢,, ..., ¢, . Je dis
alors que g est lipschitzsien d’exposant h.

La valeur limite dont on a parlé, a I'une des expressions

5 X (rm—1)
Ou—= 2L )+f OG (X, A)s(A)dS,;
la proposition sera démontrée si nous prouvons que

m-—1)
f OG(X,A)s(A)dS,
S .

Jis
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est lipschitzien d’exposant 4 par rapport aux parametres s, o, - . .y Sy
du point X.

o peut étre considéré comme solution d’une equatxon de Fredholm
dont le noyau ®G(X, A) vaut O[ L'+ (X, A)] et est continu pour
X£A; o est donc continu (méme si cette équation de Fredholm a
d’autres solutions) ().

Décomposons l'intégrale en plusieurs termes.

Le terme

trm—1)
(1) J(X) /. G(X,A)e(A)dS = 4(X ) u(X)
Dty

est lipschitzien d’exposant 4 (§ 2).
Soit maintenant

GX,A)=H(X, Aj;0)4+J(X, A),

H(X, A; o) ayant, par exemple, la définition du Chapitre V (§ 4). Il
est évident (I, 1) que

(m—1) )J
(2) as, g(X)w,(\)f -———(\ A)o(A)dS,

est lipschitzien d’exposant /2, car J(X, A) = O[L*"(X, A)], ses
dérivées par rapporta X sont O[L'+— (X, A)], et ses dérivées secondes
par rapport 2 X sont O L~ (X, A)].

Les termes

(11—1) r .
) [ R (X ma(X) — s (A ) ma(A) () 5,
$ 8

sont lipschitziens d’exposant quelconque inférieur 2 4 (1, 10).

Nous avons maintenant les termes

{1n—1)
(4) f EM-@—'—M 2.8(A) @ (A)o(A) dS,
S

dxy

(1n—1)
—f F’[\/_,a 5 Ay 8(A)(x ——(tz)(_x‘g-—a{g)]
So(2g— ay) e (A) a(A) 4S
\/..a B A B(A) (20— ay) (25— ag) vD(A)

(') Au reste, 'expression des limites de @« suppose la continuité de o; on
voit que toute solution de I’équation de Fredholm convient.

Ann, Ee. Norm., (3), XLIX. — Mars 1932, 1
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Introduisons les paramétres s,, sa, ..., s, de Xetz,, 2, ...y Znoy de A
et posons _
L(S,T)=VX,(sx— {z)*;

S et T représentent X et A repérés dans ce systéme. On constate facile-
ment (b, IV, p. 171 & 175) que, X étant sur &,

Z @y~ ay) @x(A) dSy=O[L4(S, T)]d(t;y ..., tmu—r),

les dérivées du premier facteur par rapport & S étant O[L"(S, T)].
Donc (I, 1) la derniére intégrale est lipschitzienne d’exposant /.
Donc o est lipschitzien d’exposant quelconque inférieur a /.
Mais alors (I, 8) les termes (3) sont lipschitziens d’exposant /4; en
effet, si nous étendons l'intégrale

f(m—l)_()” (X, A O)g(A) dS
oH (X, A5 0) A DN

day

ala région L(S T)> ¢ >0, on va voir que cette intégrale est bornée
quand ¢ varie. Il résulte des hypothéses sur $ que, si T parcourt la
frontiére de la région qui admet la représentation paramétrique
adoptée, on peut supposer que L(S, T) ne tombe pas au-dessous d’un
certain minimum positif, dépendant de S et de I’ensemble des repré-
sentations paramétriques adoptées; on supprimera la partie de S &
laquelle ne convient pas la représentation considérée. Et il suffit de
borner notre intégrale quand ¢ est inférieur 2 ce minimum. Or

dASy= 2 A)d(t;, Loy ...\ by),
ol A est lipschitzien d’exposant A. L’intégrale

‘Hl—1
f ‘)”(X A o)ra(A))\(A)—a(X)A(X)M(t“ ey bea)

estbornée comme portant sur O] LA (S, T)], 1<k<1+h. De méme

(m—1) OH (X, A; o) dH(A,X; 0)
200100 [ | SR SR g, )

b

porte sur O[ L***=™(§S, T)] et est borné. Or

JH(A, X; o) -3 Ity 9

T daz T 4y dag oz, T X5 0);
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en retranchant de la le produit de ®H par une fonction lipschitzienne,
on fait disparaitre la dérivée par rapport & z,,; les autres dérivées ont
des coefficients lipschitziens et par suite donnent des intégrales bor-
nées (I, 9); le terme en OH donne aussi une intégrale bornée (a, I,
21, p. 73 4 76). Les termes (3) sont donc bien lipschitziens d’expo-
sant A.

Donc 5 est lipschitzien d’exposant A.

Considérons comme variables les valeurs données de ®u sur 'S, et

supposons que la valeur absolue du noyau résolvant admette une limi-
tation connue

O [Li+i-m (X, A)].

Soit M une limite supérieure de la valeur absolue de ®uetde son coef-
ficient lipschitzien pour un exposant £</h, £ pouvant étre aussi petit
qu’on veut. Alors 5= 0(M), la constante impliquée dans o étant indé-
pendante de M et de £. Les termes (1) admettent, relativement i ’expo-
sant lipschitzien £, un coefficient O(M). Les termes (2) ont, pour le
méme exposant, également un coefficient O(M). Il en est de méme
pour les termes (4). Pour les termes(3), si£<C/, on peut prendre un

o — - .I.J, .
coefflc1ent0(h—ﬁ/’_z> (I, 7; le maximum de x* log—;—, pour0 <z <L,

](Ja\ - - - 9 .
estg—é}); donc alors o est lipschitzien d’exposant £ et de coefficient

O</ll—_vf7> Si k=ah, les calculs ci-dessus donnent évidemment un

coefficient O(M); cela s’appliquerait aussi au cas ou &< /4, mais peu
nous importera.

5. Condition de Lipschitz pour les dérivées du potentiel. — St les a, g,

les by, c, les dérivées des coordonnées des points de S et o sont lipschitziens
d’exposant h <1, les dérivées de u coincident dans ® avec une fonction
lipschitzienne d’exposant h; de méme, hors de @ + '8, elles coincident
avec une fonction lipschitzienne d’exposant h.

Il n’y a lieu & démonstration que pour les points dont la distance
4 8 est inférieure 2 un maximum fixe. D’ailleurs si (V, 4)

G(X,A)=H(X, A; o) +~J(X, A),
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les dérivées premiéres et secondes de J sont respectivement

O [Lih=m(X, A)] et O[Lin(X, A)].

Donc les dérivées de [ B T(X, A)s(A)ds, existent et sont lip-

VS
schitziennes d’exposant /4 (I, 1).
La fonction
»{tn—1) SUAY . R
(5) / M[G(A)—O’(X)]JSA

" dxy,

est aussi lipschitzienne d’exposant 4 comme on le voit par un raison-
nement fait dans la démonstration du théoréme précédent.
Il reste & examiner
(m—1) It X .
a(X)f OH (X, A; O)JSA,
S

dua,,

oul’on peut laisser de coté le premier facteur, puisqu’il est lipschitzien
d’exposant /.

Introduisons les parameétres ¢,, 2,, ..., t,., des points de $; on ne
restreint rien en supprimantla partie de S qui n’admet pas cette repré-
sentation et en admettant que la distance de X a la frontiére de la
partie $, que nous conservons dans 8, est supérieure & un minimum
positif fixe. Introduisons, par les procédés déjh indiqués (IIT, 4), la
variable z,, et soients,, s., . .., s, les valeurs de ces paramétres pour X.

On a
dSA:)\(A) ‘l(t17 eoey by )
Posons
Jsy 0sp

(l'-{’a( S) = ZE,Z as,:(x) Oz -dTL'v-

Soit A le quotient par le déterminant D’ des @.; du mineur de o,
dans ce déterminant; on a

dxe dg

Ay s=2 v Acr 5 =
1,0 318 ,sd&:\‘f 03'6,

car, en prenant cela comme définition, cela entraine

ZyayaAys=o si §£e, =1 si d=u.
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S

Tt

Ona

&y — = Zz(s5— l3)

o O[1+H(S, T
T+ O[L0(s,T))

da | Odwe  da.
()10] Os. 0L

7

()?’I,L — e ~—E°(s,, - 15) -——()[l"( , Tyl

Par suite
i Aya(A) (my— ay) (g — ag) — By Mo (T) (5 — L4 ) (55— 15) - O[L*4(S,T)],

et les dérivées du dernier terme par rapport a S valent O[L'+"(S, T)]
et sont continues pour S £ T.
Soit

I

- FlyZ s AL (T ) (54— ty) (s5— &) |-
\/WT) [\/ ICEAS AN ) Sy l)(‘o 5)]

H/(S,T; o)==

On a, si le sens (¢,, 2., .. .,¢,-,)de & correspond ausens (x,, ..., x,)
de @, ce qui entraine que le déterminant fonctionnel a le signe de

(— 1) (a, 1, &, p.9),
(l(I'ul, e eey lm)

H(X, A; 0) 4+ (— l)’”m
[ g . m

(S, T; o)== O[La+h=n(S,T)],

J

() l'“(k A7())_+ (_____‘)IIL (/(/11

ks m) ! g 4 = () [Iulx—m S T
rl(a,,.. (l/u)”( I7“) [ )]

(e=1,0,...,m),

ces fonctions étant continues pour S £ T. De plus

()l,,

Ay, s(A) ( v~ (Iu):.u{,, Al (T) PP
o

(1= - OL LS, 1)),

les dérivées du dernier terme par rapport & S étant O] L"(S, T)|. Donc

o ALy ooy b)) O ()Iu o’ . .
— A Y R AR S S, T; == Q[ Lt+h=r(S T
() (X7 A‘ 0) o ( I) ’/(ah .. (L/ﬂ) D()f(o' ()SU ( [ ? )) ' ( )l

et les dérivées par rapport 4 S du premier membre valent

O [Li=m (8, 1)];

toutes ces fonctions sont continues pour S £ T.
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Donc (I, 1)
A {m—1) dll h . “m (1) d('t,x. ey ['nl>
L Ty X Az o) S (—a" | g
Otg OH’
‘\‘. _RJ._.__..S" ) ..--,tm——
X/(\_)Hﬁd((l dsi_)'( 5 F,O)d([l, 1)

est lipschitzien d’exposant /4. En prenant 7.(X) égal a la valeur de 2.(A)
au point (s, ..., Sy, 0) de S, I'intégrale

(rm—1) ’
d(ly, ....0n) dtg d(Syy ooy Sm) . dsu,]
: (A ZEB G - (X)) 208
”/l; [a’(rzi, ...,a,,,))(A_“)a’a‘,c d{xy, ...,m,,,))( )()ma

JH’ ,
— S 3 (L PR m;
X()Sg( , Ts 0)d(ty, y Em—t)

est aussi lipschitzienne d’exposant /4 : ¢’est en réalité le méme raison-
nement que pour {5). En laissant de coté des facteurs lipschitziens
d’exposant 4, nous sommes ramenés aux intégrales

(im—1) ’
oH o , .
[ -()—S—{;(S, T;0)d(ty, ...y tmey) (B=1,2,...,m).

Js,
Or on va voir que

(m—1) ()[I’(S, T; 0) dHI(T, S; 0).
(6) \/c; [ ()Sﬁ + dtB Jd(th "'7llll~1)

1

est lipschitzien d’exposant A. Tout d’abord le théoréme (I, 7)
s’applique, les A% ;(S) et D'(S) jouant le role des w,(X) du théoréme
et ) étant égal & 1. La dérivée par rapport a D'(S) est le produit d’une
fonction bornée de S par

0 -~ -
’dl—eF[\/}-‘*{,a Avp(S) (sy—ty) (sa— )]

si 3 m, l'intégrale correspondante, étendue a la partie de S, définie
par L(S, T)>¢ >o, est bornée quand ¢ varie (I, 9). La dérivée par
rapport a Al ;(S) est

0 (5 — 14) (55— 1) |
ey ‘ FIIVEcAcr(S) (s.— . — 1
93 2oy Aee(S) (se— te) (s:— 2) [VERL ) (=) (=) ] (v ),
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ou la moitié si y=2; l'intégrale est donc encore bornée si 3£ m.
Si 3 =m, on remarque que

, N -
(7) Zyanp(S)5-F [VAZZ(S) (sy— &) (ss— 13)]

S
= , FlyE A (S) s — t) (55— &) |5
V235 AY5(S) (sy—ty) (53— 83) ‘ = n—a)]

c’est le produit de s,, par une fonction O[L="(S, T)], et par suite
(a, 11,21, p. 73 2 76) son intégrale est bornée. L’intégrale

(m—1)
0 1< — \
f Ol E [\/LY’B Ava(5) (sy—ty) (s5— ta)]d(th ceey I ),

étendue a L(S, T)>p > o, est donc bornée quand ¢ varie. Dérivons
maintenant par rapport a Al ;(S) les deux membres de (7); nous
devons considérer les 4, comme des fonctions de A',; définies par les

relations ’
24 don3 Ngy==o0 si ys£m, =1 si y=m,

qui donnent, comme dérivée de a,, 5 par rapport 4 A,
— o Oy 5 — oy a'ﬁ,._, sy 29,

et la moitié de cette expression si y=2. On trouve ainsi que

b e 0 (§¢— ty) (55— 13) o S -
2y ftf:e,:ﬂ(b)m T _A's,-(;(S) A o ,:)1 [VE AL (S) (5:— o) (s:— ﬂ:)]%
est la somme de termes dont les uns ont, d’aprés ce qui précede, une
intégrale bornée quand ¢ varie; d’autres ont la méme propriété parce
qu'ils sont les produits de s,, par une fonction O[L—(S, T)], d’autres
enfin parce qu’ils valent O[L>="(S, T)], L’intégrale (6) est donc bien
lipschitzienne d’exposant 4.
Restent donc les intégrales

(m—1) 4
U OH(T, S5 0)
/; _——()E—'—“d(t“ ooy b))

71
Si Bs£m, la formule de Green les remplace par des intégrales éten-
dues a la frontiére de 8, ; elles sont donc bien lipschitziennes d’expo-
sant /. Si B=m, la partie principale de H' conduit & une intégrale
lipschitzienne d’exposant 4 comme on le voit en remplacant S, par la
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frontiere d’un domaine borné et s,, par X, (5. — %) @.(T) (a, II, 18,
p. 70). Les autres termes de H' donnent une intégrale qui admet, par
rapport aux A..(S)(e, {=r1, 2, ..., m) des dérivées continues;
d’autre part, si 'on remplace les A}, (S) par des constantes, cette inté-
grale estlipschitzienne d’exposant quelconque inférieur & 1; ces autres
termes de H' donnent donc une intégrale lipschitzienne d’exposant /.

Les dérivées de « sont donc bien lipschitziennes d’exposant A.

Si I’on considére S comme fixe, ainsi que les a, g, les b, ¢ (ou tout
au moins des limites supérieures de leurs valeurs absolues et de leurs
coefficients lipschitziens pour I'exposant / et une limite inférieure
positive du déterminant des a, 5, ainsi que le nombre g>o et le
domaine hors duquel '

*u
Fu—= E - — S
o 05

pour abréger, on passe ici sur des considérations de continuité ana-
logues a celles qu’on trouvera plus loin, VIII, 7, XIV, 2,5), et si ¢ est
variable, nommons M une limite supérieure de || ct de son coeffi-
cient lipschitzien pour 'exposant £</4; alors une limite supérieure

(m—1) Hyp g . R
Ma’sm étendue 4 L(S,T)>¢>o, est

Oy
0 (1) dans notre hypothése; le coefficient lipschitzien de

(m~1) .
f d_lf_(%ﬁ_?_)_[a(z\) —a(X)]dS,

S €,

de Pintégrale

%) (I, 8,9) et 1l en est de méme du

pour 'expression £, est donc O(
coefficient lipschitzien des dérivées de «.

6. Généralisation. — Considérons maintenant la fonction
(m—1)
u(X):f G, (X, A)o(A) dS,.
S

Elle différe de celle que nous avons considérée, par les termes

4 (m—1)
zf G (X, A)o(A)dS,
S

n=2

r (n) (m~—1) '
_—Zf G(X, fx)z(¢\>f Giti(A, E)o(E) dSz dV,;

n=2
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les dérivées de cette somme sont donc lipschitziennes'd’exposant quel-
conque inférieur a 1 et cela suffit & prouver que les propriétés précé-
dentes (§ 2 4 5) ont lieu aussi pour la nouvelle fonction w.

7. Autre sorte de potenticl. — En plus des hypothéses générales
(V, I1) qui suffisent & assurer U'existence de G(X, Z), faisons celle
que les dérivées des a, s existent et sont lipschitziennes d’exposant
h<1; hest aussi 'exposant lipschitzien des b, et de c. Considérons la
fonction

(22—1}
1(.(3')::/ G(A, Z)a(N) dSy,
Jis _

que nous nommons aussi un potentiel de simple couche. En introdui-
sant (V, 18) une certaine fonction w(E) bornée positive dont les déri-
vées sont lipschitziennes d’exposant 4, on a

" . (7112~1) 'm(‘:\‘) . — g(‘,\_)
[[,('_.a):fyl(i—a)ﬁ l.‘o—)—(:E—)(r(A,—)]m—)'dS\,

le facteur entre crochets étant, relativement a =, la solution élémen-
taire principale d’une équation remplissant les hypothéses du début
du chapitre, nous voyons sans calcul que tous les résultats précédents
(82 a5)s’appliquent et qu'ils s’appliquent aussi a la fonction

(t—1)
[ G, (A, E)o (A)dSy;
S

VS

toutefois il convient, dans la nouvelle forme de la proposition du para-
graphe 4, de remplacer 'opération © par 'opération Z.

CHAPITRE VIII.
LE POTENTIEL DE DOUBLE COUCHE ET SES DERIVEES.

L. Préliminadres. — On va s’occuper du potentiel de double couche

(rm—1)
u.(‘X):f 7G(X, A)a(A) dSs
S

Ann. Ee. Norm., (3), XLIX. — Mars 1932. 2
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et de ses dérivées, au point de vue de la continuité et des conditions
de Lipschitz. Pour des raisons identiques a celles du chapitre préceé-
dent (VIIL, 1), nous nous bornons au cas ol S est la frontiére d'un
domaine borné et ouvert @; la normale & S sera dirigée vers ’extérieur
de @. Si 'on prenait pour S une multiplicité ayant une frontiére, on
pourrait appliquer les résultats & condition que la distance de X & cette
frontiére restit supérieure 2 un minimum positif fixe.

2. Continuité et discontinuité du potentiel. — Supposons que les
conditions (V, 11) soient remplies et que les b,, ¢ et les dérivées
des a, g soient lipschitziens d’exposant £ < 1. Pour ce qui regarde &,
supposons remplies les hypothéses (II, 1) et qu’en outre les dérivées
des coordonnées des points de S soient lipschitziennes d’exposant 4.
Enfin supposons que o soit continu. Le potentiel u coincide dans @ avec
une fonction continue dans @ -+ 8; il coincide hors de D + 8 avec une
Jonction continue en tout point n’appartenant pas a @. Sa limite, quand
X vient sur 'S par points de @, est

_a(X)

2

+ fé G (X, A)a(A) S,
st X vient sur'S par points n’apparienant pas a @D+ 8, la limute est
"—(;5—) +L(”Z~IJZG(X,A)U(A)dSA.
Tout cela résulte de (VII, 3) en remarquant que
f;mvu[@G(X,A')—i—ZG(X,A)]a(A)dSA
porte sur O[L*™(X, A)] et est par suite continu.

3. Condition de Lipschitz pour la densité. — Si une des deux valeurs
limates prises par u sur 8 est fonction lipschitzienne des paramétres s,
$ay + s Sm du pornt X de '8, avec Uexposant k<1, o est lipschitsien
d’exposant k.

En effet la relation

X (m—1)
if.%h.f ZG(X, A)o(A) dS = u(X)
S
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est une équation de Fredholm en s; le noyau est continu pour X £ A
et vaut O[L'*"—(X, A)]; le second membre est continu (et méme
lipschitzien) : donc o est continu (*). Mais les dérivées du noyau rela-
tivement a s, $u, ..., $,—y existent et sont continues pour X £ A, et
valent O[ L"=(X, A)]; donc (I, 1) 'intégrale est lipschitzienne d’ex-
posant %; par suite o est lipschitzien d’exposant égal au plus petit des
nombres A et k. St £ <A, le théoréme se vérifie done.

Soit maintenant p l'entier tel que pA<kt<(p+1)h(p21). Nous
allons prouver que si s est lipschitzien d’exposant rA(n<p), il est
lipschitzien d’exposant égal au plus petit des nombres % et (n—+1)h;
joint & ce qui précéde, cela achévera notre démonstration. Or (VI, 1)

(rme—1) (m—1) N (1)
f ZG(X,A)cdSA:f G(X, A)vb(z\)ds\—/ G(X, A)e(A) dVy— L
S &

Le premier membre est donc lipschitzien d’exposant que]conque infé-
rieur & 1 (VII, 2). Donc (I, 2) I'intégrale

(101}
f ZG(X, A)o(A)dSy
W

est lipschitzienne d’exposant (n +1)A si (n+ 1)h <1, d’exposant
quelconque inférieur 2 1 dans le cas contraire. Notre proposition en
résulte.

Supposons que la valeur absolue de la résolvante de Fredholm ait
une limitation O[L'*"="(X, A)]. Soit d’autre part M une limite supé-
rieure de la valeur absolue de u et de son coefficient lipschitzien pour
’exposant £. Regardons comme fixes des limites supérieures des
valeurs absolues des a,, g, des b,, de c, des dérivées des a,, s et des
coefficients lipschitziens de toutes ces fonctions pour 'exposant fixe A,
et une limite inférieure positive du déterminant des a,, 3; g est fixe
ainsi que le domaine borné hors duquel les coefficients de & sont
constants; S est aussi donné fixe; mais regardons & et M comme varia-
bles. Les coefficients lipschitziens de I'intégrale pour les coefficients

nh<k sont trouvés successivement égaux a O(M), et le coefficient
M

lipschitzien de o pour ’exposant £ est O<;—_—7 .

(') Méme remarque qu'au passage analogue de (VIL, k).
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4. Condition de Lipschitz pour le potentiel. — Si, oulre les hypothéses
du paragraphe 2, s est lipschitzien d’exposant k <1, u est lipschitsien
d’exposant k dans @, et lest ausst horsde M + 8.

Un procédé déja indiqué (111, 4) permet d’adjoindre aux paramétres
iy S2y <« .s §u_y des points de § un paramétre s, de facon a pouvoir
repérer & ’aide de ces paramétres les points X suffisamment voisins
de 8. Il suffit de faire notre démonstration si X est dans ce voisinage
de 8; nous supposerons de plus qu’il appartient, par exemple, a @.

Détinissons o(X) hors de S comme indépendant de s, quand on
’exprime a 'aide des paramétres ; c’est une fonction lipschitzienne
d’exposant k. Soit §” la région de S telle que L(X, A)<2L(X,Y),
X et Y étant deux points de @, et soit &' le reste de . On a

(m~—1}
(&(X)-——u(Y):‘[ ZG(X, A)[o(A) — o(X)] dSy

(in—1)
Mf ZG(Y, A)[o(A) — (Y )] dSy

Alre—1)

+[e(X) ——-a'(Y)]j ZG(Y, A)dS,

s

{(m—1)
+f [ZG(X, A) — ZG(Y, A)] [¢(A) — o(X)] dS,
3’

{m—1)
+a(X)f [ZG (X, A) — ZG (Y, A)] dS,.
S

Or il résulte de raisonnements antérieurs (a, II, 21, p. 73 a 76)
(m~—1)
que l’intégralef LG(X,A)|dS,, étendue 4 une partie S, de S, est

bornée quand §, et X varient. Regardons comme fixes les coefficients
de I'équation, ou du moins % et les limitations indiquées ci-dessus
(83); soit Mune limite supérieure de c et de son coefficient lipschitzien
pour l'exposant £. Alors les trois intégrales étendues & " sont

O [ML(X, Y)]- Celle qui est étenduea ' est O [; 2 Li(X, Y) | (méme
" raisonnement que pour I, 2). Enfin la derniére est O[ML*(X, Y)].
Donc

u(X)—u(Y):O[%?L"(X, Y)].
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5. Condttions de Lipschitz pour les dérivées de s, u. — Si, auz hypothéses
précédentes, nous joignons celle que k=h, les dérivées de s,,u sont lip-
schitsiennes d’exposant h dans @ et le sont aussi hors de @ + 8 (il ne
s’agit, bien entendu, que des points de M ou de 'extérieur de ® + S
pour lesquels on peut employer les parameétres s, s, ..., s,).

En effet, si X est dans @, '

A 1=1)
/ s ZG (X, A) dSy
S
{m—1) (1)
:f s G(X, A)up(A)dSA——f 500 G(X, A ) (A) dV 3 — s
IVats (]
Or ’

(m-=1j
A f s G(X, A) DA ) S,
s

ds, [ . . g TV 0G
_— " N 7 v d / /S, - X'J A5 § U
ﬁ (j( \, A ) ‘.J( A ) (/b‘\ T ] ()Sa, ~£ S ()'1_:-j Ll/( A.) C/bA ;

=
les intégrales du second membre sont lipschitziennes d’exposant
quelconque inférieur & 1 (I, 1); & cause des coefficients des derniers
termes, le premier membre est donc lipschitzien d’exposant 4. Mais
(L, 4)

7 . m=tg e :

775;('?'""):[5 T [SwZG(X, AJ][2(A) = =(X)] dS,

(he—1)
o (X) .’Z.f s ZG(X, A) dSa;
S

0Jsg
tout se ramene donc (I, 10) a prouver que les intégrales

(m—1) (m~1)
f 1G(X, A)dS,, / .s',,,,yi—;ZG(X, A)dSh,

étendues 2 L(X, A) > ¢ > o, sont bornées quand p varie. C’est connu
pour la premiére. Quant & la seconde, elle porte sur le produit de s,
par une fonction O[L—(X, A)] et par suite (a, 1I, 21, p. 73 476) son
intégrale est bornée.

Si8, F ety sont donnés de facon fixe, et si|a| <M, M étant aussi
le coefficient lipschitzien de o pour I'exposant #</ <1, on constate
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M
que les dérivées de s, u sont 0( ) et que leur coefficient lipschitzien

pour ['’exposant k est O[k_/%/_)]

6. Condition de Lipschitzs pour les dérivées de la densité. — S, en
plus des hypothéses du paragraphe 2, Y(A) est lipschitsien d’exposant h,
et st les dérivées d’une des valeurs limites de u, quand X vient sur'$,
existent et sont lipschitsiennes d’exposant h, les dérivées de o cxistent et
sont lipschitziennes d’exposant h.

Tout revient & prouver que les dérivées de

{m—1)
f ZG(X, A)o(A) dSy,
“S‘

<

quand X appartient & S, existent et sont llpsclntuennes d’exposant /.
Or I'identité

(m—1) (ne—1 {n)
f ZG (X, A)(ISA:f G(X, A d;(A)dS\-—f G(X,A)c(A)dVy— 7

prouve (VIL, 5) que les dérivées du premier membre existent et sont
lipschitziennes d’exposant /. D’autre part (§3) o est lipschitzien d’ex-
posant quelconque inférieur & 1. Done (I, 4)

0 (m—1) . m—1 ‘
7). ZG(x,fx;a<A)¢zsA:f$ 7 Z6(X, A) [ (A) — o(X)]dS,

(m—1y

: 7]
—l—O’(X)F);—' ZG(X, A)(lSA;
*Js

enposant G(X, A) =H(X, A;0) +J(X, A), on vérifie immédiatement
Jd ,
en effet que 5~ 7G(X A)=O[L"(X,A)], et par suite les dérivées

de o existent et sont continues. De plus le dernier terme est hpschlt-
zien d’exposant /.

On va voir qu’il en est de méme du premier. En remplacant)i
, v dsy,
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().’L'B 7 . ’
ar Z—— —~—- on se raméne d’une part aux termes
Jse f)cl'f%

5

dzg "7V 0 r A E A ,
T)'F;fg 7 H (%0 M) () — e (X)] S,

qui, d’apreés (I, 7), sont bien lipschitziens d’exposant k; d’autre part,

N . s . Jd ., .
ona a appliquer opération 5—Z7 a

H(X, A; 0)= I_ F[\/Zy,aAy.a(z\.) (ay— ay) (25— aa)];
VD(A)

I'opération Z donne un terme ayant X, &, (A) (2, — a.) en facteur, et
un terme O L*~(X, A)]; si la dérivation relative a4 x5 porte ailleurs
que sur le facteur X, ., (A) (2, — a,), le résultat est encore lipschit-
zien d’exposant A (I, 7). Reste enfin 'intégrale

(rr2—1) X
f F’[‘ \/EY‘,; Ays(A) (zy— ay) (25— aa)]
s

s dwy _ Jay
‘Y""Y"”(osa ot 2(A)—o(X)

VE Ay s (A) (wy— ay) (s —az)  VD(A)

Sy,

o Ja . . ,
car L.{m.‘,(A)—:)—:(—Y = o0; elle est lipschitzienne d’exposant £ quelconque
: . ; S R o\ ;
inférieur a /. d’apreés (I, 7), le role des ,(X) étant tenu par o(X) et
ax: ' ) ., 1 i . - ’
par les %Y; donc les dérivées de o sont lipschitziennes d’exposant £.
Sa

Alors & cette derniére intégrale, on va appliquer (I, 8); il suffit de
prouver que si I’on étend l'intégrale.

W1 —1)
/ F[\Ey 2 Ay a(A) 7y — dy) (23— a2) ]

o(A)—a(X)

(IS‘\
\/ZY,aAY,a(A) (2y— ay) (25— a3)

a la région L(S,T) > p > ¢, cette intégrale est bornée quand p varie.
Or, en prenant o(X) indépendant de s, quand on I’exprime & I’aide
des paramétres,

do

G(A) — a(X):EY(aY-—wY)(__).;; -+ O[L+(S, T)],

et le dernier terme donne lieu 4 une intégrale bornée. Mais on peut
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écrire
Jdo

(-)‘1_')' = E«;.a wa(A) A"\T,B (A) (@y— ay),

‘\:ly([[-y—' .1"\{)

les u; étant lipschitziens; cela raméne aux intégrales

(me—1)
' O I - : a
f (—)—;—. F[\ L}'.E«"\}'«E(i\) (2y— L’!Y) (25— ap )] dS,,

qui sont bornées (woir VII, 5).
Donc les dérivées de o sont lipschitziennes d’exposant /.
Regardons comme fixes 7, §, & et {, et comme variable «, dont les
dérivées ont leur valeur absolue inférieure & M, ainsi que leurs coef-
ficients lipschitziens pour I'exposant %. Il est alors évident que les
dérivées de o sont O(M) (si I’équation de Fredholm a une solution
unique), et que leur coefficient lipschitzien est O(M) pour’exposant A.

7. Conditions de Lipschitz pour les dérivées du potentiel. — St, outre
les hypothéses du paragraphe 4, § est lipschitzien d’exposant h, et st les
dérivées de o exstent et sont lipschitziennes d’exposant h, toutes les déri-
pées de u existent et coincident dans @ avec une fonction lipschitzienne
d’exposant b de méme clles existent et coincident hors de @ + 8 avee
une fonction lipschitzienne d’cxposant h.

S’1l existe une fonction ¢ (X), & dérivées secondes bornées dans @,
qui coincide sur S avec la densité, I'identité

(r—1) (rn—1)
f 7G(X, A)a(A)czsAzf G(X, A)®c(A)dS,
S vE

(m
—[ (X, A)Fo(A) dVs— o (X),

Y@

ol X est supposé dans @, et I'identité analogue pour Xhorsde @ + §
(elle se déduit de la précédente en supprimant le dernier terme), suf-
fisent & la démonstration (VII, 5).

Dans le cas général, tant que X est, par exemple, dans @, nous pou-
vons écrire, en désignant par = un point quelconque assezvoisin de 8,
et en définissant o et ¢, au voisinage de S, par le procédé habituel
(I, 4), c’est-a-dire en les faisant dépendre de s, s, ..., 5,_, mais
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non de s,,,

0
da,,

(1e—1)
f ZG(X, A)o(A) dS,

5

(m—1) 3 - o
. JZG(X, A) —- 5 . Oa(Z)
..._..‘/: ——7}?5:——[O'(Ax)-—-g(_)—.d:j(a"j*‘—c_{ﬁ)‘Tar;—]([SA

&

()
— a(z)f 95 XAy e(Ayav,
W

i,
— 0 (1t —1) ) . )
~Ir~a(:~)(—)l-;;~[? G(N, A)J(A)dS,

. ) (7m1) )
-]—).,o-(g_ [__.f (—())g—(..\,l\)ﬂ'—(a{;«zﬂ)dv,\
o) %

? ()f:{i i
(1m2~—1) -
o) . u . . darp
= :)_.-I_; A (X, /\) @(_a‘g — glg) dSy — 0z., _ .

Cette formule subsiste notamment si Z est confondu avec X (il est
évident qu'il suffit de considérer les points X assez voisins de §); or,
dans ce cas, toutes les intégrales autres que la premitre restent
lipschitziennes d’exposant /o quand X tend vers $; en particulier

J

day

(212~=1)
f G(X, A)®(as—Es) dSy
$

dépend linéairement de £g et devient donc bien lipschitzien d’exposant
h quand on remplace g par 233 il en est de méme pour touslestermes
autres que le premier.

Nous avons donc & considérer seulement la premiére intégrale,
(1==1) Jry s
f gﬁ(x’.___i\..} [a‘(,/\_) — (X)) — 2(5(61,(5—— xs) 97 (X )] dSy.
& .

().l;u ();1:5

Tout d’abord, elle est continue comme portant sur O[ (L*+—(X, A)].
Montrons qu’elle est lipschitzienne d’exposant 4. Nous pouvons nous
borner au cas ot les deux points X et Y, pour lesquels nous voulons
évaluer la différence, sont assez voisins 'un de 'autre et de S pour
que la méme représentation paramétrique (s,, s, ..., 5,) convienne
pour tous deux; on peut méme faire en sorte que la distance de X a la
frontiére de la région qui admet cette représentation, reste supérieure
Ann. Ee. Norm., (3), XLIX. — AvriL 1932. 13
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i un minimum positif fixe. Supprimons toute la partie de S extérieure
A cette région : cela ote évidemment de I'intégrale une fonction lipschit-
zienne d’exposant 4. Dans la partie conservée de §, soient " larégion

L(X, A)<2L(X, Y)

et ' la région restante. L’intégrale

fm-u J2G (X, A)

. ) (X )]
D [ (‘\)——U(x)——"\dl’j(’[l:;’-—‘lf:j)(——U—i—lJ dSy
%

dx 5
Jgr ;

et celle qu'on en déduit en remplacant X par Y, sont évidemment
O[L"(X, Y)]- Reste & intégrer la différence dans &'; cela s’écrit

{m=—1y 4, S . r, CNVOA
f JZ4G (X, \) [()AG(Y, ‘\)J lva'("\)_U"(:X)““-‘1’-}((0{""-?"-,’)*00‘](lSA
7 Jxy, Ay, LA v ().1?3

=1 07GeY » . o
+f ‘__;L_\_)[ (Y)—a(X) — 2g()ys-—a3) .
s’ :

o ())y ()1 3
. do o -
— Zg(ag— yy) ((7;_; — 'J;) dSs.
e .') 4

Or, dans &', d’apres le théoréme des accroissements finis,

JILG(X, A)  JZG(Y, A)
()DLOL s,

=L(X, Y)O(L~n=1(X, \)];

I'autre facteur, sous la premiére intégrale, étant O| L'+ (X, A)], cette
intégrale est bien O[L"(X, Y)] (voir la démonstration de b4, I, th. |
p- 137). De méme

) Wt —1) )LG Y /
e —e =2y —an 2] [ EE L M as = o ux, ),
$'

2

La démonstration sera achevée si nous prouvons que

(e ~—1j L
COLG(Y,A) .
‘/:; (ali—}{ﬁ)——d—),;—db.\

est borné. En remplacant G(Y, A) par H(Y, A5 0)(V, 4), nous dtons
une intégrale bornée, comme portant sur O] L*=(Y,A)]. Or

ZH(Y, A;0)=O[L~"(Y, A) |5y ()y— ay )@y (A)



SUR CERTAINS PROBLEMES NON LINEAIRES DE NEUMANN. 99
et
Xy — ay)wy(A)dS,

da,, ..., an)
(l([” “eey ’m)

+ O[L+(Y, :\)'I)-d(t.,/ﬂ,.-.,zm_,),

J

S correspondant 2 Y et T & A; les dérivées du second terme sont
O[L"(Y, A)]. On se raméne donc &

— | (—1)"1sy,

l

(mm—1)
ﬁ ((7«)——- )w)() L“”'(Y \)Ismj"/sh

gt
<

les dérivées du premier facteur, dansl’accolade, étant O[ L=~ (Y, A) |;
si donc la dérivation porte sur ce facteur, on a une intégrale bornée
comme portant sur s, O] L=(Y, A)]. Si la dérivation porte sur s,,
nous nous ramenons, cn explicitant 'autre facteur et en retranchant
une intégrale bornée, a

(10~ 1)
/ (r(u—m}u)[,_./,, a(S)([Y———SY)(/,, s3)] ¢ d(l,, ey lmemy)-
g

@

Mais on peut aussi remplacer ag -—yﬁ par
dy
~Y(ty~~sy)) 4 O[LM(S, T) .

Le dernier terme donne une intégrale bornée, et I’on est ramené aux
integrales
o=t e

j (1l .9;)1‘2«{,5‘/\.'-{,,;(5)(LY-—S.,)(la——.s'a)]—T" Aty ooy limy).
s’

Si e =m, cette intégrale est hornée comme portantsurs, O] L-(S, T)].
Si es£m, un raisonnement déja employé (§6) montre qu'elle est
encore bornée.

Le théoréme est donc démontré.

Regardons comme fixes des limites supérieures des valeurs absolues
des a,. g, by, ¢, des dérivées des a, s et des coefficients lipschitziens
de toutes ces fonctions pour I'exposant fixe /; une limite inférieure
positive du déterminant des a, g sera ¢galement considérée comme
fixe. & est donné une fois pour toutes; on a une limitation fixe pour ¢
et pour son coeflicient lipschitzien relatif i 'exposant /. On regarde
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aussi comme fixe le domaine hors duquel
d‘,

2
—_ o,

Tu"_“d &

g étant positif fixe. Alors Ia fonction u(X, E) (V, 11) et celles de ses
dérivées de tout ordre dont 'existence est démontrée, ainsi que les
coefficients lipschitziens de celles-ci, ont des limitations fixes, comme
on s’en assure en vérifiant seulement que le nombre ¢ (V, 11)a un
maximum inférieur i 1, car il varie de facon continue si les aq g, by, ¢
varient en continuant de satisfaire a4 nos hypothéses, lesquelles sont
satisfaites aussi par les fonctions limites (familles de fonctions égale-
ment continues) (voir aussi plus loin, XIV, 5).

On en déduit que si les dérivées de asontlipschitziennes d’exposant
k(k<h) et de coefficient M, les valeurs absolues de o et de ses dérivées

étant inférieures & M, les derlvees de u sont O</ > et Jeur coefficient

lipschitzien pour I’exposant £ est 0[ e M )]

8. Remarque sur ®u. — Si, des hypothéses précédentes, on supprime
celle que ¢ est lipschitzien, pour la remplacer par celle de la conti-
nuité de ¢, la démonstration ne subsiste pas; on constate immédiate-
ment pourtant sur les formules données, que, dans ce cas, Ou a une
limite continue quand X tend vers S par points de @, ou quand X tend
vers S par poinis n’appartenant pas & 0 8.

9. Identité des deua valeurs de Ou. — Ces deuz valeurs limites sont
identiques.

En effet, d’aprés les calculs précédents (§7), en un point de S o1 5
et ses dérivées seraient nuls, les deux valeurs limites correspondant
'une 2 @, lautre & I'extérieur de @ + S, sont égales. Dés lors la
démonstration donnée plus haut(V, 8)a propos d’un cas particulier
peut étre exactement reproduite dans le cas actuel.

10. Gér;érdlisation; — L’intégrale
‘ ) (N1
LL(X):f ZG,(X, A)a(A)dS,
s

ne différe de celle qui vient d’étre étudiée que par un certain nombre
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de termes

(e —1)
f LG (X, A)o(A)dS,

(a) Sm—1)
— [ G(X, A)y (A)f ZGu—1(A, E)o(Z)dSzdVs  (n>1).

S
La dérivation de cette expression sous le signe [ est possible, et I'on
constate que ces dérivées sont lipschitziennes d’exposant quelconque
inférieur 4 1. Donc tout ce qui a étédit dans ce chapitre s’applique
aussi 4 la nouvelle fonction u.

11. Autre sorte de potentiel. — Avec les mémes hypothéses sur S et
&, nous nommons aussi potentiel de double couche la fonction

(mm—1)
w(B) = OG(A, E)o(A) dS,.

S
Elle peut s’écrire aussi (V, 18)
(rnn—1)
/l(E)::m(E)f ON(A, Z)o(A) dSy,
S

>

ou, en introduisant la fonction G'(A,E) = w(A)N(A, E),

()Il—-l)
- » / a(A)
U(. ) (")( ) ) (\) A
(tn—1) @ .
C—l )f G'(A, E) “’((\A)) (A)dSy,

et comme G'(A, B) est, relativement 4 =, la solution élémentaire prin-
cipale d’une équation satisfaisantaux mémes hypothéses quel’équation
donnée, on constate que toutes les propositions précédentes s’appli-
quent, & ceci prés qu'il faut remplacer ®u par Zu dans I'énoncé du
paragraphe 9.

CHAPITRE 1X.

CONSTRUCTION D’UNE FONCTION ASSUJETTIE SEULEMENT
A CERTAINES CONDITIONS A LA FRONTIERE.

1. On donne les valeurs a la frontiére. — Supposons que la frontiére
$ du domaine borné ouvert @ satisfasse aux hypothéses (II, 1) et en
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outre & celle que les dérivées des coordonnées des points' de 8 s?ient
lipschitziennes d’exposant /. Proposons-nous de construire une fonc-
tion u, lipschitzienne d’exposant ;< 1 dans @ et qui se réduise sur
$ 4 une fonction donnée o lipschitzienne d’exposant 4.

Sil’on a déja formé le paramétre s, (111, 4), il y a une solution trés
simple. Soit o >>s,>—a une rvégion de @ qui peut étre repérée a
'aide des paramétres s,, sa, . . ., $,—is S (OD SUppOse 5, < 0 dans @).
Il suffit de prendre dans cette région

',I'J(Sl., Say e e oy Sm—1) (
44

St ),

i =

et, dans le reste de @, de prendre u =o.
Mais si s, n’est pas formé, le plus simple est d’assujettir « & I'équa-
tion

. Ru )
(1) L —su=o  (g>0);

u se calcule par la méthode déja vue (V, 9), avec la simplification que
le nombre / du passage cité peut étre pris égal & zéro. On constate
immédiatement (VIII, 3, 4) queles conditions voulues sont remplies;
si M est une limite supérieure de [o| et du coefficient lipschitzien de ¢
pour I'exposant £, on a |u|SM et le coefficient lipschitzien de u« pour

I'exposant / est O[(I—%I—/-)-}

2. Ondonne les valeurs de u et de sa dérivée normale & la fronticre.
— Supposons maintenant qu’il s’agisse de former dans @ une fonction
udont les dérivées soient lipschitziennes d’exposant £<A <1, etqu’on
se donne sur S les valeurs de u et de toutes ses dérivées. Il faut natu-
rellement que ces valeurs soient compatibles avec le probléme, ce qui
entraine que les valeurs données de u aient toutes leurs dérivées lip-
schitziennes d’exposant 4 et que les valeurs données des dérivées soient
celles qui résultent de la connaissance de « et de la dérivée normale;
on peut donc, comme dérivée, se donner seulementla dérivée normale,
qui doit étre lipschitzienne d’exposant £.

Soit #, une fonction prenant sur S les valeurs données, et qui soit
formée par I'une des méthodes précédentes. Sil'on a pris la premiére
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méthode, il est évident que les dérivées de u, sont lipschitziennes
d’exposant £; si 'on a pris la seconde méthode, cela a encore lieu
(VUI, 6,7). Il s’agit donc de former une fonction u,, nulle sur 8, et
telle que, sur s,

duy, du  du,

dn " dn T dn’

u étant la fonction cherchée; de plus les dérivées de u, doivent étre
lipschitziennes d’exposant 4; on pourra prendre alors u =1, + u,.
Or, soit u, =s,(s, + a)¢, pour 0>s,> — a; Pour §,=—a, on
prendra ¢y =0; sur S, ¢, sera donné par

du, ’ dsy,

L ———

=
dn *dn’

enfin assujettissons ¢, d P'équation (1): ¢, est alors connu; dans le
reste de @, nous prenons u, = o. Cette fonction u, jouit des proprié-
tés désirées (VIII, 5).

‘Si M est une limite supcérieure des valeurs absolues des valeurs
données de u et de ses dérivées, ainsi que de leurs coefficients lip-
schitziens pour I'exposant £, on a|u, [<M; les dérivées de u, sont

M
| 7o)

et leur coefficient lipschitzien est

' M
| )

M
g == O [m]7

et les dérivées de s,,(s,, + a)¢. sont

M
o[ )

leur coefficient lipschitzien étant

| M ’
o ez )

Alors
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M du M
=0 — 2 g _
’ [ﬂ""(l—/f)‘-’]’ Oy O[/ﬁ‘(l—«/;)”]’

et le coefficient lipschitzien des dérivées estO [77%{7?}, pour I'ex-
posant £.

Donc enfin

(4 suivre.)



