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. . , INTRODUCTION. . ! , . ! . •

Dans ce Mémoire, dont le titre indique le bul, - i l est revenu sur bon
nombre de, questions qui cWiient déjà été traitées dans d'autres
travaux, ( ' ) ; mais ces questions sont traitées ici dans des .conditions

( 1 ) Voici les travaux auxquels II sera t'envoyé, et les abréviations qui les desi-
gn eroni :

a. Sur le problême clé D iricîilet ^énércfUsé^ équcitioju non Unécdres à

ÂMt. Éc. Norm.f (3), XLIK. —JANVIER 1932. , 1 •



^ GEORGES OIEAUD.

plus générales qu^antérieurement. La raison en est que? pour ces pro-
blêmes non linéaires, on se sert de la, méthode des approximations
successives due a M. Emile Picard, et que chacune de ces approxima-
tions's'obtient par la résolution d'un problème linéaire de même
nature que le problème visé; dès lors le plus ou moins grand degré de
perfection avec lequel est établie la théorie de ces problèmes linéaires,
retentit sur l'étendue et la commodité des-résultats concernant le
problème non linéaire. C'est pourquoi il a paru désirable de pousser
ici l'étude de ces problèmes linéaires aussi loin que le permettaient
les méthodes employées ( < ) .

C'est en vue de questions de même nature que celles qui font l'objet
du présent travail que M. Picard, on le sait, a imaginé la méthode des
approximations successives (2). Cette méthode est ici, employée de
deux façons différentes {voir Chapitres XIV et XV), l'une analogue à la
méthode de Newton pour résoudre les équations dont l'inconnue est
un nombre, l'autre analogue à la méthode de fausse position. Cette
dernière méthode n'est possible que grâce aux perfectionnements ici
apportés dans l'étude des problèmes linéaires.

Comme il ne pouvait être question de redonner complètement les
démonstrations antérieures, on a du moins essayé, dans le présent
Mémoire, d'y renvoyer d'une façon-aussi précise que possible. Un
certain nombre de démonstrations ont été tellement remaniées qu7!!

?n variables {Annales scientifiques clé î ^ École Normale supérieure^t. 43, 199,6,
p. 1 -128) . 1 , • 1 1 1 1 1 1 . , ! , ^ ! ! 1 1 . 1 ^ • ! 1 , ! 1 1 . , 1 1 1 1 , ' 1 , 1 . : ' • • 1 1 ' , 1 1 !

1}. Sur le problème de Dirichlet ^énércilisé (deu^ême^^^^^^m (mémo
: recueil, t. M, 1929, p. i3ï-245).1 ' : • ' ' ; ' : ' , ' ; , ' ': :, „ , : : . : : 1 „ : ^ .,,

c. Sur les équations auân dérivées partiellesdu typeelliptique '(Bulletin des
Science$ mathématiques^ t. 53, 1929, p. 367-395).

d. Sur différentesquestions'relatives auaï équations du type elliptique
{Ann.scient, de l^Éc.fform. sup.^i^^^^

Voir aussi Comptes rendus de l^ Académie des Sciences, t. 190, X93o, p. 6i3"
t . ia l î iQSo.p.a^^rA^^ 6 1^^

(1) Certains résultats peuvent être perfectionnés par (Pautres considérations
(Comp^e^r€îr^M^,t,190,i93o,p.^

( î) EMILE PÏCA^ Mémoire sur la théorie des équations ctux démées ̂ par-
tielles-et laméthode des approximations successives (Journal de Mathéma-
tiques, {^sé^
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a fallu donner complètement leur nouvelle forme. Un certain nombre
de rectifications et de compléments aux démonstrations antérieures
ont aussi été introduits, et les notations antérieures ont subi , dans
un but d'abréviation, quelques modifications signalées au passage;
c'est ainsi que la fonction nommée ici solution élémentaire princi-
pale et désignée ordinairement par G(X,S) diffère de celle qui était
antérieurement utilisée, par un facteur dépendant de Ë.

Une notion fort utile dans toute cette étude est celle de fonction
lipschitzienne, au sens généralisé, c'est-à-dire avec un exposant h
quelconque (o < ^ A ^ r ) ( 1 ) . I l .résulte de l ' ingénieur exemple publié
par M. Ruziewicz(2) que le-cas où h est inférieur à i diffère profon-
dément de celui où A.== i, car, pour h<^i\ i l , peut n'exister de déri-
vées pour aucun système, de valeurs, des variables < On verra ici que
cette profonde différence n 'entra îne pas toujours une complication
plus grande dans le cas où, A < ^ i , car beaucoup des démonstrat ions
qui vont suivre supposent essentiellement h. <^ ï .

• , , , , „ : CHAPITRE î.1 ,
FONCTIONS REPRÉSENTÉES PAR DES INTÉGRALES.

1. Rappelons d'abord le théorème suivant (6, I, th. i, p. 1,37) :
THÉORÈME. — Dans V espace (;z?,, x^y . . ., oc m) soient cD^ un domaine

borné ouvert de la multiplicité ,T,^==O et 2>\ sa frontière. Soient d'autre

( 1 ) L(X, Y),, désignant la distance V'^a('^'a—.Va)2 de deux points

X(^,,,^, ., ̂ a'm) et Y(j ' î , j25...)J 'm), ,

on dit que y(X), satisfait à une conditionne Lipschilz généralisée ou est
îipschitxien (Texposant h et de coefficient M, si, quels que soient X et Y, on fi

l 9 ( X ) - . ^ Y ) ^ M L / ' ( X , Y ) .

Les mémoires antérieurs nommaient cette propriété cofitinuiié (L).
(2) STANÏSLAW RUZIEWÎG^ Sur les fonctions satisfaisctnt à la condition de

LipscJlîtz' ^énércïlisée (Aiincdes de Ut Société polonaise de Mcithémctticfues^
t. Vil, 1:928, p. 68 à 74). 1 1 ^ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ' . 1 , \1 ;
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part û3 et "S les ensembles des points dont les m — i premières coordon-
. nées sont respectivement celles de points de û?; et de S s et dont la dernière
coordonnée x,n est comprise entre zéro (compris) et un nombre positif
donné. Soient a (A) une fonction bornée et intégrable ( 1 ) d'un point de
Û^+^ et G (X, A) une fonction continue quand X appartient à un
domaine convexe contenant û3+ S (2) et A à 02, + tê^ et que ces deux
points ne coïncident pas, les dérivées j— étant continues dans les mêmes
conditions et ces fonctions étant telles que (:l)

[Q{X^)\<^L^m^(X^), ^ <NL^W(X,A,.)

(a.===iî2, . . . ,w;o'<7^ï) , .' .

où N est uneconstante. Alors la fonction ( r t )
^irn-î}

F(X) == | . G(X, A) cr(A) rf'V^ [rfV^== d{a,, a,, ..., a^)]
<D,

est lipschùsienne d'exposant \ si\ < i, d'exposant quelconque inférieur
à î si À == i.

Cette conclusion est valable dans le domaine convexe dont il a été
parlé. D'une façon plus précise, on a

"hS) '̂]. a<•)•F ( X ) ~ - F ( Y ) = =
OrMNL(X/Y)log^^T ( À = : i ) î , ,

M désigne la borne supérieure de j 0 ) ; Lo est une longueur supérieure
au maximum de L(X, Y) dans <©4-^; la constante impliquée dans le
symbole 0 ne dépend que de m si 1 <; î, de m et du minimum de —i

si X = î. On trouvera la démonstration dans le Mémoire cité.

(1) On mesurable; le passage cité disait : tme fonction continue.
( ï ) Le passage cité disait '.quand ^appartient à d)-{~^; mais rhypothèse

sur le domaine convexe est toujours vérinéé dans les applications de ce théorème.
(3) On pose L(X, A) =\/2a(^a'—^a)2/ les Xy. el les ciy, étant respectivement

les coordonnées de X et de A.
( 4 ) La notation ici employée pour les intégrales ne peut causer aucune diffi-

culté. Elle est exposée, avec différeates règles de calcul, dans a, ï, p. 6 à 3a,
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2. THÉORÈME. — &', outre les hypothèses du théorème précédente
^(/"-i)

f G(X,A)^VA
J^

est lipschiîsien d^exposant "h -+• h(o <^ h << i •— À), ̂  n a est lipschitzien
d'exposant À, F(X) est lipschitzien d'exposant À + h.

Soient en effet X et Y deux points de CD+ S\ Soient W l'ensemble
des points A de (Q tels que L(X, A) < aL(X, Y), et 03' le reste de <:0.
Soient à)', les points communs à d3i et à <3Y, et à)', le reste de û3i.
On a

F ( Y ) - F ( X ) = F G(Y,A) [O- (A . ) -O ' (Y) ]^VA,
'̂l

- f^^G^X, A) [o-(A) - o-(X)] ̂ V,,
î

+[cr(Y)-a(X)] f G(Y, A) dV^
^CQ\

+^ /" l[G(y,A)~G(X,A)][a(A)-a(X)]^V^
V^

/ . ^^m f^ \G(Y^A:)-G(X^')]dV^
^i

Sous la première intégrale se trouve une fonction

O^NL^-^^Y^)];

l'intégrale est donc of-^L^^/X, Y)| (voir 6, I, th. l/ note de la
page i38) (on suppose que1 M est aussi le coefficient lipschitzien de a
pour l'exposantA). Même sorte de limitation pour la seconde intégrale.
Le troisième terme est 0 -y-L^^^X, Y) . Le quatrième est

Qf^T^A1^^-^^ . ' • !

(on applique le théorème des accroissements finis1 à G; voir-by I,
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th. 1, p. 139).Enfin., si N7 est le coefficient lipschitzieil de
, ^ (TO-. l )

. ; , , ! . • / G(X,A)rfVA
^^i

pour l'exposant X^ h, le terme restant est OIMN'L^^^X, Y)].
Donc F est lipschitzien d'exposant A1-!- h et de coefficient

^M^-T-rr^)^-^].
la constante impliquée dans le symbole 0 ne dépend que de m.

3. Remarque. — Si l'on avait À + /?, ===T, la limitation de l'avant"
demierterme ne serait plus valable; on aurait alors

F(X)-F(Y)=o[M(^N')L(X,Y)log^

la constante impliquée dans le symbole 0 ne dépend que de m et du
minimum de —*i.j

4. THÉORÈME. — Si, dans renoncé du théorème précédente on remplace
l'hypothèse X •+ h < i par l'hypothèse X 4- h > i, et n Von remplace

Vhypothèse sur V intégrale f . •G(X, A)rfV^ par celle que cette mté"
• ~ 1 1 ! . «./^j ' 1 , 1 1 1 '

grcile admet^ par rapport à x^ ( a étant un entier donné, r ̂  a ̂  m) une
dérivée continue^ la dérivée de :,F(X) relativement à x^ exùte et est con-
tinue. ! 1 , ! • ! ! ! ! 1 , • ^ ! 1 ' , ^ ' /' . 1 ! /\ / ' ; 1 1 1 -', " 1 1 \ 1 1 1 1 ^ . 1 . ; '-, . , , . 1 1 . 1 1 ^ 1 1 . 1 \ •

Soit Y le point déduit de X en remplaçante par^-f~o sans changer
les, autres coordonnées.1 Êcrw^
divisons par 8. Les limitations des trois premiers termes sont comme
ci-dessus et par suite leurs quotients par a tendent vers zéro avec 5.

Je dis que le quotient du quatrième terme par o tend vers
1 1 . 1 ' ; ' 1 ' 1 1 / 1 ; 1 1 1 1 : . • ' 1 1 : - : 1 ; 1 1 ^ 1 1 ; 1 \ 1 1 1 1 • 1 1 1 ' 1 1 1 ' ^ ^ • 1 1 1 1 1 ' ' 1 1 1 1 : ; 1 1 1 1 - 1 1 : 1 . 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 ' 1 1 1 . 1 ' 1 ^ ' ' 1 , 1 ^ ' 1 1
1. ' :.1 '111:1,11.1 - 1 1 : ^ 1 . ' 1 1 1 1 1 1 1 ^ : , 1 : 1 ' : 1 1 1 1 1 ' ' ^ ^ ^ ^ ^ ^ 1 1 - 1 1 - 1
; • 1 1 1 , 1 . 1 '. 1 - 1 /- 1 , 1 1 , 1 : . 1 ' * 7 ^ , , 1 , wi^-^ • 1 1 1 : . 1 1 1 , , 1 - , 1 - 1 : ' - 1 1 1 1 , 1 . ! , ! 1 ^ ;

quand o tend vers zéro. En efïet.Sétantuncerta
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de droite XY, on a, d^près le théorème des accroissements finis,

G(Y,A)-G(X,A) < NL^^S, A) < â^^NL^-^^X, A).

Soit c un nombre positif donné. Déterminons un nombre positif Y; tel
que, en étendant l'intégrale à L(X, A) <; T|, on ait

/^MN r,(/".--i)
î^MN L^^(X,A)^V^<-

Supposons 2|o <TJ, de sorte que ̂ comprend le domaine L(X, A.) >r^
En intéffrant dans ce dernier domaine, on a, si S est assez voisin de
zéro,

'̂'"-''̂ [̂ .W^) _ g(x,A)][o(A)-o(X)]^<|,

car le premier crochet est ^-(ËyA)—^-(X,A) et, puisque

L(X, A") > ̂  et L(X, S) <^ n ? il y a continuité uniforme par rapport à
l'ensemble des deux points. D^autre part, d'après le choix de Y], on a,
en intégrant dans le reste de dY,, c'est-à-dire dans 2 ] à [ < L(X, A) < Y],

^G(Y,A)^GpC^^^ ^

de même, en intégrant dans L(X, A) <^ rj,

(X,A) [ ( ( rA) - f f (X) ] r fVA <-,;-
^a' '

Donc on a bien, si o est assez voisin de zéro,

I r'-'^^^^-r^^^^t^A^-^x)]^
«^/T\t' ( D !

-f"</^

(m-l)
^
àaî^ (X,A) [cT(A) -a(X) ]^VA, <£

et, puisque e est arbitraire, notre terme a bien la limite indiquée.
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Enfin le quotient par o du dernier terme tend vers

. . ! ! ! .̂.. ^̂ ^'//'."-i)^(xy— < , , G (X ,A)^VA.
^aj^

Donc
f)p. f " " ' " ^ f)G à F{lnw^... à r^^

•'('0,
-^--1 . ^ ( X , A , ) ^ ( A ) - , o - ( X ) ] ^ V , + ^ ( X ) - f G(X,A^V,.
^a 1 J.. ^a . , ^ra J,_

Si
à /*' / /<-• l)j) r"^^
r̂- / G(X,A)^V,
^^{o,

d\\' <N^

on voit que
^^.Of, IMN '^MN-1.Ara L À 4 ~ / i — i |

5. Remarque. — Si l'hypothèse reLztive à la dérivée de l'intégrale
^ i / i i — ï )

^ . G(X, A) ^VA "'a lieu que pour les points X d'un certain ensemble*•"<:'? ;
compris dans CQ -+- 3>, la conclusion n'a lieu que pour les points de cet
ensemble.

. OG .6. CoROLLABE. — En particulier, si a^w et si " existe et est
àa.

continu pour X ̂ é A et si

àG ()G . ! ... :
-— .+. — <^ N.L^^fX, A)
àx^ ôa.^ ^ v î Yh

on a, pourvu queX ne soit pas sur 2?^

à r^1^à ^•"-^ F
r- J . : : G(X,A)^=:/
^a^ . 1 . 1 - 1 1 . , . 1 ' 1 .-1 :11^1 , ,^Az-a .

(W•"7^G.. • i à G \ ^ . i

^^à^)^
, (W—2) : ,^{jn.'-^ï}

\ G(X,A)BTa(A)
^î.s'

rfSAt

CT^ étant l'un des cosinus directeurs de la normale extérieure à S
et dS^ étant l amesurederé lémentdeS. (a, I, 13, p. 28; wyaussL
é, I, th. 2, p. 140). En portant ce résultat dans celui du théorème pré^
cèdent, on retrouve un théorème déjà démontré d'autre façon (6, I,
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th. 2, p. i4o). La formule obtenue peut donner une limitation de -7—?
' ^ Ow;/.

pourvu que X reste à une distance de S', supérieure à un nombre
positif fixe.

7. THÉORÈME. — Dans le domaine CD ('§ 1\ soient ̂  (X")(/i == 1 ,2 , .» . , D")
onctions lipschit^iennes d^ exposant h et de coefficient M. Soitp / ^

G-(X, A; ^,1, î^î • 5 • » ̂ ; ^i,î ̂  < - • î ^/O

uîze fonction clés 2,? variables^n, w/, et des points A A; c9i ^ X rf^^ri
domaine cowcxe contenant éO. OTI suppose que siy B ^iî C étant deux
points quelconques de ce domaine convexe^ on ci

^== ^(A), (^== (i - 0) ^(A) + ̂ ^^(B) 4- & ( i - ̂ ) ̂ (C)
, ( o ^ 0 ^ ï , og(9^i),

i/"'< ^»» /"^
^^ .y^" X et A ,yo7î^ distincts^ G, /^s' -.— ^^ les ^——— (a = i,, 2, .. ., m ;

CWy. YA-t'y, <7('-'/^ •

n=iy 2, . . ., p) jo^f rf<?.y fonctions continues de X, rf^ A, des <'^ <?/'
r/6^ w^. On suppose encore quCy pour ces valeurs des i^ et. des 0 ;̂,

, , ^ (X ,A;^ ;^ ) < N L ^ — ( X , A ) (^A<^i) , l ^
/•)12 c^ ' - 1

,„ , (X,A; (•„; Wn) < NL5-"l-l(.X, A) (C<=1, 9,, ..., /M;rt==I, 2, ..., [> ) ,
fA'^0; V^/i

N étant indépendant de X, A? A, de B, â?^ G, rf<? 6 etde ô^ Enfin on suppose
que^ si 9 === o, G est identiquement nul (pour X ̂  A). Alors la fonction

F(X)= f G[X,A; ^(X); ^(A-)]^V^
l-/<^»l

est lispchitzienne d'exposant \ + h — i si A <^ i,

Tout d'abord le théorème des accroissements finis nous donne
G[X,A;^(X); ^(A);J

==2,[^(X)-^(A)] ^[X,A; (i-9)^(A)+9^(X); ^(A)].

(o<r/<i), : , , ,
d'où

\ | G [ X , A ; (^(X); ^(A)]|<pMNL)-•l-^^^^ , ,
^<n?z, Éc, Norm., (3), XLrX. — JAHVIEK 1932. 2
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l'exposant de L est plus grand que i — m.y de sorte que î intégrale est
uniformément convergente.

Soient X et Y deux points quelconques de tU Nous allons limiter
F(X)-F(Y).

Pour cela, soient (Q\ c9% d?',, cff[ les mêmes domaines qu'au para-
graphe 2. On a

, ' ^ .î^'GfY.Aî^CY); ̂ a)]dV,= 0 L^l, L)^! (X, Y)l
t/^ . I, i 1 / J

et de même en remplaçant Y par X au premier membre,
Si maintenant A appartient a ^5 nous pouvons écrire

. G(X, A; ^(X); ^(A)] - G[Y, A; ^(Y); ^(A.)] 1

, =2^(.^^j,)^:[(x~^ , •
(^/^'Z'•(X 1 . ^ ! 1

A;( i-e)(-^(Y)4-@w,.(X); w » ( A ) j

+&/[^(X)-<-<.,(Y)]^-[(i-@)Y+0X;

'/ A ; ( i -â ) iT»(Y)+e«»(X) ; w/»(A):|
(0<9<I).

\;^
Mais si Vn= (Pn== w,,(A), les -— sont nuls comme dérivées de fonctions. : ^ . ^ <y<^a
nulles; donc

^-[( i-e)Y+9X;À,(. i-0)w,,(Y)4-&w^(X);«»(A)]

'=S,/[( i-@)^(Y)+0^(X)-^(A)]

x^^-^^^^
. A;(I-^)w'„(A)+9'( I-e)«-»(Y)+e& /»„(X);w„(A)•|

- • (o<V<î).
Or

. ( i—3)(^(Y)+(3w,/(X)--(^(A)
=(i-3)[Wy(Y)-<v,/(A)]+9[w,/(X)-w,(A,)],

d'où, A étant dans (Q\,

| ( i -Ô)^(Y)+eWy(X)-n-v/(A) j -
<[eI-&y



SUR CERTAINS PROBLÈMES NON. LINÉAIRES DE NEUMANN. 11

Donc
^G [ (x«Ô)Y+ÔX;A; ( l -0)^ (Y)+^^(X) ;^ , (À) ]
(JûCy^

< y1a^' -^p MNIÀ4-7^"-1 ( X, A ).

Un raisonnement antérieur ( d , II, 4, p. 212; le présent théorème
généralise celui auquel il est ici renvoyé) permet de déduire de là
que ^ifii—\) /m.
f ^(^.-r»)^[(i-e)Y+0X;

"'' A;(t—9)(-v,,(Y)-l-fiftr,,(X);n»(A)jfl;\\

== 01 M'NL^--7-1 ( X, Y ) log H-^Y^ j ;

si l'on préfère, dans le cas où A -+• h < 2, on a aussi la limitation

Or-^L^-. (X,Y)1.
| 'i — À — h J

De même
/»( / /A—.l) lp( / /A—. l ) )p

^[^^^Y+0X;
^^ l-

: 'A, ; ( I — 0 ) W,, ( Ï1 ) 4- 0 ̂ n ( X ) ; Wn ( A )] ^VA

2,^(X)-^(Y)]r ^ [^ -e)Y+0X;
«//TV,, '/

'̂l

r^ofMNL^-KX, YI)lo§^^Y^]î

si l'on préfère, mais seulement si A < i, on a aussi la l imitat ion

^L^(X/Y)].OÎ^V^
X - — Â

Si l'on objecte qu'il n'est pas démontré que les deux dernières inté-
grales portent sur des fonctions intégrables, il suffit de parler des
intégrales supérieures des valeurs absolues.

En définitive
( 0 fMN f.——'.—— ^ ——VL^-KX, Y) ) (A < Q,1 I U..-1- A — i : i—A/ , J

F(X)-F(Y)==j L ^ „
• • | 0 M.NL^7^1 ( X, Y ) log .̂  .^ 'Yy ^dans tous lles cas ) 7

ce qui démontre le théorème. Les constantes impliquées dans les sym"
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boles 0 ne dépendent que de m et dep dans la première l imitat ion^
de m, .de p et du minimum de ~° dans la seconde.

8. Cas où }.=i..— Si A== i, il est un cas où l'on peut affirmer
que F(X) est lipschitzien d'exposant h : c'est celui .où l'on est certain
que/quelle que soit la façon dont 9 (qui dépend de A) peut varier
entre zéro et i ,l ' intégrale

/-!m~-[> ^G.
j '^[X;Ai(l- : /5)w/,(Y)4-9^(X);^(A)]rfVA

tS!\ (f

est bornée quand X et Y v-arient de façon quelconque, et où de plus h
est inférieur à i.

Pour le voir, écrivons» avec cette hypothèse, pour les points A de (J3\,

G[X, A; ÎP,(X); (r,(A)] - G[Y, A; (r,(Y); <^(A)]
= G[X, A; w,(Y); ^(A)] - G[Y, A; ^(Y); ̂ (A)]

-h G[X, A; (.^(X); ^(A):| - G[X, A; ^(Y); ̂ (A):|

=. ^(^^^^[(^^Y+^X; A; c.^(Y); ^(A):|

^ ^ , .;.,+^[w</(X) - ̂ (Y)]^:[X, A; (i —0)^(Y) + 0<.^(X); (^(A)]

\ : , ..' - . (o^^eO^c^e^ï).,

L'intégrale supérieure ou inférieure du premier terme est, d'après
ce qui a été dit, oJ^^L / /(X,^ À < I . Quant
au second termeysi N^ est une limite supérieure de la valeur absolue
de l'intégrale de rhypothèse, la valeur absolue de l'intégrale (supé-
rieure ou inférieure) est moindre quepMN'L^CX, Y). Donc, dans ce
cas,' ';' ' 1 ! ' ' , , , ' 1 , 1 1 ! , 1 1 .• 1 1 1

^^-W-oif^^^M^^^^

la constante impliquée dans le symbole 0 ne dépendant que de /net
dep.

9. Cas fréquent où l'hypothèse précédente se vérifie. ~ Supposons
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y f^
(jne les -;—,— existent et soient, en valeur absolue, moindres que
A à^nà9ff ' ' A

NL1 -w (X, A) (n, ̂  == ï , 2,..., jo), et qu'en outre j^- [X, A ; w/,(X) ; î-^(A)]

soit la dérivée ̂  d^e fonction H(X, A) valant 0[L^- / / /(X, A)'],
OCty,

a n'étant pas égal à m. Je dis qu^alors rhypothèse précédente se
vérifie. En effet

^[X; A; ( I~ô) (^ (Y) - i -ôn 1 / / (X) î ^U\.)]~~ ^ fX ,A ; n,(X); <r^A.)1
<7Py Wy

<p MNL1-^ ( X, A ) L7/ ( X, Y ) ;

l'intégrale dans d?', est donc 0 MNL^ (X, Y) log •.. y0 y-. ?donc bornée,
Ensuite

/„! / /<. -" i j ^p /•» i, //' — i f ^ r r— i ) ^p • / , ( / / / .—1; ^rr
,- [ X, A. ; n1^ ( X ) ; ̂ /, ( A ) ] ^VA,== J ,- '

/^ '/ '̂i
/ —[X ,A ; ^(X); ^(A)1^V,,== / ^(X,A)./V.,

<X)^ rA;^' <?)', w/a

== r H(X, A) ̂ ( A.) ^SA- f ' I K X , A.) cTa(A) ^SA,
J*.,, »/....

^ (///.--2) • /»,( / / /—2)

H(X,A)^(A. . )^SA- |

y, ^l

S', étant la frontière de ̂  et de û?^ et ^a se rapportant, sur 2^, à la
direction extérieure de la normale : ceci suppose toutefois que X n'est
pas sur Si, et que ^(X., Y) <^ ïy o étant la borne inférieure de la
distance de X aux points de S,. L'intégrale étendue à ^o si l'on
suppose

| H ( X , A ) j <N / / I L 2 - / / / 1 (X,A.) ,

et si l'on nomme c.»j la mesure de 5>,, est en valeur absolue moindre
que N" (l)^^. Quant à la mesure de $^, elle est O^^X, Y}], de
sorte que l'intégrale correspondante est C^IT). Si 2L(X, Y)>o , la
limitation reste la même pour les intégrales étendues à des parties de
" S , et de S,.

Notre proposition est ver i fiée pourm que X. reste à une distance de'S.^
supérieure à un minimum positif'S, et l^on voit qw

•c/MN ^
N/=: o ( —— + N^) oî-m^ ^"

h y

la constante impliquée dans 0 ne dépendant que de m; de p et de Lu.



I/ GEOEOES OIEATTD»

10. Cas où w (X) "— ^(A) figure linéairement, — Si notre intégrale
est du type „

J^,
G(X,A.) [^(X)~f r (A) ]^VA,

tout ce qui précède-(§7 à 9) s'applique en se s impl i f iant . Les nom-
bres 0 et Q^ compris entre zéro et i, deviennent inut i les . On retrouve
ainsi, avec l'utile complément relatif au cas où À = I , un résultât
antérieur (J, II, 4y ip. 2 ii).

11. Application aux dérivées de f G(X, A) o- (A)r fV,v .— On a?
dans des conditions déjà indiquées (§ 4, 6),

) ^(X---i) ^ , /^m-i} ^Q
- G(X,A)<T(A)JV^==/ ^(X,A)[o-(A)-G-(X)^V,
'aJ^ ^D. t/•raa^^

+0-((X) f
^^

""-"^G^S^-^X.:
V^-a

-)</vA-(7(x.) r
;/ •^îîî

» ( / / / — 2 )

G-(;X,'A)CTa(A.)^

(a^/??) .

Si nous ajoutons aux hypothèses dealers celle que les j—ï /<?.v "r-—5—
-tq /"^ 1 1 1 1 1 , 1 1 ' , kl , ! * 1'

et les -.—.— (p = i , 2,.... ./'m) existent "et'sont continus pour X1^ A

etque , , ! ; 1 : ! ' 1 ; ^ : 1 ! . 1 1 . 1 1 : 1 1 ' - 1 1 1 ^ 1 ^ \ 1 , , ; . ; ^ ,
, ! ;^^<NL^(X/A)/. -^^G

.̂'rg <̂ NL^^/A), -

d /^G ^G\
^3 v^a àa^/

: ô ^ G ^ i

ôx^àx^^

•< NL^

/û dérivée étudiée est lipschitzienne d ̂ exposant X •+' À==== i, pou/vu que'
la dislame de X ausc points de "S ̂  reste supérieur à un minimum^.
wsitifïetpowvuqiie^+h^

En effet si d'abord X < i, le premier terme est lipschitzien d'expo"
s a n t l ' + — I — 4- -I—M r^lY le1 1 1 • 1 ^ :;, 1 „- , ; , • / ^ . . • 1 :. 1 , ; : , : • . 1 ! ;; . {_ ,; \ À ,-{- h — i 1 r-- A /J xo , / y

second terme est lipschitzien d'exposant À + / / •— i et de coefficient
0 -MN

^^/^îY^—r-h) (§1), la constante impliquée dans le sym-
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bole 0 dépendant de m et du domaine (Q, car l'intégrale

( ±1^ \
^"^^ /à0 ÔG\ ... . /. Nu m \I i —— -}- -— ) r,l\ y est, (..) =——,--—— 1 »

J^ \à^^ àaj A + A - r /

.û étant la mesure de (Q, Çb, note de la page i38)y efc d^autre part on
peut prendre ML;"71 comme coefficient lipschitzien de a pour l'exposant
\ ̂ h — i; enfin l 'intégrale qui figure dans le troisième terme a toutes
ses dérivées continues et valant O^oo^-'^N);, co étant la mesure de 2>,/
et par suite le coefficient lipschitzien de ce troisième terme est 0(MN),
la constante dépendant de û?, et de o. Donc si A < ï, le coefficient
lipschitzien pour l'exposant A 4 - ^ — 1 est

o f M N f . — — ^ — — + __\ LL Y X + A — I : i — / . / j
la constante impliquée dans 0 dépendant de d? et de o.

Supposons maintenant q u e A = = i. Nous avons à voir que, p étant
positif variable, l 'intégrale

/*(w-- l) ^(y

^ / , ^(X,A)^V,,
J^ 0^

est bornée, ̂  étant L (X, A) > p. Or

/-^--"/^G àG\ ,,. ^^N^/ . • • • 1 -!~ —— ]^V,\=0 -7- ^
J- V^'a ^a/ \ h ]u) i

la constante dépendant de d),, (voir ci-dessus), lyautre part(§ 9)

r ^ " " ^ à(r
f ^(X,A)^=0(N,

C'Q'i

Donc, si À<^ r , le premier terme est lipschitzien d'exposant h et
de coefficient 0 [ jvm. 1 (§ 8). D'autre-part le second terme est

L \ ' / J F ''\î"'\f ""î
aussi lipschitzien d'exposant h avec un coefficient 0 ^^_1^ (§ l-)-
Enfin le troisième est lipschitzien d'exposant À avec un coefficient
0(MN). Donc si À == i et //..< ï, la dérivée étudiée est lipschitzienne
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d'exposant h avec un coefficient 0 F ( ^ ^ " L îa constante dépendant
de (0 et deo.

Ce théorème pourra remplacer un théorème antér ieur (&, 1^ th. 3,
p. i4^) qui conduisait à un exposant îipschitzien moindre, avec des
hypothèses, il est vrai, p lus larges (voir aussi b^ îy th. 4, p. i44)-

12. Donnons encore renoncé suivant, dont la démonstration est
toute semblable à celle d'un théorème antérieur auquel il suffit de ren-
voyer (c, th. I, p. 370):

Théorème, —Sait G(X, A; n\,, H^, .. ., ^p) une fonction du point X
du domaine CO(§ 1), du point A du domaine (D^ et des p variables H'(,
iï^? • • - ? ^p- On mppose que G (X, A ; (P//) et les dérivées

à^G. (<% == r, a , 1 . . ., m - -1 ; //. = i., î^ .. ., p)
ÔQ ^G ^G __
âïy9 âay, àw^ àa'y,àw^

existent et sont continues par rapport à F ensemble des 2/n— î +p
variables quandÏ et A appartiennent respectivement à (.© + %' et à CO,, "+• ̂ -i
et sont différents, et quand, en outre,

^=:(i~6/)^(A.)+^.^(X) fo^O,

o!i Z '̂ ^^ (X) sont p'fonctions données définies dans 05 4- S* ; enfin on
suppose qu^U existe des constantes

1 „ : 1 \ A, ^M,/N': (ô<}Y§ï, ' i --À<A^i, , 'M:><),N>o) . -

telles que ̂  dans ces conditions
1 , . |.^(X) -;^(À) | <,ML^(X, A), ; . [^(X^A)! < NL^^^X.A), ', : '

âG
à^y.

: : ,^C
ÔWn

<̂ N.Lî-"'(X, A),

<NL)-"•-^1(X, A),

àG
ÔXQ

111'^G. /

/ •:.àa^^
11:1'^ G11'11;1

^^^ d^-»,/

^m^^tx.K),..

<NL)-~lml(X,.A,).,^^lda•»,

Alors les dérivées de la fonction

\ .' ' . • , 1 /;F(X)='f'^':G[X,Â.;(T,(A)1 â?VA;! 1 -' ! ! ^ . ! ! ! ! , ! . ! ^/n;1 -

relatives à x^ x^ y .y//,^i, existent et sont continues en tout point de (Q.
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Le résultat obtenu est en . effet

f. ̂  r^'.j ̂  (-X, A : ̂ (A. ^ ] + ̂  [X. A : n,( X ) - | [ / /V.
( ) X y , J^ I ÔX^ 1 1 <À^ l ' • • ;

.,^--2,

-- j G ( X, \. ; ir/, (' X ) ] ̂  f A. ) ^S,v (y.-^in}.
J^,

13. C .̂y o// oc,,^ est toujours nul. — Dans ce qu i , précède, x,n pouvait
varier entre zéro, et une l imi te positive. Si l 'on as t re int .r/^ à être tou-
jours n u l y tout reste vrai , mais il n'y a p lus à faire d'hypothèse sur les
dérivées relatives à x,,,. Il revient au même de considérer alors des i n -
tégrales c-Tordre n'n car cela revient à appeler w + i ce qu 'on appela i t
m {b, I, th. 5 à S, p. i /{6 et ï47 ; ^? th. 1 à 3, p. 370 li 375).

CHAPITRE 1 1 .

FORMÎÏLRS DE G H K E N .

• l . Opérations ^ et ©. — , Ce chapitre est destiné autant à ind iquer
des nota t ions constamment employées dans la su i t e de ce îravai l qu'a
rappeler des formules qu i s^ob t i ennen t par u n e su i t e d ' in tég ' ra l ions
par parties.

Nous poserons
_ ^ f)'1 a ., , au
^ a -==. 2^,^a^ -.——.— -!-- ^a^y ^— -!- a/ ( a, p == f , -^, . . . , ///. ) ;

' (ht'y, UX-^ ' (/.Ty^

dans cette notal ion, les ciy^ p , les b^ etc désignent des ( 'onctions données
du poin t {x^ x^, ; . . ^ x,n) ou X, et u est une fonction arbitraire à
laquelle s'applique l 'opération 9^ ; on a

rta,y=^,a (a, (3==t, ;̂  ..., w),

et, dans la sommation Sy. ,^? chacun des indices varie i n d é p e n d a m m e n t
de l'autre de i à m, de sorte que si ? ̂  a, le terme se répète.

Soit d^autre part S* une multiplicité à m—i dimensions , située dans
l'espace ( x ^ 5 x^y . .. , x,^ ; autrement dit S est l^ensemble des points

. obtenus en prenant pour ..r,, x^ . . .., a:*//, des fonctions de m— i, para-
Ann. JËC. !Vorm^ (3'}, XLIX. — jA.î'mEirt igS^. ^ - ^
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mètres t^ i^ . . . , ^^. On suppose qoe les dérivées de ces mfonctions
existent et sont continues et que leurs m déterminants fonctionnels ne
s'annulent nui le part ensemble. Cela permet de définir, :pour chaque
point de 2^ les cosinus directeurs d'un certain sens choisi sur la nor-
male. : ce sont m nombres tna(a== i, 2y . . ., m) tels que Sa^; = i et
proportionnels aux expressions (— i)^-')^--') ̂ ^,, ...,^0 ^

Ci \l1 , . * . , lm ̂ . \ )

rapports ayant un signe donné; la notation ^a-i» • • • ^ ^a-i signifie ce
que deviennent x ^ x ^ y . . .yX^ quand on leur fait subir une permutation'
circulaire amenant .Ta en tête et €iu'on supprime Xy,. Au lieu de repré-
senter une certaine région de S* à l'aide des paramètres t^ ^, ..., ^.^i,
on peut la représen ter aussi a l'aide d'autres paramètres X , , À a , . < . , A/^ :
on suppose que tout point de S est intérieur à une région d o n t u n e te l le
représentation est possible, et que le nombre total des représentations
nécessaires pour avoir "S entier est fini. S peut donc se composer de
plusieurs: parties sans points communs deux à deux. On prend pour les
©a des fonctions continues du point correspondant de S, c'est-à-dire
de t^ ^, . . . , ̂ , ; on suppose que S n'est pas incompat ible avec ce
choix (c'est-à-dire que S a deux côtés distincts).

Nous définissons alors l'opération ©// par l ' identité
1 1 . , ^ ' 1 -, 1 1 1 / ' 1 1 , , 1 1 • 1 ^ 1 • ^ , . 1 1 ou : ,

. ' - . , ! . , ; ! - Vf U ==1 2<ûc ^ ̂ a Q ̂ a -»— 4- 4/ il-./ . , 1 1 1 1 1 1 , • , ! . ^ ! . 1 1 1 ! ' ' ! 1 ! . '• 1 , '• 1 ! 1 (Wy 1 ' 1 / ! !

où ̂  est une nouvelle fonction donnée sur '§ ; on suppose que X est
•surS. •1 , ! ' / ,. • 1 . , ^ , , 1 1 , ' ; : , , , ! ! , ' , ! 1/1 1, 1 1/ 1 1

2..Aî^^7îom^bn.—''Siles.déri^^ existent, nous em-
ploierons aussi la notation

/. 1 1 1 1 1 - 1 1 1 ' 1 1 . 1 1 1 1 , 1 1 1 ' 1 1 1 : 1 ' ^ 1 1 : - ^ 1 ' • 1 1 ; 1 1 à ( , ' à \ '' ^' 1 au
1 ; : ' : 1 , . • • : • , . : : , 1 1 •/lt^;la^^.^a'^^ ,

' 1 1 1 _ . 1 : - 1 1 ; ' ®^=2a,p/WaT~-(«a,f - i^)- l~ûO^, , • 1 ^ 1 1 •

\ a v e c 1 1 1 . . 1 ï ; ^ 1 1 ' 1 ^ 1 1 ; 1 1 1 1 - 1 1 ' , 1 1 , ; . , \ 1 ! 1 1 ! ,1 1 ! ' ^
1 1 1 ! ! '- 1 '1 1 1 ^ : ^ 1 ' 1 ! ! ' A 1 1 1 ' 1 ' V 1 ^a,? "1 1 » 1 v 1 î7 ^. - . ,<?a==^a—AQ-,——? ût)==d/—^ p ^^d

: 1 , 1 ; 1 1 - , - : 1 : 1 , 1 ,1 ; ; ' 1 1 ' . ; 1 : ' 1 1 àx^ 1 1 1 1 1 , ' • ̂  CTa. .. .;'1,'- •

3. Première formule de Green. — Plaçons-nous dans l'hypothèse
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précédente (§ 2) et supposons de p lus 'que '§• soit la frontière d'un
domaine borné et ouvert CD ; on suppose encore qu'en tout point de S*
la direction (rn.,, ^2, . . ., m,n) ail le vers l'extérieur de <lî). Supposons
enfin qu'oft^ sur 'S

^=i^CTa, 0)==Iaf^~^^)^
\ 1 W^ /

où les Qa sont m fonctions données dans (Q +• t?, et dont les dérivées
existent et sont bornées dans â)-!-^^). On suppose aussi que les
dérivées des ûa, ? sont bornées dans cî)+2>\ ainsi que les dérivées
secondes de u.

Si Fon définit une nouvelle opération Pu. par l'identité
^ ., an au -, , / ou. (^ <y~}y \
P a ==: ̂ K, ̂ x,6 T- -T— — ^a ( ̂ a — ^ ^a ) ̂  -y— -t" ^-a .-̂  -- < • p^S' * az'y. ox^ 1 ! ,/À-c-'j. \ f)^'y j

on a alors l ' identi té (2)
^( / / / l ^ J ' / / / ~ l i ^ ! / / / i

/ u^ ( i dV =: ^ // © // ^/S — j P // ̂ \ ,
^CQ J'^ v CD , .

d'N et ^S étant les éléments de cV et de 2>.

, / l • . Opérations ̂  et Z .— Une nouvelle opération peut être dét înie
dans le cas ou s'applique la seconde notat ion relative a ^ et à0 (§ '2).
C'est l 'opération Z (dzêta} :

Z ̂  == 1^ ̂  OTa .-~̂  ( y.y,, ̂  //- ) 4- ( Û) —— Zy. Cy, CTy. ) ̂  ,

ou, si Fon préfère,
Z//,==2y.,^CTy. •J——j(6^,^^) -\'~'(^ ——ly,hy^y,')ff.. .

Si ma in tenan t nous ajoutons aux hypothèses que les dérivées des Cy^
existent^ nous définissons l 'opération ^- par l ' ident i lé

- à ( au, \ à
^^^^^J^i^^^/'^^J^^^04'^iJJ^ \ </^y,/ tA^a

( 1 ) Avec la notation de b^ p. 209, on a u ni i t d^ :==—^y^yCTy.
(•2) Ces intégrales sont prises au sens Je M. Lebesgiîe ; <le même plus loin.



20 ' GEORGES OIBAUD.

Dans rhypollièse plus étroite où les dérivées secondes des <^a, ^ et
les dérivées des 6y. existeraient, on pourrait aussi, écrire •

... à'1 -, à , ,
Cf. fi == ̂ L; -——————————————————— ( tiy^^ { / ) ————— Zy^ -——————— ( f) y f{. ) + Cff ;

f/t.ï'y (./fi''-^ ' {/,.Ï,'iy

nous ne ferons pas, pour le moment,, cette hypothèse, '[/opération Ç
est dite adjointe à l 'opération ^r.

5. Deuxième formule de Green. — Ajoutons aux hypothèses précé-
-dentés (§3 et 4) celles que les dérivées des e^ et les dérivées secondes
d'une nouvelle fonction ( ' sont bornées dans cP -4- S\ On \\ alors

,,f///i . ' /^/ / / ,—ii
• J , f p ̂  ̂  -- ' fz cî, F ) dV ̂  ! ( p © M — // Z p ) ^/S.

^(D ! ! . ^'^

(). Retour a la première formule de Green. — Dans les rïïôines hvpo*-
thèses (§5), la première formule (§ 3) peut aussi s 'appliquer à ^•n ;
on a

f fm'i /»('//;— l'I /^['n}

frcj n rl\ = ^ u Z u dS — ^ P a d\ ,
" (D ^^ ^iT)

l'opération P étant la même- que plus, haut (§ 3), comme on le voit
immédiatement en fa isant P == a dans la deuxième formule (§ 5).

7. Cowemion relative a ux fonctions de deux painU. — Nous aurons
souvent à appliquer les opérations ^, ̂ , ©, Z à des fonctions F (X, A)
de deux points X et A. Il nous est commode de convenir que, sauf
avis contraire, les opérations ^ et © portent sur le premier point, et
les opérations ^ e t Z sur le second point.

8. Cas où ^ est du type elliptique.— On sait que ̂  est di t appar-
tenir au type elliptique dans un certain domaine si la forme quadra-
tique en j),, pa, ..., ^^^^^

1 1 ; 1 1 ' , , . 1 1 1 1 , ' 1 1 1 \ 1 .' - , 1 1 1 ' 1 1 '' . 1 , '•Sa.^^a^^aJ^111 1, /

est définie quel que soit X dans ce domaine . Nous supposerons que
cette forme est positive, ce qui ne diminue pas la généralité.

Nous désignerons alors parDIe d i sc r iminan t des a^ ^ qui est positif,
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et par Aa,^ le quotient par D du mineur de a.y,^ dans ce déterminant.
Le produit par —4D"'1 du discriminant de P (§ 3), considéré

comme forme quadrat ique en u^ y""? . . . ^ -j—? est

^c-^^\^Î^A.^ie^^e^(^-^h)^
\ ' '" ' y. /

si cette expression est négative, la forme quadratique P est définie
positive.

CHAPITRE III.
CAS PARTICULIER DU PROBLÈME LIXÉAÏRJE DE N E U M A N K .

1. Fonctions H (X, 5 ; o) et K (X, fi). — Nous nous plaçons, dans ce
chapitrer dans le cas où tes coefficients ûy^ p, by^ c (a, [3== i, 2, . . .,
m) et le second membre/de l'équation du type elliptique (II, 8)

, ^ - à^u. ^ , àt(. .
(i) ^^l^a^^^

sont toujours lipschitziens d'exposant h dans un domaine borné ouvert
d3.1 La frontière 'S de ce domaine remplit les conditions déjà indiquées
(II, 1) et en outre celle que les dérivées des coordonnées des points
de 'S par rapport aux paramètres sont lipschitziennes d'exposant h,

Sur 'ê on se donne deux fonctions continues ^ ^t ?? 1^- première
étant celle qui sert à former l'opération @u déjà définie (II , •J,) ; les rs.y,
sont les cosinus directeurs delà normale extérieure, On s^impose alors
sur "S la condition
( 2 ) 0 a == cp.

Le problème de trouver une fonction u» ayant ses dérivées secondes
continues en tout poin t de <3?, satisfaisant dans û) à l 'équation (i) et
sur § a la condition (2), est ce que nous appelons \e problème généra"
lue de Neumanny dans le cas linéaire.

Dans ce chapitre sera rappelée une méthode exposée ailleurs (c,
p. 38o à 384) qui résout ce problème dans certains cas ; certains points
delà méthode seront ici éclaircis.
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^ I! faut, d'abord introduire certains éténients analytiques très ut i les
dans l'étude des équations du type elliptique. ,

Si le nombre m des variables est supérieur à 2, nous ^ définissons la
fonction H (X, 3 ; o") de deux points X et Ë de l'espace par l ' identité

. rf"-) , ^
H ( X , £; o ) ̂  —^——^ [^A^çSjf.Zq- ^) (^— E^) | ' ( w > -^,

' • ' 4^1) (S) • • " '

où l'on emploie la nota t ion indiquée (.11, <S) ; si. w=== 2, on prend

1 : 1 (' X, S ; o j == ———=== 1 o^ Î . ̂  A^. ̂  ( S} (' ,;r̂  — ̂  ; ( -/^ -"•" ̂  ) ^ ///• = '^ ) •
' 47rV.D(S) !" • " '

Dans les deux cas nous posons, avec la convention déjà faite ( II, 7 )^
K ( X , a ) = = = ^ l l ( X , a ; o ) .

On a donné a i l leurs ( h , Hi, p. 161; notation un peu diHeren( .e)
l'expression de K- (X, S). Le faii le plus impor tant est q u C y quand X,
tend vers Ë, , •

K (X . S) :==o \Lh-ni (X,£^|.

L'idée d'introduire H(X, Ë ;-o) est due à E.E. Levi ('').

. , 2. Fonctions K'^^X,,.: S). et, H' (X, 2,; j?). — Soit ̂  un domaine
borné ouvert contenant ïO+S à son intérieur. On suppose que sa
frontière S.i satisfait aux conditions déjà dites (II, 'l), les'dérivées rela-
tives aux paramètres étant continues. On suppose que les coefficients
^a/|i5 &a» c et/sont lipschifcziens d^exposânt Àdans ^©^

' Nous confondons K^'^ avec K. et1 nous posons . ' : < .'

;,1,;, ;:111'1\\,IKII^(,X^^^^^ ' , 1 . . 1 1 1 ^ '
1 1 ' . 1 . , 1 1 : / 1 1 ' 1 . 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ' : : 1 1 1 1 1 1 1 , 1 ' 1 1 1 1 1 1 i ' / 1 1 1 1 1 :: ^^i 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ; , 1 1 1 ' 1 1 1 l l l ' l l . ' i l l 1 . 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 ^ :/ 1 1 , '

O a d é m ô n t r e ( è , I I , t h . 3 y p . i 5 o ) q u e 5 s i p À < ^
,1 :11 .1 ' ' „ ;1 ' ;r11 ' ' • : : : 1 , 1 1 . ; ; ' 1 : ' ' 1 ^ , ^^{x^a'ï^otL^-^x^a)];

( î) Eligenio-Elia LEVÏ,Sul le equaziom Imeari totalmente ellUlche allé défi-
vate parziali {Rendiconti del Circolo matematico di Palermo^ t, 24, 1907
P-1 2 1?1^1?)- : 1 1 ^••v1 , ; 1 1 , - , '.,1- . , ' ; 1 ^ 1 1 1 , . 1 " . ,1 . . ; 1 1^ 1 , , 1 1 1 .
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si l'entier p est tel qu.eph==m,
L,, •K.)(X,E)=o[lo8-^^],' L (X ,S ) .

Lo étant supérieur au maximum de L (X, S) dans cOi+Si. Enfin si
ph^>rn, K^X, 3) est une fonction continue de Tensemble des deux
points, même s'ils sont confondus.

Nous poserons encore
/' .,(///)

i l ( X , S ; p ) = H ( X , a ; o ) + ^ / H ( X , A^K-ZA.S^/V,.^ ̂ ., w , y 7 j —— A A v ../i»., w , <./ y -i- ̂  g *.^, y .'•».. 7 ^- ,

^î),'~ JfT).

Cette fonction est continue par rapport à l'ensemble des deux points
sauf quand ceux-ci sont confondus, et

0[L2-m(X,Sl)-] (m.>^),

"«^/•^ orio,——i (,.=.,.l[l°8iA5j
Où voit tout de suite qu/on peut la dériver par rapport à l'un des Xy,^
que le résultat est continu pour X =^ S et que

àB
ÔXa,

^[L^x^a)].

On démontre de plus que les dérivées secondes existent et sont con-
tinues pour X T^B, pourvu que X soit intérieur à ^?i (c, th. 4 et 5,
p. 376 à 878 ; c, p. 38 ï et 38â ; un théorème énoncé ici, I, 12 et 13,
est essentiel a la démonstration); les dérivées secondes de H (X, 3; o)
sont évidemment 0 [.L^^X, S)] et les dérivées secondes de l'ensemble
des termes suivants sont OfL^^^X, S)j.

/.(m.)

3. Intégrales f H (X, A; o) p (A) rfV^. — Si p (A") est bornée etJ(Q^
intégrable, il est évident que les intégrales

^ (///.)
•^f 'H(X,A;o)p(A.)^V.v.

'^{Tl.

et leurs dérivées sont des fonctions continues. Si de plus p est lip-
sclùtzien, les dérivées secondes existent en tout point intérieur à <X)^
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(I, 12, 13) et l'on a (à, p. 38o)
/,(///) ,

: , , . ^(X)==:-~p(X)+ ^ K . ( X , A ) p ( A ) ^ V ^ .
I ' 1 1 , . ! 1 ! ! 11', 1 1 1 1 ! ^(PI

II résulte immédiatement de là que
. \ • '^H(X,S5 / / ) ,=:K7^')(X,S)

et que
/-'^ 1 : ^

^ ^ . (X .À î / ^p^A j^V^^ - .pCX)^ / Sv^-'-^X, A . ) o ( A } . / V ^ .
î ^î),

: . 1 1 . / . » ' w - - l i , 1 1 1 , , ,

4. Intégrales, ̂  H'(X, A ; p) a (A.) rfS.,. - II est évident que les
intégrales

/> ( / / / . - - i )
^==7 H(X,A;y/)cr(A.)^S,v,

où 07 est une fonction bornée et intégrable des, paraînètres du, point A.
de 2Î, représentent des fonctions cont in ues, même quand X. vient sur 3)\

Supposons maintenant que a soit continu. On va démontrer que si
l'on considère seulement un côté de S (l ' intérieur ou l'extérieur),, l'ex-
pression © ^ a un sens bien détermi.né, mais la valeur de Qu n^t pas
la même des deux côtés (cette démonstration manque dans le Mé-
moire c).

Selon un procédé déjà indiqué (&, 1H, p. i65 et 166), nous intro-
duisons des fonctions c,, c^ . .., c,n des points de S, proportionneltes
à m polynômes en x,, ̂  . .., ̂ , et telles qu'en tout point de S
: . 1 ., 1 . , '^'..^.•^•Sa^^I,'11 Sa^a^a^Ô^ 1 1 1 1 1' , - 1 ' 1 / 1 1 ^ 1 . 1 11. ; . ;

^ Sî'^^^a;^^^ ^î11-11" .* ï^m-.i)" (a === r,,1 2,,., .,.,m11)1 est^'une^représen-
tation paramétrique d'une partie de S, les équations

1 1 / ; 1 / ' - 1 . , ' . 1 1 1 1 1 1 1 1 ; : . 1 1 1 , 1 1 ' ^oL=^-^(^S,n 1 1 , ^ l l i ' ! 1 ' 1 1 •1 '

établissent, dans un certain domaine comprenant cette partie de 3>
une correspondance bîunivoque entre x^ x^ ..., x,^ et s,, ^ . y î
les dérivées des ̂  par rapport ,aux ,^, et celles des ̂  par ^portàux
^, existent et sont lipschitziennes d'exposant h. La valeur de s,, en
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un point (x^ x^, . . ., x^ donné ne dépend pas de la représentation
paramétrique adoptée.

A tout point de l'espace suffisamment voisin de 2>\ nous faisons
correspondre un point de S et un seul, savoir celui qu'on obtient en
annulante, sans changer <?,, y ^2? . • . , ^ - i .S iX est le point donné, X'
sera ce point de S? (il ne dépend pas non plus de la représentation
paramétrique adoptée).

Cela permet de définir ©// pour les points suffisamment voisins de
S : on reprend la définition donnée (II, 1) en convenant de prendre les
CTa et ^ en X^ Si Qu tend vers une limite quand X tend vers un point
donné de S\ cette limite est, par définition^ la valeur de Qu en ce point
de S (même si les dérivées de u n'existent pas sur ' § ) .

Ici l'on a évidemment hors de S . ,
^ [ / n — i )

;= | 0 H ( X , A ; ^ ) o - ( A . ) ^ S A .
•/ ^

Mais si
I,! ( X, A. ; p ) = H ( X, À. ; o ) + J ( K., A ),

les dérivées de ,1 sont 0 [U+h~~'"l••(X, A)] ; par suite

( ^J(X,A.)cr(A,)^S.v
J-^

est continu même sur S. .11 en est 'de même de
/ , i / / / .--!)

^ ( X / ) ^ I I ( X , A ; o ) c r ( A ) ^ S A .
"̂i.s"

Ce qui reste de @u peut s'écrire

f1^'^ .̂. r / v / - ^.UX, A; o) ,, , ài.i(A, X; o) ' " . ,, ^
J la,y^a,(4(X) ^(X^ ———^———— -+- ^a(A.)——^^ ^(A) ^S,,

^ wa^^ ^

/'•'^""v , Y . , , ^ H ( A , X ; o ) , . ^
/ laî^^a, ̂  X} îETa(A) ——1———5—— Cr(A) db^

J'^s ' aa^

/ , , ( / / / .—1)

^
La première intégrale porte sur une fonction valant

0[LM- / /--W(X,A)];

elle représente donc une fonction continue même sur â\ Le dernier
Ànn. Éc. Nûrni^ (3), XLÎX, "- JANVIER iQSî. 4
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ternie enfin s'écrit

r
\̂.îJ_ f „ ^ • ̂ ( A} Iq ( .̂  -^ qq ) ̂ q ( A ) _ .

^ V'ÎT"' Df X ') J- ' " ^ *
[ 2a,[3 A-a,p( X ) (^ —• Oa ) (^ ~~ ̂  ) ] 2

Nous avons d^'à établi (a, îî, 17 à 22, p. 69 à 80) que cette inté-
grale a une limite quand 1. tend vers un point de S par points de 03,
et une autre l imite si X tend vers ce point de S par points extérieurs
à <53 4- â\ La valeur de Qu correspondant au côté intérieur est

•Y y /,(///. "-1,)K^^
^ , 3̂

 -4- | êH(X,A; /^MA-)^SA (Xsur^) ,
-' • 1 J^

et l'intégrale existe, car S^ - ̂ .)CT,.(A) === 0 [L'-^X, A)| et par
suite cette intégrale porte sur OtL^-^X, A)] (X étant sur •§). Pour
le côté extérieur

0"==-0^-)+/> <"UI(X,A.;^(A.)rfS^.
*/^ •

5. Problème de Neumann; mue en équations de Fredholm. — Soitp
un entier tel que'1
. ,'1 1 1 1 1 ' 1 , 1 ^ 1 , 1 ' l,\ : ( j p + ï ) h > i . . 1 , 1 1 ' 1 1 ! . 1 •

Introdmsons,pour résoudre le problème indiqué plus haut (§ 1),
deux inconnues auxiliaires p e t a en posant

, -^(X)=-r , H ( X , A ^ o ) p ( A ) ^ V ^ + . a r ^ 1

®i ^'a '

on voit que p est une fonction inconnue d'un point de <©,, et a une
fonction inconnue d'un point de -S. Si p est lipschitzien, on doit avoir,
d'après ce qui précède,

(3) p(X)-r K(X, A)p(A)^+3 f"" "K^) (X,A)^(Â)^==/<X)
1 • . - , ^^^ , ! 1 ;, 1 ' , • ! , ! , , ! ! ^cS' 1 1 ! 1 1 1 1 . *''' "'

' ' • ' : • r^ 1 : : ' 1 /,fm-i)
(4) o(Y)-/_ ÔH(Y,A;o)p(A)rfV,+.r @H(Y,A;/^(A)^=:<p(Y)

1 1 ^ ' 1 , - : 1 1 1 1 1 , : , ^ \ , , 1 1 1 1 , : 1 , 1 • .c*? 1 1 1

Y désignant un point quelconque de -S et X un point quelconque de
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<0i; (i) aura alors lieu aussi dans d3i -— û) — S. Or c'est là un système
de deux équations auquel supplique la théorie de Fredholm : on
démontre en effet (A, II, th. 1 à 4, p. 147 à i52) que l'itération suffi-
samment répétée conduit à un système analogue mais à noyaux con-
tinus; le fait que les inconnues ne dépendent pas du même noiabre de
variables est sans importance (&y III, p. 169, ou c, p. 382).

6. Caractère lipschitzien de p. — Nous allons montrer que, dans
tout ensemble fermé intérieur à d3,, la fonction p qui fait partie d 'une
solution, quelconque de notre système de Fredholm, est lipschitzienne
d'exposant h si h<^ i. lien résultera aussitôt que les dérivées secondes
de la fonction ^correspondante sont continues eatoutpointdeû3(§3),
et que par suite cette fonction u est une solution du problème proposé.

Supposons d'abord ph^> i. Les deux fonctions p et a sont nécessai-
^(JH

rement bornées- Montrons qu'alors / K-(X, A)o(A)rfV^ est lipschit-
"^i

zien d'exposant ^ dans tout ensemble fermé intérieur à (J5^ Nous
avons tout d'abord les termes

(5) r^[-^(X)-aa.3tA)]^1^^
J^ , , CAZ/oi^.-Z-^

dans tou t 1 a).), ils sont certainement lipschitziens d'exposant quel-
conque inférieur àA.CI, 10, 13). Puis

^(X.) r 'ô i l ( x^ IA^ o )p(A.)^V, et. c ( X ) r 'IKX, A ; O ) P ( A ) ^ V A
JL^, ui^ J^,

sont lipsch.itziens1 d'exposant h si h'<^ i (I, l y 13). L'autre intégrale de
/»(w-l)

la même équation (3), i , K^^CK, A')<j(A)rfS,^ est aussi Iipschi.1"^ ^ . . . ,

zienne d^exposant ^ car.» par suite de notre hypothèse surp, elle peut
s'écrire

/•*(W--1) /%(ffl.t

^ a(&) K . (X,A)K^(A. ,a )^VA^Ss ,
J^ V(D^

f{m.} / , ' (w—i)
=: K(X, A.) ÏW(A,Z)Œ{3.)dS!sd\r^

. 1 . 1 1 ^ ^, , , J'â ; , ! !- ! ' , ! !
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or l'intégrale d'ordre m—i est bornée; donc l'intégrale donnée est
lipschitzienne d'exposant ^. tous les termes autres que p, dans notre

équation, sont donc lipschitziens d'exposante au moins; donc p lui-

même est lipschitzien d'exposant ^t.
Pour arriver à l'exposant h '(si A<i), remarquons alors que

1 intégrale l

r ' " " ^ ï î ( x , A ; o)
J â^à^ -P^^A

étendue à la région de d), telle queL(X. A)> o > o estbornée quand o
varie. Ln eiïet il en est d'abord ainsi pour

/•""^UfX.Aio),
J - ^^3 -I.P^-PW^V,,

puisque cette intégrale porte sur 0 [l)~"\X, A) ). Puis

o ( X ) /'""' f ̂ ^ ( x 'A ;o) ^H(A, X, o ) -| ,,
'J !. ^a^a-p ^ a a ^ a f j j A

porte surO[Lh-"l(K, A)] et est donc aussi borné. Enfin

f""'̂ "^-^^^J ^^ "V A

est borné (I, 9) puisqu'on est à une distance de la frontière de c0.
supérieure à un minimum positif. Donc (I, 8, 10, 13) l'intéffrale f 5 )
est hpsch.tzienne d'exposant h dans l'ensemble donné. Il eh est nr
suite de même .des termes autres que p dans l'équation (3); donc'o
lui-même est Iipschitzien d'exposanth. • k

Si maintenant ph<\ <"(p-{- ï'\h «snipnf- r ' at ^ ' 1 -• , . Jt ,- ^ • ^ 1 ~ l } " - f soient p et a les inconnues ouims^^^^^^^^^
p(X)=p/(X)-^''"^<^(x,^^(A)rfs,/.^^

par suite p est encore Up^lutzien d'exposant h. D'ailleurs ces relations
se résolvent par rapport à p- et à a', de sorte qu-il est certain que ce
dernières fonctions existent. 4
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7. Un cas où le problème est soluble. — Nous renvoyons à un Mémoire
cité (c, p. 383 et 384) pour la démonstration du résultat suivant :

Si (J3 est li-omothétique d'un domaine donné dans le rapport variable X
par rapport à an centre d'hom.othétie situé à l'intérieur du domaine ou
les coefficients de l'équation sont lipschitsiens; si de plus (1 est remplacé
par À~1 ^ où 6 est une fonction positive donnée d^un point de la fron-
tière du domaine donnée notre système de Fredfiolm^ et par suite le pro-
blème donnée sont certainement solubles si A est assez voisin de zéro.

De plus, le problème n'a qu'une solution (//y addition, p.. 266).

CHAPITRE IV.
DÉRIVÉES D'OÏUVRE QUELCONQUE A l /ÎNTÉÎUEUR DU CHAMP.

i. Énoncé: inlro(iuclion d'un problème de Neamann. — Supposons
que les coefficients et le second membre de Inéquat ion du type el l ip-
tique

,̂ <c?211 «. , au „
(i) ^,^^^^4-l^a^+^

sont lipselliixiens d'exposant À < ^ T dans un domaine borné ouvert (D.
Alors .y/ les dérivées secondes d^une solution a sont continues en tout
point de (©, elles sont lipschitziennes d'exposant II dans tout domaine
fermé intérieur à (D.

Pour le démontrer, nous allons prouver qu'à tout point de d? on
peut attacher un nombre r, tel que les dérivées secondes de u soient
lipschitziennes d^e'xposant h dans l'hypersphère (^de rayon r qui a
pour centre ce point. Le domaine fermé donné pouvant être recouvert
par un nombre f i n i de telles hypersphères, cela suffira à notre démons-
tration.

Nous pouvons prendre pour origine 0 le point donné de <î). Soient
cî>i rhypersphère de centre 0 et de rayon ar(r étant pour le moment
indéterminé) et û3a rhypersphère de centre 0 et de rayon 3 r. Sur la

( l) Nous em ployons œtle expression parce que w peut èire supérieur à'3.
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frontière S^ de d),,, on a
1 1 1 1 ' , 1 1 1 1 1 1 1 ! ' 1 1 ! 1 1 '' 1 1 1 . ! i1 /,. 1 1 au. ^

1 ,.• , , . • , ' , ^^^a,^a^+^-Cp, ^

ç étant une fonction continue, qui dépend aussi de i\ D'après ce qu'on
a vu (III, 7), si r est assez petit, le: problème de Neumann consistant à
calculer u en se servant de l'équation ( ï ) et de cette condition est
soluble par la méthode du chapitre précédent dès que r est assez petit.
Le domaine d3, du chapitre' précédent (IIIy 2) sera ici remplacé^ar û)^
Le raisonnement cité (c, p. 383 et 384) prouve qu'une l imi te supé-
rieure de /• au-dessous de laquelle le problème est cer tainement pos-
sible peut être fixée connaissant des linntes supérieures des valeurs
absolues des coefficients de l'équation et de leurs coefficients lipschit"
ziens pour l'exposantA et connaissant en1 outre une limite inférieure
positive du déterminant des ciy^^. Le problème est en outre bien déter-
miné (voir ci-après,' XI, des raisonnements qui peuvent sur ce point
remplacer ceux de d, p. 266).

2. Dérivées secondes de la première intégrale. —Nous savons (IÎI 6)
que p est lipschiizien d'exposant h dans tout domaine fermé intérieur
à .<U- Je dis qu'en conséquence, 'les déniées secondes du premier terme
de u ! • !/ ! ! , 1 1 ' 1 1 ^ 1 1 1 1 1 , 1 1 . 1 1 , .

f
1 1 1 1 ! , 1 , ! ! ^ 1 1 1 (/"•} 1 1 . ' ! ! ' ! ! 1 1 1 , : ! 1 1

- ^ ;H(X,A.5,o)p(A)^VA . . \ , ,
' ! . ^ , ! ! ! . ^ ^2 ! !. ! 1 1 1 ! ! '' 1 : . '

sont lipschitziennes rf^rrpamn^Ar/an^Û3i.
^'^'En^ffet1^1^),:'; ; 1 1 1 : 1 1 1 1 ' 1 ' . ' 1 . 1 : 1 ' 1 : 1 • 1 : 1 . ; ' 1 , ; : ' 1 ' : 1 ; . 1 1 ' : 1 ' - 1 , ; 1 1 / ; 1 1 1 1 1 1 ; 1 ' : 1 1 1 1 1 , 1 , ' 1 . 1 . 1 1 ' • 1 1 .

:: f ; l l l l l : l l l : l• l l l l l^^
..,;1 . '•' ,̂  ^^^^^(X^Aio)^.^ ' ••i ^
;,;1•^•1.•;:1:-1.1.^
1 1 1 1 1 1 1 \ , 1 1 : • Y : - ' ; . 1 \ : / ^ ' 1 ; / 2 • 1 1 1 1 1 1 / 1 . ' 1 : ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 1 1 ; ; , ^ 1 1 1 1 1 1 , 1 , 1 ,
, : : , • : . • ^pW Ôa ^(A)^S,,
'.\\ , 1 1 1 1 , , 1 , 1 1 1 ' : . ' ' : , 1 : . , 1 1 1 - 1 1 1 1 1 ^ , 1 1 1 ^ 1 : 1 1 1 1 \ , . : 1 l l ' l : • l a , l / l 1 1 , 1 , 1 1 1 / 1 , ^ ^ 1 1 1 1 1 : . 1 1 1 1 , ; . ' :

Sa étant la frontière de ^2. Or, au second membre, l 'intégrale d'ordre
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m— i est évidemment, dans d^, fonction lipschitzierme d'exposant À,
car on peut la considérer comme fonction composée des Xy, par l'inter-
médiaire des ûp^X) et des Xy, eux-mêmes : or, dans û)i, les dérivées
relatives à ces fonctions intermédiaires sont continues, et ces fonc-
tions intermédiaires sont lipschitziennes d'exposant h.

A la première intégrale du second membre, nous pouvons appliquer
le théorème (I, 7); ce sont les a^^ (X) et p(X) qui jouent le rôle
des ^/,(X) du. théorème. Le nombre À est ici égal à i, ce qui montre
déjà que cette intégrale admet n'importe quel exposant lipschitxien
inférieur à /?..

Pour montrer qu'elle admet l/exposant À, on va vérifier les hypo-
thèses supplémentaires (I, 8). Les dérivées secondes relatives aux
a.^(X) et à ?(X) existent et sont 0[L"-m(X, A)]. D^autre part, en
dérivant par rapport à p^ on a à considérer l'intégrale

/"" ^H(A, X; o)
————:,————-—————— ̂  ^ ^

aa^ (îci^

étendue à la partie de û3a, telle que L(X, A)>ô, o étant positif
variable : elle est bornée dans COi (I, 9). La dérivée par rapport à
^^(X), intégrée dans le même domaine, conduit à

r^ à à'2p(X.) / —— —————H(A, X; o)dV^r v / J àa^ àa^àa^^

elle est donc encore bornée dans <D< (I, 9).
Donc (I, 8) les dérivées seco'ndes de ce terme de u sont lipschit-

ziennes d'exposant A.

3. Dérivées secondes de la deuxieïw intégrale. — Je dis maintenant
que les dérivées secondes de la deuxième partie de u

/ , (TO—1)

-2 ; H(X,A;^ )^ (A) .^SA,

: 1 1 ! , ! ! ! ! . ! Jl^ ^ , ! :1 ^ . ! ! ^ ! ^ ^ ! !

sont lipschitziennes d'exposant h dans l'hypersphère CD' de centre 0
et de ravon r.
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Il est tout d'abord évident que le premier terme

, , f -WX^A.^o)^!^)^: ^
'A>\

est holomorphe dans dV.
Passons à l 'un quelconque des termes suivants-; il peut s'écrire

/»(/// — i s /-.(M)
l cr(S) j H'(X, A; ô^K'^A,, S^/VA^SS.
^1 ^2

0

Soit ri^Thypersplière de centre 0 et de rayon ^ ; il est clair que
n { i n — 1 ) /» ? / / / ;

| o-fS) | H(X, A.; o^K'^'^A, S)^/V.v,^Ss
'As\ ^^—cO"

est holomorphe dans û?', car X est alors extérieur au domaine <:?,» — ÛY.
Il reste à examiner une intégrale qui peut s'écrire

yt i Hl} /•» {ttt —— 1 )

1 M ( X, A. ; o ) ^ K^ ( A, S ) o-f E ) ^Ss </V.v,
'•-' dp" * /•^^

car, A étant dans •(Q\ ^{A, 5) est continu sur 2?, et la permu-
tation des intégrations est légitime. Diaprés ce q u i précède (§ 2), il
nous suffit de prouver que

'. , / » I W - ~ 1 ) 1 1 1 ,1 , ! , 1 , ' - !

• . ^ ' Kw(x,'a)o"(S)^Ss . - •
., • ' ! 1 , .• ' . ;;11/^ ,.'1 , . , : 1 1 1 ' ; 1 1 ' 1 . 1 / 1 ' 1 1 , / ' , 1 . 1 1 1 , • ; 1 ' 1 ' 1 1 1 1 1 1 , l l i \
est lipschitzien d'exposant A dans un domaine contenant ̂  et'contenu
dans.û3^ C'est évident si 7i'=î.:Sin;> i,,- cette fonction est ' ' .

! , , ! /> îw—' i ) 1 1 1 1 rt(1/") : • 1 1 . 1 1 , . 1 1 1 : 1 1 1 1 1 . ' ^ . ^ ! 1 ' /
1 , : j [ v ( 3 . ) i • 1 1 1 1 1 ' K(X,A)K;^1)(A„'a)^VWSs
, •.\ , 1 1 1 . 1 l l i 1,. 's^ ^. 1 1 1 1 1 1 ; 1 , 1 •^^—û^—î)1 1 1 , , ' ! .. ! / ! 1 1 1 ! , 1 1 „ . ! ;
. ' ! , \ 1 ^ ! , /, , -\ ! ; ! Mm-} ! ! , ! •., .. : ^(w—'i) 1 1 1 '\ 1 1 , ^ ! \1

,' -' ! , "'v^ ' \K(X,A) I K^-^(A, a)cr(a),/Sa^v,,
- : •-, - . , 1 1 1 1 .1 ; 1 1 1 ^Q(n—î) ' ' \ - ^^t' , 1 \ ' ., 1 1 1 ' ! , :

les û(7i) (^=ï, 2^ . . . ,p) étant des hyperspheres de rayons décrois-
sant depuis un nombre inférieur à ar jusqu'à un nombre supérieur
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à -"--• Dans le premier terme, on peut considérer K.(X, A) comme
fonction composée de X pari/intermédiaire des ̂  des ^p(X), des

or
2

7^(X) et de <"(X) : la dérivation sous le - s igne j étant légitime par
rapport à toutes ces fonctions, ce terme est lipschitzien déposant h
dans û(/?."). Dans le second ternie, si l'on a déjà. démontré que

/-.':///--— i;
j K'^KA, E.)a-(^)dSE

t/'^

est lipschitzien dans iîÇn •— ï ) , c e second terme est lipschitzien d'expo-
sant h dans û(n) (voir un point de la. démonstration III, 0 ). On voit
bien a ins i que toutes ces intégrales sont lipschitziennes d'exposant //
dans le domaine û ( p ' ) contenant cD'\

Nous avons ainsi fini de démontrer que les dérivées secondes de u
sont l ipschitziennes d'exposant h dans c'y. Par suite la proposition
énoncée au début du chapitre est aussi démontrée.

4. Dérivées troisièmes. —-Si, outre les Ilypotlièses précédentes (§ •I..'),
les dérivées des a^ ^, des by^ de c et de f sont lipschitzie.nn.es d'exposant
h <^.j dans (P, les dérivées troisièmes de il existent et sont lipscliitziennes
d'exposant ii dans tout ensemble fermé intérieur à <XL

En effet, nous avons maintenant
) /•* l ///•i ./•»(/") vr/

—— / KrX, A)p(A.)^VA== / ——(X, A.) f o f A . ) - ûfX)^/V,
-ra -/<p, ' ' J^ , a<À^ ' t .

r^ / r)K /}Ï\ \ /-.f/^—i)
+ o(X) f —- -4- —— WVA~ p ( X ) f K(X, A.)?na(A.) //SA.

,̂ V^'a ^a/ t '.4^

On constate toujours .delà même façon (I, 7) que tous les termes sont
lipschitxiens d'exposant quelconque inférieur ' h / / . . Le même calcul
montre que, pour p assez grand, les dérivées de ^^"'''(X, A) sont
lipschitzienneâ et q u ^ i l en est par suite de même de celles de

• ^{fll-Yf ! ! ! 1 1 , ! ! 1 1 . 1 1 .

1 K'^-'îCX, A)<7('A.)^. . -
. 1 1 1 . ; ,̂ ; ' . ' ' 1 ^ ! . , '
Ann, Éc, ^orm., (3), XUX. — FÉvftiKR 1932. , . . ^
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Donc les dérivées de p existent et sont lipschitziennes. Alors

^^'V(X,A;o)p(A)^

r ("' )^^H(X,A;o) ^H(X,A;o) < W ( X , A ; o ) Jp -|
^ ;̂ & i ———^———.———— Q t A ) -"|-~ ———^———,——•—•- 0 i ,i-V } "T- ———~1—•.——————- ~»—— | (/ V ;v

,J. 1_ ^a^8 • àxy,àa^ l .̂.a . da•<ï^
(m-i)^^ ^ ^ ^

-J .. ——^^^(A^A)^;

les dérivées de l'intégrale d'ordre m—i existent et sont continues
clans tout ensemble fermé intérieur à (®i; il en est de même des déri-
vées de rinfcégrale d^ordre m ( I, 1-2, les (^^ et- —^-jouant le rôle des

Wn}' On démontre de même que les dérivées troisièmes de l'autre terme
de u sont continues. Donc les dérivées troisièmes de u existent et sont
continues. Si —^ == v, on a doncou

^ à^-v ^, , ôy
^•p^Pdïï^-1-^^^-""'
_ à/ ^ àc'ty^^ à2 u ^ ôb^ au ôc

àx\ Miy'^ àx\ àoc^àx^ ^y' ()x\ à a'y, ôx\ ' ?

le second membre étant lipschitzien d'exposant A, il en est de même
(§ 1) des dérivées secondesde p, donc des dérivées troisièmes de u.

5. Dérivées cF ordre quelconque. — Siy outre leshy'poti^.èses précédentes y
les dérivées d'ordre q des a^^ydes^b^^de c et de f sont lipscïutziennes
d^expomnt h<^î dans à?, les dérivées d^ ordre'(j -[" 2 de'u existent, et -sûnt
lipscfutziennes d^exposaîit h dans toutensemble''fe'nné intérieur à âX

En effet, si Y / = I ; c'est la proposition précédente.
Si ç^2, reprenons réquation en P ci-dessus : les dérivées du second

membre existent et sont lipschitziennes d'exposant h (§ 4); donc les
dérivées troisièmes de v 'existent et sont lipscliitziennes d'exposant A,
c'est-à-dire que, si y== 2, le théorème est vérijfîé.

Mais alors, si ̂ 3, les dérivées secondes du second membre existent
et sont lipschitziennes d'exposant h; donc les dérivées quatrièmes de ̂
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existent et sont lipschitziennes d'exposant h, c'est-à-dire que, si ç==3,
le théorème est vérifié.

Et ainsi de suite si-ç^ 3.

CHAPITRE V.
SOLUTIONS ÉLÉMENTAIRES PRINCIPALES.

•I.. Solutions élémentaires : définition. — D'après ce qu'on a vu,
si ( p — ï)h^> m,K.(/3"~n(X, S)est une fonction continue de X( I t l , 2)
et par suite K^5 (X, S est une fonction lipschitzienne (III , 6), i l en
résulte que les dérivées secondes, par rapport à X, de

( HTX, A; o)K.^(A, E)<-/VA

existent et sont lipschitziennes (LU, 3). Donc si l'on d o n n e à p diffé-
rentes valeurs remplissant celte condition, les fonctions H(X, i3;jp)
ne diffèrent les unes des autres que par des fonctions dont les dérivées
secondes, relatives à X, sont lipschitziennes.

Nous nommons solution élémentaire de l'équation homogène toute
fonction F(X, S) .wfis/aiu/nl à Inéquation relativement à X, et ne dif-
férant de H(X, S; D) que par une fonction continue ainsi que .sw
dérivées jusqu'au second ordre relatives à X.

On pourrai t , au moins dans certains cas, donner une définition plus
simple ( b y V, th. 1, p. 192). On a ici un peu modifié la définition
admise antérieurement : on a changé le facteur numérique qui figure
dans l'expression de H(X, Ë; o) et l'on a ajouté le facteur ——r'9

C'est M. Hadamard qui a proposé le nom de solution élémentaire.

2. Equation E^ T~? — g ^ u = o . — L/équation
v ôîu ^ _
"a^^^/'--'o;

où g est une constante positive, admet une solution élémentaire très
remarquable, dont l'expression va être rappelée (&, V, th. 2, p. ÏQ-S).
Si r = = L ( X ^ 3), cette solution, déduite des travaux de M. Whittaker
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sur les fonctions hypergéotaétriques confluentes ( ' ) et déjà considérée
par M. Picard pour m == 2 et pour m = 3 (2), est

y??—l m—^

F(r)=———î———^LfJL} \ f"^f,+——) ' e-^U (m^).
• / p / w — i ^ 2^ \ < 2^ r r } J, \ 2^ry

\~^~)

Quand r tend vers zéro, cette fonction a la partie principale exigée,
- m f m \ _ lôo-/'

.3-2^ ÎT(~--î}rï-~m(m,>2), ——.^(m==â),
\ 2 / ' 2'31

et, pour r infini, elle admet le développement asymptotiquey indéfini-
ment dérivable terme à terme,

^Y ^ }~^ - ^ (^^^^frfY^^ IY 7^—^Y'i^^^ ^,^^—^—y^^__^ ^ ^ - ^ j^_V ). ,.^(-^^--0-1 ^p-iy, (m^
~ n 1 1

p^.

c'est-à-dire qu'elle tend vers zéro, ainsi que ses dérivées de tout ordre,
comme des fondions exponentielles décroissantes de r; nous dirons
qu'alors ces fonctions tendent exponentiellernent vers zéro.

3. Solution élémentaire principale; définition. — Considérons une
équation du type elliptique (II, 8)

- ^ à2 u. <, , ()u , „,
^^/=2a^a's^^4•-2^a^ • (^P-='i,^ . . . ,m),

à coefficients lipschitziens dans\tou,t respace, et qui, hors.d'un- cer-
tain domaine borné, se réduit à

. Sy u == 2^ -y-y — ^»-2 u === o . (^= constante. pôsiLive),

Nous nommons solution élémentaire principale de cette équation une
solution élémentaire G(Xy S), définie quel que soi!: X^Ë, et qui
tend vers zéro, ainsi que ses dérivées de tout ordre, comme des fonc-

(^WHïTTAKEftetWATSONîJ^o^r/îA/laZj^ï^Chap.XVL
(2) EMILE PICABD, Bulletin de la Société mathématique, î * â8, ÏQOÔ p. 186

à 191, et Setecta^ p. aSi à ^47, w Rendiconti .ciel Circolo matematico ai
PaZ<?rwo, t .37 , ï9 i4?p .249à26i .
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tions exponentielles décroissantes de L(X^ Ë) quand, S restant fixe,
cette distance augmente indéfiniment.

Les conditions imposées aux coefficients de ^ hors d'un domaine
borné peuvent sembler fort étroites et artificielles. Il serait évidem-
ment intéressant de prouver l'existence de fonctions pouvant rem-
placer G, dans des conditions plus générales sous ce rapport, mais ce
n'est pas nécessaire pour notre but actuel, car les questions que nous
traiterons seront relatives à des domaines bornés, et par suite nous
pourrons, hors de ces domaines, définir Féqualion de façon à satisfaire
aux hypothèses actuelles.

4. Premières conditions suffisantes d'existence. — Dans êPu, ne chan-
geons pas les Oa.p ni, les &a? ^ais imaginons que c(X) soit remplacé
par une fonction c(X, g-) du point X et de la variable positive g, se

•réduisant à — ^ hors d^iin certain domaine borné, et telle que
ç(X^ g^+g'^ soit borné quand X et g' varient [hypothèse satisfaite,
notamment, si c(X, g')=—^ quels que soient X et^j.

Alors, si g est assez grande G(X, ïï) existe.
Pour le démontrer, admettons d'abord l'existence de G. Posons

.1,1 ( x, a ; o ) = -J-— F [ ̂ SojA^syT^^ — Sp )] ^ •
VD(S)

où F a la signification déjà dite (§ 2). Ensuite posons/comme plus
haut (III, 1),

K . ( X , S ) = = ^ H ( X , a ; o ) .

Si l'on remarque que

V , /W, J^JL == ĵ J^JA^[^ ( ̂ q -"Jo)^ (̂ |I::::: ]̂^,^a^(A}^^—^^^^^^^^^^_^

X ^,f^Y,o^a,B(S)Aa,y(£)A.p,s(a) (^—'^) (^ô—^)

+ ll^^^ 2a,p,y,o^(S)

V/D(E)[2a,^A^(a)(^--Sa)(^~^)F
x[A^p(a)AY,o(a)-Aa,Y(a)A^ô(2)](^-^)(^-£5)

^iA71V^J^Aa^(S)(^-Sa)(^-^)]
^/D(S)(

. (;„ _ i ) ̂ ^^ (a) (̂  - ga) ̂  ̂ î

.\/2a,QAa,8(S)(^a"-Ça)(^P- g

=^H(X,S;o) , ^ .; , • , • • - ., ; ,^ ,
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on trouve que, comme avec l'autre définition,

K ( X , £):==0(L^(X, £)],

h é tant l'exposant lipscîiitzien des a^^y car

K(X, S)==I^^[a^y(X)—^a.^(S)]——r- + ^ a < M X ) — — 4-[c(X,^) 4-^ J H.
' * (J^L^ U,ï-^ ^•..^ot

On.voit de plus que si, S restant fixe, L(X, S) augmente indéf in iment ,
KL tend vers zéro comme une fonction exponentielle décroissante de L.
Si X et 3 sont tous deux extérieurs à un certain domaine borné, K est
identiquement nu l (ceci a lieu même si;, hors d'un certain domaine
borné, les a^^ sont supposés constants, sans plus, au lieu de particu-
lariser comme plus haut ces constantes).

Posons alors, comme plus haut (IIi, 2),

K.^(X:, a )=3v(X, S), K'/^X, E ) ] = f < " f ( K , — ) ( X , A ) K . ( A , S)^V,,

p ( / /<)
1.1(X, £ ; / ^ = I I ( X , £; o)+^ ( ' 11(X, A ; o)K'" i (A, S.')d\'^,

les intégrales étant, cette fois, étendues à tout l'espace. On a encore
(111,3)

iFH(X,a;p)==K'/^i(X,S}.

On a donc évidemment

a-[G(X, a)-H(X, S; o)]=-K(X,S).

Mais la fonction
M(X, a)==r ^(X, A)K(A, 2)cA'\

satisfait évidemment à l'équation

3^(x,a)=-K(x,a) (x^a)

car le second membre est lipschitzien. Donc

^ [G(X,2 ) -H(X,a ;o ) -« (X ,a ) ]=o ,
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Si nous admettons que
G(X, S) — H(X, a; o)== u{X, £),

u satisfait donc à Fécluation intégrale
^m.)

u(X, 2)= j u(X, A)K(A, S) r/VA+ H(X, S; •i) — H(X, £; o).
«-/

Malgré le champ infini de l'intégrale, la théorie de Fredholm s'ap-
plique à cette équation, en y regardant X. comme un système de para-
mètres. En effet, traçons une hypersphère de centre 0 et de rayon R
assez grand pour que K soit nul quand les deux points sont hors de
cette hypersphère. Si A. est extérieur à cette hypersphère, le point A/

donné par l'inversion
/ • R'^Cty , .,a^ = ——————.———^ ( a = ï , -2, . .., m,

a-f ~\- a^ 4- . . . 4-" f/';/,,

lu i est intérieur ; on a, alors

,̂̂ L̂ .,,,̂ Ĵ̂  =^ (___JÎ2____V"1'
d(a^ a^ . . . , c i . m ) laÏ-h- a^ +.. .-4- a%)

.Soit S' le point qui correspond à S par la même inversion. Posons,
pour un instant, si Ë et A sont tous deux intérieurs à rhypersphère;,

K.(A,a)==N,(A,E);

si. S est intérieur et A. extérieur, posons

K.(A, a)=-(ffi:±^±^)"lN,(A', E);

si S est extérieur et A intérieur, posons
K^A.aî^N^A.SQ.

Si, l'on a des fonctions ^(S), ç(3), nous poserons de même, pour 3
extérieur à Fhypersphère,

^S.)=^(^), ^(2.)=^). , , \

Dans ces conditions, Inéquation intégrale
^(w)

^(a)==|p(A. )K. (A. , ,a )^VA- i -y (a)
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ou Fintégrale est étendue à tout l'espace, peut être remplacée parle
système

r " ' " /•!""
^.^)=j f (A )N , (A , SirfV,,- / ( - (A iX iA^ t^V^+ofS^ ,

, „ /*""•'
i • •(£.)== j <• ( A. i N, ( A, S. I d VA -\- ^ ' ( 2 ),

où les points A et, S sont dans l'hypersphère à laquelle sont étendues
les intégrales. Mais 1S, = OCI/'-'-'ÇA, S)} quand A tend vers 3, et N,,
et N, sont partout continus : donc ta théorie de.Fredholm s'applique.
Si o' s'annule à l'origine, nous voyons qu'il en est de même de c',
car N3 (A, 0) est identiquement nul. Pour appliquer la théorie de
Fredholm, il n'est dorénavant plus nécessaire de recourir à cet arti-
fice, car les séries introduites par Fredholm se transforment terme à
terme si l'on fait subir aux deux points du noyau une même transfor-
mation.

Donc, si l'on n'est pas dans le cas d'un pôle de la résolvante, notre
équation en u(X, S) admet une solution et une seule, et ce qui vient
d être dit prouve même que u(X, S) tend vers zéro quand, X tendant
vers une limite, S s'éloigne indéfiniment (von- h, V, th. -2, p. iq^ et
198). Il en est de même si, 2 tendant vers une limite, X s'éloigne
indéfiniment, car le second membre tend uniformément vers zéro et
la limite est atteinte de façon exponentielle; de même encore si Xe tS
s éloignent tous deux indéfiniment de 0, «(X, S) tend vers zéro. Si a
tend vers X, u(X, B)= OfL^-'^X, &)], comme le second membre
Ce second membre a, relativement à X, des dérivées premières et
secondes valant respectivement 0("Lf-l-/l-/"(X, S')| et OfL /^-"'CX ^V|-
on en conclut la même chose pour les dérivées premières et secondes
de u(X, S) relativement à X. On a donc

; />('») : ' ,
iFuiX.S)^ 3 '«(X,A)K(A,a)c/VA+KW(X,E)-K(X,a),

d'où, puisque la solution est unique
, : 5 r «(x ,a )==—K.rx , a),

En outre les dérivées de tout ordre, relatives àX, existent pour I/O X\
assez grand et tendent exponentiellement vers zéro, uniformément par
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rapport à S, quand L(0, X) augmente indéfiniment. Il est évident
aussi que, sip est assez grand et que

, u(X, H)=H(X, 3;^)-H(X, 2; O ) ^ P ( X , S),

les dérivées secondes de <•', relatives à X, sont continues.
' La fonction H(X, S; o)+ ^,(X, S) jouit donc des propriétés exigées
de G: on peut donc bien la prendre égale à G. Il n'y a d'ailleurs pas
d'autre fonction G possible, au moins si g est assez grand pour que
c(X, g ' ) soit négatif, car la différence de deux telles fonctions a ses
dérivées secondes partout continues, elle s'annule à, rinilm et elle ne
peut. avoir nulle part de maximum positif n i de minimum négatif (m)ù\
sur ce point , l 'adaptation d 'un raisonnement célèbre clé Paraf, b, V,,
th. 2, p. 200, note); elle est donc identiquement nulle.

Tout revient donc à proaver que l'équation homogène
/»(.m)

F (3)=: J P (A)K(A , S^/'VA

n'a que la solution xéro. Il en est ainsi notamment si
/,(//•/.;

j \ K.(A^ £) | ̂ VA,< q <i,

q étant indépendant de S, car alors, si M, supposé posît-if, est le
maximum de [ f L on a

r^rAjIHA^S)^ <7M,

ce qui , en mettant 2 à, l'endroit où J 9 J = = : M , conduit à une contradic-
tion.

Nous .allons voir que cette condition suf f i sante^ est remplie si g est
assez grand. Prenons d^abord dans KL un des termes

r ( ^ „ ,^.,,^H("A, £ ;o } ,L^(A;-^(^J ^^ ,

dont nous intégrerons la valeur absolue; par un changement linéaire
effectué sur lesa^—f;^ de façon à changer S^sA^s(Ëi)(a^—^(ûç-— So)

Ann. Éc, Norm., (3), XLÎX. — FÉVKifiB 1932. . , , , ^
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en IL("2.. — ^)\ on trouve que cette intégrale est moindre que
,-tfMl ).,

1 / /•/'^ -j ' ̂  àaTàiM F(r) </V\[/-=L(A,S)],

M étant une constante indépendante de S et F(/-) étant la fonction
définie plus haut (§ 2). Par une homothétie de rapport y, ceci devient

'-/•Me-'. ad", (}a'f
F,(/-) \dV^

t\ é tant la fonction analogue à F, mais relative à ^'==1. Quand ff
au^nienle indéfiniment, la limite est donc zéro. On voit de même que

^(À) ail (A, S; o)
àa-y

d\\==0if
et que

J^'l^lA, ̂ ) +^]îl-(A, S; o) [ dV\=: O(^)

[cette dernière intégrale tendrait encore vers zéro si l'on supposait
seulement que ^"""^[("(A, ^^-^J tend vers zéro uniformém.ent par
rapport à A l . Toutes ces intégrales tendant vers zéro, uniformément
par rapport à S, Pinégalité voulue est satisfaite^ pour g assez grand et
le théorème est démontré.

5. Retour à l'équation^ y ^ — ^ ^ r ^ o . — S i
1 1 ! ! ! ! ! 1 1 1 , ^ , , 1 1 ^^ à'1 u ! «, 1 1 1 ^ ' : - 1 1 ; 1 1 1 1 . 1 1 1 1

'';,- l l i ' 1 •,'1, 1 1 1 , 1 1 ̂ ^^^M-^^.^ / \ 1 1 1 1 ' , 1 ; . 1 ' 1 • 1 '

l'opération adjointe ' • ^ ' u est identique à ' ê F i i . La solution élémentaire
principale G(X,S), si g' est positif, est la fonction F(r) déjà définie
(§2). Si ^(S) est une fonction continue quelconque d'un point X d 'une
multiplicité remplissant les conditions déjà dites (II, 1 ), et si n est la
normale à S dirigée dans le sens (m-i, ts^» - " • ? ^w)?

du: /,' ! ©^(X)=Z^(X)=:^+^(X)u(X);

néanmoins, même dans ce cas, il est utile de distinguer @ de Z quand
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ces opérations doivent être appliquées à une fonction de deux points,
telle que G(X, S), car (II, 7) cela indique sur quel point porte l'opé-
ration; de même pour £?' et ̂ .

En at tendant une étude plus approfondie et pius générale, nous
. allons considérer, pour G(X, S)==F(r), les intégrales

/ » ( / / / ) /,fm—li

j G(X, A ) p ( A ) 6 / V A , j G(X, A, )c r (A)^SA,
^C'Q ^ cS'

^ {»!.-}}

J ZG(X, A)o-(A.)^S^
^l-s"

où ? et v sont des fonctions de points de a) ou de ??; nous les nomme-
rons respectivement potentiel de domaine 5 potentiel de simple couche,
potentiel de double couche,

6. LEMME. — AÏ 5 en plus de^ hypothèses déjà /ailes ( II , 1 ), les dérivées
secondes des coordonnées des points de 3>, par rapport aux m — r
paramètres^ sont lipschitziennes d.^exposant h ainsi que les dérivées
de ^ (A), et si les valeurs limites du potentiel de double couche

/ / (X )==2 Ç" ZG(X, ÀMA)^SA. [G==F(r)],
^'À*

quand X tend vers les points d'une région de '§ en occupant des positions
situées d'un même côté de S, ont, par rapport aux paramètres des points
de S, des dérivées lipschitziennes^ les dérivées de a par rapport à ces
paramètres existent et sont lipschitziennes dans tout ensemble fermé
sans point commun avec la frontière de cette région de '§..

Les valeurs limites, en question sont .

^(X)==±:cr(X)-4-^ F ZG(X, A.MA)^SA,
"^

+ si X vient du côté, de S vers où est dirigée la normale n, — dans le
cas contraire. Il y a donc à prouver que les dérivées'de

(i) \ ! • f" ZGCX^AMA.)^ ' • ; ; '
«As' 1 1 . . ! . , . ! . ^ ! . ! ! ! •
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relatives aux: paramètres des points de S, existent et sont lipschit-
ziennes.

Remarquons que ar est nécessairement continu. En effet nous avons,
X étant sur " S , mie équation de Fredholm en a, dont le noyau vaut
OI^-^X, A)] (&, IV, p. 1-75) et est con t inu p o u r X ^ A ; u(X') étant
continu, toute solution est cont inue ( ' ) .

Introduisons les paramètres.y,, ^, . . . , ^,_, de X considéré comme
point de 3?, et les paramètres correspondants ^, ?_>, . . ., ^_, pour A;
nous pouvons ne considérer qu 'une région de "S pour laquelle une
seule représentation paramétrique suffit. Soit alors

ZG(X, A;)=N(S,T);
, on a . , . , • ' ' '

N==0[L-,S,T)], ^=0[L.-'"(S,Ï);|, ^-,^=oi:L-(S,T,],

ïS,-0^-"1^'7^ ^+^=0[L•-"•(S,T)].

D'autre part,
rfS.v==w(Tjfl?(^, /,, ..., <„,_,),

où (o(T) est positif, et où les dérivées de (Q existent et sont lipschit-
ziennes.

Alors (1,1) l'intégrale (i) est lipschifczienne d'exposant quelconque
inférieur a i . D'après l'équation de Fredholm, il en est alors de même
pour a. Donc (1,4, 6) les dérivées de Tintégrale(i) existent et (I, 11)
elles sont lipschUziennes. Donc les dérivées de a existent et sont
lipschitziennes.

7. LEMME. —Dam-les hypothèsesdu lemme précédent, toutes les déri-
(w.y de «(X), considéré comme fûwtion de v,, x,, . .., x^ existent et
.wnt hpschttziennes dans tout ensemble fermé sans point commun avec
la frontièrede notre régionde'ê'etne'traversant pas'§.

En effet, les dérivées de a existent et sont lipschitziennes, ce qui
nous permet de renvoyer à un Mémoire antérieur (rf, II j p 300)
pour le reste de la démonstration (une démonstration pius^énéralp
sera donnée plus loin, VIII, 7).

( 1 ) Voir VIII, 3, note.
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' 8. LEMME. •— Dans les mêmes hypothèses^ si Fon calcule Qii successi-
çe/nent pour les deux côtés àe "S en un même pointa les deux valeurs sont
égales.

Tout d'abord^ d'après le lemme précédent, ces deux valeurs de Qii
existent. D'après les détai ls de la démonstration du lemme précédent
(b, IV, th. 3, p. i85 à 187), @u se ramène à une somme d'intégrales
dont les seules qui puissent éprouver une discontinuité au passage
de S, sont des potentiels de double couche dont la densité est fonc-
tion linéaire et homogène de a et de ses dérivées : donc, en un point
de '§ où a et ses dérivées sont nuls, les deux valeurs de Qu sont égales.

Ory en retranchant de u un autre potentiel de double couche dont la
densité soit un polynôme en a^ a^ .. ., a/,,, on peut toujours annuler
en un point de S la différence des densités et ses dérivées. Nous
sommes don.c ramenés à prouver la proposition quand a est un poly-
nôme. D'autre part nous pouvons aussi, en ajoutant à. S et en en
retranchant ce que nous voulons, sans que la distance de X aux parties
ajoutées ou retranchées tombe au-dessous d'un certain m i n i m u m
positif, faire en sorte que S soit la frontière d'un domaine borné
ouvert CD, la direction f ^ i , î^a, • • • ? ^m étant vers l'extérieur.

Posons alors 6(X)== i quand X est dans CP, Ô(X)==o quand X est
hors de û3 •+- S; soit S l'extérieur de a) •+- 2>. Une formule de Green,
appliquée à la partie de cî) extérieure à une hypersphère inf iniment
petite de centre X, donne (lî, 5)

f" 'ZGfX.A.MA.^/SA^-- 1 G(X, A.,)^cr(A).^VY
J-s- J^

Ç G(X, A, )©cr (A. , ) r /SA—(S(X)ç(X) ;
J's

en prenant maintenant la partie de <ê extérieure à une hypersphère
infiniment petite de centre X et intérieure à une hypersphère. infini-
ment grande de centre 0, il vient

^^ lZG•(X\A..)^(A.)^SA^:f' / / / jG(x^ . ,
J'^ ' ! , ^6 ! ^ . ! , , 1 . 1 ^ 1 1 , , ! -

4- Ç'1 ;G(X,A)0cr(A,)^SA.-^[î^^X)]cr(X I).
v^ 1 , . . ! ! ! . ^ ! !
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Mettons X dans d? et prenons la deuxième formule; nous appliquons
aux deux membres l'opération © (III, 4), et nous désignons par ©/• la
valeur iirmie de © quand X vient sur S par points de CD :

r^ /,^-ii
^u= OGCX, A)5^(A:^V.^ôJ GCX, A)0<rfA)^.

(D ^^

Mettons maintenant X dans ô et faisons-le venir sur S; soit ©,. la nou-
velle limite de ©; la première formule donne

/^'/" ' /...///-i,
@,u==^~ 1 © G ( X , A)^cr(A,)r/V.,+e, 1 GfX, A j Q c r f A ) ^/Sy.

£p •-A.s•

Retranchons :

Q^/ - @,u=^ ÔG(X,A)^^( A) ./V\+ (ê/^ ©,) ^""'^•(X, A)©afA)^;
Ĵ .;

l'intégrale d'ordre w est ici étendue à respace. rétode connue du
potentiel de simple couche (.111, 4:) permet d'écrire cela

e^^-ô^/^/^ÔGfX, A)^cr fA)^V\-4-ecr (X) .

Mais en retranchant membre à membre les deuxpremières fonnules,
il vient • ,

; ! 1 ! , , , ^ i ' i t ) ! ! ' ! ! , , 1 , ! ! ! , \ 1 1

,' . J .G(X,A)^îr(A)^VA==-a(X)

quel que soit X, Par comparaison avec le résultat précédent, on en
conclut 1 ' 1 1 ; 1 , , , 1 / 1 ; 1 - 1 ' ' , 1 1 ' 1 1 1 , '' , , , ^ 1 ' - 1 1 1 , . !

1 ,1 ' - - ' . ' 1 1 1 1 , ! '„ ;: 11 1 1 . „ , • ' • ê i u = € ) , u , 1 1 : 1. 1 1 : 1 ' ' 1 1 ! . , 1 , : 1 1 1 • ^

et le lemme énoncé est démontré ( î).

9. LEMME.— Si^u satisfait aux conditions pw^

( 1 ) Ce résultat généralise une proposition à propos de laquelle des travaux de
L^OF sontcués par M H.ô  Leçons snr !a p4^^ ̂ Ï
P. 2 ̂ L n e ^neraîxsauon plus étendue sera donnée plus loin (V-III 8 9). voir
aussi Comptes rendus, t. 191, 1980, p. 478 à 48o. i^,^,von
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(§3) et qu^on outre c soit négatif ou nul dans tout F espace y si (Dest l'in-
térieur d^une hypersphère telle qu'on ait sur sa frontière '§ et à l'exté-
rieur,, ainsi qu\iux points de à? assez voisins de 'S y

., à^u
^^a^-^

il existe une et une seule fonction u assujettie aux conditions de prendre
sur '§ des valeurs continues données y(X) et de satisfaire dans (Q à
Inéquation

^/==/(X),

ou f est une fonction lipsclutzienne donnée.

Remarquons d'abord que,, si k est assez içrand ('/" ^> o), ['équation

t7 //.-==: À-2 n

adïnet une solutâon élémentaire principale G(X, S) (§4). Sur S, posons
d ; ( X ) = = — i , pour d é f i n i r les opérations © et Z; la normale sera
dirigée vers l'extérieur. Posons

G'^X, S) == ̂  Ç G(X. A) G- fA , S) d\\.
J ^

G. ( X, S ) = G ( X, S: ) -4- G" ' ( X, H ).
Soit

p i f i i . ) , • » ( ' / / / — i )
u(X)=— ^(X, A ) p ( A ) ^ V . v ~ a / ZG, (X ,A )c r fA )^S^ .

J(D „ J:.->

p est une fonction inconnue à\w po in t de l'espace et a une fonct ion
inconnue d'un point de â\ Hors de (J3 + $\ nous prenons/(X) == o, et
nous assujettissons les fonct ions o et.o" aux deux équations suivantes

/^///) ^{}n—\}
p ( X ) — k'1 | G ( X., A ) p ( A. ) d\\ ~- 9. f^ / Z G1 2 1 ( X, A. ) a- ( A ) ̂ /S, == /•( X ),

JCQ J'^
/ » ( / / / ) ^ { f i i — } )

^(XJ— ^ G ( X , A ) P ( A ) ^ V A . - ^ ^ ZG-. (X ,A j< r (A ) r fS^=9(X) ;
^tD ^^

dans la première équat ion X. est un point quelconque de Fespace, et
dans la seconde X est un point quelconque de S- Comme dans une



48 GEORGES GIBÀUD.

question analogue déjà rencontrée (III-, 5)^ la théorie de Fredholm est
applicable à ce système d'équations intégrales ( ' î ) . Si l'on n'est pas
dans le cas d'un pôle de la résolvante, il y a une solution et une seule ;
pour prouver que la fonction u correspondante, définie dans û) 4- S?;,
satisfait à la quest ion, il suffît de prouver que p est lipscliitzien dans
tout ensemble fermé intérieur à cP. Orc est continu dans cet ensemble
d'après les propriétés de l 'équation de Fredhoim; de. plus p est borné
dans tout l'espace» Dans la première équation,, l'intégrale d'ordre
m — , i a, dans notre ensemble, ses dérivées cont inues , et l ' intégrale
d'ordre m également; comme f(X} est lipscliitzien, p esl lipschitzien
dans notre ensemble. Donc u répond à la question.

Pour prouver que u existe, il suffît de prouver qu'en remplaçant les
seconds membres par zéro, p et a sont nuls. Or, si f et ç sont nuls,
// est nul dans û5, car, d 'aprèsun raisonnement de Paraf don t u n e géné-
ralisation nous a déjà servi, si e<^o, u ne peut avoir ni maximum
positif ni minimum négatif en un point de d); et le cas où c est négatif
ou nul s"e ramène au précédent (6, V, 2e application, p. 223). Nous
allons donc prouver que si p et a sont solutions des équations homo-
gènes et si u == o dans cVy p et o" sont ident iquement nuls.

En effet considérons les deux fonct ions u déf inies respectivement
dans l'intérieur de CQ et dans l'extérieur de CD + S*. On a

, , • ! ! , - ! ! ' ! 1 Q^u ==.0. ! . .

Mais G^X, A) ne diffère de F(r)(§2) que par une fonction J ( X , A)
dont les dérivées secondes , , existent et sont 0 [[^"^(X, A)]; on
vérifie sans peine que les dérivées de

1 / 1 1 / 1 1 : 1 . , ! \ 1 '1 1 ! ' ^ ^(m~î) ' 1 1 1 . 1 , 1 1 . ! 1 1 1 ' . ! . , . ^ ! \ . \ 1 1 •
1... ' ^ 1 ; 1 1 1 1 1 , - 1 ' 1 1 '1 ^ . : j :' ; , ; . I Z I J (X,A I ' ) ; c r (A I ) l l : I ^SA. : : l l l l l : l l l 1 . ; 1 1 : 1 ' 1 1 1 1\ 1 1 1 1 ^

1 1 1 .1 ! ' 1 ' 1 . '! ! 1 1 1 1 1 1 v^ , . ' . ' ^ 1 ' 1 1 ' ' 1 1 1 1 1 1 , ' 1 1 : 1 1 1 : 1 ; 1 1 , ; 1 : . 1 ! • •

sont lipschitziennes sur 2î(I, 1); on a clone (§8)

. , €, f : ZO,(X,A)cr(A)^SA=©^f' , ZG,(X,A)O-(A)^SA. '
^ ! ! , ! ^^ 1 1 1 1 1 1 / ' , : - , ' ^ , Jts ! ' ! ! ! !

( î ) Malgré le champ infini des variables dont dépend p (voir V, 4).
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D'autre party il est évident que

©, f G(X, A) p(A) dV^^e f l l G(X, A ) p(Â)^¥,.
J (Q «-' û5

Donc
9e U = 0.

Mais, hors de CD-}- 2^ on a i^==P^, et il est évident que u s'annule
à l 'infini de façon exponentielle. Mais u ne peut avoir nulle part, hors
de û3, de maximum positif ni de minimum négatif: ni en dehors de S,
parce que — g'2—P<<o^ ni sur S, car, pour un maximum positif
atteint sur ' S , ou aurait -r-' $o, et par suite du signe de ^ on ne pour-
rait avoir ©c?/==o(1). Donc u est identiquement nul dans tout l'espace.

Diaprés les propriétés du potentiel de double couche, a est donc
identiquement nul* La première équation intégrale se réduit alors à
p = — p u, et par suite p est ident iquement nul.

Le problème ne pouvant, on l'a vu, avoir deux solutions, le lemme
est donc démontré.

10. LEMME. — Si une fonction Uy demnt être, définie à l'extérieur
d'une hypersphère S de centre 0, est assujettie à s'annuler à l'infinie à
prendre sur "S des valeurs données ç(X), et à satisfaire à l'équation

2^-^=/(X) (^>o)
i7i/t- ̂

où f est une fonction donnée^ lipschitzienne et nulle ci l'infinie ce pro-
blème a une solution u et une seule.

Il est évident que ce problème n'a pas plus1 d'une solution. Pour
prouver qu^il en a une;, on peut se ramener au cas où /==o en ajou-'
tant à la fonction cherchée la fonction

rG(X,A)/(A)^, [ G ( X , A ) = = F ( r ) ( § 3 ) 1 ,

qui est nulle à l'infini comme on le voit facilement : si M est le maxi-

( ' ) Ce raisonnement esL de M. GEVHEY, Journal de Mathémcitiqaes^ t. 9, X93o,
p. i à 80, spécialement p. 74-

Ann. Éc. Norm,, ( 3 ) , XLÏX. — FÉVBÏER i^Sa. 7
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mumde f i ' o |G(X,A)j^V^ la valeur absolue de l'intégrale étendue à

la région où | / |<— est moindre que £; et le reste est de valeur absolue
^ 'J ' = 2 M. ' 'î

moindre que ^ si L(0, X) est assez grand. Pour le reste delà solution,
on peut se reporter à un Mémoire cité de M. Picard( ' ), où la question
est traitée pour m= 3, mais il n'y a aucun changement pour m quel-
conque (^^ 2),

1 1 . THÉORÈME. — Si SPu satisfait aux conditions de/à énoncées^ 3) et
si en outre c est négatif ou nul dam tout F espace^ la solution élémentaire
principale G(X., S)., relative à ̂ , existe et est unique (2).

Ce qui a déjà été dit rend évident qu'il ne peut y avoir deux fonc-
tions G différentes. Montrons qu'il y en a une; il suffit de le montrer
si c<^ô partout {dy I, 4, p. 201 à 2o3).

Formons la même fonction H(X, S; o) qu'un peu plus haut (§4) et
déduisons-en K(X, S). Nous allons chercher une fonction / / (X,Ë),
nulle à l'infini, à dérivées secondes partout continues, et telle que

. tTu(X^)=-K^{X,Z),

p étant assez grand pour que le second membre soit partout lipschit-
zien (§ 1).

Soit 3^ la frontière d 'une hypersphère de centre 0 et de rayon assez
grand pour que, dans tout son extérieure, on ait

^u^ïa^l^^u ' ^•>10)- ! 1 •1^ • 1 1 1 1 . 1 1 1

Soit û5 une autre hypersphère de centre 0 et de rayon plus grand que
celui de la précédente; la frontière de CQ sera nommée 2Î.

On va former deux suites de fonctions ?//,(X,S) et^(X, ïï) (n= i,

( î ) EMILE PICARD, Seleaia, p, aSi à 247, ou Rendiconti del Cire. mat. di
Palermo^ t. 37, 1914, p. ^49 à 261.

( 2 ) Cette démonstration est plus simple que celle qui a été donnée antérieure-
ment (ô, Y, t. à, p. 194 à 208; d^ I, 4-, p. 201 à 2o3), elle comble une lacune
qui restait dans ce qu^on avait dit relativement au cas où les coefficients SÛTU seu-
lement supposés lipscliitziens.
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2, . . . . oo). Les ^/,(X, 2) doivent être définis pour X dans (Q et les ^
dans <§, et les uns et les autres satisfaire dans ces domaines aux équa-
tions

^^(X,£ )=-K^(X,a ) , ^ ^ ( X , E ) = - ~ - K ^ ( X , E ) .

Si X vient sur S, u^ devra êtrenul, et ^(7i>i) devra prendre les
mêmes valeurs que i-^. Sur S7, (^ devra prendre les mêmes valeurs
que Un. On voit ainsi qu'on pourra calculer de proche en proche u^ ^,
^a, p^ ..., u,^ ^, /^.n, . . ,. Toutes ces fonctions existent et sont bien
déterminées (§9 et 10)^ car on a prouvé antérieurement Çb, V, th. 2,
p. 197 et 198) que K^X, Ë) s'annule à l ' infini.

Prouvons maintenant que les u,, ont une limite dans (Q et les p,/ une
limite dans ê, que ces limites coïncident dans la région commune, et
définissent dans toutl'espace la fonction ^(X, S) cherchée. On voit qu'il
s'agit-d'employer la méthode alternée de SchwarZy déjà uti l isée par
M. Picard dans des cas très étendus (').

Montrons qu'une fonction //.(X), satisfaisant dans d5 à l 'équation
^u== o et prenant sur '§ la valeur i, remplit sur tout S?7 une condition

ô ̂  u $; q << ï ,

q étant constant. En effet u est partout positif ou nul puisqu ' i l est égal
à ï sur S et qu^il n'a nulle part ailleurs de minimum négatif. D'autre
part u ne peut prendre sur 2^ aucune valeur supérieure ni égale à ï ,
car autrement^ aurait un maximum au moins égal à ï at teint en un
point de (Q, ce qui est impossible. La condit ion a donc l ieu.

De même si </'(X) satisfait dansé à l'équation ^ç's^o, s 'annule à
l'infini et prend sur " § ' la valeur ï , on a en tout point de S

û ̂  p $ q < ï,

avec la même constante q si Fon choisit convenablement celle-ci.
Soient h,, le maximum de \u,,^^—u^\ sur S* et A',, le maximum de

jp,^i — ^ [ sur S\ La fonction / / /n ,^—//„ ,—h^u est négative ou nulle
sur 2>^ donc aussi sur S^, et la fonction ii,^ — u,, -h h^u est positive on

( 1 ) EMILE PICARÎÏ, Leçons sur quelques problèmes ciux limites clé la théorie
des équations différentielles, p. i39, i58, 199.
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nuile sur S, donc aussi sur ' S ' ; donc, sur S",
[ ll.n^ — Un \ ̂  qîtn

et par suite

De même
kn^q'^n'

k^^qkn.

Ceci suffît à prouver que les u,, et les < „ convergent uniformément
Leurs limites satisfont à Péquatioîi aux dérivées partielles donnée car
il résulte du calcul (§ 9 et 10) que^ dans tout domaine fermé intérieur
à (Df la valeur absolue des dérivées secondes de Un+^ —iin est inférieure
au produit de h,, par une constante indépendante de n : on a en effet

^(Un^i— t/n) ==0,

et ton doit donc prendre /==o dans les équations intégrales (§9
a et p et le coefficient lipschitzien de p dans notre domaine fermé sont
donc 0(A«), ce qui prouve immédiatement notre assertion, et l'on rai-

• sonne de même pour (-̂  — v,^
Enfin ces limites coïncident dans la région commune à 03 et à ê, car

elles coïncident sur la frontière S-}-^ de cette région et leur diffé-
rence ne peut avoir ni maximum positif ni minimum négatif.

La fonction, , , :;/ ;G(x,a)=H I (x ,a ;p-I)+^(x,•a)
est donc la solution élémentaire cherchée ; le théorème est démontré.

12. Dérivées d'ordre quelconque. —Premier cas. — S i y outre les
hypothèses précédentes (§ 1 i)les dérivées d'ordre q des <?a,^ d'ordre q — ï
des &a eî de c Çqïî\ existent et sont lipschitzienîtes^ on peut dériver
G(X, fi)jusqu'à 2<7 + ï frùj dont q + i fois par rapport aux coor-
données de X etqfois parrapport à celles'de S, et ces dérivées de tout
ordre tendent exponentiellement etuniformément vers's'éro, si Vun
des deux points restant fixe^ l'autre s " éloigne indéfiniment.

Cela est évident pour la solution élémentaire principale de S^u == Pu,
si c est assez grand (§4). Dans le cas plus général qui précède (§11),
on vérifie de proche en proche que cela a lieu pour u^ p,, . . . , u^
^, , . . , et par suite pour la limite ^(X,B), car, même pour ces déri"
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vées,-la convergence est uniforme s ip est assez grand. En ajoutant
H(X,S;p —- i), on vérifie que cela a lieu aussi pour G,

13. Deuxième cas. — Si\ outre les hypothèses précédentes ^§ il)^ les
dérivées' cFf ordreq de tous les coefficients existent et sont lipscfùtzienneSy
on peut dériver G(X;, S) jusqu'à 2^+2 fois'y dont q + ̂  fois par rap-
port aux coordonnées de X et q fois par rapport à celles de £3, et ces dépe-
cées de tout ordre tendent exponentiellement et uniformément vers zéro
siy l'un des deux points restant fîxe^ F autre s'éloigne indéfiniment.

Même démonstrat ion que ci-dessus.

14. Remarques. — Les possibilités de dérivation de G relatives à X.
ne dépendent que. des hypothèses remplies par les coefficients dans
une région où se trouve X. De même les possibilités de dérivation rela-
tives à B ne dépendent que des hypothèses remplies parles coefficients
dans une région où se trouve S,

Si X tend vers S ou S vers X, la remarque que si p est assez grand,
les dérivées correspondantes de G(X, S ) — H (X^S;?) sont continues,
est utile.

15. Équation adjointe. — S i I/équation êFu=Oy remplissant les
hypothèses du paragraphe 3, admet une et une seule solution élémentaire
principale G(X,S), tendant vers zéro^ exponentiellement et uniforme"
menty quand^ l'un des deux points restant fixe^ Vautre s'éloigne indéfi-

niment, et si en outre les dérivées des a^ 3 et des by, —"V '-—^ existent et
' * -A— R (JOO^

sont lipschitsiennes^ G esty relativement à S, solution élémentaire de
l'équation adjointe

. ,̂ à Y c)a\ ^ à ("Y y v ^ajA 1^u == ̂  j^ (^ ̂ ) -la ̂  Lv7" ̂  ̂  ̂ )u]+ cu = °'
On prouve d'abord très simplement, à l'aide d'une formule deGreen

(11,5), que, si <|^==o admet aussi une solution élémentaire princi-
pale, la proposition a lieu (&, V, th. 2, p. 200). Il en résulte que la
proposition a lieu pour les opérations S ^ u — k ^ u et ^u —P^y si À*
est assez grand. Soit G'(X,B)la solution élémentaire principale



â e ' ^ i i — k ^ u ^ o relativement à X, de ^u — l^u ==o relativement
à S. On peut dériver G jusqu'à trois fois, dont deux par rapport à X
et une par rapport à S, et l'on a (§ 12, 14)

.àQ =0[L^(X,S)-], àQ -+- àG =0|\I--(X,a)1,àxy, L ' ' fv àx^ ô^ '•

_^=0[L- (X,S)-], ^^^^^^^^^^
àx^àx^ - ôxy^àx^ àxy. à^

Çf a les mêmes propriétés, avec possibilité d'échanger les rôles deE et
de X. La fonction

1 , G^X^)-^3 f1 !G(X.,A.)Gf(^^)dV^

où l'intégrale est étendue à tout l'espace, peut donc être dérivée deux
fois par rapport à X, et l'on constate que

r ^(m) ^
^ G^(X, S,) + À-2 j G(X., A.) G^A, S) d\^ ,== ̂  G7—^ G'-^o.

Quand X tend vers S, la différence entre cette fonction, et G (X, S) est
0[L3-m(X, S)] elles dérivées de cette différence sontû [L'^X, Ë)"j ;
il en résulte que les dérivées secondes de cette différence sont conti-
nues même en S (6, V, th. 1, p. 192 à 194; quoique les hypothèses du
théorème cité soient un peu plus étroites que celles qui interviennent
ici, la démonstration,s'applique entièrement). D'autre part notre fonc-
tion et ses dérivées premières et secondes tendent vers zéro, de façon
exponentielle, quand, S restant fixe, L(X, S) croît indéf in iment ; en
effet, diaprés ce qui précède, il y a des constantes positives a et h
telles que, pour L(X, H) ^> i, on ait

\ 1 : :. lG(X,S)|•<a^^x'E>, : '|IG/(X,a)|<âe~-^x'E)î

soit d'autre part M le plus grand des maxima de f f l t | G(X, A ) l d^^

etde^lG^A.a)!^ d è s l q u e • L ( X , a ) > 2 , L ( X , A ) ou L(A,a)
dépasse î y et par suite, en partageant notre intégrale en deux
autres étendues respectivement aux régions L(X, A)^>L(A., S) et
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L(X, A) < (A, S), on voit que

r^ ' ~ h ~\
j G(X, A^G^A^S)^ <?.Maexp — ^ L ( X , E ) ;

notre assertion est donc vérifiée pour la fonction et on la vérifie de
même pour ses dérivées premières et secondes relatives à X. Notre
fonction a donc toutes les propriétés qui définissent la solution élé-
mentaire de ë?u ===o et par suite

G(X, S) = G^X, E) 4- ̂  f 'G(X, A.) G^A, E) ^V\.

Il est alors visible sur cette formule que G peut être dérivé deux fois
relativement à S et que

§.G(X, £) = À-2 G'(X, S) — /^(X, S) + À4 f 'G(X, A.) G^A, S) d\7 ̂ =. o.

Toutes les vérifications sur l 'al lure de la fonct ion et de ses dérivées
premières et secondes relatives à S, quand S tend vers X ou s^en
éloigne indéfiniment , se font comme il y a un instant , de sorte que le
théorème est démontré.

Ce théorème supplique notamment dans les hypothèses du para-
graphe 11»

16. COROLLAÏHE. — Si, outre les fzypothèws du paragraphe ! :1, les déri-
vées d'ordre (i des a» R et des h^— V -,—^-ë, d'ordre a— i de c, existent

' " Artif.i (}:'va J- '

eh sont lipschitzienneSy G peut être dérivé jusqu'à sy+i./^"? dont
q + ï fois par rapport aux coordonnées dhin quelconque des deux points.

La démonstration est immédiate, en rapprochant les paragraphes 12
et 15.

17. Caractère lipschitzien de certaines fonctions. — Plaçons-nous
dans les hypothèses du paragraphe 13. La fonction H(X, S; p) admet

' les mêmes possibilités de dérivation que G et K^^'^^XyS) peut être
dérivé q fois par rapport à chacun des points (2^ fols en tout), le
résultatétantlipschitxien d'exposant h sip est assez grand (p^>m-+-2g)
(c. t'h, 4 et 5, p. 376 et 377). Il faut remarquer d'ailleurs que ce résultat
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est iipschitzien d'exposant h aussi bien relativement à X qu'à S; il
l'est donc aussi par rapport, à l'ensemble des deux points; cela se voit
toujours par l'application des mêmes propositions fondamentales (I, 7,
8,9, 12). Or nous avons vu (§4) que si f^) K(A,S)[JV,</r< i,

G(X,2)=:f [G(X,A)~I - : Ï (X, A ; o ) ] K ( A , S l . ) ^ V ^ + H ( X , E ; i);

posons, dans cette relation,

G ( X , a ) = = H ( X , £ ; p ) + c ( X , S ) ;
nous obtenons

p(X,S)=f ^(X,A)K(A,S)^V,4-r H(X ,A ; oyK^A, 3) ^VA.

Or le dernier terme et ses dérivées jusqu'à l'ordre 2^4- 2 (avec au
plus ç-4- 2 dérivations relatives àX et y relatives à S) sont tous lip-
schitziens d'exposant A par rapport à l'ensemble des deux points; on
a d^ailleurs ici

^X^^f^HCX, A; o)K,'/^)(A,a)^V^
7î==l

et il est visible que tous les termes de cette série ont la même propriété
et que les coefficients lipschitziens successifs ont des valeurs absolues
inférieures aux termes d^une progression géométrique de raison \/ï,
car on peut décomposer le produit symbolique qui constitue le terme .
général dans le produit de

r^ ( p.±Jrî:\ (p^n \
l H ( X , A ; o ) K V ^ { { k , K ' ) d N ^ par KV^^^A^a) ' ' ,

si .p^n.estpairy 'et^de' '
^(M) /^4-«-l\ fp^n+\\

^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ f ^(A.A^^V^ par ^"^-^A^a)

sip+ n est impair; alors dès que n est assez grand pour que les déri-
vées d'ordre ^ +2 du premier facteur relatives à X soient lipschit-
ziennes d'exposant h relativement à X, le coefficient Iipschitzien est
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multiplié par k chaque fois que l'exposant symbolique de K augmente
de i; il en est de même pour les dérivées d'ordre Çç relatives à S, du.
second facteur. La somme de la série, et par suite i1', ont donc les pro-
priétés annoncées. Dans le cas général où Fou ne fait pas l'hypothèse
P^ [K(A,S) [dVA<^A- < i, on vérifie sur la formation de G(§11)

que les propriétés de <.7 subsistent.
De même, dans les hypothèses du paragraphe 12, si p>.m4-2çs

les dérivées de G(X, 2) — H (X, S; p ) dont l'existence résulte du para-
graphe 12, sont toutes lipschitziennes d'exposant h par rapport à l^en-
semble des deux points.

18. Un ccu où existe une équation remplaçant F adjointe. — Aux
hypothèses du paragraphe 11, ajoutons, sans plus, celle que les déri-
vées'des Oa,p existent et sont lipschitziennes d'exposant h, h étant
aussi l'exposant lipschitzien des &a ^t de c. Nous allons voir que

G ( X , a ) = = û ) ( S ) N ( X , a ) ,

co étant une fonction positive bornée dont les dérivées existent et sont
lipschùz tenues d'exposant hy et N (X, S) pouvant être dérivé jusqu 'à trois
fou dont deux fou au plus par rapport aux coordonnées' de chaque point.
Nous formerons en outre une équation linéaire donty relativement à
S, co(X) N^X, S) est la solution élémentaire principale.

Si, c<^ o, la fonction G(X, S), qui, est infinie positive quand X tend
vers S, n'est nulle part négative, puisqu'elle ne peut atteindre de
minimum négatif; le résultat est encore vrai si c^o {d, 1, 7, p. 204).
L'intégrale étendue à tout l'espace

p (w)
w(S)==J G(A. ,S)P(A)^VA,

où p est positif, borné et lipschitzien, est donc certainement positive.
Montrons que ses dérivées sont lipschitziennes d'exposant h. Ces déri-
vées existent certainement; Fune d'elles est

• , à^_ r '^r^ âG: j ^(A,3)p(A)^V,.
d^~~j- à^

Ann. Éc. Norm^ (3), XUX.— FEVRIER 1932.
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Orsi j j>m+5etqueG(A,S)==H(A,Ë;p)4-M(A,S),ona

^(A,S)=|î(A,S;^)+^(A,a),

le dernier terme étant lipschitzien d'exposant/t par rapport à l'ensemble
des deux points. Il est évident que ^""' ̂  (A, S)p(A)rfV, est lip-
schitzien d'exposant/?. Ensuite il en est de même de

/•""^Jl
j ^(A,a; o)p(A)rfV,,,

car si l'on fait porter la dérivation sur D (Ë) ou sur l'un des Ap.,(Ë),
on a le produit d'une dérivée de ces fonctions par une intégrale ayant
une dérivée bornée, et les autres termes de la dérivation conduisent à
des intégrales lipschitziennes d'exposant quelconque inférieur à i. On
a ensuite

à /•'"" /'(""
-g^j PWJ H(X,A;o)K(A, ,S)r fVAû?Vx

c) />("') /•('")
=^J ^.^J "(X ,A ;o )p (X ) r fVx r fVA ;

orsiJ""' )H(X,A;o)p(X)rfV,==Fl(A), cette fonction p. a ses déri-
vées lipschitziennes d'exposant h (on vient de le voir); alors

/'"K(A, 2) ̂ dV,=f'\^(A ) - ̂ (2) ]̂ ^——ll̂  p, (A) ̂ V.

^/'^^(A)^1^^^^^
/>{m) 1 - ! :

+ [ c (A)+Â•• ï ] I I (A,E;o)p<(A)r fVA.
Or (1,4, 6)

^^[^(A)-.,^

-/''"^^[^(A)-^^)]^^^^

"^^/''"'(^-^{^^-^.(^J^^^

et (I, 8, 9) le second membre est lipschitzien d'exposant h.
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Les mêmes règles s'appliquent à

\̂,(./M ,̂,,V>,V,

Enfin les dérivées du dernier terme sont lipschitziennes d'exposant
quelconque inférieur a i .

Donc les dérivées de P^ [ l { m ) H (X, A; o) K(A, S) ̂ (X"}dN^d\\
sont lipschitziemies d'exposant h.

Ensuite si l'on a prouvé que les dérivées de

f K.!^-1 ( A,, £1) f I! (X, ,A; o) p(X) dV^dV^ p/,(S)

sont lipschitziennes d'exposant À, on à à prouver la même cliose en
accroissant n d 'uneunité , ce qui revient à le prouver pour

( K.(A,3)p,,(A,)^VA :

cela résulte donc de ce qui vient d'être dit.
Donc les dérivées de ï-p(S) sont lipschi.fcxieîin.es d'exposant h.
Soit maintenant ( d y I, 7, p. 204.)

Q(t)=i''ll(î.o— t 5 / -h- 6^j,

de sorte que Q ( i ) = = ï , Q(o) == Q^o)^ Q^(o)== (T(ï) == Q'; = o et
que QC^) +" Q(i —t} == ï . Nous prendrons un nombre positif R assu-
jetti seulement à être assez grand, et nous poserons

w ( X ) pour L ( 0 , X ) < R ;

, , ( X ) = = < Qr.^I^^I^ pour R ^ L ( 0 , X ) ^ R ;

i pour L ( 0 , X ) > %R,.

Dans tout l'espace, les dérivées de cette fonction co existent et sont
lipschitziennes d'exposant h; cette fonction ro est partout positive.
•Si R est assez grand, les dérivées secondes de <p(X) sont ^ continues
pourL(0, X)^R, l'équation se réduisant alors à celle du paragraphe 2;.
nous remarquerons que les dérivées premières et secondes de co, pour
L(0, X)^R, sont aussi petites qu'on veut si R est assez grand.
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Soit maioteîiant G(X, S)==== ù)(S)N(X,S); je dis que si Rest assez
grand, les dérivées secondes de N relativement à & existent et que

'" &..'»•..•<a^-^4Ma)-^ ]̂̂ •N=°•
Ci étant une fonction négative et lipschitzienne d'exposant 7?, se rédui-
sant à — ̂  pour L(0,X)> 2R ; je dis même que la solution, élémentaire
principale de cette équation, relativement à 3, est co(X)N(X, 2). Pour
le voir, choisissons des fonctions a^ se réduisant à des polynômes
pour L(0, X ) < ^ R et aux mêmes constantes que les a^ correspon-
dants dans le reste de l'espace, et telles que les valeurs absolues des
a^— a^ et de leurs dérivées, et le coefficient lipschitzien de celles-ci
pour l'exposante soient partout moindres qu'un nombre donné £
« III, 1, p. 216). De même les b^ et c ' se réduiront à des polynômes
pOl3rL(0 ,X)<Ret les^—^etc / -cse ron tnuIspourL(0 ,X)>R;
enfin les valeurs absolues des b'^—b^ et de d — c et leurs coefficients
lipschitziens pour l'exposant ^ seront parlout inférieurs à e; de plus c '
devra être partout négatif ou nul, ce qui est évidemment possible. Si
alors on faitsur l'équation

^ ' ^ïu ^ L' ()u

, ' ' , ^^^.^^^^^^^^ ,

qui estdu type elliptique si £ est assez petit, les calcuisque nousvenons
de faire sur réquation donnée, la proposition se vérifie, car alors
&'(X, S), solution élémentaire principale de cette équation, est aussi,
relativement à Ë, la solution élémentaire principale de l'équation
adjointe <j!u = 'o ; la fonction

t(w)p\m} . ,
^(S.)^: Q^A.,&)p{A.)dyA

ayant ses dérivées secondeslipschitziennes, celles de co', obtenu en
remplaçant w par ̂  dans l'expression de co, te sont aussi, et par suite
si , 1 1 , 1 1 1 1 1 1 \ . ' 1 / • 1 , -1 ' 1 1 , ! ! , /. •1 1 '1 1 1 ; . ^ !

1 1 : : „ , ,G /(x,£)=^(a)N /(x,a), . \ ! .. a
on a

^°••'<s)£%-&[i'<3>-«à)^^)]^-.»,N•=,,
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avec /î-» / , . /^ — ^ a) .
''" O/ 5

on remarque que, diaprés ce qui précède, c\ est partout négatif puisque,
pour L(0,S)<R, c, =—^; il est évident que co^N^X^a) est,
relativement à Ë, la solution élémentaire principale de cette équation.

Il s^agit maintenant de faire tendre £ vers zéro et de montrer que la
propriété se conserve à la limite. Or si c est assez petit et que nous
nommions pour un instant H^X^B;?) et K'^^X, 2) les fonctions ana-
logues à I-I(X,S;p) et à K^X, S), mais relatives aux coefficients
^8? ^a9 cl\ on'peut poser

G(X, S) == G^X, £) - H.^X, S; p)+ H(X, S;^) - a(X, 2) ;

en formant ^(X, S) =Û(X, S), on constate (voirb, V, th. 2, p. 202)
que, sip est assez grand et £ assez petit,

| f t (X ,3 ) |<^exp . [ -^L(0 ,X) -pLL(0 ,Ë) ] ,

où y. est une constante connue et où Y] est donné arbitrairement, et
l'on a une limitation semblable pour les v Si TI est choisi assez petit,
on aura donc une fonction p(X,2) et une seule telle que

p(X,£)~J Ï I / / ^p(A,a)a(X,A)^V^^a(X,£)î

cette fonction et ses dérivées relatives à S ont une limitation

0^exp[~^L(0 ,X) -^ (0 ,E)H;

or (À, V, th. 2, p. 207) ^(X, H) s-'en déduit par la formule

^(X,a)=-^w )p(A,a)[G /(X,À)-H /(X,A;^)+H(X I ,A;^)]r fVA,

d'où résulte aussitôt que u et ses dérivées relatives à X et à S sont aussi
petits qu'on veut.

On en déduit que les valeurs absolues de w' — w et de ses dérivées
sont aussi petites qu'on veut; ces dérivées ont d'ailleurs un coefficient
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lipschitzieîi borné. Dans la région L(0, S)>R, 0(X, S) ne diffère
de zéro que si L(0, X) << B ; ses dérivées secondes relatives à S existent
et, sont. aussi petites qu'on veut et il en est de même successivement
de celles de p(X, 2), de u{X, S) et de co(S) — co^S); les coefficients
lipschitziens de toutes ces dérivées secondes sont d'ailleurs bornés.
De là résulte que les coefficients de l 'équation en N7 tendent unifor-
mément vers ceux.de l'équation (2)^ pourvu seulement que

^(S)=-^-.pour L(0,£)<R

et que c,, == ^dans le reste de l'espace;, où <^ existe; les coefficients
lipschitziens de ces coefficients, ainsi que ceux des dérivées des a^y
sont bornés dans leur ensemble; on peut dire aussi, en réduisant
l'exposant lipschitzien, que. ces coefficients lipschitziens sont infi-
niment petits avec £. Il en résulte que N7 — N est inf in iment petit
avec £.

Mais un raisonnement tout semblable, avec interversion des rôles
de X et de S, prouve alors que la solution élémentaire principale de
l'équation en N^y c'est-à-dire o/(X)N'(X, S), tend vers la solution
élémentaire principale de l'équation (-2); cette solution est donc
û)(X)N(X, B)y et le théorème en résulte.

19. Manière dont se comportent les dérivées de N(X, Ë). ~ On peut
écrire évidemment, en donnant à F(r) la signification déjà dite (§ 2),

'; Np:,S)^ :_:x—^F[v/^A^(SI).(^-ga)(^-^)^ ,^(a^Dçsi)
1 ' 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 ; . 1 1 . 1 1 1 1 1 . ' 1 1 1 1 1 1 +0[U^(X,&y] (m>3) 1 . , 1 , 1 1 . 1 1 ' 1 . ,
et aussi : , ! ^ , ! , - ' . • • ! ; : !

N(x-a)=;.(X)^ ^ '
1 " .. , ^0[1^(X:^)] (m>3). 1 . 1 ' 1 1 : 1 , •

Si m= 3, le terme complémentaire est 0 [logj-y1^] dès queL(X, S)
l— ' \ 7 ^*^ ) J

est assez petit; si m== 2,il est 0(r). Le terme complémentaire et
ses dérivées jusqu^au troisième ordre (pourvu qu'il y ait au plus
deux dérivations relatives à X et une par rapport à S), dans la
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première formule, se comportent comme

^[H(X,S;^)-H(X,a;o): |

et les dérivées correspondantes; on peut en dire au tant de la seconde
formule , après échange des rôles de X et de S.

A l'aide d 'une des deux formules, on déduit de là que

^(X,£)=0[:LI^(X,3)1 (m^^

^L „ ̂ N — ( ° ! ̂ "^( x ̂ £ )'l (m > 2 ̂
à^ "^ à^ — \ o[L^(X, 21) ] ' (/// == 2, \ > o),

A étant positif quelconque dans le dernier résultat. Sur la première
formule, on voit de plus que

^^.-o[,i-(x,a)j,

(^+À)^==0[L1-/"(X'£)] (//'^)'
e t , s u r la seconde^ que

^=0[L-(X^)],

G4--4-i-)^;=O^Ll-/"(x'a^l (m^-\ v^a ^Ça./ UJL^

De plus,
^N-.—,—.p- == o [ L^--1 ( x, a ) ],

<?^a ̂ "p ̂ v J

-.-4-̂ ^ ( / /Z>2) .à^à^àx^ .L v 5 / J v = /

Écrivons de façon plus développée une de ces expressions :

^N ^ ^i ^ j ^ ggĴ rM5!!:̂ ^
^a ̂ ^ ̂ , ,, (S) /D^) ^a ̂ ? j ̂ iç^^Sy^ (^~ Ç;)

x Fl^Ss.sA^S) (^-£0) (^-ÇE)]I

+0[L—(X,£)],
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ce qui s'écrit encore

'̂•N __ ___i à3

àx^ A^s ̂ v. ""' co(A)VlJ(Ty àxy, àx^ â^

x F[v/2s^A8,s(A)(^-ts)(^-E,)J4--0[L^(X,3)],

à condition de mettre A en S après- la dérivation; on a une expression
à^ Nanalogue pour ^ , ^ . et^ en ajoutant, on voit que

të^)^^0^"'^1 ("2)•
De même

à /àN à^\' à • i ^ r/-———-————————————-,
^(^^-^^^

( .- ^Ar.
t ^ 2^-^(^-^)(^5-^)

co(a)/D(a) ̂  ( ̂ gA^^a) (^- Sr) (^o- Çs)

x F7 [/2^ A^ (2) (^- ̂ y) (^ô- Çs)]

-4-o[L14-/^^(x,a)],
formule où l'on a appliqué au terme final un théorème antérieur (^ II y
th. 6, p. 156). Une formule analogue a lieu pour -^ f-^ + -^-V En
. , ° r ^a\<te{3 ^p/

ajoutant, on constate que

(^_v^^^^
\^a ^a7 \^(3 ^f3/ L î 7 j

20, Rappel d'unrémitatantériew façon analogue, on a
démontré Çd, I, 7, p. ^o3 à ao5) le résultat suivant :

Si, en plus des hypothèses du paragraphe i 1 ̂  les dérivées d'ordre q ̂  a
des a^, d'ordre q — î des b^ et d'ordre q — 2 A? c existent et sont lip-
schitziennes d^ exposant h^ on a

G(x,a )==^(x)^(E)N(x ,a ) , ' :'
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où^et GOj sont des fonctions positives ̂  bornées,, dont les dérivées d'ordre q
existent et sont lipschitziennes d'exposant h et où N peut être déwé
jusqu'à 2 /7+1 foùy dont q 4- i fois au plus par rapport aux coor-
données de chac/ue point.

A l'énoncé antérieur, nous avons ajouté ici PindicaUoîide l 'exposant
lâpâchitzien des dérivées d'ordre y de oj et de 00,15 qui se vérifie irmné-
d ia tement ( ÏV, 5).

21. Potentiels généralises. — Les fondions li(X, S; p ) e t C ^ X , S)
se prêtent à la déf in i t ion d'expressions généralisant les potentiels
ordinaires; nous l'avons déjà vu (§ 5) à propos d'une équation parti-
culière* Plus généralement, les intégrales

^iffii /^ / / / - - i '
^ G {X, A. ) p f .A. ) cl\ , ^ (.. ( X, A ; cr f A. j ^S.v,

J£P ' ' ! ' «•'vS-

/»( / / ' ' • 1 J

^ ZCKX. A.) î r f ,A)^S.v,
»•/;t)*

où G est la solution élémentaire pr incipale d'une équation quelconque
remplissant les hypothèses du paragraphe ;U , seront nommée potentiel
de dorruline^ potentiel de simple couche^ potentiel de double couche. Les
fonctions p et cr seront nommées densités de ces potentiels. 11 nous
arrivera aussi de ' r emplace r G par d'autres fonctions; cela nous est
déjà arrivé ("§ 9).

.CHAPITRE VI:.

EXTENSION D'RS FORMULES DE GREEN.

1 . THÉORÈME FONDAMENTAL. — Si, outre les hypotl^es qui ïuwreni
l'existence de la solution élémentaire principale (V, 11 ) , les dérivées
des Oa.y existent et sont lipschitziennes d'exposant h ̂  h étant aussi
l^^xposantlipschi^ien des h^ et de c\ si d'> autre part les dérivées secondes
d'une fonction. «(X) existent et sont bornées dam un domaine borné
owert CD\ dont la frontière S a en chaque point un hyperplan tangent

À t i n . Rc. '/Vorm., ( 3 ) , XL IX. — MAn& K^. 1 1 1 . , 1 1 ! ! 1 1 1 1 1 , ^ ' ' 1 1 91



66 GEOBGES GIRÂÎ7D. ..'

•variant de façon continue (II, 1 ), on. a ( l l )
_./» s m}

f ' 'G(X,A)5^(A)cA\
Jû^

/»(w--l)
= [ G ( X , A ) ô ^ ^ ( A ) — î / ( A ) Z G ( X , A ) ] ^ S ^ — Ô ( X ) / / ( X ) ,

Js?

m'w 6(.X) = i dans (S, = o Â6w de 05 + S, == -1- .sw 5\

Si nous a jout ions aux hypothèses que les dérivées des b^— 2^.~—i?
existent et sont lipschitziennes, ce résultat n'aurait rien de nouveau,
car on pourrait se servir de l 'équation adjointe (V, 15); il suffirait
alors d^appliquer une formule de Green (II, 5) aux fonctions ^(A.)
et G(X, A), et au domaine â3, d'où Von exclut, s'il y a l ieu, une
hypersphère inf iniment petite de centre X.

Dans nos hypothèses actuelles, approchons des û^p, des b^ et de c
par les mêmes fonctions qui nous ont servi au chapitre précédent
(V, 18). Si G'(X, S) est la solution élémentaire principale de

- , à^v ^ , . à[' ,
^ • V = 2a,8 ^a,3 -)———)— 4- ^y. ^a -]—— -+- C P = 0,

1 '• àXy,Ô^ àXy,

on aura donc, en distinguant par un accent tout ce qui se rapporte à
cette équation,

' f ^(X^^A)^: , • ! ' , .
J(K}

: ' : -=. Ç [G^X,A)e /^ l(A)-^^(A,)ZG /(X,A) l ]^S^~e(X)^(X).
' ' ! 1 : *-' î i?/1 1 ; ! 1 . ' ' ' ! - , , \ , , ! , \, ! / / ,, ! !

: raisons tendrez vers. zéro. Nous avons déjà vu (V, 18) que G' - G et
ses dérivées tendent vers zéro, pourvu que L(X, S) reste supérieur à
un nombre positif fixe; mais la démonstration va plus loin : en
reprenantun raisonnement antérieur (û, II, 24, p. 83 à 86), on en
conclut notamrûent que
^^^(x^ayEG^x^î-Gcx.a)]1 et' -L-^K^/S)^

1 1 1 1 1 1 1 1 1 , . ; - ' , 1 1 1 <jx^ ' .

( i ) Les intégralessont prises au sens de M. Lebesg-ue.
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tendent uniforméîïient vers zéro avec s. En faisant tendre s vers zéro,
on en déduit immédiatement la formule annoncée si X n'est pas sur S;
si X est sur S\ le résultat se déduit de la discontinuité de

/-» ini - 1 )
f ZG(X , Aj^CA.K/S.v

t.'';-S'

au passage de 3> (voir par exemple 6, lit, p. 160 à 171, ou ci-après
VIII, 2)0. ^ •

2. Autre forme du me/ne ihéonme. — Supposons qu\)n ait une fonc-
tion y telle que l'équation

^ ( ( __ y f/ ̂  0

remplisse les conditions q u i é taient imposées ci-dessus à l'équa-
t ion -ff u === o; de plus y doit être nul hors d'un certain domaine borné;
cette fonct ion y es t -d 'a i l leurs bornée dans tout Fespace; elle est
continue dans ù04-2> et elle peut avoir ailleurs des discont inui tés ,
mais,, d'après les hypothèses faites, c — y est l ipschitzien et négatif ou
nul . Si (j('X, S) est la solution élémentaire pr inc ipale de ^ u - = . ' / u ^ le
théorème fondamental s'écrit aussi

f 0 ( X, A ) f ̂  // ( A. ) "- •/ ( /V ) n ( A ,) '| d N'A
J^ ( ' / / / - - . ] )

:=: j \ G ( X, A. ) 0 // f A, ) -- // f ,A ) %(;.x ( X, A. ) ] ^/S,^ --- h { X , ) // ( X ).
»y '..S'

3. Cas-particulier. — Considérons deux opérations ^ et 3 ^ ' telles
que, dans <© + S*, on ait ^ u ^ S ^ ' n quel que soit u. Nous avons
aussi deux fonct ions '/ et ^' telles que 37' et y d'une pari, ̂  et y/
d'autre party remplissent les hypothèses ci-dessus. Soient (x(X.,, S )
et G^X, S) les solut ions élémentaires principales de êPu — y^=o et
de S F ' u — y^^ == o respectivement. A,.ppliquons ce qui. précède en rem-

. plaçant i t ( X ' } par (Ï('X., S) et ^u par ^'^ — y/// et en excluant de c0

( } ) On déduira de là que l'équation intL^raIe de ( V , 4 j a toujours au ïiaoins
une solution dans nos présentes hypothèses; on pourrait même étendre ce'
résultat aux hypothèses ( V, 11 ) g-énérales, 1 1
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une hypersphère infiniment petite de centre S; on a

(i) f>w 'G(X,A)[r(.A).-x(A)^G /(A,Sl,)^,
^^

^ (/M—I )
= / [G(X, A) ôG'fA, S) — G^A, S) ZG(X, A.)]dS^

J^
4- 3(2) G(X, S) — e(X) G^X, S),

pourvu seulement que X et S soient différents.

4. THÉORÈME. — Si les hypothèses du paragraphe 4 sont satisfaites et
si Fon a une fonction f( A.) y continue clans <0, et telle que^ quel que
soit X dans CD y

f G(X,A)/(A)^=o,
^co

la fonction f est identiquement nulle dans 03,

Si/était supposé lipschitzien, le résultat serait évident. Avec nos
hypothèses, nous prenons arbitrairement un domaine ouvert (Q^ de
frontière S7, tel que ûV-t-^ soit intérieur à CQ; on assujettit en
outreS7 à avoir en chaque point un hyperplan tangent variant de façon
continue (II, 1). Dans l'identité donnée, remplaçons A par S et X
par A; nous en déduisons

/»(/«—î) r . ' ^lm)
i : G(x,A)er G(A,avca)^vs

^^ L t/^
: .,'.:;.,1 ,' ,-ZG(X,A):///'G(A,S)J(£)JV3^^==o., .

1 , 1 1 ^ ^ 1 1 . 1 . 1 1 . 1 ^ 1 ,- ' - :^>1, 1 1 - ' , • /1 • 1 i - 1 1 1 1 J ! : ' 1 1

Or l'opération ©peu t être permutée avec l'intégration d'ordre w.
D'autre part, siX appartierit à ^^^^^^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^

f
1 1 • 1 ! (w—l) /»(m)

, ,G(X,A)T ;©G:(A,SV(a)^Vs^SA ' 1
1 1 , . »/ 1 1 1 ! ! J (Q . ! ! ! ! , ! '

; , -, 1 . 1 ' •==r'1 f(^} r , , G,(X,A)OG(A,a)^S^Vs,;
. ; , ! 1 ! ! / 1 1 1 ! - 1 , Jû5 ^ , 1 . 1 1 J^i' ,, ! 1 1 ' 1 . 1 • 1 1 1 ^ ! 1 -. 1 , ' ! , , :

en effet si, dans les deux membres, nous retranchons de (D la région
comprise entre deux hypersurfaces infiniment voisines de S', de façon
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à exclure tous les points S assez voisins de S^ l'identité a lieu; or les
quantités ainsi retranchées desdeux membres sont inf iniment petites;
c'est évident pour le- premier membre et, pour ie second, cela résulte
de ce que, pour X fixe intérieur à 0)' et S variable dans <l?, l'intégrale

( G(X,A)ÔG(A,S)^S.v
^'s'

est bornée, puisque G(X, A.) est continu; notre identité a donc lieu.
Deux autres intégrations se permutent sans difficulté, ce qui donne

^(m) /.«(w—l)

/ /(S) / [ G( X, A.) ©G(A, S) - G(A, Sj ZG(X, A) ] dS^ o?Vs== o,
^(Q J'S'

ou, d'après ( i ) où y et j' sont nuls,
^(m'i

; [r-9 /(S)•]G(X,S)/(a)rfVE=o,
Jco

avec ̂ (S) == ï dans ûï\ = o hors de CQF•+ ^/. Ceci entraîne

f G(X,a)/(S)^s=:o. •
^<p'

II en résulte immédiatement l'identité /•= o dans <©, car si, en un
point, y n'est pas nul, son signe sera constant dans une hypersphère
assez petite comprenant ce point, et comme G(X, fi) est positif pour S
voisin de X, le résultat précédent serait contredit ('').

5. THÉORÈME. — AÏ, awc les mêmes hypothèses sur S^y (Q et "Sy on sup-
pose qu'on a identiquement dans (JS

Ç G(A,S)/(A)<^VA==O,
^a)

et s i / e s t continu^ f est identiquement nul dans CO.

Il suffît, pour le voir, d'échanger les rôles des deux points dans ce

( l ) Si / ïT^est pas continu, on peut dire que f est nul sauf peut-être aux points
où il n^est pas continu.
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qui précède; c'est possible, car il n'est nul le part question de dérivées
secondes.

(.). THÉORÈME. — Plaço/^'noi/s dam' l'hypothèse du paragraphe 2
pour S'1 et pour y ; considérons une fonction f continue dans cP + S\ et
une fonction u dont les dérivées sont continues dans (J3 + 2^ et qui satis-
font y par l'hypothèse, à l'identité

^m}
j G ( X, A. ) [fi A } - ̂  ( A ) u ( .A » ] ̂ \.v

J(ç
„ ( / / / — 1 . 1

= / [G(X, A) Bu(A.) — M ( A ) ZG(X, A) ] ^8^,— M ( X ) , 1
v^

quel que soit X, dans (S. Alors^ si le douzaine ouvert cî)/ et sa frontière S^
sont intérieurs à cO, et si X ,̂s^ intérieur à CO^ ^identité ci-dessus a. encore
lieu en remplaçant CQ et S par iW et 'S' ; si X <^/ hors de ̂  + cS', le dernier
terme disparaît ( i ).

Soit encore G^X) === i dans oY, == o liors de cO^ S^. D'après l'iden-
t i té donnée, on a

Ç : - , [G(X, A) €^(A}— // (A) ZG(X, A )1 cIS^ , , '
llt/^' ^ 1 ! ' ! ' ! ! 1 . / ' ' ! ! ' ! ! ^ . ! ! . ! ' ' ,

^•m---l) f ;^( / / ;—l)

==: < ' • ]G(X , 'A )^ ^ ,e |"G(A,£}©^(51)-^(2}ZG(A.,3) '1^5s
^'1 1 . ç ! ! ! , J^>. 1 1 ! ^ • 1 . / ' , • 1 1 , i'

^{m.—-\} , , . , ,

,' — Z G f X , À } / . r .G{A, ,2}©^fS- )—/ / (S)ZG(A,£) j^S- dS
1 ! ' - 1 , , / ! / , ! 1 ' - 1 -^ . \ 1 " , ; 1 1 : „ ^. , . ' ! 1 1 1 1 1 1 •1. ' :

^{m—}'). 1 ^.[in] , ' ^ 1 ,- ! , ! ' /, ! ! '! ' , . . .

F ! T ; [G(X,A}eGCA.,3)-GfA,E)ZG:W,A) ' l • / ' . •
J^ 1 1 1 ^(D . • ! ' '. . , ' ! ' / ! ' ! ! - ! 1 1 ' ! ! 1 1 l l i ' , , '^"s y(D

' x t/(^)— ^(S) ^(Sl) ] ̂ Vs, ̂ SA.:

On peut changer l'ordre des intégrations dans les intégrales super-
posées du second membre [voir ci-dessus (§4) la seule permutation
dont la légitimité ne soit pas évidente]. En utilisant l'idenlité (ï), qui

( 1 ) Toui subsiste si l'on suppose seulement que/ et ^, et par suite c, ^onï.
i&or/z^et/ /?/e.yM/'^&^(auIieudec'o/î^
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donne , '•
f ' [G(X , A) CG(A, S.) — G( A., 3) ZG(X, A.) }dS^

«A^
^:[Ô^X)-^(;S)]G(X,S),

le second membre devient
^l/n-l)

6'(X') [G (X ,S )© / / (S ) - ^ (2 )ZG(X ,S ) ' l ^Ss . • • •
J's

~ f ' [6 / (X.) -^1 7 (S:) : ]G(X,S)[ / (S)-x(^)^( s ) ]^ y=
»Aî)

== f G ( X , A ) [ / r A ) - % ( A ) « ( A ) ] J V A + ^ ( X ) ^ ( X j ,
^(D'

ce que nous voulions démontrer.

7. TnÉônÈME. — Supposons (pu1 ^ el '/^remplissent les hypothèse!; du
paragraphe î. Considérons une fonction g', continue dans CQ + 3>, ^/' //.n^
fonction1^ dont'•toutes les dérivées sont continues dans <©+^5 ^ ^^^
saUs font pour 3 quelcom/iie dans CD, à l^identité

f | ^ fA )P(A) - -~^ (A) ]G(A ,S)^V .v
J(Q

= Ç \^(\) ©G(A, S) — G(A, 3) Z P ( A ) ] ^SA-h P(S).
J^

Alors si le domaine owerl (Q1 et sa frontière ̂  appartiennent à 03, et
siQ appartient à C©^ l'identité subsiste si l'on remplace €0par dV et S
par S' ; le dernier terme disparaît si S est hors de ̂  + S7 ( ̂  ).

La démonstration consiste à échanger les rôles des deux points dans
celle du précédent théorème, car les dérivées secondes n'interviennent
pas.

8. THÉORÈME. — Supposons que S9\ /^ /, u, g et i' remplissent les hypo-
thèses des deux précédents théorèmes.; soit dY un domaine ouvert compris

( l ) Voir la note précédente, g remplaçant /.
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dans cV ef dont la frontière 'S' peut en partie coïncider wec S. Je diy que

r'^ /,(m-n
( ̂  ) ( P /' — u^-1 d\' == / ( c Qff. —• u Z i" ) /-/S

«Ao1' * " ' Jy'

(o/i suppose que "§' salis/ail aua- hypothèses de 11 , 1 ) (" ' ).

Plaçons-nous d'abord dans le cas où. S' est, in tér ieur à cP. D'après
l'hypothèse,
r^^
I (vBu—f/.'L^)c/S
•J'é!' • ^ 1 '

( /^—i, ( / / / — ( )

.^ 1 / i e ^ ( S ) [ G ( A . , S ; Z p ( A ) - p ( A , ) e G f . A , 2 ) 1
^^' 1 1 Jy 1 1 . ! ! ! ! ! , ! ! 1 ! " "

• —:^('£) [ZGCA., S) ZF(A,) — P(A) ZQGrA, 2)] i ^SA (/Ss
, 1 ^i/n—\] ^\ni\ . . . •

-r-r r .l0^^)^^^^;—^^)^?.^,^)'!. ^a'1" » /< i p 1 - 1 , ! ' ' !

x t / f A - î ï ^ A j — ^ f A j j ^ V A ^ f ô s .

Comnie plus haut,on constate qu'on peut changer l'ordre des
intégrations; le second membre devient ainsi

/»!m—l} ^irn—ri • '

/ / {[G(A, SI) @u(2) — M(S) ZG (A, S) •] Z(^A )
•/&' >.'»s"

—[eGl'A,3)(")y(2)-</,(S)eZG(A,.=.) ]»-(A)ir fSs</SA
. /•ï1./^' 1 1 . 1 1 ^{fn—l'f , 1 - 1 1

-^1 [%(A)^A)-^(:À)]':/ ' '[G(A,3),e^t2j—^£)ZG(A,S)i^S2,n\
^tO ' , . J'^' . .

'ou(§6)/1 1 • 1 '" ; , ! 1 1 : 1 ^ 1 .1' A , ; 1 \ 11 ; 1 , ' 1 1 1 " 1 ' ; 1 1 - ' - 1 1 , :
/t(m-—iy ! ! '^(/n)/ , ^ , 1'1 1 1 1 . ! ; 1 - 1 1 ! 1 ! ! , ! ! . 1 , 1 1 ! ! , " ! ! ! ! ! ! .

/ y [G(^>^)^(''(A)-KA)®G(A,£)][/(Z)-y,(3),<(S)^/v.3(-/SY
• - ' ' u S ' , 1 1 . , ^ ^ 1 , 1 1 ' ! ! • • 1;: 1 1 •\ ! /1 : 1 1 1 , ! . 1 : 1 1 1 ! - ! , ! - 1 - ' ! • ! ' 1 .

+ f [%'"A-^(A) -^(A)] f"''G(A, 2)|J(3) -7f2}«{3)] ̂ V^^V^
1(7 ̂  , 1 ' 1 1 1 1 1 ' 1 ^ (Q ^ • - ! - • .

/i(W 1 1 ' ! , ! ' ! ! 1 ' - ! ! 1 1 ! ! ! —1 ! ' , - 1 1 1 1

+/ [x(A)p fA) -^CA)^<(Â. )^V, . ' : ':: '
Jc^' 1 1 ' ' . 1 ^ ^ ! 1 1 1 ! - . , 1 1 1 . 1 , ! , !

Permutons de nouveau les intégrations du premier terme; en t enan t

( l ) Voir les deux noies précédentes.
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compte de l'hypothèse, cela devient
/-»?/".!

1 v ( ^ ) [ f ( S . ) - ^ ( ^ ) u { ^ ) ] d \ s .
•AÏ)'

,-1. (///•) /-»''/")

"•+- ^ 1 .A ̂  ' — /. < ̂  m -^ ) ] / |" ,̂ ( A ) — y ( A- ) c ( A. ) 1 ' ] G f A. Z i ofV ^ dYz
Ji^' J(.^

"•+- f iy^.- '~-/ ;(- j « ( -> i
^ID' »A'P

,.. / / /) .,u
| | ^ ( A ) ^ ( A , ) - - ^ r A ) ' | f
•̂P ^^'

r " ' 1 1 r 1 1 1 "
4- | | y( A ) ^ (A . ) -— ,^rA.) | | [ f ( ^ ) — / î ^ j M ( S ) " G(: A, Z ) ^V^: ^\\Y

^ ^ ' " ' J(T)'

- f :^(:Aj P(A,) -^(A): ^(A.)^V.v=: ^
«^w ^d»'

-•{- 1 ^ (• A ) ç- ( A.,) — .,'• ( A. ) ^ // ( A. ) ^\;l'.v == 1 ( t-/ — // ^- ) d\1 :
^dp' * ' Jc^'

le théorème est donc alors vérifié.
Si. S^ coïncide part iel lement, avec S, on remplace ' § ' par une hyper-

surface infiniment voisine, les hyperplans tangents en deux points cor-
respondants t endant à être parallèles; un passa'ge à la limite achève la
démonstration.

i;). Cas où i'équciUûfi adjointe existe. — En plus des hypothèses du
paragraphe 2 pour ^ et pour %, supposons que les dérivées des
&a ~ S;-i (-a-^ existent et sont continues. Alors l'opération adjointe^ ^

p y à f à9 \ <) f/ ^ ôa^
(..=^^^^-l.^[^a-^-^^ -i- C^

existe et satisfait aux mêmes hypothèses que S^'. Nous continuerons à
nommer G(X, S) la solution élémentaire principale à^S^ u — ' / ^ u === o.
D'autre part nous choisirons une fonction j[, nulle hors d'un certain
domaine borné, et telle que

/ àa^^\ ,• . ,^^^^J,^

soit négatif ou nul et îipschitzien dans tout l'espace, et nous
nommons G^X, S) une fonction qui, relativement à 3, soit la solutio-n
élémentaire principale de <^'—y^==o.

Une formule de Green ni, 5) prouve immédiatement que

f 'G^X^A^^rA^-^rAî ' IGfA^^VA , ! , , ^
^ro

==f1 [G^X, A . }êG(A,A)—G(A. ,S }ZG / (X ,A . ) ] ^SA '
^^' , " ! ! ! ! 1 ' !

+ô(3)G / (X,a)—9(X)G(X,2) , '
Afin. Éc, NorM., (3), XUX. -- MAKS 1932. ^0
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9 ayant toujours la même signification (§ 1 ). Je dis déplus que

f G(X,A»[ ; / ' (A,) - ^ (A j jG^ iA .^ î ^A ' . v
J^

= 1 [G (X , A j ô G ^ A , 31) — G'(A, 3}ZG(:X, A} ]^SA
«/">'
4- ^(3) G(X, £) - 0 ( X ) G'(X, 3).

En eiïet, si les ^ ( A a — ^ ^ ^ ^ ^ éta ient non seulement continusàx^ \1 a t' 6^p /
mais lipschitziens, v auraiÊ, dans ^-i-3 — '/^\ un coefficient lipschitzien,
et, par su i te G-(X, S) serait, relativement à 3, solution élémentaire
principale de ̂  — y(' '==o : nous serions dans un cas particulier du
paragraphe 3. Pour étendre le résultat à nos hypothèses, il suffit
d ' introduire les mêmes fonctions a^, Vy^ c1 qu'au paragraphe 1, avec
la condition supplémentaire que les valeurs absolues des dérivées des
différences

, ^ à(a^-a^), , ^ _ f,y _ ̂  ———^ .̂._

soient aussi inférieures à &. Un passage à la limite tout pareil, à celui
du paragraphe 1 donne alors le résultat.

10. Remarque,— Si les hypothèses des 'peiragmphes 3 et 6 sont satis-
faites y il résulte du pamgmphe8 que f identité du para graphe 6 a encore
lieu en remplaçant G et y respectivement parGr et"/1. Si en outre les hypo-
thèses du paragraphe9 sont satisfaites, on peut aussi remplacer G et y
par les fonctions W et'^f du paragraphe^.

On peut compléter de la rnême façon la proposition du paragraphe 7.,
en échangeant dans-ce qui précède les rôles des deux points.

On voit donc que, malgré l'arbitraire que présententG et " /quand on
donne 37 dans à) (puisqu'on peut alors le prolonger d 'une inf in i té de
façons hors de Û3), les identités des paragraphes 6 et 7, considérées
comme conditions imposées à u et à <\ ne dépendent pas du choix fait
pour % et pour G. Une interprétation de ces conditions se trouve
aisément (V, 18) si c est lipschitssien.
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11. THÉORÈME. "~ Pour (.lue l(ï fonction

/ (/«)
u[X.)=— G(X,A.)prA.)^V\

(Tintégrale est étendue à-tout l'espace), ou p e^ une fonction continue
bornée5 satisfasse à l'identité du paragraphe 6 ('), il fauî et il suffit
(lu'on ait dans CD

r^
p ( X ) — % ( ' X ) ^ (3- (X,A. )p(A)^V.Y===/(X) .

En effet, il faut et il suffit que

F ' G ^ X ^ A ^ f j C A ^ ^ x ^ A . ) f G ( A ^ ) p f ^ } ^ V s ^V\,
Jri) . L ^ •J

X . m — t ) /»?wi)
= — ^ [ G' ( X, A. ) © G ( A, 31 ) — G ( A-, £ ) ZG ( X, A. ) J p (S ) ^V s <^SA

«-/

-r ' G ( X , A . ) P ( ' A ) ^ V A .
Or les intégrations peuvent se permuter, toujours pour tes mêmes
raisons, ce qui change le second membre, d'après le paragraphe 3, en

r G ( X , A ) P ( A ) < ^ V A .
Jt'0

Notre condition nécessaire et suffisante devient donc
/. '///! f y^' 1
\ G(X,A) /(A.)~-p(A..)+^(Aj 1 G(A,£)p(S)^Vs p/VA=o,
J^ L' ^ J

c'est-à-dire (^ 4) ce qui était annoncé.

12. T H É O R È M E , — P o u r que Ici fonction

^(^)=- f G ( A , S ) P ( A ) ^ V A . , '

où o ^?^ une1 fonction continue bornée^ satisfasse à la condition du par a-

( I ) Avec / continu,
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graphe 7 ( ' ), il faut et il suffit c'^on ait dans <0

/ l^1

p(.E.)—^ G(A, S) p ( A )^VA=:^(Z).

Démonstration semblable à celle du théorème précédent- '

13. Notations. — Si G(X, S) est la solution élémentaire principale
de 57 ' u === /^, nous poserons, dans toute la suite de ce travail,

0^=G-,=:G-, G^(X, S.)== F G(X, A,)^(A.) G'^'CA, S^VA (n>ï).

G^fX, £) == G^f.X, S) + G'/^X, SI) (> > i),

les intégrales étant étendues à tout l'espace.
On voit immédiatement que

^G^X, Sj ==%(X) G^(X, 3j.

14. Sur une identité. — Dans l ' identité du'paragraphe 3, prenons
G'== G, '//==%; changeons X en A7, mul t ip l ions par

. G'^X^O^A^V^

et intégrons dans tout l'espace. On a

: Ç G111^ (X, AQ ^(AO f1 • ' 'G(A, 2) ZG^ A.) ̂  <^V,vI 1 1 1 1 1 1 ^ 1 1 ! 1 1 1 / J^ . ^ . ^ ' . . •

. . . , -=-f/.''G•(A,^ZGf^^ 1 \ ^: /: 1
II . ' 1 ; / 1 , 1 ! ^ ; 1 1 ; ,*-7^ . 1 -' 1 ! 1 1 1 1 ' ,̂  • 1 1 . 1 , 1 1 1 . , ! ! , ! , ! ! 1 '. 1 ! , • ^

car on voit toujours de même que les intégrales peuvent se permuter ;
une autre permutationse faisantsans difficulté, on en conclut
, 1 1 ! ; ! ^m—\)- • 1 , 1 ! ! ' ' . \ ; 1 1 1 1 1 1 - 1 1 1 1 - ! ' . ! , ! 1; ' ! . , :

; [ . : ;[G !" )(X,A)ÔG-(AyS)—G(A:/a)ZG I^ .
••^'s , ! ,. 1 1 : . / 1 1 , \ ,. ! ,

=F G'"-"(X,A)%(A)G(A,£)rf^-e(£)G'»'CX,ai.
J<^ 1 ! . 1 1 ! ! ! - ! , 1 ' . : ! 1 ! ! ' 1 1 : , , ' !

( ! ) Avec g' continu.
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Par suite

(3) F ' [G^ tX^A^ôGiA .S- j -GKA^ . jZG^cX^À, ) ] ^ . ,
^

/, 1/^—1,1
=: ç rX) G"(X, 3) — 6(S} G^X, S? -h / G .̂i (X, À) %(A) G(A, S) dV^

J<^

On prouverait clé même que

(4) F rG (X , A.) eG^'A, 2) — G^fA, A ) ZG(X, A)]^S,,
^•^

/ T » I W — — 1 )

=: 0(X) G^(X, S) - ̂ (2) G(X, S; - | G('X, A.) ^(A) G -̂, (A, A) c/\\.
« • ( P

'.15. THÉOBÈME. — Avec les hypothèses du peira graphe 2 et en sup-
posant cr(A) continu^ les fonctions

. . ( / / ?—1,1
? / ( X ) =:- ^ ' G/,(X, A . ) O - ( A ) ^ / S A ,

J^
/,(/;(—i)

. c('Sl)=:.- | G^A,£)cr(A.)^S.v
^îî»1'

satisfont aux identités

(5) r [ G ( X , A . ) Q / / ( , A ) — ^ ( A ) Z G - ( X , A ) ] ^ S A
tÂ*?

.,!•///) r ^•'///•~-i) "|
===—| G ( X , A ) / f A ) | G^(A,a)o-(2)^Ss~i-^(A) ^A'A

Ji-o ' L"'^ J
4 -0 (X )^ (X ; ,

(6) (' [ p (A )ÔG(A ,a )—G(A,a )Zc (A) ] ^SA.
^1^ ' ' ' • •

= f { / / / 'G(A.,S)7fA)[ f 'G^UX, A ) ^ (X ) ^Sx+^ (A . ) ^VA
J<3D ' [y^ J

-0(2)^(2). , • , , ,

Pour démontrer/par exemple, l ' identité (5), nous considéronsun
domaine dy intérieur à (Q ainsi que sa f ront ière 2^, qui est infiniment
voisine de S\ l'angle des normales aux points correspondants étant
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inf in iment petit . On à
^ { / H — l )

(7 ) j [ G ( X , A ) Q ^ ( A ) — « ( A ) Z G ( X , A ) ] ^ S . v
«y y'

„ ! / / / — 1 ) , - , 1 / / / — 1 ,

=— ^ [ G ( X , A ) Ô G ^ ( A , 2 )

- G^(A, Z) ZG(X, A)](T(;E:J dSz ^SA.;

échangeons les deux intégrations (tout est cont inu) et appliquons
l'identité (4); le second membre devient.

.n,[llt—\} ^\ru.)

e'CX) u{ X) -h \ cr(S) \ G(X, A.) ^(A.) G^, (A., S.) d\\ dSz,
Jy J(ç'

avec Ô^X)^ i dans dY, === o hors de cV^+S>/. A la limite, après une
nouveileperffîutation des intégrations, nous avons bien (5) (voirlll, 4,
et ci-après, VII, 3) ( '); cela subsiste si.p= i.

f IG. THÉORÈME. — Avec les mê/nes Ilypolhèses (2), et S^ el (jy ayante
ainsi que^\ le mêrne sem que dans la dé/nom'imiion précédente, le^ fonc-
tions

^;m~.)

u (X)=- —• / ZG^ (' X\ A ) <7 ( A, ) ^S.v,
<As"

/,(^-.D
, p {2 )=—^ ©G^fA, E ' ) a ( K ) r l S ^ , , , ,

^vS" 1 ' 1

satù font aux identités

- , 7'' ' [G (X ,A)e^ (A) - ^ (A . )ZG(X,A , ) ] ^SA. ' ' 1 '^
1 ^^ / ^ ! ! ' ! 1 1 , ! . . ! 1 1 1 1 •

/,('«:) 1 r ^{m~~\] • ~J

=:_. ̂  , G•/(X, A) /%(A) .^ / ; . XG'/^A, Hjo-fS) ^/Ss-h ^ (A ) I^AA,; ^^ • • . ' • L^ • • . ' . ! J. , ^-ô^xy^x)1 , . . ! ! - 1 1 1 1 1 1 • ,' ! : . 1 , 1 - 1 ' 1 : ! 1, / ' : 1 1 ; 1 : - : 1 1

Ç '[p(A).êG(A,S)-G(A,.£)ZF(A)]^S., . ! ; : 1 : 1 . ' . , / , , '
'Aï'»'1 1 " ! ' ! ! ! ! ! ! ^ : ^ ! : ! :

=;f( ^(A^SÏ^CA.)] f1 yeG^UX,A)cr(X)^Sx4-^(A.)[^^^
, ! ! ̂ ' ^ ! ! . 1 1 ' ' L""^', ^ - - ! 1 1 1 . ! ! 1 1 ' ; ! \ 1 ! J ' ' !

Même démonstration.

( 1 ) L^dentité ( 7 ) a lieu si sr est seiiltèïneni supposé borné et mesurable.
(T) o" peut être seulement borné et mesurable.
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CHAPITRE VII.
LE POTENTIEL DE SIMPLE COUCHE ET SES DÉRIVÉES.

1.' Préliminaires. — Dans ce qui suity il sera question du potentiel.
de simple couche ^[ni—\}

u ( X ) - = : ^ G(X,AMA)^SA
J'y

et de ses dérivées, au po in t de vue de la cont inu i té et des conditions
de Lipschitz, quand le point X peut venir sur S. On ne fait sur l'opé-
ration 37 que les hypothèses les plus générales données plus haut
(V, 11) pour assurer Inexistence de la solution élémentaire princi-
pale G(X, S); c^est seulement à la fin du Chapitre (§7) qu'on fera une
hypothèse plus restrictive.

En dehors de 3?y les dérivées secondes de u sont continues en tout,
point . Au po in t de vue qui nous occupe ici, on peut donc ajouter à "S
ou en retrancher ce qu'on veut, pourvu que la distance de X aux par-
ties ainsi ajoutées ou retranchées reste supérieure à un nombre positif
fixe.

Nous profiterons de cela pour nous placer dans le cas où S, satisfai-
sant aux hypothèses déjà dites (II, 1), est la frontière d 'un domaine
borné et ouvert û3; les r^a seront toujours les cosinus directeurs de la
normale dirigée vers rextérieur de <©.

Si l'on avait à appliquer les résultats à une portion de multiplicités
ayant une frontière C, il faudrait se rappeler que ces résultats ne sont
valables que pourvu que X reste à une distance de <3 supérieure à un
minim'um positif fixe.

2. Caractère Up.schitzien du potentiel. — On voit immédiatement
(I, l )que le potentiel estlipschitzien, d'exposant quelconque inférieur
à i, dans tout l'espace, pourvu que ^soit cont inu ou même seulement
borné et mesurable.

3. Continuité etdiscontinuité de @u.— En plus des hypothèses
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ci-dessus (§ 1 ), supposons que ies dérivées des coordonnées des points
de 2?5 par rapport aux paramètres t.,, ̂  . . ., î^~i employés, soient
fonctions lipschitziennes de ces paramètres, et cela pour chacune des
représentations paramétriques utilisées, sur toute l 'étendue de S. Nous
supposons d'autre pari que la fonction è, qui intervient dans repéra"
tion © (II, 1) est continue, ainsi, que la densité a. Le procédé déjà
indiqué (II I , 4) permet de définir @u pour les .points X suffisamment
voisins de â\ II résulte alors immédiatement des considérations du
passage cité (III, 4) que, si. X tend vers un point de S en restant.
dans CO, @u tend vers une l imite qui est

•^ ^m-O

•-^1+ eG(X,.A.MA.)^
J yS'

où X représente le point l imite situé sur S; si au contraire X tend vers
ce point l imite en restant hors de rP 4- S, la l imite est

r-{\\ ^(w--l)

~ :L7—• --!- / Ô G ( X, A ) cr ( A. ) Û^SA.
1)' t-'.S'

Partout ailleurs que sur eS, @u est continu. Chacune des deux l i m i t e s
précédentes est aussi une fonction continue du point X de ^.

4. Condition de Lipschitz pour la dénoté. — Soit h<^ i l 'exposant
iipselutzien des^a,? ,des^dec, et aussi celui des dérivées des coor-
données des points de S. Nous supposerons en outre que f^ est l ip-
schitzien d^xposant h relativement a ï , , t^:..., ̂ ,.. Supposons enfin
qu'une des valeurs limites de @u dont on vient de donner l'expression,
soit lipschitzienne d'exposant À relativement à t,, t,, ;, ., ̂  ,. Je dis
alorsquea^^Zy^cAù^^^

La valeur limite dont on a parlé, a l 'une des expressions

. ; 1 . , ,., , ©^^^.^i^^.r • W(X,A)^A)^S,;
' 1 / 1 1 : ' , , ! . 1 . 1 1 , 1 1 , 1 - , ^1 1, 1 , ':., 1 " ! ! ! "

la proposition sera démontrée si nous prouvons que
£- 1 1 ! , - ! 1 1 ! / : , i / ^ — i i ; 1 . 1 1 1 ! 1 , , . ! , , ! . :

©G(X,A;rfA)<-/S.,
! ! , ! t-11 «*» . - , 1 1 ' 1 1 1 1 ! ' ! ! , 1 1 , , , . ! .
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est lipschitzien d'exposant h par rapport aux paramètres, y . i ,6 \> , . . .5^-.i
du point X.

a peut être considéré comme solution d^une équation de Fredholm
dont le noyau ©G(X, A) vaut (^[V^-^ÇK^ A)] et est con t inu pour
X^A; a est donc continu (même si cette équation de Fredholm a
d'autres solutions) ( 4 ) .

Décomposons l'intégrale en plusieurs termes.
Le terme

(i) ^ (X j Ç G ( X , A , ) c 7 ( A . ) ^ S A = = ^ ( X ) « ( X }
»/ y»'

est lipschitzien d'exposant h (§ ii).
Soit maintenant

G ( X, A ) == H ( X, A. ; o ) -s- J ( X, A ),

H(X;, A; o) ayant, par exemple, la défini t ion du Chapitre V (§ 4). Il
est évident (I, 1) que

^(m-i) j r
(a ) , a^(X)wa(X) 1 - ,—(X,A)c7(A.)^S.v

.-/;.s* '•'•^f^

est lipschitzien d'exposant h, car J (X, A) === OfL^^^^X^ A)"), ses
dérivées par rappor tàX sontO[X14'^""m(X., A)], et ses dérivées secondes
par rapport à X son t 0 [ V^Ç X, A)].

Les termes

(3) , Ç ^HixlAiJ:L)[^^(X)^a(X)-a^
J^s ux^

sont lipschitziens d^exposant quelconque inférieur à h (1, 10).
Nous avons maintenant les termes

(4) f " ''Za,/11^7^ o l )^/ j (A)^(A)cr(A)^SAJ^ • ^^ ' ' ,
^(w-î) . ____________________

==| F / fv / l ;a,^A.,a,Q(A)(.•ra—aa)(^—^)]
^IS

____^a(^q— aa)gya(A)____ o'(A.) ^

V/2a,f^ Ay.,f.î("AyT,Za— ^aT(^— ̂ ) ^^^(A)

( ' ) Au reste, l^expression des limites de ^it suppose la continuité de Œ; on
voit que toute solution de inéquation de Fredholm convient.

Ann. Éc. Norm^ (3) , XUX. — MARS 1932. IÏ
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Introduisons les paramètres s^ 4-3, ..., ^-s de XeU^ ^? • • - ? ^«-1 de A
et posons

LtS^^vX^a-^)2;

S et T représentent X et A repérés dans ce système. On constate facile-
ment (é/IV, p. 171 à 175) que, X étant sur 2?\

^a(^a~ Oa) CTa(A) dS^==: 0 [ L14-^ S, T)] ̂ ,, . . . , ̂ -,1 ),

les dérivées du premier facteur par rapport à S étant OfL^^S, T)].
Donc (I, 1) la dernière intégrale est lipschitzienne d'exposant h.

Donc o" est lipschiizien d'exposant quelconque inférieur à h.
Mais alors (I., 8) les lermes (3) sont lipscliitziens d^exposant À; en

effet, si nous étendons l'intégrale

^-^r(X,A;o)^
• J w^

à la région L(S, T)^>â>-o, on va voir que cette intégrale est bornée
quand o varie. Il résulte des hypothèses sur S que, si T parcourt la
frontière de la région qui admet la représentation paramétrique
adoptée, on peut supposer que L(S, T) ne tombe pas au-dessous d'un
certain minimum positif, dépendant de S et de l'ensemble des repré-
sentatioïls paramétriques adoptées; on supprimera la partie de 2> à
laquelle ne convient pas la représentation considérée. Et il suffit de
borner notre intégrale quand § est inférieur à ce minimum. Or

dS^=HK)d(t^t^...,t^), ' ,, !

où À est lipschitzien d'exposant A. L'intégrale
, y»(W--1), 30- , • : . , , ' , „

j ^(X, A; o) [o- (A)X(A) -c7(X: )À(X) ] r f (^ , . . . , <„,_,)

est bornée comme portant sur Q[I/'~"'(S,'r)], i <; k <^î-}-h. De même

-.yn.y^ /'""-'^•^(X/A; o) ^H(A,X; o)-| .
a(X)À(X)J ^———^———+ . àa^———J^...>^-i)

porte sur ̂ [^^-'"(S, T)] et estborné. Or
^ H ( A , X ; o ) _ ^ ^ à
——^——--J:^^"^'^0);
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en retranchant de là le produit de ©H par une fonction lipschitzienne,
on fait disparaître la dérivée par rapport à 4,; les autres dérivées ont
des coefficients lipschitziens et par suite donnent des intégrales bor-
nées (I, 9); le terme en @H donne aussi une intégrale bornée Ça, II,
21, p. 73 à 76). Les termes (3) sont donc bien lipschitziens d'expo-
sant h.

Donc cr est l ipschitzien d'exposant h.
Considérons comme variables les valeurs données de @u sur S, et

supposons que la valeur absolue du noyau résolvant admette une limi-
tation connue

0 [L'^-^X, A ) ] .

Soit M une limite supérieure de la valeur absolue de Qu et de son coef-
ficient lipschitzien pour un exposant k^h.^ k pouvant être aussi petit
qu'on veut. Alors a== 0(M)^ la constante impliquée dans o étant indé-
pendante de M et de/:. Les termes (i) admettent, relativement à l'expo-
sant lipschitzien ky un coefficient 0(M). Les termes (2) ont, pour le
même exposant, "également un coefficient 0(M). Il en est de même
pour les termes (4). Pour les termes (3), si.A'<7<t, on peut prendre un
coefficient 0(——y) (1 ,7 ; le maximum de a^log-^ pourO<^<L(p

\/l — A'/ \ ° X
JL0' \est ~^J ; donc alors a est lipschitzien d'exposant k et de coefficient

^( 7~T7/ ÇH ^==^7 l^s calculs ci-dessus donnent évidemment un
coefficient 0(M); cela s'appliquerait aussi au cas où k<^h^ mais peu
nous importera.

5. Condition de Lipschits pour les dérivées du potentiel. — Si les âa,p,
les b^ c, les dérivées de^ coordonnées des points de "§ et a sont lipschitziens
d'exposant h <^ ï y les dérivéefs de u coïncident dans 03 avec une fonction
lipschùzienne d} exposant h; de mê'rne^ hors de CQ 4- 'S y elles coïncident
avec une fonction lipschitsienne d'exposant h.

Il n'y a lieu à démonstration que pour les points dont la distance
a S est inférieure à un maximum fixe. D'ailleurs si (V, 4)

G ( X , A ) = = H ( X , A; o ) + J ( X , A ) , ' ' , , 1 1
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les dérivées premières et secondes de J sont respectivement

0 [ L t-A-^ ( X, A ) ] et 0 [ V^1 ( X, A ) ].

/-»( m — i )
Donc les dérivées de l J (X, A)<7(A)^, existent et sont lip-

^'a"
schitziennes d'exposant h (I, 1 ).

La fonction

(5) r""-"^A^r,(A)-.(X)]^
J^ ^a

est aussi lipschitzienne d'exposant h comme on le voit par un raison-
nement fait dans la démonstration du théorème précédent.

Il reste à examiner
^.r^^Kx^^o)cr(^\ ) i — — — — — — — ̂ ^

J^ "^-a

où l'on peut laisser de côté le premier facteur, puisqu'il est lipschitzien
déposant À.

Introduisons les paramètres t ^ î ^ y . . . , ^_, des points de S; on ne
restreint rien en supprimant la partie de S qui n'admet pas cette repré-
sentation et en admettant que la distance de X à la frontière de la
partie Si que nous conservons dans S, est supérieure à un min imum
positif fixe. Introduisons^ par les procédés déjà indiqués (111,4), la
variable î,n et soient^ ̂ , . . .,^les valeurs de cespâramètrespourX.
On a

Y/SA==À(A)<^(,^ ...,^).
: Posons • ' ' . , . , . , •

. ^ ! ! 1 ' / c ', y . . '• /v. às-( às^ 1 1 1 1 ' : 1 . ! / !
, . 1 1 ,̂ / . , ^(Sj^^^dX , . , ,

Soit Al^ le quotient par le déterminant W des a^ du mineur de al/ç
dans ce déterminant; on a

1 1 1 1 1 1 1 1 1 - 1 1 • 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 : - 1 ' 1 1 1 . 1 1 ' 1 1 A' ——^ ^ A 1 . ^ 5 ̂  1 1 ' 1 1 1 1 1

; ,,,';,: : , . , , , , , ^^-"^^^•^^ , , • ,

car, en prenant cela comme définition, cela entraîne

,• ,1 : 2<va^ôA.^£==.o.siô^£, =: i si <î==£. , , .
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On a
àa^

^ — a^ = la ( 55 — /o ) -^- -4- 0 [ L'-^ ( S, T ) ],

^p,-^-2B(.o-^)$]-^-^-0|:L.(S,T,].

Par suite

2^ AY.Ô(A) (.^— ff.) (,:r5- ̂ ) - 2^ A/.,o(T) (^- /^ (^-/o) -l- OII^-^CS^T)],

et les dérivées du dernier terme par rapport à S valent OtL^'CS, T)]
et sont continues pour S 7^ T.

Soit
il/ (S, T; o) == -_^F[v/^A^T^^

On a, si le sens ( f i , t^y .. ., ̂ .i ) de S correspond au sens (x.^, .. ., ̂ ,)
de ^0, ce qui entraîne que le déterminant fonctionnel a le signe de.

- («,ï)/^i (a, I, 4, p. 9),

H ( X , A , ; o)^^-!)--^^^ T; o)==0[L^^(S,T}],
0 ( /2^, . . . , Cï/^}

—[H(X, A, ^+(-^d(t—.^-i—ïi'(S/F, o.)1=0[L../'-"'(S/r)1</.Sa ^ a(<%i, . . . 5 a/,/; j
(a=: i, '2, . . ., /n),

ces fonctions étant continues pour S =^= T. De plus

^A^(A) (^~ ̂ ) =^A^(T)^° (^" ̂ ) + Olï^^^S, Tj],

les dérivées du dernier terme par rapport à S étant 0[ 1.^(8, T)j. Donc

^(X, A, oH^ir^^^^^^^^^^^ T; o)^0|-L"^-(S,T)lA^a 7 ' f ! ' , / ^/(a,,, ,.., a,/J À^pTOa ̂  1 , '• ,

et les dérivées par rapport à S du premier membre valent

0[L^(S,T)1;

toutes ces fonctions sont continues pour S 7 -̂ T.
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Donc (1^ 1)

/-""'^(X,^,)^^-,)-;-"-"-^————^
«^i uu^ J^ rf(ai, . .., a//,)

^•'••^ê^T, ow,,...,<„-,)
est iipschitzien d'exposant/?. En prenant X(X) égala la valeur de/.(A)
au point (y , , . . ., ,?„,_,, o) de ^, l'intégrale

^ ( " ' ~ l } f d ( ^ • • • ^ - " ) ^ ^ ^ a^,...,.^) ^p-j
À, L</(^ • . ., «/») v ) rfffa - ̂ ^"T.T^O ( ) <teJ

^[f/
X ̂ (s' T; o)a?(<i, ...,?,„_,)

est aussi lipschitzienne d'exposant h : c'est en réalité le même raison-
nement que pour (5). En laissant de côté des facteurs lipschitziens
d'exposant h, nous sommes ramenés aux intégrales

/•""-" àW
L ^^''^ ̂ ^r • • - , ^ - 1 ) ( (3=1,2 , ...,m).w w i ' ' i

Or on va voir que

(6) ^{^^^l^^àm^^}' X, L ^p —^—J^(/i..-.,^-i)
est Iipschitzien d'exposant A. Tout d'abord le théorème (I, 7)
s'applique, les A^S) et D^S) jouant le rôle des ^»(X) du théorème
et X étant égal à i. La dérivée par rapport à D'(S) est le produit d'une
fonction bornée de S par

^F[^5A.,s(S) (^- t^(s8- <£}.];

si p^w, l'intégrale correspondante, étendue à la partie de ' § , définie
par L(S, T)>p>o, est bornée quand p varie (I, 9). La dérivée par
rapporiàA'^oÇS) est

_à_ (s-i—t'{)(ss-ts) —„(-./______________^ ^,;A.,;(S) (^.r^^n^1^ ̂ ^^(s) (s,-1,) (^- ̂ )] (y^ ô),
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ou la moitié si •y===o ; l ' intégrale est donc encore bornée si p^m.
Si ? = w, oii remarque que

( 7 ) ^ d,^ ( S ) ̂  F [^AÇ^ST^T11^

^ ^ ,, ^ sm . ==FlAv^ï,ô(S)(.^—^)(^--^];
V2y,0 A Y,O ( S ) ( ,ÇY —— ̂  ) ( .ÇQ —— ^6 )

c'est le produit de ,ç///, par une fonction OrLr^S, T)], et par suite
(a, II, 21, p. 73 à 76) son intégrale est bornée. L'intégrale

^(^—i) ,i _______________
| ^ F[V^,o Av^(S) (.sv- ̂ ) (^- ̂ )]^(^i, •.., ̂ -i),
ij ^l'ni

étendue à L(S,'T)^> p >o, est donc bornée quand p varie. Dérivons
maintenant par rapport à A^(S) les deux membres de (7); nous
devons considérer les d,^ comme des fonctions de A'^o définies paries
relations

2pa^A^==o si y^m, == i si y = /n,

qui donnent, comme dérivée de û^p par rapport à A^,
— ^//^ a^ç -— a,nft d^^ si y ̂  ô,

et la moitié de cette expression si y== o. On trouve ainsi que

^ <p(S) ——j .-̂ ^^Z^^^ F-tVS^A^S) (.3- ̂ ) (.̂  ^)] j
^W^A'^)^-^)^-^) . )

est la 'somme de termes dont les uns ont, d'après ce qui précède, une
intégrale bornée quand p varie; d'autres ont la même propriété parce
qu'ils sont les produits de .̂ , par une fonction ©[Ir^S, T)], d'autres
enfin parce qu'ils valent OtX^^S, T)]^ L'intégrale (6) est donc bien

iipschitzienne d^exposant À.
Restent donc les intégrales

•»(w—l)^w-u^rî / /nn c. ^\
1 v ? ? / r î ( f f \s ————^————— a {t^, .. „ . 7 lm-î )'

/.<,. (ft^t^ <.•> < {-»

Si p^m, la formule de Green les remplace par des intégrales éten-
dues à la frontière de S, ; elles sont donc bien lipschitziennes d'expo-
sant À. Si p = = W y la partie principale de IrF conduit à une intégrale
lipschitzienned'exposant h comme on le voit en remplaçant 2^ par la
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frontière d'un domaine borné et ̂  par 2^(^— ^)^a(T) (a, II, 18,
p« 70). Les autres termes de H' donnent une intégrale qui admet, par
rapport aux A^(S)(£, ^==i , 2, . . . , m) des dérivées continues;
d'autre part, si l'on remplace ies A^(S) par des constantes, cette inté-
grale est lipschitziemie d'exposant quelconque inférieur à i ; ces autres
ternies de H7 donnent donc une intégrale lipschitziemie d'exposant A.

Les dérivées de u sont donc bien lipschitziennes d'exposant h.
Si l'on considère S comme fixe, ainsi que les ci^ les b^ c (ou tout

au moins des limites supérieures de leurs valeurs absolues et de leurs
coefficients lipschitziens pour l'exposant h et une l imite inférieure
positive du déterminant des a^, ainsi que le nombre g>o et le
domaine hors duquel

- ^ €^u^-S,^-^";
pour abréger, on passe ici sur des considérations de cont inui té ana-
logues à celles qu'on trouvera plus loin, VIII, 7, XIV, 2, 5), et si a est
variable, nommons M une limite supérieure de \v\ et de son coeffi-
cient lipschitzien pour l'exposant k^h; alors une limite supérieure
de l'intégrale f " ' "^l^-i^A,, étendue à L(S, T)>p>o, est
0 (i) dans notre hypothèse; le coefficient lipschitzien de

r'^^^-'m^
pour l'expression k, est donc 0^) (I, 8, 9) et il en est de même du
coefficient lipschitzien des dérivées de i/.

6. Génémiùation. — Cons^^^
/»(W-J)

' u(X)= G/,(X,A)Œ(A)^SA.
1 ; 1 ' , 1 ^^ 1 1 1 1 - ! ! ! ! ^ , • /

Elle diffère de celle que nous avons considérée, par les termes
^ r^1^

, Z,'L G(" i(X.A)o•(A)^ ^ !

^ r1-'^ ^irn-i)

^Z^J ^(^^^(A)^ 1 G (^ l•(A,a)a(a)^SsrfV^, '
^==2 1 . 1 v:s 1 . 1 1 , , !
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les dérivées de cette somme sont donc lipschitziennes'd'exposant quel-
conque inférieur à î et cela suffît à prouver que les propriétés précé-
dentes (§ 2 à 5) ont lieu aussi pour la nouvelle fonction u.

7. Autre sorte de potentiel. — En plus des hypothèses générales
(V, H) qui suffisent à ..assurer l'existence de G(X, S), faisons celle
que les dérivées des âa,p existent et sont lipschitziennes d'exposant
h<^ î ; h est aussi l'exposant lipschitzien des b^ et de c. Considérons la
fonction

u(^)=( G(A,S)O- (A)^SA,
'^'i§

que nous nommons aussi un potentiel de simple couche. En introdui-
sant (V, 18') une certaine fonction co(S) bornée positive dont les déri-
vées sont lipschitziennes d'exposant A, on a

"'^)='••'^'^-1^-!C(A•^)?SA•
le facteur entre crochets étant, relativement-à Sy la solution élémen-
taire principale d'une équation remplissant les hypothèses da début
du chapitre^ nous voyons sans calcul que tous les résultats précédents
(§ 2 à, 5) s 'appliquent et qu'i ls s'appliquent aussi à la fonction

£(///.— î >
0^(A, E ) C T ( A ) ^ S A , ;

.. <.ï

toutefois il convient, dans la nouvelle forme de la proposition du para-
graphe 4, de remplacer l'opération © par l 'opération Z.

[ CHAPITRE VIII.
LE POTENTIEL DE DOUBLE COUCHE ET SES DÉRIVÉES,. ,

1. Préliminaires. —On va s^occuper du potentiel de double couche
^(w—l)

u.(X.)^] ZG-(X, À)cr (A)û?SA
J'éi ' ' 1 , . 1 1 1

^ /w.JÉc .^orm. /CS^XLIX. - . -MARSXôSa . 12
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et de ses dérivées, au point de vue de la continuité et des conditions
de Lipschitz. Pour des raisons identiques à celles du chapitre précé-
dent (VII, 1), nous nous bornons au cas où S est la frontière d'un
domaine borné et ouvert t0; la normale a 'S sera dirigée vers l'extérieur
de cî). Si l'on prenait poiir S une multiplicité ayant une frontière, on
pourrait appliquer les résultats à condition que la distance de X à cette
frontière restât supérieure à un minimum positif fixe.

'2. Continuité el discontinuité du potentiel. — Supposons que les
conditions (Vy 11) soient remplies et que les &a? G ^ l^s dérivées
des âa,p soient lipschitziens d'exposant h<^i. Pour ce qui regarde S>\
supposons remplies les hypothèses (II, 1 ) et qu'en outre les dérivées
des coordonnées des points de '§ soient lipschitziennes d'exposant h.
Enfin supposons que a soit continu. Le potentiel a coïncide dam (Dwec
une fonction continue dam- (K) + S; il coïncide hors de (Q •+- S avec une
fonction continue en tout point n appartenant pas à (S. Sa limite, quand
X vient sur 25 par points de CD, est

/ Y \ /,(//?.— l )
— _ _ 2 + J ZG(X,A)CT(A)^SA;

a «Â^

si X vient sur S par points ^appartenant pas à à) -j- î?, la limite est
/y \ /,(w—i)
^1+ ZG(X,A.MA)rfS^

3 J's

Tout cela résulte de (VII, 3) en remarquant que
' , ' . ^(m—l) , , ,'

/ [©G(X, A)4-ZG(X, A)]CT(A)^SA
. . • . 1 1 1 ^ 1 1 1 1 1 1 ". 1 1 Jy . • \ 1 1 1 1 , 1 , 1 . : 1 , ! , , . ,, , , . ! , , -

porte sur 0[L2-W(X, A)] et est par suite continu.

3. Condition de Lipschitz pour la densité. — Si une des deux valeurs
limites prises par u sur 'ê est fonction lipschitzienne des paramètres s\y
fa» - - • ? ^m du pointa de 2Î, açec l'exposant k<^ï^ a,est lipschitzien
d'exposant k.

En effet la relation
0"fX) ^{riï^-ï}

1 ̂ -^^1 ZG(X,A)ff(A)^=^(X) .
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est une équation de Fredholm en a; le noyau est continu pour X = ^ A
et vaut 0[L'l+7/'-m(Xy A)]; le second membre est continu (et même
lipschitzien) : donc CT est continu ('). Mais les dérivées du noyau rela-
tivement à ,y.i, s ^ y . . ., s^-ï existent et sont continues pour X -=^ A, et
valent (^[[/'-•-^(X, A)]; donc (I, 1) l'intégrale est lipschitzienne d'ex-
posant h; par'suite a est lipschitzien d'exposant égal au plus petit des
nombres h et k. Si k^hy le théorème se vérifie donc.

Soit maintenant p l 'entier tel que ph^k<^{p 4- i)^(p^i)- Nous
allons prouver que si a est lipschitzien d'exposant nh(n^_p\ il. est
lipschitzien d'exposant égal, au plus peti t des nombres k et (^+ i)/?.;
joint à ce qu i précède, cela achèvera notre démonstration. Or (VI, 1)

/,(m~l) /,(///.—1) ^(w)

| ZG(X,A)^SA= / G(X,A^(A)âfSA- j G(X,A)^(A. , )^VA- —
J'S ^^' ^CQ

Le premier membre est donc li.pschitzien d'exposant quelconque infé-
rieur à i (VII, 2). Donc (I, 2) l'intégrale

f >ZG(X,,.^.)^(A.i)dS^
J^b'

est lipschitzienne d'exposant, ( ^ + ï ) A si {n -+- î)h <^ l y d'exposant
quelconque inférieur à i dans le cas contraire. Notre proposition en
résulte.

Supposons que la valeur absolue de la résolvante de Fredholm ait
une limitation 0[Li~t"/'~m(X, A)]. Soit d'autre part M une limite supé-
rieure de la valeur absolue de u et de son coefficient lipschitzien pour
l'exposant k. Regardons comme fixes des limites supérieures des
valeurs absolues des <^a, p? des b^ de c, des dérivées des a^ et des
coefficients lipschitziens de toutes ces fonctions pour l'exposantfîxe À,
et une limite inférieure positive du déterminant des âa ,p ; g est fixe
ainsi que le domaine borné hors duquel les coefficients de êF sont
constants; '§ est aussi donné fixe; mais regardons k et M comme varia-
bles. Les coefficients lipschitziens de l 'intégrale pour les coefficients
^h^k sont trouvés successivement égaux à 0(M), et le coefficient
lipschitzien de CT pour l'exposant k est Oi ~^~T.)' ' 1

. t - k )

(1) Même remarque qu^au passag'e analogue de (Vil , h).
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4. Condition de Lipschits pour le potentiel, — Si, outre les hypothèses
du paragraphe 2, a ^.yî lipschitzien d'exposant k <^ ï y ^ ̂  lipschitsien
d'} exposant k dans fO, et l^ est aussi hors de d) + '§.

Un procédé déjà indiqué (III, 4) permet d^adjoindreaux paramètres
^ i , .Ça? • • < î ^m-i des points de S un paramètre s^ de façon à pouvoir
repérer à Faide de ces paramètres les points X suffisamment voisins
de 3?. Il suffit de faire notre démonstration si X est dans ce voisinage
de '§; nous supposerons de plus qu'il appartient, par exemple, à 60.

Définissons a-(X) hors de S comme indépendant de s^ quand on
Inexprimé à l'aide des paramètres ; c'est une fonction lipschitzienne
d'exposant k. Soit "§" la région deSte l IequeL(X. ,A)<2L(X/Y) ,
X et Y étant deux points de d3, et soit ' ' § ' le reste de S. On a

^(w—l)
^(X)--«(¥):=: | ZG(X,A)[o-(A)-crrX)' |^SA

J^"

- r ZG(Y,A. ) [c7(A)-Œ(Y) ]^Y
J's"

-^[(7(X)-crfYy| f ZG(Y,A)<:/S,
"^

X (m-l)

4- [ZG(X,A,)~.ZG(Y,A)] [Œ(A)-(r(X)]^SA
1 1 1 ! . : ; 1 1 1 • 1 1 ^ - r ! / 1 ! ! . ! ! ! !

4-a(X) f [ZG(X,A)~-ZG(Y,A) ]^SA.
.• ! :1 1 ^ « - / ^ 1 1 1 , '

Or il résulte de raisonnements antérieurs (a, II, 21, p. ^3 à 76)
^(?-1)

que rintégralej | ZG(X, A) jrfS^ étendue à une partie S/de S\ est
bornée quand ̂  etX varient. Regardons comme fixes les coefficients
de l'équation, ou du moins h et les limitations indiquées ci-dessus
(§3) ; soit M unelimite supérieure de G et de son coefficient lipschitzien
pour l'exposant k. Alors les trois intégrales étendues à S^ sont
0 [MI/(X, Y)]. Celle qui estétendue à ̂  est 0 [^^L^X, Y)1 (même
raisonnement que pour 1, 2). Enfin la dernière est 0[ML\X, Y")1.
Donc - , • ! , ' ,' • , , : , , , • . ? : ' '

• ! ^ ( X ) - ^ ( Y ) = o f ~ M L ^ ( X / Y ) ^ . l ! • ', - : ,'
. ! . ! L l — A - , ! ^ „ J , , ^ , . •
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5. Conditions de Lipschitz pour les dérivées de s,n u. — Si^ aux hypothèses
précédentes^ nous joignons celle que k=h^ les dérivées de s,nii sont lip-
schiîziennes d'exposant h dans (J3 et le sont aussi hors de d) 4- '§ (il ne
s'agit, bien entendu, que des points de d? ou de rextérieur de cP -j- S
pour lesquels on peut employer les paramètres ,s'̂  ^, . . ., ^'").

En effet, si X est dans û?;,

/ ,^ZG(X,A)^SA
^^

=Ç , .<?///G(X, A) ^(A)JSA,- F .^G(X,A)^(A,)<^VA-^.
«./'A" J (D

Or
^ .,(///-D
— { • ^G(X ,A )^ (A . ) ^SA ,-»A,

-êX^^^^^^^^^^SX"""1'"1^^^^^"
les intégrales du. second membre sont lipschitziennes d'exposant
quelconque inférieur à î ( I , i ) ; à cause des coefficients des derniers
termes, le premier membre est donc lipschitzien d'exposant h. Mais
(1^)

à ( ^ , H ) = Ç m —-^ZG(X,A) - ] | -<7(A. ) -^ (X;1^
USy, J^ <J>!îy.

+a(X)-^ r ^ZG(X,,A)r/S^
^ff. J's

^^a J^

tout se ramène donc (I, 40) à prouver que les intégrales

/ (W.-1) ^(m—l) ^

ZG(X,A)JS.Y, J ,ç,,^ZG(X, A)^SA,

étendues à L(X, A) > p >-o, sont bornées quand p varie. C'est connu
pour la première. Quanta la seconde, elle porte sur le produit de ^,
par une fonction OjX-^X.A)] et par suite Ça, II, 21, p. 78 076) son
intégrale est bornée. . !

Si S, êF et ^ sont donnés de façon fixe, et si [ a j <^ M, M étant aussi
le coefficient lipschitxien de a pour l'exposant k ^ h ^ î y on constate
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que les dérivées de s^u sont 0 ( — ) et que leur coefficient lipschitzien

pour l'exposant k est 0 ———— •r r \Sk^—k}^

6. Condition de Lipschitz pour les dérivées de Ici densité. — Si\ en
plus des hypothèses du paragraphe 2, ^p(A) est lipschitzi en d'exposant h,
et si. les dérivées d^iine des valeurs limites de u^ quand X vient sur S,
existent et sont lipschitziennes d'exposant h, les dérivées de 'a existent et
sont lipschùziennes d'exposant h.

Tout revient à prouver que les dérivées de
^[m—\]
f ZG(X, A)O- (A)^SA,

^s?

quand X appartient à S, existent et sont lipschitziennes d'exposant h.
Or l'identité

/•*(W—3) / , (W—!) -»(///.)

| 1 ZG(X,A)^SA= ^ G(X, A)^(A)^SA- I ' G(X,A)C(A)^VA- i-J^ J^ J^ y

prouve (YII, 5) que les dérivées du premier membre existent et sont
lipschitziennes d'exposant h. -D'autre part (§3) a est lipseliitzien d'ex-
posant quelconque inférieur a i. Donc (I, 4)

. ^ ./^-î) . ' - /,(m-i) . \ , , !

^f ;;.ZG{X,A)cr<A.)^=/ , 7 Z G ( X , A ) ^ ^ A ) - a ( X ) ^ ^
. *'S' . 1 , 1 1 1 ! • 1 1 1 1 ' 1 1 1 . 1 1 ' , - «-''g? ! . ^"a . , , ! , ! , "

+'°^(x)%;^'"" '^^(X.A)^;

en posant G(X, A) = H(X, A ; o) + J(X, A), on vérifie immédiatement

en effet que ^ZG(X, A) = OII/'-^X, A)], et par suite les dérivées

de CT existent et sont continues. De plus le dernier terme est lipschil-
zien d'exposant h.

On va voir qu'il en est de même du premier. En remplaçant-^-
• ! ^ \ ! ! - , , ! ! ! ! , ! ! 1 ! 1 ; • as^
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par V C J " ^ -—? on se ramène d'une part aux termesr ^ àsy. àx^ ' r

Sr''"1'^^'^'^"^^
qui, d'après (I, 7), sont bien lipschitziens d'exposant A; d'autre part,
on a à appliquer l'opération -j—Zà

H(X, A; o) == —I——F[y^sA^(A) (^- ̂ ) (^- 05)];
VD(A)

l'opération Z donne un terme ayant Syî^(A)(*r^—a^) 'en facteur, et
un ternie OII/^^C^X, A)]; si la dérivation relative à x^ porte ailleurs
que sur le facteur S^CT^(A)(^—<^\ le résultat est encore lipschit-
zien d'exposant h (I, 7). Reste enfin l'intégrale

^(/^•~i) _ ________________
j V'^/^^A^^A.) (.'ry— ay) (^g— ^o)]

Jy
^ / 4 .(àx^ àa^\

^ ̂  Â^ '~^/ y(A•Ll^x) ./SA,
V / ' :2y,5Ay,û(A,)(.yy•—ay)(.y5—^) \/D(A)

car 2..CT.,(A)-.aJ== o; elle est lipschitzienne d'exposant A quelconque(j'ty^
inférieur à h d'après ( ly 7), le rôle des (ï-^(X) étant tenu par cr(X) et
par les —T'; donc' les dérivées de a sont lipschitziennes d'exposant À\

^^a
Alors à cette dernière intégrale, on va appliquer (1,8); il suffît de
prouver que si l'on étend l'intégrale.

^(m'-ï} _________________________„
j ¥' [\/^y,5 A.y,8 ( A ) ( .Z-y —— tôy ) ( ̂ g —— 0^ ) J

x——==^^
\/^y,3 Ay,S ( A ) ( .-Z'y —— Oy ) (^8 —— Og )

à la région L(S, T) > p > o, cette intégrale est bornée quand p varie.
Or, en prenant c?(X) indépendant de .̂ , quand on l'exprime .à l'aide
des paramètres,

a(A)-a( IX.)==2y(^-.z (y)|^+0[L^(S,T)], !

et le dernier terme donne lieu à une intégrale bornée. Mais on peut



96 OEOKGES aiBAT73>. ' .

écrire
ly ( ay — x^ ) ̂  == iy.o ̂  ( A ) A^g ( A ) ( ̂  — a^ ),

tes ;j./-; étant lipschitziens; cela ramène aux intégrales
/»(//;,-—i) ^ , _______________

j J^l^^^^^(K){^—a^{^—^)}d^^

qui sont bornées (voir^îl, 5).
Donc les dérivées de a sont lipschitziennes d'exposant h.
Regardons comme fixes //., 2?, ^ et ^9 et comme variable iiy dont les

dérivées ont leur valeur absolue inférieure à M, ainsi que leurs coef-
ficients lipschitziens pour l'exposant A. Il est alors évident que les

. dérivées de G- sont 0(M) (si l'équation de Fredholm a une solution
unique), et que leur coefficient lipschitzien estû(M) pour l'exposant A.

7. Conditions de Lipschitz pour les dérivées du potentiel. — Si, outre
les hypothèses du paragraphe 4, ^ est lipschitzien ^exposant h, et si les
dérivées de a existent et sont lipschitsienne^' d'exposant h, toutes les déri-
vées de u existent et coïncident dans OS avec une fonction lipschùzienne
(f exposant h; de même elles existent et coïncident hors de (D +• ̂  avec
unefonction lipschitzienne cT exposant h.

S'il existe unefonction a (X),à dérivées secondes bornées dans ffS,
quicoïncide sur§ avec la densité, l'identité

1 />(m~i) . />(w--l) •

• 1 . 1 . } ^GÇK^Ayffi^dS^ G(X,A)©(7(A)JS^ - 1

^ 1 - 1 1 1 1 l l v^\ , : l :^ 1 . ^ • ^ ' ; 1 / 1 1 , 1 : . ; , 1 1 , 1^ , 1 1 1 1 1 ' ,•', • . ! ' 1 1 . 1 1 1 1 ! 1 1 , , !

. : - 1 : 1 . 1 1 • 1 ^ 1 1 ' : • 1 1 : . - 1 : 1 1 - 1 , : 1 . . 1 1 : 1 . ; ^ , ^ 1 1 ' 1 1 : 1 : -lll'.l--l'rl l• l ;G(X, IA)^o'(A. I)^VA I-a l(X. I), l ^ ' -
• " 1 ' 1 1 ! 1 . 1 1 1 1 1 1 . 1 1 1 1 1 \ 1 1 1 , , 1 1 ' ' 1 ' 1 1 1 / . 1 1 1 1 , , / 1 . \ 1 , 1 '- w . ' 1 1 ! 1 ^ ' 1 .. • - : 1 1; 1 1 1 1 1 1 ; 1 1 . ! ! !

où X est supposé dans (53, et ridentité analogue pourXhors de CO + ̂
(elle se déduit de la précédente en supprimant le dernier terme), suf-
fisent à la dénionstration(VIIy 5).

Dans le cas généraL tant que X est, par exemple, dans <3?, nous pou-
vons écrire, en désignant par S un point quelconque assez voisin de S,
et en définissant a et ^? â^ voisinage de ̂  par le procédé habituel
(III, 4), c'est-à-dire en les faisant dépendre de s,, ̂  -. ., ^-^ mais
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non de Sm,
) /,('".-i)
^J ZG(X,A.MA)^

^^-1)^^L(A)-.(.)-^(^-^)^1^
^ • '̂̂  L . (}^ J

/^^ 6?G-a(S)| — — ( X , A ) c ( A ) ^
J^ w-a

^ ^(m-1)

4. ̂  (S) / G(X, A) ̂ (A.)dS^.
Wa J^

.j r- ^[rn} ^p+ 'ioj % L-X ^( x 'A ) ff (a[i ~ ̂ ) C/VA

-^lU''"""0^^^0^^2^^"^]-
Cette forniuJe subsiste notamment si S est confondu avec X (il est
évident qu'il suffît de considérer les points X assess voisins de S); or,
dans ce cas, toutes les intégrales autres que là première restent
lipschitxieanes d'exposant h quand X tend vers ÎS?; en particulier

) ^(w—i) '
— G(X,A.)©(^~^)^SA.
f7.Z-(% J^

dépend linéairement de ̂  et devient donc bien lipschitzien d'exposant
h quand on remplace ^p par^p; il en est de même pour tous les termes
autres que le premier.

Nous avons donc à considérer seulement la.première intégrale, ' .

, /^^ZGfX/A^r ,., /.Y., y / .<MX)1 ,„.; j^ ——^-2^(A)^cra)^l^^^

Tout dW)ord, elle est continue comme portant sur (^["(^^^""^(X,, A)].
Montrons qu'elle est lips-chitzienne d'exposant A.Nous pouvons nous
borner au cas où les deux points X, et Y, pour lesquels nous voulons
évaluer la différencey sont asse% voisins l'un, de •l'autre et de 1 S'pour
que la même représentation paramétrique (^, 's^ .. .y .^) convienne
pour tous deux; on peut même faire en sorte que la distance d e X à l a 1 -
frontière de la région qui admet cettereprésentation, reste supérieure

: Ânn^.'Kc, jKorm^ (3 ), XLIX.—' AVRIL iQSa» 1 1 . ' ' 1 1 1 : 1 1 1 1 1 ; ' , ' \11 1 1 1 ' ; 1 1 1 1 / i 1 ^ 1 1 1 1 , 1 11
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à un minimum positif fixe. Supprimons toute la partie de S* extérieure
à cette région : cela ôte évidemment de l'intégrale une fonction lipschit-
z ienne d'exposant h. Dans la partie conservée de S\ soient 3^ la région

L(X, A ) < 2 L ( X , Y )

et " § ' la région restante. L'intégrale
/^-^ZGCX^A) r , , . . „../.., ^ / ,^(X)1
^ —•-^î-^ ^(A)-c7(X)-^(.a^^) ̂ -J d^

*•' u?"

et celle qu'on en déduit en remplaçant X par Y, sont év idemment
Oj^I/^X, Y)]. Reste à intégrer la différence dans â^; cela s'écrit

r^-^ ()W(X, A) - pZG(Y, A:) | [ „ ,, ., ̂ ., ^ . „ (h 1 ,.1 ———1———i— ——————^ cr( A.} — 0- X, ) — 2<y ( a^ — .ZT.} -.— ^SA
J^ . ^a L ^ J L s \ • ' ' > ^•[d

f^-^^ZGfY^A) ! ' " / v - / v ^ v /• ! . ̂+ j ——^—— i \y ( y j - a- { X ) - ̂  ( j.̂  ~ ̂  ) ,—
, J^r . ^,>a L , ^^•^

-^-»)($-^))"s,.

Or, dans S7, d'après le théorème des accroissements finis,

•^-'^=MX,V,0(L-,,.--,(X,,^

i'autre-facteur-, sous îapremière intégrale, étant 0["L'Ï+A(X, A")"), cette
intégrale est bien 0[LA(X, Y)] (voir la démonstration de b, I, th. 1,
p. i37)1. •fie même • 1' 1 Y

[^(y)-^(x)-^(^?-^
La démonstration sera achevée si nons prouvons que

^ 1 1 • \ 1 1 . 1 1 1 - 1 1 1 1 . 1 - 1 1 ; 1 1 1 ' • I^Yf l (m l~ l l ) /„• l l l l^', I I^G^^ 1 1 / 1 1 1 1 1 ' 1 /
- :- T • (^p—Jp)——-j-"——-^A : . •

1 1 . 1 - 1 1 .. 1 • ' • 1 1 ^^'i l l i , 1 1 1 ; /1 1 1 . \ , - ^V'oî ^ - 1 , 1 ! 1 . 1 ' 1 1 1

•est.borné. En remplaçant G(Y, A) par H(Y, A; o) (V, 4), noas ôtons
une intégrale bornée;, comme portant sur OÏL^^çY^A)]. Or

^ : . , , , „ , 1 , „ ' Z1Ï(Y, A; o)=0[^-(y,A)3S^(^-ay)^ , • , , , ,;,,, ;
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et

^y (J'Y —— ffy) OTy ('Al) ̂ S.v

= ; (- I)"'-- .ç^——l-"^ + 0|L'^,(Y, A)îL/(<,, <,, ..,<„,_,),
( tf, [ l . i , .*., /,//^ }

S correspondant à Y et T à A; les dérivées du second terme sont
C^L^CY, A)]. On se ramène donc à

( m '\^~.^)—— 1 0[L~-(Y, A,)-]^ [dS^
. J-^' . , ^J'a • ^ / ^

•les dérivées du premier facteur, dans l'accolade, étant 0| L"" '̂""' ('Y, A) ];
si donc la dérivation porte sur ce facteur, on a une intégrale bornée
comme por tan t , su r <y//,0[ Ir^ 'CYyA)). Si: la dérivation porte sur .ç//^
nous nous ramenons^ ien explicitant Fautre facteur et en retranchant
une intégrale bornée., à

/•»(///,— li ' ^m
f (a^~J^) [2y.oAY,o(S)(^—^)( /ô—^)] l~7^( / , , ...,/,/^).^^'

Mais on peut aussi remplacer ci.^—y^ par

Ï,(^~^)^+0[L'^(S,T),|.

Le dernier terme donne une intégrale bornée, et l'on est ramené aux
intégrales

,JfH—II fit.

f (/,--^)[^.5A.^(S)(^—^)(/S—^)^ i^(^,.-^m^^^
^y'

Si £ ===m, -cette intégrale,est bornée comme pô'rtantsur^O1) ^"^'(Syî)'].
/Si s^m, un raisonnement déjà.employé (§6) montre quelle est
encore bornée- ^ . 1 „ ^ ! ! . 1 1 ! \ 1 1 1 ^ 1 , • . ' . '

Le théorème est donc démontré. , ., , .
: Regardons comme fixes des limites supérieures des valeurs absolues
des a^y b^y c,-des dérivées des .a^;p et .des coefficients lipschiUdens
deto'utes ces fonctions pour l'exposant fixe A; une l imite inférieure
positive du déterminant des a^^,-sera également considérée comme

iix.e1*, 'S est donné une-fois 'pour foutes ; on 'a 'une limitation-fixe1 pour^,
iétpouj^soîi coefficient lipachitrien1 relatif àl^fexposâïît À.-Ori regardé1
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aussi comme fixe le domaine hors duquel
-. ^ à^u , !. ;

• ;; ; • ' , . . . ^=2a^~^5 ' ' : . •

g- étant positif fixe. Alors la fonction ^(X,S)(Vy li) et celles de ses
dérivées de tout ^rdre dont l'existence est.démontrée, ainsi que les

• coefficients lipschitziens de celles-ci, ont des limitations fixes, comme-
en s'en assure en vérifiant seulement que le nombre q (V, •1l) a un
maximum inférieur, à i, car il varie de façon continue si les ^p? b y ^ ' c .
varient en continuant de satisfaire à nos hypothèses, lesquelles sont
satisfaites aussi par les fonctions limites (familles de fonctions égale-
ment continues) (?;<?£>" aussi plus loin, XIV, 5).

On en déduit que si.les dérivées ïe a sontlipschitzien nés d'exposant
i*(l'$A) et de coefficient M, les valeurs absolues de cr et de ses dérivées

• étant inférieures à" M, les. dérivées de ^;sont 0(-r") et 'leur coefficient

lipschitzien pour l'exposant k est 0 r—:—rr •

8. Remarque sur ©a. — Si, des hypothèses précédentes, on supprime
celle que4 est lipschitzien, pour la remplacer par celle de la conti-
nuité de^, la démonstration ne subsiste pas; on constate immédiate-
ment pourtant sur les formules données,, que, dans ce cas, Qu a.une
limite ,:co7l^m^l\ç^a^rf^.X..fô7lrf:^?^^^^ <©, ou quand •X tend

' ve?^' ïpar poinû n^ajppartencM

• ; , ; -9. Identité des deux • valeurs- de @u. —^ 'Ces-deux valeurs limites \WM
ideMiques. ' ' . 1 - : . • ' • • • . • • . : . ' • : • ' , • , ' •\ . . . , ^' •; , ' ' .

• ; : ; • . . En, effet,, d'après, les.û^^^ un point'de.S.où.cr.'
•etsesdêrivées^seraient.jiul.s.les^d valeurs limites1 correspondant11.
^l'une^l'^,..:!^^^':'^^.^^^
démonstration donnée plus haut(Vy 8) à propos d'un cas particulier
peut être exactement reproduite dans le cas actuel. ^

ICL Généralisattw.—L^intégrale

;-.,.1:1.; 1 ; ; : ; . . ;,/,,'.:;::';•; ..'^..--.^(X) • I.ZGp(X,A.)c7(AJ.^SA . ' ' .•^ . ^-' . . ' ; " • :;--
.,.;. : ; , . 1 • ' 1 1 . 1 . • 1 ' ; ; . 1 1 , ' : ' 1 1 1 , . 1 1 , : • , / ; 1 1 1 1 ' . < . 1 . 1 1 ' . - . ^ 1 1 , 1 , " 1 1 1 • / ^ . , 1 ' 1 1 1 1 1 . 1 . 1 . . ,1. . 1 1 1 1 - ; ,1 i i l , •. ;- 1 1 • • . 1 . ^ : 1 . ; 1 ' : • \
nediffëra^^^
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de termes

/ (///.--))
ZG^(X,A)(T(A)^S.V

=T G(X,A.)%(A.) f ZG^(A,S)cr(£)^Ss^ • \n>i). "

La dérivation de cette expression sous le signe ( est possible, et l'on
constate que ces dérivées sont lipschiixiennes d^exposant quelconque
inférieur à i. Donc tout ce qui a été dit dans ce chapitre" s'applique
aussi à la nouvelle fonction u.

11. Autre sorte de potentiel. — Avec les-mêmes hypothèses sur S et
êPy nous nommons aussi potentiel de double couche la . fonction

^W--l)

u(Z)= ®G-(A,a)<7(A)^SA.
^ " 1 . ! ' ^

Elle peut s^écrire aussi (V, 18)

/./,(£) ==c.)(S)r 0N(A,S)o- (A)^SA,
^ ' s 1 - 1 1 , • 1 1 1 1

ou,, en introduisant là fonction G^A, S) ==oj(A)N(A, S),

u.(Z)=^(S.)^ \Gf•(A.^)^dS, ' ,

. ^-^(a)J(/^1)G /(A,.S)e^)a(A)^^^^

et comme G-^A, S) est, relativement a S, la solution élémentaire prin-
cipale d^une équation satisfaisant aux mêmes •hypothèses que l'équation
donnée, on constate que toutes les propositions précédentes s^appli-
quent, à ceci près, qu'il faut remplacer Qu par 7.u dans l'énoncé du
paragraphe^.11 . 1 1 ' 11 1 1 1 1 1 1 1 1 , 1 ! , . 1 - • 1 - 1 ''•. 1 1'' . 1 1 1; •^ ^ ; l l l l i : 1 1 / 1 1 - 1 '

, , • - :; ^ CHAPITRE IX. : .' : ' ', • - • : •
CONSTRTOTÏON B'UNE FONCTION1 ASSIÏ.ÎETTIE1 SEULEMENT • : ;, , • : ,

A : CERTÀÏNES CONDÏTÏOrîS A LA FRONTIÈRE. 1 / . '.

1. On donne les valeurs d la frontière.—Supposons que la frontière
S du domaine borné ouvert ^satisfasse aux hypothèses (II, 1) et en
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outre à celle que les dérivées des coordonnées des points de S soient
lipsclii tziennes d'exposant A. Proposons-nous de construire une fonc-
tion n, l ipschitzieone d'exposant Z'<i dans (D et qui se réduise sur
3? à une fonction donnée © lipschitzienne d'exposant k.

Si l'on a déjà formé le paramètre s,n (III, 4), il y a une solution très
simple. Soit o>.^—^ une région de d) qui peut être repérée à
j'aide des paramètres s,, s^ . . . , .^-<, s,, (on suppose ^/, < o dans (D).
Il suffit de prendre dans cette région

^ ( s , s, ,^-.,,)
H -z=z ——-————————————— ( S,n -!•-" €{ ;,

et, dans le reste de û3, de prendre u == o. , :
Mais si s,n n'est pas formé, le plus 'simple est d'assujettir u à l'équa-

tien . , : . : , ,
( i ) , ^^-^^^^o, (^>o) ;

u se calcule par la méthode déjà vue (V^ 9), avec la s impl i f ica t ion que
le nombre k du passage cité peut être pris égal à zéro. On constate
immédiatement (VIII, 3,4) que les conditions voulues sont remplies;
si M est une limite supérieure de | < p | et du coefficient lipschitxien de 9
pour rexposan tÀvor | a | ^ [$ î î e t le coefficient lipschjtzien de u pour

' . . , ! • 1 ! 1 1 1 ir": i» /r 1 " 1 - ' 1 ' ! ' ! ! '

l'exposant k est Q / _ /^

Ï. On donnelesvaleurs de u et^de sa dérivée normale à la .frontière.
—Supposons maintenant qu'il s'agisse de former dans CQ une fonction
uaoût les dérivées soientlipschitzïennes d'exposant k^ À <^T , et qu'on
se donne sur S les valeurs de u et de toutes ses dérivées» II faut natu-
rellement que ces valeurs soient compatibles avec le problème, ce qui
entraîne que les valeurs données de u aient toutes leurs dérivées lîp"
schitziennes d'exposant A et que le^ valeurs données des dérivées soient
celles^ qui résultent de la connaissance de u et de la dérivée normale;
on peutdonc, comme dérivée, se donner seulementia dérivée normale,
qui doit être lipscliitzienne d^exposant ̂

,;, Soit ^i yn^ fonçtiOT prenant ies1 pleurs dppnéês^ ft11 qui soit
fermée pap l'une d^ péthNês pi?écédent@s. Si l'on g pyi§ Ig'priiCTiôr^,
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méthode, i l est évident que les dérivées de M , sont lipscliitziennes
d'exposant /»•; si l'on a pris la seconde méthode, cela a encore lieu
(VIII, G, 7). Il s'agit donc de former une fonction ^? nulle sur 5', et
telle que, sur S\

c l i ( » d(f di{,^
(In dn dti

u étant la fonction cherchée; de plus les dérivées de u^ doivent être
lipschitziennes d'exposant ^; on pourra prendre alors H=u^•Jr••^.^.
Or, soit u^ ===^(.^ -+- a)^ pour o > ^ > — ^ ; p o u r . ^ = = — ^ y on
prendra (^ ===o; sur ' S , <^ sera donné par

di/^ du, i i
1 1 1 1 1 ' ! ^^^Ty/r5 1 . ^

enfin assujettissons ^2 à l 'équation ( ï ) : ^ est alors connu; dans le
reste de dD, nous prenons u^ === û. Cette fonction u^ jouit des proprié-
tés désirées ("VIII, 5). , , , ,

•Si M est une l im i t e supérieure des valeurs absolues des valeurs
données de u et de ses dérivées, ainsi que de leurs coefficients l ip-
schifcziens ponr'l 'exposant k, on a | ^i | < M: ; les dérivées de ^ sont

o^-JL-t
^0—^)J

et leur coefficient lipschitzien est

°[̂ }
Alors

^^T^Tr^

et les dérivées de <y/,/,(.̂ , 4- a) ̂  sont

°[.̂ 7.]-
leur coefficient lipschitzien étant

,..r MI M 1L^(I-/^Jo
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Donc enfin
nr M i ^ /^r M 1"^LFIT-^} ^=°[i^-=^i-

et le coefficient lipschitzien des dérivées estO [^^7-M-7^ puni' Fex-
. 1 L ^ ^ ' ^ / Jposant À'.

(A suwre.)


