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MEMOIRE

L’EXTENSION DU THEOREME D’ABEL

AUX SERIES DITEREES Z aiRy(5)

0

Par M. Gasrox JULIA

Introduction et résumé succinct du mémoire.

Lorsque R(Z) est une fraction rationnelle, dont les R,(Z) sont les -
itérées successives, j'ai étudié la convergence de la série

(1) F(7)= Y aR.(Z)
O

dans un Mémoire (') inséré au Tome 56 des Acta mathematica, en me
bornant toutefois a I'intérieur des domaines A, ol les R, convergent
vers un point double «, attractif ou indifférent, de la substitu-
tion [Z|R(Z)]. Pour étudier, dans le présent Mémoire, Pallure de la
convergence sur les [rontiéres de ces domaines, ct dans le voisinage de ces
Jrontitres, j’airestreint le choix de R(Z) 4 cause des grandes compli-
cations qui peuvent surgir en général dans la nature géométrique de
ces fronti¢res. Je me suis donc borné aux R(Z) a cercle fondamen-
tal [|Z] =1], parce que ce sont les seules, comme on sait, ot 'on puisse
garantir I'existence d'une tangente en tout point d’une courbe fron-
titre de région de convergence, lorsque cette courbe existe. Mais on
reconnaitraimmédiatement que les méthodes employées et les résultats

(1) Mémoires sur la convergence des séries formées avec les itérées succes-
sives d’une fraction rationnelle, par Gaston Juvria.
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démontrés dans le présent Mémoire s’appliquent auz points doubles ou
cycles répulsifs ou indifférents d’une R(Z) quelconque (et a leurs antécé-
dents) situés sur une frontiére de domaine A, possédant une tangenie en
ce pornt. Yoici un résumé rapide des résultats obtenus.

A. — Substitutions réguliéres de premiére espéce.

@

1° Sous I'hypothése . a, convergente (condition nécessaire et suffi-
0

sante), la série (1) converge dans tout domaine A, ot « = o. Lorsque
[Z|R(Z)] est de premiére espéce avec deux points altractifs o« et 3
(o intérieur =0, 3 extérieur s~ ), je montre que (1), convergente
en tout point double répulsif A situé sur C (séparatrice de A, et Ag)
converge uni formément dans tout secteur intéricur & C de pointe A et non
tangent a Cj elle converge uniformément aussi dans tout secteur exté-
rieur a C, de poitnte A, non tangent ¢ C et ne contenant pus de pdles
des R,(Z), tout ceci est précisé au Chapitre I, § 1, n** 1 a 14, les poles,
des R, se répartissant sur des courbes analytiques émanées de A, dont
les tangentes en A n’ont pour rayon-limite que la tangente a4 C. Le
théoreme d’Abel relatif aux points de convergence des séries entiéres
situés surle cercle de convergence s’étend donc aux séries actuelles. La
propriété s’étend a tous les antécédents (partout denses sur C) des points
doubles répulsifs; elle ne s’étend aux points des cycles répulsifs
d’ordre n [et la série (1) n’y converge]| que sous des hypothéses
supplémentaires relatives a la convergence des séries partielles

”

E . (v=o0, 1, ..., n—1).

k=0

2° Lorsque o. = 0, (3 = o, les multiplicateurs correspondants étant = o
la propriété reste valable sous Uhypothése Ea, convergente, pour I'inté-

. , , ' ap

rieur de G, non pour I'extérieur. Il faut alors supposer Z;—,’; con-
vergente (s, multiplicateur de (3 = «) pour que (1) converge a l'exté-
rieur Ag de C; sous cette hypothése, le théoréme d’Abel s’étend encore

a tout secteur de pointe A (point double répulsif ou antécédent de
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tel point), extérieur et non tangent & G, ne contenant pas de poles
des R, (n” 15 219 du paracrraphe 1, Chapltre I, méme répartition des
poles des R, qu'au 1°).

3¢ Lorsque o =0, =, les multiplicateurs étant nuls, la propriété
reste vrate pour les secteurs intérieurs & C si La, converge. Mais la ques-
tion est plus complexe, F, (Z) étant la fonction de Bottcher de I’ori-
gine [R(Z) =r,Zr + ..., 1,5 o] telle que

F,(0)=o, Fio)£o et F[R()]=[F.(z)],

et g, le rayon de convergence de la série image

»

(=) :Z 5",

[

le domaine de convergence de (1) est défini par |F,(Z)|<p,.
Stp, < <1 (! ) zl ne corrplma’ qu’une partie de C limitée par des courbes
o, quisontdes coupures de Weierstrass pour F (Z).

Toutes les propriétés de la série en F, Za,,F’,‘", sur le cercle |F, | =,

0

o , . , —~ .
a 'intérieur se transportent 4 la série Za"Bnaux points correspon-

0
", (Z)| = p. etde son voisinage intérieur.
En partlcuher le t/)('onmc d Abel s étend a tous les points de convergence

de Ea,, F" sur cette frontiére |F, (Z)|=p, pour tous les secteurs inté-
0
rieurs, non tangents a la frontiére et aboutissant en ces points.

A Uextérieur de G, ¥, (Z) étant la fonction de Bottcher de I'infini
[R(Z) =r,Zr [1 + HolGﬂ, r,,;fo]

L2, (W#o),  R[R@)I=[FR@),

telle que
F,(7) =

(*) Lorsque Za, converge, p2 1.
Ann. Ec. Norm., (3), XLVIIl. — NovembRE 1931. 56
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L, - n roo.
et g, = — étant le rayon de convergence deEa,,z“P , la région de con-
1
0

vergence de (1) est définie par |F,| > Pi et n’exuste quesip, > 1; elle est
1

. o, , . ¥ I ’
limitée par C et par les courbes analytiques | F, | =5 Excepté le cas
1
élémentaire ou R=r,Z‘, elle présente I'aspect d’une écumoire criblée
. . , | I . . .
de trous, limités par les courbes fermées |F, | = o en nombre infini qu¢
1

s’accumulent vers tout point de €. On montre d’abord qu’on peut trou-
ver des secteurs d’ouverture finie, extérieurs et non tangents ¢ C, dont
la pointe est en A (point double répulsif ou antécédent de tel point),
et qui ne sortent pas de la région de convergence : dans ces secteurs, la
série (1) converge uniformément et le théoréme d’ Abel s’étend ainsi a tous
les points des cycles répulsifs et a leurs antécédents avec le choix précé-
dent des secteurs d’approximation (n* 20 a 28, paragraphe 2 du Cha-
pitre I). :

B. — Substitutions réguliéres de deuxiéme espéce.

Un seul point attractif « situé sur €. La convergence de Za, est la
condition nécessaire et suftfisante pour la convergence de (1) dans A,.
La frontiére de A, est unensemble E; parfait, partout discontinu, situé
sur C; le complémentaire de E; est formé : 1°d’un arc pav du cercle C,
limité aux deux points doubles répulsifs g et v qui encadrent sur Cle
point double attractif «; 2° de tous les antécédents de 'arc pav; les
arcs du complémentaire sont intérieurs 2 A, (').

1° Points (., v et leurs antécédents. — A un tel point A aboutit tou-
jours un arc de € intérieur & A,. Dans tout secteur de pointe A,
INTERIEUR A A,, non langent & C, ne contenant pas de pdle des R,, la
conyergence de Xa,R, est uniforme et le théoréme d’Abel s’étend. Un
tel secteur peut chevaucher sur C, contenir des arcs de C. Son ouverture
peut érre >, puisque : 1° sa partie, intérieure & C, peut étre arbitrai-

(1) A, comprend donc ¢ la fois Dintérieur et lextérieur de G, unis par les
arcs du complémentaire de Ex
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rementvoisine de m, et 2° les poles de R, voisins de A se répartissent
sur des courbes analytiques émanées de A dont un nombre fini seule-
ment fait un angle < n —z avec I’arc de G intérieur a A, qui aboutit
en A. ‘

2° Points doubles répulsifs et antécédents distincts des précédents :
tls ne sont pas exirémités d’arcs du complémentaire de E;. Donc, sur G,
dans le voisinage et des deuz cdtés d’un tel point A, il y a des points
de E, et des points du complémentaire. Un secteur intérieura A, de
pointe A est ou bien intérieur a €, ou bien extérieur a C: il ne che-
vauche pas sur C; son ouverture est toujours < = lorsqu’il n’est pas tan-
gent a C et ne contient pas de péles de R, la convergence de La, R, (Z)
y est uniforme et le théoreme d'Abel s’étend. Tout se passe pour ces
points comme dans le 1° des substitutions réguliéres de premiére
espéce (n° 28 bis, § 111 du Chapitre I). ’

C. — Substitutions singuliéres de deuxiéme espéce.

On les étudie & 'aide des résultats établis dans le Mémoire des Acta,
t. 56. Il y a sur € un point double indifférent o, tel que :

R(a) =@, R(a) =1, R7(a)zZo

et d— 1 points doubles répulsifs de [Z|R(Z)]. Le domaine A, de
convergence des R, vers « se compose d’abord de 'intérieur etde I'ex-
térieur de C. Sa frontiére est un ensemble parfait discontinu E; situé
sur C. o appartient & E;. Le complémentaire de E; sur € contient un
arc op. unissant o 4 I'un (convenablement choisi) des deux points
doubles répulsifs (soit i) qui encadrent« surC et tous lesantécédents
de ap.; ces arcs appartiennent aussi & A, et unissent I'intérieur et Pex-
térieur de C a 'intérieur de A,.

Comme en B, la convergence de Za, est la condition nécessaire et
suffisante pour la convergence de (1) dans A,.

1° En ., o ou leurs antécédents, le théoréme d’ Abel sétend a tout sec-
teur doué des propriétés énoncées au 1°de B. v
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2° Aux autres points doubles répulsifs ou leurs antécédents, le théo-
réme d’Abel s’étend aux secteurs doués des propriétés énoncées au 2° deB

(n**29 a 33 bis du paragraphe I, Chapitre I1).

D. — Substitutions singuliéres de premiére espéce.

Un seul point double indifférent o

R(a)=aqa, R(a)=1, R"(a) =o, R"(a) #Z o

et d— 2 points doubles répulsifs, tous situés sur €. Le domaine A,,
ou les R, convergent vers «, se compose de lintérieur et de
I'extérieur de C. Sa frontiére est C tout entier (cas limite de A) sur
lequel les antécédents de « et des points répulsifs sont partout
denses.

On compléte d’abord le Mémoire des Acta, t. 56, par 'étude générale

de la convergence de 2 a,R,(Z) dans le domaine d’un point double
indifférent A, tel que

Ri(a) =1, R'(a)=...=RI"(a)=o, Rirt £ o,

Lorsque a = o et £ oo la convergence de Za, est la condition néces-
saire et suffisante pour la convergence de Xa,R,(Z) dans A,; lorsque

1
a=o0 la condition est Za,n ” convergente; lorsque «=oc, c’est

1

Za,.n’? convergente (n 34 et 36 du paragraphe 1I, Chapitre I1).

Icip=2et|a|=1, donc la convergence de La, doit éire supposce et
I'on démontre que le théoréme d’Abel s étend a tout secteur intérieur a C,
ou extérieur @ C, ayant sa pointe en o, ou en un point double répulsif,
ou en un antécédent de ces potnts, dans les mémes conditions qu’au 1°de A.
Pour les secteurs extérieurs il faut noter en outre que si leur pointe
est o ou un antécédent de o leur ouverture peut étre arbitrairement
voisine de w sans qu’ils contiennent de poles : on peut en effet mon-
trer qu'en « par exemple, il n’y a aucun pole des R, dans le demi-
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4
plan, ne contenant pas @, que détermine la tangente en o a € (n° 37
du Chapitre II).

Remarques sur les méthodes employ ées. — On observerale role impor-
tant joué dans le présent Mémoire par des séries telles que

Z[l’\,,(Z) — Ruyi (Z)] pour A (1), B, C, D;

n=0
o

DS RA(Z) — s Ry (Z)| pour A (20);
” n=0H
IR — Ry PR — Byt B | pour A (39).

k=0

On est amené a montrer (ue ces séries sont uniformément bornées
quel que soit Z dans le secteur étudié. Pour cela, sans restreindre la
généralité, on substitue en général avec avantage aux secteurs étudiés
des secteurs invariants par[Z|R (Z)], ouplutotlimités par des courbes
analytiques I' invariantes par[Z|R(Z)]; les nouveaux secteurs A’ s’ob-
tiennent en considérant un quadrilatére curciligne fondamental A’,
intérieur au domaine A, considéré, et une famille d’antécédents suc-
cessifs de ce quadrilatére, juxtaposés les uns aux autres, tendant vers
le point répulsif A, sommet du secteur, et engendrant par leur
ensemble le secteur d’étude A'. Il est généralement aisé, a 'aide des
évaluations approchées de R, en fonction de ndonunées dans le Mémoire
cité des Acta et complétées ici, de prouver que la série a étudier est
bornée dans A’ et d’en déduire, par la considération de ses valeurs aux
antécédents successifs d'un méme point, qu’elle reste bornée dans
tout A,. Une autre méthode, plus élégante, employée au A (1°)raméne
le fait précédent & une évaluation d’une borne supérieure de la longueur
d’une courbe invariante I" entre un point Z et le point répulsif A dont
elle émane, les termes |R, — R,.., | étant les cordes d’une ligne polygo-
nale inscrite dans cette I'. J’ai d’ailleurs donné, dans le Bulletin des
Sciences mathématiques (t. 55, 1931) 'application de cette méthode
géométrique a la démonstration du théoréme d’Abel Jui-méme sur les
séries entieres et le lecteur pourra s’y reporter pourrapprocher ce tra-
vail du Mémoire actuel.
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CHAPITRE PREMIER.

SUBSTITUTIONS REGULIERES DE PREMIERE ET DE DEUXIEME ESPECES.

Préliminaires.

1° Le rappel des principales propriéteés de ces substitutions a été
fait dans le Mémoire cité des Acta, t. 56 (Chap. I, n° 7), et le lecteur
est prié de s’y reporter. Le cercle fondamental € étant supposé coin-
cider avec |Z| = 1, une substitution de premiére espéce Z, = R(Z),
ol R est rationnelle et de degré d, admet deux points doubles attractifs
o et B («intérieur), symétriques par rapport & G, dont les multiplica-
teurs R'(«) et R’ () sont imaginaires conjugués et en module <1
(ils peuvent étre nuls). Le domaine A, de convergence des R, vers «
est |Z|<1. Ag est |Z|>1. Sur € il yad — 1 points doubles répul-
sifs R(Z)="7 a multiplicateur réel > 1 et toutes lesracines des R, =Z
(cycles)sont(excepté et 3) situées sur € qu’elles remplissent de fagcon
dense; pour chacune de ces racines on a R, > 1, ces racines appar-
tiennent a des cycles répulsifs. L’ensemble | Z| =1 est’ensemble sin--
gulier de l'itération [Z|R(Z)] que j’ai appelé E, dans mes recherches
sur ce sujet. Tout point du plan (excepté éventuellement et 3) admet
E; pour dérivé de ses antécédents. I sépare ici A, de Ag.

Lorsque [Z|R(Z)] est de deuxiéme espéce, il y a un pornt double
attractif o sur |Z| =1, dont le multiplicateur R’ (&) est réel et compris
entre o et 1 et d points répulsifs & multiplicateur réel > 1. Le domaine
de convergence des R, vers « se compose ici de tout le plan Z moins
un ensemble parfait discontinu Ex situé sur C et qui n’est autre que le
dérivé de 'ensemble des racines des équations

R (Z)—Z=0 (n=1,92, ..., 00).

E; est 'ensemble singulier de I'itération [Z|R (Z)] et le dérivé de I’en-
semble des antécédents d’un point quelconque du plan.

Le complémentaire de E; sur C se compose de I'arc pav, limité aux
deux points doubles répulsifs . et v qui encadrent «, et de tous les anté-
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cédents de cet arc. Parmi les extrémités des arcs contigus 4 Eqiln’y en
a donc que deux : p. et v qui soient des points doubles répulsifs ou
des racines d’équations R, (Z) — Z = o (points appartenant a des cycles
de I'itération) (wozr plus loin, § III).

2° Lorsque « £ o (et cela est toujours vérifié pour les substitutions
de deuxiéme espéce) la condition nécessaire et suffisante de conver-
gencede Za,R, dans A, est que Za, converge. Alors X, R, (Z) converge
uniformément dans tout domaine fermé intérieur a A,.

Lorsque a =0, s %= 0,4l faut et il suffit que La,s" converge, s étant
le multiplicateur de «, pour que Za,R, converge uniformément
dans e. Alors B=ou0, et la convergence de Za,R, dans Ag

exige la convergence de § (S‘,, multiplicateur de } = oo est le con-

jugué de s et il est =0 en méme temps que s). Alors Xa,R, converge
uniformément dans tout domaine intérieur 2 As, ne contenant pas de
poles des R,. La convergence dans Ag, lorsque B = oo, entraine donc la
convergence de X|a, ]

Lorsque s =0 avec « =0 (et f =) les choses se passent différem-
ment : le domaine de convergence de Za,R, peutn’étre qu’une partie
de A, et il peut atteindre une assez grande complication comme on le
verra dans le Mémoire cité des Acta, t. 56. Nous y revenons en détail
dans le paragraphe I du Chapitre I.

3° Dans ce qui suivra, nous utiliserons aussi quelques propriétés
dela fonction de Poincaré relative i un point double répulsif de [Z| R(Z)]
déja démontrées et utilisées ailleurs ourésultantaussitot de propriétés
démontrées ailleurs [voir par exemple les Mémoires cités dans le Cha-
pitre préliminaire du Mémoire des Acta, t. 56, et aussi Sur la permuta-
bilit¢ des fractions rationnelles, p. 199 et suiv. (4dnn. Ec. Norm. sup.,
1922)]. p étant un point double répulsif quelconque p=R(p),
g=R/(p)>1, situé sur G, il existe une fonction méromorphe f(z)

telle que
. J(o)=1p., J(0) =1, S(ze)=R[f(3)]

Sans restreindre Ja généralité on peut supposer que p = + 1 (rota-
tion d’axes).
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Par Z=f(s), & tout Z [excepté éventuellement les deux points
doubles attractifs « et 3 et alors la substitution Z, =R (Z) se ramene
4T, =T« en ramenant « et 3 & T=0 et T'=o0o] correspondent une
infinité de pointsss’accumulant vers l'infini. Le voisinage de z =0 se
transforme en celui de Z=1. L'ensemble E, du plan Z devient un
ensemble &, du plan 5 qui est celui qu’on appelle aussi « ensemble J »
de la suite f(z3").

Lorsque la substitution (Z|R) est de premicre espeéce, E; est iden-
tiquea Cet &, devient une courbe analytique émanée de z=o inva-
riante par (z|z¢), c’est une droite passant par O etcomme /"(0) =1,
.=+ 1 c’est 'axe imaginaire du plan z. Un petit cercle entourant
Z = -1 engendre par itérations successives [4 cause de f(z0)=R|[f(5)]
et des propriétés connues de Uitération | une surface de Riemann X qui
est la surface engendrée par Z = f(z) lorsque z décrit tout le plan z (worr
mon Mémoire Bull. Soc. math. de France, t. 52, 1924). L’axe imagi-
naire du plan z est axe de symétrie du plan z comme C 'est pour X. Au
demi-plan & gauche R () < o correspond Pintérieur [Z]| <1 de @, une
infinité de fois recouvert; & ®R(5)>o correspond |Z|>1 une infi-
nité de fois recouvert. Lorsque 5 parcourt R (z)=o0 toujours dans
le méme sens, Z décrit € une infinité de fois et toujours dans le méme
sens. A tout Z de module < 1 correspondent une infinité de 3, tels que
f(z)=Zet R(5)<o.A cause de f(z5")=R,[/f(5)] et de la con-
vergence des R, vers « ou {3, selon que |Z|est <1 ou >1, f(3) tend
vers (3 lorsque z décrira une demi-droite quelconque issue de O et d’ar-

' . | T T ey .
gument compris entre — = et + =, f(z) tendravers o si "argument est

m ,3m . : e -
entre -~ et —- « et § sont valeurs asympotiques de /(z). Il en résulte

que les rayons Os; correspondant aux racines de f(z;)=7Z n’ont pour
limite que I’axe imaginaire.

Lorsque (Z|R) est de deuxiéme espéce, &, est, comme E,, un
ensemble parfait discontinu. La partie de E; comprise dans un arc
de C arbitrairement petit contenant p. engendre par itérations (succes-
sives) tout Ey;; il lui correspond par Z= /() une partie de &, voisine
de zéro, située sur 'axe imaginaire R (5) = o et dont 'itération succes-
sive par [z|zg] engendre tout &,. L’axe imaginaire est transformé
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dans € décrit uneinfinité de foisetles demi-plans R (z) << oet R (z) >0
correspondent encore a |Z]| <1 et |Z]> 1.

Mais F (z) n’aici gu’une seule valeur asymptotique «, limite de f(z)
sur tout rayon émané de O et distinct de R (5) = o. Lesrayons oz, ont
encore pour limite le seul axe imaginaire (quel que soit Z fixe). Il ya
d’autres particularités de f(z) et de &, qui distinguent entre eux les
deux points doubles répulsifs extrémités d’un intervalle appartenant au
complémentaire de E; et les autres. Nous y revenons au paragraphe III
du présent Chapitre. Pour les premiers, &, est localisé sur une des demi-

droites issues de O que porte R(z)=o0, pour les autres &, s’étale sur
toute la droite R(z)=o,

I. — Substitutions réguliéres de premiére espéce, & multiplicateurs == o.

, .
10 o 0, (35 ce.

1. Supposons donc X«, convergente et Z=-+1 point double
répulsif de la substitution réguliére & cercle fondamental Z, =R(Z)

dont « et {3 sont les points attractifs. La série Zau]{”(_Z) converge

0

P

pour Z =1 et sa valeur est S =Y a,. Montrons que 7 (z) = ,a, R, (%)
0

0
tend wvers S lorsque Z tend vers +1 en restant i l'intérieur d’un
domaine A intérieur au cercle fondamental € et aboutissant en
A(Z = +1) non tangentiellement au cercle fondamental, c’est-a-dire
que la partie de A suffisamment voisine de A devra étre intérieure
4 un secteur de sommet A, de bissectrice OA, d’angle au sommet
= —1 (1 >0).

Considérons pour cela la différence

(1) 'é‘zzanl’\n(Z)—S:Xan[R,L(Z)-—1],

n

pour marquer la convergence de .s*,,:Zu,, vers S on remplace «,
0
Ann. Ec. Norm., (3), XLVII. — DgceMBRe 1931. 59
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par s, — s, et il vient

(o) 0= su(Ry— Ry ) - s — [)1
i

en (enant compte de ce que limR,(Z) ==z pour toul Z intérieur. Kn

nTTw

posant

Sp== 8 -+ &, <'|ims,,:u',
) . " / o )
il vient
‘ Pl .
N . . > R ) )
(3)y o= E (B — R, 0) 4 s(R,—1) »-«.«Z e (R — R, )=+ 1+ 1,
0 /I

e posnnl

=1

‘ : N .
llzz‘c,,( R,— R, ). =5, —1) el /;;:::2‘3,,(_1‘\,, — )
0 Y2

Lorsque p est fixé chacun des termes de ¢, tend vers zéro, donc ¢,
tend vers zéro lorsque Z - 1. De méme ¢, —- o lorsque Z - 1,

Montrons qu’on peut choisir p fixe et assez grand pour que 7, veste
inféricur & tout nombre fixé & Vavance quel que soit 7 dans [
domaine A signalé précédemment.

2. Il sulfit pour cela de prouver que la série
(1) Zil‘n(/‘) "‘]‘/lw((/‘).
q

reste bornée, quel que soit ¢ et quel que soit Z dans A.
En effet, si cela est démontré, on aura, quels que .soient p et Z
i /
dans A,

2

E Ry — Ry (7)< L
Vy
Puisque lim ¢, =0, on peut choisir p assez grand pour que n>p

nm»

donne g, [ <z (e arbitrairement petit). On aura alors, avee ce choix
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N
o
-1

de p, et quel que soit Z dans A,
; L ‘ 58 52 i R, — R, L= el

»

c¢’est-a-dire que 7, sera arbitrairement petit comme on I'a annoncé.

3. Envisageons donc la série
N IR R (2
q

Le terme général [ R, (Z) — R, (Z)  est ladistance du point R, (Z) ason
conséquent R, (Z). Or, on sait que par un point Z quelconque inté-
rieur au cercle fondamental passe une courbe I' (et méme unc infinité)
ingariante par [Z|R(Z)], aboutissant en Z = -1 non tangentiellement
au cercle fondamental €; IY est analytique en Z =1, I contient une
famille d’antécédents de Z, R x(Z) (K=1, 2, ..., «) qui tend vers
L =1, clle contient tous les conséquents de Z et aboutit en Z = « en
général avec un pointasymptote. On obtientI"a partird’ane demi-droite
ds la fagon suivante. On sait que, au point double répulsif Z=-+-1
de multiplicateur 5> 1, correspond une fonction méromorphe /()
telle que

J(o)== 41, S (o)== et Jlas)y=R| [(=)],

on l'appelle la fonction de Poincaré correspondant au point ré-
pulsif Z=—+1.

Lorsque = décrit le demi-plan R(z) > o, Z = f(5) décrit Uintérieur
de € cercle fondamental, lorsque sz décrit R(z) > o, Zdécritl’extérieur
de €. Lorsque z décrit une demi-droite issue de o dans le demi-plan
R(z)< o, laquelle est invariante par (5|cz), Z décrit dans C une
courbe analytique I' invariante par[Z /R(Z)] allant de + 1 4 «, qui con-
tient tous les conséquents.d'un de ses points { et une famille, tendant
vers -1, d’antécédents de ce point {. A chaque Z,, intérieur a € cor-
respondent par f(5))=~%, une infinité de 5; dans le demi-plan R (3) <o,
chacune de ces demi-droites allant de o & ces s; est transformée par
7= /(z) en une courbe I'; du type précédent passant par tous les con-
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séquents de Z, et par une certaine famille d’antécédents de Z, qui tend
vers -+ 1. L’ensemble des demi-droites Oz; n'admet que I'axe imagi-
natre pour un ensemble limite, il n’y a donc qu'un nombre fint de
courbes T'; issues de 7 et aboutissant en 7 =1 par U'intérieur de A.

4. On peut se borner & la partie de A voisine de A(Z=-1) et si
"on veut & un secteur A’ de rayon assez petit de sommet A limité par
deux courbes issues de A et faisant avec AO de part et d’autre,

T . . . RPN .
P’angle =~ — . A A" correspond biunivoquement par Z = /() un petit
secteur rectiligne ¢’ de sommet O limité par deux demi-droites faisant
(— — q) avec la partie négative de 'axe réel. Si Z est dans A/, z est

dans 2’ et la longueur de I'arc AZ de courbe invariante I' qui corres-
pond au segment Oz est finie, elle a quel que soit Z une borne supé-
rieure (') /. A partir de Z la courbe I' se prolonge jusqu’en « : je dis
que P'arc Za de I' est aussi de lonaueur finie. En effet soit Z_, anté-

e =r(3))

La coutbe I' est constituée des conséquents successifs de l'arc 7., L.

Lorsque n est assez grand, Z,, tendant vers «, est intérieur & un cercle
. 1 o \ y e\ |

de centre o de rayon assez petit pour que dans ce cercle | R'(Z) | <<k <1

(k est supérieur d’aussi peu qu’on le veut au multiplicateur de « qui

est < 1). On a alors

r/-r\ 7o
longueur arc Z,.., Z,.., << & \longueur arc 7,7, .,

cédent de Z situé sur I'ar

ce qui prouve que les ares successifs sont majorés par une progression
géométrique de raison k. Done 'arc Z« a bien une longueur finie. 11 en
résulte que chaque courbe V' a enire A et = une longucur totale finie. 11
est facile de voir que /'ensemble des longueurs des T dont les tangentes
en A sont intérieures au secteur A', admet une borne supérieure.

En effet ces I' correspondent aux demi-droites Oz faisant avec la

. , . . . . . ™
partie négative de I'axe imaginaire un angle compris entre — — 7

(') En effet, f est holomorphe dans ¢’ et sur son contour, en z == 0, J’(0) == 1,
| f (=) s o1 J'] << m, si donc % est le plus grand
segment O s de ', on aura I'<mA.
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et = —. Envisageons la partie 5" de ces demi-droites comprise entre
deux cercles de centre O de rayon r, etr, 5, r, étant assez petit pour que
le quadrilatére curviligne ¢” ainsi construit soit intérieur & <. Il est
clair que les antécédents et les conséquents successifs de ¢” par (s |59)
eugendrent 'angle balayé par les demi-droites précédentes. A 2" cor-
respond par Z = f(3) une aire A” /ntéricure 3 A’ et dont les conséquents
et une famille d’antécédents recouvriront par leur ensemble 1'aire
balayée par les courbes I' dont les tangentes en A sont intérieures A’
-Or, lorsque Z reste intérieur & A”, il est immédiatement visible que la
longueur de 'arc 2Z de I' a une borne supérieure /" ne dépendant que
de A” (on peut par exemple, pour le voir, raisonner par Pabsurde et
appliquer le lemme de Bolzano-Weierstrass) Z, dans A, est « forsord
intérieur & A" done 'arc AZ de 1" est £7'. En définitive, 'ensemble des
longueurs des I' considérées admet la horne supérieure &'+ 7.

[Au contraire, les racines z; de f(5)=1Z%, étant telles que z,— =
pour 7 -~ » de facon que Oz; ait I'axe iraginaire pour limite, les
courbes I" correspondant & ces Oz; comporteront des arcs (AZ,); dont
la tangente en A tend vers la tangente au cercle C et dont les longueurs
ne peuvent étre limitées supérienrement comme on I'a fait précédem-
ment. | '

5. Cela étant, il est clair que, tous les R, étant situés surla courbel’
passant par Z envisagée, et les [R,— R,.., | représentant les cotés suc-
cessifs d’une ligne brisée polygonale inscrite dans cetteI', on aura quel
que soit ¢

T g L

DURL) By (L) 2 =1,

U
pour tout Z intérieur a A, puisque avec les hypothéses faites sur 4, on
peut recouvrir A avec des I" dont les tangentes en A font avec AO, et

de part et d’autre, un angle §§ — 7 (7 positif convenable).
On adonc bien prouvé que la série convergente Z [R.(Z)— Ry (Z) |

v
(est uni formément bornée dans A quel que soit g. Elle n’est pas unifor-
mément convergente dans A car, si grand que soit 7, on peut trouver
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dans A un point _, (tendant vers + 1), antécédent d’ordre n du point?
de A, o

Rou(Zn) — Ry () =0 — R =a =0,
¢’est-a-dire qu'aussi grand que soit z, le terme [R,(Z) — R,., (%) peut
en un certain point de A, acquérir une valeur fixe «3£o0, ce qui
contredit la convergence uniforme.

6. La série Xa,R,(Z) possede donc aux points doubles répulsifs
sttués sur le cercle fondamentat € la propriété dite théoréme d’Abel pour
les séries enticres. Iille converge aux points doubles répulsifs el sa valeur
est limite de la valeur en un point intérieur lorsque ce point tend vers le
point double sans devenir tangent « la circonférence.

La démonstration précédente nous a prouvé que ZI.R.,, (Z)y—R,. (L)
q

%

’ o ) . y r. -l 78 7
étant uniformément bornée dans A, la série ZE,,,]R,,,(/J)—-—R,,,‘ (Z) ]
0
est uni formément convergente dans A, lorsque lime,= o. Il en résulte
n=w
encore, en remontant la série des équations (3), (2) et (1),
que 2 a,R.(Z) estuniformément concergente dans A, ce qui est un autre

0
aspect du théoréme d’Abel rappelé pour les séries entiéres.

7. Remarquons maintenant que, si 0 est un point double, et { un

antécédentd’ordre £ de ce point double [R.({) = 0], la série Ea,, R, (0)
se réduit '
b1 P

3 Lt 7
R,(r \' R, (6 5
a1y (‘: ) - e I“/ ( 7 ) == [ “/L (t ) -+ jz ey
0 0 0

1]

laquelle est convergente. Done, en tout antécédent d’un point double
situé sur C, la série Xa, R, (Z) converge. Et 'on sait (Préliminaires) que
les antécédents successifs d’un point quelconque de @ forment, dans
le cas présent, un ensemble partout dense sur €. Il existe donc
sur C un ensemble partoul dense de points de convergence de Xa, R, (%),
a savoir, tous les antécédents des points doubles répulsifs. Mais cela
ne suffit pas pour affirmer la convergence de £a, R, sur tout C.
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8. En effet, 'hypothése Za, convergente ne suffit pas i assurer la
convergence aux points de tous les cycles répulsifs. Considérons pav
exemple une fonction R(Z) pourlaquelle les points 41 et — 1 forment

(="

un cycle d’ordre 2 et prenons a,= . Alors Xa, converge tandis

quau pointZ=-+1onakR,= (—1)"; donc Xa,R,(+1) -::2:-} qui
diverge. Il faut donc des hypothéses supplémentaires sur Xa,.

Envisageons un cycle d’ordre n formé des points Z,, Z,, ..., Z,.
On a

Z,=R(Z), To=R(Zy. ... La=R(Z,). L=R(Z,),

el chacun des Z; est un point double répulsif pour

‘Z VX P‘n (Z)I, ZI: Ru ‘..Zi)s
R (Ze) = RUL )R L) .. R (L) =00y L | > 1

Envisageons les séries

" r
Uy == Oy~ o~ o o= E [ en posant x}’,: [T
Jer=0 f==0
P Y
N\ R
I S P C S S Z Ao » ST Y s
=11 hz=0
7 "
) &' el
gy A Ugppey =400 2 A opsein—1) » S, = feppieippoy o
k=0 b
Au point Z, on aura
po-(—1)
E Wy By (1) =787, 4= Ly}, . .- Losy ™' = Spuin— (Ly) =8, (Ly),

Po==0

au'point Z, on aura

Pt (n—1;

2 (lp.Rp,(,Z-:) =1, S](} -+ Z:;S/l; +. .2 S;)'wl = Spnt-n—1 (7)) = -S;; (Zs),

p==0

au point Z, on aura

P (=1}
Z R (L) = Znsh=+ Lysh+. ..+ Loy S5 == Spnien—s (Zn) == 8, (Zn).

p=0



41‘36 GASTON JULIA,

La convergence de Za,,R,, aux points Z,, Z., ..., Z, exige que les
0
seconds membres des équations précédentes aient des limites finies
lorsque p devient infini.
Or les équations, envisagées comme des équations en s, s,, ...,s "
admettent le déterminant classique

7, 7, 7,
1, 7., ... 7

of = - ” '
VY /A

et lorsque 3 o (cas général), il est clair en écrivant les formules de

Cramer qui donnent les s, s s"' en fonction linéaire des

e Sy ey S
deuxi¢mes membres s, (Z,), ..., s,(Z,) que Uexistence de limites finies
pour les deuxiemes membres cniraine Ucxistence de limites [finies pour
les inconnues, lorsque p decient infint. Les séries

%

-—1 .
2 = (v==0, 1, ..., 0 —1)

k=0

sont alors convergentes. Donc, dans le cas général, pour pouvoir affirmer
la convergence de Xa,R, aux points de tous les cycles répulsifs

. .- ~
d’ordre n, il faudra supposer concergentes les n séries 2(1,‘.,”., )

k20

(v=o0,1,...,n—1) formées en prenant de n en nles termes deZa,,.

0
%

Il est clair, par exemple, que si >|a,| converge, toutes les séries

0

za,,,,,..., convergent, quels que soient n et v, et Xa,R, converge alors
h==0
uniformément sur tout C car R, =1 sur tout €. Peut-il arriver que

(') Y a-t-il des exceptions? La convergence en lous les cycles répulsifs
d’ordre 2 n'entraine-t-elle pas toujours la convergence des n séries précédentes ?
Nous n'insisterons pas ici sur ce probléme.
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toutes les séries Ea,,.,,:,., solent convergentes quels que solent n et v

f==0

sans que zla,, | soitconvergente? C’est une question surlaquelle nous
0
n’insisterons pas iei.

9. Nous nous contenterons simplement, dans I'hypothése ou les n
séries

3

E [ (v=o0, 1, ... 00— ).

k=0

convergent, d’étendre aux points de tous les cyeles répulsifs d’ordre n
le théoréme d’Abel généralisé précédémment aux points doubles
répulsifs.

215 ..., Z, étant les points du cycle considéré on aura pour |Z | <1

Ed

F(L) = Z B (7) :2 o Rin (72)

0 k=0
» w

. N - .
"?‘Z Wiy By (1) 4. "3‘2.‘ Wi sin—s) Rinesin—y (7).

k== k=0

Supposons que Z tende vers Z, en restant a l'intérieur d’un angle ¢, de

r M M r e »
sommet Z, de bisscetrice OZ,, d’ouverture 2(; — 'q> < =. En posant
N N .y - .. W r,
R.(Z)y=p9(Z) la premicre des X précédentes sera Za,,.,,\:,..(ll) et

f=0

puisque Z, est point double répulsif de 7 (Z)il résulte de la démons-

tration faite que Z(z,,.,,p,,. (%) converge uniformément dans tout
k=0
domaine A intérieur & &, aboutissant & Z, par U'intérieur de I'angle ¢,

et tend vers (Z. Za,..,,> lorsque Z tend vers Z, par Uintérieur de &,.

k=z0

De méme pour

%

2 A fen 1y Ry (Z‘) :Z Qlepi-1 'C’/-'[: R(,Z)]7

R==0 L0

Ann. Ee. Norm., (3), XLVIII, — DECEMBRE 1937. a8
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puisque alors R(Z) aboutita Z, par Pintérieur d’un angle curviligne ¢,
transformé de ¢, par R(Z), de sommet Z,, de bissectrice OZ.,

d’ouverture 2<§—*f,) égale & celle de A,. Le méme raisonnement

s’appliquant aux nséries partielles en lesquelles on a décomposé & (Z),

il résulte bien que la série > a;R.(Z) converge uniformément dans A

1]

et a pour limite Za,{R,,(’ Z,) lorsque Z tend vers Z, par un chemin non
0

tangent & € (chemin compris dans €, pour v assez petit). Et le rai-

sonnement fait pour Z, se répétant identiquement pour tous les Z; il

résulte que le théoréme d’Abel généralisé est encore vrai pour les

points de tous les cycles répulsifs d’ordre n sous Phypothése de la con-

vergence des n séries

S‘«k,,;,‘, (ve=o0, 1, ooy 2t 1).

k=0
Mais d’ailleurs, on a vu que, si { est antécédent d’ordre £ d’un point

double répulsif O[R,(L) = =R(H)], la série Ea,, R, converge en L.
Ferivons-la o
A

F (1) = 2 u Ry (L) - P r o R Re(2)].

e n==0

. \ : - ) - o ,
D’aprés ce qu’on a vu, 2‘(1,(,,, R,(u) converge uniformément dans
n=0
tout domaine A,, intérieur & €, aboutissant a 6 par l'intérieur d’un
angle @ de bissectrice 00, d’ouverture <. Il en résulte : 1° que

W b - ly 4 ;‘ ly M ’

z e R Ri(Z)] et par suite Za,,, R.(Z)converge uniformément dans
n==0 0

tout domaine A, intérieur a4 G, aboutissant 3 { par lintérieur d’un
angle € de bissectrice O, d’ouverture < =; 2° que F(Z) tend vers

> a,R,({) sur tout chemin aboutissant & { par l'intérieur de . Le

0
théoréme d’Abel généralisé est donc vrai pour tous les antécédents des
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points doubles répulsifs et une démonstration analogue sous ["hypothése
de la conpergence des n séries

va/,,H_v (v=o0, 1, ..., n—1)
montre qu'il est vrai pour les antécédents de tous les cycles répulsifs.

10. Au contraire, sans I'hypothése de la convergence des séries par-

tielles précédentes, on a vu que Ea,,l%,,(Z) peut diverger aux points

(—u"
n

R admettra toujours un cyele répulsif d’ordre 2 formé de deux points

distinets Z, et Z,; au point Z, on aura

d’un cycle répulsif. En reprenant 'exemple a,=1, a,=

3

e g » 7 ”
E (!,,Ii,,(Z,):Z,E((._,,,«{_Z‘_.za._,/‘.,,lz:Z[('/ﬂ—FZ,Z;‘I—/‘_——Zzzgkll-
h==0 fe==0 k=0 Lokt k=0
» »
[l est immédiatement visible que, 27'7 _ZT/]T—T ayant une
k== k=0

r r
. A R . . . o R I
limite finie lorsque p devientinfini, la quantité Z, Z =T Z"’Z—:z/.~+1
=3 k==0

n"aura de limite finie, pour p =+, que si Z, = Z,, ce quin’est pas le

cas ict. Donc en Z, et en Z., la série Ea,, R, (Z)est alors divergente. En
n=>on

an point quelconque {, antécédent de Z, d’ordre p, [R,(0)=Z], la

série s’éerira

=1 -

2 iRy (¢) ‘*“2 Ap.i-f: R, ( Zy)

=] k=0

of par conséquent divergera puisque Y a,.Ri(Z,) diverge. La série
k=0

proposée E (_”” R,(Z) converge donc sur € aux antécédents de tous

les points doubles répulsifs, mais diverge aux antécédents de tous les
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cycles répulsifs d’ordre 2. Ces deux ensembles de points sont chacun
partout denses sur G. On voit que lorsque la série £a, n’est pas absolu-
ment convergente, les points de convergence et de divergence peuvent
otre inextricablement mélés sur C. (Ilseraitintéressant d’étudier alors
de plus prés la mesure de ensemble ou la série converge et de
I’ensemble ou elle diverge.

11. Dans tout ce qui précéde, on a supposé que Z tendait vers un
point de cercle &, en restant intérieur & ¢. Mais on peut démontrer
les mémes propriétés lorsque Z tend vers un point de &, en restant
extérieura C, en supposant d’abord « £ o et par conséquent 3£ co.

Reprenons le point double répulsif A(Z = +1) et envisageons la
fonction méromorphe f(z) de Poincaré, telle que

S(o)=-41, JH0)y =1, Slezs)y=R[[(=5)],

considérée aun® 3. Lorsque s est a droite de ’axe imaginaire R (Z)> o,
Z est extérieur 4 C.

Quels sont les poles des R,(Z)? ce sont les antécédents successifs
de Vinfini par [Z|R(Z)], ils ont pour ensemble limite le cercle €
(|Z|=1). Considérons les poles z,, 54, ..., 3; ... de f(z). Ils s’ac-
cumulent vers I'infini, et d’autre part les rayons Oz; n’ont pour limite
que ’axe imaginaire, car, au point de vue de l'itération, lavaleur Z=o
ne se distingue pas de toute valeur finie Z, extérieure au cercle fonda-
mental, puisque, par hypothése, 5, point double attractif de R(1Z) exté-
rieur & C est & distance finie. Envisageons d’ailleurs, a U'intérieur de
la région |z| <7 (rassez petit) qui par Z= f(z) se transforme d’une
maniére biunivoque en une aire fermée entourant A, un quadrilatére
curviligne ¢” limité : 1° par 2 cercles de centre O de rayons r, et
rya<r; 2° par deux demi-droites issues de O faisant avec 1'axe réel

.o . ™ Ag 2 . P .
positif Pangle ~ — v de chaque coté, il correspond 4 2" une aire A” du

plan Z toute extérieure 3 G, et dont les conséquentes successives ont
pour limite le seul point 3. Ces aires conséquentes sont les valeurs
que prennent f(s3), f(s*z), ... dans 2", done, pour p assez grand, les
valeurs dansc” des /' (¢"5) pourn > psontintérieures i un petit cercle
de centre 3; elles sont donc finies: or ce sont les valeurs prises par



MEMOIRE SUR L’EXTENSION DU THEOREME D'ABEL. 461

S (z) dans P'angle des deux rayons limitant ", lorsque |z|> r,o’.
Done dans un angle quelconque @ <=, de bissectrice I'axe réel
positif, £(z) tend uniformément vers B lorsque s tend vers . Il n'y a
dans cet angle qu'un nombre fini de poles de (). Par chaque point £
de cet angle &L passe une droite aboutissant en O, dont I'image par
Z= f(z) est une courbe analytique I', invariante par [Z R(Z)], unis-
sant Z = f({) a origine et au point 3, sur I sont tous les conséquents

de Z et une famille convenable d’antécédents, images des 0%, Lorsque

Cestun pole de / la courbe I' passe par U'infini dans le plan Z. Mais
les z; étant en nombre fini dans &, il n’y a qu’un nombre fini de ces
courbes I' exceptionnelles aboutissant en A dans un angle ne contenant
pas la tangente a C.

En définitive tout point Z, extérieur & € peut &tre uni & A par une
et en général une infinité de courbes analytiques I' [images par
Z = [(z) des demi-droites unissant O aux racines de f(z) =2,]; il
n’y en a qu'un nombre fini aboutissant en A dans un angle ne contenant
pas la tangente @ C. Pour Z, = oo, tout cect est aussi vrar, les courbes I’
sont dites alors exceptionnelles.

12. Envisageons un secteur A’ extérieur a4 €, de sommet A, de rayon
assez petit, limité par deux courbes I'issues de A et faisant avecle
rayon OA prolongé, de part et d’autre, 'angle C——-q) - Il ne contient
qu'un nombre limité de T exceptionnelles. Ces I' exceptionnelles con-
tiennent tous les antécédents de Z = o situés dans A', ¢’est-a-dire les
poles des R,(Z). En elfet, f(s"z)=R,[f(5)], prouve qu'a tout Z, tel
que R.(Zy) = correspondent par Z, = f (=) des points z;' tels que -
les 5,z soient des poles de f(z)].DoncA’ contient une infinité d’anté-
cédents de Z =oc mais alignés sur un nombre fini de courbes exception-
nelles. I1 est possible alors d’isoler ces I' exceptionnelles et de consi-
derer des secteurs A', de méme type que A’, mais ne contenant aucun
pole des R,. La somme des ouvertures en A de ces secteurs sera aussi
voisine qu’on le voudra de I'ouverture de A’.

13. 11 est alors visible que pour un secteur tel que A', dont les
I" frontiéres ne sont pas exceptionnelles, et qui ne contient aucune I’
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exceptionnelle, la longueur totale, de A en 3, de toutes les I' qui le
traversent est hornée supérieurement ('). Par suite la série

E I l)‘n (7‘) - l'{n—l‘l (Z) l§

0
converge dans A’ et sa somme estbornée quel que soit Z. Un raisonne-
ment analogue & celui des n** 4, 5et 6 prouve que

converge uniformément dans A’ lorsque lim ¢, = o, et il en est deméme

n= =
pour Z a,R,(Z), ¢’est-a-dire que le théoréme d’ Abel s’ étend a l'upproxi-

0 -
mation du povnt double répulsif A, par un secteur extérieur & €, ne con-
tenant pas de poles des R, et qu’on a appris a former au n® 12.

14. Le méme théeréme s’étend & tous les antécédents des points
doubles répulsifs par le raisonnement fait au n° 9 (7n fine). Sous I'hy-
pothése dela convergence des nséries

7

2’((/{/1;"1 (v==0, ooy, n—1),

=11

il sera encore vrai pour les an(écédents de tous les cycles répulsifs
d’ordre n, lorsqu’on approche un tel point par Uextérieur, en restant
dans un secteur qui ne contient pas de pdle des R,(7Z) comme on I'a fait
au n° 13.

2¢ o =0, == 0.

w

15. L’étude précédente est valable sous [ kypothése générale Xa, con-

(") Lorsqu’on remplace Z par la sphére de Riemann classique, le poinl Z==
devient le pdle de la sphére el jouc dans I'itération exactementl le méme role
que les autres. Toutes les courbes invariantes T ont alors une longueur finie et
toutes celles qui abordent le point double A dans un angle ne contenant pas la
tangente ou cercle fondamental ont une longueur totale inférieure ¢ une limite
Sive 11w’y a plus de courbes invariantes exceptionnelles sur la sphéerve.
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vergente laquelle, comme on sait, assure la convergence de X a,,R,,(/)
en tout point intérieur ou extérieur au cercle fondamental, a condition
(ue o 3£ o et par conséquent 3 =~ .

Supposons maintenant «. = o et par conséquent 3 =w=. Tout ce qu’on a
dit précédemment, lorsque Z est intérieur & € est encore valable sous
I’ ]npo(hcse Za, convergente. On sait, il est vrai, que cette hypothese
n’est plus nécessaire pour assurer la convergrnce de Xa,R,(Z) a I'in-
térieur de €, cette convergence n’exigeant plus alors que la conver-
gence de Xa,s", s étant le multiplicateur du point double

%= ‘.s":_‘l’\'(’l)\.

supposé d’abord =£ 0. Mais il ne peut étee question de convergence en
un point double répulsif situé sur € que si Xa, converge. Il n’y adone
rien a ajouter dans le cas présent. Le théoréeme d’Abel s’étend aux
séries Xa,R,(Z) lorsque Z tend par l'intérieur de € vers un point
double répulsif situé sur €, sous I'hypothése Xa, convergente. Il n’en
est pas de méme lorsque 7 est extérieur puisque Xa, conve/'g('nle ne
suffit pas a assurer la convergence de X ‘..a,, R, @ lextérieur de €, la con-

dition nécessaire et suffisante étant, pour 5 ==, que 2 - converge,
lorsque 5,520, 5, élant le mu[tiplicateur du point (louble f=2x.0n
sait (ailleurs que s, = llm R(/ - Mais, en considérant le symétrique

U de Z par rapport a € le principe de la symétrie prouve que R(U) et
R(Z) sont aussi symélriques par rapport & €, par suile’

tandis que

ror A
ER(Z) T ’“R(U)

Si Z tend vers 'infini, U tend vers zéro, lim (UU) =y, multiplicateur

de 2= o, il enrésulte que s et s, sont deux nombres complexes conjugucés,
ils sont simultanément nuls ou simultanément différents de zéro.

' a .
6. La convergence de 2;{‘ nécessaire et suffisante pourla conver-
o
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gence de Z a,R, & Pintérieur de € entraine donc la convergence de
0
Y| a,| et par conséquent la convergence uniforme de Xa,R,, sur tout C.

Peut-on alors étendre le théoréme d’Abel, lorsque Z tend par 'exté-
rieur vers le point double répulsif A, Z =1, situé sur C?

Tout d’abord il est presque immédiat que tout ce qu’on a dit au
n° 11 des courbes invariantes I" unissant & A un point Z, extérieur 4 C
est encore vrai ici(") : un tel point Z, extérieur a C et a distance finie
peut étreunt a A par une eten général une infinité de courbes analytiquesT’
invariantes par [Z|R(Z)]; il n'y en a qu’un nombre fini aboutissanten A
dans un angle ne contenant pas la tangente @ C. Toutes les courbes I’
aboutissent & U'infini. Les courbes I exceptionnelles seront ici celles gut
contiennent les antécédents de 7. = w poles des R, (Z), et aussi (voir Acta
mathematica, t. 56, n° 3 du Chapitre IT) comme les antécédents d’ordre
un de I'c sont en nombre fini, il n’y aura, comme au n° 12 qu’un
nombre fini de courbes exceptionnelles aboutissanten A dans un angle

. . ™ . . .
de bissectrice OA d’ouverture 2 (—: —~-r,>, il est donc possible de consi-

dérer, comme au n° 12, des secteurs A, de sommet A, de rayon assez
petit, limités par deux courbes I' non exceptionnelles issues de A, et
ne contenant aucun pole des R,. On isolera pour cela les I' exception-
nelles par des petits angles curvilignes limités par des I' non excep-
tionnelles. Envisageons un tel secteur A’ et supposons que Z y soit
contenu : ¢’est 'image d’un certain secteur ¢, du plan z de sommet O,
limité par deux demi-droites du demi-plan ®R(z) > o, = et Z se corres-
pondant par Z= f(z), f(z) fonction méromorphe de Poincaré. On
peut toujours supposer o, limité, en outre, par un arc de cercle de
centre O, de rayon r assez petit, pour que A) et 3, se correspondent
d’une maniére biunivoque. Alors A’ sera limité, outre les deux courbes
frontiéres I par 'image de cet arc de cercle. Nous désignons par o le

(1) Doailleurs, & cause du principe de la symétrie, par deux points Z et U
symétriques par rapport a € passent deux courbes I, invariantes par [2 ] R(Z)],
symétriques l'une de Uautre par rapport a €. Les I extérieures sont donc les
symélriques, par rapport & €, des I' intérieures et les I' exceptionnelles sont les
symétriques des I' intérieures contenant les antécédents de I'origine. n parti-
culier, si R (Z) == 74, il n'y a pas de I’ exceplionnelles.
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multiplicateur (> 1) de A ensorte que /(53)=R[f(z)]. Dans s nous
- - . r
envisageons la partie comprise entre les cercles de rayon r et >, nous

'appelons ¢} comme au n° 11. 1l lui correspond, dans le plan Z, un
quadrilatere curviligne A} intérieur A A . 2| peut étre engendré par les

antécédents successifs de ¢} (5,2, 5,5 . .. ) etde mémeA’ estengendré
T g

g

par une famille d’antécédents successifs (L,2_,,72_,, ...)de A| conve-
nablement choisis. On prendra toujours la branche de Z_, =R_, (Z)
qui est égale & 1 pour Z=+1 [laquelle e:t holomorphe dans A| (de
rayon supposé assez pelit) | pour construire les antécédents successifs
de A7, lesquels, par leur ensemble, recouvrent A’ .

17. Ces préliminaires posés, nous allons montrer que, sous 'hypo-

| k4 , \ ’ . Sy .
thése }_‘—" convergente, le théoreme d’Abel s'étend ici @ U'approxima-

/1
B

ton de A par lextérieur, dans le domaine A'|. Nous allons démontrer

W r iy . ’ . .
que 2(1,1 R.(Z) converge uniformément duns A et que par conséquent

e - ' . O
la limite, pour Z ==+ 1, dans A’, de sasomme est bien 2«“"'
0

Envisageons la différence
6:2(,1,,[_ R, (Z)—1].
0

Il faut montrer que pour |[Z—1 <7, dans A}, on a|¢|<e.

\ - Y ' .
L’hypothése faite, convergence de }_‘ 0 peut s’écrire
1
M _ -
Th YT Gy
s

avec

n
[ .
Tn== 2 T et G,== S ~+ &y,

0

e, tendant vers zéro. Nous écrirons alors

~ \l g
o :z (014 — Op—) )l_sl|l -Rn - 51|LJ-
0

Ann. Ee. Norm., (3), XLVIIl. — DiceMore 1931. 59
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n

; ~ . .

» O":Z (60— u—1) (SY Ry —s7)
0

n—1
= N o R s Ry — st s ] (s Ry — 51,
el YA ] A
0

I
p(Z

9
rationnelle a cercle fondamental L, poun ldq uelle lorigine est un
point double attractif de multiplicateur s,. J’ai démontré [ n°3 du Cha-
pltle II du Mémoire Sur lu consergence des séries ._a,,]{,, ( Acta math.,

D’autre part, si l'on pose Z = —7 R(Z)= » ¢ est une fonction

t. 56)] que, F(Z) désignant la [om tion de Koenigs de ¢ ({) relative & o
[Flp(D))=s5F (5)], on peut écrire, dans tout dummne extérieur a €

et ne contenant aucun pole des R,

1
SR (7)) ==
! n ‘) 14 . Slll 112”
ou
B2 oy s 1% e P (50 1),

Fo(2) = =,
la fonction ® étant holomorphe pour sF < r suffisamment petit, et
tendant vers o, pour n = =. D’ailleurs loa poles des R, correspondent
aux zéros des g, lesquels sont les zéros de Iy parhypothése il n’y ena
pas dans A (").

On a done

“'“-"’,'Hn,(Z)"—:F:(—I:;T = ;I-,

nena -

et par suite en tout point de A

3

BN I S
OT_.ZFAIS'IIA »v[lq,w'--.?/,‘ /'"]i I*(C}

0

Remplacant o, par S 4-¢, a partir d’un certain rang p il vient, en

(') Dans A", en particulier, F(g)=F (/
dans A7, m <{F| < M. '

)est holomorphe et 52 0; don,
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posant
shR, — SEOT R — sh e st =y,
p—1 ~
N v N}
0= ¥ G U+ —+ .
}_‘J/. f—t f-/ll/ me—r )
N =m0 I-—/: k=p
Mais
q
-
z () == S'['R/, L .S"{ 1\,/ s - ST el
k=g
et par sutte
1
V [ SI l‘l“ - SI ’l‘:("c—; ]
/‘.,,/‘ :
ce quidonne, en définitive,
/! -1 7
= 29‘; Up - \(s/'Jx/,— - st) +yc/ U
h==n A-—p

18. Désignons par ¢, t,, t, les trois termes du second membre, dans
I'ordre ot ils se présentent.

Il est clair que limuw,= o lorsque Z tend vers 1 dans A’ ; par consé-
quent, p étant choisi fixe | Z — 1|<n entraine |1, | <z, |, <z Reste
4 montrer que, quel que soit Z dans A, on peut choisir p tel que
[t“ ' <Ce. Raisonnant alors comme au n° 2 ¢ nous suffira de prouver que

2 |1y, | reste bornée quel que soit q entier et Z dans A',. Nous prouverons

pour cela que '} \u; | reste bornée dans A’

[

Or
l(l/ﬁ’_j&ﬂ'“/ l"]\/”;*l ‘S‘,—-—s/”' !
Donc
{3 o’ 7~
1 e w N 1 1 3
Z Lok “Z | sk e ghrt ] »I-Z leel avee == sh Ry — s Ry
=0 k=0 =0

Or
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est indépendante de Z. Il suffit donc de montrer que E |vi| estbornée
0

quel que soit Z dans 4'.

: , . N
19. Pour cela noas montrerons d'abhord que y.(Z)= 2_‘ Lo esthor-
0
née dans A" et nous en déduirons facilement qu’elle est hornée aussi
dans tous les antécédents de A} qui engendrent A ('),

Considérons done
(e s’,‘ Ry — s’,‘ Riiye

Quel que soit Z dans A on a, dés que k est assez grand [ 571 [<r|,

Ji T /A ! ? o i Nk
S|HI.(L)“']}_+ c""I_?,’ l*_'/.‘(g’—‘-b q"_'sl] l
oy tak

® holomorphe dans |s{F|<r et tendant vers «, lorsque £ devient
infini, ‘
L i - KR iy

—_ = Cy T X T — 5 R S it S ’
F i P st Fogn (F 5T Fa) [ F s By ]

sl @5 F) — B (sF)]

P i L
(F +S/;1'25')[1‘ -+ ‘glllH Forn]

[

Donc, lorsque £ devient infini, on a, quel quesoit Z dans A}, puisque
dans A7 il n’y a aucun pole des R, ¢’est-a-dire aucun Z annulant I,

. 4
]]l" -T-__—_—_————' 1.
k= $Y 0L, (8 —1)

Il en résulte que, quel que soit Z dans A7, on aura pour kzp,, p,
étant choisi assez grand,

il <feu|ls-—1iisi %

. étant une constante supérieure a 1 et aussi voisine de 1 qu’on le

(') Nous aurions pu opérer d'une facon analogue pour démontrer, aux n® 3,
"

b, 5, 13, que 2 | R, ~- R, | est bornée dans A’ ; nous avons préféré la démons-
0
tration directe plus élégante.
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voudra. Donc

*
, ' - . ES Po

E ‘-1V/,-!</-.Ez.,“.s'l—~!7-—‘——‘,i———x,
' I——‘i'.ﬁ'lp

k=p, ’

Po—1
quel que soit Z dans A’. Il en résulte bien, 2 '] étant évidemment

0
=

bornée dans A, que P‘(Z):Z 'yl est uniformémentbornée dans A7,

i
ce que nous écrirons
rm(z) <M dans A'.

20. Z étantdansA’, Z_,, choisi comme on I’a dit, sera dans 'anté-
cédent de A} qui touche A} dans A'. On a

plZy) = 2 | SER(Ziy) — Slf“ Riy (Zoy) | =12y — 5,7

k=0

3 SR () s R(Z) .
1
puisque
5 Rp(Z,) == Ry, (7).
Done
plly)y =7y~ 5, L)+ s, | (7).

Considérons de méme les antécédents Zy,Zy, ..., Z_,, ... dont'en-
semble engendre A\ lorsque Z engendre A7, il vient

[J-(Z»/:) = ‘ Ly—$\ 7y |

SR NI T/ A A RO P Lo AR AR PN (A

Or, lorsque Z décrit A, Z_, décritA| duquel on aretranché A', et il est
clair que |Z_, — s,Z] reste bornée dans A;; on a donc, quel que soit Z
dans A\, |Z_, — s, 21 <7 et par suite |Z_, — s, L, < quel que
soit aussi Z dans A'.

Il en résulte que

p(Zey)y < W[1fs o=l st ]+ | s [P M

et, quel que soit n, et quel que soit Z dans A’
)\I

-(Z-—1l<"“_'”“‘
P (Zeei) s

M,
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/

ce qui revient a dire que, quel que soit Z dans A, on a

pl(Z) < ———— +M
et par conséquent 2 || est bien bornée dans A\ st en est de méme de
. O
N . ~ ‘
24 | | qui reste < dans A'.
(4
21. 11 en résulte que p peut étre choisi assez grand pour que £ 2> p

entraine | ;| < = et par suite

3
M
kd kd

1 1 E 1 -
. VLU L ) =g,
;\A AR E\, il =le

b= 1a

c’est-a-dire |2, ] < = et par suite

Pa o g
L X

. , . N v . < ~
et ceci démontre bien 4 la fois la convergence uniforme de Zau R,
0
dans A, et lu continuité de sa somme lorsque 7 tend vers A sommet de A .
Le théoréme d’Abel est donc, ici encore, étendu aux séries Za,‘ﬂn(‘/l)
0
aux points de € qui sont points doubles répulsifs de [Z|R(Z)], par
suite aussi aux antécédents successifs de ces points doubles, et sous des
restrictions analogues a celles introduites aux n* 8 et 9 sur la conver-

, . . (773 ” N , v
gence des séries partielles 2 S—‘—’—‘—’v’, le théoréme d’Abel s’étendra aussi

ke n-eN
1

k=0 ’
4 tous les points des cycles répulsifs d’ordre n et 4 leurs antécédents,
lorsqu’on les approche, par U'extérieur de G, en restant dans des sec-
teurs, tels que A", qui ne contiennent pas de poles des R, (Z).

II. — Substitutions réguliéres de premiére espéce, & multiplicateur nul.

L1Y a0, B .

22. Lorsque R(Z) admet les points doubles attractifs « et 3, & mul-
tiplicateur nul (ils sont nuls simultanément), tout ce que nous avons
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dit dans les n° 1 4 14 est encore valable a condition que « =%+ o (dot
B fini). La condition Xa, convergente est alors en effet la condition
nécessaire et suffisante pour la convergence de

(1) e, R (7

dans e cercle @ et hors du cercle €. Le théoréme d’Abel s’étend sans
autre remarque, comme aux n*> | 4 14,

-
P Z =0, 5 == .

23. Lorsque .= o, et par suite } = =, les choses se passent diffeé-
remment. Examinons d’abord U'intérieur de @. Le domaine de conver-

gence de (1)
Xa,R, (1)

dans € peut n’étre alors qu'une partie de €. D’une facon précise, si
F(Z) est la fonction de Béttcher de I'origine (voir Acta, t. 56, Chap. I,
n° 5, et Chap. I, n* 4 et suiv.), telle que

I (0) =o, I (o) 7o et F I RZ) =]V (7)),

sous la condition que, a 'origine,

. "R 4
R'(o)y=R"(0)=...==Rr='(o)==o0 et l’\’/“(o)::%—zT(o);;io,

et si o, est le rayon de convergence de la séric image
S N e
(2) /.,(:):Za,,:/‘ .
' 0

la série (1) convergera dans € aux points définis par [F,(Z)[ <¢,. Si
¢, 21, la série (1) convergera dans tout C; pour étendre le théoréme
d’Abel & Papproximation d’un point double situé sur &, il faudra en
outre supposer Za, convergente et dés lors ce qu’on a dit auxn”1a 14
s'applique intégralement, le théoréme d’Abel s’étend.

Il n’en est plus de méme si g, <1, car le domaine de convergence
de (1) n’est alors qu’une partie de € définie par |[F, | ¢,. Nous avons vu
d’ailleurs que les courbes | F, ' = ¢, constituant la frontiére de conver-
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cence de (1) dans € étaient des coupures de Weierstrass pour

e - e
S(7) :}_‘a,,n,,(m
0
(voir Acta, Chap. lI, n° 7 bis).
Nous avons alors, au voisinage de tout puint de cette frontiére, écrit

I{n (Z) ==y Flj‘” -1 Fﬂlﬂ" |7.’Z._‘ &y 7]1

avec o, % o et ¢,, holomorphe en F, tendant vers zéro, uniformément
dans tout A intérieur a C lorsque limn==cc.
Il en résulte '

»® 2

(3) S(/‘ :::zﬂ'u“u(/*) = z(/n ]‘/1’ 'i'}dan I"]/l I Ly -4~ Ep ]

[ 0 0

Or la série }_‘au F#" converge absolument dans le domaine 'F, | <y¢,

0

. . . o | g .
qui contient le domaine [F,|Z¢c. Done Za,, F" [ @y +¢€,| converge

0 X . .
absolument et uniformément dans tout domaine |F,|S¢, + ¢ avee
ey + a<\/p,. Par conséquent, si, en un point Z, de

F,|=¢, lasérie

. . Q apn o )
Zaul{u converge, il faudra aussi que }_‘an[*’l’ converge en ce point. A
v

0 )
la série (4) Ea,L F7", dans le plan Fy, s’applique le théoréme d’Abel lui-

méme sur les séries entieres, elle converge uniformément dans tout
domaine du plan F, intérieur & | F, | < g, accédant au point F,(Z,) par
un point anguleux nron tangent a la frontiére | ¥, |=1¢,. 11 en est de
méme en revenant au plan Z ('); dans tout domaine A intéricur a
| Fo | <ey, accédant en L, par Uintérieur d’un angle dont les ctés ne sont
pas tangents en 2, a la fronticre | ¥, |=¢,, lu série (4) sera uniformdé-
ment convergente ct le théoréme d’Abel s’étend. On voit alors immédia-

q 1% 9 g 3 1 . Sy 1> o) 1) 7 N 7
tement, par (4), qu'il en est de méme pour la série proposée }dan R.(Z).

O

(*) En effet le point F,((Z,) est pour la fonction inverse de F,(Z) un point
ordinaire ou un point critique algébrique.
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Dans le cas présent on peut dire d’apres (4) que toutesles conclusions
que le théoreme d’Abel sur les séries entieres permet d’affirmer pour

la série E(l,,l‘"l'". séric entiere en I, surson cercle de convergence, se
0

transportent immédiatement & la série (1) sur sa frontiere de conver-

gence

Fil=¢.

241. Hxaminons maintenant 'extérieur de C.
Envisageons la fonetion de Bottcher Fu(Z) du point & Pinfini, pour
laquelle, autour de 'infini, on a

Mol e et RR(Z))=[F.(2)],

ar tei, on a, a 'infini,

o _— I
R(7Z) = l'/,Al'l 1 -+ Hol <2>] (rps o).
(A cause de la symétrie par rapport & € le nombre p est le méme pour
I"infini et pour 'origine.) ‘
Le domaine de convergence, extérieur a G, de

(1) 2(&,,,1%,&7;)

0
3

e , , I
est défini par [F.| > ., ¢, étant le rayon de convergence de Za,l: rr

0

ot N ‘ 1
lequel est évidemment, d’apres 23, ¢, = -
Y
Lorsque g, > 1 ('), ilyadonc, horsde €, une région de convergence
\ . - [ I I \
pour (1), limitée par € et par les courbes |F.,| = —- Hors le cas ou
' 1

R(Z)==r,2¢,Pcaune infinité d’antécédents admettant € pour ensemble

limite. Il y a infinité de courbes jfermées |F, = El_ enfermant a leur

1

intérieur tous ces antécédents qui sont les poles des R, (voir Acta,

(1) Lorsque p,Sr ona p, 21 et par suile (1) ne converge en aucun point exté-
rieur & €. Le probléme ne se pose donc que sip, > 1. Et, dans ce cas, il ya con-
vergence uniforme de (1) dans tout U'intérieur de € et sur € elle-méme.

Aunn. E¢c. Norm., (3), XLVIII. — DECEMBRE 1931, 60
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t. 506, Chap. II, n° 8). Le domaine de convergence de }_‘an R,.(Z) hors
0

de € présente donc, pour ¢, > 1, l'aspect d’une écumotre dont les trous
s’accumulent vers tout pornt de €. Il faudra done, d’abord, examiner dans
quelles conditions on peut s’approcher d’un point double de [Z | R(Z)]
situé sur € en restant, hors de G, dans le domaine de convergence de(1).
Au contraire, par des raisonnements analogues & ceux du n° 23, on_
verra aussitot que lorsque Z reste dans un domaine A aboutissant & un

., . 1 \ . ,
pointZ, d’une courbe [F, [ = o ou la série (1) est supposée converger,
=

A ayant en Z, un angle non tangent & la courbe, il y aura convergence
uniforme de (1) dans A et extension du théoréme d’Abel.

25. Soit maintenant A(Z=+1) le point double répulsif, situé¢
sur €, vers lequel va (endre Z en restant, hors de &, dans le domaine
de convergence de (r). Tout d’abord, le raisonnement fait au n* 16
prouve que les I' invariantes exceptionnelles |passant par les poles des
R.(Z)] aboutissant dans un angle de sommet A ¢t ne contenant pas la
langentea € sont en nombre fini; on peut done construire, comme au
n® 16, un secteur A, de sommet A, limité par deux courbes inva-
riantes I' non exceptionnelles, et engendré par les antécédents suc-
cessifs d’'un quadrilatére curviligne A} ne contenant aucun antécédent
de Uinfini, ¢’est-a-dire aucun pole des R,(Z). Or, les zévos de Fu(Z)
sont et sont seulement les antécédents de Uinfini. Dans A', F, analy-
tique n’a pas de zéro, done, dans A} [F, > m(o<m<1). A cause
de la relation

. B R(s)]= [ Fa(2)}
et par suite
Py R (Z)

on aura, dans un domaine antécédent d’ordre n de A',
1
VR () = i,
et il est clair que, pour n > n,, on aura

1

-

I
P, . —
mr e — (car o, >=>1).
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Par conséquent, les domaines antécédents successifs de A} appar-
tiennent dés que I'ordre d’antécédence est > n, au domaine de conver-
gence de (1), et par suite, en ne considérant que ceux dont l'ordre est
n>>n,, onaura un secteur A, aboutissanten A, limité par deux courbes
invariantes I' non exceptionnelles et par une troisiéme courbe suffi-
samment voisine de A, ce A est tout entier dans le domaine de con-
vergence de (1). C'est dans un tel secteur que nous ferons varier Z
pour le faire tendre vers A. Ce n’est pas restreindre la généralité que
de supposer, comme on le fera dans la suite, que A} lui-méme appar-
tient au domaine de convergence de (1), ¢’est-a-dire n, =1 dans le
raisonnement précédent. '

205. Nous montrerons maintenant que la série

”

(1) > @ Ru(Z),

0
converge uniformément dans A, et que s somme a pour limile 2(1,1
0

lorsque 7., dans A, tend vers A.
Envisageons la différence

”

3 :Z“"[ R, (Z)—1].

0

et montrons que, pour |— 1| <, dans A}, on a |3|< <[ la conver-
. ’ ’ N A
gence uniforme dans A, de cette série ¢ entraine celle de (1)].

1 \ ). a .
Par hypothése la série D &7 converge en tout point de A. Nous
0 2

posons
"

aj.

0 2

=S$y=8, - &

s étant la somme 2 1‘% (c’est une fonction holomorphe de Z dans A)),
0 ? .

et ¢, tendant vers zéro pour k£ = o en tout point intérieur a A),.



476 (ASTON JULIA.

Il vient successivement

et

N adr 5 ok . Sk ok
b= 3 A [RF — P =y (R — 1) 4 Y, (50— sis) (Re Tt — 1)
0 ”
- ~n - Y )k )k )k Akt
= a,[R,—1 — R F,+ F] ‘4-1«2‘5',‘.[ ReTFEs — Ry, FEt o gk gt

1
4 sh,(0),

en se rappelant que I'on a, pour 7 assez grand, en tout domaine exté-
rieur 4 C ne contenant pas d’antécédents de I'infini, et par conséquent
dans A,

ey (F4")

5
]‘I._;u

R,==

>

h,(u«) holomorphe pour |u|<r, et hy(0) £ 0 [voir dcta, t. 56, n°7 du
Chapitre II) et par suite limR, F." = /..(0) en tout point intérieur a A,

car imE%"=o0 en un tel point on a enfin, avec 5, = s + ¢, en raison-
n= o

nant comme au n° 106

dz=aty| Ryt — Ry PL o B2 - s(R B2 2

.
% 3 e 3 4

-+ 2 AR S LA (VAN LR AR LA
1

27. Décomposant la série précédente, nous écrirons

O==ty & Ly by-+ 1,

avec
1=ty Ry 1 Ry B B2 == g [ 1 —- R(Z). R4 1,
— o P OV p— r N —%({A‘
[_,—Sl“l/.: /Jl—-~‘]{(/J)*ll.]{J l(‘?‘,
0 *
q
-
':::::2‘ Efell fry
fre
Zﬂ
{, == Ell sy
f==q 41
avee
= R T Ry, Bt Yt Bk,

Pour prouver que le théortme d’Abel s’étend lorsque Z, dans A,
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>
e
1

tend vers A, nous prouverons que la série ¥ ¢, uy est uniformément (et

absolument) concergente dans A,
Nous montrerons d’abord qu’on peut choisir ¢ de sorte que, quel que
soit Z dans A,, on ait ¢, <z (= arbitrairement petit positif); g étant
ainsichoisi, et puisque w, tend vers zéro lorsque Z, dans A,, tend vers A
[car | F, [, RietR,,, ontrpourlimite], onaura’t, | e, 1, <le, & <e
dés que Z sera suffisamment voisin de A dans A,. Par suite, on aura,
dans ces conditions, r)< 4e, ce qui étendra le théoreme d’Abel.

28. Comme précédemment, la convergence absolue et uniforme de

'ﬁ ’ » . .o g = ! ,
ZE"“” dans A, résulte de ce fait que la série 9(Z)= Z |uy | estbornée
0

1
dans A,. En effet, puisque

3

LR ar
T Ly —— —14—‘[:7"
n-=1
el puisque, dans tout A, on a
| 1
1> [Py > ~ 4,

o

o, étant le rayon de convergence de Sa, ", il résulte que, quel que
soit Z dans A, on aura pour n > n,, |, | < &; par suite, si 9(Z) <IN
dans A, on aura, dans tout A,

3 “

U
Zaw < 2‘ ARSI

un 1ty

ce qui démontre I'absolue et uniforme convergence de Ze,u, dans A,

24. Nous montrerons d’abord que

ry o n" 1
o)=Y )
0

est bornée dans A). C’est un quadrilatére curviligne (voir n° 25) ne
contenant aucun antécédent de 'infini dans lequel on a

m<{F,|<<m’'<<1
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hy (w) étant holomorphe en « pour |u|<r, (assez petit)

hy(uy=rly(0) - wh;(u),

hy(w) étant aussi holomorphe en u pour || <r..
On a alors pour £ > &,
I o = P ; /,‘2([?/.-:1-') . l."l—;l . /22( I;/é}. t 1) e |.‘/:;A-;l E

== | PG g (B ) — o — B [y () 1]

pour &> /,, on a

ok ket
B AN VERE= =y,

quel que soit Z dans A}, par suite puisque I'on a

[, ()| << m, pour |« | <1,
on aura
L] < B avee po==am, 2, pour k>,

quel que soit Z dans A'.

lI"en résulte que la série Z lu, est dans A} majorée par la série
; ey
u > |F1°l, laquelle est évidemment bornée dans A, puisque alors
Joy
m < | Fyj<m < 1. Comme chacun des u, d’indice &<k, est borné
dans A7, il en résulte bien que 9(Z) est bornée dans A}, ¢(Z)<<M
dans A'.

30.. Considérons maintenant les antécédents successifs de A’, dont
I’ensemble constitue Ie domaine A’ engendré au n° 25. On voit facile-
ment, en désignant par Z_, Pantécédent de Z ainsi choisi (qui tend
vers A lorsque Z tend vers A), el & cause des relations

Ri(Z.,) =Ry (Z) et By (Z) =[Fy(Z. )],

que I'on a
tillovy) =ty (%) pour A1,



MEMOIRE SUR L'EXTENSION DU THEOREME D'ABEL. 479

par suite

1 1

! Lo
o(Zey) =9 (L) 4+ 7 FE—Fp —ZF, - F, |,
olt nous écrirons toujours F, pour F,(Z); ceci s’écrit

o(Zy) =9 (L) 4+ u (L),
avec
oy =" F — ¥ — ZF, + I,

et 'on voit que «_, est la valeur que prend I'expression de u, lorsque
Pon fait k= — 1 en y remplacant naturellement R_,(Z) par Z_,, et
Ro(Z) par Z. ’

En définissant done u,, pour k entier, positif, nul, ou négatif, quel-
conque par la formule ’

=N VAV T8 AR LV O/ T AR LTI LV
ot l'on choisit pour R, (Z), lorsque £ est négatif, précisément la

détermination Z_, antécédente de Z qui est dans A, on aura, pour
tout entier n positif et quel que soit Z dans A',

() ==ty A | Uy | A= o= Uy [~ 9 (L),

Or, dans A} on a vu que m<|F,|]<m'<1; de plus on peut
toujours supposer A, assez voisin de A pour que, dans tout A}, on ait

Loy==14 1y avec ! 0| << ! Ty | A,

k étanl une constante positive, inférieure i 1, et aussi peu supérieure
i : qu'on le voudra, s désignant le multiplicateur (>1) du point
double répulsif A. Il vient alors

| 2= | o B0 e oy B0 T e B0 = o, R0 e R,

ce qui donne

: lUp i <Z E Tin + M-y : < 2 !TI() i./‘w»—-l'
Donc, quel que soit Z dans A7, et quel que soit » on aura

n—1

9(Zou) < M0 [ | DAt <M+ 2| m, 11—_‘_—/ = Jm.

0
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On voit ainsi que, quel que soit 7 dans A,, on aura

o My | R
o(7) < M- =L — O
T J { — /.

comme on I'a annoncé au n° 28, 'extension du théoréme d’Abel est
done prouvée par les points de € qui sont points doubles répulsifs de

”

-

. - , \ ‘ . IR, N
[Z|R(Z)] sous I'hypothése que le rayon de convergence de }_,(1,,,—

. 0
est o, >1 et qu'on s’approche de ces points par Uextérieur de €. 1l en
résulte aussitot que le théoréme d’Abel s’étend aussi & tous les points
des cycles répusifs de [Z|R(Z)] et a tous les antécédents de ces points,
sous les mémes hypotheses et conditions d"approximation.

III. — Les substitutions réguliéres de deuxiéme espéce.

31. Elles possedent un point double atiractif o situé sur € et d —1
points doubles répulsifs sur €. L’ensemble Ky, situé sur &, est parfait
discontinu. Il ne contient pas «. Le domaine A, du point attractif « se
compose de tout le plan Z, excepté Uensemble ;. La condition néces-
saire et suffisante pour la convergence de Xa, R, (%) est encore la con-
vergence de Xa, (car £ 0 et 5£2).

En la supposant remplie, on voit immédiatement que 'analyse faite
dans les n™ 1 a 14 est valable et l"ewtension du théoreme d’Abel est
assurce en tout point double répulsif et en tout antécédent d’un tel point
double dans les mémes conditions qu’aux numeéros cités.

La seule différence avec ce que 'on a dit aux n™ 1 & 14 consiste
dans une propriété de la fonction de Poincaré Z = f(z) relative 4 un
point répulsif sur laguelle nous allons insister ici.

Pour les substitutions régulieres de premicre espéce, Uensemble B,
étant identique & G, partage le plan complet en deux domaines A,, A,
dont chacun est le domaine de convergence des R, vers le point
attractife ou 3 quiy est contenu. Lafonction de Poincaré relative i un
point double répulsif quelconque admet deux valewrs asymptotiques =
et 3. Cestl’ensemble singulier de itération [Z|R(Z)], les secteurs A
ayant leur pointe en un point double répulsif, ¢t ot 'on démontre la
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convergence uniforme de Xa,R,, doivent étre supposés complétement
intérieurs soit & A,, soit & Ay sans pouvoir contenir aucun point de C,
du moins sous I'kypothése faite de la seule convergence de Xa,.

Ici les choses se présentent différemment. 11 n'y a qu'un point
double attractif z situé sur €. Ce point est intérieur 4 un arc yde €
limité aux deux points doubles répusifs 1. et v qui encadrent « sur C.
Cet arc y appartient au domaine A, de convergence des R, vers . Cest
un arc contzgu a Uensemble By, des szngular L1és del wération |1 | R(L)] et
limité par deux points de E,. On reconnait aussitot que, sur €, le
complémentaire de B est composé de y et de tous ses arcs antécédents y_,
Y-ur o5 Yeur -... Ges arcs sont den\ a deux extérieurs et sans
extrémités communes. On voit done que deux seulement des points
doubles répulsifs, les points . et v, sont des extrémités d’arcs
contigus a I, les autres extrémités des ares contlgus a L, étant les
antécédents de u. et v, par conséquent n’étant jamais des points
doubles rcpulsdb.

32. Les fonctions de Poincaré relatives & p. et v different profondeé-
ment de celles qui sont relatives aux autres points répulsifs. Par
Z.=[(3), en ellet, i, devient I'’ensemble ue j’ai appelé &; (') pour
la fonction f(z) : c’est 'ensemble des points que les géometres
appellent maintenantles points J de la famille /'(s5") ( multiplicateur
du point répulsif considéré). Il en résulte que, pour les points 1. ow v
l'ensemble »/)('u:/'(zit discontinu &, est sttué sur une pEMI-DROITE J issue de O
tandis que sur la demi-droite opposée /' (z) admettra la valeur asymp-
totique =, ainsi que sur toute autre demi-droite. Pour les autres points
doubles I‘Lplllblfb, &, s’étalera au contraire sur deux demi-droites
opposées issues de O. Dans I'un et 'aulre cas on peut, sans restric-
tion (*), supposer que la ou les demi-droites portant &; sont portées
par 'axe R(z)=o0. [Pour les substitutions réguliéres de premiére
esptcee, et pour tout point répulsif 'ensemble &, coincide avec I'axe
entier R(z) =o.|

(*) Voir (Ann. Lc. Norm. syp., 1919, 1920) Sur quelques propriétés nou-
velles des fonctions entiéres ou méromorphes.
(%) Un simple changement de z en ze” suffit pour cela.

Ann. Ee, Norm., (3), XLVIII. — DEcEnsRE 1931, 61
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Il en résulte que, pour les points u et v, un secteur du type A, &
Iintérieur duquel la démonstration des n° 1 & 14 est valable, peut
contenir a son intérieur des portions du cercle C appartenant au complé-
mentaire de B;. En effet, les I' invariantes [ provenant, par Z = f(=),
des demi-droites issues de O] issues d’un point quelconque Z de A, et
I'unissant au point double 1 par exemple ont pour direction limite
de leurs tangentes en u la seule demi-droite .2’ opposée a la tangente
wten ual'are de € contigu 4 E, en 1. Dans tout angle de sommet .,
d’ouverture < 27, laissant .t a extérieur, n’aboutissent donc qu’un
nombre fini de I' exceptionnelles (contenant une infinité de poles
des R,). En particulier, sur 'arc pv de € contenant «, il n’y a pas de
poles des R, : pav est une I' particulicre non exceptionnelle et par
conséquent uav est intérieur & un secteur du type A aboutissant en O non
tangenticllement a p.t' et dans lequel Uextension du théoréme d’Abel est
valable, comme aux n” 1 2 14.

Pour les autres points répulsifs, il n’y a pas d’arc contigu a K, qui
y aboutisse et I’extension du théoréme d’Abel est valable dans les
mémes secteurs qu'aux n® 1 a 14.

Les remarques précédentes s’étendent aux antécédents : de p. et v
d’une part, des autres points doubles répulsifs d’autre part. Pour les
premiers, les secteurs de convergence uniforme de Xa,R,(Z) peuvent
contenir l’arc de C contigu a E, au point considéré; pour les seconds
les secteurs de convergence uniforme laissent & I'extérieur les deux
demi-tangentes & C menées par le sommet du secteur.

CHAPITRE 11.

LES SUBSTITUTIONS SINGULIERES.

33. Elles sont de deux espéces selon que le point double indiffé-
rent «, situé sur le cercle fondamental, compte pour deux ou trois
racines de I’équation R(Z) — Z = o (voir Acta, t. 56, Chap. I, n°7 du
Mémoire sur la convergence des séries. . .). Les substitutions singuli¢res
de premiére espece sont celles pour lesquelles

o= R(z), R'(a) =1, V() == 0, R"(z) £ o,
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a compte pour trois racines de R—7Z =o. C'est un cas limite des
substitutions régulicres de premiére espéce étudiées au paragraphe I
(lorsque « et {3, points doubles attractifs, viennent se confondre
sur C). ‘
Les substitutions singulitres de deuzxiéme espéce sont celles pour
lesquelles
a=R(a), R'(a)=1, R7(z) = o,

« compte pour deux racines de R—Z=o0.

Dans 'un et Pautre cas, « est le seul poz’ﬁt limite des conséquents
d’un point intérieur ou extérieur au cercle €. Mais, pour les substitu-
tions de premicre espece, 'ensemble dérivé B, des antécédents d’un
point quelconque du plan se compose de la circonférence G tout
enticre; pour les substitutions de deuxitme espéce cet ensemble
dériveé I, est un ensemble parfait discontinu situé sur € et contenant a.

Nous examinons successivement les deux cas en commencant par
le deuxieme qui est plus simple.

I. — Substitutions singuliéres de deuxiéme espéce.

34. Le point double indifférent o, situé sur C, est tel que
a=R(z), R(a) =1, R (a) # o.

d étant le degré de Ril ya, sur G, d — 1 autresracinesde R(Z) —Z=c
qui sont points doubles répulsifs de [Z|R(Z)]. De méme, R,(Z) étant
du méme type que R(Z), toutes les racines de R, (Z) — Z = o distinctes
de o sont des points doubles répulsifs de |Z|R,(Z)], et fournissent
des cycles répulsifs de [Z|R(Z)]. Ces points sont partout denses sur
By qui est parfait discontinu.

J'ai démontré (§ LI du Mémoire précédemment cité) que la condition
nécessaire et suffisante pour que

»

. - ,
(1) Zam,l(/J)

0 "
converge en un point intérieur ou extérieur 4 € estqueE a, conyerge.

0

(Ibci a0 et £ %)
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Il en résulte que la série (1) converge en tout point double répulstf ou
indifférent A de [Z|R(Z)]. On va montrer que le théoreme d’Abel
s’étend ici encore, c’est-a-dire que (1) converge uniformément dans
tout secteur A de sommet A de cdtés non tungents @ C, de rayon asses
petit. (La démonstration s’étendra aussitot i tous les antécédents de A,
lesquels sont partout denses sur K;.)

n

a - .« 1 - . e
35. Considérons la somme}_‘u,.. R.(Z), en posant

[
n

N\ .
== 8, == 8 -1~ &, avee lim g, == o;
n=o 4
0

il vient

11

7 n
»jﬂ R, — N e . (I) — R . I
pRe== ¥ (Se—8p—y) Bypz= D s, (R Vo) == Su Ry
[ N

0 0

Done

| - & | N .
ZII/..“A(/;): .&‘/‘.(I\[.w---lh\/lv,,) s,

O 0

en tout point intérieur ou extéricur i €

” ”

O N \
Dsalle— R ) =1y — 52+ X e (R By ).

O 1}

Done

”

Dtz =ty Pa e i),

0 0

Le probleme revient & proucer la convergence uniforme de

o~

Zak(lvi/‘.—- Byy)

O

dans le secteur A précédent. 11 suffit pour cela, comme on I’avu maintes
fois antérieurement, de montrer que la somme

o(7) :2 VRE(Z) — Ry (7
0

est untformément bornée dans A.
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Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer que A est le
point Z=+1 et 'on a deux cas & examiner selon que « est en A ou
n’est pas en A.

36. Premier cas @ A est point double répulsif, ¢est-d-dire a=£1. —
On peut toujours, comme on l'a fait dans le Chapitre I (voir par
exemple n™ 4, 12, 16, 25) remplacer A par un secteur A’ ou A’ limite
par deux courbes analytiques invariantes et engendré par les antéce-
dentes successives d'un méme quadrilatére curviligne fondamental
que nous appellerons A” lorsqu’il est extérieur & C et A lorsqu’il est
extérieur & €. Dans A| extérieur & €, comme dans A7, on peut
supposer (vorr n° 16) qu'il n’y a pas de poles des R,,.

Montrons d’abord que ¢(Z) est uniformément borné dans A” ou A’.
En se reportant au n® 11 du Mémoire cité précédemment (4eta, t. 56).
on verra que l'on a, uniformément dans A” ou A,

L B
— - avec | g, | <<
no - Ghin+ A7) +¢,(7%) PEal™

. | 1
A1) =z w7 -t O(m),

b

“/1(’/4):?7 -

7'

I
—> tend vers

I . X . . ) . Tt “n
(’<;T'E> désignant une expression qui, divisée par -

zéro, pour n =2, uniformément dans A” ou A'.
Donc
I i
R YN [ S S Y
" M an(n 1) ! ”</1'-"'5>

/l‘
( Rn_’ Rn+1 I < n—._,:'s_a

et, par suite,

k étant une constante fixe quel que soit Z dans A” ou A’. Donc la série
’, . ; " k . ’ .
o(Z) majorée dans A” ou A parz ~= est uniformément bornée dans
A" ou A'. c’est-d-dire 9(Z) < M.
Considérons maintenant les antécédents successifs Z_,, Z_a, ...,
Zpy ... de Z, dont 'ensemble décrit A" lorsque Z (intérieur) décrit A",
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ou A, lorsque Z (extérieur) décrit AT on a
o(Zy)=\lp—Tps | 4. ..+l =L+ (7).

Or on peut toujours supposer A’ (ou A|) asses voisin de A pour que
Pon y ait en tout pointde A’ (ouA”), |R'(Z) > s=5 —e>1(s>1
étant le multiplicateur du point répulsif A) et par conséquent

d 1
— R_, (7)) ]| < -
(/Z v I( ) SI’
Toefign r, r P r
Loy =1y oy — 7
o — Ly | < Ly oy | az < 2t bre| T — 2]
' A 7 $ Y
ol 1 . I
d’ou il résulte, en posant |Z_,—Z|=7%,, que 'on a, quel que soit Z

dans A’ (ou A”) et quel que soit n,

%

. N .
o (4 \ — A= M=M - ——— = IIL.
o(Z ,,)</.02‘S,;, M =M - - =
0 L —
. s

et, par conséquent, quel que soit Z dans A’ (ou A”) ona ¢(5) << IN;
o(Z) est donc uniformément bornée dans A’ (ou A”) et par conséquent

dans A. C. Q. F.D.

37. DEuxibME cas : A estlui-méme le point double indifférent, c’est-a-
dire « =1. — On a ici

Ri(1) =1 et R”(1) #o.

[l faut d’abord, en vue de l'approximation de A par’extérieur de G, exa-
miner comment s’accumulent les poles des R, (antécédents de I'infini),
au voisinage de A. Or, il résulte d’un théoréme que j’'ai donné autre-
fois, comme extension du lemme de Schwarz [voir Mémowe sur
U'itération (J. de Jordan, 1918, p. 72), ou bien Acta, t. 42, ou
bien Principes géométriques d’Analyse, 1*¢ Partie, § IV, Chap. IV],
que tout cercle y tangent extérieurement & € en A se transforme
par [Z|R(Z)] en domaine intérieur & y tangent 4 C en A. Par
suite : il n’y a aucun pdle des R, dans le demi-plan ne contenant
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pas C, déterminé par la tangente en A & C. Si done nous considérons
un secteur quelconque extérieur a C de sommet A de cotés non tangents
a C, i ne contient pas de poles des R,,. Un tel secteur s’appellera A'.
Un secteur intérieur & C de sommet A, non tangent & C s’appellera A".

Lorsque Z reste dans A" ou A il résulte d’une étude ¢lémentaire de
la convergence uniforme desZ, =R, (Z) vers A (¢tude que l'on trouvera
soit dans mon Mémoire du J. de Jordan, 1918, n* 104 et suiv., soit
dans Fatou, Bull. Soc. math. de France, 1919 et 1920, n*7, 8, 72, 73)
que 'on a, uniformément dans A’ ou A’

[R(Z) — 1] < /é[- (L const.)

et, d’autre part, & cause du développement de Taylor de R(Z) au voisi-
nage de A

Ty —1=R(7L) —1=7,— 1 -ally—1) ... (e 0),
on a

.
[ — 1

b . Wi
i /‘n =17 /‘n < A

2
)

k" élant une constante fixe, lorsque le rayon des secteurs A’ ou A| est
supposé assez petit.
Il en résulte que, quel que soit Z dans A" ou A, on aura

TR (7)) — R, (7)< //l (A" constante fixe).

B} \ /

Lt

Par suite ¢ (Z) est unitormément borné dans A’ ou A” et par suite la
série (1) est, ici encore, uniformément convergente dans A’ et A” et
le théoréme d’ Abel s étend aux domaines aboutissant ¢n A non tangen-
tiellement a C.

38. Remarque. — Des considérations analogues i celles qu'on adéve-
loppées au paragraphe III du ChapitreI prouventqu’ici E; est aussi un
ensemble parfait discontinu dont le complémentaire se compose d’un
arc y de € unissant , point double indifférent, & I'un des deux points
doubles répulsifs qui 'encadrent sur € [ce point double u est parfai-
tement déterminé par R(z)] et de tous les antécédents de I'arc v.
L’arc vy lui-méme el tous ses antécédents appartiennent au domaine A,
de convergence des R, vers «. Il en résulte que les secteurs de conver-
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gence uniforme de X, R, peuvent, lorsque leur sommet est chois
en w(ou «), contenir a l'intérieur la demi-droite tangente 4 'arc pao
(ou o), c’est-a-dire qu’ils peuvent contenir des ares de € aboutissant
en v (ou o) et appartenant a I'arc «w. Il en est de méme aux antécé-
dents de i ou de «. Les secteurs relatifs aux autres points doubles
situés sur € devront au contraire laisser & I'extérieur les deux demi-
tangentes & € en leur sommet. (Il en est de méme aux antécédents de
ces points doubles.) Bien entendu, avec U'hypothése de la convergence

de Xa,, posée au début de ce Chapitre.

II. — Substitutions singuliéres de premiére espéce.

« étant le point double indifférent,

R(z) =z, V(z)==1, R'(z) =0, R"(a) oo,

39. Dans le Mémoire des Acta cité au n® 34 nous n’avons pas étudié
dans ce cas la convergence de la série (1) dans € ou hors de C. Nous
allons d’abord compléter cette étude.

Supposons, d’une maniére générale, que « soit point double indif-
férent distinct de Uorigine et de Uinfini et annulant R” («), R" («),. . .,
R”' (), avec R”™ () 5£ o (woir Farou, Mémoire cité n° 12). On aura
alors I'expression asymptotique suivante deZ, = R, (Z) uniformément
valable dans tout domaine intérieur au domaine A, de convergence
des R, vers o

p y ‘
Lo ==V [y Wi oo Py 00 = P V0 L

avec
1

b oy
o, = [nap - = L+ CG(Z) - a,,,-l ,

aet b étant des constantes, C(Z) une fonction holomorphe dans A,,
I . . , N
et g, =0 <E*—:’3> dans tout domaine intérieur a A,.

Un calcul facile prouve que I'on a alors
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-, I ’ 1. . . I

La quantité of ——— étant en — infiniment petite d’ordre <1 + -
gt 7 P

\l'lv
uniformément a 'intérieur de A,, les p’ étant des constantes.
Par suite, si, en un point { intérieur & A,, la série Za,R,(Z)con-
verge, la série b, converge, en posant

by=a,R,(2).

Les R, (Z) tendant vers z £ o sont dilférents de zéro & partir d'un
certain rang. On a alors

b, b, i ? / I
. 1 -2 \p
[ it LI e A S B R Byt ,
" R, (¢) 4 1 2 I I
n v no

les 7. étant des constantes.

i . ) ba . ..
Lorsque b, converge, il en est de méme de — quel que soit v posiiif.

En effet on aalors

%

Dy=B,— B, avec lim B,—=B = E by

nzZw

[

Done

2 b, _V B,—B,., sp [ ""Z B, [k,
YR T T e Dy e v e | — Y I
nY o el 70 nY (re )Y | on

la quantité £, étant bornée quel que soit n, car

. Y Iy
-/5" = - <l - —l~> =2 ... (donc lim /.‘,,:v).

n n n n=o
AT < il d . de & Br bn
La série Zmetant convergente, il en sera de meme de 2‘ YT
; Oy
et par conséquent de > -

Lorsque £b, converge, il en résulte donc que Za, converge.
Réciproquement, si Xa, converge, il résulte de I'expression

’ 7
i 1
aRy=a,(a+ 8 4 B T
- 7 I —E
122 n r

P a
et de la convergence de toute série Z n—fj(v> o) que Za, R, converge

uniformément dans tout domaine tntérieur a A,.
Ann. Fe. Norm., (3), XLVIII. — Diceupre 1931, 62
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Xa, convergente est donc toujours la condition néecssaire et suf fisante
pour la convergence de 2a, R, (=) dans A,, domaine d'un point double
indrfférent et distinct de o et de ['».

40. A vraidire, nous n’avons pas besoin ici, puisque || est toujours
égal a 1, d’étudier la convergence de Xa, R, (Z) lorsque o.=o0; nous la
ferons cependant pour compléter I’étude faite dans notre Mémoire des
Acta précédemment cité. { étant un point distinct (') d’un antécédent
de a, les R, ({) sont tous 5= o. Supposons que 2b,=Za,R,(0) soit
convergente.

On a ici, en reprenant

L=y~ Pa Wi . oy

o [n((/) e L L+ C(Z) + s,,] ,

les expressions asymptotiques

I

T . N2
(Vﬁ:f]/;ll, {[_*‘)/IH v IJ./,-( (”/) ~|—0< ! >]7

n*¢

d’ott 'on déduit pour Z,

7, — ——I—I “<” /'_>+ L‘_Ii.” (11 ':) N G(Z)_”._,(I,;r/)’) ﬁ‘_g< I| >,
- Ep—"
n !

n ! I !
n nt n’

H, H,, H, étant des fonctions d’un argument holomorphes au voisinage
de l'origine avec H(0)< 0; on a, dans ces conditions,

a,,:/),,,.-,/f——:n/%.b” [h(n”/l'>+ I—;—F/z,,(nm/l) G (A) I8 (n, /‘)—+ 0( ! ;)],

les & étant, comme les H, holomorphes autour de 'origine, et A(0) 5= 0.

(') Il est bien connu que a appartient ici a la frontiére de A, (voir mon
Mémoire sur D'itération). Il n’a donc aucun antécédent intérieur a A,, fout
point { intérieur a A, est donc distinct des antécédents de o.
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Il en résulte que

a . B 5, Ln C(Z) ., 1o
~--’{:/)n[p(.+ IR By L Lrg, G g 0( : >],

‘
- 7 n n
nt

nt'

les 3 étant des constantes.

, , . . b
La série Zb, é(ant convergente, il en sera de méme de Z 7;, pour

. , Ln , R , .
v >0 elaussi de N, =" comme on I'a prouvé au n° 12 du Mémoire
- n

v , ) I A
des Acta cité précédemment. Evidemment 2 b,,o(———,— ) converge
| =2
g7
absolument.
La convergence de Za, R, (Z) en un point intérieur a A, (quel qu'il

: : Y
soit) entraine la convergence de 2_‘ -

nr
;o . a
Réciproquement, si z——’i converge, on a
nr .

ay R, (1) = “"I'l[ L/:L 1, + (‘ill‘).l],_,_p.o(’_l__;:s)],

n’

que I’on peut réduire &

o« y v, Ln ,  C(Z) , I
R, (1) = ~"1y,+ f/‘, +...+% -+ —’T-'/—i~——,z~)~-y‘—l—o( = >
~ +-
n/’ nr o rTE

' N . ;o
et la convergence de Z —+ entraine, en vertu de ce qui précéde, celle
II,/_’

de tous les termes du type > % 7%, du type >, = L”Y et du type

nr ni nr

C(Z)~" V . Done 2a,R,(Z) converge uniformément dans tout

n l’

domaine intérieur 3 A, et méme dans tout domaine, intérieur ou non,

ou 'expression asymptotique précédente de Z, est valable uniformé-
ment.

La condition nécessaire et suffisante pour la convergence de Ea, R, (Z)



492 GASTON JULIA.

dans le domaine de convergence des R, wers =0, ou R(o)=o,

R'(0)=1, R"(0)=...=R"(0)=0, R7*(0), #Z 0, est quezg,’:‘
ne
soil convergente.

41. Reste & examiner le cas ot « =oo.
. T g 1 e _
On auraiten ramenant« & l'origine parZ= -, R(Z) = GK R.,= o

I’expression asymptotique suivante pour les R, (déduite de celle des g,
étudiée au n® 36):
1

=Ry (1) = 0T - !

NG b
TR ARSI n.,+o(—‘—>
1t 1A 7

2 )

1
ou H, H,, H, sont des fonctions de » ” holomorphes au voisinage de
l'origine — avec H (o) £ o.

Supposons Xa, R,(Z) convergente en un point { intérieur a A,; il
n’est pas (') alorsantécédent de « = oo, ¢’est-a-dire qu’il n’est pas pole
des R, et posons «, R, ({)=10,. Il viendra

= l’\;)(”:) = [n + I_”’_' ", C(“/‘) u\“(;’_)l

nr

el, par conséquent,

- . P P Ln CG(7) 1
n' .o, = /}”[IJ.“ e S o i ~t= [J_’ - - [J,” ——t —+ 0 —:‘z .

n N
La convergence de X, entraine, en raisonnant comme au n° 40 celle

1 1
de Zn”a, et réciproquement, la convergence de Zn”a, entraine
celle de £a,R,(Z), uniformément dans tout domaine de A,, ne conte-
nant pas de poles des R,, et ot 'expression asymptotique ci-dessus
donnée pour Z, est valable uniformément (en particulier dans tout
domaine intérieur 3 A,,
En définitive, lorsque o = o est point double indifférent de[Z|R(Z)],

(*) En effet, comme au n*39, « est ici point frontiére de A,, donc aucun anté-
cédent de o n’est intérieur a A,.
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au vowsinage duquel on a le développement de Laurent

R(Z)y =7+ i=t 4 [”

T . <0 e >
T g, e (rp_==o0ectp2n),

la condition nécessaire et suffisante pour que la série X a, R, (Z)converge
1

dans le domaine A | est que S a, . n” soit convergente.

42. 1l est maintenant aisé de prouver que le théoreme d’Abel est,
ici encore, susceptible d’extension.

D’abord, « étant en module égal & 1, la convergence de Za, (condi-
tion de convergence de X, R, dans @) entraine celle de Za,R,(Z) en
tous les points donbles de [Z| R (Z)] situés sur C (et par suite en tous
leurs antécédents). A(Z=-+1) est supposé ['un d’eux.

PrEMIER cAS : A est point double répulsif, c’est-d-dire o. 7% 1. — Opérons
comme au n° 36; tout secteur A aboutissant en A non tangentiellement
a C sera remplacé par un secteur A’ (ou A\ ) engendré par les antécé-
dents successifs d’un quadrilatéere fondamental A” (ou A7).

Onvoit d’abord que o (Z)=ZXZ|R,(Z) —R,.., (Z)] est uni/ormément
borné dans A” (ou A})” On a en elfet, uniformément dans A”, et puis-
que ici Uentier p des n® 39 & 4l est égal a 2,

o \
[“ 4 l_ﬁ H, + M N 0< .,1__-)}
Vo " " e

H,,(Z):::Z—-F—%

|

H, H,, I, fonctions holomorphes de » *, holomorphes autour de

I'origine, avec H(0) £ o,
On peut réduire cette expression 2
. - ). o -, Ln ., C(Z 1\~
P‘n(/‘)—_—: o+ —‘[: by = i} -+ — - /.’.-—-—I—i - /.”——(-—) “+=0f —= >
: Vn n n n s

/ 3
S by
\ 2

n2

-~ N\ . A
les 7. étant des conslantes et o<—{——) étant en module < ——
n?

(k constante arbitrairement petite dés que n est assez grand) unifor-
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mément dans A” (oud’). Dans ces conditions, en observant que

1
) o
1 1 1 1 3 1
_— = = —=| 1 ——(1 —+ *) ] est d’ordre - en —,
\/ 1 V-1 vV n 2 n

que

I 1

- — est d’ordre 2 en —,

noon+ n
que
Ln L(n 1) \ - . 1 . .
Lo Lin+y est d'ordre supérieur & » —z en — (& arbilrairement petil),
n n—+1 Iz

. T e . ) .
on voit que |R,—R,.,| est, par rapport & ~» un infiniment petit

o9
’ o . ~ : ,
d’ordre - Par suite | R, —R,...| est uniformément convergente dans
A" (ou AY) et y représente une fonction o (Z) bornée. La démonstration
s’achéve comme 4 la fin du n° 36 et prouve la convergence uniforme
de £a, R, (Z) dans tout le secteur A’ (ou A') et par conséquent dans A
(ou A,), c’est-a-dire I'extension du théoréme d’Abel.

DeuxiiMe cas @ A est point double indifférent, ¢’est-a-dire o=~ 1. —
Reportons-nous au n° 37. On voit d’abord comme au n° 37 qu’il n’y a
aucun pole des R, dans le demi-plan ne contenant pas € déterminé par
la tangente en A 4 C. Nous considérerons un secteur quelconque de
sommet A de cotés non tangents a €. S’il est intérieur 4 € nous Iap-
pelons A’; §’il est extérieur & G, il ne contient pas de poles des R, et
nous 'appelons A|. On verra en sc reportant aux sources indiquées au
n° 37, que l'on a ici, uniformément dans A" ou A, | R, (Z) —1|< v{~,

n

d’autre part, le développement de R(Z)—1 en puissances de Z—1
donne ici

Loy —1=R(%,)) —1=Zp— 1+ a(ly—1)" 4. .. (a7 0).

On a done

[ Rpey — Ry | < K7y — 1),
k' constante fixe, dés que|Z, —1| est assez petit on a donc alors, quel
que soitZ dans A" ou A, (supposés de rayon assez petit),

P /l.ll

L —
Iy
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Il en résulte que o (Z) est majoré dans A’ ou A| par la série conver-

gente ZL;, par conséquent ¢ (Z) est borné et la série (1) est unifor-
n*

mément convergente dans A’ ou A, ¢’est-a-dire qu’ici encore I'exten-

sion du théoréme d’Abel 4 la série (1) est assuré. La propriété s’étend

a tous les antécédents de A, lesquels sont, ici, partout denses sur C,

puisque E; se confond ici avee €, comme pour les substitutions régu-

lieres de premiere espéce.

IO




