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MEMOIRE

SUR

L'EXTENSION DU THÉORÈME D'ABEL
r/;

AUX SÉRIES rriTÉRÉES ^^^(•sl)
0

PAK M. GASTON JULIA

Introduction et résumé succinct du mémoire.

Lorsque R(Z) est une fraction rationnelle, dont les R/,(Z) sont les
itérées successives, j'ai étudié la convergence de la série

OS

(i) ar(Z)=^a,A,(Z)
0

dans un Mémoire (1) inséré au Tome 56 des Acta mathematica, en me
bornant toutefois à l ' intérieur des domaines Aa où les IL convergent
vers un point double oc, attractif ou indifférent, de la substitu-
tion [Z|R(Z) | . Pour étudier, dans le présent Mémoire, Voilure fie la
convergence sur les frontières de ces domaines, et dans le voisinage décès
frontières, j'ai restreint le choix de R(Z) à cause des grandes compli-
cations qui peuvent surgir en général dans la nature géométrique de
ces frontières. Je me suis donc borné aux R(Z) à cercle fondamen-
tal^^ ==i'|, parce que ce sont les seules, comme on sa.it, où l'on puisse
garantir l'existence d'une tangente en tout point d'une courbe fron-
tière de région de convergence, lorsque cette courbe existe. Mais on
reconnaîtra immédiatement que les méthodes employées et les résultats

( t ) Mémoires sur la convergence des'séries formées avecles'itérées•succes-
sives d'une fraction rationnelle, par Gaston JULIA.
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démontrés dans le présent Mémoire s'appliquent aux points doubles ou
cycles répulsifs ou indifférents d'une H(Z) quelconque Cet à leurs antécé-
dents^) situés sur une frontière de domaine A^ possédant une tangente en
ce point. Voici un résumé rapide des résultats obtenus.

A. —- Substitutions régulières de première espèce.

i° Sous F hypothèse ' Y . ^ n convergente (condition nécessaire et suffî-
0

santé), la série (i) converge dans tout domaine Aa où a ̂  o. Lorsque
[ Z ) R ( Z ) ] est de première espèce avec deux points attractifs a et (3
(a in t é r i eu r ^ o, ? extérieur ^oo), je montre que (i), convergente
en tout po in t double répulsif A situé sur € (séparatrice de A^ et Ap)
converge uniformément dans tout secteur intérieur à £ de pointe A et non
tangent à C ̂  elle converge uniformément aussi dans tout secteur exté-
rieur à (S, de pointe A, no n tangent à (î et ne contenant pas de pôles
des B,,(Z), tout ceci est précisé au Chapitre I, § I;, n0' 1 à 14, les pôles,
des R/, se répartissant sur des courbes analytiques émanées de A, dont
les tangentes en A n'ont pour rayon-limite que la tangente à (3. Le
théorème d'Abcl relatif aux points de convergence des séries entières
situés sur le cercle de cowergence s'étend donc aux séries actuelles. La
propriété s'étend à tous les antécédents (partout denses sur (5) des points
doubles répulsifs; elle ne s'étend aux points des cycles répulsifs
d'ordre n [et la série (i) n'y converge] que sous des hypothèses
supplémentaires relatives à la convergence des séries partielles

;J^a/,/^ , (v=o, i, . . . , n — r ) .
, . ! , ! /.'=() . : ! ' , , . .

2° Lorsque a == o, ? == ao, les multiplicateurs correspondants étant =^= o
la propriété reste valable sous l'hypothèse S^ convergente^ pour l ' inté-
rieur de e, non pour l'extérieur. Il faut alors supposer V^ con-

: • ! ! ! • . \ ! ! -—^i . ,
^ergenîe{s^ multiplicateur de (3=== oo) pour que (1) converge à l'exté-
rieur Ap de G ; sous cette hypothèse, le théorème cTAbel s'étend encore
à tout secteur de pointe A (point double répulsif ou antécédent de
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tel point), extérieur et non tangent à (S, ne contenant pas de pôles
des R,, (n0' 15 à 19 du paragraphe 1, Chapitre I, même répartition des
pôles des R,, qu'au 1°).

3° Lorsque a == Oy ? == ce, les multiplicateurs étant nuls^ la propriété
reste vraie pour les secteurs intérieurs à Q si Sa/^ converge. Mais la ques-
tion est plus complexe, t^ (Z) étant la fonction de Bôttcher de l'ori-
gine [R(Z) == r^7j1 4- . . ., Jp ̂  o] telle que

F,(o)==o, F ^ ( o ) ^ o et F,JR(.=0:1=[F,^)^

et pi l^ rayon de convergence de la série image
'»

7.i(5)==^«,^°,
0

le domaine de convergence de (i) est défini par | F<i(Z) [<; p < .
AÏ pi <^ ï (^ ) il ne comprend qu'une partie de C l imitée par des courbes
analytiques | F^ | === p , qui sont des coupures deWeierstrass pour^^Z).

Toutes les propriétés de la série en F^ ^ ^^/F^", sur le cercle [ F^ | ==== pi
0

oo

et à l'intérieur se transportent àla série Va^B^aux points correspon-
0

dants de là courbe frontière [Fi (Z)| == pi et de son voisinage intérieur.
En particulier, lé théorème d'A.bel s''étend à tous les points de convergence

de y^/Pr 'w cette frontière p^ (Z) | === p,i pour tous les secteurs inté-
0

rieurs, non tangents à la/rentière et aboutissant en ces points.
A l'extérieur de e. Fa (Z) étant la fonction de Bôttcher de l'infini

: [^zy^^z^Ti^Hoif^ ^ 11' 1;,•;11

telle que
F, (Z)=^-4-^ j -h . . . , • 0^0), F,[R(Z)1==[F,(X)J/ /,

(1) Lorsque JSa^ converge, p ^ ï .
A^n. Éc. Norm.y (3), XLVÏÏÏ . — NOVJEMBBE igSi. 56
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et p2 = — étant le rayon de convergence deVa/^"^, la région de con-
o

vergence de (i) est définie par ( Fa | ^> — et n'existe que si p , ^> ï ; elle estpi
limitée par C et par les courbes analyt iques | Fa | ====— Excepté le cas
élémentaire où R^r^Z^ elle présente l'aspect cTii'ne écumoire criblée
de trous, limités par les courbes fermées [Fy [ = = = • — en nombre infini quipi
s'accumulent-vers tout point de d. On montre (Tabord qu^on peut trou-
ver des secteurs d'ouverture finie, extérieurs et non tangents à (î, dont
la pointe est en A (point double répulsif ou antécédent de tel point),
et qui ne sortent pas de la région de convergence : dans ces secteurs, la
série Ci) converge uni formé ment et le théorème d'Abel s'étend ainsi à tous
les points des cycles répulsifs et à leurs antécédents avec le choix précé-
dent des secteurs d'approximation (n08 20 à 28, paragraphes du Cha-
pitre I).

B. — Substitutions régulières de deuxième espèce.

Un seul point attractif a situé sar (3. La convergence deS^» est la
condition nécessaire et suffisante pour la convergence de (i) dans A».
La frontière de A^ est un ensemble E'̂  parfait, partout discontinu, situé
sur 6; le complémentaire de Eg est formé : ï° d'un arc p-av du cercle (3,
limité aux deux points doubles répulsifs (x et v qui encadrent sur (3 le
point double attractif a; 2° de tous les antécédents de l'arc p-av; les
arcs du complémentaire sont intérieurs à Aa ( r).

i° Points pi, v et leurs antécédents.— A un tel point A aboutit tou-
jours un arc de e intérieur à A^. Dans tout secteur de pointe A,
INTÉRIEUR A Aa, non tangent à (3, ne contenant pas de pôle des R/,, la
convergence de S.a^R,., est uniforme et le théorème d'Abel s'étend, 'Un
tel secteur peut chevaucher sur (5, contenir des arcs de '<?. Son ouverture
peut être > ix, puisque : 1° sa partie^ intérieure à e-^ peut être arbitrai-

(1) Aa com prend donc à la fois l^ intérieur et F extérieur de Q\ unis par les
arcs du complémentaire de ER
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rement voisine de TC, et '2° les pôles de R,, voisins de A se répartissent
sur des courbes analytiques émanées de A dont un nombre fini seule-
ment fait un angle < 11 — s avec l'arc de e intérieur à A,, qui aboutit
en A.

3° Points doubles répulsifs et antécédents distincts des précédents :
ils ne sont pas extrémités d'arcs du complémentaire de ER. Donc, sur C'y
dans le voisinage et des deux côtés d'un tel point A, il y a des points
de Eit et des points du complémentaire. Un secteur intérieur à A^ de
pointe A est ou bien intérieur à (?, ou bien extérieur à C : il ne che-
vauche pas sur e; son ouverture est toujours <^ T:; lorsqu^il n'est pas tan-
gent à G et ne contient pas de pôles de B/,, la convergence de Sû^R,, (Z)
y est uniforme et le théorème d'Abel s'étend. Tout se passe pour ces
points comme dans le 1° des substitutions régulières de première
espèce (n° 28 bùy § III du Chapitre I).

C. -—• Substitutions singulières de deuxième espèce.

On les étudie à Faide des résultats établis dans le Mémoire des Acta^
t, 56. Il y a sur Q un point double indifférent a, tel que

R(a)==a, R^oO^-hî, R^a^o

et d—i points doubles répulsifs de [Z|R(Z)] . Le domaine Aa de
convergence des B.n vers a se compose d'abord de l 'intérieur etde l'ex-
térieur de <3. Sa frontière est un ensemble parfait discontinu E^ situé
sur (2. a appartient a En. Le complémentaire de En sur G contient un
arc aa unissant a à l'un (convenablement choisi) des deux points
doubles répulsifs (soit p- ) qui encadrent a sur C ettous les antécédents
de cm; ces arcs appartiennent aussi à Aa et unissent rintérieur et l^ex-
teneur de <? à rintérieur de A^.

Comme en B, la convergence de Ïia^ est la condition nécessaire et
suffisante pour la convergence de (i) dans Aa.

i° En a, a ou leurs antécédents y le théorème d'Abelsétend à tout sec-
teur doué des propriétés énoncées au i° de B. »
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2° A.ux autres points doubles répulsifs ou leurs antécédents y le théo-
rème d'Abel s'étend aux secteurs doués des propriétés énoncées au 2° de B
(n08^ à 33 bis du paragraphe I, Chapitre II).

]) _ Substitutions singulières de première espèce.

Un seul point double indifférent a

•R(a)=a, ^{a)=ï, R^a^o, R^a^o

et d—2 points doubles répulsifs, tous situés sur <3. Le domaine Aa,
où les R,, convergent vers a, se compose de l'intérieur et de
l'extérieur de C. Sa frontière est G tout entier (cas limite de A) sur
lequel les antécédents de a et des points répulsifs sont partout
denses.

On complète d'abord le Mémoire desActa, t. 56, par l 'é tude générale

de la convergence de "V a,/R,,(Z) dans le domaine d'un point double
0

indifférent Aa tel que

'R/{c<)=i, R^(a)=...==R^(oî)==o, R^î^o,

Lorsque a •=f=. o et ^oo la convergence de Sa,, est la condition néces-
saire et suffisante pour la convergence de Sa^R^(Z) dans Ay.; lorsque

, ! ! ! , !, ! i , , ! . \
a=o la condition est Sa^n / ' convergente; lorsque oc==oc, c'est

• ! i ! ! - ' , ! , ! !

'Lan.n f) convergente (n05 34 et 36 du paragraphe II, Chapitre II).
Icip === 2 et j a [ = i y donc ^a convergence de Sa,, rfo^ ^r<? supposée et

Pon démontre que le théorème d'Ahel s ^ étend à tout secteur intérieur à <3,
oa extérieur à Q, ayant sa pointe en a, ou en un point double répulsif^
ou en un antécédent de ces points y dans les mêmes conditions quau ï ° de A.
Pour les secteurs extérieurs il faut noter en outre que si leur pointe
est a ou un antécédent de a leur ouverture peut être arbitrairement
voisine de ' - u sans qu'ils contiennent de pôles : on peut en effet mon-
trer qu'en a par exemple, il n'y a aucun pôle des R/z dans le demi-
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plan, ne contenant pas (?, que détermine la tangente en a à e(n° 37
du Chapitre II).

Remarques sur les méthodes employées. — On observera le rôle impor-
tant joué dans le présent Mémoire par des séries telles que

^ | R,(Z) - R,.,., (Z) pour A (i"), B, G, D ;
n-=^

K

^ I s1; R,.(Z) - s'^ R,.,., (Z) | pour A. (a") ;
^=0

•%

^ ) R^ ~ 3̂ ,,,,, F^-1 — F^ + F^-1-11 pour À ( 3°).
/-=o

On est amené à montrer que ces séries sont. uniformément bornées
quel que soit Z dans le secteur étudié. Pour cela, sans restreindre la
généralité, on substitue en général avec avantage aux secteurs étudiés
des secteurs invariants p a r [ Z J R ( Z ) ] , ouplutôt i imités par des courbes
analytiques F invariantes par[Z| R(Z) ]; les nouveaux secteurs A', s'ob-
tiennent en considérant un quadrilatère curviligne fondamental A'^
intérieur au domaine Ay. considéré, et une famille d'antécédents suc-
cessifs de ce quadrilatère, juxtaposés les uns aux autres, tendant vers
le point répulsif A, sommet du secteur, et engendrant par leur
ensemble le secteur d^étude A',. Il est généralement aisé, à l'aide des
évaluations approchées de R/, en fonction de n données dans le Mémoire
cité des Acta et complétées ici, de prouver que la série à étudier est
bornée dans A^ et d'en déduire, par la considération de ses valeurs aux
antécédents successifs d'un même point, qu'elle reste bornée dans
tout A^. Une autre méthode, plus élégante, employée au A (i°) ramène
le fait précédent à une évaluation d'une borne supérieure de la longueur
d'une courbe invariante T entre un point Z et le point répulsif A dont
elle émane, les termes |R^—R/n-i (étant \^ cordes d'une ligne polygo-
nale inscrite dans cette F. J^ai d'ailleurs donné, dans le Bulletin des
Sciences mathématiques (t. 55, ï9''ii) l'application de cette méthode
géométrique à la démonstration du théorème d'Abel lui-même sur les
séries entières et le lecteur pourra s'y reporter pourrapprocher ce tra-
vail du Mémoire actuel.
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CHAPITRE PREMIER.
SUBSTITUTIONS RÉGL'LÎÉRES DE PREMIÈRE ET DE DEUXIÈME ESPÈCES.

Préliminaires.

1° Le rappel des principales propriétés de ces subst i tut ions a été
fait dans le Mémoire cité des Acta^ t. 56 (Chap. I, n° 7), et le lecteur
est prié de s'y reporter. Le cercle fondamenta l (3 étant supposé coïn-
cider avec ) Z | = i, une substitution de première espèce Z, = = = R ( Z ) y
où R est rationnelle et de degré rf, admet deux points doubles attractifs
a et p (a in t é r i eu r ) , symétriques par rapport à (3, dont les multiplica-
teurs IV(a) et IV (p) sont imaginaires conjugués et en module <^ i
(ils peuvent être nuls). Le domaine A^ de convergence des "Rn vers a
e s t | Z [ < i . Ap e s t |Z |> i . Sur (3 il y a à? — i points doubles répul-
sifs B(Z)== Z à multiplicateur réel >• i et toutes les racines des K» = Z
(cycles) sont(excepté a et p) situées sur (3 qu'elles remplissent de façon
dense; pour chacune de ces racines on a B^> i , ces racines appar-
t iennent à des cycles répulsifs. L'ensemble | Z == i est l'ensemble sin- •
gulier de l'itération [ Z 1 R ( Z ) J que j'ai appelé En dans mes recherches
sur ce sujet. Tout point du plan (excepté éventuellement a et?) admet
ER pour dérivé de ses antécédents. ER sépare ici Aa de Ap.

Lorsque [Z R(Z)] est de deuxième espèce, il y a un point double
attractif asur |Z |==i , dont le multiplicateur B/(a)est réel et compris
entre o e t i et r fpotnts répulsifs à multiplicateur réel^>x. Le domaine
de convergence des R,^ vers a se compose ici de tout le plan Z moins
un ensemble parfait discontinu En situé sur C et qui n'est antre que le
dérivé de rensemble des racines des équations

R,,(Z) — Z==o (n ==:!,' a, . . . , oo ) .

ER est l'ensemble singulier de l'itération [Z[ R(Z)]et le dérivé de l'en-
semble des antécédents d'un point quelconque du plan.

Le complémentaire de En sur G se compose de Y arc p-av, limité aux
deux points doubles répulsifs (J,etv qui encadrent a, et de tous les anté"
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cédents de cet arc. Parmi les extrémités des arcs contigus à Ej^ il n'y en
a donc que deux : [x et v qui soient des points doubles répulsifs ou
des racines d'équations B/,(Z) — Z = = o (points appartenant à des cycles
de l'itération) (zwrplus loin, § III).

2° Lorsque a ̂ é o (et cela est toujours vérifié pour les substitutions
de deuxième espèce) la condition nécessaire et suffisante de conver-
gence de Sû^R/, dans Aa est que S<^, converge. Alors £a/,R,, (Z) converge
uniformément dans tout domaine fermé intérieur à Ay..

Lorsque a ==o, s^=- o,---'tl faut et i l suffit que Sa^" converge, s étant
le mul t ipl icateur de a, pour que S^R/, converge uni formément
dans Z | < ^ i — s . Alors [:i==oo, et la convergence de Sa,,R/, dans Ap
exige la convergence de Y ̂  (.y, 5 multiplicateur de ? =œ est le con--^"^f1

jugué de .y et il est •=/=• o en même temps que s\ Alors 2â^R,, converge
uniformément dans tout domaine intérieur à A^, ne contenant pas de
pôles des R/,. La convergence dans A^, lorsque ? =00, entraîne donc la
convergence de H j a,, \ et par suite la convergence dans Aa.

Lorsque s === o avec a = o (et p ==co) les choses se passent différem-
ment : le domaine (le convergence de Sa/Jt/, peut n'être qu 'une partie
de A^ et i l peut a t te indre une assez grande complication comme on le
verra dans le Mémoire cité des Acta^ L 56. Nous y revenons en détail
dans le paragraphe II du Chapitre I.

3° Dans ce qui suivra, nous utiliserons aussi quelques propriétés
de la fonctionde Poincaré relative à un point double répulsif de [Z | R(Z)]
déjà démontrées et ut i l isées ailleurs ou résultant aussitôt de propriétés
démontréesailleurs [voir par exemple les Mémoires cités dans le Cha-
pitre préliminaire du Mémoire des A.cta^ t. 56, et aussi Sur la permuta»
bilité de^ fractions rationnelles, p. 199 et suiv. (Ann. Éc. Norm. sup^
1922)]. [j- étant un point double répulsif quelconque y. =R(^),
0=^(0) ^> ï y situé sur C, il existe une fonction méromûrphe f(s)
telle que

. y(o)=^ ^(o)^^ y(^^R[j(^

Sans restreindre la généralité on peut supposer que ^= -h ï (rota-
tion d^axes).
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. Par Z=/(^), à tout Z [excepté éventuellement les deux points
doubles attractifs a et ? et alors la substitution Z, ===R(Z) se ramène
à T.i ==1^ en ramenant a et ? à T=o et T==co] correspondent une
infinité de points ^s 'accumulant vers l ' infini . Le voisinage de z = o se
transforme en celui de Z = = i . L'ensemble E^ du plan Z devient un
ensemble ê>y du plan z qui est celui qu'on appelle aussi « ensemble J »
de la suite fÇza11).

Lorsque la substitution (Z]B.) est de première espèce, E^ est iden-
tique a Q et &a devient une courbe analytique émanée de s === o inva-
riante par (^ sa), c'est une droite passant paru et comme/f (o) =+ ï ,
j x=+ i c'est l 'axe' imaginaire du plan z . Un petit cercle entourant
Z ==,+i engendre par i térat ions successives [à cause de/(^a)=R[/(^)"|
et des propriétés connues de l'itération J une surface deRiemann S qui
est la surface engendrée par Z ==/(.?) lorsque ̂ décrit tout le pi an zÇvoir
mon Mémoire Bail. Soc. math. de France, t. 52, K)24). L'axe imagi-
naire du plan s est axe de symétrie du plan z comme (5 l'est pourS. Au
demi-plan à gauche cJi (2) <^ o correspond l ' i n té r i eur | Z ) <^ i de (3, une
infinité de fois recouvert; à <JiÇs)^>o correspond ( Z ^> ï une infi-
nité de fois recouvert. Lorsque z parcourt ûl(^)=o toujours dans
le même sens, Z décrit e une in f in i t é de fois et toujours dans le même
sens* Atout Z de module <^ i correspondent une inf in i té des^ tels que
/(^,)=Z et ^0/:)<o. A cause de/(^o / /)=R47(^)] et de la con-
vergence des R« vers a ou ^ selon que |Z est < i ou >• î , f{z) tend
vers (3 lorsque^ décrira une demi-droite quelconque issue de 0 et d'ar-

gument compris entre — ^ et +^/(^) tendra vers a si l 'argument est

entre- e t — " a et (3 sont valeurs asympotiques de ./(^.)- II en résulte
que les rayons Os, correspondant aux racines de /(^)===Z n'ont pour
limite que l'axe imaginaire.

Lorsque ( Z J R ) .est de deuxième espèce, &^ est, comme EK, un
ensemble parfait discontinu. La partie de E^ comprise dans un arc
de e arbi trairement petit contenant p- engendre par itérations (succes-
sives) tout En ; i l lui correspond par Z =/(^) une partie de &y voisine
de zéro, située sur l'axe imaginaire (R ( z ) == o et dont l'itération succes-
sive par ( ^ l ^ a - j engendre tout <ây. L'axe imaginaire est transformé
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dans £- décrit une infinité de fois elles demi-plans (K(s} < o et oiÇz) >o
correspondent encore à | Z <^ i et | Z | >- i.

Mais 'F(^) n'a ici qu'une seule valeur asymptotique a^ limite de/'(^)
sur tout rayon émané de 0 et distinct de ffi(z) = o. Les rayons os, ont
encore pour l imite le seul axe imaginaire (quel que soit Z fixe). Il y a
d'autres particularités de f{z} et de &y qui dist inguent entre eux les
deux points doubles répulsifs extrémités d\m intervalle appartenant au
complémentaire deE^ et les autres. Nous y revenons au paragraphe III.
du présent Chapitre. Pour les premiers, &y est localisé suj une des demi-
droites issues de 0 que porte R(^) ==o, pour les autres &y s'étale sur
toute la droite B.(^) == o,

I. Substitutions régulières de première espèce, à multiplicateurs 7^0.

i" a ̂  o, (3 ̂ é ce.

'1. Supposons donc ^/,/ convergente et Z="+-i point double
répulsif de la substi tution régulière à cercle fondamental Z i = = = B . ( Z )

dont a et f3 sont les points attractifs. La série y/^R^Z) converge
0

V. •»

pour Z == i et sa valeur est S ='^,^n' Montrons que ^ ( z ) ===V^/,R/,(Z)
0 0

tend vers S lorsque Z tend vers 4- i en restant à l'intérieur d'un
domaine A intérieur au cercle fondamental <? et aboutissant en
A ( Z = = + ï ) non tangentiellefnent au cercle fondamental, c'est-à-dire
que la partie de A suffisamment voisine de A devra être intérieure
à un secteur de sommet A, de bissectrice OA, d'angle au sommet
7 — Y i ( l r i l > o ) • l l l l ' ' ' ^ : , ! , . ! ^ ^ ' ! ! ! ' ^ , . !

Considérorîs pour cela la différence
c» 1 1 , y. • ' ! - ! ! ! ! !

(i) '3==^^R^(Z)-S==^a4R^(Z)-i],
0 1 1 1 ! ! 0 ' ! , - ! , ^ ! ^

! . % ! !

 1 !
 ! ' ! ! / - ! ! !

pour marquer la convergence de ^n=^,^n vers S on remplace a^
1 , , 1 1 1 , o ! ! . ! ! 1 ^ ! ! ! ! • !

^/ÏTÎ. Éc. Norm., (3), XLVKÏ. — DÉCEMBRE 1931. ^
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par j/, —• .y/^i et il vie ni

(>) • , 0 ==^ ̂  (' .H /, — H// - i-1 ) -r- À- ( ̂  — î ) 7

fi

en tenant, compte de ce que l im'IUZ) = a pour tout, Z i n t é r i e u r . En
posant

.<^== ,V 4.- ̂  /' IHH £//== ( ) \ ,
\ // .̂ /

il vient

p --1 ^
(3j ' ^^S^^1^/— ^^-H ) — ^( H^— ij —^£^(iV.~- :ïî^.:^,) == /, -..i~/^4- /,,

» //

en posant

/; .-. 1 .A

/, =z^^^.i^''•~ ^ " r } ). /^==s{ {\^~ i ) , el. ^t^^^^1^/"""1"1" H/' "^
ii //

Lorsque p est fixé cliacun des termes de / i tend vers zéro, donc ^
tend vers %éro lorsque Z •— ï . De même ^ -^ a lorsque Z -•-> i,

Montrons qu'on peut chois i r / ) fixe et assez grîind pour q u e /;,} ï'est.e
inler ieur à tout nombre fixé à l 'avance r / i / r l que soit Z dam le
domaine à 'n^nalé precédernnfent.

ï. 11 suffit pour cela de prouver que la série

( , 1 ) . : - ^I.I.^CZ)111-]^. ,-.,,(^,/
. : 1 / 1 1 , . . 1 1 , ! // . ! • . ^ .

reste bornée, quel que soit q et quel que soit Z dans A.
En effet, si cela est dérnontréy on aura, quels que -soient p et Z

dans A,
•y.. • ;

^|.H,(Z)-R,.,.JZj|<L.

/ ' 1 ^ 1 - ! ! ! !

Puisque l i m £ ^ = = u , on peut choisir p assez grand pour que n^>p
ît"S;ws • ' . ! ! ! 1 ' . / ! ,

d o n n e J £ / , !<^ £ (s arbitrairernenf petit). On aura alors, avec ce choix
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de?, et quel que soit Z dans à,
f:

i^!<£^iI^-~R/..,..,,,|<cL,
/^

c'est-à-dire que /;.. sera arbitrairement, petit comme on l'a a n n o n c é *

3. Envisageons donc la série
-/;

^|R,(Z^..-K/,, ,(Z^.

Le terme général | ;H,,(Z) — R/,,^ (Z) 1 est la dis tance du point R/,(Z) à son
conséquent B,,..,..,, (Z). Or, on sait que par un point Z quelconque inté-
rieur au cercle fondamenta l passe une courbe Y (et même une infinité")
inwrianlepar [Z | R(Z)], aboutissant en Z ̂  +1 non tangentiel lement
au cercle fondamental <?; F est analyt ique en Z =+ x, F contient une
fami l l e d'antécédents de Z, R,^(Z)(K=ï, 2, . . ., oo) qui tend vers
Z == + ï , elle contient tous les conséquents de Z et abouti t en Z = a en
général avec un poin t asymptote. On obtient F à par t i rd 'une demi-droite
d'î la façon suivante. On sait que, au po in t double répulsif Z =+1
de mult ipl icateur c7>i , correspond une fonction méromorphe /(^)
telle que ,

/ ( < > ) == •+- « , f ( o ) =- -i1- ,i a / f o- 3 ) := l { [ _ / ( z ) ],

on l 'appelle la fonction de Poincaré correspondant au po in t ré-
pulsif Z === -h Ï *

Lorsque ^ décrit le demi-plan Jl(^)> o, Z ===/(^) décrit l ' inlérieur
de (3 cercle fondamental, lorsque ^ décrit (fi(s') ^> o, Z décrit l'extérieur
de €. Lorsque^ décrit une demi-droite Issue.,, de o dans1 le demi-plan
fJi(^3)<^ o,, laquelle l lesltj,nlvarialnte,par„(^|,c^^),, Z 1 décrit'1 dans1;1^ 'une1 '
courbe analytique r invariântepâr[Z|R(Z)] allant, de 4-1: aa, qm.eôn- „
t ient tous les conséquents.d^un de.ses'points11^ et-une famille,: tendant
vers +i, d'antécédents de ce point ^.A chaque l^ intérieur à (3 cor-
respondent par/'(^-)===Z,( une inf in i té de s, dans le demi-plan (X(^)<^o,
chacune de ces demi-droites allant de o à ces ^/ est traîîsforxnée par
Z = f(z) en une courbe Y,, du. type précédent 'passant par tous .les con-
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séquents de Zo et par une certaine famille d'antécédents deZ^ qnï tend
vers +i. L'ensemble des demi-droites 0^: n'admet que l'axe imagi-
naire pour un ensemble limite^ il n^y a donc qu^m nombre fini de
courbes F/- issues de Z et aboutissant en Z ===-+-1 jw V intérieur de A.

4. On peut se borner à la partie de A voisine de A(Z=+i) et si
l'on veut à un secteur A7 de rayon assez petit de sommet A limité par
deux courbes issues de A et faisant avec AO de part et d^autre?
l'angle 7T —r^ A b! correspond biunivoquement par Z = f ( s ' ) un petit
secteur rectiligne ^ de sommet 0 l imi té par deux demi-droites faisant
(7 — ^ avec ^a partie négative de l'axe réel. Si Z est dans A^ z est
dans o' et la longueur de Farc AZ de courbe invariante r qui corres-
pond au segment Os est finie, elle a quel que soit Z une borne supé-
rieure ( ^ ) /'. A part ir de Z la courbe F se prolonge jusqu'en a : je dis
que l'arc Za de F est aussi de longueur finie. .En effet soit Z...,, l 'anté-
cédent de Z si tué sur l'arc AZJ Z^., === /(^)1 •

La courbe F est constituée des conséquents successifs de l'arc Z.,i Z.
Lorsque n est assez grand, Z/,, tendant vers a, est intérieur à un cercle
de centre a de rayon assez petit pour que dans ce cercle [R ' (Z) [ <</r<^ i
(/r est supérieur d'aussi peu qu'on le veut au mult ipl icateur de a qui
est <^i). On a alors

longueur arc Z .̂., Z^a<; k ^longueur arc Z,,,Z,^.) '),

ce qui prouve que les arcs successifs sont majorés par une progression
géométrique de raison /c. Donc l'arc Za a bien une longueur finie. 11 en
résulte que chaque courbe F a entre A et a une longueur totale finie. I l
est facile de voir que l'ensemble des longueurs des F dont les tangentes
en A .?on^ intérieures au secteur A^ admet une borne supérieure.

En effet ces F correspondent aux demi-droites Oz faisant avec la
partie négative de Faxe imaginaire un angle compris entre — 7T +TI

( ' ) En efïet, / est holomorpîxe dans 5f et sur son contour, en s = o, // (o) == 4-1 \
\ff(s)\ est bornée supéneurement dans c^!/7! <w, si donc 5., est le plus fiTand
segment Os clé c^, on aura I1'<?n'k.
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et î —TI. Envisageons la partie o" de ces demi-droites comprise entre
deux cercles de centre 0 de rayon 7*0 etr^ a, i\ élan tassez petit pour que
le quadrilatère curviligne ï" ainsi construit soit intérieur à o\ II est
clair que les antécédents et les conséquents successifs de o^par^ sa)
engendrent l'angle balayé par les demi-droites précédentes. A ï" cor-
respond par Z ==y(,s) une aire A" intérieure à^ et dont les conséquents
et une famille d'antécédents recouvriront par leur ensemble Faire
balayée par les courbes F dont les tangentes en A sont intérieures à à ' .

. Or, lorsque Z reste intérieur a A", il est immédiatement visible que là
longueur de l'arc aZ de F a une borne supérieure F ne dépendant que
de A^ (on peut par exemple, pour le voi r , ra isonner par l'absurde et
appl iquer le lemme de Jîolzano-Weierstrass ) Z, dans A^, est a fortiori
intérieur à A' donc l'arc AZ de F est^Z'. En définit ive, l'ensemble des
longueurs clés F considérées admet la borne supérieure l'-[~-l\

[Au contraire, les racines ^ de /(5')====Zo étant telles que ^•—oc
pour î > ce de façon que Os, ait Faxe imaginaire pour limite, les
courbes F correspondant à ces Os, comporteront des arcs (AZo), dont
la tangente en A tend vers la tangente au cercle (3 et dont les longueurs
ne peuven t être limitées supérieurement: comme on Fa fait précédem-
ment.]

5. Cela étant, il est clair que, tous les R/, étant situés sur la courbe F
passant par Z envisagée, et les | R/,— K,,+.i représentant les côtés suc-
cessifs d\inc liû;ne brisée polygonale inscrite dans cette F, on aura quel
que soit y

^IK^Z)- !^ / , ,^ '» !^ / ' - - /^ / ,
1 1 1' ^ !

pour tout Z intérieur à A, puisque avec les hypothèses faites sur A, on
peut recouvrir A avec des rdont les langentes en A font avec AOy et
de part et d'autre; un angle ^ î — Y) (r/ positif convenable).

On a donc bien prouvé que la série convergente ̂  jKn(Z)—Rn+i(Z) |
! . • ^ ! ! 1 1 ! .11 / (1 1 ! ! ! ! ! . ! ^

(est uniformément bornée dans A quel que soit q. Elle n est pas unifor-
mément convergente dans A car, si grand que soit n, on peut trouver
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dans A un p o i n t C-..« ( tendant vers + i ), antécédent d'ordre n du point t
de A, où

B// ( Ç-. ) - K/,.,, ( ̂  ') == Ç -- R ( Ç ) = a ̂  o. '

c^est-a-dire qu'aussi grand que soit n, le terme | R/ / (Z) — R/^ (Z') 1 peut
en un certain point de ,A, acquérir une valeur fixe ci.^o^ ce qui
contredit la convergence uniforme.

(>. La série S^//,R/,(Z) possède donc aux points doubles répulsifs
situés sur le cercle fondamental (3 la propriété due théorème d'Abel pour
les séries entières. Elle converge aux points doubles répulsifs et sa valeur
esl limite de la valeur en un point intérieur lorsque ce point, tend vers le
point double sans devenir tangent à la circonférence.

La démonstration précédente nous a. prouvé que V R//(Z)— R^n (Z)|
</

étant uni formément .bornée dans A, la série ^Vs,,, R,,(Z)—R,,,,.i(Z)[

est uniformément convergente dans A, lorsque lim £/,===(>. 11 en résulte
encore, en remontant la série des équations (3), (2) et (i),
que j^ û/,R/,(7^ est uniformément convergent dansa., ce qui est un autre

0

aspect du théorème d'Abel rappelé pour les séries entières.

7, Remarquons maintenant que, si 0 est un point double, et C un
s»

antécédent d'ordre Z:de ce point double [B/,(0 === 61, la série Y^/JVC)

, se réduit à
, ; ! /•-i ! 1 ; , ^ , k-.\ ^ ^

2a/tRft ( <ç ) "'-2a1^ ̂ ( 6 ) =2 ̂ n"( ç ) •+> e 2a{^ -
0 . 0 n 0

laquel le est convergente. Donc, en tout antécédent d'un poinL double
nlué sur € , la série SâJ^(Z) converge. Et l'on sait (Préliminaires) que
les antécédents successifs d'un point quelconque de <3 forment, dans
le cas présent, un ensemble partout dense sur (?. Il existe donc
sur C un ensemble partout dense de points de convergence de Sa//R,/(Z),
à savoir, tous les antécédents des points doubles répulsifs. Mais cela
ne suffit pas pour affirmer la convergence de S^R/, sur tout (3,
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8. En effet, l'hypothèse î.a,, convergente ne suffit pas a assurer la
convergence aux points de tous les cycles répulsifs. Considérons par
exemple une fonction R(Z) pour laquelle les points + i et - T forment
un cycle d'ordre 2 et prenons û.== (-:^• Alors Sa» converge tandis

qu'au point Z = + i onaR,.=(-i)"; donc Sa«R,,(4-i) =^^ qu1

diverge. Il faut donc des hypothèses supplémentaires sur Sa,,.
Envisageons un cycle d'ordre n formé des points Z , , Za, . . . , L,.

On a
X,=R(Z,), Z,=Rr4). • • • • %,,=H(^-^ '/-,-'V^J'

et chacun des Z; est un point double répulsif pour
| Z iR , , (Z ) ] , Z,.==R,,(:Z;),

H,,(Z;) ^R^ZjR^Zs ) . . . R'(:X«) ==°-«, 1°-" 1 > I -

Envisageons les séries ^

^+ff,,-i--^-t-...=Y^» e" p»8»111 .^=^^,
/^ /•=(1

p

„, _]- „„ ,, -|- a,,,, i-l- . . • =2 rt/"' " " •s'/'- =2 ff7""-' '
^" "/T"

«„-, + «.„-,+•• .=y,rt^4"-i. " y;;-^^^"1-1''-'1-
f-,, /•-:•1

Au point Zi on aura

V '^R,,(Z,.)==Zi.s-;;-l-Z,^+...-l-Z,,^;-1 =^-«-, (Z,)=^fZ,),

11-11

au'point Za on aura

/'" ̂  'ai.Rp,(Z,) == Z,,»;, + Z;,,î;,+...+ Z,^'-1 ==.̂ ,,-K,-, (%,) =4(Z«-),

lj.=ii

au point Zn on aura

'"V a^,R,,(Z„)=Z„^-^Z^s;,4-...+Z«-^r'=5/"l-^»-l<z'l)==SP(z/')•
p-=a
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La convergence de ^/^X/. aux points Z , , Z^, . . ., Z,, exige que les
0

seconds membres des équations précédentes aient des limites finies
lorsque p devient infini.

Or les équations, envisagées comme des équations en ^\, s^ . . ., s11^
admettent le déterminant classique

Z, Z, ... Z/, !

Z, Z, . . . Z,

7 7 7i^H, /J) . . . /^t j

et lorsque d^- o (cas général), il est clair en écrivant les formules de
Cramer qui donnent les .^, s^ . . . y .^'' en fonction l inéaire des
deuxièmes membres ,^(Z.i), . . .j ^(Z/,)que l'existenee délimites (înies
.pour les deuxièmes membres entraîne l'existence de limites fîmes pour
les inconnues^ Ion'que ? devient infini. Les séries

^, <//.//.-K/ ( ^ == O? I ; " ' ! n "— î)

.vont alors convergentes. Donc, dans lecas générale pour pouvoir affirmer
la convergence de H<2//B,, aux points de tous les cycles répulsifs

y.

d'ordre n, il faudra supposer convergentes les n séries '^^/./u/ ( ' }
/,• -•< 0

«l

(v === o, î , . . ., n — î) formées en prenant de n en n les termes de^a/,.
1 1 1 1 1 ! <»

II est clair, par exemple, que si V a,,\ converge, toutes les séries
0

a/^.^ convergent, quels que soient n et v, et ^a,/R/, converge alors

uniformément sur tout (3 car | R/, ==i sur tout <3. Peut-il arriver que

2

( 1 ) Y a-t-il des exceptions? La converg'ence (m lôas les cycles répulsifs
d^ordre nn^en traîne-t-elle pas toujours la convergence des îz séries précédentes ?
Nous n'insisterons pas ici sur ce problème.
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toutes les séries ^.û/,//,^ soient convergentes, quels que soient 71. et, v
'/,-—.»

sans que Vl^J soit convergente? C'est une question sur laquelle nous
0

n'insisterons pas ici.

9. Nous nous contenterons s implement , dans l'hypothèse où les n
séries

^^•//-^ (v=o, i, .. .^/ — ' ) .

convergent, d'étendre aux points de tous les cycles répulsifs d'ordres
le théorème'd 'Abel généralisé précédemment aux points doubles
répulsifs. ' 1

Z i , . . ., Z// é tant les points du cycle considéré on aura pour Z j <^ ï

^ ( Z ) == ^ a/, 14 (z ) ̂ ^ ̂ 7/ r^ ( z )

() /:=()

-h^a^.,,,,R^,-i (Z) -+-. . . ~^^^/•/.H/^.-.-•••1)BI^•..i.-l^^).
/•-i) . /.=o

Supposons que Z tende versZi en restant à l ' intérieur d'un angle eX, de
sommet Z, de bissectrice OZ,, d'ouverture 2^ —Ti) <r.. En posant

:l ;{^(Z)=p(Z) la première des S précédentes sera ^^/.//.p^7) et

/•=0

puisque Zi est point double répulsif de p ( Z ) i l résulte de la démons-
^ : w,.

tration faite que ^^^^/.(Z) converge uniformément dans tout
! ! / 1 k^Q 1 ' 1 1 1 ; , 1 ^ • . • ' ' ' 1 ! ! . • ! , „ / • 1 1 / 1 , 1 ;

domaine A intérieur à (3, aboutissant à Z, par l'intérieiir de l'angle eX,
/ a o __ 1 \ 1 1 ! ' ! 1! 1 ' 1 1 1

et tend vers ( 2, ^^/..// ) lorsque Z tend vers Z, par l'intérieur de 0,.
\ •/•=o / 1 1 ' , . ! - ! 1 1 ! ! \ ' 1 , , \ 1 ' ^ ! 1 !

De même pour
! ! -t . 1 y- 1 , ! 1 1 ! 1 1 y' . ! ! . . ! . . , ! ! , !

^^^^/•^^(Z)^^^^ ^ '

58

<//;•//.n IA/-/(-M (
. c = = o 1 1 1 ' 1 1 1 1 ! k—-^

^fnn. J&c. Norm., (3) , XLVIII, — DÉCEMBRE I^ST.
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puisque alors .H("Z) abouti, l:.à Z^ par l ' intérieur d 'un angle curviligne (fL,
transformé de et, par R(Z ' ) , de sommet Za, de bissectrice OZa,
d'ouverture 2.(^—TN égale à celle de cX^. Le même raisonnement
s'appliquant aux n séries partielles en lesquelles on a décomposé ^(Z),

il résulte bien que la série S^A:^) converge uniformément clans A
0

'/s

et a pour limite S^/.-^/.-^i) lorsque Z tend vers Z, par un chemin non
0

tangent à (5 (chei'ûin compris dans cX, pour r\ assez petit). Et le rai-
sonnement fa i t pour Z, se répétant identiquement pour tous ' les Z/ il
résulte que le théorème d'Abel généralisé est encore vrai pour les
points de tous les cycles répulsifs d'ordre yisous l'hypothèse de la con-
vergence des n séries

"^
^ a^,^ ( v == o, ,i, . . ., fi. — i ).
/.•-o

Mais dYdIeurs, on a vu que, si *€ est antécédent d ^ o r d r e A d ' u n point
double répulsif Ô|'B/,(^) == 0 === R(6) j , la série ^^/ /^/ / converge en *(.
, ! . ! n "•-:o
Ecrivons-la ^..,,..1 ^

3!(7^ ̂ ^alt}^ç7^ +^^-J<//[^(Z)|.
//. —; 0 // — 0

•M
 1 . ,

•D'après ce qu'on a vu, •V^/,.,,.,/,Rn(^) converge uniformément dans
' ! ! ! 1 1 1 ^ , ! / ! //==0

tout domaine Ai , intérieur à (3, aboutissaBt à 9 par rintérieur d'un
angle eX de bissectrice 09, d'ouverture << T.. Il en résulte : 1° que
' 'r. • y.

^ ^/,+./(,R/,[R/.<(Z)] et par suite Y, û,,, R/,(Z) converge unifomiément dans

tout domaine A, intérieur à (3y aboutissant à Ç par l'intérieur d'un
angle eX de bissectrice OÇ; d/ouverture <^r.; 2° que ^(X) tend vers
'V^R/^Ç) sur tout chemin aboutissant à *( par l^intériear de cX. Le

1 0 ! ! ^ ! ' ! . ! ! , ! ! ^

théorème d^Abel généralisé est donc vrai pour tousles antécédenU des
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points doubles répulsifs et une démonstration, analogue sous l'hypothèse
de la convergence des n séries

^ a/,n^ (y == o, ,i, . . . , / / , — i)

k^Q

montre qu'il est vrai pour les antécédents de tous les cycles répulsifs.

•'10. Au contraire, sans l'hypothèse de la convergence des séries par-
Vi

f ie l les précédentes, on a vu que S^/IUZ) peut diverger aux points
(>

d 'un cycle répulsif. .En reprenant l'exemple ^:==i, r//,==v-^^
\\ admettra toujours un cycle répulsif d'ordre 2 formé de deux points
distincts Z^ et Zg ; au poin t Z, on aura
lt-:î/.)+\ { » p fl fl

^ a,, \\,, (Z, ) = Z, ̂  «,,+ Z,̂ ; «,,,„ = Z, a, + Z, ̂  i7. - 7- 2 ̂ 7 •
h — < l /• •=-:••• t> k -."- 0 - A- =1. /,- :== 0

// /^

I I est immédiatement visible que, ^~ """STT^— ayant une
/>-.r=| ' /•^O"

/^ //

l imite finie lorsque? devient infini,;, l a q u a n t i t ô Z j V — — Za y 77-3—
/t=i /•==o

n 'aura de l imite unie, pour^ ==+ oc^ que si Zi == Za, ce qui n^est pas le
y.

cas ici. Donc en Z, et en Z^ la série S^/X^Z) est alors divergente. En
/t==0

un point quelconque'C, antécédent de Z, d 'ordre 7^, [ By/CO ==Zi j, la
série s'écrira 1 ! 1 ' ., ! . ! 1 1 /,^.i ^ 1 1 • ^

! '; . 1 ' ̂ ^B^^+^^R^Z,^ : ^ 1 , 1 , . , , , , . . 1 1 1

/••-^O 1 1 1 . A=:01 1 , 1 / , ! 1 , ! ! 1 , ! , - ^ ! ! 1 ; '

! - '^ ! ! . ! ! !
 1 1

et par conséquent divergera puisque ^^4-/.B/,(Zi) diverge. La série
1 ! , . , 1 ! , k~-.(} ! , \ ! 1 \ 1 . ; . , ! ! ! , '

proposée V--1^^ antécédents de tous
les points doubles répulsifs^ mais diverge aux antécédents de tous les
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cycles répulsifs d'ordre 2. Ces deux ensembles de points sont chacun
partout denses sur cf.. On voit que lorsque la série Sa/, n'est pas absolu-
ment convergente, les points de convergence et de divergence peuvent '
être inextricablement mêlés sur (S. ( I l serait intéressant d'étudier alors
de plus près la mesure de l'ensemble où la série converge et de
l'ensemble où elle diverge.

11. Dans tout ce qui précède, on a supposé que Z tendait vers un
point de cercle (^ en restant intérieur à (?. Mais on peut démontrer
les mêmes propriétés lorsque Z tend vers un point de (?i en restant
extérieur à (?, en supposant d'abord a 7^ o et par conséquent R^oo.

Reprenons le point double répulsif A(Z = 4- ï ) et envisageons la
fonction méromorphe/(^) de Poincaré, telle que

./(o)^4- ï, /^o) ==-!-.- J , f(a-z) == K[/(,3):|,

considérée au n0 3. Lorsque.;? est à droite de l'axe imaginaire m(Z) ^> o,
Z est extérieur à <?.

Quels sont les pôles desI^(Z)? ce sont les antécédents successifs
de l ' in f in i par [ Z l R ( Z ) j , ils ont pour ensemble l imite le cercle (5
( ( Z === î). Considérons les pôles ^,,, ̂  . . . , z i , ... de /(^). Ils s'ac-
cumulent vers l ' infini, et d'autre part les rayons Os, n'ont pour limite
que l'axe imaginaire, car, au point de vue de l ' itération, la valeur Z== oc
ne se dist ingue pas de toute valeur finie Zo extérieure au cercle fonda-
mental , puisque, parhypothése, [3, pointdouble attractif de B( Z) exté-
rieur à e est à distance finie. Envisageons dYilleurs, à l'intérieur de
la région \z\ <r(r assez petit) qui par Z==/(-s) se transforme d'une
manière btunivoque enune aire fermée entourant A, un quadrilatère
curviligne c^ limité : ï° par 2 cercles de centre 0 de rayons 7*0 et
ro0-<^r; 2° pai\cleux demi-droites issues de 0 faisant avec l'axe réel
positif l'angle ^ — T I de chaque côté, il correspond à ï" une aire A" du
plan Z toute extérieure à €, et dont les conséquentes successives ont
pour limite le seul point p. Ces aires conséquentes sont les valeurs
que prennent/^), /(cr^), . . . dans â^, donc, pourp assez grand, les
valeurs dansa7 ' des/(cr^) pourn;^ sont intérieures à un petitcercle
de centre p; elles sont donc finies ; or ce sont les valeurs prises par
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f(z) dans l 'angle des deux rayons limitant o\ lorsque !^|> ^o^.
Donc dans un angle quelconque CX<;T:, de bissectrice l'axe réel.
positif, /(^) tend uniformément vers p lorsque z tend vers Foc. Il n'y a
dans cet angle qu'un nombre fini de pôles de/(^). Par chaque point 'C
de cet angle et passe une droite aboutissant en 0, dont l'image par
Z===/(^) est une courbe analytique F, invariante par [Z |R(Z)], unis-
sant Z ==/(^) à l'origine et au pointa sur F sont tous les conséquents
de Z et une famille convenable d'antécédents, images des -1^ Lorsque
^ est un pôle de/ la courbe F passe par l ' infini, dans le plan Z. Mais
les z, étant en nombre fini dans CX, il ny a qu'un nombre fini de ces
courbes F exceptionnelles aboutissant en A dam un angle ne contenant
pas la tangente à (?.

'En définitive tout point Zo extérieur à €• peut être uni à A par une
et en général une infinité de courbes analytiques F [images par
Z==/(^) des demi-droites unissant 0 aux racines de /(^) =Zo]; il
n'y en a qu'un nombre fini aboutissant en A dans un angle ne contenant
pas la tangente à (3. Pour Zo = oo, tout ceci est aussi vraiy les courbes F
sont dites alors exceptionnelles»

1'2. Envisageons un secteur A^ extérieur à Ô, de sommet A, de rayon
assez petit, l imité par deux courbes F issues de A et faisant avec le
rayon OA prolongé, de part et d'autre, l'angle (^—T] ) - II ne contient
qu^un nombre l imité de F exceptionnelles. Ces F exceptionnelles con-
t iennent tous les antécédents de Z == oc situés dans A', c'est-à-dire les
pôles des R/,(Z). En, efïet, /(y^)== tU"/(^)J, prouve qu'à tout Z, tel
que :B,,(Zo)== GC correspondent par Zo ==/(^) des poin ts zf tels que
les o',^;;15 soient des pôles de f{s}\. Donc -V cont ient une infinité d'anté-
cédents de Z ====oo mais alignés sur un nombre fini de courbes exception-
nelles. Il est possible alors d'isoler ces F exceptionnelles et de consi-
dérer des secteurs A',, de même type que A^ mais ne contenant aucun
pôle des Rn. La somme des ouvertures en A de ces secteurs sera aussi
voisine qu'on le voudra de l'ouverture de A^.

13. Il est alors visible que pour un secteur tel que A',, dont les
F frontières ne sont pas exceptionnelles/et qui ne contient aucune F
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exceptionnelle, la longueur totale, de A en p, de toutes les F qui le
traversent est bornée supérieurement ('). Par suite la série

ao

^1 ]••>„(•%)-R,, , . ,(Z)| ,
0

converge dans A', et sa somme est bornée quel que soitZ. Un raisonne-
ment analogue à celui des n"' 4, 5 et 6 prouve que

--C

^î,,|:IS«(/j--:lt,,, i(^)i
0

converge uniformément dans A', lorsque lim £/< = o, et il en est de même

pour V ^Ji,,(Z ), c'est-à-dire que le théorème (PAbel s'étend à l'approxi-

mation du point double répulsif A, par un secteur extérieur à (5, ne con-
tenant pas de pôles des R/,^ et qu^on a appris à former au n° 12.

14. Le même théorème s^étend à tous les antécédents des points
doubles répulsifs par le ra isonnement fait au n° 9 (in fine). Sous Phy"
pothôse de la convergence des n séries

•%
^^•//.i.v (^==0, . . . , //. — i;,,

il sera encore vrai pour les antécédents de tous les cycles répulsifs
d'ordre n^ lorsqu'on approche un tel point par V extérieur^ en restant
dans un secteur (fui ne contient pas de pôle des B./,(Z ) comme on l'a fait
au n013.

, 2° , a == o, • p == c^.

15. l/étude précédente est valable sous l'hypothèse générale Sa/, con-

(• î l) Lorsqu'on remplace Xpar la sphère de BieTOann classique, le point Z=:'x'
devient le pôle de la sphère et joue dans l'itération exactement le même rôle
que les autres. Toutes les courbes invariantes T ont alors une longueur finie et
toutes celles qui abordent le point double A dans un angle ne contenant pas la
tangente ou cercle fondamental ont une ^ longueur totale inférieure à. une limite

^ / f x e . Il n ^ y a plus de courbes invariantes exceptionnelles sur la sphère.
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urgente laquelle, comme on sait, assure la convergence deSû/,R«(Z)
en tout point in tér ieur ou extérieur au cercle fondamental, à condition
que a ̂  o et par conséquent p ̂  'se.

Supposons maintenant a == o et par conséquent ? ==oo. Tout ce qu'on a
dit précédemment, lorsque Z est, intérieur à € est encore valable sous
rhypothèse I.a,, convergente. On sait, il est vrai, que cette hypothèse
n'est plus nécessaire pour assurer la convergrnce de Sa/,,IU"Z) à l'in-
térieur de (3, cette convergence n'exigeant plus alors que la conver-
gence de Sa,/.^, .y é t an t le nnilt iplicateur du point double

y. •==. o | . s ' :=R/ (a ) ,

supposé d'abord 7^0. Mais il ne peut être question de convergence en
un point double répulsif situé sur €- que si Sa,, converge, îl n'y a donc
rien à ajouter dans le cas présent. Le théorème d'Abel s'étend aux
séries £a,,B^(Z) lorsque Z tend par l ' intérieur de € vers un point
double répulsif situé sur €•, sous l'hypothèse Sa,, convergente. Il n'en
est pas de même lorsque Z est extérieur puisque Sa,, convergente ne
suffit pas à assurer la convergence de Sa,/R// à V extérieur de Cy la con-
di t ion nécessaire et suffisante étant, pour p ==oc, que ̂ ^ converge,
lorsque ^(7^0, ,y, é tant le mult ipl icateur du p o i n t .double p^=x . On,

Zsai t d 'a i l leurs que ,?i == l im ——- M'ais, en considérant le symétrique

li de Z par rapport à € le pr incipe de la symétrie prouve que 1{.(U) et
R ( Z ) sont aussi symétriques par rapport à (?, par su i te '

Z ] JRllJ)

tandis que
R ( Z ) | ~ | U

Z U
arg'-p—^-"-— ar^ •, , , , /; , , ^:R.(Z) """ t- R( l J )

Si Z tend vers l 'infini, U tend vers %érô,lim——=:s, multiplicateur
de a ̂  o, il en résulte que s ets^ sont deux nombres complexes conjugués^
ils sont simultanéaient nuls ou simultanément différents de zéro.

1(). La convergence deV-^ nécessaire et suffisante pourla conver-'aM'<>' t , . , , ! ! ! ; . , ^ ! , ! 1 ,
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gence de V^/J-^ à l'intérieur de e- entraîne donc la convergence de
0

Sj a,, 1 et par conséquent la convergence uniforme de î.a^n sur tout (3.
Peut-on alors étendre le théorème d'Abel, lorsque Z tend par l'exté-
r ieur vers le point double répulsif A, Z ==+ i, situé sur (3?

Tout d'abord il est presque immédiat que tout ce qu'on a dit au
n° 11; des courbes invariantes r unissant à A un point Zo extérieur à (3
est encore vrai ici(') : un tel point Zo extérieur à e et à distance finie
peut être uni à Apar une et en général une infinité de courbes analytiques T
invariantes par [Z( R ( Z ) j ; iln^y en a qu'un nombre fini aboutissant en A
dans un angle ne contenant pas la tangente à <3. Toutes les courbes F
aboutissent à Vinfini. Les courbesT exceptionnelles seront ici celles qui
contiennent les antécédents de Z === ûo pôles des R,,,(Z), etaussi (î)ûir Acta
mathematica, t. 56, n0 3 du Chapitre II) comme les antécédents d'ordre
un de Fco sont en nombre fini, i l n'y aura, , comme au n° 12 qu'un
nombre-fini de courbes exceptionnelles aboutissant en A'dans un angle
de bissectrice OA d'ouverture 2 ( ~ — ^ ) ? il est donc possible de consi-

\9 1 /
dérer, comme au n° lây des secteurs A'; de sommet A, de rayon assez
peti t , limités par deux courbes F non exceptionnelles issues de A, et
ne contenant aucun pôle des B,<. On isolera pour cela les T exception-
nelles par des petits angles curvilignes limités par des F non excep-
tionnelles. Envisageons un tel secteur A\ et supposons que Z y soit
contenu : c'est l'image d'un certain secteur o7, du plan z de sommet 0,
limité par deux demi-droites du demi-plan cRÇ3)'^>û, s et Z se corres-
pondant par Z === /(^), /(^) fonction méromorphe de Poincaré. On
peut toujours supposer o^ limité, en ôutrêy par un arc de cercle de
centre 0, de rayon r assez petit, pour que A', et o', se correspondent
d'une manière biunivoque. Alors A') sera limité, outre les deux courbes
frontières F par l'image de cet arc de cercle. Nous désignons par a le

(r) D^ailleurs, à cause du principe de la symétrie, par deux points Z et U
symétriques par rapport à e passent deux courbes I", invariantes par [Z | R(Z) ]5
symétricjues F une de F autre par rapporta €.. Les ï extérieures sont donc les
symétriques, par rapport à <2, des T intérieures et les T exceptionnelles sont les
symétriques des .T intérieures contenant les antécédents de l'origine. En parti-
culier, si R ( Z ) SE Z^il n^y a pas de T exceptionnelles.
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mulliplicat.eur (> î) de A en sorte que/Co-;?") === R [/(^)|. Dans o, nous
envisageons la partie comprise-entre les cercles de rayon r et ^ nous
l 'appelons o'; comme au n0 11. 1.1 lui correspond, dans le plan Z, un
quadrilatère curv i l igne A', in té r ieur h A',. o", peut être engendré par les
antécédents successifs de o.' ( ^ - ? ~^ . . . L et de même A' est engendré

\ G" 0" / ' 0

par une f a m i l l e d'antécédents successifs (Z,Z», ,Z_a, . . .) de A'; conve-
nablement choisis- On prendra toujours la branche de Z_^ = IL.., (Z)
qui est égale à î pour Z==+i [laquelle e--t holornorphe clans A', (de
rayon supposé assez pe t i t ) ] pour construire les antécédents successifs
de A',, lesquels, par leur ensemble', recouvrent A',.

17. Ces p ré l imina i res posés, nous a l lons nionirer que , sous l'hypo-
thèse ̂ ^ convergente, le théorème d'Abel ^ 'étend ici à ^approxima-
tion de A par l''extériein\ dans le do/naine A\. Nous allons démontrer

que V^,/,Bn(Z) converge uniformément dans A', et que par conséquent
(î

la l imi te , pour Z == -4- î , dans A',, de sa somme est bien V. a,^
(•)

Envisageons la d i f fé rence
-y;

o==^^[R,,(Z)-ï] .

Il faut. montrer que pour J Z — i j <^T], dans A',, on a o <^ s.
L'hypothèse faite, convergence de V ~;̂  peut s'écrire

^aaà S ^

avec
! . ̂  ^tt. , 1 1 1 1 , ' 1 c^,^^ ^,, et . c"̂ ,==: S 4- £„,

£^ tendant vers zéro. Nous écrirons alors

' ^=^,(^-cr/^,)[^B.^-^]* : : . . •
1 : o1 11 ' ^

Ânn, Èc. Norm., (3), XLVII I .— DÉCEMUIIB igSi. 5c)
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et. //
• 0,, ==^ ( O-,. - 0-,._, ) (,5',' .R,, - .S-',' )

/ / — — I

^^/-1>Î K/.---.-^r l.i^,„,--^•-4-^t•H j ^-a-n(s';ï\n-~^), •

D'autre part, si. l'on pose* Z === .î K ( Z ) == ——.1 G est u n e fonct ion
~ ~ Ç l •' p ( L } k

ra l ionnel le à cercle fondamental c?, pou r laquelle l'origine est un
point double attractif de m u l t i p l i c a t e l î r . V i . J'ai, démontré [ n^î du Cha-
pitre II du Mémoire Sur la cowerg'cnce c/cs séries Sa,/]{,/ ( /le/a matb^
t. 5()) j que, F(C) désignant la fonct ion de Kœni^s de o ( '^) relative à o
|F(p(0) ==^^F(^) ] , on peut écrire, dans tout domaine extérieur à €
et ne contenant a u c u n pôle des H,,,

•V"I•Ï-('Z^F^- ' " i J y//
OU

JÇj::=a,F^.+a,^ ::= y., l̂  -4- a, <^ ï^ -.4-. . . == :Î  <1> r ̂  F ) ,

la fonct ion <1> étant holomorphe pour J .^F| </• suffisamment pet i t , et
tendant vers a^ pour n = ̂ . D'ai l leurs les pôles des H// correspondent
aux zéros des o / / , lesquels sont les zéros de, F; par hypothèse il n'y en a
pas dans A'^ ( 1 ! ) . , , , .

On a donc
1 i m .^ it/, { Z} = ̂ — , o ù Ç :::= -,

// ;•'-:: ^,, ' ( •*; ) /j

et. par. su i t e en tout point âc'à'^

- ' o-^^^'1^"'^''111^- F-i.

Hemplaçant cr/, p a r S + £ / , à partir (Fun certain rang y? i l vient, en

i i - ( ^ D a n s A'', en particulier, F(Ç).:== F ( -\ est holomorphe. et ^o,; donc,
dans A';, / n < l F | < M. , ' \ ' , ^
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posant

Mais

^ I-u - 4'-' R/.,, -- 4 -r- 4" 1 = ̂
J ) —— 1 "» X

0 ̂ ^^ i f 7 k uk ~r 2£Â 'uk 4- ^ ̂  M/>> + rTF^ '
À'--::(l /•:.--:/,/ />:=//

^

^^.^^R.-.-.^-^r'^Y.-.i-^r'1

et par su i t e

y/^ .=^K,-^^— —T1-1t
^^^ A 1 / ! \' { C }

/ • • - / .

c e q u i d o n n e , en défî î i i t ive,

o=-^o-^4+S(^l^-^)4^£^^ ;
/•=::(> ' , /•=/^ 1

I (S. Désignons par t\, /•a, ^3 les trois tennes du second membre, dans
l'ordre où. i l s se présentent .

Il est clair que lim ^/,= o lorsque Z tend vers i dans A', ; par consé-
quent,;) étant choisi, fixe J Z - i |<ïi ent ra îne | ^ , < c, ^ j < £ . Reste
à montrer que, quel que soit Z dans A',, on peut choisir p tel que
| ̂  | < c. Raisonnant alors comme au n0 2 il nous suffira de prouver que

'7:i

V j ^//, n?jfô bornée quel que sait q entier et Z dans à\. Nous prouverons

pour cela que ̂  u/, | m'^ bornée dans A',.

Or

Donc
/^j^.^J^..-^^']^

21 ̂ ! ̂ Z1 't1^ ̂  114"2 ! itd • l:av]tic 1 1 ^=:::l^^-w^l B^-2l".iï.S!..t-.l-
/•==<» /•=<» Â'==:l.t

Or



468 ' G/VSTON Jl.iI.JA.
'»?.

est indépendante de Z. II. suf f i t donc de montrer que ̂  1-7;! est bornée
0

quel que soit Z dans A , .

19. Pour cela noas montrerons d'abord que ^(Z)=== ̂  j ^ | estbor-
(»

née dans A', et nous en déduirons faci lement qu'elle est bornée aussi.
dans tous les antécédents de A'', qui. engendren t A', (').

Considérons donc
(.^^I1^-^'1-1!^.,,,.

Quel que soit Z dans A'^ on a, dès que k est assez grand [ j ^F [<^j,

^W}=y^y^ K,(Ç)=P<1>[^F:],

<& hôloiïîorplie dans |^F['<r et tendant vers a-,, lorsque A devient
infini ,

1 [ ' _ ^-'F,,/.,,.-^'!^/.
^~ F + ̂ F,, '" F + ̂ •!-' F ,̂,, (. ¥ -i- ̂  F,,) !• F -h ̂ -•1 F,.,.,,.j

_4F^,^(4+ IF)-<I)(^F)J • ,
^""(F+^F.^tF+^^'F,,^,,] '

Donc, lorsque À- devient in f in i , on a, quel que soit Z dansA^ , puisque
dans A^ il n'y a aucun pôle des B//,, c'est-à-dire aucun Z a n n u l a n t F,

<'^r 'A-. j-ji-n „-——————— ^r i .
/•r=« A'fa^A'i —.i)

l i en résulte que., quel que soit Z dans A',, on aura pour ^jpo,jpo
étant choisi assez grand,

1 ̂ | < |«3 1 ^ — t. 1 l ^ î l . ^ î

A élant une constante supérieure à x et aussi voisine de ï qu'on le

(r) Nous aurions pu opérer d\ine façon analogue pour démontrer, aux n0'1 3)
^ . 1 ne ! ! ! , . ! . . ! .

4, S., 13, que V | R / t — R ^ j est bornée dans A', ; nous avons préféré la démons-
1 1 1 1 0 1 ! ' '

tration directe plus élégante*
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voudra. Donc
^ ; ç^i <À|a^ |^,~ i ! • -

quel que soit Z dans A',. Il en résulte bien, ̂  1 v 1 / , ] étant évidemment
•»

bornée dans A'^ que ^(Z)^^ k'/.! est uniformément bornée dans A^,
0

ce que nous écrirons
p.(,^) < M dans A' j .

20. Z étanIdansA'; , Z,,,, choisi comme on l'a dit, sera dans l 'anté-
cédent de A^ qui touche A", dans A',. On a

[j.{ z..., ) == ^ 14 Rz,(^, ) -- ̂  R^r (Z-, ) ! ̂  I .̂-, - ̂  zA^

/i==o

^2 4R^(Z)-~^11T '1R^Z)] '
puisque

Donc
R,(Z^)==R^,(Z).

^(Z^,)=: !Z_,--^Z|4-~|^ | .p(Z).

Considérons de même les antécédents J^/L^ . . ., Z»/,, . .. dont l'en-
semble engendre A', lorsque Z engendre A';, il vient

^ ( z.-.,//, ) == ; z...,,/.— .s-i ẑ ,,.., i
.....1- ! ̂  1 i Z..,,/,, - ., Z,..,,/,., 1 -.i-. .. -h i.. i-1 1 %^ - ̂  % ! 4- 1 ̂  |^(Z).

Or, lûrsque Z décrit A.',, Z^, décrit A7, duquel on a retranché A';, et il est
clair que ,|Z^ - ̂ Z reste bornée dans A, ; on a donc, quel que soitZ-^ — ^i

, ,1^ , -^Zl^-- '
soit aussi Z dans A'.
dans A , , jZ.. . ,—^:Zi<// et par suite J Z-,/, — s , Z..̂ ,., | < V quel que

Il en résulte que
pL(Z-„ )< / . / [^+ |^ | .+ . . . 4 - i ^ | ] - ^ | s , | / 'M

et, quel que soit n, et quel que soit Z dans A';

P . ( Z _ _ _ _ _ _ « ) < — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — q - - t - M \

l ———————————————————" j «J t
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ce qui revient à dire que, quel que soil Z dans Ap on a

^.(Z}< ——À,-— -4-M1 • i--|.y, |

et par conséquent ̂  | ̂ /, [ <?^1 Zw/i bornée dam à\ ; ^7 en est de même de
0

•»

^ | ̂ . | qui reste <^ 3]t dans A',.
u

21. Il en résulte que /^ peut être chois i assez gra-nd pour que ^^>p
ent ra îne j £/, | < — et par suite

V 1 ! £ ^ -

^^^^^PÏÏZ!^ <^
/•^ /,

c'est-à-dire | ^, j <^ £ et, par suite

| ^ I •^ ^s,

et ceci démontre bien à la fois la convergence uniforme de V^B/t

dans A',, et la continuité de sa somme lorsque Z tend vers A sommet de A .
Le théorèîïied'Abelest donc,'ici encore, étendu aux séries Vâ,J^(%)

aux points de C qui sont points doubles répulsifs de [Z |R(Z) | , par
suite aussi aux antécédents successifs de ces points doubles, et sous des
restrictions analogues à celles i n t r o d u i t e s aux n0' 8 et 9 sur la couver-% - . 1 ' , .
gence des séries parliellcs V %^, le théorème d'Abel s'élendra aussi

•MHS» ,;> , 1 - \

^ ! ! ! , . . , ! 1 1 , 7r=:o,
a tous les points des cycles répulsifs d'ordre n et à leurs antécédents,
lorsqu'on les approche, par l'extérieur de C, en restant dans des sec-
teurs, tels que A^ qui ne cont iennent pas de pôles des IV'Z)»

II. Substitutions régulières de première espèce, à multiplicateur nul.

• , . . , ! , . î ° a -^ o, j3 ^oo. , . -

2â. Lorsque R(Z) admet les points doubles attractifs a et p, à mul-
tiplicateur nul (ils sont nuls simultanément), tout ce que nous avons
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di t dans les n08 1 à 14 est encore valable à condit ion que a ̂  o (d\)ù
^ fini). La condition S«/, convergente est alors en effet la cond i t ion
nécessaire et suffisante pour la convergence de

(1) ^ a / / R / , ( % )

dans le cercle. (? et hors du cercle e. Le théorème cFAhel s 'étend sans
autre remarque, comme aux n^ i a 14,

•j^ y. rr: 0, ^ -::=: '^0-

-23. Lorsque a = o, ̂  pa/- .sw'te fJ = ̂  , /<'v C/(O.^A- ••><.' passent diffé-
remment. Examinons d'abord l'intérieur de €. Le domaine de conver-
eence de ( i )B ' ;^/JV%}

dans e peut n'être alors qu'une partie de (?. D'une façon précise, si
F(Z ) est la fonction de Bôttcher de l'origine (voir Acta, t. 56, Chap. I,
n0 5, et Chap. II, n08 4 et suiv.), telle que

F , (o )==o , F , (o )^o cl F , [ R ( X ) ] = [ F , ( X ) y ,

sous la condit ion que, à l 'origine,

R ' ( o ) = = R " ( o ) = . . .^/-"(o)^ el P./^o)^ ^(0)^0,

et si a , est le rayon de convergence de la série image
vs !

(2) /,,(3)=^a..5/'",
. . . 1 " , . ' 1 1 ' 0

la série (i) convergera dans Q aux points définis par |t\(Z)| < p.. Si
o >i, la série (x) convergera dans tout C; pour étendre le théorème
d'Abel à l'approKimation d'un point double situé sur C, il faudra en
outre supposer Sa,, convergente et dès lors ce qu'on a dit aux n- 1 a l-i
s'aDDiinue intégralement, le théorème d'Abel s'étend.

Il n'en est plus de même si p. < i, car le domaine de convergence
de (i) n'est alors qu'une partie de e- définie par JF, [p.. Nous avons vu
d'ailleurs que les courbes ] F, ; = ?. constituant la frontière de conver-
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gence de (i) dans C? é t a ien t des coupures de Weierstrass pour

S(Z)r=^/JVZ)

(voir Acta, Chap. II, n° 7 bu).
Nous avons alors, au voisinage de tout point de cette frontière, écrit

R//(Z)^a.F^ t4---Frl:^-!"s//:1,

avec a, ̂ o et £/,, holornorphe en F, t endan t vers zérOy un i fo rmément
dans tout A intérieur à (?• lorsque liïîm=oo.
• II en résulte

( 3 ) S ( Z ) =^ a,, R/, ( Z ) = a, ̂  a,, F/F "1-^^ ̂ T [ ̂  + e. ].
» ii (i

Or la série V ^,, Ff' converge absolument dan s le dornaine [F, j^s /F i
0

qui contient le doma ine J F | ^p-1 Donc ya,/F^'[ay + £//] converge
0

absolument et uniformément dans tout domaine | F J ^ p i + £ avec
p , •+- £ <^\/p.i. Par conséquent, si, en un point Zo de F,, === p., la série

^^//R/, converge, i l faudra, aussi, que V a^" converge en ce point. A
0 11

VI

la série (4) ̂ ^,'I^\ (Jîins le plan F.i, s'applique le théorème d'Abel l u i -
0

même sur les séries entières, elle 'converge uniformément clans tout
domaine du plan F., intérieur à F,( j <^ p i accédant au point F^Z,)) par
un point anguleux non tangent à la frontière Fi !==-p^ II en est de
même en revenant au p lan Z ( ' ' ) ; clans tout domaine A intérieur à
V\. <^ p.f 5 accédant en Z,, par V intérieur cl'un angle dont les côtés ne sont

pas tangents en Zo à la frontière I F , , { = = = p . i , la série (4), sera uniformé-
ment convergente el le théorème cf'A.bel s'étend. On voit alors immédia-

tement, par (4), qu^7 en est de même pour la série proposée ̂  ar tR/ ,(Z).

( 1 ) En effet le point Fi((Zo) est pour ia fonction inverse'de Fi (Z) un point
ordinaire ou un point critique algébrique.
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Dans le cas présent on peut dire d'après (4) que toutes les conclusions
que le théorème d'Abel sur les séries entières permet d'affirmer pour

là série z ^ ^ ' n V ^ ' ^ série entière en F,, sur son cercle de convergence, se
0

t ransportent immédiatement à la série (i) sur sa frontière de conver-
gence [ F i =p , .

24. Examinons ma in t enan t l 'extérieur de C.
Envisageons la fonct ion de Bôttc'her F.j(Z) du, po in t à l ' infini, pour

laquel le , autour de l ' i n f î n i , on a

FJZ)^ -..h- ^ -4 - - . . . 7.,^o et F , [R(Z) ]==[F , (Z)p ,

car ic i , on a, à F in f in ' ,
R ( Z ) =: r, Z// i -+• Hol Q} ] ( r, ̂  o ).

(A. cause de la symétrie par rapport à €' le nombre p est le même pour
r infrni et pour ror ig ine . )

Le domaine de convergence, extérieur à (?, de

0) ^"-^W
0

est dél ' ini par F^ ^> p- j , p a étant le rayon de convergence de V ci,^"^,
o

lequel est évidemment, d'après 23, py == -J---
Lorsque p, ^> i (< ) , il y a donc, hors de (3, une région de convergence

pour (ï), l imitée par ei et par les courbes F.» | = -1-- Hors le cas où! 1 1 1 1 , 1 1 1 , \ 1 1 1 1 1 1 1 1 ' - ' / 1 1 \ 1 1 ' 1 1 1 , . "" ' P1

Ï{(K)^^raV, Fco a un einfmitéd^antécédents admettant (3 pour ensemble
l imi t e . Il y a in/inité de courbes fermées \ Fs 1 ̂  — enfermant à leur
in tér ieur tous ces antécédents qui sont les pôles des R» (voir Acîa,

( 1 ) Lorsque- pi ̂ i on a pg ^ ï ;el par suite ( ï ) ne converge en aucun point exté-
rieur à <?» Le problème ne se pose donc cfiie si pi >• ï .Et, dans ce cas, il y a con-
vergence uniforme de ( ï ) dans tout l'intérieur de € et sur € elle-même.

Ami. Kc. AW^.^S^XLVÏÏI. .— DÉCEMBRE 1 9 3 1 . 1 . 60,
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t. 065 Chap. II, n0 8). Le domaine de convergence de y,A3/i(Z) hors
o

de C présente donc, pour p , ^> i , l'aspect d^une écurnoire dont les trous
^accumulent vers toutpofnt de (?. Il faudra donc, d 'abordy examiner dans
quelles conditions on peut s'approcher d 'un point double de [Z K(Z)J
si tué surO en restant, hors de C?, dans,/6' domaine de convergence de (i).
Au contraire, par des raisonnements analogues à ceux du n° '23, on^
verra aussitôt que lorsque Z reste dans un domaine A aboutissant a un
point Z(, d 'une courbe Fa | =r -i, ou la série (i) est supposée converger,
A ayant en Z,> un angle non tangent a la courbe, il y aura convergence,
uniforme d e ( r ) dans A et extension du théorème d 'Abe l .

25. Soit ma in tenan t A.(.X === -+- •i) le point double répulsif, s i tué
sur (?, vers lequel va tendre Z en restant, hors de c?, dans le domaine
de convergence de (i). Tout d'abord, le r a i sonnemen t fait au n° :10
prouve que les F invariantes except ionnel les | passant par les pôles des
R/^Z)] about issant dans un angle de sommet A. et ne contenant pas la
tangente à C sont en nombre f i n i ; on peut donc , construire, comme au
n0 16, un secteur A',, de sommet A, limité par deux. courbes inva-
riantes F non exceptionnelles, et engendré par les antécédents suc-
cessifs d'un quadr i la tère curvi l igne A', ne contenant aucun antécédent
de l ' infini, c'est-à-dire aucun pôle des R,,(Z). Or, les zéros de Fs^)
sont et sont seu lemen t tes antécédents de l'infini. Dans A',, Fa analy-
tique n'a pas de %éro, donc, dans A'; I F y |>,m(o <^m< i). A/cause
de la relation

1 . ^ : :.<„ , , : ^[Rt^-I^CF^Z)]^
et par suite

, : : F,[R^Z)]^[F,fZ)r

on aura, dans un domaine antécédent d'ordre n de A^,
•i .

!F,(Z);>/^

et il est clair que, pour n ̂ > n<» , on aura
' . 1 ' ! ! ! . ! 1 1 1 , . ^ 1 ! / ! ! , , 1 1 1 / ! ^ '• .

. m^1 > — , , (caro,>", i) . .
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Par conséquent, les domaines antécédents successifs de à,'[ appar-
t i ennen t dès que l 'ordre d'antécédence est^> nu au domaine de conver-
gence de ( i ) , et par suite, en ne considérant que ceux dont l'ordre est
n ̂ > 7^0, on aura un secteurA'^ aboutissant en A, limité par deux courbes
invar i an tes F non exceptionnelles et par une troisième courbe suffi-
saîiiinent voisine de A, ce A^ est tout entier dans le domaine de con-
vergence de (i). C'est dans un tel secteur que nous ferons varier Z
pour le faire tendre vers A. Ce n'est pas restreindre la généralité que
de supposer, comme on le fera dans la suite, que A'; lui-même appar-
t ient au domaine de convergence de Ci") , c'est-à-dire n^ == i dans le
raisonnement précédent.

2F). Nous montrerons maintenant que la série
v. . «•

(!) ^ S/̂ ^7^

cowerge uniformément dans A^ et que sa somme a pour limite V a,,
0

lorsque Z, dans Al^ tend vers A.
Envisageons la différence

^=2^[R.(Z)-I'1'

et montrons que, pour — i <TI, dans A1^ on a 8|<^[la conver-
gence uniforme dans Ag de cette série o entraîne celle de (i)].

Par hypothèse, la série ̂  — converge en tout point de A^. Nous

posons
x^111 a/,. 1 , 1
^^==^=^^h£,

y étant la somme ̂  -^ (c'est une fonaion holomorphe de Z dans Aa),
1 1 • o M ' ' / , ! . 1 1 1 1 • ! ! - ! ! ! •

et s/, tendant vers zéro pour /»• ==s oo en tout point intérieur à à^
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Il vient successivement

Ô ̂ V ̂  [ R, F^ - F^ ] = ̂ , (.Pô -1 > + ̂  ( ̂  - ̂ -, ) ( R^ F/^ - F^ )
•X;

-^ ,<,,[R,,- , - R, F/;+ FS] -l-^.s-,[ R,F/j1-- R,-,,?/,"4- - F/J"-l- l^1-'-]
1

-4-.î//â(o),

en se rappelant que l'on a, pour n assez grand, en tout domaine exté-
rieur à e ne contenant pas d'antécédents de l ' i n f i n i , et par conséquent
dans A'.,

p _^TOiî^—-^—J

h^Çu) holomorphe pour j u \ < /\ et h^o) ̂  ô [voir Acta, t. 56, n° 7 du
Chapitre II) et par suite limR,,Ff= /^(o) en tout point intérieur à A'^,

car l.imF^1 == o en un tel point on a enf in , avec ,y/,=.y + £/,.., en raison"
n == os

nant comme au n0 K)
a -=,/, 1 1 ^ , -1 - R , î  .-i - 1 ^ ] -i- ^ ( H , î^ -- • 1 - î^ )

27. Décomposant la série précédente, nous écrirons

0=^-1-^+^-1-^^

avec
/, == a, | R., - i - R, Fî + Fî ] ̂  a, [ Z •.-.-.- i, - R ( Z ). FS 4- F{; -],

1 1 1 ! . ! &'/
/,==.| RF/;- - l-'/J j = = [ R ( Z ) - , ]J^. ̂  .-,

2
q

f-,^^e/,u/^

.̂,== ^ s/-///-,
/•—:</4" 1

avec
, , 1 ; ' //^=R^F^--R^Hl^ , , .

Pour prouver que le théorème d'Abel s'étend lorsque Z, dans Ay,
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tend vers A, nous prouverons que la série ]^^A- estumform,ém.ent(et
i

absolument) convergente dans A^.
Nous montrerons d'abord qu'on peut choisir q de sorte que, quel que

wù Z dans A^ on ail \t, \ < £ (s arbitrairement petit, posit if) ; q é tan t
ainsi choisi, et puisque U/, tend vers zéro lorsque Z, darisA'^ tend vers A
[car jFs , R'.ctR/,,-., ont î pour l imi te] , on aura ;^ | <^£, |^ | <£, j ^ !'<£
dès que Z sera suff isamment vois in de A dans A^. Par suite, on, aura,
dans ces condi t ions , \o\<^^, ce qui é tendra le théorème d'Abel.

28. Comme précédemment, la convergence absolue et uniforme de

V£/,a/, dans A, résulte de ce fait que la série ç(Z) == ̂  ^- estbornée
0

dans ù^^ En effet, puisque
_^ Ctk

•^—ZiF^3

et puisque, dans tout A^ on a

I > | 1<2 > ^ -+-y^

. ?< étant le. rayon de convergence de Sa/,^', i l résulte que, quel que
soit Z dans A,, on aura pour n > n,, \ £„, j < £ ; par suite, si y(Z) < D1Z
dans A^, on aura, dans tout Ay,

x »

^î/,."/, <î^|"/,.l<£^,

ce qui démontre l'absolue et uniforme convergence de S£,;H/; dans A,.

^9. Nous montrerons d'abord que
.w

'•'(^^^Z1^'1'
, , , ! ! 1 1 ! , 1 1 1 1 1 ! 1 1 ! 1 0 1 1 •

est bornée dans A';. C'est un quadrilatère curviligne (voirn" 25) ne
contenant aucan antécédent de rinfini dans lequel on a

/n < ' Fa [ < -/^"O- 1 , , , !
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pour lequel par conséquent, on aura, pour k assez grand (/•> ^0)5

R^
^(F^)

F^ î

/y.2(^/) étant holomorphe en ^ pour u <r, (assez petit)

/^( / / )=/^(o) -1- uh^ii),

h ^ ( u } étant aussi holomorphe en u pour /z <^.
On a alors pour /• > ^o

| ///. | -= ] A.fF^) --- F^- A,(F^ • 1 ) --i- .î^'-' " !
== 1 F^ |. | h, ( F^ ) — i - F^^-" [ //:; ( 1^"" J -- 1 1 ; ;

pour /-'> /„, on a
iF^ !</•„, i.F^- </„,

quel que soit Z dans A|\ par suite puisque l 'on a
I ^:i ( { t ) | < ̂ i pour 1 // ] < /"(,,

on aura
| u/, 1 < p-. ! F^ | avec p, ̂  ̂ /^i + ̂  pour /• > À.,,

quel que soit Z dans A',.
11' en résulte que la série ̂  |^| est dans A'; majorée par la série

/"„
a V j F ^ j , laquelle est évidemment bornée dans A',, puisque alors

/•„
m<^ FaKI^2 '^ l * Comme chacun des u/. d'indice ^</'"o est borné
dans A,', il en résulte b i e n . que y (Z) est bornée dans A ' ( / 9 ( Z ) < M
'dansA^. . 1 1 1 1 1 ^ , 1 1 1 1 1 1 1 , 1 1 ! ' , / ! ; . ,

30. Considérons main tenant les antécédents successifs de A',, dont
l'ensemble constitue le domaine A', engendré au n° 25. On voit facile-
ment, en désignant par Z-, l^antécédent de Z ainsi choisi (qui tend
vers A, lorsque Z tend vers A), et. à cause des relations

R,(Z....,)==B^(Z) ' et: . F , (%)==[ . F, (Z,..,):^ . , :

que l'on a
/ . : 1 1 ^ , 1 1 1 , 1 ; / / / . ( Z „ . , ) = = : , ^ / ^ ^ ( Z ) . , p l o u r l Â : ^ l ï , l ^ 1 ; : , , 1 1 1 ' 1 1 1 . 1-
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par suite i i
9 ( Z.^, ) =. 9 ( Z ) + %-1 Fj — FJ -- ZF, --r- F.,

où nous écrirons toujours F 2 pour Fa(Z) ; ceci s'écrit

9(Z,..,,i)==o(.Z) 4- | ̂ _ , (Z ) |,
avec

//„„., -= z_i Fr"1 — rr1 — ^Fa 4" F,

et l'on voit que ^',, est la valeur que prend l'expression de ///, lorsque
l'on fait /• == — i: en y remplaçant naturellement .l-L^Z) par Z-.,, et
R o ^ Z ) par Z.

En définissant donc i l / . , pour /• entier, ponU/\ nul, ou négatif, quel-
conque par la fon'ïiule :1

//,= H/.(Z). F^- !<,„, (Z ) . F^-1.- F^+ F/^',

où l'on chois i l pour R A ( Z ) , lorsque k est négatif, précisément la
détermination Z^i/j antécédente de Z qui est dans Al^ on aura, pour
tou t entier n positif et quel que soit Z dans A',,

^ ( Z,..,̂  ) == ; îf^n | -î- //-^,-, I -1- . . . 4- i .̂-, i ~i~ 9 ( Z ;.

Or, dans A'; on a vu que w < [ F ^ [ <'m/<^ i ; de plus on peut
toujours supposer A^ assez voisin de A pour que, dans tout Ay, on ait

Z,./,=r-4-r^ avec 1 Y),, < ^oj .Â '^

/c étani une constante positive, inférieure à i, et aussi peu supérieure
à l: qu'on le voudra, .̂  désignant le multiplicateur (>i) du point
double répulsif A. Il vient alors

.n.,,, F^'1 - F/T -+- l̂ :""1'1 | == i ÏÎ^F^-" - 7 ,̂ .|,̂ ,, 1 = 1 Z^F^'1- Z,.,,̂  F^-1"1- 1^-" 4- Pr"11 == i ïUT" - ̂ ^, K"^11.

ce qui donne ! 1' ^ 1 1 : : 1 ,.111';14; \ : • '.̂  - ' ' ^ '4 1 , - , , , ^ . ^ ^ 1 - . , 1 -
|^.--/J<,j^// j ;4-j^/^-l | ,<4î[,7îoi,.Â• / <-~ l . •

Donc, quel que soit Z dans A'^ et quel que soit n on aura
! ' 1 1 1 1 ! M1 - "1 1 ! .1 1 ' 1 1 ; • : '

9 ( z_,< ) < M -1- % 17l» 1271""'1 < M + 2 1 Y ) » ' • rr^-== y1"
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On voit ainsi que, quel que soit Z dans A.,, on rn/ra

oCZ) < M ^ - lî i- ==.m.

comme on l'a aïs nonce au n0 *2<S, l 'extension du théorème d'Abel est
donc prouvée par les points de (?• qui son! points doubles répulsifs de

[Z[ I t (Z)" J sous l'hypothèse que le rayon de convergence de ^.a,,z1"1

est p < ^> T et qu'on s'approche de ces points par l ' ex té r ieur de €. 11 en
résulte aussitôt que le théorème (FAbel s'étend aussi à tous les p o i n t s
des cycles répusifs de [Z | H(Z) j et à tous les antécédenSs de ces po in t s ,
sous les mêmes hypothèses et cond i t ions d ' app rox ima t ion .

III. - Las substitutions régulières de deuxième espèce.

31. Elles possèdent un poin t double attractif a situé sur (3 et d— î
points doubles répulsifs sur cî. l/ensemble En,, s i t u é sur c^ est parfai t
discontinu. Il ne con t i en t pas a. Le domaine Ay, du po in t a t t ract i f a se
compose de tout le plan Z, excepté .l'enserni.ïle E,(. La condi t ion néces-
saire et suffisante pour la convergence de S^,J^(Z) est encore la. con-
vergence de Sr-?,, (car a^o et ^x;').

En la supposant remplie, on voit immédia tement que l 'analyse faite
dans les n^ 1 à 14 est valable et l'extension du théorème d\A.bel est
assurée en tout point double répulsif et en tout antécédente^ un tel point
double dans les mêmes conditions qi^uiix numéros cités.

\ Là. seule différence avec ce que l'on. a di t aux n^ 1 à 14 consiste
dans une. propïiété,de la fonct ion de Pomcaré Z===y(^) relative à un
point répulsif sur laquelle nous allons insister ic i .

Pour les substitutions régulières de première espèce, l 'ensemble E^
.étant identique à (3, partage le p lan complet en deux domaines Aa? ,̂
dont chacun est le domaine de convergence des H/< vers le poin t
attractif a ou p quiy^îs t contenu . Lafonct ion de Poincaré relative à un , '
point double répulsif quelconque admet deux valeurs a^rnptotù/ues a
e t , ?. e est l 'ensemble singulier de l'itération [Z | R(Z)"|,, les secteurs A
ayant leur pointe en un point double répulsif et où Von démontre la
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convergence uniforme de I^//.R/o doivent être supposés complètement
intérieurs soit à A^ soit à A^ sans pouvoir contenir aucun point de G,
du moins sous F hypothèse faite de la seule convergence de Su//.

Ici les choses se présentent différemment. Il n\" a qu'un point
double attractif a situé sur (5. Ce point est intérieur à un arc y de (?,
l imi té aux deux points doubles répusifs [J. et v qui encadrent a sur (3.
Cet arc 7 apparlient au domaine Aa de convergence des R/, vers a. C'est
un arc contign à l'ensemble Ep. des singularités de V itération [Z ] R(Z)| et
l imi té par deux points de E^. On reconnaît aussitôt que, sur (?, le
complémentaire de E^ est composé de y et de tous ses arcs antécédents y_i ,
Y«....j, . . ., Y.^,, . . . . Ces arcs sont deux à deux extérieurs et sans
extrémités communes. On voit donc que deux seulement des points
doubles répulsifs, les points ;.x et v, sont des extrémités d''arcs
continus à E'n? les autres extrémités des arcs contigus à E^ étant les
antécédents de y. et v, par conséquent n'étant jamais des points
doubles répulsifs.

32. Les fonct ions de Poincaré relatives à y. et v d i f fèrent profondé-
ment de celles qui sont relatives aux autres points répulsifs. Par
Z====/(^) , en effet, E'n devient l 'ensemble que j'ai appelé <S^( 1 ) pour
la fonct ion /Çz) : c^est l 'ensemble des points que les géomètres
appellent ma in tenan t les points J de la famille/'(^G"'') (a-multiplicateur
du point répulsif considéré). Il en résulte que, pour les points [î ou v
l'ensemble parfait discontinu &y est situé sur une DEMI-DROITE .1 issue de 0
tandis que sur la demi-droite opposée/"(^) admettra la valeur asymp-
totique a, a ins i que sur toute autre demi-droite. Pour les autres points
doubles répulsifs, 6 .̂ s'étalera au contraire sur deux demi-droites
opposées issues de 0. Dans Fun et l'autre cas on, peut , sans restric-
tion (a), supposer que la ou les demi-droites portant <S^ sont portées
par l'axe <iîl(^)=== o. [Pour les substitutions régulières de première
espèce/et pour tout point répulsif l 'ensemble <Ê^ coïncide avec l'axe

1 entier cK{z) == o/| 1 . 1 1 1 ' 1 ! ! 1 1 ! ^ ! ! • 1 1 . '

( 1 ) Voir {Ann. Ec. Norrn. siÂp^ 1 9 1 9 , igao) Sur quelques propriétés non-
y elles des fonctions entières ou méromorphes,

(s!) Un simple changement de z en ze1^ suffit, pour cela.
Arm. Éc. Norm., (3), XLVin. — DÉCEMBRE i g S r . 6l
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Il en résulte que, pour les points p- et v, un secteur du type A, à
T in lé r i eu r duquel la démonst ra t ion des n08 l à 14 est valable, peut
contenir à son intérieur des portions du cercle Q appartenant au complé-
mentaire de E^. En effet, les F invariantes [provenant, par Z==/"(,^),
des demi-droites issues de 0] issues d 'un point quelconque Z de Ay. et
l ' un i ssan t au point double [M par exemple ont pour direction l imi te
de leurs tangentes en ;-A la seule demi-droi te ;j-f opposée à la tangente
\j.t en ;j- à l'are de (5 contigu à E^ en ;j-. Dans tout angle de sommet p-,
d'ouverture <^ 2^, la issant p-^ à l'extérieur, n ' abou t i s sen t donc qu'un
nombre U n i de F exceptionnelles (contenant une in f in i t é de pôles
des R/,). En particulier, sur l'arc y^ de £ contenant a, il n'y a pas de
pôles des R/,: \j.w est une F particulière non exceptionnelle et par
conséquent ;-/-av est intérieur à un secteur du type A aboutissant en 0 non
tang'entiellement à y.t' et dans lequel l'extension du théorème d'Abelest
valable, comme aux n0'11 i à 14.

Pour les autres points répulsifs, il n'y a pas d'arc contigu à En qui
y aboutisse et l ' extension, du théorème d'Abel est valable dans les
mêmes secteurs qu'aux n08 1 à 14.

Les remarques précédentes s'étendent aux antécédents : de ;j- et v
d^une part, des autres points doubles répulsifs d'autre part. Pour les
premiers, les secteurs de convergence uniforme de S a, ̂ ^L} peuvent
contenir l'arc de Q contigu à E^ au point considéré; pour les seconds
les secteurs de convergence uniforme laissent à l'extérieur les deux
demi-tangentes à (3 menées par le sommet du secteur.

- , „ . , . , . . , CHAPITRE 11.
- • • : • - . LES SUBSTITUTIONS SINGULIERES.

33. Elles sont de deux espèces selon que le point double indiffé-
rent a, situé sur le cercle fondamental, co.mpte pour deux ou trois
racines de l 'équation R(Z) — Z === o (voir Acta, t. 56, Chap. I, n0 7 du
Mémoire sur la convergence des séries. . .). Les substitutions singulières
de première espèce sont celles pour lesquelles

'1' a^R:^}, ! I -V(^)=^^\ ^(ay^o, 1 , W ( ^ ) ^ o , ,
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a compte pour trois racines de R — Z = = ô . C'est un cas limite des
substitutions régulières de première espèce étudiées au paragraphe 1
(lorsque a et [3, points doubles attractifs, v iennen t se confondre
sur C).

Les substitutions singulières de deuxième espèce sont celles pour
lesquelles

a=R(a), ÏV(a)=î, R/^^^'o,

a compte pour deux racines de R — Z === o.
Dans F u n et l 'autre cas, a est le seul point limite des conséquents

d'un point intér ieur ou extérieur au cercle (3. Mais, pour les substitu-
t ions de première espèce, l 'ensemble dérivé E^ des antécédents d'un
point quelconque du plan se compose de la circonférence <3 tout
entière; pour les subs t i t u t i ons de deuxième espèce cet ensemble
dérivé E'n est un ensemble parfait discontinu si tué sur C? et contenant a.

Nous examinons successivement les deux cas en commençant par
le deuxième qui est plus simple.

I. •— Substitutions singulières de deuxième espèce.

34. Le po in t double indifférent oc, situé sur Cy est tel que
a -== R (a), IV(a) =4- i, R'(a) ̂  o.

à é tant le degré de R il y a, sur<3, à— i autres racines de R,(Z)—Z==o
qui sont poin ts doubles répulsifs de [Z|R(Z)]. De même, R/,(Z) étant
du même type que R(Z), toutes les racines de R/ ,(Z)—Z = o distinctes
de a sont des points doubles répulsifs de [ Z | R / , ( Z ) j , et fournissent
des cycles répulsifs de [Z |R(Z) ] . Ces points sont par tout denses sur
En qui est parfait d iscont inu.

• J'ai démontré (§111 du Mémoire précédemment cité) que la condition
nécessaire et suffisante pourque ,

• • . • ' w •

( ï ) J^1^) 1 , , :
0

' w

comQrge en un point intérieur ou extérieur àCestque^^comw^.
, ' , 1 u

. ,(Ici a 7 •̂ o et ^oc.) , - ! ! ! ! 1 , 1 ! , . 1 , ! / ! 1 1 1 ! , \ 1 ' 1 / ! ! !
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Il en résulte que la série (i) converge en tout point double répulsif ou
indiffèrent A de [Z |R(Z) ] . On va mon t r e r que le théorème d^Abel
s'étend ici encore, c'est-à-dire que (i) converg'e uniformément dans
tout secteur A de sommet A de côtés non tangents à (?, de rayon assez
petit. (La démonstrat ion s'étendra aussitôt à tous les antécédents de A,
lesquels sont partout denses sur Ep..)

//
35. Considérons la somme V ^/,.1.{/,(Z), en posant

il//
^ a,\-^=. .s'/<== ,s" -h £//., avec |im £/^r o;

•'"—"̂  /•/.=: ^
ii

il vient /;. ii ii ••"-1
V ff/.•!'î/.•=-=^(•<>'/,•—À•/.~l) ^'^^-^S'^^ s</••"'~ ^^ - ' - i ) ""i"" •<>> -̂ i-i I^/- i-r

(I 0 • II

Donc
'X •/;

y a/,l\/,(7.) :::=^<s>/.( ! ' î /•— j{/. i - i ) -i- •s'^.
(I 0

en tout point in té r i eur ou extérieur à c?

^^/-(B,/.-- B/.4-1 ) === ^Bn— ^a -,-^£^.(11^...— ĵ .,..., ).
(i ii

Donc iyj v.
y^^/-B/.-(^) ^•s"•H<••l•il•"^£/••(i^ i^••<-l )•

0 O

Le problème revient à prcwer la convergence uniforme de

! ; S2^1^""""'1 '̂4-0

o

dans le secteur A précédent. Il suff i t pour cela; comme on l'a vu maintes
fois antérieurement, de montrer que la somme

?(^)==^iÏ4(^)--~-iU.H.(^)i

1 1 1 , - ! : , ^ ! ! 0

est uni'fermement bornée dans A.
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Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer ope A est le
point Z ===+1 et l'on a deux cas à examiner selon que a est en A ou
n'est pas en A.

3C>. PREMIER CAS : A eyt point double répulsif^ c'est-à-dire a^ ï . —
On peut toujours, comme on l'a fait dans le Chapitre 1 (voir par
exemple H0" 4, 12, 16, 25) remplacer A par un secteur -V ou A', l imi té
par deux courbes analytiques invariantes et engendré par les antécé-
dentes successives d'un même quadrilatère curviligne fondamental
que nous appellerons A" lorsqu'il est extérieur à G etA', lorsqu^il est
extérieur à <?. Dans A', extérieur à e, comme dans A^ on peut
supposer {voir n° 1G) qu'il n'y a pas de pôles des R,,.

Montrons d'abord que ç (Z) est uniformément borné dans A" ou A'^.
En se reportant au n° 11 du'Mémoire cité précédemment ÇActa, t. 56).
on verra que l'on a, uniformément dans à!' ou A',,

""^ = v- '- ^.+pL.+A.(Z)-^(Z) avec 1 s " 1 < ̂

R,,(Z)=a,-^,-o(^),

o[—z^\ désignant une expression qui, divisée par —^3 tend vers
zéro, pour n == =o, uniformément dans A^ ou A",.

Donc
1 R// — R//,,i ==• ————: -s- o f —<- )a. ii (11 + i ) \/^1-ZJ

et^ par suite^
| .H^M/^ , i [ -< "~T~£Î

k étant une constante fixe quel que soit Z dans A^ ou A^. Donc la série
<r(Z) majorée dans A" ou A'\ par V ~-^î est uni fermement bornée dans
A" ouà^ c'est-à-dire ç(Z)< M.

Considérons main tenant les antécédents successifs Z.^, Z^a, . . .,
Z..,i, ... de Z, dont l'ensemble décrit A^ lorsque Z Çintérieur) décrit à ! ' y
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ou à\ lorsque Z (extérieur) décrit A^ on a

<p(Z^):=|Z^-Z|-9(Z),

© ( Z._^ ) == j Z_,/ — Z_^ i Z_ . z i + o ( Z ) .

Or on peut toujours supposer àJ (ou A',) assez -voisin de A pour que
Fon y ait en tout point de à' (ou A"), R/(Z) j ^> .?, =.y — £ > i (^> i
étant le mult ipl icateur du point répulsif A.) et par conséquent

; z_, - z_.^ i <fX-/...1-2

x-^i

,'/
^/Z

/
.Tz"-^

R , ( % ) ^/z < -

ï.

z/.,., "•- z.-.../-,,....;
.y, - < -

z , - z i
.s'7' - '

d'où il résulte, en posant | Z _ i — Z | = A o , que l'on a, quel que soit Z
dans A^ (ou A") et quel que soit n,

(Z_,/,)<À,,^^ +M=M-h OR.

et, par conséquent., quel que soit Z dans A/ (ou A") on a ç(^)<^ JII;
© ( Z ) est donc uniformément bornée dans A/ (ou A") et par conséquent
dans A. c. Q . F . D.

37. DEUXIÈME CAS : A est lui-même le point double indifférente c'est-à-
dire a == i. — On a ici

W(i)==i et ^(x) ̂ o.

Il faut d'abord, en vue de V approximation de A par l'extérieur de (3, exa-
miner comment s'accumulent les pôles des B/, (antécédents de l'infini),
au voisinage de A. Or, i l résulte d'un théorème que j'ai donné autre-
fois, comme extension du lemme de Schwarz [voir Mémoire sur
ritération (J, de Jordany 1918, p. 72), ou bien Acta^ t 42, ou
bien Principes géométriques d'Analyse^ i1'6 Partie, § IV, Chap. IVL
que tout cercle y tangent extérieurement à Ê en A se transforme
par [Z[f i (Z)] en domaine intérieur à y tangent à (5 en A. Par
suite : il n'y a aucun pôle des B/, dans le demi-plan ne contenant
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pas (3, déterminé par la tangente en A à c?-. Si donc E I O U S considérons
un secteur quelconque extérieur à C de sommet A de côtés non tangents
à G-, il ne contient pas de pôles des B,,. Un tel secteur s'appellera A',.
Un secteur intérieur à £ de sommet A, non tancent à C s 'appellera A\

Lorsque Z reste dans A' ou A', il résulte d 'une étude é lémenta i re de
la convergence u n i Forme des Z/^ == IL(Z) vers A (étude q ne l'on trouvera
soit dans mon Mémoire du J. de Jordan, 1918, n08 104 et su iv . , soit
dans FATOU, Bull. Soc. math. de France, 1919 et 1920, n08 7, 8,.72, 73)
que ron a, uniformément dans A' ou A',

et, d'autre part, à cause du développement de Taylor de R(Z) au voisi-
nage de Anage de A

Z/,,.., — i === R. ( 7^ ) ~~ i == Z// — t -l- a ( Z// — i )2 -4-... ( a ̂  o ),'-'// s i
on a

%.„„.., -^,<k'\ïn-^,

k ' é tant une constante fixe, lorsque le rayon des secteurs A7 ou A', est
supposé assez petit.

Il en résu i te que, quel que soit Z dans A^ ou A',, on aura
//'j R ^ ( Z ) — R//.+.i ( Z ) ] < -:1, ( k " constante f ixe) .

'Par sui te y ( Z ) est unitonnément borné dans A^u A" et par suite la
série ( i ) est, ici encore, uniformément convergente dans A 'e t A" et
le théorème d'Abel s'étend aux domaines aboutissant -en A non tangen"
tiellement à (S.

38. Remarque. —Des considérations analogues à celles qu'on a déve-
loppées au paragraphe IIIan Chapitre 1 prouvent qifici E'̂  est aussi un
ensemble parfait discontinu dont le complémentaire se compose d'un
arc Y de (3 unissant a, point double indifférent, à l 'un des deux points
doubles répulsifs qui l'encadrent sur e [ce point double ;j- est parfai-
tement déterminé par R(^)] et de tous les antécédents de l^rc y.
1/arc y lui-même et tous ses antécédents appart iennent au domaine Aa
de convergence des R/, vers a. Il en résulte que les secteurs de conver-
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gence uniforme de Sa,A. peuvent, lorsque leur sommet est choisi
en [j-(ona), contenir à l ' intérieur la demi-droite tangente à Farc [j.a
(ou a a), c'est-à-dire qu'i ls peuvent contenir des arcs de c? aboutissant
en p, (ou a) et appartenant à Parc cm. Il en est de même aux antécé-
dents de [j. ou de a. Les secteurs relatifs aux autres po in t s doubles
situés sur (3 devront au contraire laisser à l 'extérieur les deux demi-
tangentes à (3 en leur sommet. (Il en est de même aux antécédents de
ces points doubles.) Bien entendu, wec l'hypothèse de la convergence
de ï-a,,^ posée au début de ce Chapitre.

II. — Substitutions singulières de première espèce.

a étant le point double ind i f fé ren t ,
.H (y. ) ==: .a, B/ ( y. ) •=. i , j \ " ( a ) == o, H/// ( a ) y', o.

39. Dans le Mémoire des Acia c i té au. n° 34 nous n 'avons pas étudié
dans ce cas la convergence de la série ( i) dam € on hors de (2. Nous
allons d'abord compléter cette étude.

Supposons, d'une manière générale;, que a soit point double indif-
fèrent distinct de l'origine et de Vin/îni et annulant K^a), ^(a),. ..,
^(a), avec R^^a) ̂ o (voir FATOU, Mémoire cité n0 12). On aura
alors l'expression asymptotique suivante de Z/, = 1^n(Ï^ uniformément
ïmiable dans tout domaine intérieur au domaine A^ de convergence
des R/( vers a

Z,/ — a = fï-/, 4- [J^ ̂ , 4--. .. 4- [J^ ̂  -h p/.+i ̂ y 1 -i-. . .,
avec

! ! ' 1

^-= nap + ^ L/-/. -l- C ( Z) -4- £//, /',

^ e t è étant des constantes, C(Z) une fonction holomorphe dans Ay.,
et £/, = o (^3/jj dans tout domaine intérieur à Aa.

Un calcul facile prouve que l'on a alors

Z^^-^-,-^.-...-.^,-o/-^\ (^,).

ni1 ni1 \n ^ i > "y
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La quantité o(—\—\ étant en ^ inf in iment petite d'ordre <i -4-^
\ n ^ ~ r ' ~ ' )

uniformément à l'intérieur de A^ les p/ étant des constantes.
Par suite, si, en un point 'C intérieur à Aoc, la série SanRn(Z) con-

verge, la série 26/, converge, en posant
b,=aJ\,('C)-

Les 1L(T) tendant vers a^o sont différents de zéro A partir d'un
certain ran^-. On a alors

„ - ̂ _ - ̂ h.,- }- +}- .-.l-... -i.~ ̂  -i- O/——M,
^ ^ ^ ^ J ' l.^-^J

les 7. étant des constantes. ;
Lorsque SA. converge, ?7 en est de même de -^ quel que sou v positif.

En effet on a ai ors
h, = B// — B/,....., avec lim B^== B ==V b,.

Il =: w. '"*""
0

Donc
^ h, ^ a. - iî//-, v p [ l l_1 -y M ̂ 1.2.̂  ̂ Zé—/?— --i>//[^ - ̂ -,. ovj-^ 7/v i,/. r

la quant i té /*•/, étant bornée quel que soit n, car

/ / / = t ( \ -i- -1-\~/==: y- -1- . . . / donc lim /.//==: ̂ \
n \ f i ) n \ n=» f

La série ̂ ^ étant convergente, il en sera de même de ̂  -^

et par conséquent de ̂  -^ -
Lorsque ïbn converge, il en résulte donc que 2^ œw^.
Réciproquement, si S^ converge, il résulte de l'expression

^R^^/^^^.,.-^-^^ : 1 ,
\ /^ \^ // 7J

et de la convergence de toute série ̂  ;^(v>o) que S^R. converge

uni fermement dans tout domaine, intérieur à ̂ .
Ann. Êc. Norm., (3), ^LVllL - DÉCEMBRE icpr. 6<2
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Sû,̂  convergente est donc toujours la condition nécessaire et suffisante
pour la convergence de Sa,^R^(.?) dans A^, domaine d'un point double
indifférent et distinct de o et de Foo.

40. A vrai dire, nous n'avons pas besoin ici , puisque a j est toujours
égal à i, (Téludier la convergence de 2/'//, R^ (Z) lorsque a == o ; nous la
ferons cependant pour compléter l 'étude fa i te dans notre Mémoire des
Acta précédemment cité. Ç étant un point dist inct (') d^un antécédent
de a, les R,,,(C) sont tous =^= o. Supposons que S6,,=2^R/,(Ç) soit
convergente.

On a ici,, en reprenant

Z^, == H'-'/, + ̂  (F2/ -|- . . . ,
1

(Y',,=: na/> + -' L/z -|- G (Z) -+• £,/, ,

les expressions asymptotiques
/•

,. /, '"^r - L//, C(Z) / i M
^= ̂ . ^ -, ?.,̂  4.- ̂  4^ ., o ̂ ^J ,

d'où l'on déduit pour Z,,

y _ ' n(- ,1 ) , I-" H.(^) , C(Z) ItJ^^) / t \
/^ —— ——- 1 1 . \ //, / -, ——— « ——————.———— -[.-» —————— • ——————.———— -I- CT- / ———————— V ,

- ' n i n 1 \ ^'^s 1
fi'' i^ n!1 \/z f }

H ^ H ^ H a étant des fonctions d'un argument holomorphes au voisinage
de l'origine avec 1:1(0)^ o; on a ,dans ces conditions,

a,=^,-=J.6j/.:(^)+^^,,(^)
^fi L /t , n * \ /z- & y J

les A étant, comme les H, holomorphes autour de l'origine, et h (0)^=0.

( î) II est bien connu que ^appartient ici à la frontière de Aa {voir mon
Mémoire sur l'itéï-ation). Il n'a doi)c aucun aniécédexil intérieur à Aa, tout
point^intérieurà Aa est donc distinct des antécédents de a.
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1.1 en résulte que

c(u , fr Pi @/, Ln -, C(Z) -„ / i \1
-, ̂  ̂  M- '-4 -i-. . . + Ll/' -4- ——-p^- ———^^-4-- 0( ——— \ ,

-' -' /^ n ' n \ !+--ï /
nP {_ ni' ^n ^ / J

les p é tant des constantes.
La série S6/, éîant .convergente, il en sera de même de V-^ pour

v ^> o et aussi de 'S^//^- comme on l'a prouvé au n0 12 du Mémoire

des Acta cité précédemment. Évidemment V^ b,,o(—^— \ converge
.A— a i 4- — — 3 j

\ n [ > /
absolument.

La convergence de S^R^Z) en un point intérieur à Aa (quel qu'il
soit) en t ra îne la convergence de V <^-

n^
Réciproquement, si Y^ converge, on a

n^

•n / ^ ^ aft{ tî L/<, ., C(Z) .... / 1 Ma//, R/, ( L ) == -/ II + — • î ï , -4- ——— • 11. -h o —— , ,,L n n " v^^/J/^

que l'on peut réduire à
T> / r y , ^ / / F Y l Y / ' L/l / C ( Z ) „ / 1 \ 1a/, R/,, ( / == -^ y., -4- ~il 4-... 4- -̂  -1- — • y -1- ——/ - y " •+- o- [ ——— \1 • 1 n n n ' \ i-+-'

/ / / / L i^ \n ^"^/J

et la convergence de V al entra îne, en vertu de ce qui précède, celle
/^

de tous -les termes du'type S^-^.» du type "S "̂  "^'Y^ ^ du type
. 1 ! ! ' : 1 , 1 1 ! - 1 , 1 .' 1 1 1 1 - . 1 1 , : nP n'P 1 ftP .

C ( r ^ ) ^ f / V—1— Donc £a/,R//(Z) converge uniformément dans tout
^ ' ̂  ' 1 , . - ! . , .

domaine in té r ieur à A^ et même dans tout domaine, intérieur ou non,
où l'expression asymptotique précédente de Z,, est valable uniformé-
ment.

La condition nécessaire et m f fi santé pour Ici convergence de Sû^R^ (Z)
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dans le domaine de convergence des R/;, vers a==o, où R(o)=o,

K(o}=i, ir('o)== ...==l^ )(o)==o,K ( /?-hl)(o), 7^0, est que^^
nP

sou convergente.

A. •t. Reste à examiner le cas où a == oc.
On aurait en ramenant a à l 'origine par Z=== -? R (Z) =—.-r? R^=—0 •'"• / • 7 P\1' ) Pn

l'expression asymptotique suivante pour les R/, (déduite de celle des o,/
étudiée au n° 36) :

Z/, == R// ( Z ) == //.// . —————.—-——————j-ï-y-———————/~~ 5

,, Jj/?, ,» ^ (/J ) ,..- / 1 \n -i- — HI -i- -—— il."!- o —^n n " \ /^-0 /

où H, Hi , Ha sont des fonctions de n p holomorplies au voisinage de
Forigine — avec I-I ( o ) ̂  o.

Supposons Sa / /R/ , (Z) convergente en un p o i n t a intérieur à A^; il.
n'est pas (1) alors antécédent de a ==oo, c'est-à-dire qu ' i l n'est pas pôle
des R/, et posons <^B/,,CÇ) === &/,. Il viendra

J .,̂ .̂ ^ f̂il:,̂ li,4..̂R.(Ç) il ^- ^ ^ / ^ " W / J^//^
et, par conséquent,

-' / r \j-\ p-/> /L / / , „ G ( Z ) / i \ i
n// • "—//- ^ -h [J -!- • • •4" ̂  -h ̂  -7T + ̂  4r" -h ° ( -^T^ ) •L i^ \^ l t 7J

La convergence de ïb,, entraîne, en raisonnant comme au n° 40 celle
L ! . 1 ! 1

de 1^np a,, et réciproquement, la convergence de ^n^a^ entraîne
celle de S^,,R/,(Z), uniformément dans tout domaine de Ay., ne conte-
nant pas de pôles des R/,, et où l'expression asymptotique ci-dessus
donnée pour Z/, est valable uni formément (en particulier dans tout
domaine intérieur à Ay.,

En définitive, lorsque a == co est point double indifférent de [Z | R (Z)],

(1) En effet, comme au n°39, a est ici point frontière de Aa, donc aucun anté-
cédent de a n^est. intérienr à Aa.
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au 'voisinage duquel on a le développement de Laurent-

R(Z) -= Z + ̂  + ̂  '4- . . . (r/,_, ̂  o et // ^ ̂ ,

/^ condition nécessaire et suffisante pour que la série S a^ Rri (,Z ) converge

dans le domaine A ^ e,yf que S r / / / . ^// soit convergente.

4^. II est maintenant aisé de prouver que le théorème cTAbel est,
ici encore, susceptible d'extension.

D'abord; a étant en module égal à i, la convergence de Sr//, (condi-
lion de convergence de S^/.B,, dans C ) entraîne celle de Sa/J-î,/,(Z) en
tous les points doubles de [Z| B-(Z)"| situés sur (3 (et par suite en tous
leurs antécédents ). A(Z === + i) est supposé l'un d'eux. •

PREMIER CAS : A est point double répulsif^ c'est-à-dire a ̂ z ï . — Opérons
comme au n° 36; tout secteur A aboutissant en A non tangentieiïement
à e sera remplacé par un secteur A' (ou A', ) engendré par les antécé-
dents successifs d'un quadrilatère fondamental A" (ou A',).

On voit d'abord que ç ( Z) == 2 R,, (Z) — R/,,-,, ( Z) est uniformément
borné dans A" (ou A^ )' On a en effet, uniformément dans A", et puis-
que ici l'entier p des n08 39 à 41 est égal à 2,

i r , L,/ ., , <::(Z)l,^Z^,+_^ïi.+IL^.lI.,+^^.SL+o
V/z L // //-~-~: i i. ~11- —— * J .1.) -\- ———— • » .1 -> -r v i . : , „v / ^ L //- // " \^~~"/

B, H,, IL, fonctions holomorphes de n % holomorphes autour de
l'origine, avec H (o) ̂  o,

On peut réduire cette expression à

B„(Z)=..+-fA„+7=4-^+).'.L^+)."c(x)+^-,,
^n 1 y^ n n n {^F)]-

les A étant des constantes et o / — — \ étant en module <—

( k constante arbitrairement petite dès que n est assez grand) umfor-
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mément dans A^' (ouA', ). Dans ces conditions, en observant que

i i —1 i — ( i -l- - ) j est (Tordre ~ en -?/^L \ n J J 2 "•n\/n \/n-}-i \/'/i
que.

i i .,, , ï— est d ordre 2 en - y

que
Ln L(n -4-1) , . , ï , , . .—„ — —:———— ost d ordre supérieur a '.i — £ en — ( e î irbilrairement petit).n n -)- i 1 fi K A /

on voit que | R / , — R / ^ , est^ par rapport à -"> un in f in imen t petit
3d'ordre -• Par suite 2| R/, — R/^i [ est un i fo rmémen t convergente dans

M' (ou A^) et y représente une fonct ion ç (Z) bornée. La démonstration
s'achève comme à la fin du n° 30 et prouve la convergence uniforme
de Sû^K/ , (Z) dans tout le secteur A' (ou A';) et par conséquent dans A
(ou A<) , c'est-à-dire l 'extension du théorème d'AbeL

DEUXIÈME CAS : A est point double indifférente c'est-à-dire a == •+ f . —
Reportons-nous au n° 37. On voit d'abord comme au n0 37 qu'il n'y a
aucun pôle des R/, dans le demi-plan ne contenant pas € dé terminé par
la tangente en A à (S. Nous considérerons un secteur quelconque de
sommet A de côtés non tangents à <?. S'il est intérieur à <5 nous l'ap-
pelons A ,̂ s'il est extérieur à c?, il ne contient pas de pôles des R,, et
nous l 'appelons A , . On verra en se reportant aux sources indiquées au
n° 37, que l'on a ici, uniformément dans à' ou A',, [ R// (Z ) — T [ < /-:;

y ^
d'autre part, le développement de R ( Z ) — ï en puissances de Z — i
'donne 'ici

•Z^ — i = R ( Z ^ ) — j == Z/,— i + a(Z/ ,— iy+... (a ̂  o).

On a donc
IR^H-J^^K/iZ^-i)^

k1 .constante fixe, dès q u e j Z / , — i est assez petit on a donc alors, quel
que soi tZ dans A^ ou A', (supposés de rayon assez pe t i t ) ,

i . i ! 1 1 1

. : . . iB...,.,.-BJ< —. ^ ! , . : '
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II en résulte que ç(Z') est majoré dans ^ ou ^\ par la série, conver-
gente y^; par conséquent y (Z) est borné, et la série (i) est unifor-

ntj

mément convergente dans A' ou A',, c'est-à-dire qu'ici encore l'exten-
sion du théorème d'Abel à la série (i) est assuré. La propriété s'étend
à tous les antécédents de A, lesquels sont, ici, partout denses sur (S,
puisque E^ se confond ici avee <3, comme pour les substitutions régu-
lières de première espèce.


