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CERTAINES CONGRUENCES NORMALES

DANS
LEURS RELATIONS AVEC LES SURFACES A COURBURE TOTALE CONSTANTE
ET

LEURS TRANSFORMATIONS

Par M. P. VINCENSINI

I. — Formules fondamentales.

I’objet principal du présent mémoire, est I'étude de certaines con-
gruences normales, dans leurs relations avec les surfaces 3 courbure
totale constante et les transformations de ces derniéres.

Quelques-unes de ces relations ont déja été présentées a I'Académie
des Sciences sous forme de courtes notes ('), ou ont été signalées par
[.. Bianchi dans un mémoire des Annales de I’Ecole Normale : Sur les
systemes cycliques dont les plans enceloppent une sphére, t. XIX, 1go2,

p. 325. ‘
Nous avons pensé qu’il convenait de les étudier d’une facon plus
approfondie.

La définition qui nous a semblé la plus commode pour I'objet que
nous avions en vue est celle qui consiste & prendre pour surface de
départ de la congrnence le lieu des projections orthogonales d’'un
point {ixe O de I'espace sur ses différents rayons, ces derniers étant
définis par leurs cosinus directeurs relativement & un systéme d’axes
fixes Oxys. '

L’équation définissant les foyers se présente alors sous une forme
invariante trés simple, dont on peut déduire presque sans calculs les

(") Comples rendus, t. 190, p. 155 et 1217; t. 191, p. 638
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équations aux dérivées partielles d’un grand nombre de congruences
géométriquement intéressantes.

Soient u et ¢ les deux paramétres fixant un rayon quelconque d’une
congruence rectiligne normale; X, Y, Z, fonctions de u et de ¢, les
cosinus directeurs du rayon.

Les trois fonctions X, Y, Z définissent la représentation sphérique
dela congruence. L’¢lément linéaire de cette représentation sphérique,
qui dans les applications ultérieures sera supposé donné, est

dst =S dX*=E du*+ 2V du dy + G dy®.

La surface de départ de la congruence (lieu des projections de I'ori-
gine sur ses différents rayons) a des équations de laforme

s a =AM, X),
(1) Sy AMY), ( Weingartein ).
( i A(N[’ Z)

M est une fonction de wet v, et A le paramétre différentiel mixte du
premier ordre relatif au ds* de la représentation sphérique.

L’ensemble constitué par toutes les congruences rectilignes nor-
males correspond au diflérentes fonctions M((«, ¢).

La fonction M(u, ¢) [définie & une constante additive pres| repré-
sente, comme on sait, la distance algébrique de Porigine O des coor-
données, au plan tangent [ normal au rayon u, ¢| 4 'une quelconque
des surfaces orthogonales aux rayons de la congruence correspondante.

La distance du point O au rayon D (u, ¢) de la congruence définie
par M(u, ¢) est susceptible elle aussi d’une expression invariante
digne d’intérét.

Si I est la projection de O sur D, on a :

(3]

A(M, X))

En remplacant les paramétres différentiels par leurs expressions, on
obtient :

(2) O’ =AM, OI=yA M;

A/M étant le paramétre dilférentiel du premier ordre de M relatif au
ds* de la représentation sphérique.



SUR CERTAINES CONGRUENCES NORMALES. 3()()

Posant, conformément & "habitude,

. )X da X dx 0X dx
3 2= {—-— -~ = = —_— o — _— ey
(3) ¢ O Jdu du’ =1 S()u. v’ e dy Oy

I’équation aux abscisses des foyers situés sur le rayon D(«, ¢), comptées
& partir du point I correspondant, est

(1) (LG —Fe*+ | Eg— F(f+ [') + Gelp +eg— ff'=0.

Calculonse, g, f= /.
En tenant compte des expressions (1) de @, y, 3, ct de celles des
dérivies des parametres différentiels mixtes qui, en posant

GM,, — FM,, M, — FM
e= o Er T P TRe
GM,, — PM,, S EM,,— M,

TUURG = P UTREG =1

N M 5’ Il ()ﬁ\_l L o ‘\
(”W = Dy e, ’“21 i §ox; “*""“"-'—‘)'

sont
JA(M, X) X 5 OX oM .
ST ey D e B X
du Ju e du
JAM,X) IX | g\ ) Qll .
B o T T

avec les analogues en Y et Z on trouve sans difficulté

e=all + EF,
f::‘/":::: 7]‘: A4 oF = aF + BG,

=g B o 3G
Portons ces valeurs de e, /, /7, ¢ dans ["équation (4). Celle-ci devient
apres division par EG — 1
pre (a4 0)p + (ad=[y) =0,
soit en observant que

z -0 =4, M, @0 — Py=A~A,,M:
(5) - A,Mp + A, M =o.
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L’équation des développables est, en tenant compte de ce que /= /'
(6) (Eff —Fe)dur+ (Eg — Ge)dudy + (Vg — G [f)dv*=o.

Si la représentation sphérique est 'une de celles qu’on obtient en rap-
portant la sphere 4 ses génératrices rectilignes, (6) s’écrit

edu*— gdvr=o,
soit
Bdur—ydet=o;

ou, en tenant compte des valeurs de 3, v,

(7) M, du*— M, dv*=o.

Si la spheére est rapportée 4 un systeme orthogonal quelconque, (6) est
a remplacer par

(8) Bdu— (0 —a) dudv — v dyt=0.

II. — Equations aux dérivées partielles de certaines congruences
rectilignes normales.

L’équation (5) donne immédiatement, sous forme invariante, les
¢quations aux dérivées partielles des congruences pour lesquelles il
existe une relation déterminée entre les distances des foyers aux pro-
jections d’un point fixe de ’espace sur les dilférents rayons.

Si la relation est de la forme

FI. ((Jl i P‘_‘)w P1 pll =0,
I'équation définissant les congruences est

F(—A,M, A,M)=o0.

Congruences normales @ enveloppée moyenne point (congruences
d’Appell). — Si le point par lequel passent les plans perpendiculaires
aux segments focaux en leurs milieux est I'origine O des coordonnées,
la condition pour qu’unc congruence appartienne au type indiqué, qui
est o, + 0, =0, s’écrit

(9) CAM=o0.
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C’est Ia I’équation, d’ailleurs bien connue, des congruences d’Appell.
La distance du point central I d’un rayon quelconque, aux deux
foyers, est
d=\— A, M.

Congruences normales & enveloppée moyenne sphérique. — Pour ces

congruences

o+ =K U!; étant le rayon de la sphére],

leur équation est
(10) AM - K=o.

Congruences normales a surface moyenne plane. — Sia, 3,y sont les
cosinus directeurs de la normale au plan moyen, et si d désigne la dis-
tance du plan & 'origine, I'équation de ces congruences est

AMSaX — 282 A(M,X) +ad=0.

Si le plan moyen est le plan 20y, on a

(r1) ZAM — 2 A(M,Z) = o.
Congruences normales ¢ surface moyenne sphérique. — Si ] est le

milieu du segment focal sur un rayon quelconque, I'équation de ces
congruences est

or - 0J = K= (K =rayon de la surface moyenne).

En observant que 0= A._,;Vl » et en se rappelant (2), que Ol =AM,

on obtient
(12) . AAM 4+ A M = {K=.

Congruences normales telles que la projection d’un point fixc O surles
différents rayons partage les segments focaux en rapport constant. —
On obtient ’équation de ces congruences en écrivant que

(J
Pr — const.
P2

Ann. Ee. Norm., (3), XLVIIl. — OcToBRE 1931. 51
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Un caleul simple donne :

o ALM
(13) . —— = const,
M
Congruences pseudosphériques normales. — Elles sont définies par la
relation '
o,— o,= K.

"équation correspondante est

(14) AM — A, M= K-

Congruences normales telles que deux foyers associés soient conjugués
par rapport & une sphére fixe. — Soit K le rayon de la sphére (X), de
centre O. On obtiendra I'équation des congruences indiquées, en
exprimant que les sphéres ayant pour diamétres les différents segments
focaux sont orthogonales & (X).

Si P et Q sont les points ott le rayon D d’une congruence répondant
a la question coupe (X), la condition s’exprime par la relation

P =AM,

[ étant, comme on I’a dit plas haut, la projection de O sur D.
La relation peut s’¢crirve :

K2 OF = A,,M.
soit, en tenant compte de ce que OP= A, M :
(13) ApM - AM =Kz,

Sil'on change K en 7K, on obtient les congruences normales telles
que les sphéres décrites sur les différents segments focaux comme
diametres, coupent (X) suivant un grand cercle.

L’équation correspondante est

A M o A, M =— K.

Congruences normales telles que les segments focaux sotent vus d’un
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point fize O sous un angle droit. — Leur équation :
(16) AaM+-AM=—0o,

s'obtient en faisant K= 0 dans (15).

La plupart des types de congruences dont il vient d’étre question,
sont liés & des questions intéressantes de géométrie.

Nous avons montré (') comment la connaissance des congruences (9)
cutraine celle de toutes les congruences normales admettant une
enveloppée moyenne donnée quelconque, quand on en connait une.

Les congruences (1o) interviennent, comme ['a établi, G. Dar-
boux (*), dans la recherche des surfaces applicables sur le paraboloide
de révolution.

(11) et (14) sont respectivement lices aux surfaces minima(”), et
aux surfaces pseudosphériques.

Dans ce qui suit, nous nous occuperons plus particuliérement des
congruences (9), (15), (16).

Les congruences (g9) sont liées aux surfaces minima; les deux
aulres sont en relation intime avec les surfaces a courbure {otale
constante.

III. — Congruences d’Appell et surfaces minima.

Prenons comme représentation sphérique d’une congruence
d’Appell :
Il.f—~$v‘, ,/:I/V—l;
0wy —4-1 Uy —-1

- -9
\__.14

1
= .
Uy =1 {

4

st Ldu dy
T (uw )2

Calculons les coordonnées «, y, z, d’un point quelconque de la sur-

(") Bulletin des sciences mathémaliques, février 1929.

(*) G. Darsoux, Théorie des surfaces, t. IV, p. 329.

(*) G. Darpvoux, Théorie des surfaces, t. IV, p. gi1. — Joir aussi notre
mémoire des Annales de la Facullé des sciences de Toulouse, 1927, § 22.
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face de départ, qui est ici la surface moyenne, en utilisant les équa-
tions (1) du paragraphe I. On trouve sans difficulté :
L OM L oM

w= AM,X) == (1~ W) S (1= o) 55,

Coaen L OM ., OM
)_A(M,\)_.—é(x—{—u. )D—;~—-—(1—|—( )7‘7,

2

oM oM
~—-—-A(;.\II-‘/J) -wl['a-["“ ~- ¢ o .

En tenant compte de ce que M est une solution quelconque de I’équa-
tion

AM=o,
qui s’écrit ici

a0\

——s e ()
du dy ’

et en prenant M sous la forme

H:[.‘T(u)//u —-l~f¢l’(¢‘) ey,

on voit que la surface moyenne de la congruence d’Appell la plus
générale est définie par les équations
I

g = = (1 ) T () - —l)—(l — ) d(y),

(17) l{ = .17(14— wryF () — :{;(l ety (),

s=uF(u)+e®(9),

dans lesquelles 7 et @ sont des fonctions arbitrairement de « et de ¢
respectivement.
Pour avoir des surfaces réelles on doit prendre u ¢t ¢, F et ®, ima-
ginaires conjuguées.
Si 7, estl'imaginaire conjuguée de 7, la représentation sphérique est
définie par les équations
T 1,

(18) =" Y::-:.-

TTy— I
s Ll
TT, A= 1

]
TT 1 TTy 1
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ct 'on a les congruences réelles d’Appell, par les formules

=R (1—17%) F(7),
(19) CYy=RI(1+7*) T (1),

( =R atF(7),

le symbole (R signifiant, comme & 1'ordinaire, qu’on ne prend que les
parties réelles des fonctions devant lesquelles il est placé.
Les formules (19) sont & rapprocher des suivantes :

E:cﬂf(l — ) F(7)dx,

(20) ‘f/:LRf/(l 4 T) F (1) dr,
'g:u(/zzr:?(r) dz;

qui définissent les surfuces minima réelles.

Les congruences d’Appell et les surfaces minima, réelles, s’assemblent
donc par couples définis par les formules (19), (20).

Avec les variables « et ¢ du début, on peut écrire les formules sui-
vantes, définissant une surface minima et une congruence d’Appell
associées :

( w=U" 4V,

(19") ¢ r=U+V,
! s =U,~+ Vi,

t=U +V,

(20") n=U 4V,
[ £=U,+V,,

les U etV étant des fonctions respectives de « et de ¢, et leurs dérivées
U/, V' vérifiant les relations

Ul U+ Up=o, V4 V24 Vi=o.

On obtient la congruence d’Appell la plus générale, en menant par
chaque point de la surface (19) la paralléele & la normale au point cor-
respondant de la surface minima (20').

“Les équations (19") montrent que les surfaces moyennes des con-
gruences d’Appell sont des surfaces de translation (h réscau imagi-
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naire), et conduisent 2 la construction géométrique suivante de ces
congruences :

Sur le cone isotrope de sommet O, tragons deux courbes quelconques(u)
et (¢) engendrées par les points w et ¢. Soit I le milieu du segment (us).
Quand u et ¢ varient | décrit la surface moyenne d’une congruence d’Ap-
pell relative au point O. La congruence elle-méme s’obtient en menant par
chaque potnt 1 la perpendiculaire au plan Ouycorrespondant.

Les congruences réelles s’obtiennent avec (u) et (v), u et ¢, imagi-
naires conjugués.

La construction précédente appelle les remarques suivantes. Rem-
placons les deux courbes () et (¢) par leurs homothétiques dans les
homothéties de centre O ct de rapports e’® et e=™*. («) et (¢) restent sur
le cone isotrope, et le milieu du segment (u¢) tourne, dans le plan O uy,
de I'angle o autour de O. D’ou ce premier résultat établi autrement
dans un autre travail (") :

Etant donnée une congruence d’ Appell relative au pointQ, si ’on fait
tourner chacun de ses rayons d’un angle constant o autour de sa paral-
lele tssue de O, on la trans forme cn une autre congruence d Appell.

Nous dirons associées toutes les congruences qu’on obtient en faisant
varier o.

Aux points I correspondants des surfaces moyennes de deux con-
gruences d’Appell associées, les courbes de translation ont leurs tan-
gentes paralléles ; les plans tangents sont donc paralléles.

Le choix des deux rapports d’homothétic montre en outre que, sur
les deux surfaces moyennes, deux éléments d’aire homologues sont
équivalents [les courbures sont les mémes |.

On peut donc énoncer les propriétés suivantes des surfaces moyennes
(associées) des congruences d’Appell déduites d’une congruence
donnée par la variation arbitraire de « :

Les points homologues sont distribués sur des circonférences de centre 0.

Les plans tangents en ces points sont paralléles.

Les éléments d’aire homologues sont égaux.

Ces propriétés sont & rapprocher de celles des familles de surfaces

() Bulletin des Sciences mathématiques, [évrier 1g2g.



SUR CERTAINES CONGRUENCES NORMALES. ju’/‘

minima associées. D’ailleurs, on passe de Ia surface moyenne de la
congruence d’Appell (19) & toutes ses associées, en remplacant F (=)
par & (=)e™; et la méme substitution donne, comme on sait, la famille
des surfaces minima associées & la surface (20).

Ayant égard 4 la remarque relative & I’égalité des aires, envisageons
deux éléments d’aire homologues entourant deux points homologues
Aet A’ sur deux surfaces moyennes associées, et les pinceaux infini-
ment déliés déterminés parleurs contours.

Désignons par A, A’, les deux rayons homologues ( paralléles) pas-
sant par A et A’. Lesnormales en A et A’ aux surfaces moyennes asso-
ciées sont paralleles. Soit 0 I'angle que ces droites font avec A, A" Les
sections des deux pinceaux associés par les plans perpendiculaires
en A et A’, ont méme aire :

do = dacos’,

da désignant 'aire des deux contours définissant les deux pinceaux.
Les droites issues du centre d’une sphere de rayon 1 paralléles aux
rayons des deux pinceaux ci-dessus, déterminent sur la sphére un con-
tour infiniment petit limitant une certaine aire d=.
Soient F et F, les deux foyers situés sur A, I’ et I, les deux foyers
situés sur A’ (Fet F,, F' et I, sont symétriques par rapport & A et A’
respectivement). On sait que 'on a (") :

do . —2
== A < A= AF
dz
De méme
do _
e ’

Il en résulte : .
AF = A}/, FF' =TI I.

On peut donc énoncer ce résultat:

Quand on passe d’une congrucnce d’Appell @ toutes ses associées,
la distance des deux foyers situés sur un méme rayon reste inva-
riable.

(') Voir E. Vessior, Lecons de géométrie supérieure, p. 156.
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Si I’on a égard aux sur/aces d’Appell associées (normales aux rayons
des congruences d’Appell associées), on peut dire :

En deux points homologues (plans tangents paralléles) de deux sur-
faces d’ Appell associées, la différence desrayons de courbure est la méme.

Les surfaces minima associées jouissent, comme on sait, de cette
propriété :

Quand on passe d’une surface minima (S) & son associée (S,), en
chaque point de (S,) les lignes de courbure font I'angle cons-
tantg avec les lignes de courbure au point correspondant de (S).

Un calcul trés simple, que nous omettons, conduit au résultat ana-
logue suivant que nous nous bornons a énoncer : '

St l'on considére deux surfaces d’Appell associées (X) et (X,), les
. - . 74 .
lignes de courbure de(X,) fontl’angle constant - avec les lignes de cour-
bure aux points correspondants de (X).

II'y alieu de signaler un autre trait commun aux surfaces minima
et aux surfaces d’Appell associées, que nous nous bornons également
a énoncer.

On sait que dans une famille de surfaces minima associées, les
points homologues sont distribués sur %* ellipses concentriques. Dans
une famille de surfaces d’Appell associées, les surfaces correspon-
dantes ne sont définies qu'au parallélisme prés. Il est toutefois pos-
sible, en choisissant convenablement les surfaces (X,) correspon-
dantes, d’obtenir une suite o' de surfaces partageantavec les surfaces
minima associées la propriété d’avoir leurs points homologues disposés
sur oo* ellipses concentriques.

Le centre commun est le point moyen, et quatre surfaces (£,) quel-
conques déterminent sur les co* ellipses associées des points en rap-
port anharmonique constant.

IV. — Congruences normales, restant normales aprés une transformation
par polaires réciproques par rapport a une sphére.

Envisageons l'une quelconque des congruences normales (&),
qu'une transformation par polaires réciproques par rapport i une
sphére (Z)de centre O laisse normales.
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Soient D 'un quelconque de ses rayons, F et F', P et P’ les foyers et
les plans focaux correspondants. Désignons par (') la congruence
transformée de (C) et par A la droite conjuguée de D.

Soient, en outre, = et =’ les plans polaires de Fet¥'; o et o les poles
de P et P'. o et o' sont les foyers de (¢') situés sur A, = et =’ les plans
focaux correspondants. ,

Pour que (€') soit normale, il faut et il suffit que = et =’ soient rec-
tangulaires; c’est-d-dire que le segment FF” soit vu de O sous un angle
droit.

L’équation générale des congruences (€) estdonc'équation (16) du
paragraphe 11 :

(16) ALM 4+ A M=o.

Les congruences (C)jouissentde propriétés intéressantes. Montrons
d’abord qu’elles sont cycliques (formées par les axes d'un systeme
cyclique).

Soit D' 'homothétique de D dans I'homothétie de centre O et de rap-
port é La congruence (D) est normale, comme (€). L'inverse de D',
dans P'inversion de pole O et de puissance R* [ R étant le rayon de (X)],
est un cercle (o) passant par O et ayant pour axe la droite A conjuguée
de D.

L’ensemble des cercles (o) correspondant aux différents rayons D
constitue un systéme cyclique [inverse de la congruence (D")].
congruence (C') des droites A, transformée de (&), est cyclique, et il
en-est de méme de (C)conformément au résultat annoncé.

Ainsi :

’

Toute congruence (C) de Uespéce étudiée est cyclique, le systéme
cyclique assocté étant formé de cercles passant par le point fize O.

Il est clair d’ailleurs que, réciproquement, toute congruence cyclique
normale dont les cercles passent par un point fixe appartient au type
indiqué.

Ceci donne une nouvelle définition aux congruences (C) qui nous
occupent, établissant un lien étroit entre les congruences (C) et les

surfaces pseudosphériques.
On sait que les congruences 1ect1hones ovcllques et normales sont

Ann. Ec, Norm., (3), XLVIII. — OcToBRE 1931. 52
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celles qui admettent, pour image sphérique de leurs développables,
I'image des lignes de courbure des surfaces pseudosphériques.

A toute congruence (&), il est donc possible d’associer une surface
pseudosphérique (définie 2 une homothétie prés), admettant pour
image sphérique de ses lignes de courbure I'image des développables
de (C).

Une question se pose dés lors :

Obtiendra-t-on toutes les surfaces pseudosphériques en cnyisageant
toutes les congruences (C)?

V. — Les congruences (¢) et les surfaces pseudosphériques.

Nous nous proposons, dans ce paragraphe, de répondre a la ques-
tion posée a la [in du précédent, en établissant la proposition sui-
vante :

Etant donnée a priort une surface pseudosphérique, il existe o' con-
gruences de U'espéce (C) du paragraphe précédent, admettant pour
unages sphériques de leurs déceloppables les images des lignes de cour-
bure de la surface envisagée.

Soit (X) une surface pseudosphérigne de rayon 1, rapportée a ses
lignes de courbure («= const., v = const.). L'élément linéaire de la
représentation sphérique de (X) a la forme

(1) ds*== sin*f dlue* 4 cos* i dy?,

f étant une solution de I’équation bien connue :

020 00 .
22 —— —— —— == sin’ cos’.
(22) g T g = sin cos’)
Donnons-nous le ds* de la représentation sphérique d’une con-
gruence (C) sous la forme (21), et définissons (&), conformément
au paragraphe I, par les équations

2=AM,X),  r=AMY), s=A(M,%),
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M étant une solution de I'équation
(16) ApM A M=o,
les paramétres différentiels étant calculés par rapport a (21).

Il s’agit de voir s’il est possible de déterminer la solution M de (16),
de facon que les développables de la congruence (C) correspondante
aient pour images sphériques les courbes w= const., ¢= const.
| images sphériques des lignes de courbure de (X)].

I’équation des développables de (€) est I'équation (8) du para-
graphe I :

() B dur - (0 — 2) dude — yde?.

On devra donc avoir :

[«

:'/:H.

SiI’on tient compte des expressions de 3 et de v, données au para-
graphe I, on constate que les deux équations ci-dessus se réduisent i
une seule :

(23) M,=o.

Pour que la détermination de (C) soit possible, il faut et il suffitque
les équations (23) et (16) aient une (ou plusieurs) solutions communes,
lorsqu’on yremplace O par une solution quelconque de I’équation (22).

La question est ainsi ramenée a la suivante :

Le systéme
f &M+ A M=o,

Y
(»4) } M,,=o

est-il compatible moyennant (22)?

(Vest ce que 'on peut vérifier analytiquement. On constaterait que
la condition de compatibilité du systéme (24) est précisément(22), et
I'on verrait en outre que si 0 satisfait & (22), les deux équations (24)
ont en commun, non pas une mais une infinité de solutions M, dépen-
dant d’une constante arbitraire, en plus bien entendu de celle qui
rentre dans M de fagon purement additive.

A la méthode analytique, nous en préférerons une autre, géomé-
trique, présentant Pavantage de donner une construction facile & se
représenter, des %' congruences (C) attachées 4 une surface pseudo-
sphérique quelconque.
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La méthode que nous allons exposer, rattache la question a une
autre que nous avons étudiée dans un mémoire antérieur ('), surquel-
ques points duquel nous avons besoin de revenir.

Dans le mémoire cité, nous avons montré qu’a toute surface appli-
cable sur une surface de révolution, on peut attacher o' congruences
rectilignes normales (N), formées de droites perpendiculaires aux
plans tangents & la surface, restant normales lorsque la surface se
déforme en entrainant ses différents plans tangents et les rayons cor-
respondants de (N) supposés invariablement liés a ces plans tangents.

Les seules surfaces auxquelles on puisse attacher des congruences
de I'espéce (N) sont d’ailleurs les surfaces applicables surles surfaces
de révolution, et pour les surfaces a courbure totale constante le nombre
des congruences (N) associées est ao’.

La construction des congruences (N) attachées i une surface déter-
minée (X) est fort simple.

Envisageons sur la surface le systeme formé par les courbes trans-
formées des méridiens (¢ =const.) ct leurs trajectoires orthogonales
(= const.).

L’élément linéaire a la forme

do* = du*+ G dv* [G=/(u)].

Sur la tangente & latransformée du méridien, passant par le point M
de la surface, portons, a partir de M, une longueur MI = . VG
(%= const.). Elevons en I la perpendiculaire au plan tangent en M
4 (). L’ensemble des droites ainsi obtenues constitue I'une des con-
gruences (N) attachées a (X), arbitrairement déformables avec (Z).
Toutes les autres congruences (N) relatives & (X) s’obtiennent en fai-
sant varier . Enfin, les développables des différentes congruences
obtenues se correspondent, et correspondent toutes aux lignes de
courbure de (X).

Ces résultats étant rappelés, soit (X) une surface pscudosphérique
de courbure — 1. Supposons connues ses géodésiques. En associant
aux géodésiques passant parun méme point 4 I'infini leurs trajectoires

(") Sur la déformation des sysiémes cycliques (Annales de ' Ecole Normale
supérieure, 3¢ série, L. XLVI1I, 1930, p. 381.
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orthogonales, on peut mettre I’élément linéaire de la surface sous la

forme
do® = du? + e dv*.

La mise de I'élément linéaire sous cette forme (essentielle pour la
suite) peut, notons-le dés i présent, étre effectuée d’une infinité de
facons. A chaque point & Uinfini sur (X) en correspond une.

Sur la tangente & chaque géodésique (¢ = const.), portons & partir
du point de contact M une longueur MI = " (ou’.e"), puis élevons en I
la perpendiculaire au plan tangent en M.

Nous obtenons ainsi une congruence normale (N) de 'espéce pré-
cédemment indiquée.

Cela étant, menons par l'origine O des coordonnées le vecteur (0J)
équipollent a (MI), et par J la parallele au rayon correspondant N
de (N). Nous obtenons ainsi une droite A. Quand M varie sur (),
'ensemble des droites A constitue une congruence (A). Je dis que (A)
est une congruence appartenant a la classe (€) du paragraphe IV [nor-
male et cyclique, les cercles associés passant par O], et que I'image
sphérique de ses développables est celle des lignes de courbure de ().

Le fait que (A) est normale et que ses développables ont pourimage
sphérique I'image des lignes de courbure de (X), résulte immédiate-
ment de ce que c’est la différence géométrique (') des deux congruences
normales suivantes : congruence (N) et congruence des normales

a (X), sur lesquelles, comme nous I'avons rappelé plus haut, les
développables se correspondent.

Pour montrer que (A)appartient a la classe( 2), il suffit de montrer
que sa polaire réciproque par rapport a la sphére de centre O et de
rayon 1 est elle-méme normale.

Cette vérification se fait sans difficulté.

l‘)('sirrnons par o la droite conjuguée de A. Soit K la projection de O
sur o OK a pour longueur

OK = m

(") Voir par exemple : Les congruences de normales dans leurs relations
avee les congruences a enveloppée moyenne donnée (Bulletin des Sciences

mathématiques, février 1gag).
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Les cosinus directeurs de ¢ sont visiblement ceux de la tangente en M
a la courbe [ =const.] de (X); nous les désignerons par X, Y., Z,;
X,, Y,, Z, étant les cosinus directeurs de la tangente i la géodésique
[¢=const.], et X;, Y,, Z, ceux de la normale en M.

Les cosinus directeurs de OK sont X, Y,, Z,, et I'on a pour les
coordonnées du point K :

o= 0 ‘—e‘“‘”,\,
!

==,
7

- ! p—tl

(=5 =¢ 7.

La condition pour que la congruence (¢) soit normale est comme on

sait :
S Jz X, _ S()g oX,

du de T W dv o

Développons cette condition. Elle s’écrit apres division par e :

» y IX\ OX, @ 0X, 0N, .
(23) b(\ 2 757‘)77-*87» s

SiD, D', D" sont les coefficients de la deuxiéme forme de (%) :

— SdX,dr=Ddu?+ oD dudy 4+ D" ds?,

et si 'on prend I'élément lincéaire sous la forme orthogonale

do*=E du* - G dy?,

on sait que I’on a le groupe de formules

)X B D . X :
(()—'-::"‘ I—, ’)3/‘] X'-’"""")’—Ek‘” ()_)X_*.:——’l_—_‘()\;xs“l”f‘l*):’\ ’
" VG VE o Voo Ve
. Ty
(26) . v ' G
. G ) (. % D"
(D\l:_};’)V(\_, __l__: ()_}”:—m—l_.()—(‘-x\x BREIR
= \,/ =~ Nip Jo \/ T du \,/
()_\:——-]—)_-:-4\1" B:X'i:
Jdy VE y G

avec les analogues en Y et Z.
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Dans le cas actuel,

IN e -0OX

N px,, AT R

du du *

)X _ o N

KAY) = "N, + D'\, X, =— e\, -+ D"e"\,.
g Jy

lin tenant compte de ces relations dans (25), celle-ci devient, apres

un calcul facile,
. DD"— D"
e'.‘ll

On reconnait au premier membre 'expression de la courbure totale
de (X). Celle-ci étant égale & —1, la condition (25) est satisfaite et (2)
est une congruence de normales.

La polaire réciproque (A) de (¢) est bien une congruence de I’es-
ptce (). Ainsi :

A toute surface pseudosphérique (X)), correspond, pour une mise de
Uélément linéaire sous la forme

do* = du®* + e** dy?,

une congruence ( C) admeltant pour image sphérique de ses développables
l'image des lignes de courbure de (X). ‘

En envisageant les =' points & 'infini sur (X), on voit qu'a une sur-
face déterminée (2), on peut faire correspondre une infinité (dépen-
dant d’une constante arbitraire) de congruences (C), comme on I’avait
annoncé au début de ce paragraphe.

[l est donc établi que les équations (24) ont une infinité de solu-
tions communes si § est solution de (22).

A cette conséquence analytique de ce qui précéde, il convient d’en
ajouter d'autres, d’ordre purement géométrique.

1° Le probléme de la détermination des surfaces pseudosphériques
est au fond identique a celui de la détermination des congruences (C).
2° Si, comme on |'a supposé, on connait les géodésiques sur (), la
congruence (A) est connue. Il en est de méme de sa réciproque (c)
laquelle appartient aussi i la classe (C). La représentation sphérique
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de (2) se déduit de celle de (A). L'image sphérique des développables
de (2) étant connue, on en déduit une autre surface pseudosphé-
rique (X,) définie & une homothétie et une translation preés par la con-
naissance de la représentation sphérique de ses lignes de courbure.

() et (Z,) se correspondent évidemment par orthogonalité des ¢lé-
ments superficiels homologues. Les lignes de courbure de (X) et de (X,)
correspondant respectivement aux développables de (A) et de (2), et
ces derniéres se correspondant (propriété de la transformation par
polaires réciproques), on voit que la correspondance entre (X) et (X,)
conserve les lignes de courbure.

(X) et (X,)sont deux transformées de Ribaucour-Bianchi. Il serait
aisé de mettre en ¢évidence la correspondance des asymptotiques.

3° A chaque point & 'infini sur (Z) correspond une mise de I'élé-
ment linéaire de (X) sous la forme ds* = du*+ ¢*"dv*. On peut par
suiteassocier a (£)uneinfinité (dépendant d’une constante arbitraire)
de congruences (A). A chacune de ces congruences correspond une
congruence (o), et par suite une surface pseudosphérique.

On voit donc comment, par le nouveau procédé qui vient d’étre
exposé, on peut obtenir les ' surfaces pseudosphériques que la
transformation de Ribaucour-Bianchi associe & (X).

Chaque transformée peut, bien entendu, étre traitée comme (X), ce
qui permet d’obtenir des surfaces pseudosphériques dépendant
d’autant de constantes que 'on veut.

A ces conséquences relatives aux surfaces pseudosphériques, il
n’est pas sans intérét d’ajouter la suivante, concernant plus spéciale-
ment la théorie des systémes cycliques, que nous nous bornons &
énoncer.

Etant donnée une congruence cyclique normale quelconque (@), il est
possible, et cela d’une infinité de facons, en déplacant ses rayons paralle-
lement a euzx-mémes, de la transformer en une autre congruence du méme
type mais dont tous les cercles passent par un point fixze de Uespace, les
développables se correspondant dans la congruence envisagée et dans
toutes ses trans formées.

La loi de passage de (C)h ses »' transformées est facile & apercevoir
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sil'on a égard précisément & la surface pseudosphérique (2) associée
a4 (C) (définie 4 une homothétie pres).

La représentation sphérique de (Z) étant connue [c’est celle des
développables de (€)], () se détermine par quadratures ().

Il suffit d’envisager les congruences normales (N) arbitrairement
déformables avec (£) déduites des différentes familles de géodésiques
passant par un méme point a 'infini, puis de construire les différences
géométriques relatives au point fixe O des congruences (N) et de la
congruence des normales & (), pour avoir les x' congruences trans-
formées. .

Disons avant de terminer ce paragraphe que, dans son analyse de la
méthode de Weingarten pour rechercher les surfaces applicables sur
une surface donnée (T'héorie des Surfaces, t. 1V, p. 322), G. Darboux a
signalé (dans le cas particulier des surfaces & courbure totale constante
positive) le role curieux des surfaces telles que les sphéres ayant pour
diameétres les droites joignant deux centres de courbure associés quel-
conques passent par un point fixe.

Dans ce qui préceéde, ces surfaces s’introduisent tout naturellement
aupres des surfaces pseudosphériques.

VI. — Surfaces a courbure totale constante positive.

Dans le paragraphe précédent, nous avons identifié les deux pro-
blemes de la recherche des surfaces pseudosphériques et des con-
gruences normales telles que les sphéres ayant pour. diamétres les
différents segments focaux passent par un point fixe.

Les congruences ci-dessus sont des cas particuliers des congruences
normales telles que deux foyers associés quelconques soient conjugués
par rapport & une sphére fixe. .

Nous nous proposons actuellement, de montrer que ces derniéres
congruences sont, a leur tour, étroitement liées au probléme de la
recherche des surfaces & courbure totale constante (positive ou négative).

(1) Si les développables de (C) ne sont pas en évidence, leur détermination
comportera l'intégration d'une équation différentielle du premier ordre.

Ann. Ec. Norm., (3), XLVIII. — Novemsre 1931. 53
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Nous commencerons par le cas des surfaces a courbure totale cons-
tante positive, pour lesquelles la premiére équation de I'applicabilité
est comme on sait
(27) Ay M=1—AM,

la courbure étant supposée égale 1.

Chaque solution (M) de I’équation (27) définit, defacon intrinséque,
une déformation de la sphére, aprés laquelle les coefficients D, D', D”
de la deuxiéme forme fondamentale — S dX, dx (les notations sont les
mémes qu’au paragraphe précédent) ont les valeurs :

M,, M, M,,
Vi—A M Vi AM \/:»—AM

M,,, M,, M,, étant les dérivées covariantes de M.

Or I’équation des congruences a foyers conjugués par rapporta une
sphére de rayon 1 est précisément (27) (voir § IT).

Toute solution de (27)définit done, simultanément, une congruence
rectiligne du type envisagé et une surface applicable sur la sphére.

Ainsi se trouve établie I'identité des deux problémes énoncés au
début de ce paragraphe.

On peut, en suivant une méthode analogue a celle qui a été suivie
dans le cas des surfaces pseudosphériques, établir un procédé géomé-
trique de correspondance entre les surfaces & courbure totale cons-
tante positive et les congruences normales & foyers associés conjugués
par rapport 2 une aphere

Envisageons une surface (X) & courbure totale constante positive,
que nous pouvons supposer égale & 1.

Prenons, en supposant connues les géodésiques, I’élément linéaire
sous la forme

do*= du®+ G dv*=du®- sin*u dv*.
Portons sur la tangente 2 () en chacun, M, de ses points, le long

de la géodésique ¢ = const., une longueur MI = /G, et élevons au
point I ainsi obtenu la perpendiculaire au plan tangent en M (*). Nous

(*) On pourrait remplacer /G == sinu par A sin «[ A = const. ], mais il faudrait
alors substituer, a la sphére de rayon 1, la sphére de rayon .
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obtenons ainsi l'une des congruences (N) arbitrairement déformables
avec (X), dont il a été question au paragraphe précédent.
Menons par I'origine O des coordonnées le vecteur (0J) équipol-

lent & (MI), et par J la parallele A au rayon correspondant de (N) [ou
ce qui revient au méme & la normale en M a (Z)].

L’ensemble des droites A correspondant aux différents pomts M
de (X) constitue une congruence normale, dont les développables ont
méme image sphérique que les lignes de courbure de (X) (woir le
paragraphe précédent).

Montrons que cette congruence (A) a ses couples de foyers associés,
conjugués par rapport a la sphere (S) de centre O et de rayon 1. Soit
ds*=E, dw*+ 2F, du dv + G, dv*,

I’élément linéaire de la représentation sphérique de (A)[ou de (X)]
sur (S).

Les cosinus directeurs des tangentes aux deux courbes ¢ = const.,
u = const., et de la normale en M a (%) étant toujours X,, Y,, Z, ; X,,
Y., Z,; Xy, Y, Zy, les formiles (26) du paragraphe précédent sub-
sistent.

Désignons par &, 9, % les coordonnées de J; on a

.@:X,\/G_:XI sinu,
Y=Y,/G=Y,sinu,
3=1, \/G: Z,sinu;
et les cosinus directeurs de A sont X, Y,, Z,.

L’équation aux abscisses (comptées a partir de J) des deux foyers F

et F/ situés sur A, étant I’équation (4) du paragraphe I, on voit que

T S/ eg—J°
Jb ><J —E G‘I"— 1)7

/= /,la congruence étant normale.
Calculons e, g, f :

:—_-S 9X, g—'?:—zs 09X, [-——-smu +X, cosu]

du Jdu Ou | 0

X, 0% . X, 90X,
S Yl PR, W PR

X, 9T . X, X, -

f= NPT SN Y7 _37
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En tenant compte des formules (26) du paragraphe précédent et de
la forme de I’¢lément linéaire de (X), on trouve

e—=—Dcosu,
3 — "

g=—D"cosu,
Jf=—D'cosu;

d’ou

—  —  (DD"—D"”)cos*u G cos®u
{ N - .
I < = E G —TF3 T E G —TF3

La courbure de (£) étant égale & 1, on a
E G — 1 =G=sinu,

par suite

JF < J¥' = costu.

A et B étant les points ot A coupe la sphére (S), F et F' seront con-
jugués par rapport a (8)si

(-
I
X
0
(@]
3

Ceci est facile & vérifier.
Un point quelconque de A a pour coordonnées :
L+ 1X,,

‘}j -+ )'Y:h
% - 2.

Exprimons que le point appartient & (S), nous obtenons, pour déter-
miner 4, I'équation

S(& + AX,) =1.
On tire de cette équation :

W= JA =1 — S&*=cos?u.
On a bien

TA = TF < JI.

La congruence (A), précédemment construite, a bien ses couples de
foyers associés conjugués par rapport a4 (S), comme on I’avait annoncé.
Ainsi :

A chaque mise de I'élément linéaire d’une surface (X)) de courbure + 1

sous la forme
do*== du® - sin®*u dv*,
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correspond, par la construction géoméirique ci-dessus indiguée, une con-
gruence normale (A) a foyers associés conjugués par rapport & une sphére
Jize de rayon 1 (de rayon quelconque, moyennant une homothétie).

Fn faisant varier la surface de départ (£), on obtient une famille
dépendant de deux fonctions arbitraires, de congruences (A) a foyers
associés conjugués par rapport & une sphére fixe.

Cette famille ne fournit cependant pas la totalité des congruences
normales (A) a foyers associés conjugués par rapport 4 une sphére
fixe. .

Sil’on observe que la distance de 'origine au rayon de (A), corres-
pondant au point (u, ¢) de (X), est sinu, et que par suite cette dis-
tance est plus petite que 1, on voit que le rayon envisagé coupe la
sphére de rayon 1 en deux points réels.

On peut donc dire :

Seules, les congruences normales & foyers associés conjugués par rap-
port & une sphére fizwe dont les rayons coupent effectivement la sphére,
sont susceptibles d’étre déduites des surfaces a courbure totale constante
positive par le procédé ci-dessus exposé.

L’image sphérique des développables d’une congruence (A) déduite
d’une surface & courbure constante positive est la méme, comme nous
’avons déja fait observer, que celle des lignes de courbure de la
surface.

Il resterait & voir si la congruence normale a foyers associés con-
jugués par rapport 4 une spheére, la plus générale, dont les rayons
coupent effectivement la sphére, a pour image sphérique de ses déve-
loppables I'image des lignes de courbure d’une surface 2 courbure
totale constante positive. Nous verrons au paragraphe VIII qu’il en
est bien ainsi ('), de sorte que :

Les congruences actuelles admettent pour images sphériques de leurs

(1) Cela revient & dire que la construction des congruences (A ) indiquée dans
le texte, donne toules les congruences normales 4 foyers conjugués par rapport
a une sphere dont les rayons coupent la sphére, & partir des surfaces & courbure
totale constante positive.
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développables les images des lignes de courbure des surfaces & courbure
totale constante positive, de méme que celles du paragraphe précédent
admettatent pour image sphérique de leurs développables les images des
lignes de courbure des surfaces pseudosphériques. '

Il résulte de Ia que sil’on suppose connue une congruence (A)dont
les rayons coupent la sphére par rapport & laquelle deux foyers associés
sont conjugués, la détermination de ses développables entrainera la
connaissance d’une surface a courbure totale constante positive, définie
a une homothétie prés.

VII. — Sur les congruences normales & foyers associés conjugués
par rapport & une sphére fixe, dont les rayons ne coupent pas la sphére.

L’étude qui précéde attache un intérét particulier aux deux types
suivants de congruences rectilignes :

Les congruences normales dont les spheres décrites sur les diffé-
rents segments focaux comme diamétres passent par un point fixe.

Les congruences normales dont deux foyers associés quelconques
sont conjugués par rapport a une sphére fixe, les différents rayons
coupant la sphére en deux points réels.

Les congruences du premier type ont peur images sphériques de
leurs développables les images des lignes de courbure des surfaces
pseudosphériques; celles du second ont pour images de leurs déve-
loppables les images des lignes de courbure des surfaces a courbure
totale constante positive.

Seules les congruences normales 4 foyers associés conjugués, par
rapport & une sphére fixe dont les rayons ne coupent pas la sphére, n’ont
pas été rattachées au probléme de la représentation sphérique des sur-
faces a courbure totale constante.
~ Si 'on observe que, relativement & ces derniéres congruences, le
premier type ci-dessus signalé se présente comme un cas particulier,
on est conduit 2 se demander s'il ne serait pas possible, au moyen
d’une construction géométrique analogue i celle déja exposée deux
fois dans ce qui précéde, de déduire les congruences normales 2
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foyers conjugués par rapport & une sphére fixe dont les rayons ne
coupent pas la sphére, des surfaces pseudosphériques.

Effectivement la chose est possible. Il suffit de choisir convenable-
ment les congruences (N) arbitrairement déformablesavec une surface
pseudosphérique, qui ont servi de point de départ aux constructions
exposées dans les deux paragraphes précédents.

Envisageons une surface pseudosphérique (%), dont nous pren-
drons, pour simplifier, la courbure égale & — 1.

Considérons sur (Z) une ligne géodésique quelconque g. Prenons
pour lignes coordonnées ¢ = const. les géodésiques orthogonales a g,
et pour lignes u = const. les trajectoires orthogonales des précédentes
(g ayant pour équation z=o0).

Dans ces conditions 1'élément linéaire de (X) est :

do* = du*+ cosh®u dv*.

Portons sur la tangente en un point M quelconque de (X) & la géodé-
sique (¢ = const.) une longueur MI = cos/u, et élevons en I la per-
pendiculaire N au plan tangent en M. Nous obtenons ainsi une
congruence (N) arbitrairement déformable avec (2).

Menons par l'origine O des coordonnées le vecteur (0J) équipollent
a (MI), et par J la paralléle A & N. L’ensemble des droites A corres-
pondant aux différents points M de (Z) constitue, comme nous le
savons, une congruence normale (A) dont les développables corres-
pondent aux lignes de courbure de (Z).

1l est facile d’établir que (A) a ses couples de foyers associés, con-
jugués par rapport a la sphére de centre O et de rayon 1, et qu'aucun
de ses rayons ne coupe la spheére.

Ce dernier point résulte de ce que OJ est un cosinus hyperbolique.
Montrons que les foyers associés de (A) sont conjugués par rapport a
la sphére de centre O et de rayon 1.

Les coordonnées de J sont, en utilisant toutes les notations des
deux paragraphes précédents :

L =coshuX,,
4 =coshuY,,
F=coshuZ,.

Si F et F' sont les foyers situés sur le rayon A(z, ¢), la condition
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pour que ces points soient conjugués par rapport a la sphére de
centre O et de rayon 1 est, comme on s’en rend compte immédiate-

ment,
(28) JF > JF =1 — cosh®u = — sinh?u.

Evaluons JF > JF' en utilisant la formule, qui nous a servi au para-
graphe précédent

ds* =E,du® + 2F, dudy + G, d¢* étant 1’élément linéaire de la repré-
sentation sphérique de (X), c’est-a-dire de (A).

Onaicl
g X, 0% S X, [X sinh 1 -+ ()—X— cosh u]
TN du du T W) Ju v du
_QIX, 0k b Q 09X, X,
E= T g NN T o

QX0 os] 0X, JX,
'[“_S—J(T dy — ©08 1"‘S du dv

Soit, en tenant compte des formules (26) du paragraphe V,

e:=— Dsinhu,
&= D”sinh u,

) J=—D'sinhu.
On en déduit

TF s T 28— 2 (DD —D"?)sinh?u

" Ao — Al " )
] (_rJ — F 1 El(,r‘ — B |

La courbure de (X) étant égale & — 1, on a
DD — D2=— cosh®w.

En outre, et pour la méme raison,

. E,G,— F?==cosh*u.
On adone
JF s JT == — sinh® 1.

La condition (28) étant vérifiée, la congruence (A)abien ses couples
de foyers associés, conjugués par rapport a la sphére de centre O etde
rayon 1, comme on se proposait de le montrer.
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En faisant varier (X), on obtient, par le procédé qui vient d’étre
exposé, toutes les congruences (A) du type envisagé dans ce para-
graphe.

Nous établirons d'ailleurs directement, au paragraphe suivant, que
toute congruence du type actuel a pour image sphérique de ses déve-
loppables 1'image des lignes de courbure d'une surface pseudo-
sphérique, de sorte qu’une congruence (A) étant supposée connue, la
détermination de ses développables entrainera la connaissance de
I"image sphérique des lignes de courbure d’une surface pseudosphé-
rique, définie 4 une homothetle preés.

On peut alors compléter les résultats des paragraphes precedents
et énoncer la proposition générale suivante :

La connatssance des congruences normales a foyers associés conjugués
par rapport a une sphére fixze (S) entraine, une fois les développables
déterminées, celle des surfaces @ courbure totale constante.

Les congruences du type indiqué pour lesquelles les rayons coupent(S)
en deux points réels donnent les surfaces a courbure posttive.

Celles pour lesquelles les rayons coupent (S) en deux points imaginaires
donnent les surfaces pseudosphériques.

VIII. — Les congruences générales a foyers associés conjugués
par rapport a une sphére fixe, envisagées comme congruences cycliques.

Eunvisageons une congruence quelconque (I') a foyers associés con-
jugués par rapport a une sphére fixe [la congruence n’est plus néces-
sairement normale ]. Il est facile de voir que (I") est cyclique [formée
- par les axes des cercles d’un systeme cyclique].

Soient D un rayon quelconque de (I'); F et F' les foyers situés
sur D; (8) la sphere relativement 4 laquelle F et F’ sont conjugués;
I la projection du ceutre O de (S) sur D; (C) le cercle d’axe D ortho-
gonal & (S) [cercle situé dans le plan perpendlculalre 2 D mené
par O].

A chaque rayon D correspond un cercle (C). L’ensemble des
cercles (€) constitue une congruence de cercles, réelle si les rayons
de (I') ne coupent pas (S), imaginaire dans le cas contraire.

Supposons que D se déplace de fagon que F décrive I'aréte de

Ann. Ec. Norm., (3), XLVIII. — NoveMBRE 1931. 54
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rebroussement (y) de I'une des développables de (T'), et considé-
rons les sphéres ayant pour centres les différentes positions de F et
“passant par les cercles (€) correspondants. Ces sphéres sont toutes
orthogonales a (S). Le cercle caractéristique sur chaque sphére est
visiblement le cercle (@). Le lieu de (€) est une certaine surface
canal sur laquelle les différentes positions de (€) constituent un sys-
teme de lignes de courbure. '

A chaque aréte de rebroussement (v) située sur la nappe focale sur
laquelle se déplace F correspond une surface canal.

L’ensemble de ces surfaces canaux constitue une famille o' de sur-
faces.

Si 'on remplace F par F/, on obtient une nouvelle famille ' de
surfaces canaux, sur lesquelles les cercles (C) sont lignes de cour-
bure. |

Envisageons deux quelconques des surfaces canaux ci-dessus, cor-
respondant & deux arétes de rebroussement (y), (y') situées sur des

nappes différentes. Il existe un rayon D de (I') touchant (Y) en I
et (y) en F'[F et F" étant les deux foyers portés par D].

Les spheres de centres I et I et passant par le cercle (C) relatif
a D, tangentes aux deux surfaces canaux le long de (€), sont ortho-
gonales. Il en est de méme des surfaces canaux.

Les deux familles de surfaces dont il vient d’étre question se
coupent orthogonalement suivant leurs lignes de courbure (G); ce
sont, comme l'on sait, deux familles d’un systéme triple orthogonal,
et leurs lignes de courbure communes [les cercles (@)] forment un
systéme cyclique, comme on se proposait de le montrer.

Ainsi :

Les congruences rectilignes a foyers associés conjugués par rapport
& une sphére fixze de centre O sont cycliques. Les cercles du systéme
cyclique associé sont dans des plans passant par Q. 1ls sont réels ou ima-
ginazires suivant que les rayons ne coupent pas ou coupent la sphére fize.

Supposons maintenant que la congruence (I'), au lieu d’étre quel-
conque, soit normale [ congruence cyclique normale (')].

(*) Voir, pour ce cas particulier, le mémoire déja cité de L. Bianchi.
Annales de I Ecole Normale supérieure, t. XIX, 1902, p. 325,
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On sait alors que si le systéme cyclique associé est réel [si les
rayons de (I') ne coupent pas la sphére (S)], 'image sphérique des
développables de (I') est celle des lignes de courbure d’'nne surface
pseudo-sphérique; si le systéme est imaginaire [si les rayons de (I)
coupent (S)], 'image des développables est celle des lignes de cour-
bure d’une surface & courbure totale constante positive. Ceci est le
complément annoncé, aux résultats des deux paragraphes précé-
dents.

Revenant aux congruences (I') quelconques a foyers associés conju-
gués par rapport & une sphére, il est facile d’établir qu’elles cons-
tituent les seules congruences rectilignes cycliques dont les plans des
cercles passent par un point fixe.

On sait en effet que si les plans des cercles d'un systéme cyclique
passent par un point fixe O, les cercles sont orthogonaux a une sphére
fixe (S) de centre O. On sait en outre [propriété générale des con-
gruences cycliques |, que sir est le rayon de ['un des cercles, siI est
son centre, I et I'" les foyers situés sur le rayon correspondant, on a

IF ¢ TF = — r.

Il résulte de la que F et I sont conjugués par rapport a (S).
Dans le cas particulier ou (I') est normale, on a le résultat suivant :

Les congruences rectilignes cycliques normales dont les plans des
cercles passent par un point fize, sont les congruences normales & foyers
associés conjugués par rapport & une sphére fixe.

IX. — La transformation d’'Hazzidakis.

Nous avons vu au paragraphe V comment la considération des
congruences nermales arbitrairement déformables avec les surfaces
pseudosphériques conduit a la transformation étudiée par Ribaucour
et Bianchi de ces derniéres surfaces.

Nous nous proposons de montrer que la transformation d’Hazzi-
dakis des surfaces applicables sur la sphére peut, 4 son tour, étre
rattachée 2 la considération des congruences normales arbitrairement
déformables avec les surfaces a courbure totale constante positive, et
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~donner ainsi une origine commune aux résultats obtenus par Ribau-
cour, Bianchi, Hazzidakis.

Nous avons fait observer, au début du paragraphe VI, que toute solu-
tion M de la premiére équation de I'applicabilité pour les surfaces de
courbure + 1 donnait, simultanément, une surface de courbure -+ 1 et
une congruence normale (A) a foyers associés conjugués par rapport
a une sphére de rayon 1[les rayons de la congruence coupant effecti-
vement la spheére |.

Nous avons ensuite indiqué le moyen de construire géométrique-
ment, en associant a une surface (X) de courbure -1, I'une quel-
conque des congruences normales (N) arbitrairement déformables
avec elle, «*, congruences (A), correspondant aux différentes mises
possibles de I’élément linéaire sous la forme

(29) do*= du® - sin* u dv*.

Chaque congruence (A) particuliere fournit une solution M de la
premiére équation de 'applicabilité pour les surfaces de courbure —+- 1
M représentant la distance de I'origine aux plans tangents aux surfaces
orthogonales aux rayons de (A) ('). A cette solution de I’équation de
I'applicabilité correspond une surface de courbure +1. Il se trouve
que cette surface, distincte de (X), n'est autre chose que la transformée
d’Hazzidakis (X,) de (X).

Cette derniére étant unique, on voit dés i présent quela con-
gruence (A) permettant de réaliser le passage de (X) a (X,) pourra
étre choisie arbitrairement parmi les «® congruences correspondant
aux différentes mises possibles de I’é]lément linéaire de la surface (X)
sous la forme (29). ,

Soit (X) une surface quelconque de courbure -1, dont I’élément
linéaire est supposé mis sous la forme (29).

Désignons par D, D', D” les coefficients de la deuxiéme forme fon-
damentale de la surface. D, D’, D” sont trois fonctions supposées con-
nues de u et de ¢, vérifiant I'équation de Gauss et les deux équations
de Codazzi.

(') La condition A;M <C1 est vérifite pour les congruences (A) envisagées,
car A; M est la distance de l'origine aux rayons de (A), lesquels coupent effecti-
vement la sphére de centre O et de rayon 1.
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Les notations étant celles des paragraphes précédents, au systéme
de courbes coordonnées considéré sur (X) pourlamise de son élément
linéaire sous la forme (29) correspond, comme on l'a vu, une con-
gruence (A) définie par les coordonnées des projections J de Iorigine
sur les différents rayons :

s L=—sinuX,,
() ¢ Y=-—sinuY,,
( S =—sinuZ,

et par les cosinus directeurs X,, Y,, Z, de ces rayons.
Le signe — aux seconds membres évite une symétrie ultérieure.
La distance de 'origine aux plans tangents & 'une quelconque des
surfaces orthogonales & (A), qui est ici la distance des différents
points J aux points ou les rayons correspondants coupent cette méme
surface, est comme 1'on sait

M(u,v):C-—f(Udu -+ Vdp) (C == const.),

avec
ey O o 0%
U=sx,2%  v=sx,%%.
“du "y

On trouve en tenant compte des formules (26) du paragraphe V
U=—Dsinu, V=—D'sinu;

d’out

(30) M=C —I—fsin u(Ddu -+ D'dv).

la quantité sous le signe f étant une différentielle totale exacte.

La valeur (30) de M fournit une solution de la premitre équation
de I'applicabilité pour les surfaces de courbure —+ 1,4 laquelle corres-
) | 5

pond une surface (Z,) définie intrinséquement par les coefficients ¢,

2. 2" de sa deuxiéme forme fondamentale,
7
M, i M.,

(’)‘l: ——iy 0 = =

Vi—AM T Vi AM

M,,, M., M.,, A/ M étant les dérivées covariantes et le paramétre
différentiel du premier ordre de M, calculés relativement & 1’élément
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linéaire de la représentation sphérique de (A) ('), qui n’est autre
chose, d’aprés la facon dont (A) est déduite de (X), que I’élément
linéaire de la représentation sphérique de (Z) [troisiéme forme
fondamentale de (X)].

Calculons cet élément linéaire.

do?=S(dX,)*=edu*+ 2 f du dv + gdv*.

En utilisant les formules (26) du paragraphe V, on obtient sans peine

D"

e=— D2 —_
sin*u

2

g= D2 .D,,
= sin-u
D/ Dl/
[=DD'+ —,
SIn*u

et, par suite,

T2 YA 8 14 "o
(32)  dott= (1)'—*4- D >du‘-’ - 9.<.DD’+ b'D >du o -+- <D"~‘+ D >dvﬂ.

sin*u sin? i sin®u

(32) étant aussi I'élément linéaire de (X) on voit que la premiére
forme fondamentale de (Z,) est identique -4 la troisitme forme de (X).

Les coefficients ¢, ¢’, 2’ de la deuxiéme forme de (X,) s’obtiennent
simplement au moyen des formules (31). En tenant compte de la
valeur (30) de M et des formules de Codazzi, et en observant que A, M
a la méme valeur qu'on le calcule par rapport & (29) ou a (32), on

trouve
0=D, o' =1, of=D".

La deuxiéme forme fondamentale de (Z,) est identique a celle de (Z).
En tenant compte de I’équation de Gauss,

DD" — D= sin®u,

(*) Dans Iéquation des congruences (A) a foyers conjugués par rapport a la
sphére de rayon 1 [Ay,M=1-— A, M], les paramétres différentiels sont calculés
par rapport a I’élément linéaire de la représentation sphérique de la congruence,
qui n'est pas I'élément linéaire (29) de (2).
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et de I’expression de la courbure moyenne de (),
He—— <D+ D >
S1in-u

(33) do?=— (du*+ sin*u dv*) — H(Ddu2+ 2D’ du dv + D"dv?).

on peut écrire (32)

De la résulte que la troisieme forme fondamentale de (X,) est
di* +sin*u de?, .

identique & la premiére forme de (X).

On passe de () 2 (Z,), en intervertissant la premiére et la troisiéme
forme. (Z,) est donc, comme !'on sait, la transformée d’Hazzidakis
de (2).

Les propriétés de la transformation d’Hazzidakis sont bien connues.
- Notons que celle suivant laquelle les géodésiques de I'une des deux sur-
faces (X), (X,) correspondent aux lignes d’ombre de I'autre peut étre
déduite de la signification géométrique de la solution M de (30) de
I'équation de I'applicabilité [ distance d’un point quelconque de (Z,) a
un plan fixe].

Les lignes de niveau de (X,) relatives au plan fixe sont définies par
I'équation M = const. ; soit

Ddu ~+ D'dpy = o.

Cette derniére équation est celle des courbes conjuguées des géodé-
siques v = const. de (X), d’ou la propriété énoncée (*).
Sil'on met I’¢lément linéaire de (Z,) sous la forme

do® = du*—+ sin*u dv*,

et sil’on construit les congruences (A,) correspondantes (normales &
foyers conjugués par rapport i la sphére de rayon 1), ces congruences
correspondent aux congruences (A) de départ dans une correspon-
dance involutive tout comme celle entre (X) et (Z,).

La transformation involutive des congruences normales & foyers
associés conjugués par rapport & une sphére fixe, qui vient d’étre

(1) L'identité des deuxiémes formes fondamentales de (Z) et de (Z,), entraine
la correspondance des réseaux conjugués.
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mise en évidence, conserve les développables, puisque nous savons
(§ V) que ces derniéres correspondent aux lignes de courbure de (X)
et (£,); en outre elle transforme les unes dans les autres les surfaces
orthogonales aux congruences (A) et (A,).

Désignons par (S) I'ensemble des surfaces orthogonales aux
o® congruences (A); par (S,) I'ensemble analogue relatif aux con-
gruences (A,). (S) et (S,) sont définis par quadratures dés que (Z) est
connue ainsi que ses géodésiques. Sur toutes les surfaces (8), (S,),
les lignes de courbure se correspondent, et pour les surfaces d’une
méme famille la correspondance est par plans tangents paralléles.

La représentation sphérique des lignes de courbure des différentes
surfaces (S), (S,) étant celle des lignes de courbure d’une surface a
courbure totale constante positive, ces surfaces admettent une défor-
mation dans laquelle le réseau de courbure reste de courbure.

Les équations de ces surfaces s’obtiennent simplement & partir
de (X).

Soit (N) I'une quelconque des «* congruences normales arbitraire-
ment déformables avec (X) dont dérivent les «* congruences (A) dont
il est question ci-dessus. Envisageons, les géodésiques étant suppo-
sées connues, une mise déterminée de 1’élément linéaire de (X) sous
la forme (29). I étant le point ou le rayon N de (N) perpendiculaire au
plan tangent en P & (X) perce le plan, les coordonnées de ce pointrela-
tives aux tangentes aux courbes coordonnées sur (X) sont (')

E==sinu 4 dcosusin(y -+ ),

n==d cos(¢ o),

d et o étant deux constantes arbitraires.
Les coordonnées de I'extrémité J du vecteur (OJ) équipollent a (PI)

sont par suite
X =EX,+nX,,

(34) 5 =£Y, 0¥,
5=t +nX,,

Xy, ..., Zy, ayant pour (Z) les significations habituelles. Les équa-

(') Pour la détermination des expressions de £, v, voir un article du Bulletin
des Sciences mathématiques, avril 1930,
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tions (34) définissent les «o* congruences (A) attachées i (Z). Les
rayons passent par les différents points J et sont dirigés par les valeurs
correspondantes de X;, Y, Z;,.

Quant aux «* surfaces (S) ayant méme représentation sphérique
que (X), dont il est question plus haut, elles ont pour équations, en
négligeant la constante qui correspond & des surfaces paralléles,

x:&:—X;‘f(Uclzt+V{lc’),

y=9 — Y;;f (Udu + Vdy),

=% — Z:,,j (Udu + Vdy),

o o
U:SX;;g—%y V:SX“LL—"-
du J

Les formules (34) définissent une transformation 4 deux para-
métres (d, ) des congruences normales 4 foyers associés conjugués
par rapport 4 une sphére, conservant 'image sphérique des dévelop-
pables.

Au point de vue de la recherche des surfaces a courbure totale cons-
tante positive, les transformations des congruences ci-dessus, modi-
fiant 'image sphérique des développables, présenteraient évidemment
un tout autre intérét.

Un calcul analogue au précédent donnerait «* surfaces, définies a
une homothétie prés par des quadratures, ayant méme représentation
sphérique pour leurs lignes de covrbure qu’une surface pseudosphé-
rique quelconque.

Les expressions & adopter pour &, 1 seraient (article cité)

Ez=e(v2+4co +d) — e, n=op¢-+c (¢ etd = const.).

X. — Sur une transformation des surfaces pseudosphériques.

Dans les paragraphes qui précédent, nous nous sommes attaché a
mettre en évidence I'identité des problémes de la recherche des sur-
faces i courbure totale constante et des congruences normales a foyers
conjugués par rapport i une sphére, et 'intérét qu’il y aurait, au point

Ann. Ec. Norm., (3), XLVIlI. — NoveMBRE 1931. 55
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de vue duprobleme de la transformation des surfaces 4 courbure totale
constante, & savoir transformer les congruences ci-dessus en con-
gruences analogues.

Ce dernier paragraphe a pourobjet I’étude d’une transformation que
nous avons signalée dans une Note des Comptes rendus ().

Dans un autre travail {*), nous avons indiqué le moyen de trans-
former toute congruence normale en une congruence d’Appell généra-
lisée (4 enveloppée moyenne point).

A une congruence normale douée d’une propriété déterminée, cor-
respondra une congruence d’Appell généralisée douée d’une propriété
correspondante; de sorte que :

Tout probléme de rechcrche de congruences normales assujetties a une
condition déterminée, peut étre transformé en un certarn problémerelatif
aux congruences d’ Appell généralisées.

La transformation ci-dessus admet un invariant qu'il est trés facile
de mettre en évidence.
- Envisageons une congruence normale quelconque (N), définie
comme au paragraphe I, parles coordonnées (z, y, 5) de la projection I
de I'origine sur un rayon quelconque D de cosinus directeurs X, Y, Z,

2=AM,X), y=AMY), s=A(M.Z);

les paramétres différentiels se rapportant 4 la représentation sphé-
rique.

Faisons tourner chaque rayon D d’un angle droit autour de sa paral-
lele issue de O. D vient en A et I en K.

Les coordonnées de K sont les mineurs extraits de la matrice

X Y VA
AM,X) A(M,Y) AM,Z) |

(1) Comptes rendus, t. 190, p. 1217.
(*} Les congruences de normales dans leurs relations avec les congruences
a enveloppée moyenee donnée (Bulletin des Sciences mathématiques, février

1929).



SUR CERTAINES CONGRUENCES NORMALES, 435

On peut écrire ces coordonnées

r ] FOM dX oM 0X
—H ETW*W?)TZ] ‘
_1[OM Y  OM oY
n——r‘du W_W—()_ﬁ}
1 [OM 0Z oM JZ
=g o E]

H:\/EG —F? (E, ¥, G étant les coefficients du ds* de la représenta-
tion sphérique).

Elles ont été données sous cette derniére forme par L. Bianchi. Si,
tenant compte de I’équation (4) du paragraphe I, on calcule le produit
des distances des foyers o, ¢/, situés sur A, au point K, on trouve

Ko x Ko'=A,,M.

L’équation (5) de ce méme paragraphe montre que si F et F' sont

les foyers de la congruence (IN) situés sur D, on a aussi
IF =< TF'=A,,M.

Quand on transforme une congruence normale quelconque par le pro-
cédé ci-dessus indiqué, le produit des distances des foyers situés sur un
rayon quelconque, & la projection de l'origine sur ce rayon, ne change
pas.

Cela étant, supposons que (N) soit une congruence normale a foyers
associés conjugués par rapport & unc sphére fixe (S), de centre O et
de rayon £.

L'équation définissant (N) est, comme on U'a vu au paragraphe I,

(15) Ay M+ A M = Z2.

Aprés la transformation

Ko x Ko'=1IF x IF'=A,,M,

et ’on a, comme on sait,
OK = Ol =y/A M.

En tenant compte de ces relations, (15) s’écrit

Ko x Kg'= i*— 0K,
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égalité qui prouve que la sphére de diamétre (¢o’) est orthogonale & la
sphére (S). o et ¢’ ne sont réels que si les rayons de (N) ne coupent
pas (S).

Ainsi :

Les trans formées des congruences normales & foyers associés conju-
gués par rapport @ une sphére (S) de centre 0, sont des congruences
d’Appell généralisées relatives a O, telles que les sphéres ayant pour dia-
métres les différents segments focaux soient orthogonales a (S).

Il revient évidemment au méme de dire que les congruences trans-
formées ont leurs couples de foyers associés, conjugués par rapport
a (8), tout comme les congruences de départ.

Sik=o0 ("), cas auquel nous nous arréterons, les congruences (N)
sont les congruences normales transformables en congruences nor-
males par polaires réciproques relativement 2 une spheére, dont il a été
question au paragraphe IV.

Alors les congruences d’Appell transformées jouissent de cette pro-
priété que, du point O, on voit les différents segments focaux sous un .
angle droit.

Soumettons I'une quelconque de ces congruences transformées a
une transformation par polaires réciproques, relativement a une
sphére quelconque (X) de centre O. Nous obtenons évidemment une
congruence rormale (I'), jouissant de cette propriété que les plans
focaux issus d’'un méme rayon sont équidistants de O.

Par deux opérations géométriques successives, trés simples; il est donc
possible de trans former les congruences normales de Uespéce (N), en con-
gruences normales (I') & plans focaux équidistants d’un point fize.

Si 'on fait tourner chaque rayon de (I'), dans le plan qu’il déter-
mine avec O, d’un angle droit, la rotation ayant le sens inverse de
celle effectuée pour obtenir (I') & partir de (N), on obtient la con-
gruence (N') transformée par polaires réciproques de (N) par rapport
a (X). (N') appartient comme 'on sait & la famille (N). On voit alors

(*) Comptes rendus, t. 190, p. 1217.
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que I'on peut présenter un peu plus simplement la transformation
ci-dessus :

St lon fait tourner chaque rayon de la congruence (N) la plus géné-
rale, d’un angle droit, autour d’un point O, dans le plan qu’il détermine
avec O, on obtient la congruence (') la plus générale.

Les problémes de la détermination et de la transformation des con-
gruences (I') sont identiques & ceux de la détermination et de la trans-
formation des congruences (N), et par suite aussi aux problémes ana-
logues sur les surfaces pseudosphériques.

Cela étant, envisageons une surface quelconque (L) orthogonale aux
rayons d’'une congruence (I') déduite d’une congruence (N) déter-
minée. Elle jouit de la propriété évidente suivante :

Les lignes de courbure enl’un quelconque P de ses points jfont le méme
angle avec OP.

Cette propriété, caractéristique des surfaces (L), se conserve dauns
une inversion quelconque de pole 0.

Si donc on considére une surface (L,), inverse de (L) dans une
telle inversion, et si I'on envisage la congruence (I',) de ses normales,
on peut dire que (I';) appartient 2 la famille des congruences (I").

Il n’y a plus qu’a soumettre (I',) & la transformation inverse de celle
qui a donné (T") a partir de (N), pour avoir une nouvelle congruence
(N,) dutype (N).

Ainsi se trouve réalisée, et de la facon la plus simple, une transfor-
mation des congruences (N) en congruences analogues.

Si I'on observe que la surface (L), dont il est question ci-dessus,
peut étre remplacée par une surface parallele quelconque, et que la
méme chose peut étre faite pour les surfaces inverses, on voit qu’il
est possible d’introduire dans les formules définissant la transforma-
tion qui vient d’étre mise en évidence autant de constantes que I'on
veut.

A la transformation ci-dessus, des congruences normales (N) trans-
formables en congruences normales par polaires réciproques par rap-
port & une sphére, correspond, conformément & ce qui a été dit au
cours de ce mémoire, une transformation dépendant d’autant de para-
métres que I’on veut des surfaces pseudosphériques.
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Nous terminerons par la remarque suivante.

Envisageons une congruence normale quelconque (N), a foyers:
associés conjugués par rapport a une sphére fixe (S) de centre 0.

Soient (C) les cercles orthogonaux 4 (S) ayant pour axes les diffé-
rentsrayons D de (N), envisagés au paragraphe VIIIL.

Les cercles (C) constituent un systéme cyclique normal (les axes des
cercles forment une congruence normale). Transformons (N) en une
congruence d’Appell généralisée (A) par la construction indiquée au
début du paragraphe actuel. Nous avons observé plus haut que,
dans (A), deux foyers situés sur un méme rayon sont conjugués par
rapport 4 (S). Il résulte alors du paragraphe VIII que (A) est 2 son tour

cyclique, les cercles du systéme associé étant situés dans des plans
passant par 0.
En outre, le rayon du cercle associé & un rayon quelconque A

de (A) étant égal a \/jmx Ko’ (les notations sont celles du début
de ce paragraphe), et celui du cercle (€) correspondant relatif 4 la

congruence (N) étant \/— IF x IF, deux cercles correspondants dans
les deux systémes cycliques ci-dessus sont égau.
On peut donc énoncer ce résultat :

Etant donné le systéme cyclique normal le plus général dont les plans
des cercles passent par un point fize O, si l'on fait tourner chacun de ses
cercles, dans son plan, d'un angle droit, autour du point O, on le trans-
Jorme en un autre systéme cyclique dont les axes constituent une con-
gruence d’Appell généralisée relative au point O (').

(*) Plus généralement, si I'on fait tourner les cercles d’un angle constant
quelconque, on obtient encore un systéme cyclique. J’étudierai ultérieurement
cette transformation plus générale.



