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SURFACES DE VOSS-GUICHARD

Par M. Bertraxo GAMBIER

L. Introduction et bibliographie. — Les surfaces de Voss-Guichard
sont celles qui admettent un réscaw conjugué formé de géodésiques.
Leurs propriétés nombreuses n’ont été découvertes qu’avec assez de
peine par les géométres successifs; je puis méme citer 'exemple d’un
géomeétre éminent qui a écrit deux mémoires ¢légants en 1907 et 1914
sur ces surfaces; le second porte comme titre : Transformations des
surfaces de Voss, mais (du moins en 1914) I'auteur, en rédigeant ce
second mémoire, ne s’apercoit pas encore qu'il avait déja, en 1907,
sans I'avoir remarqué, traité des surfaces de Voss. La nouvelle édition
(1922) de la Géométrie difféventielle de Bianchi contient la remarque
simple qui permet enfin de reconnaitre Ia portée exacte du premier des
deux mémoires que je viens de citer. Si, chronologiquement, ¢’est
Voss qui, le 3 mars 1888, a découvert les surfaces en jeu, on doit
remarquer, en hommage 4 la mémoire de Guichard, qui a été un pré-
curseur sur beaucoup de points, qu’en aout 18qo, aux Annales de
U'Ecole Normale, Guichard a, sans connaitre 'article de Voss (Sitzungs-
berichte de Munich), retrouvé toutes les propriétés de Voss, puis
signalé une série de propositions importantes non soupgonnées par
Voss. A cette époque ni Voss ni Guichard n’ontsignalé que les surfaces
en jeu admettent une déformation continue sur leur réscau géodésique
conjugué comme base et pourtant, en 1873, M. Cosserat avait signalé la
propriété caractéristique (relative a la représentation sphérique) des réseauz
conjugués permanents; il a fallu que Uillustre géométre italien Bianchi
fit la synthése des résultats dus & MM. Cosserat, Demoulin, Tzitzéica
sur la déformation continue (sans oublier les siens propres) pour
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obtenir la remarque géométrique qui met aussitot en évidence la pro-
pri¢té de déformation continue des surfaces de Voss-Guichard. Le
célehre théoreme de permutabilité de Bianchi s’applique alors aux sur-
faces de Voss par 'intermédiaire des surfaces a courbure totale cons-
tante dont les asympiotiques ont méme représentation sphérique que le
réseau conjugué (¢’est la remarque de Bianchi citée plus haut) et
M. Eisenhart a explicité en 1914 I'application aux surfaces de Voss de
la transformation de Biacklund dont Bianchi avait fait'usage si heureux
que 'on connait.

En 1927 j’ai retrouvé aux Acta mathematica par une méthode origi-
nale les propriétés des surfaces de Voss : Jexpliquerai plus loin com-
ment j’avais failli ne pas reconnaitre certaines surfaces classiques
telles que I'hélicoide minimum et ses déformées hélicoidales, la déve-
loppée du caténoide et ses développées hélicoidales, surfaces qui sont
toutes surfaces de Voss : il a fallu qu’au cours de la rédaction de mes
deux fascicules sur la déformation des surfaces je me proposasse une
série de problémes pour que deux de ces problemes (indépendants en
apparence) me fissent d’abord retrouver les surfaces de Voss, avec
une certaine surprise d’ailleurs (mémoire rédigé en 1925, mais imprime
aux Acta seulement en 1927), puis en 1926 (mémoire rédigé en 1926,
puis imprimé en 1926 au Bulletin des Sciences mathématiques) cons-
tater que les hélicoides qui admettent o' dé formées hélicoidales non révo-
lutwes avec réseau conjugué permanent sont sur faces de Voss : ce résultat
inattendu m’a permis de retoucher mon mémoire des Acta au moment
de la correction des épreuves. Jignorais a cette époque les résultats
de M. Eisenhart.

Les surfaces de Voss possédent un grand nombre de propriétés
curieuses qu’il y aurait lieu d’encore micux approfondir ; aussi je crois
rendre service aux (éométres en exposant une vue d’cnscmble;
j'ajouterai quelques résultats nouveaux sur la détermination, par qua-
dratures, sur une surface de Voss connue, du réseau géodésique con-
jugué de cette surface.

Voici la liste des travaux que je connais sur cette théorie : les lettres
que j'adopte (V), (Gu), (B), (R), (E,), (K.) (GaA), (GaB). (D), (F),
me serviront dans le (exte ultéricur pour renvoyer le lecteur aux
diverses références.
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(V). Voss, Ueber diejenigen Flichen, auf denen zwei Schaaren geodi-
ttscher Linien ein conjugirtes System bilden (Sitzungsberichte der math-
phys. Classe der k. b. Akademie der Wissenschaften zu Minchen, Band
XVIHI, 1388, p. 95-102).

(Gu). Guicsarp, Recherches sur les surfaces a courbure totale constante
et sur certaines surfaces qui s’y rattachent (Annales de I'Ecole Normale,
3¢ série, t. VII, 180, p. 233-264).

(B). Biaxcut, Lecons de Géométrie différentielle, seconde édition.

(R). A. Razzssoni, Delle Superficie sulle quali duc serie di geodetiche
JSormano un sistema conjugato (Memorie della R. Academia delle Scienze
dell’ Istituto di Bologne, 4° série, t. 1X, 1888, p. 766-7706).

(E)). ExseNuarr, dpplicable surfaces svith asymptotic lines of one sur-
Jace corresponding to a conjugate system of another (Transactions of
the American mathematical Society, t. 8, 1907, p. 112-134).

(BE.). Eisenuarr, Transformations of surface of Voss (méme Recueil,
t. 15, 1914, p. 245-265).

(GaA.). Gamsier, Surfaces de Voss-Guichard; surfaces associées et
adjointes; déformation avec réseau conjugué permanent (Acta mathema-
tica, t. 51, 1927, p. 83-131).

(GaB). Gamsier, Déformation continue d’un hélicoide en hélicoide avec
réseau conjugué permanent. Surfaces de Voss-Guichard (Bulletin des
Seiences mathématiques, 2° série, t. 50, 1926, octobre-novembre).

(D). Darsoux, Théorie des Surfaces, t. 1V, p. 101-110).

Darboux donne géométriquement la démonstration de propriétés
spéciales aux surfaces G (développantes des surfaces V de Voss) intro-
duites par Guichard.

Je dois enfin citer le nom de M. Finikoff, professeur a I'Université
de Moscou, qui, dans sa thése imprimée en langue russe en 1917 avait
démontré le premier que seuls les hélicoides minima sont =o' fors sur-
Sfaces de Voss; en réalité, M. Finikoff avait cité seulement I’hélicoide
minimum habituel, réel et transcendant, qui est I’adjointe du caténoide,
et avait négligé ’hélicoide minimum, imaginaire, mais algébrique, qui
est I'adjointe de la surface minima imaginaire et algébrique de révo-

Ann, Ee. Norm., (3), XLVIIl. — Stpressre 1931, 46
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lution; la méthode de M. Finikoff donne les deux hélicoides; j’avais
moi-méme oublié (parce qu’'imaginaire) cette surface dans le mémoire
(GaB). Jai rectifié cette omission dans divers travaux, en particulier
dans un paragraphe ajouté au mémoire de M. Finikoff.

(F). Déformation d’une surface et réseauz conjugués persistants (Bul-
letin des Sciences mathématiques, 2° série, t. 54, 1930, mai).

2. Résultats de Voss. — Le probleme, posé par Voss, conduit a des
équations aux dérivées partielles extrémement simples et faciles a
former : lune est celle, non intégrable, qui donne les surfaces a courbure
totale constante. Les trois formes quadratiques fondamentales de la
surface V, sont, en prenant le réseau géodésique conjugué comme
réseau.de coordonnées curvilignes

o [OXN® . OX OJY ’ IY\® , .,
(1) ds ._<—(77’—> UGEEE) Jir g Cosam dudy - <-;)—;> dp?,
- . 2. ) S
(2) — Scede = sina m(?}? du - Jo dy >,
(3) do* = du*— 2 cos 2o du dy 4 dv?,

avec les conditions nécessaires et suffisantes, comme on le reconnait
aussitot par les équations de Gauss-Codazzi.

. %0 .
(4) . Dy = S0 coso,
‘ X oY
\ -de Ju
5 0 == e ==
) €082 = 57 = %
dy Jdu

On doit donc d’abord trouver une intégrale particuliere de (4), ce qui
revient d’ailleurs 4 trouver une surface X 4 courbure totale constante
et égale & — 1, d’élément linéaire,

(6) A2 = du*+ 2 cos20 dudp - dv?.

Ensuite on intégre le systéme (5), ce qui revient a trouver X (ou Y),
par une équation de Laplace, I'autre fonction Y (ou X) se calculant par
quadratures.
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. M. Razzaboni a fait remarquer que si I'on pose

(7) M=X-4Y, N=X-Y,

le systéme (5) est remplacé par
IN  OM ON JaM

5 = 2, 2 — 2 tanets
(o) du Ju P8 Jo gy 1nE o
L’élimination de N fournit I’équation de Laplace en M que Voss avait
déja formée; mais si 'on pose, comme Darboux,
0z

F(z) =
2= 3 dude’

le systéme (5') équivaut & 'une ou I'autre des équations de Moutard

(H") F(Mtangm)=F (langm), tF<-ta:gm>:57(la1:g’;>,

donton intégre 'une, I'autre fonction N (ou M) s’obtenant ensuite par
une quadrature. Ayant ainsi trouvé une solution w, puis un couple
associé & o, (X, Y), la surface V, lasurface X etla sphére o sont définies
intrinsequement, la sphére o servant de représentation sphérique com-
mune a Vet X de sorte que les géodésiques de N aient méme image que
les asymptotiques de %. Quand on a déterminé les coordonnées c(u, ¢),
c'(u, 0), ¢"(u, ¢) de 5, on a T par quadratures (formules de Lelieuvre),
puis V aussi par quadratures : Voss indique pour la surface V les qua-
dratures

(8) — z—?sinzm:%} <()("

Jdc dr . Y /e dc
g >, — - 8IN26) = — (———00520)—4-»— .

L 4= COS 20 .

du TP G Jdy dv \du dv
Voss indique ensuite comment on déterminerait les surfaces V qui
sont en méme temps surfaces minima (mais sans montrer que I'on ne
retrouve ainsi que les deux hélicoides que j’ai indiqués plus haut),
puis les surfaces V qui sont de révolution.

3. Résultats de Guichard. — Soit une surface de Voss, V et les tan-
gentes aux géodésiques ¢ = const. de V[désormais j’appellerai courbes
(u‘) ou (¢) celles oti.u et ¢ reste constant, quelle que soit la surface
étudiée]; prenons l'une des «o' surfaces trajectoires orthogonales de
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cette congruence rectiligne, soit G; considérons la congruence C des
tangentes aux courbes ¢ de G; la seconde surface focale de C, & savoir
G,, posséde avec G cette propriété que les développablesde G, ¢ = const.
et u = consl., ont leurs arétes de rebroussement sur G (lignes ¢) et
sur G, (lignes ), et que ces arétes de rebroussement sont lignes de cour-
bure de G et G, ; réciproquement si deux surfaces (x, G, sont telles que les
développables de la congruence C de leurs tangentes communes découpent
sur chacune (par arétes de rebroussement et par courbes de contact) le
réseau des lignes de courbure, la déceloppée de ( (ou G ) relative aux
arétes de rebroussement portées par G (ou G,) est une surface de Voss V
(ou'Vv,).

La relation entre G et G, est réciproque, ainsi qu'entre Vet V,; sur
la surface (, les lignes 1, ¢ jouent un role dissymétrique, mais sur
I'ensemble G, G, ou V, V, les variables «, ¢ jouent un role symétrique.
On remarque que V étant donnée, on obtient ' surfaces G, done o'
surfaces V,; 'une quelconque V, des surfaces ainsi obtenues livre
aussi »' surfaces V, lasérie obtenue étant indépendante du choixde V,
parmi les o' surfaces V, et la série (V)obtenue comprend la surface V
de départ (*). Appelons (s)opération qui fait passer de V a V,, (t) lopé-
ration gni fait revenir de V, a V : nous obtenons, par'application répétée
de la méthode de Guichard, une suite infinie de familles =' de surfaces
de Voss :

(Vea)y (V) (V) (Vi) Vo) ey (Ve
avec la relation symbolique
(Viy=s(Vuy) (Va-1) = t(Va),

valable que n soit positif, négatif, ou nul. Guichard montre que cela
revient a faire sur chaque intégrale connue de I'équation de Moutard

(M) e — 0 cosam,

une opération (s) ou (z) qui n’exige que des quadratures; o est solu-
tion supposée connue, et fixe au cours de ces opérations de ’équation

(*) On obtient donc une transformation infinitésimale des surfaces V.,
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déja obtenue
(E)

0w

—~——— == sinm cos .
du dp

L'équation de Moutard (M) est ’équation de Laplace, tangentielle,
relative au réseaun conjugué géodésique de V,ou'V,, ..., V,, cartoutes
ces surfaces sont paralléles entre elles au sens de Peterson suivant le
réseau conjugué géodésique.

Cette découverte des propriétés de la congruence C, des surfaces G et
de la transformation illimitée des surfaces V dans I'un ou "autre sens
est propre 4 Guichard, qui avait retrouvé en méme temps les résultats
de Voss. Guichard part de I'étude du triedre mobile attaché i la sur-
face G (tangentes principales et normale); je vais reprendre la ques-
tion en partant directement de V, ce qui a 'avantage de ne pas exiger
Pemploi des tableanx relatifs aux formules de Codazzi pour un triedre
mobile et nous verrons plus nettement que dans le mémoire de Guichard
les formules relatives aux transformations (s) et (¢). Darboux a
démontré géométriquement 'existence des propriétés spéciales aux
quatre surfaces G, G,, V, V,; lartifice simple employé par Darboux
consiste i remarquer qu'une développante d’une courbe ¢ de V a pour
tangente une parallele ¢ 4 la normale principale de ¢, donc & la nor-
male de V; cette droite d est d’ailleurs pour G tangente principale;
de méme la développante de la courbe u de V donne une surface G/
(autre que () et une droite d' tangente principale de G/, parallele a d;
les développables engendrées par d et d' se correspondent et le reste s’en
déduit (Darboux, t. 4, p. 106-1710 €t p. 128-130).

Donnons maintenant la démonstration analytique; nous appelons
«, 3, v les cosinus directeurs de la tangente a la courbe ¢ de Vde sorte
que I'on a, si 2, y, = est le point courant M de V,

de 0X dy L 0X Js oX

() B A il b PR Pl G 1l

Appelonsa,, B,, v, les cosinus directeurs de la normale principale de
la courbe ¢('); cette droite est normale & V; appelons 2., B, v, les

(') Je rappelle que le rayon de courbure R d’une courbe n'est pas obligatoi-
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cosinus directeurs de latangente & V en M perpendiculaire sura, 3, v,
ou si I'on préféere de la binormale de la courbe ¢ de V. Je rappelle les
formes fondamentales de V

dx* 4 dy*+ (159:<&>-(1u‘-’+ 2 f).)f. dj— cos20 du dy —+ (%?— )-(lv'-’,

du du dv
(2 ) . . ox ., JdY |
2) —(do, dx + dB, dy -+ dy, ds) ==sin2n <7)7 du® - Jo de® ),
da? -+ dB3 - dy? — du* — 2 cosaw du dy - dv*,

avec les équations complémentaires

o X

- e o c0s0 082 0) — du__ dv

(3) Ty = sinm coso, 08 20) = —em == g -

du v

Les formules bien connues, donnant sur une surface définie par ses
cosl 1

. df
deux premiéres formes —— et — —= pour une courbe quelconque,
k) 5 .

. el R I
fournissent pour une géodésique () = o) et

75 appliquons ici 4 la

géodésique ¢; on a

‘ JaX 1 JIX i
4 R e — Te= = —
(4) ' du sinam’ ! du cosao
. JdY o JdY 1
Pour la courbe u on aurait R =%~ 1, T"=_—%22_" _, (e sorte
: de sinon i cos2m
rr s . s :
que g =—17 = tangzw-) Appliquons, sur la courbe ¢ dont I'arc
est X, les formules de Serret-Frenet
do _ 2, doy __ & _ % dety __ )
dX TR’ X TR T dX T T

rement posilif : une fois fixé un sens positif arbitraire sur la normale principale,
si G est le centre de courbure, Rest la valeuralgébrique de MC; le triedre formé
par la tangente positive, la normale principale et la binormale doit avoir méme
sens que le triedre de référence et, avec ces conditions, les formules de Serret-
Frenet sonl toujours exactes. En étudiant les géodésiques ¢ et « de V on peut
prendre méme normale principale; le signe de T estindépendant du sens adopté
sur la normale principale.
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et multiplions par 9X on aainsi
du’

do, . der,
o = %sinaw =2, cos20, —— =, cos2m,

Jdu

x, O 8
(5) — =, sin2w,

du

Les relations
S dx\*__ (JY\* dx dxz _ JX 0JY . da, dxz
oV ) T \aov )’ S(Tu, dv — du g 052 SW%“”

données parleds* de V etla conjugaison («, ¢) donnent, tenant compte
de (1),
dx

(6 : (o cosar Oy S )('()\
- = (A C Dl — o SN2 06) )~
) e ' - ) Jde’
de sorte que le triedre analogue de Serret-Frenet pour la courbeu de V
est
(7) o@cos26 — a,8in2m, ...; o, ...; CSID2G6) - o, COS20),
On sait que la relation

dat - dB} + dyi = du*— 2 cos20 du dy 4+ dv*,

entraine que «,, 3,, v, soient chacun solution de I’équation de Moutard

020
(M) PPy ) €os 20

do Qo Oz,

\l
3 50 5 1Y S mmenc¢on
5o 7o o Nous commencons

Il s’agit maintenant de calculer

do,
par —(_)-(—’_’ on a

dot, ot S dx do, o ou S” doy "
A ) e —— I o
Y oe A du de dv !

da, 0 dy . \ p .
celaprouve que =5 —7)% 7)'5(1 sontproportionnels & «,, 3., 7. t, puisque

I'on a

dot, e . do
S A = S (o sin2w - 2, COs20) L= — C052 W,

-1
du dy do
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on a )
()“1____, ()51__ O
(8) g =% gp=Pw =k

et cect suffit pour retrouver

?  Oa,

——— T =, COS 20,
Jdu dv du :

. do ,
Maintenant, pour calculer - remarquons que 'on a

J [0z J [ da® J (o si .) der, 90 b 5o 00820 dw
S )= == )= 5 (g, sinaw) = SIN26) - 20, COS20) )
du \ dv dy \ du ) dg ! do ’ : oy

mais ceci peut encore s’écrire

o 02w 9, do ou Jd(. " Jo
00 oy “0u Oy ot du\""* ()4’.)
On a done
Jdu o) Jf o Jy A ,
R il o A -+ Y, B ety Y o J— \’_' . e L T
Jy 2 e Vi Ay g e AT e 7 \E

. or oy . . P du
ouV,, V., V, sont certaines fonctions de ¢ seul. Mais ’on a S 5o %= 0,
d’ot 'on déduit

En dérivant par rapport & « on a
Voo = VuB, -+ Vyy =o.
En dérivant encore une fois par rapport & u, on a

Vi oty Vo8B Vyy ==,

. . . o .
doneV, =V, =YV, =0. Onadonc T etla relation

)
g(}a o do, I do,
e e A 7 AN el §)
oy Yy * e ’

do, . e ; , ~ .
donne —*. On a ainsi retrouvé tous les résultats de Guichard : je
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récapitule
O IN dx ( . ¢
- == == (£ €082 — o, SIN2W ) ——
du du de ' ' * ») e’
dz o sino Oz, . ety
=, sino ——L = — o SIN26) — 2, COS 20 P —u, cos20
(T du : ' du ’ 2 " u ' ’
L)
o dw e, Do, do
. R Ay —_—— =, —_— = A —— O
ade e de » dy dp "
o . L Oz, 1 d*p, 1 J*y,
=Sy — S111f) COS ), — e T o = - == CO82Mm.
du dy o, dudp B, dude  y, dude

Considérons maintenant la surface G lieu du point

(0) = — N\ o, =0 — Nz, 5, =3 — Xz
= v IN 0N e
En se rappelant | = —=cos2w, ona, dapres (T),
[ Oz : . dx . JdY O |
TE X 2, sin 2, X — o sinama— - aX S22,
(o) e Jdy - Jde oy
1O { R

~ r

), Jd [ da oxX . L 2 o Oo” X s
el = L Y g | = s m - 2 X Cos 26 —— | — 2, X sin 2.
dude T de \ du ) o ’ dp :

Ces formules montrent que le systéme (u, ) est rectangulaire et conju-
gué sur G : la surface G est rapportée a ses lignes de courbure. En écrivant

d [dxyy . . y . e t z,
que 5 ( —=— ] coincide avec U'expression déja obtenue pour =———-, on

du\ dv " du dy
voit qu’en posant
( . . 7% CaX do ) . 0X * 73

D0 == SN0 —— - 2 X 55— == tang a6 5 - 2N 5—
) g Ay Me 29, de’
on 4
dp -

) 9 =t == X 51n 27
(1) du 2,

l Comme vérification, on trouverait aisément que (12) est I'équation
de Laplace vérifiée par X d’aprés

dY oX e JY I OX
du e SO Jv¢ T cosam dp

Une nouvelle dérivation de (12) fournit

J*o oxX . . Jw
9 =—d == Z—ginan 4 2 X Cos2t ~— == 20 COS2Mm,
du dy dy Je

Ann. Ee. Norm., (3), XLVIIL. ~— Ocrosre 1931. 47

(1)
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de la sorte I'équation de Moutard (M) qui admet pour solutions ., By Y
admet aussi ¢ pour solution; c’est U'équation tangentielle de Laplace
relative au systéme conjuguéde N . Si nous étudions maintenantla sur-
face G, lieu du point

(t9) XyT= 2 A o, 0, Y=~ 29,0, = 270,

nous trouvons aisément

(),L‘ﬂ . i . ().172 ()P

. S du T 2.0(2 81N 200 = Zy COS2M ), e Gl P
(D) da, do ,’)'1"1 o

( R T T = ap

Ces formules (15) montrent que la surface G, est lu seconde nappe
focale de la congruence C engendrée par les tungentes aux lignes de cour-
bure v de G et que (x, est ausst rapportée a ses lignes de courbure.

Le surface V est 'enveloppe du plan

(16) 2y A By Ay s =
on a d’atlleurs aussi
(167) rE=m oy B s

Par dérivation de (16') on frouve aussitol

Jar -
e e R P W ol PRI
orr o ‘
T = cosam (o 4 By Ay 3 ) == cosan,
(17) :

/ ar . ar du
e mme—sinam (0w - 51 - Y3 ) - GOS0 S e e
du - ’ Jo du
J*r do P
;};—; = Py (2, 2y ¢ y5,)— 20 —r.

Remarquons maintenant que la surface V, est I'enveloppe du plan

(18) oy XA By Y A ==y, - By )y 2T R ap =y

Puisque » et ¢ sont solutions de (M), il en est de méme de r,: cetle
détermination de r, en fonction de » suffit i déduire la surface de Voss
V., de V. Or si nous posons

(19) p=oa By s,
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nous trouvons immédiatement les formules

{ ()p dp. or do
—~:1 Sin 2 m. — _,
. \ J /)( v oy
($) S )
, . ()m o2r Jar, Jr
el R g p—— ’J ‘-ln 20 — COS20hG) ——
: ()(' st du o’

qui définissent la su])slitution r,=s(r) annoncée par Guichard; les
deux premieres formules (s) ont ¢(é obtenues par dérivation de (19) et
les deux derniéres formules (s) ne sont autres que les deux derniéres
formules (17); quand r solution de (M) est connue, 1. se calcule par une
quadrature de différentielle totale et r, s'obtient par la troisieme for-
mule (). Naturellement si G est connue (ce qui exige d’avoir calculé X
par une quadrature au fond équivalente & celle qui donne p.) on a .
par I'équation finie (19); de méme si I'on a calculé u. le premier, on
a X sans quadratare, car u -+ X = ax —+ 3y + yz. L'interprétation
de 2o estaisée : c’est la distance des points focaux de la droite générale de
la congruence C pendant que 2w est U'angle des plans focauz. La cons-
tante qui figure dans . sous forme additive (et par suite aussi dans X,
puisque la somme .+ X ne contient plus de constante) remplace G
parune surface parallele.

La relation entre Vet V, est réciproque: a condition de permuter «
el ¢, nous devons obtenir des formules analogues pour la transforma-
tion (¢) quide r, fait dériver ». Ecrivons done

(20) o= o gy DV Y T

Par dérivations nous avons

[ adr . .
"o S(asinam - 2, cos 2 )y,
du
Jor . o
b Sory iy~ 2 -5,
Jo = dy
2l
(1) 1o, Jdo
et e 2 e Sy (2 COS 2 ~— 2y, SINR6)) - 9P — Iy
du? du
()G} N . R
T 9 e S, (% COS DL - 2, SINR206)) — T,
du .

Si nous posons

(22) Py == S, (200826 — o, sin2m),
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on trouve aussitot

(Qpr 90 0 O e

. ‘ du  du du’ de T
(1) ¢ o s Q.’ff
( A PEE S

La substitution (¢), comme cela devait ¢tre, se déduit bien de (s) en
permutant « et ¢, retr,
ve qegs O o do RYPR
Légalité 5= / %y &y + 2555 peut s’écrire

ar . . Jar,
s == S 0y Ly == [y SN2 6) — COSA N ——)
2 du

dy
ce qui donne bien I'équivalent de la dernicre formule (s).

Dans mon mémoire (GaA) j’ai ajouté quelques propriélés géomé-
triques & celles qu’indique Darboux.

4. Résumé du mémoire (Gca ). — Déformer une surface quelle qu'elle
soit revient au fond- & trouver la solution générale (2, 2', 2”) des trois
¢quations de Gauss-Codazzi satislaites parles coeflicients de laseconde
forme quadratique

St~ 00" i do -1 6" dp* == — Scle dix.

NNy, N

Or I'une de ces équations est en termes [inis et donne c2” — o’ les
deux autres sont linéaires, de sorte que si deux surfaces représenta-
tives S,, S, sont connues et fournies par (¢,5,,¢"), (2,,%,, 2,) la com-
binaison A, -+ ks, lg| + kc,, hs| + k2, fournit une solution de ces
deux équations linéaires, (uelles que soient les constantes /4, k. Mais
alors, peut-on obtenir par cette combinaison une solution de la
premiére ? La réponse est immédiate : il faut et suffit que Uexpres-
sion 8 8, + 0,6, — 20, 8, soit égale identiquement & m(2, 2 —2*),
ot m est une nouvelle constante; et s cela a liew, h et k doivent simple-
mentvérifierla relation numérique h* + k* + mhk =1 : cela prouve qu’il
Yy aw' déformées avec réscau conjugué permanent : mais jusqu’ici rien
ne renseigne sur la nature de ce réseau. Pour simplifier la recherche,
on remarque que remplacer le couple S, S, par le couple S, et S, ot
S, est fournie par la solution /, 5, + k,3,,... change la valeur de m
et permet d’annuler m en choisissant 4, &, de facon & avoir

/l.'(‘), -t /|{; = mhy k=1 , 2y~ by =0,
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ce quiaufond nedonne qu'une surface (i une symétrie ou déplacement
prés) dite adjointe & S, tandis que les autres sont associces; or I'exis-
tence d’une famille o' de surfaces associées & S, au sens employé ici
est strictement équivalente & I'existence d’une surface associée : done
la condition nécessaire el suffisante pour lexistence des surfaces
cherchées est que les surfaces S,, S, soient applicables et qu’aux asymp-
totiques de chacune corresponde sur Uautre deux familles conjugudes
(autrement dit que les deux surfaces soient adjointes). 1l suffit alors
de choisir pour réseau paramétrique le réseau conjugué de S,, S, (choix
naturel puisque nous avons reconuu avant lout autre recherche que ce
réseau est permanent) pour constater, avec une certaine surprise, que
ce réseau est géodésique et que, par suite, nous avons retrouvé les
surfaces de Voss.

Il y a maintenant des résullats intéressants & donner au pointde vue
réel, toujours sans avoir & poursuivre davantage la détermination de
nos surfaces. Il faut d’ailleurs faire cette critique a beaucoup de
recherches géométriques que le point de vue réel est trop peu abordé
et je dois d’abord m’expliquer sur ce point: nous avons ici, par
exemple, des surfaces définies par un réseau géodésique conjugué : le
premier chercheur, Voss, déclare : «Je vais donc supposer ce réseau
réel ». Ce n’est pas, & mon sens, un point de vue justifié, méme au point
de vue réel, car si une surface V est réelle, le réseau géodésique en
jeu est ou composé de courbes réelles ou de courbes imaginaires con-
juguées (Voss s’empresse d’ailleurs de faire remarquer que les sur-
faces minima sont un exemple de surfaces V, les courbes minima
etant des géodésiques exceptionnelles : dans les équations écrites
jusqu’ici, elles ne figurent pas, précisément i cause de ce caracteére
exceptionnel, les variables X ou Y du cas général signifiant I'arc des
géodésiques a condition que ces géodésiques ne soient pas minima).
"Or 'hélicoide minimum réel admet «c' réseaux de Voss que I'on peut
définir ainsi: transformons Ihélicoide par déformation continue
(réelle) en le caténoide et tragons sur le caténoide un paralléle arbe-
traire : les géodésiques tangentes & ce paralléle sont un réseau de Voss
de I’hélicoide; le parallele partage le caténoide en deux régions: sur
I'une les géodésiques sont réelles, sur l'autre elles sont imaginaires
(imaginaires conjuguées en un point réel); se borner au cas des géo-



désiques réelles reviendrait donc a supprimer sur I’hélicoide minimum
I'une des deux régions et les déformées réelles correspondant a cette
région, déformees qui sont des hélicoides pour lesquels la transformée
du paralléle en jeu du caténoide est une hélice circulaire aréte de
rebroussement.

D’autre part les asymptotiques jouent aussi un grand role ici, surtout
sil'on seborne aux surfaces adjointes (point de vue de M. Eisenhart):
si les asymptotiques sont imaginaires, M. Eisenhart écarte les surfaces
correspondantes, meéme réelles, du moins dans son premier mémoire;;
mais alors le réseau conjugué est réel et Voss accepte la surface ().

~Si au contraire le réseau de Voss esl imaginaire, les asymptotiques
sont réelles, Voss rejette la surface et M. Eisenhart la conserve (du
moins dansson premier mémoire tandis qu’il larejette dans le second).
Il n’y a qu’un cas ou la surface ne se trouve pas rejetée : c’est celui ot
les asymptotiques etle réseau de Voss sont tous deux récls : 'hélicoide
minimum a été partagé en deux régions dont I'une satisfait aux deux
dernieres conditions. L’hélicoide minimum imaginaire domme des
déformées helicoidales réelles, applicables sur la développée du caté-
noide, et ces surfaces ontun réseau de Voss réel, andis que les asymp-
totiques sont imaginaires.

I n’y a donc pas lieu de s’arréter & des distinctions de cetle nature,
mais a préciser le caractére de réalité des géodésiques, ou des asymp-
totiques et éventuellement la séparation enrégions d’une surface de
Voss. Le scrupule qui a arrété les géometres est que les équations aux
dérivées partielles rencontrées ici telles que @, =sinw cosw sont dn
type hyperbolique si «, ¢ sont réelles, du type elliptique si «, ¢ sont
imnaginaires conjuguées et que les conditions d’existence des intégrales
ou les propriétés des surfaces changent suivant le cas. Mais en réalité,
les géomeétres ne supposent-ils pas implicitement (du moinsjusqu’ici)
toutes les conditions d’analyticité voulues de sorte que les variables
employées puissent indifféremment balayer le champ réel et le chamyp
complexe ? '

Supposons S, et S, assocides et réelles; I'adjointe n’est réelle que si
le nombre |/n| déterminé par S, et S, est inférieur & 2; elle est imagi-

(1) Etalors M. Eisenhart, dans un second Mémoire, accepte la surface,
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naire si [#|>2; le cas de m = == 2 est impossible. On voit aussitot

quest|m|< 2,8, et S, réelles se recouvrent, dans leur applicabilité, -
sur une étendue & réelle qui ne peut étre nulle (qui est la totalité ou

une fraction de S, la totalité ou une fraction de S,) et que la variation

réelle de /, £ liés par la relation

2= mhh < =1

(relation du type ellipse) donne s ' surfaces de Voss donnant chacune
une représentation complete de &de sorte que, finalement, si I'étendue
& n’est qu'une fration de S,, elle est la totalité de toutes les autres
surfaces associées; de plus la courbure totale, en tout point de &, est
nécessairement négative, parce que 'on peut passer par continuité du
couple (&, k) au couple (— k, — k), ¢’est-a-dire remplacer S par une
surface symétrique, et par déformation continue. Le réseau de Voss est
imaginatre. '

Si au contraire | 1| > 2, chaque surface réelle a une adjointe imagi-
naire; mais il exigte encore =o' déformées réelles de S, et S, données

par la relation
- mhl A4 k=1,

du type hyperbolique. L’étendue & existe encore avec les mémes pro-
priétés pour le recouvrement complet; mais on ne peut plus rien dire
pour la courbure totale, le réseau de Voss est réel. J'ai démontré ces
résultats, pages 87-88 et 93-95 de mon mémoire (GaA ), avant toute
détermination de surface V. Mon mémoire (GaB) donne confirmation
de ces prévisions par les résultats relatifs aux déformées réelles des
deux hélicoides minimum.

Je m’occupe ensuite de déterminer toutes les surfaces de Voss héli-
coidales ou révolutives, ou simplement applicables sur une surface
de révolution. On trouve ainsi des surfaces hélicoidales dépendant
(outre d’un paramétre de grandeur) de trois parameétres de forme, ces
trois paramétres se réduisant 3 deux si la surface devient de révo-
lution.

Il est bien clair que les deux hélicoides minima sont =o' fois sur-
faces de Voss; en effet I'hélicoide minimum réel admet pour adjointes
au sens de ce travail le caténoide et les déformées révolutives du caté-
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noide, puisque les asymptotiques rectilignes se transforment en les
méridiens et les asymptotiques curvilignes en les paralléles (méine
remarque pour I’hélicoide minimum imaginaire, les adjointes étant la
développée du caténoide et ses déformées révolutives). Chaque choix
d’adjointe donne un réseau de Voss, qui varie avec 'adjornte (car un
réseau conjugué ne peut étre conjugué que sur =" déformées; et deux
déformées révolutives n’ont comme réseau conjugué commun que
celui des méridiens et paralleles, qui n’est pas réseau de Voss). Les
déformées hélicoidales de ces deux hélicoides dépendent de deux
paramétres de forme (le paramétre de grandeur revient 4 remplacer
. Phélicoide minimum par un hélicoide homothétique); donc parmi les
hélicoides trouvés comme surfaces de Voss nous trouvons d’abord
ceux qu'une réflexion a prior: fait dériver des hélicoides minima, puis
d’autres. Or mon mémoire (GaB), rédigé postéricurement i celui des
Acta, mais imprimé avant, m’a permis de rectifier 'omission que je
faisais aux Acta en ne reconnaissant pas les hélicoides minima et leurs
déformées comme cas particuliers des surfaces trouvées. Cette omis-
sion s’explique en partie si 'on songe que, de parti pris, chaque sur-
face de Voss est rapportée a son réseau géodésique : onadoncicipour
les deux hélicoides minima =' formes différentes du ds?, formes autres
que la forme révolutive. J’ai montré, au mémoire (GaB), que le paral-
lélisme de Peterson permet de déduire de I'un quelconque des héli-
coides minima et de ses déformées tous les hélicoides de Voss (répartis
donc en trois catégories). Mon mémoire (GaB) prouve aussi que si un
ds* de révolution admet »' représentations hélicoidales avec réseau
conjugué permanent (autres que les surfaces révolutives) ces héli-
coides sont surfaces de Voss.

Au point de vue de la réalit¢ 'hélicoide minimum réél H n’est
recouvert par une déformée révolutive réelle R que sur une fraction H, ;
R est limité par un paralléle de rebroussement; la déformation (H,, R)
fournit donc =<' surfaces de Voss hélicoidales, limitées par une hélice
circulaire aréte de rebroussement : chacune associée, a H,, donne un
nombre m, tel que |m| < 2 et le réseau géodésique est imaginaire sur
H, et R et les déformées; mais alors la région complémentaire H,
admet pour adjointe la nappe imaginaire de R, que j"appellerai R’, ou
deux coordonnées sont réelles et la troisibme imaginaire pure : la
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déformation (1,, R") fournit =' déformeées hélicoidales réelles, limitées
encore par une hélice circulaire aréte de rebroussement; chacune
associée a H, donne un nombre [m|> 2 et le réseau géodésique est
réel. (Quand 2 varie de o & + =, la valeur m = 2 fournit simplement
Ihélicoide minimum H.) On ferait une discussion analogue mais plus
simple pour I'hélicoide minimum imaginaire et ses adjointes réelles, le
nombre || est supérieur & 2 et le réseau conjugué est réel.

Comme surface de Voss a ds* de révolution, sans étre hélicoidale
ni révolutive, on ne trouve (2 une homothétie pres) qu'une surface
dépendantde trois parameétres de forme, admettant une auto-application
continue ol le réseau de Voss reste conjugué (de sorte que dans son
ensemble cette surface coincide avec ses »' associées).

La méthode que j’ai suivie permet de retrouver simplement une
propriété que Voss indique pour les surfaces minima ayant un systéme
conjuguc géodésique autre que le réseau de longueur nulle; mais Voss
n‘indique pas qu’une telle surface se réduit nécessairement 4 I'un des
- deux hélicoides minima; par parallélisme de Peterson, quand l'un de
ces hélicoides est rapporté & Uun de ses ' systémes conjugués de Voss,
on en déduit un hélicoide a courbure totale positive pour lequel le réseau
de Voss (unique celte fois) est tangent en chaque point aux diamétres
conjugués égaux de U'tndicatrice (ict elliptique). JVindique synthéti-
quement le résultat : on peut obtenir un cas particulier des surfaces de
Yoss en écrivant soit

ds*=| f(tt 4+ ¢) 4 v (1e — )P (du? 4 do?)
A2 2w A0 ) — o (u— ) |du dp,

( dX == (w4 v) (du + dv) + o (w —¢) (du—dv) . [ — o
1 COSD0) ==
" dY = f(u -+ ¢) (du + dv) — o(uw—¢) (dw— dy) j—i—’-?’
dot= du* + dv*— f_— % dy,
J—¢

soit (en mettant pour plus de clarté 'indice 1)

dst=|fi(u -+ ¢) o (—v)[(du*+ do?)
Aol [ (u - ¢) — 97 (u —v)]dudy,

( dX = [ (w~+0) (du~+de)+o, (1 —v) (du—dy) 0800 T
ol ay = Ji (4 0) (du+do)+9, (u — ) (du — dy) T fi
do==du®* -+ dv* - 2 ~/—'~:—,i'- dudy. .
g

1

Ann. Fe. Norm., (3), XLVIIL. — Ocrosre 1931. 48



378 BERTRAND GAMBIER.
Naturellement, dans chaque cas il faut choisir @ de facon 4 avoir

My == SN 6 COS W

et cela fixe la valeur des fonctions f(u—¢), o(e — ¢) ou f,(u 4 +),
o,(u—¢); mais on voit aussitot qu’a chaque solution de (1) ou (2)
correspond une solution de 'autre, en prenant ’

(3) NS =1, 9,0 =1,

de facon que I'angle w soit le méme dans les deux cas. Or 'hélicoide
minimum (réel ou imaginaire) nous fournit «' réductions du type (2);
le type (2) fournit évidemment des surfaces minima puisque ds* et ds*
sont proportionnels ld’ailleurs 'équation qui fournit les rayons de
courbure principaux est dans chaque cas
N JY g "IN N T
e e SIN 9 0) [ e e e VR 2 SN 00 =0
die o0 " <()u ()p) ' v
Nous savons aussi que les rayons de courbure des géodésiquesu, ¢, ou

K ) 0X 1 JdY I
des sections normales tangentes sont ~— ——— et - ——
< du sin 26 e sin2n

» et ceci
suffit & justifier I'énoncé donné plus haut. Or mon mémoire (GaB)
donne les formes (2) relatives a I'hélicoide minimum réel [avec les
formes analogues relatives 4 I’hélicoide minimum imaginaire on épuise
les cas possibles du type (2)]; je ne ferai pas le calcul pour le second
hélicoide qui ne donne que des surfaces imaginaires. On peut, au
moyen d’une constante arbitraire 7. écrire

’v N [ 22 ) 2.2 Py
R e S Cy== — Cy== T
> 1 7
Co— € =1, )= @y e, 0,
]}( U A= p) — ¢ = ch?a, [)(,/ +4 p) —e,=sh?z,
plu+ o) —e,==ch?o — 12
(1) \ 4"'\’{(7[’“4"“ ;’l) (p—reco)(p—ey)d(u+v)=oachashadz,
. do
dt +4-p) == e
yeh®o —32
d e
)'. ’ 7L 4

Ldar==(p ey (du 4 de)?, dBt=(ey— ;) (du — dv)*,



SURFACES DE VOSS-GUICHARD. 379

De la sorte, si 'on se rappelle que I'hélicoide minimum H donne

& ==shxcos(, y=shzsinf3, s =0,
~”2 Ji=
ds*=ch*z(dz*+ d3*), do*= M s
(5) ’ ch*z
' ds*=(p —e) [ (p —e,) (duw* = de*y 4= o (p 4+ e, — 20,)duds |,
. N D 2
da* = du*~- d¢? 4« ,L_}:LL--.‘- du ds,
P —e

nous avons des expressions de la forme (2) avec
(6) Jr=mplu—-v) — ey, D=l — e,
Nous aurons done la surface annoncée par Voss en écrivant

i T

('—, . '___‘: S — [T e — .
7) J /)(// 4 (')-——(’ ’ T e, —e,)

l
st == (/' o ()1 s i Py (, [([)'::(* - Z::——(;-) ({{(I - (y? *)

(8) /i . ;),( ! _— ! )//// (/V],
N 2 €y € .

/; 0 ey
p——el

do* == i - v - ) du dy.

La surface ainsi obtenue (X, Y, Z) peut se déduire de ['hélicoide H
par parallélisme en écrivant

‘ , i Tox e’ . i
(9) AN == (es—e,) (p— (15)‘[()” — '()"p‘J: dY =. .., dl.=. .

On constate que I'on trouve pour surface (8) une surface de révo-
lution, car I'équation des asymptotiques, du*—+ de* = o, ne change
pas si 'on remplace « et ¢ par u — /i et ¢ + A, non plus que le ds* de
la surface : la surface est donc hélicoidale (ou révolutive); I'équation
des lignes de courbure du®— d¢* = o ne changeant pas non plus et la
courbure totale ne dépendant que de « + ¢, on voit que la surface
est de révolution; sur 'hélicoide H les lignes asymptotiques ont pour
équation du* —dv* =0 de sorte qu'elles ont pour homologue sur la
nouvelle surface les lignes de courbure (réseau conjugué); inverse-
ment les asymptotiques de la nouvelle surface ont pour homologue
sur 'ancienne un réseau conjugué. La surface (8) se trouve obtenue,
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au milieu d’autres, dans mon mémoire (GaA) (p. 100), et signalée
aussi dans mon mémoire (GaB) [formule (17) du paragraphe 5, oul’on
fait A = o].

J’ai ensuite étudié la déformation au sens de (Gauss de la surface V
en nouvelle surface de Voss; & V correspond par plans tangents paral-
leles la sphére unité o, puis une surface a courbure totale cons-
tante £; sur X, le réseau (u, ¢) est devenu asymptotique, de sorte que,
pour la réalité, il y aurait & prendre suivant le cas X de courbure totale
égale & + 1 [réseau (u, ¢) imaginaire] ou — 1 [réseau (u, ¢) réel|; pour
ne pas compliquer les formules on peut toujours, au moyen d’une
homothétie de rapport ¢ éventuelle, se borner au cas ot £ a pour cour-
bure —1, de sorte que les ¢léments de o et X sont

(ro) (&) du® - de* — o cosam du dy,

(1) (%) du® - dp* -4~ 2 cosam clu dy.
La surface V est I'enveloppe du plan
(12) i ATy - "5 =1,

ol ¢, ¢, ¢” sont trois solutions de I’équation de Moutard

LY

(M) T oe = ) cosnm,
telles que, de plus,
(13) R N S L=

/ "

Pour obtenir ¢, ¢/, ¢”, il faut donc intégrer le systeme complétement
intégrable

J*6 " Jd9 d low (5 Doy
PRSI e e e ofs Uy ) e - —
du* du du OB O ) $ y e de @
. J:0
(14) Jge Hcosam=o,
00 » 9 0 log (si ) 0w JG
e | e ) e S5 JOg (SIN ) A e o o ==
Jy? de de P sinum dy du ’

systeme dont la résolution revient & une équation de Riccati.
Déformer la surface V en une nouvelle surface V, revient a trouver
une nouvelle représentation sphérique (¢, ¢|, ¢}) et une nouvelle
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surface X, donnant les éléments

. g o e
(1) /-r[u-+—f_~,— — 2 cosam dudy,

a
22

SR o 7.9 ay
(X)) du <+ — -2 cosamdu dy,

ol ¢ est une constante réelle si le réseau (u, ¢) est réel, ou imaginaire
et de module égal & 1 si le réseau (u, ¢) est imaginaire. Sil'on pose

. ] " , 5 0 2l du Jf
B (0,1)= = —| — 1204 "~ - log(sina) - —ee 2 22
(9:0) du A du dy og(s ') sinom du de |’
, LY
D)  E(0) = —fcosam,
(15) (“) du Jdy cos 2y,
00 ] 9 O 05~
Bo(0,1)e —> —| — = - 0 “Zlog(sinem) 4~ 00 0
VT R 7 de de g ) 2sinam Jy ()//»’

’ " - - I3 1
¢, ¢, ¢, sont trois intégrales du systeme
(16) K, (4,1)=o0, E=o, 15,00, 1) =0,

et 0, une intégrale du systéme

I
l

(17) B (0,0)=E, (4, ¢), Ec9,)=o, tEL(0,,0) = E, (7, 1),
ot il est entendu qu'au second membre des équations (17) lafonction 6
est celle qui figure dans 'équation (12) pour définir la surface ini-
tiale V. Finalement la surface X est remplacée par U'une de celles qui lut
correspondent dans la trans formation de Bonnet-Lic.

Dans la derpiére partie de mon mémoire je montre enfin comment
des surfaces minima on peut déduire des surfaces de Voss voisines
qui ne sont plus minima.

5. Premier mémoire (RB,) de M. Eisenhart. — Jai expliqué comment
M. Eisenhart cherche un couple de surfaces applicables (S, S,) telles
que les asymptotiques de chacune aient pour homologues sur I’autre un
réseau conjugué. Je ne m'imposerai pas, pour I'exposé des consé-
quences, & la restriction que les asymptotiques soient réelles (elles
sont bien entendu simultanément réelles ou simultanément imagi-
naires sur S et S, puisque la courbure totale se conserve).
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Le couple obtenu par M. Eisenbart se compose d'une premiére
surfacede Voss, soit S et de son adjointes S,. Une premiére question se
pose : comment, ¢tant donnée une surface S, reconnaitre st S est surface
de Voss, puis trouser les surfaces associées, en particulter adjointes? Je
suppose S rapportée & un systéme curviligne (o, 3) quelconque et
j'appelle B, F, G, 5, o, 2" les coefficients des deux premiéres formes
quadratiques; il suffit que S posséde une adjointe, ¢’est-a-dire que
I'on puisse trouver un ensemble de (rois nouvelles fonctions <, 2,
' solutions des frois équations de Gauss-Codazzi et de I'équation
complémentaire

(1) 347 - 070~ 20’9 = .

Or ce probléme se traite uniquement par dérivations (pour les conditions
de possibilité) et par des calculs algébriques (pour U'obtention de o, 3', R
o}, st le nombre de solutions est 1 ou 2). Au cas ou il existe plus de deu
adjointes (non réductibles ['une a Uautre par symétrie ou déplacement),
on sait que la surface est l'un des deux hélicoides minima ( fuit que l'on
sait reconnalfire : surface minima d'une part, surface réglée de Uautre).
Nous écartons le cas des deux hélicoides en question : donc on sait
trouver algébriquement— en cas de possibilité — 'unique solutions,,
o), o) (ou les deux systémes de solutions). Mais alors le résean de Voss
est déterminé (intrinséquement) par I'équation

dot —dodb  dF*
(2) 0" o' 0 === O
N (‘\’ ~
a3 oH 3,

et il est composé de géodésiques : soit A do + Bdf = o I'un des fac-
teurs de décomposition de (2). On détermine la valeur de 7. telle que
la forme

(3) ds*— 0.0 Nz + BdB)?,

soit un carré parfait (v do. + nd3)* et alors mdo + ndB est une diffé-
rentielle totale exacte : ¢’est la fonction X qui donne Iarc des géodé-
siques de la famille en jeu, de méme que I'autre facteur A, do -+ B, df}
conduira & la différentielle analogue e, do + n, d3% qui donne Y.
L'angle 20 des courbes:du réseau conjugué géodisique (=) est donc
connu explicitement au moyen de « et 3.
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Ecrivons maintenant, avec les notations employées jusqu’ici les
formes fondamentales F,, F,, F, de S

I+ = (—):\*—)2(](1")-!—‘)—(2:—\ oY cosam du dy - ADY {5*
\ ;= ()"v L ..()[(7)—‘-;,03<:l[[l(‘(*'7* —(‘)—; 22 50N
9 CR e OX L 0Y N
F, = sin2n <—7’-[- du® 4 o dy "),
o= du? 4 der— s cosam du dy.

Les formes d’une surface associée sont, avec une constante 7 arbitraire

o= 1),
. . AN 1 QY A
» I, = sinan (/»-— dut - — —— Jpr ),
(H) : . Ju e :
“ . R ody?
"._. AP it g — 2 cosan du .

Celles de I'adjointe (¢ = 1; si u, ¢ sont des variables réelles, I'adjointe
est imaginaire; si «, ¢ sont imaginaires, I'adjointe est réelle) sont

S b, =1,

. . LOX LAY

(6) b,=sinon| (—du*— [ —dy* ),
: du o

( B, = — = 2o cosam du dy.

Il en résulte les identités

I°, - b, F,— &, ) )
R el NI N7 I A ==l 4 de
( ~— ] CcOsan 2
7) Fo 12 . - s
B Ry Yy d": ¢ 7,00 I‘:; - "D:; ! LR (D:: , B
3 L. | 2= (du A dy)*, - = (du — dy)*.
2 2 COS 20 2 2.COS20)

Or, nous avons, avec les variables «, 3 quelconques, su déterminer
algébriquement (le cas de I’hélicoide minimum exclu), les coefficients
gy, 5, ¢, doncobtenir ®,, O, etcos2w : de simples quadratures donnent
donc les variables précises u, ¢, qui doivent fournir les expressions (4),
(6), du moment que S est connue soit expliciterent, soit simplement par
ses formes fondamentales. Le réseau de Voss est anst obtenu par différen-
tations, éliminations et quadratures (*). Cela fait, il suffit de déter-

(") Ce résultat m’est personnel. M. Eisenhart ne s’est pas occupé du résean
conjugué géodésique.



384 BERTRAND GAMBIER.

miner ¢, ¢/, ¢’ cosinus directeurs de la normale & S pour obtenir par
quadratures (formules de Lelieuvre) la surface £ a courbure totale
constante qui correspond par parallélisme a S, de sorte que les asymp-
totiques de X correspondent au réseau de Voss : en me bornant, comme
je l'ai fait, 4 £ de courbure totale égale & — 1 [réelle donc si u, ¢ sont
réelles, tandis que si «, ¢ sont imaginaires conjuguées, c’est la sur-
face (¢X) qui est réelle], 'élément linéaire de X est — @, ; la surface
adjointe S, n’est définte qu’intrinséquement méme st S est connue expli-
citement. M. Eisenhart semble indiquer dans son paragraphe d’intro-
duction que, s’il existe une ou deux surfaces adjointes S,, elles peuvent
étre oblenues par quadratures (E,, p. 113); mais c¢’est un simple
lapsus calami, car dans le texte, M. Eisenhart ne revient pas sur ce
point; il faut entendre que S, est déterminée intrinséquement, les
Jormes fondamentales de S, s'obtenant par différentiations et calculs
algébriques sans quadratures. La surface S, donne une surface X,
obtenue aussi intrinséquement, dont le ds* est — F, : X el X, sonl
transformées d’Hazzidakis 'nne de autre. En méme temps que S
et S,, nous obtenons toutes les surfaces de Voss, S’ et les surfaces &
courbure totale constante X' définies par les formules (5) : deux sur-
faces adjointes s’obtiennent pour ¢ et i¢; les surfaces X' sont celles qui
correspondent a X par la transformation de Bonnet Lie. 11 sera bon
aussi de signaler que la forme de Weingarten |dx de c| est ici, pour
la surface (2),

JX ([ oY 1 oX

8 W s £ cosam—— dut - {2 — = S
(8) ‘ ” ‘ f . O t Ou

I Y
di cy — —cosa o — dpt.
Jdu i s

Js

J'avais cru pouvoir affirmer que la détermination des asymptotiques
de S se raméme 4 des quadratures; en réalité, je n’ai pas apercu de
facteur intégrant pour F,, (c’est-a-dire fournissant une nouvelle forme
de courbure totale nulle).

On remarquera que I’équation de Laplace ponctuelle relative au
systeme géodésique conjugué (u,¢) admet comme solutions z, y, z,
&,y 5, 2y 4+ —a? —y* — 5" |2, y, 5 elant le point cou-
rant de S et «', y', 5’ celui de 8" ou S(¢)], puis encore X et Y comme on
le voit en écrivant cette équation

J*0 0 Jdj
dwos ~ Mou T By =0
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remplacant O par z, y, = puis multipliant par 5 dz 9y ds

> ou’ dv
dr Jdy Jdv
‘puis par Pk e, %: et ajoutant; cela donne aussitot :

et ajoutant,

o’ Jds

LB \E_mr_ o,
2 O
196 AF —BG =o,
2 du

- IX\ 2
et en remplacant B, F dans la premiére de ces deux relations par (—)

)
X
9X OX "on a le résultat annoncé pour X; de méme pour Y. [Cela
du dv

prouve que 'équation de Laplace

a0 A i (n I JdB\ 0 ()P AN 0
dude T du T Boan)oe T (}u T du ) =

vérifice par les dérivées en « des intégrales de la précédente admet
une infinité de systémes de quatre intégrales dont les carrés satisfont
a la relation
0% 403 402 — 62 =o,
! Y )= }
il suffit de prendre -))—5‘ :—j-(’l—,, %; et i()))[—f, cette propriété se rattache évi-
demment aux surfaces G de Guichard].

I n’y a que deux cas olt la surface S, a une raison profonde de pou-
voir étre obtenue par uadratures : d’abord, celui de S surface
minima; on sait, par quadratures, obtenir le réseau de longueur nulle;
on peut placer S, de facon que, aux points correspondants dans
Papplicabilité, S et S, aient leurs plans tangents paralléles; cette con-
dition deéfinit Vorientation de S, et laisse arbitraire une translation :
c’est ce qui explique que 'on puisse, dans ce cas, déterminer les
coordonnées de la surface adjointe (et, par suite aussi, des associées)
par quadratures. Le second cas est celui ot S est hélicoidale ou révo-
lutive; il en est de méme alors pour S, et 'on place les axes parallé-
lement. Mais pour une surface de Voss générale, cela ne se produit
plus : il n’y a pas de raison spéciale d’orienter I'adjointe S, de S
de telle facon plutot que telle autre, de méme que pour deux sur-
faces a courbure totale constante transformées d’Hazzidakis, il n’y a

Ann. Le. Norm., (3), XLVII. — Ocrosre 1931. ' 49
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aucune raison de fixer une orientation spéciale, du moins en général.

La surface S et la surface £ sont assoctées au sens de Bianchi : corres-
pondance par plans tangents paralléles et asymptotiques de chacune
ayant pour homologue sur I'autre un réseau conjugué : les asympto-
tiques de 2 donnent sur S le réseau géodésique (u, ¢) ; réciproquement,
une surface associée 2 une surface L & courbure totale constante est
une surface de Voss; [’équation de Laplace, tangentielle, relative au
réseau (u, v) de'S a ses invariants égaux ; inversement, les asymptotiques
de S ont pour trans formées sur X un réseau conjugué ¢ invartants tan-
gentiels égauz. Cest ce dernier point de vue qui a servi de départ pour
les recherches de M. Eisenhart qui suppose S rapportée a ses asymp-
totiques et obtient ainsi £ par quadratures : nous avons reconnu plus
haut que nous n’avions pas besoin des asymptotiques de S pour
obtenir X par quadratures. Quand on connait une surface X & courbure
totale constante, ¢’est un fait bien connu que I’on peut déterminer ses
asymptotiques par quadratures : nous savons que la connaissance
de X ne livre S que par I'intégration d’une équation de Laplace (four-
nissant X et Y en fonction de o) Mais, quand sur une surface X, nous
connaissons un réseau conjugué i invariants tangentiels égaux, nous
obtenons par quadratures une surface de Voss et une seule S rapportée
a ses asymptotiques, correspondant 3 £ par plans tangents paralléles,
bien déterminée & une homothétie pres : il suffit, par exemple, d’ap-
pliquer les formules de Lelieuvre.

Le réseau conjugué de S et ¥ a manifestement pour équation

g))z du* — f(j?: dv*==z 0,
i correspond aux asymptotiques de U'adjointe S, 5 donc sur 2, il a ses
tnyariants tangentiels (gaux, tandis que sur X, il a ses invariants ponc-
tuels égaux, d’aprés les propriétés bien connues des transformées d’llaz-
sidakis (ouplus simplement encore, d’aprés les propriétés connues de
deux surfaces associées au sens de Bianchi).

Réciproquement, si nous connaissons sur une surface X a courbure
tolale constante un réseau conjugué & invariants ponctuels égauzx, nous
pouvons, par quadratures, trouver une surface de Voss, et une seule
paralléle & X, au sens de Peterson, suivant ce réseau.
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Mais rien dans ces résultats ne permet d’affirmer que si I’on connait
sur I, soit un réseau conjugué i invariants ponctuels égaux, soit un
réseau conjugué a invariants tangentiels égaux, on puisse obtenir la
surface I, transformée d’Hazzidakis de £ par quadratures : I, n'est
déterminée qu’intrinséquement, de méme que S, tandis que S, est déter-
nmunée par quadratures.

Il y a ainsi sur les quatre surfaces S, X, S,, &, trois réseaux inté-
ressants :

1’ Le réseau conjugué géodésique des deux adjointes S, S, qui a ses
invariants tangentiels égaux; il correspond aux asymptotiques de L
et X, ;

2° Le réseau asymplotique de S qui donne sur X un réseau conjugué a
invariants tangentiels égaux et sur X, et S, un réseau conjugué a inva-
riants ponctuels é¢gauz, X, et S, étant paralléles survant ce réseau ;

3° Le réseau asymntotique de S, qui donne des propriétés analogues
(intervertir les surfaces avec ou sans indice dans I’énoncé qui précéde).

Imaginons maintenant que S soit deuz fois surface de Voss (ou
méme o' fois): chaque réseau de Voss de S donne une surface & cour-
bure totale constante associ¢e au sens de Bianchi: on obtient ainsi &
et X, et ces deuz surfaces sont paralléles entre elles suivant le réseau qui
correspond aux asymplotiques de S; or, ce réseau reste conjugué sur'S,
et S, adjointes de S; le parallélisme de Peterson fait correspondre auzx
deux surfaces S, et S, des surfaces applicables aussi; or, &, correspond
4 S, parparallélisme, donc I, est applicable surX, par les points de méme
(u,e).

Diverses réciproques sont & envisager : la condition nécessaire el
suffisante pour obtenir une surface deux foris surface de Voss est que
l’on puisse obtenir deux surfaces X, Z, a courbure totale constante paral-
léles au sens de Peterson, suivant un résean & invariants tangentiels
égauz, et alors la surface S est celle qui admet pour représentation sphé-
rique de ses asymplotiques la représentation sphérique du réseau en jeu.

On peut donner une autre forme & la condition qui précede : la
condition nécessaire et suffisante pour obtenir une surface deux fois

surface de Voss est que L'on puisse obtenir deux surfaces X, %, a cour-
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bure totale constante égale telles que, dans U'un deleurs modes d’applica-
bilité, le réseau conjugué commun soit a invariants ponctuels égauz. On
doit remarquer que, dans ce cas, S est déterminée implicitement et que
I'on a par quadratures S,, S, simultanément (tandis que le cas pré-
cédent S est seule connue par quadratures, S,, S, n’étant connues
quimplicitement).

J’ai cherché & obtenir une surface de Voss qui soit deux fois (et

deux seulement, puisque l'on aurait les hélicoides minima si la
valeur deux était dépassée) surfaces de Voss: je n’ai obtenu que
I'exemple banal des surfaces de Voss révolutives comme surfaces
deux fois surfaces de Voss, puis 'un ou P'autre hélicoide minimum
comme surface «' fois surfaces de Voss. (Nous avons vu plus haut
qu’une surface minima admettant un réseau de Voss autre que celui
des lignes minima est 'hélicoide minimum réel ou imaginaire.) Si
nous prenons I'hélicoide minimum réel H, la surface X qui lui est
paralléle au sens de Pelerson, suivant le réseau des lignes de longueur
nulle, est la sphére (les asymptotiques de H ont pour homologues les
méridiens et les paralléles); la surface ¥, qui est paralléle a 1 suivant
un réseau de Voss différent, est une surface a courbure totale cons-
tante de révolution; les surfaces adjointes & H sont les déformées
révolutives du caténoide, et les surfaces X, sont les transformées
d’Hazzidakis des surfaces X.
_ Si la surface S est de révolution, prenons le réseau R de Voss de
cette surface : il se reproduit par révolution autour de 'axe de S
(chaque courbe étant remplacée par une autre), de sorte que par
symétrie autour d’'un méridien arbitraire de S, on n’obtient qu’un
réseau unique R, évidemment réseau de Voss; X est révolutive ou
hélicoidale et X n’est autre que la symétrique de X relativement 2 un
plan méridien de S (méridien dont le choix, au fond, est indifférent,
puisque cela ne peut qu'introduire une translation de X le long de
'axe de S). En établissant sur X et X une correspondance par plans
tangents paralléles, le réseau conjugué commun a X et X est celui qui
correspond aux asymptotiques de S, et il a ses invariants tangentiels
égaux; quant i X, et X, elles sont symétriques par rapport 3 un plan,
et le théoreme perd son intérét pour elles.
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M. Eisenhartcite le cas intéressant également ot ure surface & cour-
buretotale X constante posséde un réseau conjugué qui est simultanément
@ tnyariants ponctuels ou tangentiels égaux : la surface X, transformée
d’Hazzidakis posséde la méme propriété; ce réseau R de X fournit deux
surfaces de Voss S et S correspondanta ¥ par plans tangents paralléles
de fagon que R devienne sur S le réseau asymptotique et sur S unréseau
conjugué; les surfaces adjointes S, et S, se correspondent de méme
entre elles (associées au sens de Bianchi) et se déduisent par le méme
procédé de la surface X,. L'exemple donné plus haut, d’aprés Voss, de
I'hélicoide H minimum réel et de la surface de révolution de Voss qui
correspond a H par plans tangents paralléles est un exemple effectif
de ce cas.

6. Second Mémoire (E,) de M. Eisenhart. — Rappelons la transforma-
tion asymptotique imaginée par Bianchi-Bicklund pour les surfaces a
courbure totale constante; pour simplifier, supposons que la valeur
constante de la courbure est —1 :

Etant données une surface pseudosphérique X de rayon 1 (autrement
dit de courbure totale constante égale & — 1), puis une constante arbi-
tratre o, il cxiste o' congruences pseudosphériques ayant % pour pre-
miére nappe focale et pour angle des plans focaux l’angle o.; laseconde
nappe X' est une nouselle surface pseudosphérique de méme rayon que X;
sur X et X' les asymptotiques se correspondent.

La surface X est caractérisée par son ds*

(1) dX2=du*+4 dv*— 2 cos2m du dy,

ol w vérifie ’équation déja obtenue

( ) ()."0) . 056
o ————— —= SIN ) COS0),
du Jdy

On obtient ¥’ (au moins intrinséquement) en intégrant le systéme
complétement intégrable (dépendant de o)

{ . (r)m’ dw NI , o

- \ sino ou ;)«(-;‘) — (1-4-cosa) sin(w' -4 m)=o,
(3) . do’ O ; ,
? sma(W -+ (-);> — (1 —cosa) sin(w'—n)=o.
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I’ a pour ds*
(4) A= du*+ dy*— 2 cos 20’ du dy.
Je n’insiste pas sur la mise en place de X' relativement & X de facon
a obtenir la congruence pseudosphérique annoncée.
Or & X correspondent une infinité de surfaces de Voss, V, toutes

paralleles entre elles au sens de Peterson, leur réseau de Voss corres-
pondant aux asymptotiques de £; de méme pour X’ on a une infinité

de surfaces V’ [intégration des équations de Laplace déja mentionnées

ou si I’on prétére de I'équation de Moutard (M) ou (M)

026
N —— = ] 20),
(M) I o b cosa o,
26’
M = fl cosan |.
(M) g = 7 cos,u»]

Un probleme se pose : comment peut-on associer les surfaces V rela-
tives a X aux surfaces V' relatives a X' ou si l’on préfere, comment tirer
partt de Uintégration (M) pour intégrerl’équation (M'). Rappelons qu’en
partant de X supposée connue, les cosinus directeurs de lanormale a Z
[eCu, ¢), ¢'(u, ¢), ¢"(u, ¢)] sont trois solutions particuliéres de (M) et
que la détermination de V revient i trouver une quatrieme intégrale 0
de fagon que cette surface V soit 'enveloppe du plan

(4) cx A 'y A4~ 'z =1,

Or la réponse est bien simple et figure déja dans le traité de Darboux
(Théorie des surfaces, t. 4, p. 49-54) publié des 1896 (') : les deux
équations de Moutard (M) et (M’) sont celles qui s’introduisent dans la
théorie de la déformation infiniment petite de X ou X', problémes équi-
valents : 4 chaque solution de (M) ou (M') correspondent, par quadra-
tures, «' intégrales de l'autre; ces deux équations de Moutard sont
transformées ['une de I’autre et I'on sait comment Bianchi a développé
cette théorie avec les théorémes de permutabilité. Donc @ chaque sur-

(') Le résultat est d'ailleurs di a Guichard qui I’a obtenu en 18go comme
Darboux I'indique en note, page 54. 11 est juste de signaler le role de Guichard
comme précurseur, role souvent apprécié au-dessous de sa juste valeur.



SURFACES DE VOSS-GUICHARD. 3()1

Jface V correspondent, en position, ' surfaces V' et il s’agit de définir
le lien géométrique dans le passage de V & V'. Nous allons le faire
avec M. Hisenhart dont j’ai modifié I'ordre de présentation, profitant
moi-méme de 'ensemble des travaux faits de 18go & 1914, de leur
exposé synthétique réalisé depuis, en particulier dans la seconde édi-
tion de la Géométrie différentielle de Bianchi.

D’abord quelle est la solution transformatrice assurant le passage
de (M) a (M")? Nous remarquons qu’'une fois » et ' connues par (3),
on peut calculer par une intégrale de différentielle totale la fonc-
tion v satisfaisant aux équations

. dlogw | 4 coso Jd logw 1 — COSCL
(5) 20 = - cos (o -+ m'), D : cos(m'— m).
' du sin o dy sin

Cette fonction sy satisfait a I”équation (M) et est la solution transforma-
trice qui change (M) en (M").

En elfet, & chaque solution O de (M), nous pouvons faire corres-
pondre une fonction 8 par la quadrature de différentielle totale

0 ] My J 9 ey
e Gy e O Oy ety — Py
(6) u (w') Y ou du "’ dy (wi)=wn v v

et cette fonction 0 satisfait a I’équation de Moutard
_ a9 0 1
(7) duode " du e \sw )

d’aprés un résultat classique. Sil'on pose

S o=y
8) v/ - CcO8a Jlogw' I— COS
() dlogw - L 008 cos(m - m'), L = cos(n— ),
| du sino : dy sing

on constate aussitot que

o 1 1 0w’ 055 0/

e [ = | = — ———— = ¢ )

(9) dw de \ w w' du oy !

et ceci prouve bien que (M’) est la transformée de (M) par la solution
particuliére ¢.
Or, si I'on cherche ’enveloppe du plan

(10) cx+c'y+c's=w,
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on trouve une surface de Voss, V,, définie 4 une homothétie pres (car
o n’est déterminée qu’a un facteur de proportionnalité) que nous
appellerons surface spéciale. Pour chaque fonction w solution de

d* o)

———— == §inm COSe)
du v ’

on trouve ( par une équation de Riccati) «* fonctions contigués o' et
pour chaque couple w, o', on a une surface V, (et ses homothétiques
relatives & Uorigine), puis une surface V| (et ses homothétiques)
définie comme enveloppe du plan

N oAy o 0
C Xy o5 == w

ouc,, ¢, ¢, sontcette foisles cosinus de la normale 4 X’ au point (u, ¢):
la drotie qui réunit les points homologues de NV, et V', passe constamment
par lorigine; aux asymptotiques de V, correspond un systéme conjugué
sur 'V, et inversement.

‘Si maintenant nous remplacons, dans les formules (6), 0 par une
intégrale quelconque de (M), autre que v, les formules (6) donnent
une intégrale 0" de (M’) définie a un terme additif pres de la forme po’
oll . est une constante arbitraire; d’ailleurs les seconds membres
de (6) restent les mémes si 'on remplace 0 par 0 - Ao, ot A est une
constante. On constate que toutes les surfaces V de Voss correspondant
auz solutions O + o de (M), et les surfaces V' correspondant aux solu-
tions O+ p.v' de (M) ont leurs points homologues réunis par un rayon,
indépendant de ). et p., paralléle au rayon wecteur jorgnant le point
de V, au point de V| et que ces rayons engendrent une congruence dont
les déceloppables correspondent au systéme conjugué géodésique. St l'on
remplace O par une autre intégrale de M, on obtient une congruence
nouvelle dont les rayons sont respectivement paralléles aux rayons de la
précédente. ‘

Remarquons que le passage de V a V' exige de fixer le nombre «,
puis Uintégration d’'une équation de Riccati, puis une quadrature.

Le théoréme de permutabilité relatif aux équations de Moutard
entraine immédiatement que si I'on considére une surface V, puis une
transformée V' obtenue par la méthode précédente avec un angle o,
puis une transformée V” de V relative a2 un angle o”5£ o/, on peut
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trouver sans quadrature une surface V" transformée a la fois de V' avec
I'angle o” et de V" avec 'angle «’; la surface V' dépend d’abord de o’
puis du choix de lafonction o’ (équation de Riccati); de méme pour V”
onao” et w’:le passage de V' a V” fait intervenir ¢’ et une certaine
fonction ", le passage de V" a V" fait intervenir o' et la niéme fone-,
tion »"; nous savons d’ailleurs que w, ', w”, " sont solutions de

’ . : =0
I'équation T
de permutabilité établi par Bianchi.

Sil'on appelle quadruple le .systéme. de surfaces (V, v/, v, V7Y que

'on peut représenter schématiquement par

=sinw cosw et nous retrouvons pour " le résultat

o'

v/

on peut s’arranger pour que les quatre surfaces soient spéciales et
méme pour que YV et V' soient deux surfaces spéciales en correspon-
dance perspective et de méme V" et V" deux surfaces spéciales en cor-
respondance perspective (mais Vet V/ ne sont pas en correspondance
perspective, non plus que V' et V).

Voici maintenant une propriété intéressante nouvelle de la corres-
pondance entre V et V' (V' dérivant de V au moyen de I’angle « et de
la fonction o’); soient M, M’ deux points homologues sur V et V'; les
tangentes en M et M" aux courbes ¢ se coupent en un point F, les tan-
gentes aux courbes « se coupent en F'; les points ¥ et I sont les points
Jocauz de la congruence rectiligne ¥¥', tandus que les plans focauz sont
les bissecteurs de Uangle diédre des deux plans tangents MFF et M'FF ¢ V'
et V'; il en résulte que la congruence FF' est une congruence de normales.

Si Lon considére deux surfaces X, X' de courbure totale constante — 1,
dérivant U'une de U autre parla transformation de Bécklund (fonctions w,
w’ et angle o), il existe une famille de surfaces paralléles S dont chacune
a ses normales paralléles aux rayons joignant le point P de T au point
homologue P’ de X'; les lignes de courbure de X correspondent auz

Ann. Ec. Norm., (3), XLVIII. — Ocrosre 1931. " 50
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asymptotiques de X et X'; de plus les plans menés par chaque normale
de S parallélement aux plans tangents @ X et X' en P et P’ enveloppent
deux surfaces de Voss V, V' qui sont dans la correspondance étudiée ic
(relative @ w, o' et «) : c’est la réciproque du théoréme qui précede.

J'ai résumé le mémoire de M. Eisenhart; je renvoie au mémoire lui-
méme pour les démonstrations. C’est sans doute dommage que
M. Eisenhart n’ait pas songé a rattacher a ce mémoire (E,) les pro-
priétés du mémoire (E,).

Je cite par exemple une propriété suggérée par Bianchi (Géométrie
différentielle, 2° édition, p. 775-778). J'ai introduit la notion de sur-
face V associ¢e 2 V (ouadjointe); la surface T est une transformée de =
par l'opération de Bonnet-Lie, la transformée d'Hazzidakis s’il s’agit de
deux surfaces de Voss adjointes, au lieu d’¢tre simplement associées.
Si donc on envisage un quadruple VV'V”V” déja considéré, il est clair
que 'on aura pour chaque associce V un quadruple VV'V7V” formé
par les surfaces associées respectives et au fond cela tient & ce que
pour les surfaces associées a V I'¢quation de Moutard (M) reste la
méme, ainsi que I'équation (M’) pour V' et ses associées. Bianchi cite
la proposition uniquement pour les surfaces & courbure totale cons-
tante et en se bornant a la transformation d’Hazzidakis (ce qui oblige
a supposer X de courbure positive constante, restriction sur laquelle je
me suis expliqué plus haut).

On remarquera en particulierle casou V, V/, V7, V" sont des surfaces
spéciales telles que V et V' soient en correspondance projective, ainsi
que V" et V; dans ce cas il en est de méme pour V et V' d’une part,
entre V' et V" : les asymptotiques de V ont pour homologue un réseau
conjugué sur V' et V.

De méme l'opération de Guichard donne des chaines de familles
simplement infinies de surfaces de Voss; la transformation indiquée
ici transforme cette chaine en une nouvelle chaine analogue.

Jespére, par ce résumé de la théorie, avoir convaincu les géométres
qu’il reste encore bien des découvertes a faire dans cette théorie.

1. Coefficients de Gauss. Errata du mémoire (Ga A). — Au moment
de la correction des épreuves de ce travail, j’ai eu communication d'une
Note de M. Lovett qui va paraitre dans un numéro des Comptes rendus
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du mois d'octobre 1931 et qui répond aux prévisions que je viens de
formuler. '

Je crois utile de rappeler le sens précis des lettres D, D', D", coe/Ji-
cients de Gauss, que j’ai employés dans le systéme d’équations fonda-
mental

(') EE‘. -0 E[“,, —~+ GE,,,: 0,
(2) GG, — 2GF,+ FG.=o,

. DD GE,— FG EG, — FE,
3 o — - L » X '
(3) [_“’*»‘( I )] < NiE >* < 211 )i,’

ot 'on a posé H*= EG — F*; dans 'équation (3), DD” ou DD"— D"
(puisque D'=0) s’exprime en fonction de E, F, G et de leurs déri-
vées. Les coefficients D, D', D” de cette équation, coefficients que j’ai
employés aussi au meémoire (GaA), sont définis par I'identité

) da: O d* l = D dur - oD du de - D" dp®

du dy

et sont ceux que Gauss, fondateur de la théorie, employait. Mais
depuis on a remarqué que cette forme quadratique n’a pas de signi-
fication intrinséque tandis que la forme

D du?+ oD dude -4 D" dv?

T - Sdedr = Sc diax

est manifestement intrinséque; aussi tous les géometres (sauf les géo-
meétres francais) se sont ralliés a la nouvelle forme, mais au lieu de
donner un nom spécial (tel que ¢, o', 2, notations que j'emploie systé-
matiquement) a l;l)’ IT)T/’ -{Tz ont conservé le nom D, D, D” a des coeffi-
cients définis par 'identité

(5) Ddur oD dudy 4 D"de?= -— Sdedx.

Cette confusion de notalions rend assez pénible la lecture simultanée
de la Théorie des Surfaces de Darboux et d’un mémoire italien, alle-
mand, américain, etc.

Je crois qu'il serait bon d’adopter définitivement les notations telles
que je les emploie :

D dut 4+ oD du do + D' dpr = | 22 9% s [

—
du dy

ddu*+ 20" dudy -+ 0" dv* == Sdcdax.
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D'ailleurs, javais prévenu le lecteur des la seconde page du
mémoire (GaA).

Je crois utile de signaler ici quelques erreurs de détail (lapsus
calami ou erreurs de copie) que j’ai laissées au mémoire (GaA) (Acta
muthematica, t. 51, 1927, p. 83-131).

Page 92, paragraphe 5, j’ai établi les formules relatives aux géodé-
siques ¢ = const. :

1L b 1 i DF 1D, ¢t D,
R~ EIl’ T I E’ R, EX’ R, — EI’
I et I el T T, T,

e I I e = lang 2 m,

E=R’ T-7T°' R KR T

Dy=—iD,,

qui sont exactes. Mais pour les géodésiques « = const., il y a lieu
d’écrire explicitement

1 D’ 1 —1 D"F , e 1 DY 1 D
o7 — ~1T? P T T ? “2:[])[, m— I =y g T ety
R GH 1 | ¥ % Gl R, Gl
1 el 1 el T T T — H
B = A T T— = tang am

R’ TTT, OWTR TR

Puis, au lieu de deux formules fausses, écrire :

DD’ B DDT K sin®on
RR 7 EGIHE T EG v — B
I Z";J_)l_)” _l_ = — K cos*n;
™" 1 EG T o
d’ou
I I . T — T
W T =K, i = - == tang 2.

Page 101, la formule (10) concernant les asymptotiques est i rem-
placer par
Erdu* -0 dor=o.
Page 100, 'équation des asymptotiques, en haut de la page, aprés
les formules (20), doit étre écrite

etttdet - nevdyi=o.



