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RECHERCHES SUR QUELQUES PROBLEMES

KELAT1FS

AUX POLÎNOMES ET AUX FONCTIONS BOMÉES

PAK M. JEAN DIEUDONNÉ

INTRODUCTION. 1

On sait que la théorie générale des fonct ions analytiques d'une
variable complexe s'est longtemps occupée presque exclusivement de
là détermination des points singuliers d 'une fonction et de l'étude de
la fonction au voisinage d'un tel point. C'est seulement au début du
siècle, sous l'influence des. théorèmes de MM. Landau et Schottky,
eux-mêmes issus de la théorie des fonctions entières, d'une part, de
Fétude de la représentation conforme, d'autre part, que s'est déve-
loppée la branche de la théorie qui s'occupe de rechercher les pro-
priétés d^une fonction analytique dans les domaines où cette fonction
est holomorphe ou méromorphe.

' Les questions qui se présentent dans cette théorie peuvent se ranger
en deux catégories, découlant respectivement des deux sources que
nous venons de rappeler : d'une part, on étudie la répartition des
points où la fonction prend une valeur déterminée; de l'autre, on
recherche la nature des domaines engendrés par les valeurs de la
fonction, en s'attachant en particulier à préciser les conditions aux-
quelles ces domaines ne se recouvrent pas eux-mêmes, ou recouvrent.
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toute portion du plan au plus un nombre déterminé de fois» Quant
aux hypothèses faites sur les fonctions étudiées, elles ont trait, en
général, soit aux coefficients de leur développement autour d^un
point du domaine considéré, soit à des limitations globales imposées
aux fonctions dans ce domaine.

Ce travail est consacré a l'étude d'un certain nombre de questions,
appartenant aux deux catégories précédentes, et relatives à deux
familles particulières de fonctions, à savoir .les polynômes et les fonc-
tions bornées dans un domaine; dans toutes les questions traitées, je me
suis attaché à donner des résultats quantitatifs aussi précis que possible.

Dans le premier Chapitre, je poursuis l'étude, commencée par
M. P. Montel et poursuivie par M. M. Biernackiy de la détermination des
limites supérieures des modules d^un certain nombre de zéros d'un
polynôme, lorsqu'on fixe le nombre des termes et certains coefficients.
Ce Chapitre est divisé en deux parties : dans la première, j ' indique
un procédé général pour le calcul de ces limites, et j 'applique ce pro-
cédé à la déterminat ion exacte du plus petit cercle de centre origine
contenant toujours un zérOy pour quelques types particuliers de poly-
nômes.. Dans d'autres cas, je donne simplement F ordre de croissance
de ces limites par rapport au degré du polynôme; en par t icul ier , pour
le polynôme le plus. général

P (.r) ̂  i -h <%i x -4- a^ 4- * . , + Opx!1 -\-~ cip^ ,y^1-1 -\- . . . •+" a^,

où lesj» coefficients a^a^y . , . y a^ont des valeurs fixes y les autres étant
arbitraires je détermine, dans tous les cas, Tordre de croissance exact
par rapport à n de la limite supérieure de la racine de plus petit module.

Dans la seconde partie de. ce Chapitre,, j'étudie en détail un cas par-
ticulier du même problème, à savoir, la détermination du nombre
minimum de racines de V équation quadrinûme

i -4- x^ 4- ( t ^ x 1 1 1 --[•' a^.v'1^'^ o

situées dans le cercle unité lorsque y p y n, et n^ étant jiûcés^ a, et a^ varient
arbitrairement. J'emploie à cet effet une méthode déduite du « principe
de1 l'argument » de Gauchy, qui me permet d'obtenir une limite infé-
rieure du nombre cherché. Les propriétés arithmétiques des degrés p ,
n, et n^ jouent dans cette question un rôle prépondérant.

' . Le second Chapitre est consacré àTétude des polynomes.univaleiïts,
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Je démontre d^abord la proposition suivante : Le rayon d^univalence
d ' 1 un polynôme

z -h a^-l- ̂ :i 4- ... -4- a^z"

est égal au rayon du plus grand cercle de centre origine^ où ne pénètre
aucune racine de Inéquation

wï'îO sin30 sinnÔ
ï -h a^z ——, -h a..^ ——.- 4- . .. 4- rt^.s^-1 —:—7- == o

sinô " sinô sinÔ

lorsque r angle 0 varie de o û TX. Comme applications, je montre d'abord
comment un certain nombre de résultats obtenus antérieurement par
des procédés divers sont des conséquences immédiates de cette pro-
position; je considère ensuite les polynômes à coefficients réels, et
j'obliens dans ce cas de nouvelles propriétés du rayon d'univalence.
Enf in , j 'é tudie complètement le problème suivant : Déterminer le
maximum du rayon cFuniwIence R(^ ) du polynôme

z 4-' ,^4- az"' ( p < n)

lorsque a varie arbitrairement. Lorsque p==2, je donne les valeurs
numériques de ce maxinxum pour toutes les valeurs de n,

Dans le troisième Chapitre, j 'examine un certain nombre de pro-
blèmes relatifs aux fonctions bornées. Je résous d'abord la question
suivante : Déterminer le minimum p,, du rayon du plus grand cercle de
centre origine 5 dans lequel toute fonction de la forme

f ( z} == z 4- «ï ^ 4- ... 4" (tu sfi 4--. . . ,

et telle que \f(z)\< M dans le cercle unité y prenne? fois au plus la même
valeur. Pourp==i , je montre de plus que toute fonction de la famille
considérée représente le cercle ^ | ^ p i sur un domaine étoile par
rapporta l'origine.

Je démontre ensuite quelques inégalités auxquelles satisfait la
dérivée d'une fonction bornée, et j'en déduis une relation entre les
domaines (D), (D') que font correspondre à des cercles concentriques
-^l^ I5 ir<r^ les Actions ̂ ClfIrĴ I, et f'(s\f(s) étant une

fonction holômorphe, bornée ou non, dans le cercle unité. Enfîn, j'uti-
lise aussi ces inégalités pour préciser un résultat récentde M.P-Montel,

32Ann. Ée. Norm., (^), XLVIIÏ. —JUILLET ïQS ï .
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qui constitue un complément au théorème de Rolle pour une fonction
analytique, réelle sur un segment de l'axe réel, et bornée au voisi-
nage (1).

Dans les démontrations de beaucoup de propositions de ce travail,
je n'ai pas craint de faire un large appel à l ' intuition géométrique;.
j 'estime qu' i l n'y a pas lieu de se priver d'un aussi précieux auxiliaire,
d 'autant qu'il ne s'agit, dans la théorie qui. nous occupe, que de
courbes analytiques, et m-ême le plus souvent algébriques; il n'y a
donc pas à redouter que l 'emploi, de la géométrie puisse être une
cause d'erreurs, puisqu'il est toujours possible de présenter le raison-
nement sous forme algébrique.

Je suis heureux, en terminant, d'exprimer toute ma grati tude à
M. P. Montel, pour le bienveillant intérêt qu'il n'a cessé de témoigner
à mes recherches, "et les précieux conseils que je lui dois.

CHAPITRE '1.
LES ZÉHOS DES POLYNOMES.

Bibliographie.

Dans le cours de ce travail nous désignerons les Ouvrages cî-dessous, par les
caractères gras qui les précèdent :

[1] E. LANDAU. — a. Ueber den Piaardschen Satz ( Vierteijahrsschrift der
naturforschenden Geselischaft in Zurich^ t. 51, 1906, p. 25a"3i8).

b. Sur quelques généralisations du théorème de M. Picard {Annales de
l'École Normale supérieure, 3e série, t. â4, 1907, p. 179-^01).

[^] R. E. ALLABDICE* — On a limit of thé roots of an équation that is inde"
pendent of ail but two of thé coefficients {Bulletin of thé American Mathe-
matical Society, t. 13, 1906-1907, p. 443-447).

[3] L. P'WB. — Ueber die Wurzel vom kleinsten absoluten Betrage einer
algebraischen Gleichung {Mathemati$che Annalen, t. 65, 1908, p, 4ï3-4a3).

„ ( 1 ) Les principaux résultats de ce travail1 ont été résumés dans cinq Notes aux
Comptes rendus des 24 mars, 7 avril, x a mai ÏQ^O, 12 janvier et 11 mai îg3î.
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[4-1 P. BOHL. — Zur Théorie cler trinomischen Gleichungen. {Mathema-
tische Annalen^ t. 65, 1908, p. 556-566).

[51 G. HERGLOTZ. — Ueber die Warzein trinomischer Gleichungen {Lei'pzi-
ger Berichte, Math.-Phys. Classe, t. 7^, 1922, p. i~8) .

[6] P. MONTIL. — Sur les modules des zéros des polynômes {Annales de
l'École Normale supérieure^ 3e série, t. 40, 1923, p. i-34).

[71 A. PELLET. — Sur Ici racine de plus petit module des équations (Bulle-
tin des Sciences mathématiques^ t. tô, 199-45 P- 265-268).

f81 E. B. VAN VLECK. — On. Limits to thé absolute values of thé roots of a
polynomial {Bulletin de la Société mathématique de France^ t . 53, 199-5,
p. io5-i25).

[91 M. BiERNACKï. — Sur les équations algébriques contenant des para-
mètres arbitraires (Thèse) {Bulletin de l'Académie polonaise des Sciences et
des Lettres, 1927, p. 54x-685).

[ ÎO] I. SCHUR. — «. Ueber Potenzreihen, die im Innern des Einheitskreises
beschrânkt sind (Journal de Crelle, t. 1^7, 1917, p. 2o5-232).

b. îdem, {Journal de Crelle, t. 1.48, 1918, p. ï32-"i45).
rill A. COHN. _ Ueber die Anzahl der Wurzein einer algebraischen

Gleichung in einem Kreise (Mathematische Zeistchrift, 1.14, 1932, p. ïiô-i48).
[12] J* DIEUDONNÉ. — Sur une généralisation du théorème de JRolle aux

fonctions d'une variable complexe {Annals of Mathematics, t. 31, ï93o,
p. 79-116).

Les travaux numérotés de 1 à 9 contiennent l'essentiel, de ce qui a été publié
jusqu'en 1929 sur le sujet de ce Chapitre. On trouvera une bibliographie très

. complète des travaux publiés de 1900 à 19^8 sur tout ce qui concerne les zéros
des polynômes à la fin d'un article de M. VAN" VLECK, On thé location of thé
roots of polynomials and entire fonctions {Bulletin of thé American Mathe-
matical Society^ t. 35, 1929, p. 672-683).

1.

1. Nous nous occuperons, dans ce Chapitre, du problème suivait :
Déterminer des régions du plan complexe contenant toujours des racines
de V équation algébrique
(i) i-4-a,^.r^-+" a^.^^ 4-. . .4-a^.r^==o (n,< n^<. . .<-fi/,'}

lorsque, certains des coefficients restant fixes, on fait varier arbitraire-
ment les autres. Les seules régions du plan que nous considérerons
sont les cercles de centre origine; autrement dit, nous chercherons
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des limites supérieures des modules d^n certain nombre de racines
de Inéquation (i).

Ce problème, considéré pour la première fois par M. Landau
[la et 1&] à l'a suite de ses recherches sur le théorème de M. Picard,
a été récemment repris et étudié d'une manière approfondie dans les
travaux de MM. P. Montel [6], Van Vieck [8] et Biernacki f9"|.

La position du problème a été déterminée par M. P. Montel, qui a
montré ([6], p. 21) que si l'on met.l 'équation sous la forme

(a ) t-h- a^x -{- a^ -4- . .. -h OpXi1-^- a^^V-'--1-)". ..+ a^^r^^ o,

et si l'on se donne a^ a^, . . ., a^{a^ ô), il y a toujours p racines de
V équation inférieures en module à un nombre fixe y(a(, a^y . . ., a», k)
ne dépendant que des coefficients donnés et du nombre de termes du
polynôme.

M. Van Vieck [8] a apporté un complément impor tan t à cette pro-
position, en montrant qu 'el le subsiste si l'on. se donne les p coeffi-
cients a^ a^y . . ., a^^ a^,,, (a^^^o), et de plus que, dans aucun
autre cas, la donnée de p coefficients de ^équation ne limite supérieu-
rement les modules de p racines.

Ces théorèmes ne font pas intervenir les degrés des termes qui
suivent ,^; la limite exacte de p racines peut cependant en dépendre
a priori. J'en tends par « limite exacte » la valeur | . r |==p telle que
toute équation de la famille considérée ait? racines de modules infé-
rieurs à p, et qu'on puisse trouver une telle équation ayant moins de
p racines inférieures ou égales en module à. p — £ , £ étant un nombre
positif arbitrairementpetit Pour l'équation

(3) t -+ ̂ -4- a^^+ a^x^-^ . . .4" a^-k^ o,

M. Biernacki a donné ([9J, p. 547), comme borne supérieure de p, la
valeur

B^.y-.^z^TZ]^
, , y ni—p n^—p ^.-^.p^V •>»-/«••

déjà obtenue par M. Fejér[3| comme limite supérieure du module
à'une racine. Si l'on ne fixe pas n,, n^ . . . . ^ cette borne est la
meilleure possible, car elle est atteinte pour ̂  =p + i, n^ == .p + 2,...,
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^A-==jp.-i- k. Mais- si l'on fixe les n/, R n'est la limite exacte dans tous
les cas que pour k == i.

Nous nous , proposons, dans ce qui suit, d'indiquer la marche à
suivre pour obtenir la l imite exacte des modules de i, 2, . . ,, (p— i)
ou p racines, et de faire effectivement le calcul pour un certain
nombre de types de polynômes,

2. Nous partirons du théorème fondamental suivant, démontré-par
M. Biernacki ([ 9 |, p. 555) : Si p est la limite exacte des modules de i,
2, . . ., (p — ï) ou p racines de l'équation (3), lorsque les a^ sont arbi-
traires et les degrés n,fixes, il existe toujours une équation de cette forme
pour laquelle la limite est atteinte., et qui a au moins (/c-4-i) racines 5
distinctes ou confondues^ de module p, d moins que, pour une telle équa-
tion, on n'ait û/,=o. On constate d'ailleurs immédiatement que la
"démonstration est encore valable pour Inéquation plus générale (2).
M. Biernacki a indiqué qu'on pourra probablement supprimer l'alter-
native ^.===0 ou a/^o qui figure dans ce théorème, et a montré
qu'elle disparaît effectivement pour l'équation quadrinome; nous
verrons qu'il en est bien ainsi également dans les exemples que nous
traiterons.

De ce théorème, et de la remarque évidente que, si la l imite
exacte p de h racines ( ï ^ A ^ p ) est atteinte pour une équation des
types (2) ou (3), cette équation a au plus (h — ï) racines de modules
inférieurs à p, il est aisé de déduire une méthode pour le calcul de p.

Y

Posons pour simplifier ^.== n. Par la transformation x==. ^-y où
| $ [ == p, l'équation (3) devient

(4) ^^4- 'yy1-?^ ^y-^-i-^,^"-^4-. *., .-h ̂ = o,

les bi étant arbitraires. Il s'agit de trouver la plus grande valeur de j Ç |
telle qu'il existe une équation de cette forme ayant (A — ï) racines au
plus extérieures au cercle unité.

D'après le théorème de M. Biernacki, considérons en premier lieu
le cas où il y a au moins (^4-1) racines de (4) de module unitélorsque
la limite est atteinte, et supposons d^bord qu'il y ait exactement^-}" ï)
racines de cette nature^ soient y^^e^Q^ === ï , 2, ...., ^+i) . Nous
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désignerons par a^ 0-35 . . ., o-/^ les fonctions symétriques élémen-
taires de ces racines;, et par (D) le domaine de l'espace (60 6a, . . . ,6/,^,)
à (Â'+i) diœens.ionSy défini par les inégalités

OS'Ô,<27r , 0^<27T, ..., 0^6^,<27T.

Soient alors y/;+^-n ((J. == i, 2, . . ., n— k — :i) les racines restantes de
l'équation (4)» ^o ^2- • - • ? ?^/,-i leurs fonctions symétriques élémen-
taires. Par hypothèse (À — r) au plus de ces racines sont extérieures
au cercle unité/les autres sont intérieures, aucune ne pouvant être
sur la circonférence. Ces conditions s'expriment par un nombre fini m
d'inégalités où figurent algébriquement les 11, et leurs quantités con-
juguées ( [H]? p< ï35), soient.
(5) 4^>° ( ^ = = 1 , a, .. ., ni).

Lorsqu'une ou plusieurs de ces fonctions ^vS^annulent s imultanément ,
les autres restant positives, une au moins des racines y/.^p, devient en
module égale à un, et réciproquement.

Ceci posé, écrivons les relations entre les coefficients et les racines
de l'équation (4)? et considérons en particulier celles qui corres-
pondent aux coefficients nuls* On obtient un système de (n — k— i)
équations linéaires en u^ ^3, . . . ^ u^./^^ :

(2)

U^ •+ t7i==0,

if 3 "4" ^i o-i •4- cr.^ == o,

Hri^^i 0^ "+- Un^k-y. 0"/t+. l, ̂  û -

Le 'déÊerminant de ce système est une fonction des ô," qui ne peut
être identiquement nulle au voisinage d'un point quelconque du
domaine (D). En effet, c''est un polynôme en y^ y ^ y . . . , y/^ ; en
fixant toutes ces variables, sauf ji par exemple, on aurait un polynôme
en r^ qui s'annulerait en tous les points d'un arc du cercle un i t é ,
donc serait identiquement nul. En répétant le raisonnement, on voit
que le déterminant serait identiquement nul , en considérant y^Va,...,
y/c+i comme des variables arbitraires: on en déduirait que l'équation (4)
a toujours une racine infinie quels que soient ses coefficientsyou que
l'on peut se donner arbitrairement (k+ 2) de ses racines au moins,
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ce qui est absurde. On peut donc résoudre ie système (S) en tous les
points de (D), à l'exception d'un contmuum(r) à k dimensions au plus,

Ayant ainsi, les U{ en fonction des 6^ portons-les dans les inéga-
lités (5); on oblient un système d'inégalités en 6 , , 9^ . . ., 9/,,^
(6) 9^>o ( ^ = = 1 , 9 - , . . . , w ) .

..Si ce système est compatible^ il définit une portion (A) à (k 4- i) dimen-
sions du domaine (D). Soit (F) la frontière du domaine ouvert (A); le
domaine fermé (A -+- F) sera défini par les inégalités
(6') ^.^ { V - ^ l , 9., . . ., /H ) .

On déduit alors de la relation
(— i )/^== ̂ ..+- u^ a- ,"•(-. . .

rexpression de Ç en fonction des O/, en tout point non situé sur (F).
Cette fonction reste bornée dans (A + F—F) diaprés le théorème de
M. Moatel; soitM^ son maximum. D'autre part, sur (F), le système (£)
ne peut avoir de solutions où certains des iii seraient infinis, les candi"
tions (5) restant vérifiées: car^ si l'équation (4) a une racine inf inie ,
elle en a_p au moins;» et les conditions (5) expriment que h—i <^p
racines au plus sont de modules supérieurs à un. Nous devons donc
supposer que Je système (S) est indéterminé, ce qui donnera pour J ^ |
une fonction des 6/ et d'un certain nombre des 11, qui restent arbi-
traires, Fensemble de ces variables devant naturellement toujours
vérifier les inégalités (ou, à la limite^ égalités) qu'on déduit de (5).
Soit Ma le maximum de ^[ sur (F) dans ces conditions (1); si M est le
plus grand des deux nombres Mo M^y ce sera la limite exacte cher-
chée, d'après le théorème de M. Biernacki, pourvu que cette limite
soit atteinte lorsqu'il y a au moins {k 4- i) racines de même module.

Pour achever le raisonnement, il faudra donc faire les calculs ana-

(1) Si dans1 rexpression de ^ .sur (.F), on laisse fixes les ^/; on obtient1 une
fonction.hûlûmorphtë des Ui qui restent a i^bitra ires ; le maximum du modale de

.cette fonctioïtjae peut donc1 être1 Atteint que1 lorsque ces qBaïtti té»-atteignent1 .la
i'rontière.de.'ieiar'-dôijtïaiiie'de 'variatio-n ; par -corxs.éq'aent^ lorsque .Mg-e'st,atteint,
il. y a au.. m.oins.'(Â' 4-- 2) racines^ de... (3.) ayant nciâme. naodule. . 1 1 . 1 1 , •
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lègues pour les équations obtenues en annulant successivement
a/,, a/,_^ . .. dans (3) jusqu'à Inéquation quadrinome

î -+- x^ ~\- Oi x^ -i- a^ xn-t= o

incluse. On obtient ainsi une suite de nombres M, M7, M", . . . dont le
plus grand donne la limite cherchée.

3. Nous avons supposé les inégalités (6) compatibles; il se peut
qu il non soit pas ûinsi, autrement dit, que l 'un au moins des ̂  doive
nécessairement s 'annuler comme conséquence du, système (SY Dans
ces conditions, la valeur exacte de p ne pourra être atteinte si a/,^0y
que pour une équation ayant au 'moins (^+2) racines de module p ;
il est alors plus commode, pour calculer cette valeur, de reprendre la
méthode précédente, en supposant qu^il y a exacternent(k +• 2) racines
de module p, puis, si les nouvelles inégalités sont encore incompa-
tibles, en supposant qu'il y en a ( / -+3^ et ainsi de suite, jusqu 'au
moment où l'on arrive à un système d'inégalités compatibles. •

D'ailleurs, en pratique, même si le système (6) est compatible, il
arrivera que les calculs seront trop pénibles pour être poussés jusqu'au
bout, on pourra simplement obtenir une borne supérieure de o; au
contraire, il se peut que les calculs soient p lus simples en supposant
qu'il y a plus de (A -4-1) racines de module p, si cela est possible, natu-
rellement. Les valeurs ainsi obtenues donneront des bornes inférieures
de p.

Il importe donc de connaître a priori^ d'après la forme de l'équa-
tion (4),les valeurs possibles du nombre des racines de cette équa-
tion, de module égal à un, pour lesquelles les inégalités (6) sont
compatibles. Sans pouvoir donner de critère général résolvant la
question, je vais toutefois indiquer quelques propositions sur ce
sujet, dans le cas simple où À === î.

4. Supposons donc que l'équation (4)ait exactement ( n — Q racines
de module un, les/ autres racines étant intérieures au cercle unité, et
différentes de zéro (^). Les conditions (5) prennent ici la forme sui-

(3) On peut toujours faire ceUe supposition, puisque l'hypothèse contraire
sera certainement examinée lorsqu'on fera a/c==:o.
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vante ([i0è], p. i34) : ilest nécessaire et suffisant que les l déterminants

ô^

0 /// ^/_( Ul-^ï 0

/ / 1 l

//„ / • / 1

o o ui r//_)

o o o ni

Hf^ /7/,_v4,i . . . ... / / / 0 0 . . .

{V =0, l, . . ., l— l -, U^=l)

///„/

Ul^W

///-.v^

///

/^

?/^1

soient tous positifs (1'1). Remarquons que o/ n^est autre, au si^ne près,
que le résultant des polynômes

/( .r ) ==: .̂ -̂h //, ̂ /-1 -4- . . . 4- /(./.
et

y'^,^) == ^/^/-..(•••- ^7-1 ^;•ll"'t "•ï- • • • --ï- ^i ̂  • • + - 1 =-= ̂ \/ ( -,..-,-, -.^/(y.
Nous utiliserons les relations

cr^== cr//.,.../.,.,.̂ ^cr,/,..7 ( p. •= o, î , . . ., //, — /, avec cr^=: l '),

qui résultent immédiatement de la définition des a/:. Tirons-en tout
de suite une conséquence évidente : on ne peut avoir l=o que si le
terme de degré p figure effectivement dans V équation (4)? puisque Ç ̂  o.

La fonDe même des relations (7) nous amène à porter notre atten-
tion sur l'existence de lacunes symétriques dans l'équation (4); n o u s
entendons par là deux lacunes équidistantes des termes extrêmes,
autrement dit, telles que les termes de degrés

n --- /', /// — /' --- ï ,
et

/•< "-
manquent simultanément dans (4) (2).

(1) .-̂  désigne, comme (Thabitude, le nombre conjugué de .y.
( ï) D'après cette défînil ion, ou bien deux lacunes symétriques n'ont aucun

Ann. Éc. Norm^ (3) , XLVÏÏÏ . — JUILLET i^Si. 33
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Supposons qu^il existe (Jeux lacunes symétriques. Nous distingue-
rons plusieurs cas :

i° r^s. Supposons d'abord l=s, et écrivons les équations du sys-
tème (S) correspondant aux termes des lacunes, soient

O-r-^- 0'r-i ^•i. •+- O'/._.^a4- . . . -h 0-1 ltr-,\ 4" 0,-= 0,

Cry .̂i 4- (7^?./j 4- . . . 4~ (7, U.r 4- ^-r-H ̂  O-,

(8) ' \ <7,s-4- O-.̂ , ^j 4- . . . 4- O-, //.s-, 4- ^•.s-== 0,

(7^4-1 + o".y^,i -4~ . • • "i~ o'î ^.s-i + cr, //,,.=: o,

î7/.4-,.-.| -4~ O'r^^U^ -+-...+ 0-rUs-^\ -+- Vr \ 1(^~=. 0 ;

cr/^_,ç^,s—/-~t~ O"/M-I .̂,.,..-r-,..i + » • • -+" o'/,,...-/.--,s-^-.ç=- o,

0"/,-,ç/7,ç_,/,_, •-(- 0-,,,,,s.-i /./.A--.,- 4- . . .-4- CT-rt..-,,.. ,.„„..„,,..,, ̂ .,=0,

(9) ^ (7//-,..,, '-i- cr̂ ..,.,,....., ̂ i ~|- . . . + ov.-.^^= 0,

j O-,/.»,,̂ ,-,, -h (7/̂ ..,,,,..̂ t -1-- . . . --i" CT-//,.,...̂ ,,....., //^=: 0,

' (7/̂ ./..-,<.i.., -l1- a-/,..^.,.,^/i 4- . . . -4-- o-n.--,-- •^ ,-i f^'^- ( 1 > •

Prenons les conjuguées des équations (9), et appliquons les rela-
tions (7) ; il vient, après multiplication par cr,,̂ . ̂  o,

(7/.//.,,-1-~ 0"/---i ^•--.-i --h • • . -h 0"| //..S......7..J..I -1-- //.^-../.:= 0,

0-/.4») «,ç4" o'̂ /,/-,s-,-....., 4- . . . 4- Ti n^.r 4- •̂-/•-,.... i := <"),
. . . . . . . . . . . . . . . » . . , . . . . . . . . . . . . , . , . . . . . . )

( 1 0 ) { or., /7ç -h ... 4- a"i ?r i 4- l === o,

0".̂  //.A. -+- . . .4- (7.̂ 1 4- O", == 0,

<7,-4,-,̂ ( l/.ç4- ... 4- cr/.f/,, 4- o"/1-..-..! = <>.

(8) et (10) forment un système de 2,? équations linéaires homogènes-,
satisfaites par les ( r - ^ s ) quantités i, a^ 0-3, . . .1, cr/.. (,,,„,. Tout déter-
minant d'ordre (r + .?) extrait du tableau des coefficients est donc nul .

terme commun, ou bien elles sont confondues, et r =: : : : /<—/•—^ 4-1 ; nous
dirons dans ce dernier cas que la lacune est a atosy métrique,



POLYNOMKS ET FONCTIONS BORNEES D'UNE VARIABLE COMPLEXE. 239

Or, ce tableau
I 0 0

//A- //.,._i ... . . . . . . 1 (> ... 0

0 .̂,,. ... . . . . . . //, l ... 0

0 0 . . . If.^ //.,,.„„, . . . . . . . . I

U^.r 1 < .s-.....-/- M . . . .̂-i ff., 0

/^,,,,...> //.s- . ) ! ( . < ; 0

U', . . . .... . . . . . . If f; 0 ... 0

1 ... .... . . . . . . //.^,i f/x - . . 0

(> 0 . . . I fl \

n'est autre que le résultant de/(»r) et/^r) dont,on a. enlevé les
(.y—"/•) premières colonnes. En développant le résultant suivant ces
( s — r) colon nés, on voit qu' i l est nul ; les conditions (5) ne peuvent donc
être toutes vérifiées.

l i e n est de même si , r^/<^.y; on considérera seulement les /pre-
mières équations des systèmes (8) et(io).

On a donc certainement, dans ce cas y l <^ r ou l ̂ > s.

2° ,y<^r. Supposons encore /=.y et procédons comme ci-dessus; on
obtient un système

/ <r/.-î- (7,......,.̂  //, 4- . . . -4- ffr--^^'— 0^

cr/.4.,i --i- a/-^i 4- . < . •• V- ov.,.,̂ ,, -̂.s.=^ 0,
. . . „ . . . . . . . . . . . . . , . . . . . . . * * * • • ,

^/•..i.,<.-| •+- 0"/..+,A-.~..a ̂  l + . • . -+• O'r-.-l -̂,ï=~" <">î

cr,.//., 4" <7,..,..̂  //.<....., -I- . . . -{- '7,..,,....,== o,

G",. ( • • ) ^-.ï -l-' cr/' ̂ .-.'-l "+" - • • •"+"" ^/-.^M :=: ^^^

0-r^.^-i ^^~{- Or^-s^-i -^••' • • • 4- Vr.-\ ̂  <'>

de 2.y équations linéaires et horoogènes à 2,y inconnues a'r-.v, ^r-.r-.i^?
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a^,_,. Le déterminant de ce système est le résultant de/(a;) et/*(^).
Donc, ou bien les conditions (5) ne sont pas vérifiées^ ou bien on a

o"/._^== cr /•--.., s- 4,.)::::::: • • •"^ cr,.,^1-1!::::::=: °"

Si l<^s, on raisonnera de même en ne prenant que 2.1 équations; on
arrive également aux mêmes conclusions lorsque, dans le premier
cas, on suppose l<^r.

En définitive, on voit que lorsque l'équation a deux lacunes symé-
triques, les conditions (5) ne peuvent être vérifiées que si /> s, ou si l est
inférieur au plus petit des deux nombres r et s y et que Pon a

0-/^_/== CT/..-./4-j ==...== (7,..== O'/.+.i = • • •= 0"/-4-A---l :=- °'

5. II est parfois possible de lever l'alternative qui subsiste dans ce
résultat. Par hypothèse» l 'un au moins des termes de degrés ( r— i)et
Çn—r+t) figure dans l'équation (4) ; s apposons qu'un seul d'entre eux
y figure effectivement, soit par exemple le terme de degré ( r — ï ) .
'Alors, le terme de degré (n — 7*4" i) ayant, son coefficient nul , on a
( i3 ) <7/..,»,i 4" ov.,.^ î •-1- . . . 4" cr/.,.,,,../ ,̂/.,.»i 4" a-r-i-1 ///=== o.

Si les conditions (iâ) sont vérifiées, comme, par hypothèse, u^ o,
on a a^t-i =o- Donc, le coefficient du terme de degré ( r—i) doit
être aussi nul , en vertu de la relation conjuguée de (i3). On raisonne
de même lorsque c'est le terme de degré (r — ï ) qui ne figure pas
dans(4).

Par suite, si r===p 4- i, et si le terme de degré ? ne figure pas dans
l'équation (4)? on a certainement Z> s^ puisque Ç = ^ = o ; il en est de
même si, dans cet énoncé, on remplace l'hypothèse r==p4- i par
r-+-s=p.

En général, on peut continuer à appliquer le procédé qui vientd'ètre
indiqué jusqu'au moment où l'on rencontre deux termes symétriques
figurant dans (4). Par suite^ si l'équation (4) na pas de termes symé-
triques^ on a nécessairement l^> s. Il en est ainsi , en particulier, si
l'équation (3) a la forme

i 4- x^ 4- a^ xf'^ 4" a ^ x i ' " ^ ' ~-\- . . . 4- c i k X ' ^ ' " ^ ' == o,

lorsque p 71^ est pas un multiple de <y. On voit alors que si q<^py oï1 a
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Z^g; si q^>p^ l est au moins égal au plus grand des deux nombres
p e l ( g - p ) .

Si l'équation (4) a des termes symétriques^ soient À et ('71— A) les
degrés des premiers que l'on rencont re ; . si A^J, on déduit donc de
(12) que l'on a aussi
( I /| ) '7),..-/4,.,i == (7),_/+^ == . . . .== (7/....,..../.._i ==0.

Mais si A <^, on a rencontré, dans l'application de la méthode,
l'équation

07 4- cr/»..,, / / i 4- . . . 4" CT) ///..,i 41- i l /.--== o,

où tous les CT sont nuls, d'où 11,, ==o, ce qui est contraire à rhypothèse.
DonCy si l<^r et S y on a nécessairement Z^A, ety dans ce casy il faut
ajouter aux relations (ï 2) les équations (i/i), qui en sont une consé-
quence. D'ailleurs, en opérant de même à partir du terme de degré
(/. 4- ^ — i^ on déduit encore de (ï 2) que l'on a
( 1 5 ) o-/.4..ï== or/.,..),,,„.) ==...== 0^-} == o.

'si les degrés des premiers termes symétriques qu'on rencontrede cette
manière sont ;̂  et (n—[j.).

Parmi, les inégalités (5), nous n'avons utilisé, dans les raisonne-
ments qui précèdent, que la dernière, $,;>• o; on peut se demander s'il
est possible cFaIlerplus loin en u t i l i s an t les autres inégalités. Il en sera
bien ainsi dans le premier exemple que nous allons traiter; toutefois,.
il estasses douteux qu'en général l'utilisation de toutes les inégalités
donne de nou'velles condi t ions pour l, car dans le cas simple où.
7'==:.?=== 2, le calcul, montre qu'on peut prendre /=== 3 et choisir u^ u.^
u^, de façon à rendre lesinégalités (5) compatibles avec le système (S).

G. Nous allons maintenant appliquer les considérations générales
qui précèdent à quelques types de polynômes.
( ï ) i 4- x^ 4-- ;̂; x^ 4- a,, .̂ " 4" . . . -1- <^//-a ̂ n""ï• -4- an x'1 •=. o.

1° Cherchons d'abord la l imite des modules de deux racines.
Inéquation (4) correspondante a au plus deux racines de modules dif-
férents de un. Le système (2) devient ici

( 1 6 )
CT(4-- ^i-=o,

//y(T,/_;j4- 1< ) O"//.^ =r 0.
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Le déterminant est G',^:== ai cr^ ; il s 'annule donc avec a i . Supposons
d'abord a, 7^0; en prenant la conjuguée de la deuxième équation (16),
on a

,, . / / ,«.,cr,i-h »i~-= o, don //y :=-•:,,--9
^ i

et comme
/ / , l^±0, j ^ [ = = : I .

I l y a donc toujours une racine de (4) au plus extérieure au cercle
unité, les condi t ions (6) disparaissent,, on peut faire varier les 0, arbi-
trairement.

On a
t 0"i^ == cr^ 4- o'i ^, -I- n^ == o"^ —• (T] -•1- .„,;:- -

(îr.i

II serait aisé de trouver les condi t ions dans lesquelles cette quant i té
atteint son module maximum, mais on peut ^e dispenser de tout
calcul, en remarquant qu'en prenant tous les 6/- nuls , il vient

^ ̂ ZL-̂ ^^LrJD ..- ( „ .....„.,„, ). 4.., ̂  „ ̂ «(IL_11.

Or la quantité i/-^—;——'-n'est autre que la limite de M.. Biernacki;
c^est donc la valeur exacte cherchée, et il est inut i le d^exâminer les
cas a, === ô et a^=o.

2° Passons à la recherche de la limite du module d 'une racine. Il y
a deux lacunes symétriques, et l'on a r==.y ==: i ; donc /== o ou /== 2.

Si/==2, (£) se réduit au système (ï6). Lorsque a,^o oti voit,
comme ci-dessus, que [^ ^ = = = i * Les conditions (5) ne peuvent être
remplies (1); on a donc nécessairement

/::=:?. avec o",:-r=:o, ou /=.-:.-: o.

Supposons d 'abord/== o. On a
.̂-.̂ LCTa avec GT.I ==:<").

C1) C^est le cas auquel aous avons fait allusion plus haut; ici

. Ô) == Ï — ! U.^ j3, ^:= (l — ] /^ ^ ) ..— ^ ^ / / ^ —,, / / , |5
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En général, posons
/;^s^'-

D'après les formules de Newton,

s.,
— avec .s, •==- o.

Le problème revient à chercher le maximum de |^ | lorsque.^ = o,
On a évidemment dans tous les cas|,^j^, Si, n est pair, cette valeur
maxima est atteinte; il suffi t de prendre

^=^=...=^==0,

0, ==^ :=...== ^==:7T.
.̂4...) ^4-a

Le problème est plus délicat lorsque ^est impair. On peut évidemment
supposer ^2 réel. et positif, en ajoutant au besoin un même angle à tous
'les 6(-. Il s^agit donc de trouver le max imum de

//
.̂  ==: ^ COS 9. 0\

avec les conditions
// // //

( 1 7 ) -^ co s 0\ == o, ^, si n Q\ -=. o, ^> si n 2 0\ •= o.
/, =: i , /, ;:= ) /, •-= i

Appliquons la méthode des multiplicateurs de Lagrange : ^i, ^3, p-y
étant des constantes, nous annulerons les dérivées par rapport aux
0,de " //. // //

.ï.-=:.^4- ^.1'ycôs^-i- [J^ ̂  sin^4~ ̂ t^sina^, , \

ce qui donne pour tous les ô>, la même équation

(18) , cp ( Q ) ss — 2 yln 2 ̂  ""- ij., sin 0 •+• pî  cos Q •4- a p» c,os a 0 = û. ,
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D'ailleurs, si l'on forme fi
^9(^)^0,

on obtient 2 [j^ s^ == o, et comme ^2 7^ o, ;̂  == o.
Ceci posé, l 'équation (18) à au plus quatre racines distinctes en 9;

donc, lorsque le maximum est atteint, les 0 prennent quatre valeurs dis-
tinctes au plus (d 'ai l leurs, comme n est impair, il y à au moins trois
valeurs distinctes). Soient 0,,, ÔaA, ô/, les solutions de (ï8), n^ n^
n.^ n, les nombres des 0>. qui sont respectivement égaux à ces valeurs,
avec
( 1 <} ) //. i -h //. 2 "(- // ;; 4- // /„ == / / .

Comme trois des n, au moins sont différents de zéro, il y en'1 a deux
au moins qui ont la même parité, soient n,, et n^ pour fixer les idées.
Laissons fixes n.^ et ^4, e tdonnons à n^ et n^ toutes les valeurs entières
non négatives, satisfaisant à (19). On peut considérera comme une
fonction de O , , Oy , 9;^ 64 et des variables n^ n.^ liées par (19); cher-
chons les conditions pour que cette fonction admette un maximum
lorsqu'on généralise le problème en supposant que n^ et n^ puissent
prendre des valeurs quelconques (1). Il faut alors ajouter à (18) l'équa-

ôz (h . , , :tion — = —, ce qui donne
<Mi ()n^ i

OÙ
/(Ô,)=/(^),

/ ( Q ) ES ces 2 6 -|~ pi cos 0 -h p.a sin Ô.

Comme ^(O):^/7^) on voit que, dans notre problème généralisé,
lorsque le maximum est atteint, il existe une valeur a telle que Inéqua-
tion /(9) — û = o ait deux racines doubles.

S^il en est ainsi , on peut, en posant ^^ t ang" -? écrire identique-
ment

/W-^A^^

( 1 ) Nous nous inspirons ici cTuii procédé employé par M. Biernackî ( f9 | ,
p. 64 0 dans l'étude (Tuiie question analogue.
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A étant une constante. Un calcul élémentaire montre alors qu'en
dehors de t\ et îa, les autres racines de la dérivée sont

ô,-{-e., 6,-hô,,
/;;== tan g ———'- î /.,,„:== - - col ——7—" •

On a donc nécessairement
- /9,-4-6L . ^-4-6'. ,
Q^^_ J.————^ (j^ J———: -|-, TT = ̂  -+- 7T.

Mais comme ^;(==o, l 'équation (18) ne peut admettre les racines Oy
et 63 -+- T. que si,

sin 'î Ô:;== o,

d'où 63 == o ou 63 ===7r (en supposant que 0:1 est celui des deux angles
9;» et O/,, compris entre o ctr.). On en tire, d'après (17), ^ === ^2-

Revenons alors au problème proposé; pour chaque système de
valeurs entières de n, et n^, lorsque n^ et /i/, sont fixés, s^ a un maxi-
mum <I>(rAi) , lorsqu'on fait varier l e s O ; torsque n,, prend toutes les
valeurs entières de o à n — {n., + n,), <t>(^,)â, d'après ce qui précède,
un seul extremum à l ' in tér ieur de cet intervalle, pour

n. :r= n „
//, — (//.;; 4- fit,}

(nombre ent ier d'après l'hypothèse du début). Rien ne prouve d'ail-
leurs a priori que ce soit un véritable maximum, mais on en déduit
qu'on peut se borner, pour la recherche du maximum, âne considérer
que ce cas, et celui où l 'un des n, est nul. D'ailleurs, comme, dans ce
dernier cas, les trois autres n, sont différents de zéro, il yen a deux de
même parité^ soient encore n, et ^a; on peut recommencer le raison-
nement, et l'on retombera sur le cas précédent (avecn.:s==o ou ^4 ==o),
ou sur le cas où l'un des trois n, est égal à un (puisque c'est la plus
petite valeur qu^i l s puissent prendre); et, si l'on se trouve dans ce
dernier cas, les deux autres n, sont nécessairement égaux, puisqu'il
existe, d'après (:i7), un triangle ayant pour côtés n^ n^, i, d'où
n^>n^— ï , n^n^ — i, ce qui n'est possible que si n^ ==712, ces deux
nombres ayant même parité.

Une fois ramenée ainsi à l'étude d'un seul cas, la recherche du maxi"
Ânn. Êc. Norrn., ( 3 ) , XLV1ÏÏ. — JUILLET î Q à ï . ^4
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nium se réduit à on problème d'algèbre élémentaire. Gomme on passe
du cas 63 ==.o au cas 63 == - en ajoutante à tous les 6, donc en chan-
geant A\, de signe, on peut se borner, par exemple, à étudier le cas
6 y === ^5 en cherchant alors le maximum de |^.j |. On a donc Qy = r. — 6,
et, d'après (17),

. , n^~~- n;,,
Sin^rrr —————1,

o / / i

d'où
(n^—n.^ ( / / , - - / / .J2

.y, == a/?., — —'———•— — (n.. -{- //,j == 4 /?. — -—î———-— — //..
^i ' " //.,

n^ étant fixé, cette quantité est maximum pour n^ — n:», == î , mininium
pour n^ === o, 7i/. === n — in^ Dans le premier cas,

^ ' /^!

est maximum avec n^ donc pourn i == ^~~-i, ce qui donne

,. _./<' (//' ~1" 3 )•i /•/, „.-.,-. î
Dans le second

, / (n — %//.i Y ,, /r-1
À\,==: 4^,^ —- —————LL ...,.„„. ,/, .̂3 3,^. _. _ .,

^ " ^ ^1 //..,

minimum avec n ^ ; d'ailleurs, on doit avoir (relation entre les côtés
d'un triangle)

/•^-==/<, — 2/'^$ 2/^1 ou ^ i ^ r '

d'où, si n===4j) -4- i, n., ==yj 4- î ,

^ ,,[3 ̂ , ^LJLl1 ̂  fiLîLril),
L ./> -+-J J ^ -^ »

î , i~l^L_9),^^-^ ,,^.3 î

et si n === 4^> -+- 3, ^i ==j9 + i,

. ! :.^nf3~..4^+31^,^:-^L, ..j'^^Li^LrJi).' l̂  p .̂ i j p ..^ î , • " • n .....^ î ,
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La comparaison entre ces expressions montre que, f ina lement , le
maximum de \ s^ a pour valeur ——^—' lorsque s ^ = o.

En revenant à la recherche de la l imite du module d'une racine
de (I), on voit qu'on obtient les valeurs

/// . . /// ( // - - 3 ) ./// . . /Tu
o -= i / ^ si //. est pai r, o ̂  4/ -^( • - > < ) ) o = i / si // est pair, o -=^ i / —-————- si n est impair./ i i / - l • i / ' ». ( /z — i )

Pour être assuré que ces valeurs sont bien les l imites exactes, il reste
à étudier les cas / = = 2 [le dé terminant de (16) étant alors nu l ]
et a,, == o.

Si 1=2. avec a, == o, on en déduit u^ == o, d'où y/^,, ==—j/i, la
valeur absolue de ces deux racines restant arbitraire et égale à \/| u^ |;
donc, pour satisfaire aux conditions (5), il f a u t j ^ l ^ ï . 0" a dans ce

• ' ^ y^,^ /f ̂

(ja et u^ étant des variables indépendantes; le maximum est atteint
lorsque] u^ ==.ï , donCy lorsque toutes les racines ont même module;
on retombe ainsi sur le cas précédent.

Il reste à examiner l'hypothèse a, ,==o; on est ramené au type de
polynôme que nous a l lons étudier comme deuxième exemple.

7. ( II ) i -4~ ^•î 4-- a^.ï^ 4- . . . •+• 0^"'==- <>-

Pour la l imi te de deu.xracin.es, on est dans le cas étudié par M. Van

Vieck et Ai. .Biernaoki ; la valeur exacte est i / ^ — - ^ — — •
Cherchons la l imite du module d'une racine. Le système (S) se

réduit ici. à la seule équation
cr.i -i- //i == o

et les conditions (G) à
. ^ 1 ^ , ^- .

On a ensuite
: a^ -h 0] a i, = cry — cr2 :

Pour obtenir le maximum de ] ^ |, donnons à ^ une valeur fixe o^ de
module compris entre o et î , et qu^on peut toujours supposer réelle et
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positive; a2-!-".^ [ a dans ces conditions un maximum, fonction de a,
dont la plus grande valeur, lorsque a variera de o à ï , donnera la
valeur maxima de | 2^ |.

Remarquons d'abord que, puisque [ ^ i | = [ CTI [ ^ i et (.^ \^n — i, on
a toujours |Ç ^t/^' Si n est pair , cette valeur est la l imite exacte,
étant atteinte pour

Ç,=.^=...=^=o,

.̂.-.-.î  ̂ L..^" • .^^----I^TT.
î "t" î "r J

Pour n impair, il faut refaire un raisonnement analogue à celui du
paragraphe précédent, en considérant ici la fonction

( //•— l \ a /n . l \ 2

z = \ a2 + .y, îî = a3 4" ̂  cas 2 0, ) -1- ( '̂  si n ̂  0, ^ .
A==I / \ À = ) /

On trouve comme précédemment que les 0 prennent quatre valeurs
distinctes au plus lorsqu'il y a maximum. On ai^ra ici

/ / , -4- n^ "+- /'/:{ 4" //./,,==• //- ••"•-- î

et comme n est impair , il y a toujours deux n, de même parité (même.
si les deux autres sont nuls). On trouve alors, comme ci-dessus

^^, ' ^ ,̂.--..

Mais il n'en résulte plus aussi immédia tement que O^ est nul : cet
angle satisfait seulement aux relations

( n~-\ \ , n^\

( 2 ' ) 2 sin 2 h} cos a e:! "̂ " ( aî "'" 2 cos ^ fh} si n Â Ê/;î =: oî

'/•"~::^ / \ ).:=l /
n — 1

(^) ^cos^—a,

//. '— i

(^) , . ^sme,=:o.
'/, ~= î

On a ainsi trois équations par rapport aux deux inconnues 6^^
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çt ^i-Z_. Quelque soit a, elles admettent la solution 63=0, ce qui
entraîne n^ ==712; mais, pour qu'elles aient d'autres solutions com-
munes, il faut que a vérifie une relation algébrique, non identique-
ment nul le , à coefficients entiers [on formerait aisément cette relation
à l'aide d'un raisonnement géométrique simple, en remarquant que
l'équation (21) s'écrit aî^a2^ -y-j) = 263, à n presj. Cette relation
n^est donc satisfaite que par des valeurs isolées de a; or, il est bien
évident que le maximum de z est une fonction continue de a; ces
valeurs ne sauraient donc convenir. Comme dans l'exemple précédent,
on est ramené à chercher le maximum de z dans le cas où Q;(=O,
0, == T^ 71, = n^, ou dans le cas où n:; == n^ == o et où 71.1 (ou n^ ) prend
la plus petite valeur compatible avec les relations (22) et (a3);
mais ici;, comme a^ i , on ne peut avoir n^+n^-^n—i que si
7^=7^= /A-—1-, en vertu des relations entre les côtés d'un triangle;
on retombe alors sur une particularisation du premier cas. Il reste
donc à chercher le maximum du module de

( y „)_ n ............. n y

y:-1 H...... .Ç., = ̂  1--- f\ fi i -4- ——————-————— -1- // — 1 -n,

En procédant comme dans le premier exemple, on trouve sans diffi-
culté que ce maximum est égal à (n — i) et est a t te in t pour a == 05
7^= 7i/, ==o; d'où la valeur t/^—-1- pour le maximum de [S; | . Cette
valeur étant atteinte pour a / ,===o , il faut vérifier que c'est aussi la
l imi te du module d'une racine de l 'équation

i + a^^ a^ -4- . . . + a,^i ̂ n~ï == o.

Mais comme (n — i) est pair, ceci résulte du début du paragraphe.
II. reste encore à voir si les limites relatives aux équations obtenues

en annulant successivement a,^i, a/^a, ... ne seraient pas supérieures
à celles qu'on vient de déterminer; i l n 'en est rien, d'après la forme
même de ces limites en fonction du degré de l'équation.

Ains i , la limite supérieure du module d'une racine de F équation (II)

est égale à \/ ^{nL} ( f) ; '" ^ ̂  impair^ elle est atteinte pour a« = o.

( ' ) Nous désignons par .ÏÎ(.'-r/') la partie entière du nombre positifs.
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La comparaison de celte l imite avec les valeurs (20) montre que ces
valeurs sont bien les limites exactes d'une racine de V équation ( i).

8. (1IÏ) i.4-^+^..r''+ ^,.^+...+ a/^^-o.

Cherchons d'abord la limite de deux racines. Les calculs exacts étant:
trop compliqués, nous nous bornerons à calculer la valeur asympto-
tique de cette limite lorsque n croît indéfiniment.

On a ici k-\- i == n — 2, ce qui donne, pour le système (S)

«!
• (J) 4- Ui = 0,

CT:} -h (7.̂  //.-, 4- G^ M.̂  r=r o.

Le déterminant est égal à cr., ; supposons-le d'abord dif férent de %éro.
Les conditions (5) doivent exprimer qu'une au plus des deux quan-
tités Yn-ïy Jn ^st extérieure au cercle unité. D'après les formules
données par M. Cohn ([11"), p. i35), ceci s'exprime par l ' un ique con-
dition

| U^ ^ — 1 <: ( ( \ ( ( - ^ -'--- K\ |.

On en. déduit tout de suite une l i m i t e de \u^\ en fonction de \u\ |, car
[ //.. l^— i <: j ^i ( i + | u. \ " } ,

d^où
(^} ' , , ! 1 ! ! ' ;^ ,^ï 4 - 1 / / , | f 1 ) .

'D'autre part, d'après les formules de Newton, on tire de (24)

d'où

et par suite

/ / ,==~-~^,, ^r:^—. (:)//^,,

^i l't1-1-- T—f — •r—F)^^!^^" - - - 1 1 - 1 " ^\ 1 '^i 1 i ^ i ] /

\ .̂  j ^ (i, -4" e) "\/n et aussi | //^ | ̂  (i -{-- £ } 'V^.

[nous désignonspar s une quanti té tendant vers zéro avec

( t ) îl est d'aillenrs aisé d^obt.enir direciement celte inégalité; car ^i ).)'/( l ^ î ,
on a

1 | J^ 1 ̂  ^, — Vn [i î -1•111- | ̂  |, 1 d'ÔU , | ^g ; == j J ,̂.,..., J-^ I ̂  Ï -~.i- | //J.



POLYNOMES ET FONCTIONS BORNÉES D'UNE VARIABLE COMPLEXSÎ. 2^1

Comme
p:==<7.,4- M, CT, -+- ^.,==— ^ — :J- -4- «.,,

2 '2

on a, en vertu des inégalités précédentes? jointes à s^ ^ 7 1 — 2 ,

(^) , ;^(,+s)^.

Si l'on suppose cr, === o, il faut, pour que (a4) soit indéterminé,
que CT;}===O, On a alors r^ == o, et Uy est arbitraire sous la condi-
tion | u^ |$i. D'où

"' '.ï.

et l'inégalité (26) est encore valable.
Nous allons voir que i / ^ est la valeur asyrnptotique cherchée. Cela

résulte du calcul de la limite cTu-ne racine. Comme Inéquation (III) est
un cas part iculier de l 'équation (II), cette l imite est inférieure ou

égale à i / E ( - ) ; d'autre party l'équation particulière (II), dont toutes

les racines sont, en modules, supérieures ou. égales a i/E( 7 p ^ tous
ses termes de degrés impairs nuls; c^est donc une équation (III) particu-
lière. On voit donc, sans autre calcul, que la limite exacte d^une racine

de (III) est égale à i / , E ( ~ ) "Comme cette valeur est une borne infé-
rieure pour la limite de deux racines, la limite de deux racines de ( I I I )
est asymptûtiquernent égale à la limite d'une racine, [railleurs, un
calcul, exact montre que pour n = = 4 » 5 et 6, ces deux limites sont
rigoureusement égales.

Les résultats précédents subsistent intégralement lorsque, dans
l 'équation ( I I I ) , on assujettit à s'annuler un nombre quelconque de
termes de degrés impairs. Il est assez remarquable que rannulation du
terme de degré trois dans (II) suffise seule à ramener la l imite de deux
racines, de la valeur de M. Biernacki, à la racine carrée de cette valeur
(au facteur indépendant de n près), et que l 'annulation d'un nombre
quelconque d^aufcres termes de degrés impairs n'amène plus de modi-
fications sensibles. . , ! . ; . ! , '
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On a des résultats moins précis lorsque, dans (II), au lieu d 'annuler
le terme en ,z"\ on annule un terme quelconque de degré impair
(2jp+ i) indépendant de n. La seconde équation (24) est alors rem-
placée par

cr.̂ ,̂  4- ^^pU\ 4" ^•^—\ (t.^~==. o.

Mais si l'on tient compte des formules de N.ewton ( ' ) , et de Finéga-
lité (aS) toujours valable, on déduit de l'équation précédente l'iné-
galité '

1.9,l^'^ .y, |, 1 ^ 1 , ..., \^\},

<t> étant un polynôme de degré au plus égal à 2p, par rapport à.
l'ensemble des variables | .̂  |, .y^ |, .. . J ,̂ , \ ; comme | Sn, \ ̂ n — 2 quel
que soit m,

-IEi « \<Kn^\

K é tant une constante ne dépendant que de jp; on arrive d'ailleurs à
une inégali té de même forme quand on suppose le dé terminant de (S)
nul. On a donc, au lieu de (26), l'inégalil.é

, /K ^
i\/;^

pour la limite de deux racines. La l imite d'une racine est toujours

égale à i / E ( - | . Si l'on annule de même dans (II) un terme de degré
pair ip indépendant de n, on a encore pour la l imite de deux racines,
l ' inégalité

^_
l £ i < K ' / i ^ ,

mais ici la l im i t e d'une racine est seulement inférieure ou égale

'v^-.11 est d'ailleurs aisé d'en donner une meilleure borne supérieure.

( î ) Cet usage des formules de Newton dans ce numéro et dans le su ivant
s'apparente à un procédé de M. Van Vîeck ([8 |, p. 108), déjà employé aupara-
vant, d'ailleurs, par M"M. Carniichael et, M a son,, dans un article du ' .Bul le t in of
thé American Mathematical Society^ t . 21. ï o i ^ , p. i^-y}.^
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On doit en effet, supposer ici a j ^ 2 y l ^ l ^ i dans la discussion du
système (S)» D'où j, |^2. D'autre part, dans l'équalioîi

y.^4- cr^—,i u^ 4~ Œ^p^u^'= o,

où Pon exprime les a en fonction des ^ le premier terme seul contient
un terme de degré p par rapport aux variables autres que .v , , à savoir le
terme en .^f. On en déduit donc, comme ci-dessus,

^—i
\s^\ïK.f/n P ,

d'où, pour la limite d 'une racine, l 'inégalité

Sl^^^

Par contre, on n 'obt ient plus de bornes supérieures meilleures que
pour l 'équation (II) générale,lorsqu'on annu le un terme de cette
équation,, dont le degré croît indéfiniment avec n, ! comme le montre
l'équation (I).

9. Pour terminer la première partie de ce Chapitre, nous allons
chercher V ordre de croissance par rapport à n de la l imite p du module
d'une racine de l'équation la plus générale

(IV) P(^) ss i1 4" a^r-}- a^-h. . .4- a^+ ap^ xf1^ -4- , . .4- a^"==o,

où l'on a fixé les p coefficients a^ a.,, . . . . a^ Nous supposerons
d'abord a^o; on peut alors prendre ^, == i par une transformation
linéaire sur x. Considérons la transformée de l'équation en j====^
avec |^ ==p, et désignons par S^ S^ . . ., S/,, . . . les sommes des
puissances semblables des racines de l'équation en j; on a, quel que
soit m, .

[ ^7) ' ^m \^n•

Écrivons les p premières formules de Newton pour l'équation en y ,
35Ann. Éc. Norm., (3), XLVÏÏÎ. - AOUT î^3i.
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o.» '' ' o,<
•̂  H- -?• 4-2as=o,

C Q C 0
*"/? ^ / ' ) — i ^w_*> ^-/i
^ + j7=ï -+- ̂  ̂  + • . • •+-. ̂ /-i j "+- P^/.= o.

» • ' • • i . " S S SEn é l i m i n a n t — ? ^l? • • • ? —^ entre les m premières équations précé-
dentes, il vient, pour m == j , 2, ...,?,

/ j: -— _ g
S,:=$3(^)S2,

(E)

( S^=<1)^(^^ a,, . . . , a^)S'i\

' " " " • " • " " " " • • " " " • î

S^=^(a,,a,, ...,^)S^
ou

2 a.,
0 0 ... . . 0

l 0 ... . . 0

<^,n ( a.̂  ^:$, ..., a/// ) == 3 a;., <aU M-;; U.tj; 0 ( l ) -

ma,), ^w-i ^/rt-s

Ces déterminants sôntd'ailleursiiés par la formule de récurrence

(28) */„=== ̂ ^-i — ûîst/^a -4- a^,n^ + .. . + (--1)^'-^^^,-^ 4- (— i)7"--1 ma,n.

Soit1 alors < .̂ le déterminant de plus grand indice qui soit différent
de zéro. On a, d'après (27),

(^9) ^s^.
( 1 ) Gette expression n'est autre que le coefficient de .-r̂ 1 dans le développe-

P^.z')
ruent de —-—.5 au signe près, comme il résulte iffîmédiateirieni de la démons-A {••*''/
tration des formules de Newton. . , , ,
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et, si tous les <& sont nuls ,

(3o) i' . p^n.

Nous allons montrer que ces inégalités sont les meilleures, possibles, à un
facteur constant près. Il suffît évidemment pour cela^âe trouver une
famille d'équations pour lesquelles a^ ^, - . . ., dp. oui les valeurs
fixées, dont le degré n croît indéfiniment, et telles que le module de
racine du plus petit module de chacune de ces équations croisse
avec n au moins comme la puissance de n qui figure dans l'inéga-
lité (29) ou l'inégalité (3o) correspondantes.

Examinons d'abord le cas général où <ï^^o. Considérons la fami l l e
des polynômes

n (.r}^^ . °^A^'V1
11/,^(.^}— I-!- ——^——- y

Q//./^-1) étant un polynôme de ,degré p

Q/^(^) 22 ̂ x + a^.^4-. . . --!" w-^xr

choisi de sorte que lesjo premiers coefficients de H^^,{x) soient égaux
à a,,, a^, . . ., a^ On voit immédiatement que les coefficients oc^'' sont
bien déterminés, en fonction de a < , ^3, . . ., a^y et que, à partir d'une
certaine valeur de n, ils sont aussi voisins que l'on veut des coeffi-
cients'du polynôme Q,,(a?) de degré p , tel que ^''^ ait sesj9 premiers
coefficients égaux à a.,, a.j, . . ., a^. En particulier, les modules de ses
coefficients ont une borne supérieuie K indépendante de n.

Or, pour toute racine de II/,. p(^),

1 Q^.,/^'^) ! =::•//

; et, d'autre part,

I Qfi p(^) \ < K.,/> | .x- ^ dès que | x \ > i , , !

d'où ! ' ' w" ' , "" '
i.^^y'

ce qui démontre dans ce'cas la proposition.
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Passons maintenant au cas extrême où

<I^== ^;^==.. . == ̂ == o.

Remarquons d'abord que si

<Ï^== Ct; =:...== <Ï^«i == o,

la formule ('28') donne

4 ,̂== (— s)^-^,-! + (— i.y^ma^

Le cas que nous envisageons n'est donc possible que si mû^=: a .̂.,,
pour w •"== 2, 3, . . . , p, d^)^

^:=^, ^==^,, ..., 0,=^

Nous allons nous restreindre ici aux équations dont le degré est un
mult iple de s^"1. Soient alors

17: /'T; /r.

Considérons le produit

15?̂ == ( i 4" a)</) (i + o.) ; / ) . . . (i 4- ^).

En le développant, on trouve <2p'~~i termes de module un, distincts ou
non. Choisissons notre équation en y qui^ correspond à (IV), de sorte
qu'elle ait -j^ racines égales a chacun de ces termes- On a alors

^^ ̂ (f -!" G)^ (I •4- ̂ î) • - • ( î •-+-(1^) ̂  0 (Âi' = ̂  ̂  . . - , / > }
• e t

i o , ^ , 1 7T ^ TT
0 == i b, ==: ———- TîT, =r. /^. COS -7 COS 7: ... C'OS —•••1- ,

^p~l (\ 6 a/^

ce qui démontre encore que, dans ce cas, l'inégalité (3o) est la meil-
leure, à un facteur constant près.

Nous allons combiner les deux méthodes précédentes pour étudier
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le cas plus compliqué où ^/.^o,

<̂ ,,̂  = <t^ ==,..= ̂  == o.

Nous considérerons ici des équations de degré 7?- == a^^Am, m pouvant
croître indéfiniment.

Pour former ces équations, prenons ( k — i ) nombres a^, 03, ..., a/,,
/?aw, mais quelconques, et soit II^/,(<r) le polynôme de degré km
formé comme il a été dit plus haut, dont les {k + ï) premiers termes
sont

i 4" ;y 4- a^j^ 4-. . . -i-- a/^'

et dont toutes les racines sont supérieures en module à p == \—} ^
,K ne dépendant que des a. Mult ipl ions chacune de ces racines par les
^p-/. termes (de module un) du développement de

CT/,== (i "h 0)Â-.+.,i) (ï. 4- ^.+2) . . . ( î. 4- <«)/,),

les oi) ayant la même signification que ci-dessus; soient x\,x^, . .. ,Xn
les nombres obtenus. Nous allons considérer l'équation (e) de. degré n
ayant pour racines les nombres l—îï"1? . . ., ̂ ; elle est bien de la

^k W/; CT/,
forme

r 4-.:./.••• 4-. . .===0.

Montrons qu'en choisissant convenablement les a, on peut amener
cette équation à être du type (IV), a^, . . ., a,, étant donnés et satis-
faisant aux conditions

*/....,„, = <Ïî/..,^ ==. .. = ̂ p == o.

Ceci va résulter de ce qu'en vertu de (28), si Von se donne arbitrai-
rement les valeurs de ̂ ^Ça^)^ ^(^ay <ï;î), . . ., ^(^a? • • . ? ^)? ̂  valeurs
de Os, 03, .. . y â^ sont bien déterminées. 11 suffit donc que les valeurs
de <&2? ... ? ̂  relatives à deux équations de la forme (3i) soient égales
pour que les valeurs desp premiers coefficients de ces équations soient
égales.

Or, pour l'équation (<?), le relations (E) s'écrivent (avec les mêmes
notations que précédemment, sauf que ç a ici une valeur arbitraire,
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sans rapport avec 3a limite des,racines) :

S ̂ [L±L^±lll̂•2 ^ ' 2 - " a - " 1 1

S..̂  tir̂ lĴ LLî ,;,.!̂ ^ ̂ (a,, a,)SÏ,
^'k

S,̂  (̂ L̂ ILLÎ ^
:̂

S/,+i. :==o,

S^==o,

Choisissons maintenant les a de sorte que

^{a^ ̂ , ..., a.) = ii±,,̂ ±^̂ ^̂ ^ ^(a, ̂ :, . . , ^)

Ce choix est possible et donne pour les a des valeurs finies;, puisque
le coefficient de ^(as, 0(3, . . . y a,) est différent de zéro ; de plus ^ est
indépendant des raisonnements précédents. On obtient bien ainsi une
équation1 du type désiré, dont toutes les racines sont supérieures en
module à

, _^,y,
. |^| ^\m)

M élant un nombre fini ne dépendant que des valeurs a^y a;;, . . . , a/,.
La proposition est complètement démontrée.

On voit donc que l'ordre de croissance du maximum du module de la
plus petite racine de (IV) est égal à r? k étant V indice maximum pour

lequel^k^o (en prenant $,, === i). On peut considérer cette famille de
polynômes comme d^ autant plus exceptionnelle que k est plus petit, et,
à ce point de vue, la famille la plus exceptionnelle est la famille des
polynômes

, , ,^.2 w\ ,yp

P^(<r) =21 +^4- L^-4- — ^.. .4- 't.^ .j^ ap^^f^^ •••}••-. ..^--a^ ^
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Par une transformation linéaire, on peut encore exprimer les résultats
qui précèdent sous la forme du théorème suivant : Un polynôme

P(,z;) ^E ao-4- «i^ + • • •-1- ̂ ^-1- ^/M-i^4"' 4- . . .-+- On.^,

où les coefficients a^ a,, a^ . . . . dp ont des valeurs fixes (a, ̂  o), les
autres coefficients étant arbitraires^ prend toute valeur c au moins une

foisy dans un cercle de rayon K(âo, a,, . . ., a^ c)7^, à l'exception de
Çp — i) valeurs distinctes au plus, racines de F équation

, r(a,-c)a, {a,-cYa; [a, - c)^-' a,\ _
¥,(^ a., ..., a,, <.)^^^—^^^ ——^——, • • • , ———^——-J-o.

Ces valeurs sont prises au moins- une fou dans un cercle de rayon
i

K, (âo, a,, . .., a/,) T^', si le polynôme n'a pas une forme particulière;
mais si les coefficients sont choisis de sorte que les équations

V, ,==o, F/,-|==O, ..., Ff==o

aient h racines communes distinctes Çh^k — i ) qui ne soient pas racines
^ p^ ̂  o^ le polynôme prend au moins une fois chacune de ces valeurs

dans un cercle derayon Kp-k(,ao, a,, . . . , a,,)^-1. L'ordre de croissance
de ces limites par rapport à n ne peut être amélioré.

Nous avons supposé jusqu'ici 0,7^0. Si l'on prend au contraire
a, =a.,,== ... ==a,/_, = o, a.,== i, il est aisé de voir que la seule
modification sensible qui soit apportée aux résultats précédents est
que l'inégalité (3o) est remplacée par

,{n,\l
W r<,) •
Les inégalités (29) où k > q restent inaltérées, et les mêmes méthodes
que ci-dessus montrent que ces inégalités donnent, encore la meilleure
limite possible, à un facteur constant près.

II.

10. Revenons maintenant à l'équation (3); nous allons nous arrêter
sur un aspect particulier du problème posé au début de ce Chapitre.
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lî f tsfc bien évident que la plus petite valeur possible pour la limite
du module d\me ou plusieurs racines de (3) est l 'unité; on est donc
conduit à rechercher dans quel cas l'équation (3) a effectivement toujours
une racine au moins dans le cercle unité\ et^ si cela est possible^ quel est
le nombre minimum de ces racines. Ce problème a été résolu par
M. Herglotz [5], puis repris à l'aide d'une méthode différente par
M. Biernacki ([.9], p. 573), dans le cas de Féquation trinôme^
( 3 3 ) i -h- ^p 4- a x11 ===. o.

Si n n'est pas multiple dep, il y a au moins E^ ) racines dans le
cercle unité, et cette limite est la meilleure possible ; si n est multiple
de p , il existe des équations de la forme (33) n'ayant aucune racine
dans le cercle unité. Remarquons d'ailleurs que ce résultat peut se
déduire très aisément d'une règle générale donnée antérieurement par
M. Bohi [4] pour calculer, en fonction de a^ le nombre exact des racines
de l'équation (33) situées à l ' intérieur d'un ce roi e quelconque de centre
l'origine,

M. Biernacki a, de plus, montré (|9], p. 583) que, dans le cas parti-
culier où p << n< <^ n^ <^ iîp, l'équation quadrinome

i -4-. ^p 4. ̂  ̂ i 4.» a^x^ === o

a toujours une racine au moins1 dans le cercle unité.
Nous allons indiquer quelques cas relatifs à ce problème, en consi-

dérant plus spécialement le cas de l'équation quadrinome»

•11. Bemarquons d'abord que, en vertu de ce qu)i précède, on a une
condition nécessaire pour que l'équation (3) ait toujours une racine au
moins dans le cercle unité; à savoir, qu^aucun de.s degrés n^ ne soit
multiple de p (ce qui entraîne? ^> i). Nous allons montrer de plus
qu'il faut qu'aucune des différences (n; — 71,) ( t y j = = 1 , 2 , . . . , k) 'ne
sou égale à p. il suffit pour cela d'établir que Inéquation quadrinome
( 34 ) i -4- x^ -4- ai x^-'i1 -4- a^ a^- == o

peut avoir toutes ses racines extérieures au cercle unité.
Ceci va résulter de ce que l 'équation (34)peiît avoir toutes ses racines

égales en module à un nombre p supérieur à x. La transformée en
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y == ̂ , avec | E| === p,

( 35 ) r " -4- ' ç j ' y ' 1 " - 1 ' -4- b i yf •+• ^a = o,

a dans ce cas toutes ses racines de module un; i isuffi tde voir que cela
est possible pour une valeur de | ̂ | supérieure à un.

Or, M. I. Schur a montré ([10//J, p. ï36) que pour que l'équation
f(x) 2= OQ -4- a., x 4- ... -4- a^^== o

^ toutes ses racines distinctes et de module un^ il est nécessaire, et fîufji-
sant que

Oc, a/,-,.v = a,/, a'/ ( v == i, '.'•>., .. ., n)

et aue les racines de f\x) = o soient toutes intérieures au cercle unité.
Ces conditions, appliquées à (35), s'écrivent

/>y== e avec | e] == i et ^, == e^;

de plus, Inéquation dérivée, débarrassée de ses (p— i) racines nulles^
( 36 ) ny'1-^ -1- ( n, — p ) 'y^-^ + p E ̂  == o.

doit avoir toutes ses racines intérieures au cercle unité. Par une rota-
tion convenable surj, on peut supposer que £^ == ^p; l 'équation (Sg)
peut donc s^écrire

i ( ̂  ."-/,/) 7"-^-+-/> . ,^ -—_ '!1———LJLL———,,...-.,.»-L- —. ^( y \y— ^yn~p — ^ J )

Or, lorsqu(\y décrit la circonférence |y| == i, le point z ==:<p(y) décrit
une courbe (r) qui possède, ainsi qu'on s''en assure aiséiïïent, les pro-
priétés suivantes (1) : lorsque y décrit la circonférence dans le sens
positif, z tourne constamment dans le sens négatif autour de l'origine
et \z\ varie entre les bornes m^^^^-etM = i (m<M). Donc, pour
que (36) ait toutes ses racines intérieures au cercle unité, il faut et il
suffit que le point - soit extérieur au contour apparent de (F) [j'appelle
ainsi le lieu du point de (F) le plus éloigné de l'origine sur chaque
rayon vecteur] ; c'est en effet le seul cas où arg ^ — ^ ne varie pas

(r) Ces propriétés seront établies, clans un cas plus général aux n08 15 et 19.
Ânn. Éc. .Norm^ (3) , XLVIÎL — AOUT i^x. ^
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lorsque jdécrit lacirconférence j === i. Mais il existe certaineœentdes
points de ce contour apparent intérieurs au cercle | z | = i, puisque
le maximum de |^| ne peut être atteint cjue pour y^2? == i ^ donc
eu Çn — 2p) points. Il y a donc des valeurs de ^, de module supérieur
à un^ pour lesquelles (36) a toutes ses racines intérieures au cercle
unité, ce qui démontre la proposition.

Remarquons en passant que sip= l y la courbe (F) coïncide avec
son contour apparent; la plus grande valeur possible de |^ | est alors
^—^; cette valeur est d'ailleurs ici la limite exacte d'une racine puis-
qu'elle coïncide avec la limite de M. Biernacki. On pourrait d'ailleurs
le voir autrement; l 'équation (34) a dans ce cas une lacune autosymé-
trique pour laquelle r === 2, s == n — 3 ; comme, d'après le théorème de
M. Riernacki, on ne peut avoir Z> n— 3 lorsque la limite est atteinte,
il faut nécessairement que Z = = o o u / = ^ i . D'ailleurs, s i / = = = ï , on, a,
d'après (12), ar, == o, (^011 | £ | == |j,, ^ ï ; la l imi te est donc.bien atteinte
pour l = o.

12. Revenons au problème posé au n" 10; remarquons qu'on peut
le considérer comme complémentaire de celui que nous avons étudié
clans la première part ie; i l s'agissait alors, étant donné un entier h, de
trouver un cercle qui contienne toujours un nombre de racines au
moins égal à A; iciy au contraire, c'est le cercle qui est donné, et le
nombre minimum de racines intérieures qu i est inconnu. Il semble
donc naturel de s'adresser, pour attaquer ce problème, à des formules
analogues à celle de Cauchy donnant le nombre des racines d'une
équation dans un contour; et de fait, c'est au fond une transformation
de la- formule de Cauchy qui va nous'fournir notre méthode d'investi-
gation.

Nous avons exposé cette méthode, en vue d'autres applications, dans
•un travail antérieur [12] auquel nous renverrons pour les démonstra-
tions. A quelques modifications de détail près, la règle fondamentale
à laquelle nous sommes parvenus^ et qui va nous servir de base, peut
s'énoncer de la manière suivante :

Considérons F équation

t3?) , , . , 14- ^—2,S9(^=:0, , ! . ^
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nue nous supposerons n'}avoir aucune racine sur la circonférence du cercle
unité. Par hypothèse^ <p(^) est une/onction méromorphe dans le cercle
unité (G) et sur sa circonférence. Elle fait correspondre à (C) un
domaine (A) étalé sur une certaine surface de Riemann ( E) à un nombre
fini de feuillets ; nous supposerons que les points =fc i ne sont pas des
points de ramification de cette surface (').

Dans chaque feuilleta traçons le segment L, joignant les points ± i,
et divisons la partie de (A) qui se trowe dans ce feuillet en un nombre
fini de domaines, à l'aide de lignes auxiliaires ly ne coupant pas L^ de
sorte que chaque domaine partiel rentre dans Vune des quatre catégories
suivantes:

ï0 Ou bien le segment L est complètement extérieur au domaine;
2° Ou bien le segment L est complètement intérieur au domaine;
3° Ou bien la partie (y) de la frontière du domaine qui/ait aussi

partie de la frontière de (A) coupe L en un seul point N, la portion du
segment L allant de N au point + ,i étant intérieure au domaine partiel
[ou, d'une maniève analogue^ (y) coupe L en un seul point My la portion
de L qui va de M à — ï étant intérieure au domaine^;

4° Ou bien (y) coupe L en deux points M, N[c%(N) < ̂ (M)] f) tels
que le segment MN soit intérieur au domaine.

Attachons alors à chaque domaine partiel un indice o égal à zéro pour
les domaines de première catégorie^ à un pour les domaines de deuxième
catégorie. Pour les domaines de troisième et quatrième catégorie 7 désignons
par P et Q les points de la circonférence de ( C ) auxquels la fonction y ( s )

( î ) Dans les applications, la fonction y(,s) dépendra en général d'un certain
nombre de paramètres arbitraires, et les deux restrictions que nous faisons sur
cette fonction sont en général vérifiées sauf pour un nombre fini de valeurs de
ces paramètres : on étudiera donc simplement ce qui se'passe pour ces valeurs
en s^ppuyant sur la continuité des racines en fonction des paramètres. Au
besoin, sî,(p(,s) ne contient pas de paramètres arbitraires,, i l ,est toujours possible
d^en introduire un, comme nous le verrons plus loin-(n° 13)* 1 / ,

(21) (^(,s) ou JL(M) désignera, dans tout , ce qui suit, la partie réelle, de la
variable z ou d,e l^affixe du point M.
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fait correspondre les points désignés par M et iN, et posons

^(P)--^(M) ÎÇlriĴ ') P )
^'-j^O5^^ °~WQ)-^(N)i • / "

A'O^J ferons alors correspondre aux domaines de troisième catégorie
Findice

'- — 2-t-J-y
9.

OU

suivant qu'on est dans l'un ou l'autre des cas définis ci-dessus. Enfm^ pour
'les domaines de. quatrième catégorie^ nous prendrons

o^1!—4.',).

Ceci poséy le nombre des racines de f[ équation (3 7) intérieures, au cercle
unité est égal à
(38) , ^.=i4-I3,

la somme étant étendue à tous les domaines partiels,

II est facile de généraliser cette règle lorsque, au lieu de prendre <p(^)
holomorphe dans (C), on suppose que cette fonction admet;, dans (C),
/) déterminations se permutant entre elles, et n^a d'ailleurs dans (C)
d'autres singularités que des points cri tiques algébriques ou despotes.
Il faut alors remplacer le cercle (C) parp cercles superposés situés
surj? feuillets de la surface de Riemann (S) sur laquelle <p(^) est um-
fbrme. On raisonnera comme ci-dessus sur chacun de ces cercles^
entaillé par des coupures le long des lignes de croisement de (S); on
constate aisément que ces coupures n'interviennent pas dans l'évalua-
tion finale de 9t. Si (A) est encore le domaine que <p(^) fait corres-

( î ) Ces formules n'ont plus de sens -lorsque (X (P) == <X.( M ) ou <7l( Q ) == <?l(N ) ;
une 'racine au moins (et une seule en général) 'vient alors sur la circonférence»
au point P ou Q suivant le cas.



POLYNOMES ET FONCTIONS BORNÉES D'UNE V A R I A B L E .COMPLEXE. 285

pondre aux? cercles situés sur (S), on a, au lieu de(38), la formule
(39) ^=:p-4-2ô,

la sommation étant étendue aux domaines partiels de (A).
C'est de cette formule que nous allons faire usage dans l'étude des

équations de la forme
- ( 4 o ) i + ^p— -^s/ 'oC^) =:o,

9(2:) étant holomorphe dans le cercle (C); en posant zi1 =t, on obtient
bien en effet une équation du type. (37), et y (^7 est une fonction à
p déterminations se permutant autour du seul point cr i t iquer == o.

1,3. Considérons d'abord le cas où, dans l 'équation (4o), on a 9(0) == o
et où, de plus, le domaine (A) est étoile par rapport à Forigine. Nous
entendons par là que, lorsque le point s décrit la circonférence (G)
dans le sens positif, le rayon vecteur joignant le point Z == o a u point
Z=(p(-s) tourne toujours dans le sens positif. En choisissant comme
lignes de croisement de la surface (S) des demi-droites issues de Z = o,
ou dont le prolongement passe par ce point, on voit, d'après cette défi-
nit ion, que la partie du domaine (A), s i tuée dans un feuillet quel-
conque, forme un domaine étoile^ au sens ordinaire (/).

Nous allons chercher, dans ce cas, à obtenir un minimum pour ^1.
Considérons, au lieu de (4.o)» l'équation plus générale
(4 l ) i .4- ^r— 2 À z/^ ( . z )=:o,

où nous supposerons d'abord que A est un paramètre réel pourant
varier de o à +00. Il est alors évident» en vertu de notre règle et du
fait que (A) est étoile, que, lorsque A croît à partir d'une valeur À()
telle que |?io<p(^) | <^ i dans le cercle uni téy le nombre des racines de^i)
intérieures au cercle unité ne peut décroître; en effet, pour À == Xo? tous
les domaines partiels sont de quatrième catégorie; lorsque A croîty les
points Q et P ne dépendent pas de À, ^l(M) croît et <X(N) décroît, donc

"IQ ne peut que croître et Ip que décroître; d'autre part, le passage

(1) Cresl-à-dire que si M est un point intérieur au domaine ou sur sa frontière,
i! n'y a auciïîî point du serment OM extérieur au domaine.
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d'un domaine de quatrième catégorie à un domaine de troisième caté-
gorie se marque en faisant IQ==-+- i ou Ip == — i, et le passage a un
domaine de seconde catégorie en donnant s imultanément à Iç, et Ip ces
deux valeurs. Pour avoir le min imum de 91, nous pouvons donc
prendre A suffisamment peti t p o u r c { u e la plus grande de toutes .les
quantités [ (R(M) \, j Jl(N) [ soit inférieure à la plus petite de toutes les
quantités tfl(P) [, i%(Q) | différentes de zéro.

Remarquons d'autre part que, comme (39) s'écrit

m == p 4- L ï ( s:o -- ip ) == p -i- ^ 2 ÎQ - ^ 2 îp

et qu'ici les points M et N sont bien définis, indépendamment de la
décomposition de(A)en domaines'partiels [puisque les poin ts N sont
ceux situés sur le segment (o, — i) et les points M ceux situés sur le
segment ('o, + i)], on peutassocier ces po in t s d^rne manière arbitraire,
sans tenir compte de cette décomposition. Nous associerons alors à
chaque point N le premier point M' que l'on rencontre lorsque / par-
court (C) dans le sens positif, en partant du po in t Q. Les indices que
nous évaluerons sont ceux que donne la fo rmule

lorsqu'on rapplique à deux points associés.
Prenons alors, pour un arc QP correspondant à deux points associés

la détermination comprise entre o et 210, et désignons par oui et o)^ les
points d'affixes ^ = -+- i, t^ =="—fsur la circonférence (G). En tenant
compte du choix de À, on voit que :

S === 4- ï si QP contient o^ au. sens large, et ne contient pas 0)3 au sens
strict (');

3=== o si QP contient co,i au sens large et 0^2 au sensstrict; .
0==:—i si QP ne contient pas <-o.i au sens large, et, .contient œ^ au.

sens strict. , !

(l) Nous dirons qu^un arc contient un'point au sens fît'wt si ce point est inté-
rieur à 1 rare,, au sens far^e si le point est rotérieur n rare ou confondu avec pue

1 1 de1 ses1 extrémités. , ^ 1 _ 1 1 . ! ! ! . , 1 ! 1 1 ^ ! ! !
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On a donc, quel que soit X réel et positif,
(4'2) , ^ïp+k—^

l\ étant le nombre des arcs QP contenant co, au sens large, ^ celui des

arcs QP contenant <0a aa .y^m' strict. Il est d'ailleurs évident que ce
résultat est encore exact si. Fon prend une détermination quelconque
pour QP (étant entendu que si un arc contient un point k fois, il est
compté k fois dans l'évaluation de ^ ou 4)-

Dans tout ce qui suit, nous désignerons par 6 l'argurneni de ^ , par
&===^0 l'argument de ^==^\ et nous poserons

[ ,,3r^2Â-n:-l
Z^)==cp e v \.

Prenons alors pour chaque arc QP sa détermination naturelle : nous
entendons par là la variation de & lorsque le point <p(^'°) va de N en M
le long de la frontière de (A), en tournant dans le sens posilifetsans
passer deux fois par la même position. Dans ces conditions, on peut
encore dire que /i est égal au nombre des points Z/.( -) situés dans le

\ 2 /

demi-plein inférieur ou sur t'axe réel du plan des Z ; de même, 4 est égal

au'nombre des points Z/^(— ;- ) situés dans le demi-plan inférieur du
\ 2 ]

plan des Z (d l'exclusion de F axe réel).
.Si maintenant on donne au paramètre X des valeurs complexes, cela

revient à faire tourner le domaine (A) autour de l'origine; il faut donc
remplacer l'inégalité <7p) par
(43) , ycïp^l,

l étant le minimum de ( l ^ 4—^), lorsqu'on remplace y dans la définition
de ces nombres^ le demi-plan inférieur du plan des Z par un demi-plan
limité par une droite arbitraire pivotant autour de l'origine.

Il résulte d'ailleurs de la démonstration, que l'inégalité (43) est la
meilleure -possible, car elle se transforme en égalité pour une valeur
convenable de À. . \ „ . , ; , '

14, On peut encore donner l'énoncé suivant, plus simple d'aspect,
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niais moins précis : &', parmi les p points Z/,.(S) (^==0,1., . . . , j p — ï ) ?
z7y en a toujours 4 û^ moins situés d^un même côté d'une droite issue de
F origine (y compris les points situés sur la droite) lorsque 3 et cette droite
varient arbitrairement^ le nombre des racines de Inéquation (/ji) inté-
rieures au cercle unité\ est au moins égal à 2^5 quel que soit le para-
mètre À. En effet, on a ^ i^4 et l^p—4. Mais le fait que là l imi te
obtenue est un nombre pair montre que certainement cette limite n'est
pas toujours atteinte.

En faisant des hypothèses supplémentaires sur 9(^), on peut arriver
à de meilleures limites. Supposons par exemple quejo soit impair^ et
cD(-s) une fonction paire, alors tout point d'affixe Z ^ ^ ) est confondu

avec un point d'affixe Z/.-( — 7 T ); on a donc

/.i^4, d'où ^^.

Supposons maintenant que p soit pair el y(^) impaire^ on a dans ce
cas /^•p et l^^ puisque les points d^affixe Z/,(S') sont symétriques

2l A

deux à deux par rapport à l 'origine; donc ici encore c9't^p. On peut
résumer ces deux propriétés en disant, que yi z11 y ( s ) est une/onction
impaire^ on a toujours
(44) , ^ïp'

15. L'application de ces propriétés à l 'équation trinôme donnerait
immédiatement le résultat de MM. Herglotz etBiernacki. Nous allons
les utiliser dans l'étude de l'équation quadrinome. Nous supposerons
l'équation ramenée à la forme
( 45 ) ! i + ^P + a^ z^ 4- eu z^ == o ( 9, p < n,, < n^ ),,

p , n^ et ^2 étant premiers dans leur ensemble, n^ et n^ pouvant être
tous deux pairs (ce dernier cas se produit lorsqu^on pose^ =; ^2 dans
l'équation
( 46 ) i." + ,̂ 4- a^ x^ --1- cf^^1'1 == o,

où p -es t impair, p y Wi et ma premiers dans leur ensemble; pour
revenir adéquation en oc, il faudradiviser par 2 le nombre de racines
trouvé).
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Inéquation (45) est bien du type (4o) avec

cp(^ , ) •=— -1 [a^z^-P-^ ci^^}.

Nous poserons
a, i- .-, a., .„ o,

— — == o. e^', — —: == po e^, û = •Lr » a == a, — a,.
•>. » ' 7 3 ' " • ' Ri - '

La frontière du domaine (A) est comprise entre les cercles
[ Z s === pi 4" pa et | Z | == i pa — p, I .

Il s'ensuit que si pa — pi > i, tous les domaines partiels de (A) sont
de première ou de seconde catégorie, suivant qu'ils ne contiennent
pas ou contiennent l'origine. Donc, pour pa — p, ^> i, on a 9t == ^3, et
pour pi —• pa > î, 51 = ni .

16. Pour appliquer les résultats obtenus ci-dessus,, nous pouvons
considérer-2 comme fixe, ai comme un paramètre variable. Il nous

faut d'abord déterminer pour quelles valeurs de al le domaine (A/)
que fait correspondre au cercle uni té la fonction

9,(,3):=.S"^+ p^,^-/'

est étoile. On sait que la condit ion nécessaire et suffisante pourquo i
en soit ainsi est que

j" e^ 9 ( <^0 ) 1w ^IA'J^
lorsque 0 varie de o à 2ix» On trouve, par un calcul facile, que cette
condition est équivalente à

[ ( n,, „. p ) -..-,.,. ( n, — p ) p ] [ i — p ] ̂  o,

c'est-à-dire ^ —, p , .
(f^) . ^ p > i ,ou pS -——L-"v ' I l - l - ns--/;

Nous commencerons par supposer que l'une ou Vautre de ces conditions
est vérifiée.

Il résulte alors des n08 13 et 14 que, tout d'abord, si n^ et n^ sont
Ànn. Éc. Norm., (3) , XLVÏ1Î . — AOUT ïgSï . ^7
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to^j rf̂ .̂r impairs y on a
=/;•

S'il n'en est pas ainsi , il faut étudier la d is t r ibut ion, par rapport à
une droite (D) issue de l'origine desjo points

%A(^) ( /•==0, î , ^, . . ., / / — l ) ,

lorsque £• et (D) varient arbitrairement. Dans l'expression de Z/,(â"),
nous supposons a fixe; mais i l est clair qu'il revient au mème^ pour la
recherche du nombre ^,» de laisser a fixe et faire varier la droite (D),
ou de laisser {D) fixe et faire varier a. Supposons donc que (D) soit
taxe réel; i l nous faut évaluer le nombre minimum des quantités

. , .^"l-aÂ-TT , . ['" , ^ 4"-1'.-IÂ'TT:̂== sm(^i — /;) —,———— +• p sni ( /^— p ) —•——— 4- a

(/'^o, î , . . .,^.~i),

qui sont de même signe, lorsque & et a varient arbi trairetoenty p ayant
une valeur quelconque satisfaisant à (48 )*

Voici un procédé donnan t une borne inférieure de ce, nombre ne
dépendant que de_p, ^ et n^ : formons l'équation ("E) de degré 7)
ayant les Ç/, comme racines; si l'on posé

c „.._ '̂ Ç1 Y.m
^""~'JL^'

. , ^ ! /.•=(»

un calcul siniple montre que l'on a

•' . ' ! 1 : / ! ! ! , S^^=:o,1

,ma/ .f?7 ̂ ^ dcwc nombres entiers [j^ et (Xgy positifs .on négatifs^ de
parités différentes^ et tels que

(4-9) ' V-\^\ ••+- p-^ï^ o (modl//),
| p., | 4-11 ̂  ^ a A ~i- î . ,

Supposons d^abord que
ïi^yào . (mod^), /^^,o (mod.p)

et soit 2^ -h î le plus petit nombre impair tel qu'il existe deux entiers
[x, et [Xa, solutions 'de .(49)> avec |'^, | 4- | [^\ == 2y + i ;(on, a ^ > o,
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d'après l'hypothèse sur n^ et 713). Où a donc

et, par suite, d'après les formules de Newton,

a, étant le coefficient de ï,p~~' dans l 'équation (E). D'après le théorème
de Descartes, l 'équation (E) a donc au plusp — q racines d 'un signe
déterminé, et comme toutes les racines sont réelles, au moins q racines
d'un signe déterminé. D'après le théofème du n^ i4, on a, par suite,
(5o) ' <t)l^^-

17. ,11. est parfois possible d'améliorer cette limite en util isant la
proposition pins précise du n.° 13, Mangeons les solutions de la
congruence (4-9) suivant les valeurs croissantes de y^ •+• p.a , et
supposons qu^i l n'existe aucun couple de solutions tel que | a, 4- | y^ \
Boit un nombre pair inférieur à ï ^ y + î . Soient alors p^, [̂  les pre-
mières solutions que l'on rencontre pour lesquelles, ou bien

. A =|^i+|^i,

est un nombre pair(h^iq + i), ou bien [J^'HI 4- i^^-a est un multiple
pair de p .

On voit alors aisément que les sommes S,,z d'indice impair inférieur
h h ne changent pas lorsqu'on augmente & de ix, e't que les sommes
d'indice pair inférieur à h ne dépendent pas dé &.

Pour appliquer le résultat du n° 13, donnons à 2r successivement les
valeurs + ^ et — T:) et soient (E^) et (Es) les équations ayant pour
racines les E/.- correspondants. Il résulte de la remarque précédente
que ces équations ont les mêmes coefficients jusqu'au terme en.^-^''
inclus. Si ^ est le nombre de variations de la suite

Cf. 3 (f, <%a q -4,- y, û. 3 y.4.3 -,

il résulte immédiatement du théorème de Descartes que l'une des
équations admet au plus^ — h -h q + ̂  •+• i racines1 positives, et l'autre
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en admet au moins q -+" r; donc,

^ÂP ~~ h "+" ^7 + p + ' ^ l{ ï ̂  ~1" ifî

et
(5i) X ^ A - « .

Considérons encore le cas où
/^ — n\ ES o ( moel /-» ).

L'expression des points Z/,(â) montre que ces points senties sommets
d'un polygone régulier dep côtés centré à l'origine. On en déduit que,

si_p est pair, l^^ l^r^ ^'ou

â t ' ^ p .

Sip est impair, l^^p-—'^ ^^^-^^ d'où

fft 'ï p — i .

sauf lorsque n, et n^ sont tous deux impairs, puisqu'on a vu qu'alors
Ot^p.

Ces dernières, limites, résultant de la considération directe des
points ZA.(S'), sont les meilleures possibles, diaprés le1!),013*

Au contraire, il est aisé de donner des exemples où les l imites (5o)
et (5x) sont inférieures aux limites exactes. C'est a ins i que si

il^ •==: a// +i., /l-y== :>, p -4" ;̂

la formule (5o), seule applicable ici, donne ^1^2. Or, en posant
p 4-1 2/-7r^^ i——— ̂  4. ——,

P P
on a

^ =: sin 'Q, 4- p sir» ( ̂  Ç/. 4" ^ ),

^ ne dépendant que de & et a. La fonction
j ' ( l ) == sin/ -l- p sm(fU --1- ^) , 1

est évidemment positive lorsque siru et s i n ( 2 ^ + ^ ) te sont, donc,
soit dans un intervalle de la forme \î^ t^ + 2 ) , soit dans les deux
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intervalles (o,^/) et ( î< , 4-^'n;); en tout cas, il v a au moins' \ 2 /
E ( - J — i valeurs de f/. pour lesquelles ^.^>o, quels que soient. S
et a; cl'où

^E^)-.,

l imi te meil leure que la précédente dès quep^ i2 .

18. Nous avons jusqu'ici laissé de côté le cas où n^ ou n^ est mul -
tiple de p. Si n, , par exemple, est un multiple impair de p, la considé-
ration des points Z/.(2r) montre que

^t > // si n^ — p est pctir\
M,. '>.]) — \ si n^— p est impair.

Ces limites sont. les meilleures possibles; on en a d^nalogoes
lorsqu'on in te rver t i t n, et n^ dans les énoncés.

Lorsque ^i ou n^ est mult iple de 2p, on sait que l'équation (45)
peut n'avoir aucune moine intérieure au cercle unité.

.11 est seulement possible ici. de donner une l imi te inférieure de 31
en fonction de p. Cest ainsi que lorsque n^ est multiple de 2p, on
trouve aisément que pour p ^> i, on a

^,>.Ef£î°\
V ' Î T C /

OU
J

^(,== 9. arc ces — -
P

De même, si 713 est multiple de 2p et p < i, on a

^>.E ^
- \ 9^

Ef^V
\ ̂  )

En résumé, on peut dire que V équation quadrinome (45)a toujours
une racine au moins dans le cercle unité lorsqu'on suppose vérifiée l'une
des conditions (48), sauf lorsque n^ ou n^ est multiple de ^p.
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19. Passons maintenant au cas où le domaine ( A i ) n'est, plus étoile,
ce qui correspond aux valeurs de p telles que

/t——P<,<^
n^ — p

II nous faut d'abord étudier de plus près la forme de la courbe (F,,),
frontière de ( à ^ ) , définie-par l 'équation

Z == R e'^ •= f^^-P"^ 4- o ̂ h-p}^^\

Posoris, pour simplifier,

• //•/) :=r n j — p ^ jï ï ̂  :== n ̂  — p.

Il est imméd ia t que, lorsque 9 augmente de—2-71—» R reprend la
i/ï .> — Tn i

même valeur et @ augmente de ^mi7r—; on peut donc se borner à
ÎÏt^ — Wt^ ,

étudier la portion de la courbe décrite par^S lorsque 9 varie dans irn
intervalle d'amplitude—2^-—• On aA ^^ —— ^^

W == ï -i~ p2 -4- a p ces ̂ ,
^(M) . . ,o(p 4- cosdA, , , , ^ ^=^,+(m,^mj.iI-F—i-2,

^61 _ (m^—m^)'p<p2— ï) sin^
. ^ ! ^ ! • dQ^ ^ " R a ' • ^

OU
^ == (m.^ — /ni ) {5 -+- a.

Traçons la courbe de variation de © e n fonction de 9; on peut sup-
poser, pour simplifier, a == o et 9 variant de o à —^—: 6 varie alors, ! ! ! ' l l i : ^ , . - • ! • - . • : ! , ' 1 . 1 1 . ' , , . ., ! , ' 'm^— m^ • T 1 , 1 1

de o à 2 r.. Lorsqu'on change^ ^ en ^ r . — ^ ^ n e change pas1; la
courbe de variation de © est donc symétrique par rapport au point

:1" ! ! .1.1' 1 1 ; 1 1 ^ 1 1 , 1 • ie^———. ' ' ^ ' 1 1 : 1 , - , ^ ! 1 1 1 1

(A) /^,o — m.

e: _ fflaTT ,
/Ha— m.
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^ €^ » i n i •» i d^ôLornme -rr s annule pour une seule valeur de cos4s et que -^r est
•négatif pour o <^ < r., on construi t aisément la courbe (fîg\ i)»

Fig. i.

D'autre part, R2 ne change pas lorsqu'on changea en arv — ̂  et
décroît constamment de (i "h p)2 à (î -- p)2 lorsque ^ croît de o à r..
Là portion de la courbe (r\) que nous considérons est donc symé-
tr ique par rapport à la droite © == w., rc

m., ; pour les valeurs de 0 com-
prises entre les abscisses des points G et (Y, elle présente une boucle,
•vue de l'origin.e sous un angle inférieur à r . ( 1 ) , et coupée en deux
points au plus par tout rayon vecteur. Il est d'ailleurs aisé d'avoir une
limite supérieure pour l'intervalle de variation de ô qui correspond à
une demi-boucle; on a, en effet, sur la figure ï , AC^AB, OB (itant (a
tangente à l 'origine, de coefficient angulaire . , , ' '

. ' . (^\
\^)

ÎH] 4- Wgp ^ W'i -•t- W.a

( 1 ) Ea âilet, cet angle est égal à la difîlerence du maximuin .et du minimum
de @, donc inférieur à la différence des ordonnées des points D et D7^/^. 3),
suit, . , . ^ ! ! ! 1 , , , ! ' ! ! . ! . • ^ ' . ! 1 . • 1 1 1

n w.}+ m.ap , m.^ l " 1 _ a p 7 r
: I- 7.2 /l'D : 1<1T.I'M- û 4~'p
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Il vient donc, par un calcul facile,

A.C < AB <- /^ 4- ̂

On constate aisément ( ' ) que la boucle contient , sur son axe de
symétrie, un point de ramification V de (S), correspondant à une
racine de Q\ (z) == o, différente de s •== o.

Le domaine (Ai ) présente donc (m^ --- Wi ) boucles de cette natures
distinctes ou confondues en projection sur le plan simple, chacune
d'elles se trouvant sur un seul feuillet de la surface de Riernann (S),
si l'on prend pour ligne de croisement issue du point V la demi-
droite VS qui joint ce point au point double de la boucle (yî^*- ^). On
peut alors prendre comme domaines partiels de (A^), les Çm^—m/)

Fig. 2. , ^ .

boucles entaillées par les coupures à deux bords VS; d'après, ce qui

( î ) II suffit de calculer le rayon vecteur Ri du point double S; on trouve sans
difficulté

1 , .0 _ smj(m^^^n^j^
: ! ! ! ! , ! . ; 1 , ! 1 ! s i n m ^ y ? ^ 1 1 ^

^ étant le plus petit angle positif solution de Inéquation

.sinm-iC?—psin/n2Ç==o.

Comme p > —} on voit que cp est inférieur à —y et, par suite, R< > W 2 i . ^ ^, ! ' m^> ! A ! T ^ , . ; .' ! ^ m^ ^ ^ A ^ îy' m^

Or, le rayon vecteurdu point V est au plus égal à —2———1 •
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précède, il reste un domaine étoile (A^), ramifié m^ fois à ForigTne, et
qu'on décomposera en domaines partiels comme il a été expliqué
antérieurement.

On peut raisonner sur (A',') comme nous l'avons fai t au n° '13; la
somme des indices des domaines partiels de (A^) sera encore supé-
rieure à / i — l ^ y avec la première définition de ces nombres; mais on ne
peutplus en déduire une limite ne dépendant que de la répartition des
points Z / . . (~ ) et Z/,( — r: \ par rapport à l'axe réel. Il se peut , en effet
(fi^. a), qu'entre les points associés N e t M se t rouve une coupure VS,
que la boucle correspondante coupe l'axe réel et qu'un point Z / , ( ~ )
se trouve sur la/portion IVTN7 de celte boucle située au-dessus de F axe
réel. Cependant, l'arc QP correspondant contient évidemment le
point (x»i. au sens large, donc doit être compté dans /r Il faut, par con-
séquent, modifier le résultat du n013 de la manière suivante :

Soient A, le nombre des points Z /^^ ) situés dans le demi-plan infé-
\fîl /

rieur ou sur l'axe réel; a, le nombre de ces points qui se trouvent sur des
boucles dont le point double est dans le demi-plan supérieur: T) le nombre

des points Z/,( -7r) situés dans le demi-plan supérieur Çaxe réel exclu) sur

des boucles dont le point double est dans le demi-plan inférieur; on a

/ ,= l ,—cr,4-T,.
Il vient de même

/a == 7^— a-, -i- r^

avec des définitions analogues pour À^ o-a et T^ relativement aux
points Z/ , (— •T C)" Si, d'autre part, on désigne par v....... Vo, ,̂,. le nombre

\ a /
des boucles dont l'indice est respectivement — ï , o, 4- ï » il vient fina-
lement, d'après (44)-» '
(52) , fft ïp 4" ^i — Aa— (cri + Ta) -h (0-3 4- Ti ) 4- v-i--- v --

20. Pour utiliser cette inégalité, on cherchera une borne inférieure
pour (Ai—5^) par les mêmes procédés que dans le cas où (A,) était
étoile; on pourra appliquer, en particulier, les formules (5o) et (Ôi)

Ânn. Éc. Norm., (3), XLVÎÏI. — AOUT ïgSi . 38
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[où il faut remplacer 51 par (/) + Ai —^a)")- Avant de l imiter de même
les autres termes de (5'2), indiquons quelques cas où cette formule se
simplifie.

Supposons d'abord 71, et n^ impairs; sip est impair^ les points ZA.( ^ j

et Z/ , (— 7 r ) sont confondus, d'où A , — c ^ > A y — 0 - 2 , T,=^, et, par\ i j
suite,
(53) ^r^-(-y+—^..

Sijp e&t pair, les points Z/,(- ) sont deux à deux symétrkpes par rap-\ ^ 1
port à Porigine, ainsi que les boucles; donc X,i — < J . i + ^ i ^ ' * - » et, de

même,, A,, — a^ +^î^p- La formule (53) est encore valable.
On peut, d 'ail leurs, dayls ces deux cas, donner pour v.,..,. une l imite

supérieure plus avantageuse que (na — ^i). Considérons, par exemple^
une houcle dont le point double est dans le quatrième quadrant (nous
dirons, pour abréger^ « une boucle du quatrième quadrant ») et dont
Pindice est égal à — î (f!^' 2); on a donc

: s ^(P^^M'^o.

Si p est impair, il existe une autre boucle confondue en projection
avec la première, et pour laquelle les points P'( et Q^ correspondant
à M' et JN7, sont respectivement symétriques de P7 et Q' par rapport à
l'origine; donCy

, ^ . . .^(P,)^—^?^ «XIRÏM^), ,
1 1 1 ^ ^ , ' 1 1 1 1 , , ! , ! , rp,==,— î. • , , ' ! ; ! ,

L'indicie de celte seconde boucle ne peut être q'iie <> ou ï * Sip est,
pair, il existe une boucle symétrique de la première par rapport à
Tôrigine, coupant l'axe réel en M\ et N^ respectivement symétriques
de W et M'; les points P\ et Q\ qui correspondent a M.\ et îf, sont res-1

pectivement confondus avec Q7 et P^; donc,
, ^ ^(Q^^^CKO o>^(N,), '1,

; 1 ^ 1 1 ; 1 . , ! 1/ 1 1 1 1 1 ; 1 1 1̂  =4-11.11 ; : 1 1 1 • 1 , : , -'^ , ; , 1 1 ,

^Çet tç ,no^ye l l fêbôuç le est encûre (rindice p pii/î. Ainsi, lorsque n^
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et n^ sont impairs, à toute boucle d'indice — ï correspond une boucle
d'indice o ou ï , donc .

Y-^,, +14-, ^ ^ -
et comme

Finalement, si n^ et n^ sont impairs et si ip ^> n^ — n^ y on a

^.^...^hr^j

Sans faire d'hypothèse sur la parité de 71, et ^.j, nous allons montrer
que si l'on désigne par h le minimum de (p -+- X < — /^ ) ̂  ̂  ̂  ̂  ̂ -3 --'^o
on a
(5q) ^ X > / / . — ( / ^ — ^ , ) . ! ! ^ ', , , !

l lernarquons, en effet, que les points M^, N' où une boucle coupe l'axe
réel -sont toujours sur la même demi-boucle; diaprés ce qu'oîi a vu
plus haut, on a donc, pour l'arc (yp7 correspondant,

^ . ̂  ,̂  _ 1 .̂
f)'!»',^- —/—1,-— <^ -, puisque ni y > w-, ;>/?.

/̂,,, -h / / /a 9-

Considérons alors une boucle du quatrième quadrant {fig\ 2)5
contenant sur l'arc M'N' un point %/,( ~ ^ j d'après l'inégalité précé-
dente, elle ne peut en contenir plus d'un et ne contient pas non plus

de points Z/,^) • L'arc P'Q/ correspondant contient le point coy, doncx'2 /J
(KÇP^^o, Ip.=== — i * La boucle ne peut être que d'indice o ou r. Il

•en est dé même pour toutes les boucles des troisième et quatrième.:
quadrants contenant les T^ points, Ï)A— ̂ \ situés dans, le demi-plan
supérieur. On voit également que (es boucles des premier et second
quadrants^ contenantles ^ points Z/,(-J du demi-plan infén^ur, ont
aussi comme indice o ou ï. Donc, comme toutes ces boucles ^ont
distinctes,

\ a'i~\-^v^-+-^ ' , • / '
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d'où
Ti 4- ̂  ~i- ^.-^ //.j;— ^i

et, en portant dans (52), on en déduit l ' inégalité (54).

•ai. Revenons ma in tenan t au cas général où nous ne faisons aucune
hypothèse a priori mrp, n, et Ha ; pour uti l iser la f o r m u l e (5'2), nous
allons chercher un maximum pour l'expression (<7.i "+-T.j + y...,.) ; on
aura ensuite

l̂.̂  Miîi(p -4- À, — /.^) — Max ( o-i -4-- T^-I- ^..-},

ce qui donnera une l imi t e pour 91 si le second membre est positif.
Pour rechercher ce maximum, nous nous placerons-dans le cas le

plus défavorable, celui où toutes les boucles coupent F'aaîe réel en des
points de module inférieur à un. On constate aisément que ce ^cas peut
effectivement se produire lorsque p est assez voisin de ï. Dans ces
conditions, o", est inférieur au, nombre m.aximïjm des points Z ^ ^ i
situés sur les moitiés droites des boucles du premier quadrant^ augmenté
du nombre maximum des points Z / , ( - ) situés sur les moitiés gauches
des boucles du second quadrant; de même, Ty est inférieur à la somme
du nombre maximum des points Z/..( — ^ ) situés mr les moitiés droites
des boucles du troisième quadrant et du nombre maximum des points
Z / ^ — ^ J situés sur les moitiés gauches des boucles du quatrième
quadrant.

Pour avoir le maximum de v.., remarquons que si l'on désigne
par R^ la longueur de la- tangente ,à une boucle issue de l 'origine
rvaleur de R correspondant àJâTacine de ̂  •^•o\Us segments. MW
découpés sur l'axe réel. par les boucles des premier et quatr ième
quadrants contiennent tous le point Bd'aff îxe Ro ; de même, les seg-
ments découpés sur l'axe réel par les boucles des second et troisième
quadrants cont iennent tous le point B^d'affixe ~ Ro. Soient f^ et ̂
les points de la circonférence (C), situés respectivement dans le pre-
mier et le quatrième quadrant et qui se projettent au point B; soient,
de même, fi^ et pa les points de (G) qui se projettent en B',
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Ceci posé, pour qu'une boucle du premier quadrant ait pour indice
— ï , il est nécessaire que F cire Q V correspondant contienne le point ^:, ;
donc, le nombre des boucles du premier quadrant d'indice — ï est au
plus égal au nombre des points Z/^argp;,] situés sur les moitiés droites
des boucles du premier quadrant. On raisonne de même sur les boucles
des trois autres quadrants; on voit donc 'f inalement que nous pour-
rons obtenir un maximum pour (o",+^3--ï-v-), une fois que nous
aurons résolu le problème suivant : Déterminer le nombre maximums
des points Z/,(S') situés sur les moitiés droites Cou gauches) des boucles
d'un quadrant donné; pour fixer les idées, nous supposerons qu'il
s'agit des moitiés droites des boucles du premier quadrant.

Pour résoudre ce problème, nous procéderons de la manière sui-
vante : soit 9o la valeur de Pargument de s à laquelle correspond,
sur (IV), le sommet d'une boucle; les sommets de toutes les autres
boucles correspondent aux valeurs Q() +-———? k prenant^Wa — m) ,
valeurs entières, deux à deux incongrues [mod(ma—^i)]; nous
déterminerons successivement. :

i° Les valeurs de /' pour lesquelles la boucle est dans le premier
quadrant ;

2° Les valeurs de k pour lesquelles la moitié droite de la boucle
cont ient un point Z/.-CS).

Le nombre maximum des valeurs de la première suite congrues
| mod(m^ —m()| à des valeurs de la seconde sera le nombre ^ cherché.

i.° Lorsque Û augmente de -—^—-» © augmente de ''-——~' ^1 m2

et m, sont premiers entre eux, les (m^ — m^ boucles sont distinctes
sur le plan simple; s'il n'en est 'pas ainsi, en désignant,par die plus
grand commun diviseur de m^ et rn^ et en posant

ni^'^.'dy.^ ma== cly..^

i l y a ([la — ^t") boucles distinctes sur le plan simple, chacune d'elles
étant la projection de d boucles sur la surface de Riemann. Si, à un
nombre entier k, correspond à une certaine boucle, les nombres cor-
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respondant aux boucles confondues avec elle en projection sont de la
forme k+([J^ — ^1)^1 ? ^i prenant les valeurs o, i, . . ., (d — i); ces
nombres étant évidemment deux à deux incongrus [mod(wy—w,) ] ,
on obtient bien ainsi toutes les boucles considérées.

Ceci posé-? il y a r= t^ i^ "7 F'' ^4- c boucles, distinctes en pro-
jection, situées dans le premier quadrant; s peut prendre l 'une des
valeurs o et i. Supposons qu'à la valeur 60 de 9 corresponde le som-
met pour lequel © a la plus petite valeur positive; cherchons le plus
petit angle positif qu'i l faut ajouter à 9 pour passer de ce sommet à
celui dont l'argument est imméd ia t emen t supérieur, c'est-à-dire pour
augmenter © de ^ 27r - Pour cela, désignons .par A le plus petit
entier .positif tel que

A.^.==: A 7^—p.,) +1 (A' étant ent ier) .

L'angle cherché est égal à ̂ :̂ -> car la valeur correspondante don t
augmente © est

^A..mjj?r _ •^A^TT __ ^ 1 ^ a 7:
/ /^— m^ ~ ̂ — • ^ ( " " ' " ! ĵ"::;̂ "*

II en résulte que les valeurs de k correspondant aux boucles du premier
quadrant sont de la forme

(°5) . . . , , , . (^—^i)^i,4-A,.^,

^i prenanttoutes les valeurs entières comprises entre o e t ( d — i ), x^
toutes les veleurs entières comprùes entre o et (r — s ). En effet A est
premier avec (^—;j,,) et r<[j,, - ̂ ; ces valeurs sont donc bien
deux, à deux non congrues [ mod (m^ — m\ ) ] .

^ Les moitiés droites, de toutes les boucles correspondent à des
.intervalles de variation de 0 contenus, d'après ce qu'on a vu plus haut,.
dans les (m^—m^) intervalles :

' . ! Y^+_iÉÎ_^ ^ ^ | Jî  \ "• 1 . , 1 1 . . , 1 - 1 1 1 . 1 , 1 \') 1 ^ï—m.^'.^^-^^^^;^'^^^^^^^^^^ , 1 1 - . . 1
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intervalles que nous désignerons par J( ' ) . D'autre part, les points
2/,(2r) correspondent aux p valeurs Q//, === '1 -+- ̂ -7r de Q, h prenant p
valeurs entières deux à deux incongrues (modp). Il s'ygif de détermi-
ner les valeurs de k pour lesquelles l ' intervalle J correspondant con-
tient un de ces points (on sait d'ailleurs qu'il peut y avoir un seul
point au plus dans chaque interval le) . Pour cela, remarquons que si
6/, se trouve dans un in te rva l le J', toutes les valeurs Q/,+ ^-r^- seront
également dans des intervalles J pourvu que

9-(/7C „„ 2 '7! <7r
(// et f)' entiers).

Désignons donc par d ' le plus grand comnmri diviseur de p et
(w,»—^i), et posons.

p =1 d'-G5^ //^-- in^^d^y.

Si, l ' intervalle J correspondant au nombre entier k contient un, point
O//, il, en sera donc de même des intervalles correspondartt aux nombres :
k 4- •y^,1^ prenant les valeurs o, x . . . (^ -— ï ) ; ces intervalles sont
év idemment tous distincts^ puisque les entiers k correspondants sont
deux à deux incongrus [ mod(m2 — w/i) ]. Les points 6/^ qu'ils con-
tiennent sont tous situés dans la même position vis-à-vis de leurs
extrémités; nous dirons, pour abréger, que ces intervalles ^ontéqui-
mienù' entre eux ; il, est clair qu'i l n'y a pas d'intervalles S correspon-
dant à d'autres valeurs de k, quileur soient équivalents. ^ ,

Soit^ d'autre,part, B le plus petit entier.positif tel que
Bw == Wy — ï ( B' entier ),

ce qu^on peut écrire ! , ! ,
B/ __ B , ï
CT y sr/

ou
W _ ! B1 1 ^ / 1 , î
p 1 1 m^— /h, 1 î^C/N.^-""" tn^

(1) Lorsque p l-end vers ï / on constate d^aiileura que1 les intervalles ,de varia-
tion de Q tendent vers les1 intervalles ^'i si Von ne tient pas compte des valeurs
de p1, il est donc impossible d^obtenir une meilleare valeur du nombre ï». 1 1
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Comme B' est premier avec c7y nous couvons prendre comme nombre A
les? entiers delà forme GJ^ +'W x^x^ variant de o à {d — i),^ de
o a C T — i . D'après la relation précédente, on voit que la différence
entre deux valeurs 6/, est, à un multiple de————près, multiple defft'^ — i
——^——• II y a donc au tan t de systèmes d'intervalles J équivalents
vj (/n.^ — m, ) v • v

qu'un intervalle de la rgeur—^—— peut contenir de points dont les

dislances mutuelles sont des multiples de—.—^——-.» soit
1 V5 (/^a —— / /<] )

,., ris(/ru— Wi ) 1.s == I<, —-—=———- + -f} avec n == o on. rj ==-•: i .
l_2(w,i 4- rn^) J

Soit alors ko une valeur dek pour laquelle l ' intervalle J contient un
point 6/, tel que

9./.n7r. 7T 1 . ^TT

///.y— //•/,, / //, -4- /^.aj '"" ^s{rn^ -~ //?.( )

11 résulte de ce qui précède que les valeurs de k pour lesquelles les moi-
tiés droites des boucles correspondantes contiennent des points Z/, ( &) sont
de la forme
(56) ! /y+y.z',41- Ba;^

,2/̂  prenant toutes les z^deurs entières comprises entre o et(d'— i), x^
toutes les valeurs entières comprises entre o et s — i.

Finalement, on voit que le nombre v est égal au maximum^ lorsque k^
prend toutes les valeurs entières deo à (///a — Wi), du nombre de solutions
distinctes de la congruence

(57) C^-a— ^•i )^i. 4- A.^a---' y^— B^ss Â'o [mod(wa—1 ̂ i )"|

qui satisfont aux conditions
: 0 <^ ,'<('/, . 0^^.. •<'('/,

Remarquons d'ailleurs, d'après la manière, même dont nous avons
obtenue cette congruence, que v est toujours inférieur au plus petit
des deux^nombres rd e t . y d^.
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22. Nous pouvons maintenant revenir à la recherche des maxima
de v..., CT, etï.j. Pour v_, il faudra résoudre quatre problèmes du type
précédent, correspondant respectivement :

i° Aux moitiés droites des boucles du premier quadrant et au
point p,';

2° Aux moitiés gauches des boucles du second quadrant et au
point [3;i ;

3° Aux moitiés droites des boucles du troisième quadrant et au
point j3,>;

4° Aux moitiés gauches des boucles du quatrième quadrant et au
point (3,1.

Remarquons que chacun de ces problèmes se subdivise en plusieurs,
selon que, l'on donne aux nombres £ et T] qui figurent dans les valeurs
de r et s les valeurs o ou T . Mais les nombres s, et r;, ( ( ) relatifs à ces
quatre problèmes ^<? sont pas complètement indépendants; tout d'abord,
un au moins des ^i est nul et l'on a de plus

^ 4» ̂  + ̂  4- g^ 2s ̂  — ^i ( mod 4 ),

,e t ,s i ( [ j .a—y^)estpa i / \ .

d'autre part, les points ?, sont deux à deux diamétralement opposés
sur la circonférence (C). Si l'on peut avoir

(a<y -h î ) T C _ ^ . Î ^ L - •
' p m ^ — w,

c'est-à-dire u y est pair et CT impair^ les points 6/, relatifs à ,̂.1 se
déduisent des points 6/, relatifs à fi, par une translation d'un multiple

^le —^—; donc . . ! ! ;
///.^ •— W-j • , - ! ! , , ! , ! . ! !

rji ==*/};,; , et ^==y^.

S'il n'en est pas ainsi, la translation, par laquelle on passe d'un de

^ ) Nous donnons aux lettres, £.n, r,s rindice du pomt |3 auquel elles corres"
pondent. 1 1 1 , 1 ! ! ! . ^ 1 , 1 1 1 1 1 1 1 \ 1 !

Ann. Éc. A^rw., (3), X.LVÏIÏ. — AOUT 1931. 3^
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ces systèmes de points à l'autre est égale à ^ ^^ . > à un mult iple

de —^— près ; on en déduit la relation772.2 — m, r

T- r^ î ^ - '—^ i ) ! -p r^7^""" ^ 1 ) 1 ..v, -h s.= iE\ —:—=———L' -l- •/ii -4- ïh== E ——=———L- + -/h»j " [^(m^-}-m.^) ] [ -m^m^ J

T|O étant égal à o au i ; la même relation est valable pour y]a et ^4,
Pour le maximum de (<^ +ta)? on aura les quatre mêmes problè-

mes à résoudre, à la seule différence près qu'ici ^ et Ra sont confon-
dus en (o^ ^3 et ^4 en coa. Aux relations précédentes entre les ' ç . i et les
Y], viennent s'ajouter celles qui correspondent à ce fait nouveau: on
peut remarquer que .y^+^a sera le nombre des points situés dans les
intervalles J" -+- S1^ S1 désignant les intervalles déduits de J par la
translation —7r—; par suite,

ÎH^ -|- /?V A

,-, [" CT ( //'L, — ///,, ) ""] - .,„, [" m ( m<, -- m.,^ ) ~s, + 5,.=: 9 E -"-)————1->. -,..).« rj -i,- •/) = E ——-——^ ^ ri,
[_ a ( ̂ ^,1 4- /n;; ) J |, m'\ + w^

(•/ï^ ==:o ou •{} (,=:!)

et l'on a la même relation en Tj:i et r\,,.
Donnons, pour terminer, un exemple auquel nous appl iquerons la

méthode précédente. Nous prendrons l'équation

On a ici
i 4.. ^ 4., ̂  s\ i -4. a^z^ ̂  0.

p==:3,, /^==:i ï , //.3==i9;

on peut appliquer la. formule (53). Il suffit de trouver le maximum
de v^. On a • . , • ^

m. ̂  ==8, m*»==i6,d'où ' . '
^==:8, ^==1, /j.â==:a;

un desr, est égal à î , les trois autres sont nuls. Un seul des quatre
nombres v, est donc différent de zéro ; d'ailleurs d1 === î et

: . . , ,.11 '''^^^tàll^^^ , ,
donc on a v=== î y e t ^ d'après (53)» : ! " , ! , :
, ;' i i l 1 1 ! /' 1 . ! - 1 1 ' ! ! ; 1 . . ^>2s. 1 : ! ^ 1 ' ! . ! ! \ . ! 1 : , !



POLYNOMES ET PONCTIONS BORNÉES D'UNE VARIABLE COMPLEXE. 3o"7

CHAPITRE II'.
LES POLYNOMES UNIVALENTS.

Bibliographie.

Ajouter à la bibliographie du Chapitre t, les Ouvrages et Mémoires, suivants :

[ 13 'J J. W. ALÏÎXAKDER, Functions which mcip thé interior ûf thé unit circle
upon simple régions (Annais of Matliefnatics^ t. 17, A Q i S , p. 12-22) .

f l^ ' j S. KAKBYA. •"—• On zéros ûf ci pofynomial and its derivci.tiyes (Thé
Tôhoku. Mathemcttical Journal^ t. 11 , IQI"^ p. 5-16).

( 15 | G. SXEGÔ. — BeTtïerkungeri zu einem Sais von J. H. Grâce ûber cîie
Wurzein algebraischer Gleichun^en ( Mathematïsch.e Zeitschrift^ t. 13, 19^
p. 9,8-55).

[ 1.6 j L. S^KJÉÎÎ. — 'Ueber tri^onûm€tri$che 'Polynôme (Journal, de Crelle,
t. W), 19^6, p. 53-8-A). 1 > , ,

[1.7] P. MONT^IL. — Sur tes suites de fonctions analytic/ues qui ont pour
limite une constante (Bulletin, clé la Société rnathéMatic/ue de France^ l. 53,
19^5, p* îî4ô"^571).

| '18" | L. BÎIRERBACH. — Lehrbuch der Funktiûïî.enthe.orie^ t. II, (^ édition,
fgSî ) .

[1,9 | G. PÔLYA iind G. SZEGÔ. — Aufgaben und Lehrsâtze et us der Ânu--
lysîs, l. ïl*

i. Nous dirons, avec M. P. Montel, qu'une fonction analytique
/(^) est p-valente dans rm domaine (D) du pian des s lorsque,
quelle que soit la 'valeur a, Inéquation
( i) , , f ( z ) — a==:ô

a au piusp racines dans le doïnaine (D), et qu^il existe une valeur de
a au moins pour laquelle l'équation ( i ) a exactement^ racines itité-
rieures à (D) (les racines étant comptées avec leur ordre de multipli-
cité); on dit encore que p est l'ardre de multwalence de la fonetioxï
dans (D). En particulier f(z) est univalente dans (D) si elle y prend
une fois au plus toute valeur. Comme l'ordre de multivalence est
iaTariantpar une représentation conforme, on peut se borner, pour
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étudier les fonctions p-valentes dans un domaine simplement-con-
nexe^ au cas où ce domaine est un cercle centré, à l'origine^ en parti-
culier le cercle uni té .

En supposant/Y.?) holomorphe dans le cercle unité, et représentée
par le développement en série de Taylor,
( 2 ) .. f(z) = z 4- a^ 4- ... -4- ci.n^ 4-. . .,

on est amené naturel lement à se poser le problème suivant : (A) Quelles
sont les conditions nécessaires et suffisantes que doivent remplir les coef-
ficients de la série (2) pour que fÇ^) soit au plus p-valente dans le
cercle unité? (R8]), p. 83).

Ce problème est actuellement loin d'être résolu, même pour les ,
fonctions univalentes. Dans ce dernier cas, on a seulement pu obtenir
des conditions nécessaires, sous forme de l imites supérieures pour les
modules des coefficients : en général, on peut montrer que siy'(5)
est univalente dans le cercle unité, on a

(3) • |^|<Q+^^.

Pour a^ et [ â ; t | , on a les l imites plus précises
(4) ! ^ |a,|^, 1^ | ^3 ,

et ces limites sont atteintes pour la fonction •—^—^ ([i8], p. 74 et 80)»
( I — .C )

On peut encore poser le problème précédent sous la forme équiva-
lente suivante : (B) Les coefficients de la série (2) étant donnés^ déter-
miner le rayon R du plus grand cercle ayant pour centre ï origine^ et où
f\z) est au plus p-valente. [R est d i t rayon de p-valence 'de f(s) |.
En effet, si l'on savait résoudre ce problème, il suffirait décrire .H^ï
en remplaçant R par son expression en fonction des coefficients de
(2) pour avoir les conditions nécessaires et suffisantes cherchées; et
réciproquement, K est la plus grande va leur du nombre positif r pour
laquel le les coefficients de la série

z 4" a^r^-\- a^r'1^'^- .. .4- a///"^-',^ •l-. . . 4

/satisfont à ces conditions. Tout résultat obtenu dans l 'un d,e ces pro-
blèmes peut donc se traduire immédiatement dans l'autre : par exem-
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pie, les inégalités (4) donnent pour le rayon cTunivalence, les inéga"
' lités correspondantes \;

R $ — — , , R < A / 3 .
-" I ̂  i . - y ] as 1

Remarquons enfin qu'on peut, sans dizïimuer la généralité des pro-
blèmes précédents, se borner au cas où/(^) esfcun polynôme. Cela
résulte du théorème suivant, dû à M. P. Montel ([17], -p. 253) : Si une
suite de fonctions holomorphes j\ ( z } y /\ (^),. . ., f^Çz ) , . . . , au plus
p-valenîes dans un domaine (D), cowerge uniformément vers une
fonction f ' ( z ) différente d'une constante^ f\s) est au plus p-valente
dans (D); réciproquement si une suite de fonctions holomorphes f^ (s\
f^ (^),. . ., /,,(^) . . . converge uniformément vers une fonction f(z)
au plus p-valente dans le domaine (D) toutes les fonctions de la suite
sont^ à partir d'une certaine valeur de n^ au plus p-valentes dans tout
domaine (.[)') complètement intérieur à (D).

2. Nous nous proposons, d a n s - c e qui. suit, d^étudier quelques
aspects du problème (B), en nous limitant à la recherche du rayon
d^univalence II d''un poly'on/ne

f(z) ==-54- Os-s2-!-. . .4- a,,,,̂ .

Nous commencerons par transformer la définition deR. Considérons,
dans ce but, l'ensemble des valeurs que prend f(s) sur la circonfé-
rence (G) d'équation z ==? R. Tout d'abord, si a est une décès valeurs,
les autres racines de l ' équa t ion / (^)—a===o ne peuvent être inté-
rieures au cercle (C). En effet, si ̂  est la racine située sur la circon-
férence, z^ une racine intérieure à (C), la relation /(^) =f(^î)
établit une correspondance continue entre les po in ts^ , voisins de^,
et les points ̂  voisins de ^2 ; il serait alors possible de choisir Ç< inté-
rieur à (C) et assez voisin de ̂  pour que Ça soit également intérieur à
(C);/(^) ne seraitpas univalent dans (C).

Ceci posé, je dis que R est caractérisé par le fait que sur la circonfé-
rence (C), le polynôme y(^) prend deux fois au moins une certaine
'valeur a, en des points distincts ou confondus y et qu^ aucune circonférence
\z === r<^ R ne Dossède cette propriété. La seconde partie de cette propo-
sition est évidente d'après la définition deR. Pour établir la première,
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il suffit de remarquer que si, pour tout po in t s , de la circonférence
(G), la racine s, de l'équation f{s) - /(^) === o là pl-us rapprochée de
(C) reste toujours extérieure à cette circonférence, il en sera encore de
même pour la circonférence ^ | = R -+-£ ,£ étant un nombre positif
suffisamment petit ; /(s) sera donc uni valent dans le cercle | s \ < R + £,
ce qui est en contradiction avec la définition de R.

On peut donc définir B. comme le rayon de la plus petite circonfé-
rence ayant pour centre forigine et sur laquelle f (z} prend deux fois la
même valeur^ en des points distincts ou confondu!!. Ecrivons alors que
l'on a f[s,} =/(^2) pour deux points distincts de même module

:p^A. • s^pe^

ou, en posant
h^Jh

.2; ,== p C a
, ^---^
[ j -=_ J.————= ! -y:, o, TÎ-

'.i '" ^ ^

pour
.3,=:^/?'°, .^.rr:^^--^).

II vient

^ ( ̂  — e-^ ) + a, ̂ :i ( e^ — e--^} -{•". . . -1- an ̂  ( (^ — ^'"^ ) = o. "

d'où, en divisant par a^sinO ̂  Ox

sina^ \ sin36' , ,, , ̂ innOi .,!„ ̂ .̂  „ . . 1 , ^ a;;^^ ̂ —- -...{,,., . . -.1- a/,.^1-1 --.—r- =•<':).1 , '- sinO sin0 siny

Inversemeiit, pour toute valeur de 8 différente deo et ri, correspondent
à chaque racine x de cette équation deux points s.\ eUs de module <r ,
où le polynôme prend la même valeur. D'ailleurs si l'on fait tendre O
vers zéro o u / T C l'équation tend respectivement vers /'(o^^o
ou ^(—a7)===o. On peut donc énoncer la proposition suivante :

Le rayon d^unimience du polynôme fÇz) est égal au rayon du plus
grand cercle y ayant pour centre l'origine^ ûù ne pénètre aucune racine de
V équation associée

,.„ sin'20 ,'sm3^ sinnô(^ ^(^^)^,+a^,-^^+^^-^ ,

lorsque6 varie de o à ' K .

• ' • R e m a r q u o n s d'ailleurs.que l'équation (5) ne change pas lorsqu'on
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change ô en —6, ou lorsqu'on change 9 en n— 6 et x en —x . Il est
donc équivalent, pour notre problème, de faire varier 8 de o à ^5 de o
à T. ou de o à 271; on pourra se placer dans l'une ou l'antre de ces
hypothèses, suivant qu'elle facilitera plus ou moins les raisonne-
ments.

Î'L On peut encore énoncer le résultat précédent en disant que la
condition nécessaire et suffisante pour que f\s) sou univalent dans le
cercle unité est que ce cercle ne contienne aucune racine de Inéquation
( S ) , quel que sou 6. Or, nous avons rappelé (Ghap. I» n° 4) les condi-
tions nécessaires et suffisantes, données par M. I. Schur, pour qu'une
équation ait toutes ses racines intérieures au cercle unité ou sur la
circonférence : en les appliquant à l'équation aux inverses de (5), on
obtient (n—ï) inégalités

,(0)^0 ( V ^ î , ^ , n— i.),

les O v ( ô ) étant des polynômes trigonométriques en 6 à coefficients
réels, ne contenant d'ailleurs que des cosinus. On voit donc que le
problème (A) serait résolu, pour les polynômes univalents siTon savait
exprimer qu^ un polynôme ïrigonométrique est positif^ par un nombre fini
de conditions rationnelles par rapport aux coefficients'de ce polynôme.
C'est malheureusement 'un problème qui n'est pas encore résolu : on
sait seulement mettre les conditions nécessaires et suffisantes pour
qu'un polynôme trigonométrique soit positif, sous la forme d'une infi-
nité d'inégalités contenant les coefficients du polynôme (voir, par
exemple, [ 10 a], p. 229). Le procédé que nous venons d'indiquer ne
peut donc fournir que des conditions nécessaires^ en nombre aussi grand
que l'on veut, pour que le polynôme f(s) soit univalent dans le cercle
unité, ces conditions notant naturellement pas toutes indépendantes
si leur nombre dépasse une certaine limite.

D'ailleurs,l'expression de 3,^(0) étant très compliquée .dès que v
dépasse les premières valeurs entières, la méthode précédente conduit
à des calculs inextricables. Si ' Fon se borne à chercher des conditions
nécessaires pour quey(^) soitumvalentdansie cercle unité, on peut
en obtenir de plus simples de la manière suivante : M. I. Schur a établi
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([ 10&], p. i36) que l'on peutencore exprimer lacondit ion nécessaire
et suffisante pour que l 'équation

(XQ -h ^1 x 4- . . . -4- a,t.:.v"== o

ait toutes ses racines mtérienres au cercle unité, en disant c^ue la forme
hermùienne

Tl

,H O'i, x^ .. ., .;£•„) == V a/p:̂  -h o^n~\^^\. + ... 4- a>..:̂  |2

/<.

•-- ̂  a,, .rx •+• a, ,y),+1 4-. . . 4- ff,,,^ Xn \<î

A == 1

doit être définie positive. Lorsque, dans cette forme, on annule tous les
Xi à rexception d'un seul, on obt ient les E ( — — . j conditions néces-
saires

(6)

[a/J2— 1 ao [^o,

| a,, 1^4- | a/,..., j3 -"-- | a, i 2 1 - - - | a,, i^^ o,

^n I2 -4- | ̂ /t-i |2 + ... 4- a ///,^.. i\ j2 — a /«,4"i\ s — . * . — a^-^J| j ^-^-j-}
J'̂ .

En appliquant ces conditions à Inéquation aux inverses de (5), on
aura ^ des inégalités plus simples que 0^(6)^0. En particulier, si l'on
fait 6 == o [ce qui revient à appliquer les conditions (6) à l'équation
aux inverses de y7^) = o], on obtient
. . , ' , , • ï€1 \ On I 2 —.1^0,

^2 ^n f 4- ( ̂  —• i )2 [ a,^ |2 — ^ | 03
^ I €ln\14- (^ — l Y \ On^ j3 4" ( H — 2 ̂  [ ^/^s ^ — Q J ^y :i — ^ | ̂ â i iSo,

ce qui donne entreautres, en uti l isant (4),

1^1^ K ;̂P-^^ — Ï
a^ î $; V98 '

Pour n<6, cette limite de \a^\ est d'ailleurs trop élevée, car, en
faisant 6= ^ dans l'équation (5), on voit qu'on a toujours ja/^ l ^ ï .
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4:. Revenons maintenant au problème de la détermination de B»
Nous allons voir d'abord que la considération de Inéquation (5) permet
de coordonner certains résultats déjà connus.

En premier lieu, comme le module de la racine de plus petit module
d^une équation

a» -4- <y.\ x ~i- ... 4- v.r, j^ ==- o

est au moins égal à la racine positive de l'équation

on voit que l'on a R^Ro, Ho étant la racine positive de F équation

i — a 1 a 2 i x — 3 | a 3 \ a^ .. . ~ n \ a-n \ ̂ n " " ï == o,

en vertu de l'inégalité s lmm ' ^m. Cette proposition est due à
M. Alexander [13'j, qui a montré d é p l u s que /(^) représente le
cercle |-3'|$Ro sur un domaine étoile'par rapport à l'origine.

5. Cherchons maintenant à comparer les rayons d'univaience R
et ti/ de deux polynômes

f(z) = z +• a^ + ... 4- cinZ",
ff(z) ==^4-6^2•4-...-4-^sn•. •

Nous utiliserons le théorème suivant, dû à M. Szegô ([15], p. 35) :
AÏ les racines d^une équation

A(^) 55 ao4- C^oq^-l- C'^a^scï•+'.. .4- ̂ ^==o

sont toutes situées dans un domaine circulaire (K) ( f ), et si Von désigne

par "X,, A y, ... y \t i^ racines de Inéquation

B(^)^(3o+C;,P^+C;?,l3a^4-..,+:^^===o, ,

toute racine Ç de l'équation « composée »

C(^) ^aol3o^C;,alP^^4-IC2^sp2^84-...4-an(3//.^/^^^ ': .

( ' ) Rappelons qu'on entend par domaines circulaires l'intérieur (Tun cercle,
I/extérieur'(Tun cercîe et îe1 dem.i-plan. 1 1 ' 1 1 1 1 ' 1 1 1 , , 1 \ 1 1

Ann. Êc. Worw., (3), XLVUÏ. — AOUT KjSi. 4o
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est de la forme
''- ^ /•^=^z — Av A.,

ou k est un certain point du do/naine (K).

L'application, de cette proposition aux équations associées de f(z)
et gÇs} donne immédiatement le résultat suivant :

On a^ entre les rayons dhiniyalence des polynômes- j\^ et g(z}^ la
relation

( 7 ) . m^R^—îv,
1 r' 1

À étant la racine déplus petit module de V équation

( 8 ) ^ ( x ) ̂  i, •+.. C^.,, ̂  ̂  + Ci.., ̂  .r3 4- . . . -l- a? ̂ -' = o,
2 t ' î "''/?

^ /û racine de plus petit module de l'équation
/ ^ . /-^ <^«> .-,« h'i h,,
( 9 „? /(, .z?) ES î -l- C .̂.,, — ̂  •4- C^, "̂  ,r2 -.1" . . . -l- '̂  ,^-1 =:- o.

<2î; âî^ €f,^

L'une ou loutre de ces' équations n'a plus de sens lorsqu^m des coef-
ficients a,, ou b/, devient nul. Cependant si. l'on suppose que

• ^,=:^=.. .==a^=o ei ^^==/^==. ,.=:^^=o,

les autres coefficients étant différents de zéro, la proposition subsiste
encore, en remplaçant, par convention, dans les équations (8) et'(())
les expressions —r et — par o. Si, en dehors de ces coefficients, il v a

• ^Av w/C',/, . . , , . , ,

encore Vautres coefficients a^ nuls, mais aucun autre A/,, l'inéga-
lité R^|X[IV ^u-bsiste seule; de même, o n 1 peut seulement écrireî 1 1 1 1 1 , , ' ! ! - , '
•R^'"~aT^ / s?^ y a ^5autres coefficients A nuls, mais1 aucun autre a/,.
Enfin, on ne peut plus rien affirmer' s^il y a des coefficients'^ et b/,
d'indices différents simultanément nuls.

6. Ce théorème a été déjà établi sous une forme légèrement diffé-
rente par M. Szegô, dans le Mémoire précité (p. 55); son auteur n'en a1

d'ailleurs fait aucune application. Nous allons voir pourtant que cette
proposition contient, entre autres cas particuliers, deux résultats sur
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le rayon d'univalence des polynômes, démontrés antérieurement par
d'autres moyens-

Prenons d'abord
/̂ C;,,,, ^=Ct..p ..., ^===C;;:ï,- ^,=1.

11 vient
,^)s,3(i4-^-1 , el ^)^^;

on obtient, sans difficulté, IV === - • Donc, n s^ est la racine de plus petit

module de F équation '-^^ ==o, f(s) est certainement univalent dans le

cercle |^|<1«^1. On retrouve uo théorème énoncé par M. Alexanderi i =: ,/ i
(fl3' | , p. ï6), qui a montré de plus que j\z} représente le cercle

|^ ^M^ sur une région étoilée par rapport à l^origine.
Posons main tenan t

{ " ^ 2 t"1''^ ' i
^n-\ /. ^if~\ , /. _ '
T^ ^=-y-' • • • < h»-^-

f _.lv-l/^,-.l^ / _ ^n~\ , /,r/^ ,--̂ - —^—^^ f/g — "•"""-(y""" î * * * î <./,

11 vient.
^^^^l-^lrJ1 et ^(î)^/7^).

On a ici. IV ==. sin -, par unité 9 ̂  ^i e,?^ to racine du plus petit module de...,;-.. TT,
1 /z '

f ' ( s ) == o, /(s) <?.̂  univalent dam le cercle \ s \ ̂  | ̂ , sin TC y proposition
établie par M. Knkeya (['1A], p. i3).

7. Comme autre application, prenons

/(^-^^ ' ^-F^),
ou

On a

d/où

F f ,s ) s= ^lâ 4- •a.y ~r-..."+" anz^-1. ! .

^(.y) s ^ -4- 3C^,, 5 4- 4.0;̂ , -s^ 4-. . . 4- (•^ 4- l)^1

;„ .JL ^ [ ̂  ( î, 4-, ,s )"-4 ] s (î 4- z )^ (nz 4" % :),:
js ^/^ . ,

R/> ̂ .
- /%



3i6 JEAN MEUDONNÉ.

Je signale encore les deux résultats suivants, que le lecteur démon-
trera sans difficulté ( 4 ) . Si l 'on prend

g(z)^f{z)^an^z^\

on trouve
R/$ aR lorsque n est pair,

ÎV< 2 R ces — lorsque n est impair.
9.n

' Si l'on suppose que les coefficients de/(^) et g ( ^ ) sont tels que
| ̂ [ = = 1 ^ ] ( Â - = = I , 2, . . . , n),

on trouve
( ç / i ^ , ) R ^ R ^ — — — — — R / .

y 9. — ï

En faisant des hypothèses plus restrictives sur la nature des poly-
nômes f(s) et ^'(^), il est parfois possible d^obtenir des inégalités
plus serrées que (7) entre R et W. Supposons par exemple que / et g
soient de la forme

f(.z) = z 4" a^z^-14- a:^^41-' 4- . .. 4- a,^^""1^-4-1,
^-(z) ̂  z 4- b^P-^ 4- b^z^^ 4-... 4- hn^'1'-^^.

On voit alors, en posant ^=t dans les équations associées de /(^)
et ^(^)? que l^on a ici

I^B^R^1-1^,
I P - I ^

A et p-. ayant l à -même signification que ci-dessus. Au théorème de
M. Alexander correspond Tinégalité plus précise

R>Rn [^[ , 1 1 où R 1.^F^l, ou ,no.==——————————,>
[p(n—i)4-lp

^o étant, comme ci-dessus, la racine de plus petit module de'-^ == o.
La méthode de M.. Alexander s'applique d^ailleurs encore dans ce cas,

(r) Les deux résultats analogues concernant les zéros des polynômes sont
démontrés respectivement dans [15], p. 4^i et [11], p, i(^.
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et montre déplus que /(^représente le cercle ^ |^Bo sur un domaine
étoilepar rapport à l'origine.

De même, au théorème de M. Kakeyâ, correspond l'inégalitéi?
R > R , \z, |,

R! étant le rayon (.funivalence du polynôme particulier

^)== f (ï4^T-1^.v\}

et ^,1 la. racine de plus petit module de / /(^)=o. On a d'ailleurs,
d'après la proposition de M. Alexander rappelée au n° 4,

l -iî  ̂ (^ - î j ï ( —— log^y,
8, Nous allons maintenant porter notre attention sur les poly-

nômes j\z) à coefficients'réels; nous supposerons, pour simplifier,
que R== ï ,

II résulte alors de la définition que nous avons donnée de R que la
fonction des deux variables réelles a? et 6

„ sin'20 ,sm3-Ô sinnâ
c&(^, Q) =2 ï 4- a^x —— 4- ci.^x1 ——,-• +.. . •+- ff,,.^""1 • . . ?

• v ' / ' sinô smy sin6'

ne peut s^annule r pour aucun système de valeurs de x et 9 telles que
o ^ 6 < air,

— ï < -T < ï .

Cette fonction reste donc positive quelles que soient les valeurs de a*
et 9 comprises dans ces intervalles. Par suite, l'expression

^(.ï, Q) îssasin^y^^, Ô1)^!^- aâ^cos0-+- (a:^—ï) cos9J-{-... . 1 ;
4- ( û^2 — a^^ ) ̂ ^"-:i cos (À- — ï. ) Ô 4-... 4- a,^^ cos (//. 4- ï) ̂

reste w>n négative pour les mêmes valeurs. Or, si l'on donne à a? une
valeur fixe quelconque comprise entre — i et 4- ï , ^(^, 8) est un poly-
nôme trigonométrique non négatif ̂  9, de la forme

. i4"^iCOs9+Lcos^04-..:.4-X^iCos(n+i)^
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et l'on sait alors que l'on a nécessairement ([16]^ p. 71)
(10) ' ^ | ^ |^ 2 (7t==i, 2, . . . , n4 - . i ) .

En appliquant ces inégalités à^(^ 6) et en fa i saut. tendre x vers î , il
vient
(11) eu ^ a, | a, - i | ^ ̂  j a/, — a/..-,, | ̂  ( k = 4, 5, ,. . ) ,

d'où/par récurrence,
( î 2 ) ^•|^\

quel que soitJ".
Ces inégalités ne dépendent pas du degré du polynôme considéré;

elles subsistent donc pour toute fonction holomûrphe univalente dans le
cercle umîé^ et réelle sur l'axe réel. Elles ne peuvent d'ailleurs être
améliorées si l'on ne restreint pas la classe des fonctions auxquelles
elles s'appliquent., puisque les l imi tes sont atteintes pour/*^)^ -——r^ •

Par contre, la même méthode fournit des inégalités plus précises
pour des catégories particulières de fonctions univalentes : par
exemple, si /'(^)est impaire, <p(.z-\ 0) est une fonction des variables
réelles 0. et t = x^, qui reste positive pour

' O^Ô^^T!: ei •"-" i < / •<, 4" i.

Ea procédant comme ci-dessus., mais en remarquant qu^on peut faire
tendre ici ^vers ± ï , on1 obtient, au lieu de ( ï ï ) , les inégalités

asdr i j^a , | 03 :̂1 ± ^—i IS .^ ' (À" ===2, 3, . . . ) ,

ou encore ; 1 . 1 : •
(x3) • , ' , , { ^ l ê ^ l^îx-+:î "4-1^^3 $'2,

limites qui sont encore atteintes pour la fonction particulière

. /(.)==-——,., , ,

De même, si l'on ne considère que les polynômes f{z) de degré au
plus égal à n y on peut améliorer les inégalités (i.ï); cela .résulte Âe ce
qu'on peut remplacer les inégalités (ro) par •d^autres plus1 précises, où
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figure le degré du polynôme trigonoroétrique correspondant, ainsi
que l'ont montré M. Fejér ([16], p. 79), puis MM. Szâsz efcv. Egervâry
ÇMath. Zeitschrifty t. 27, 1928^ p. 644) "9 o^ a, par exemple, pour un
polynôme trigonométrique de degré m,

À) | ̂  2 COS
m.. -h à

ce qui donne ici, pour le polynôme/(s),

| a.^ \ ̂  ^ cos n -h 3

9. On peut aussi appliquer les inégalités (10) à ̂ {x, 9) même, qui
est également un polynôme trigonométrique en 0. On trouve ainsi^ en
posant

^r,)=,Zii^^^=^^+ • /•'

. , ^r,) .̂.̂ l=^â^

les deux séries d'inégalités

Max A(^ < i ,
0<:..<1 U^) ~

f^{x}^ci^Max \^
f,(X)

0<^$1t^)

j\ ( x ') — a^ x1 — q^^4—. . .^—a^oc^PMax | •/- M^)0<.r<:l

(^f/)

Max i
o<<y<i

Max, i
<y<'l0=^^1-

Max ( i
o < ^ < i f

^ 4- CL^X'1
; 1 ,

^(^) I"
• • • • • • 1 1 " • 1 • • • • * f
xi "+" ;̂t ̂  ̂ ;_ * ' +^p+ tff^1
. _ . . ^ ^ ^ ^ <•!.
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Ces inégalités sont encore valables pour toute fonction univalente
réelle sur l'axe réel, et les limites sont atteintes p o u r f ( s ) == . g 1 1 ^\l — '"/
Lorsque f^z')=o, c'est-à-dire lorsque /(^) est impaire, les inéga-

"f ( x }Vîtes (I4/) sont identiquement vérifiées; mais en-posant^-- = F(^2),
on peut alors substituer à (i4Q 1^ système d'inégalités

(t-n

M'Q Y

-1^-+-1
MniY

-.1</<-M

Max
-l^g-M

t

1
1 F ( < )

I4-<?
F ( ^

i + a

^

;,<)
:,<

ï ,

< ( ,

-\-.. . •+• a^,H«i if
¥ { t } ^ r

où les limites sont encore atteintes pour f{z) ̂
de ces inégalités donne
(^5) 1/(^)1^ l . / ' ( ±01ê " "

-^t La première

D'ailleurs, ^i^/s) est une fonction holoinorphe univalente dans le
cercle unité, on sai tqu^i l en est de même de y ' f(z^), et, de plus, cette
fonction jest impaire et réelle sur l'axe réel en même temps que /'(^);
en lui appliquant les inégalités (i3), il vient

W \n±^\U-
Cette dernière inégalité n'est aatre qu^un cas particulier du théorème
de Koebe-Bieberbach sur les domaines couverts par les fonctions uni-
valentes ([18], p. 75). La méthode de M. Bieberbach permet aussi de
montrer que tout point de la frontière du domaine couvert par une
fonction impaire univalente dans le cercle unité est à une distance ^ ^
de Torigine ([19], p. 26, ex. 148)y ce qui contient encore les inéga-
lités (i5) comme cas particuliers.

10. On peut se demandersiy en exprimant les condit ions néces-
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s aire s et sufji^cintes pour que ^Ç-x, 9)? °ù x es^ fixe, reste positif quel
que soit 6, on ne pa rv iendra i t pas à résoudre le problème (A) pour les
fonctions univalentes à coefficients réels* II. est aisé de voir qu'il n'en
est rien.

.En effet, les condi t ions nécessaires et suff isantes pour qi^un poly-
nôme tr igonométrique ou une série de Fourier u n i f o r m é m e n t conver-
gente

ï + ÀJ COS^ --h \ COS '.î 0 •4-- . . . -i- /.// COSn ̂  -i- . . .

soi! positif ou. nul quel que soit 6 s 'expriment, sous forme d'une inf i -
n i t é d ' inégalités ('[ iOaj. , p. 229), dont les n premières ne con t iennen t
que les n premiers coefficients, quel que soit n; de plus, il n'y a pas
d'autres conditions entre ces n coefficients qui ne soient pas consé-
quences des précédentes. Comme les n premiers coefficients de ^(^,0)
ne dépendent que des n premiers coefficients de /Ï^)? on voit que
notre méthode ne pourra donner entre ces ri premiers coef f i c i en t s
d'autres inégalités que celles qu'on d é d u i r a des n . c o n d i t i o n s qui
v iennen t d^èire rappelées.

Or, pour /i==:3, un calcul simple montre que les condi t ions qu'on
obt ient pour a^ et a^ sont les suivantes :

, \ a.\^ ! . .
' M-'^^-

Mais, d^uitre part , la méthode de M. Bieberbach fou rn i t la condition
nécessaire

\a^ — a;j s i ,

qui n^est pas une conséquence dès inégalités (17), ce qui montre bien
que le procédé indiqué ne saurait donner toutes les conditions néces-
saires et suffisantes. . , , , •

11. Nous allons maintenant appl iquer la défini t ion que nous avons
donnée du. rayon d^uni 'valence, à la résolution du problème, parti-
culier suivant : Trouver la. valeur maxima du rayon d'unt^alence R(^)

. du polynôme ; . 1 11 . ! ! 1 . • 1 , , . 1 1 . 1 ! ! 1 1 1

d8) , • •f(z, a) ̂  z-h zï•~}~ az" ( ^â 3 ^ . . :

lorsque a prend toutes les valeurs possibles, l/existence de ce maximum,
^///»< jF.c. Norw^ ( 3 ) , X L V I H . — SÎÎPTEMBKE 193 ï . ' . - A Ï
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résulte immédiatement de la première inégali té (4) qui donneR(^ )^2 .
I/équation associée (5) s'écrit ici

siïirtô
(19) A -h 'îx cos 7 -4- a —;—,-- a/1"'""1 === o

OU
i -5- '2 A- ces Ô _ si ii // Ù

. z ' ^ 1 - 1 a i e Ç

L'équation (19) ne doit jamais avoir de racines à l ' intérieur d'un
cercle [^]^*SR(^) quel que soit 0. Par suite, si Von désigne par (To)
la courbe qui correspond à la circonférence ( C ) d'équation x\ == r,
par la transformation

.y- , . , i -4- '.-ï.rcos'9
Y ————— , ( , / ,y, l .,-..-..,, . ________j\. — yi^; .— • -^/,_,—-~ »

le point Xo === — a——,- doit êt.re toujours placé, par rapport a (To),
de sorte que l'argument: d e ( X - X o ) augînente de — 2 ( n — î ) r .
lorsque l 'argument, de ^* augmente de 2 ri.

Dans ce qui suit, nous fixerons a et /•' et nous étudierons la variation
simultanée de la courbe (IV) et du point X,> lorsque Û varie de o à ̂
Au Chapitre précédent, nous avons fait l 'étude d 'une famil le de
courbes dont les courbes (Pô) ne sont qu'un cas particulier (n0 19);
en se reportant aux résultats alors obtenus, on voit d'abord que si
,2TcosQ> ^-—^lâ courbe (re) tourne au plus ( n — 2 ) fois dans le
sens négatif autour de tout point du plan,; i l , y a donc toujours une
racine de (19).intérieure au .cercle (C). 11 noua faut, par, conséquent,
supposer^rcosô < / -̂—1 pour toutes lesvaleu'rs de Û, soitr<' ^—1—,n — 2 A 1 "- '^(^ „.,„„„ ̂

ce qui donne déjà pour'R(a) une l imite meilleure, que celle de
M. Bieberbach.

Si 2rcosÔ< j^—7;' ^ ̂ i1^ présente une seule boucle-contenant
ou noR l'origine^.suivant que 2rcos0'< i ,ou arcosO ^>i ; so.n somBief
a pour affixe
^o),, : , 1 1 , 1 1 1 : 1 ; 1 1 1 •x.^^^ïr^^ 1 1 1 : , 1 ^ 1 1 1 1 1 ; 1 1 : 1 ;
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et son point double

. Lzjl" smcpQ
r^ s in(/ i--a)^,

(_ ^\n ^____________________
2—^L. y j — ^ /• cos On cos ^ 4~ 4 r 1 cos"2 ̂ ,

<po étant le plus petit angle positif qui satisfait à Inéquat ion
si il (n — \ ) o— 'î r cos 6/ si il ( n — 'î ) ^ == o.

La seule région du plan des X telle que la courbe (To) tourne {n—ï)
fois dans le sens négatif autour de chacun de ses points est le
domaine (Do) intérieur à celte boucle. Il nous s u f f i t donc d^étudier la
variation de ce domaine et du point Xo lorsque 6 varie de o à - - Le
point X,o se déplace sur une dro i te (rf) issue de l^origine et faisant un
angle égal à arga (à n près) avec l'axe réel. Chaque domaine (Do)
découpe sur cette droite 'un segment MN à l ' intérieur duquel doit se
trouver le point Xo Çfig' 3). Je dis tout d'abord, que si r==: R(â) , il y

aura une valeur au moins de 0 pour laquelle le point Xo sera sur la
frontière de (Do), en l'un des points M1; ou N (ON^OM). Sinon, la
distance de Xo à (IV) aurait, lorsque 6 varie, un minimum positif,
fonction continue de r; en remplaçant r par r+£ , c étant un nombre
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positif suffisamment petit, le point X, variera encore en restant cons-
tamment intérieur au domaine (Do) correspondant; la valeur de r
considérée ne peut donc être égale à .R(a).

Supposons donc que pour un certain nombre de valeurs de 0,
soient ô', Q'% . . . , Ô17^ le point X,o v ienne sur la courbe (Fo) correspon-
dante. Montrons que, n a n'est pas réel, on peut le faire varier d'une
quan t i t é oa telle que B(^ + oa) > R(/Q. Nous ut i l iserons la remarque
suivante : soient 0 , et 62 deux valeurs de 6, telles que

:ir cosô, >' 1 1 arcos^-O,;

considérons les courbes (1\) et (I\) correspondantes, et les points
d'intersection N, e t N ^ d e ces courbes avec la droite (r/). Il est évident ,
puisque la courbe (TV) n'a jamais de points d ' inf lexion ( ) ) , que
l'on a (//^. 3)

\ V , < V , < V , < Î .

Faisons alors tourner la droi te (d) d 'un pet i t angle oç dans le sens
négatif, et soient N'i et N3 les points d'interseclion de là droite (/f)
ainsi obtenue avec (t.\) et (1-'\); on a

ON', ,,. . ON:» , ^ .. ,- , ,,, , , ^^..-.-.cotV.o^^^ï-c^^^^^^

Ceci posé, considérons parmi les valeurs 0', ô^ . . . celles pour
lesquelles ,2rcos0^>ï 1 , et telles de plus que, pour ces valeurs,

Xo vi-enne coïncider avec l'extrémité N du, segment MN correspondant.
Désignons par 61 celle de ces1, valeurs pour laquelle l'angle V corres-
pondantest le plus-grand, soit V-i cette valeur maxima. Faisons alors
varier l'argument de a d'un angle n é g a t i f — S y et, en mêine temps»
faisons varier te module de a d'âne quantité

ô ] a ] ==:— j a | ( i — e) colVi ô<p,

£ étant un nombre positif suffisamment petit. Dans ces conditions, il
est évidente d'après'ia1 remarque précédente, que pour ia nouvelle

(1:) 'Bien entendu, lorsque y/rcosî/ < — — — -
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valeur de a, le poin t X,, n'est jamais sur la frontière du domaine (Do)
correspondante et l 'on a bien, par suite,

K ( f f 4- 3a) > R.(aj .

•12. Nous supposerons donc dans tou t ce qui sui t que a est réel;
pour fixer le signe de X, et Xy, nous nous placerons dans le cas où n
est pa i rC) . Prenons dans un plan deux axes de coordonnées ()w\ et
traçons les courbes (XA (X.,\ (X./) obtenues en por tan t en abscisses

, , '!1 ' 'x<,m x,(0) x,(ô)?/,=== 2 cosO, en ordonnées 9 = — —^—' » ^ == — —^—? i — — —^—

respectivemcnl et en faisant varier 0 de o à ^ •D ' ap rè s les raison-
nements précédents, la première de ces courbes doit être comprise
entre les deux autres et avoir au moins un point commun avec l 'une
d'entre elles.

La courbe (X,) est u n e droite dont le coefficient angulaire a le -signe
de - a; il en'résulte, d'après la.forme de lacourbe (X,,) (fig. 4). q«e,

' y.g.4.

s iaZo cette droite ne peut, couper l'axe Ou qu'en un point d'abscisse
négative ou supérieure a 2 ; cette .abscisse étant égale1 à j. > o, on doit

(<),Lorsque n esl impair,'les résultats qui suivent ^subsistent -en changeant
simplement le signe de a dans les formules et les énoncés.
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donc avoir
i

^ 2

Celte valeur est d'ailleurs effectivement atteinte pour le polynôme

f(z)=:z-^^.

Supposons ma in t enan t a<^o. La droite (X,) doit être alors tout
entière au-dessous de la courbe (X,o), ce qui, n'est possible que si elle
coupe l'axe réel en un point d'abscisse supérieure au plus grand
zéro'de X^(^) ,

TT
u^ == a ces - "

On a donc la l imite supérieure
(^) , /^ 7T

2 COS —
//

Cherchons si. cette l imite peut être a t te inte pour une valeur particu-
lière de a. Il est d'abord nécessaire pour cela que la droite (Xi) soit
tangente à la courbe (X.o) au point 11,17 ce qui, donne

i fdX,

Comme

il vient

ar^ \ du )^^

dX.^ dX^ d6 n, cos n Q sin 6' — cos 6 sin n 0
élu .dB du 1 1 1 1 a sin^Ô

1 , . „ TT! ! • ' 1 sin2-- 1
^ ,̂ /,,.,,i ^ ^ ^

a -^: —————— -^ ——— 510- - cos'1"""- — •y^n—ï , ^ , ^ , ^

Lorsqu'on donne à a cette valeur, la droite (X.i) est bien située
au-dessous de la courbe (X/) pour toute valeur de u^u^ En effet,
comme Xo(^) est un polynôme CUM ayant toutes ses racines réelles,
sa dérivée seconde est positive dès que u^>'u^^ //^; étant la plus
-grande racine de — == o; il suffit donc de montrer que

^.(^O ^Xo(^ ) - pour o^u^Un^, (,A .̂ 4 ) - 1 • ; '



POLYNOMES ET FONCTIONS BORNÉES D'UNE VARIABLE COMPLEXE. 3^7

Or., on vérifie sans peine que

iX,i=|X,(^_,)|^^|X,(^)|.

quel que soit / / , ce qui suffit à établir la proposit ion.
Il reste maintenant a examiner s Va. courbe (X./) est constamment

an-dessus de(X,/). Cherchons d'abord le sens de variation de Xa(« ) ;
il nous faut pour cela connaître le sens de variation de l 'angle (pc,
défini par l 'équation (^2) en fonction de 0. Or, si l'on pose

_) ' ; :=r sill ( //.. — i)^, .^"a^ '-lv' cos'9 sin (/ / — 2) ̂ ,
on a

——1 j •==. il — l { —-^ ) rrr 2 (// — 2 ) F COS Ç.
^ d^ )^ \ d^ 7-^=° •1 ;

Lorsque r<— ï —^ je dis que -
";î CÛS -"-

(^'ïA yf^}
\^<y /y-'.»^\ ̂  ̂ -o'

quel que soit 6; il suffit de montrer que

... n — 2 \ , . , TT//, — ï ^ ——— on ——— ,> ^ s in- — "
TC fi — ï - a //, '

cos — ,
/?

or, pour T?. === 3, les deux membres de cette inégalité sont é^aux, et
pour n > 3, on a

1 . 7T2 , . , TT, ————— ^> ——— ^> ^ ^^i; -t —— .
n — ï 'À'n1 'AU

Lorsque y croît à partir de zéro., on a donc d'abord ja -<./i ; ?o reste,
par suite, toujours compris entre, o et ——• De plus, lorsque 9 croît^
pour chaque valeur de y^ ja est une fonction décroissante de 9; par
suite, Ço est une/onction croissante de 6. Il résulte alors immédia"
tem'ent de la formule (21) que 'K.^(u) est une fonction décroissante
de u; .comme [X,.)(^)|^X.o (a), pour que la courbe (Xû'/soit au-des-
sus de la courbe (Xo) , il faut et il suffit que

(^) \ 1 1 , 1 : 1 ! , : . X^)^Xo(^).1 ; l i l 1 1 ' - 1 1 ; 1 1 1 1 , , ^ 1 1 1
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En expl ic i tant cette condition, pour la valeur de a donnée par (24),
on trouve^ lorsque n ^> 3^ l ' inégalité

.. ,, TT .. 7T
( 9.6} 2 ces .p<i^ o cos - — cos" — 5

ç,,, étant ici la plus petite racine positive de l'équation
TT . ,

( y . " ) ' cos- ' s in fn '—i ) -> —•• s in( / / —^ )^ == o.
' / ' //, 1 '

Pour n == 3, on a
X^)==X,,^);

la condition (2.5) n'est pas vér i f iée .
Afin d'examiner à partir de quelle valeur de n l ' inégal i té (26) est

vérifiée, cherchons u n e limite infér ieure de Oo. Je d i s que 7.———
est une telle limite : i l . f au t montrer que

V 'À TC „ . \ T. 7T
•"— COS - :̂ S III • — — —————•

'>, II

OU
- „ ,„ Tr., 7C . rr.( w) 1 cos ~-,:: cos 7"————- •— ^in -7-——"—1-/ //, •- ^ ( n — i) f\.{n — i )

TC s . „ TC . ,, TT^ID „-.——.-̂  ^ o î (,3m- — — ^ri-/^ ( ̂ . — i ) ^ >IIJ j '" ' , .>, /i > " ' 3 ( p, ,^ ï y
Or, l ' inégalité

. - . . T T ^ ^ 7T3
,̂ K ji jl - _ . - . ^ , — ^ ,̂.̂ —. ^

f[(n — ï ) , "- ^r^

qui. entraîne la' précédente/est vérifiée pour n ==(>, et, par suite,
poum^>6, car, si elle est vérifiée pour une valeur de n..y elle l'est
aussi pourles valeurs plus grandes^ — /^sin —^r-— é tan t posi t ive .
On constate directement que l ' inégalité (28) est sat isfai te 'pour n = 5
et qu'elle se réduit à une égalité,pour n ==.4. Pour que l'inégalité (27)
soit satisfaite,, il suffit donc que l'on ait

7T > „ TT , ., TT, ^ 00^, ————— < 3 eos - — cos'11 - 5 ,
4,(n — i) "" . /i . , n , , • ,

Qu'encore1 ! ! ' , 1 , ! ' ^ 1 , 1 ! , ! , ' ! . . . : ' ^ ! ! ; . ! • . 1 ; 11 ! . 1 ! •
! ! 1 . . , , TT . .. ... .. 1 , 7 3 : 1 1 1 < ! , Tt ! ! ^ !

, , • - : , ' sin'-,————~ ^i.6 sirx4' — — 2 sm'' —! ^ . , ! ! ! ^ ! ^ . - ! o(%1 1—1 1!) ^ . ! ^.n ^ 1 1 , ! "'.ï/^ 1
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e'ty a fortiori y - .

sin-———— ^V 1 3 T : : Î

^(^l)^-^

On constate que cette dernière inégali té a lieu pour n r = i , o » et, par
suite, pour la même raison que ci-dessus^ lorsque n^> 10. Lorsque
71==^ S, c), on vérifie d i rec tement l ' inégalité (27)611 calculant
une l imi te inférieure plus précise pour y^ , dans chaque cas. Pour
71:=== 4 » 3? ^î on a, au contraire,

,. TT „ 71:
9, COS C^,, ̂  .) COS — — COS" ~ •

' // //

Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant :

Le rayon d^n.nivalence du polynôme •

/( s, a ) ss .3 -4- ̂  -4- ^ ̂ // 1 • C //. § 7 '). ! . ,

esl au plus égal à /•„,== ——— 'Cette valeur est effectivement égale au
2 cos ~4

ï
rayon (.r'animale nce du polynôme particulier

:'>/'•'~'1 sin2 -"" cos"""2 —
y/j.s)^^-^^^"-!)""1———^———^.c;". . ,

Les deux points du cercle z ====?•,/ où ce polynôme prend la même
valeur sont '

, ' .7: .7;

. . , , ^ ,. , „ ^ , ^ ^ .

'^ cos — 2 ces —
/? /?.

et la valeur commune en ces points est égalera ^ 1 ,' ' .

/ 1_ ^ , , ^ 71 __ „ ^.^ ! ! . 1 1 ! ' ! ' . 1 1 ' ;1 ': ;1

a ( > ' ^ / Z 1 ' < l u l ^ ^ 1 1 " ~ «71:' 1 1 11 ^1 ^ /, eos3 — 1 1 1 1 1
1 . ' ! ! ^ ! ^ /^' ! ! ! ! ! ! •

13. Il nous reste à chercher, le maximum d:e R(^) lorsque 3 ̂ $6.'
Beportons-nous à la figure 4 ; nous savons que lorsque le maximum
est atteint/ou bien la- droite,(X,) est tangente, à la courbe (X^), ou

Ann. Éc. YVorm., (3 ) , XLVUÎ. — SBPTEMBRE K^I. ,,:' .1 / ^ , : ,
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bien on a Xg (2) ==: X<j (2). Je dis que ces conditions doivent être
simultanément vérifiées lorsque le point de contact de (X^) et (X/)
n'est pas sur l'axe Ou. En effet, si (Xi.) n'est pas tangente à (X,,), on
peut, en diminuant a d 'une quantité assez petite Sa, faire en sorte que
X.a(2)>-Xo(2) et que(X.i) reste complètement au-dessous de(X,./);
on aura donc R(^—Sa) ' ^>R(a) , On raisonne de même si (X,) est
tangente à (X( , )en un point d'abscisse comprise entre u,, et 2, sauf
qu'il faut ici augmenter a d'une petite quantité. Si (Xi ) est tangente
à, (X/) en un point d'abscisse comprise entre u'^^ et u,^ le raison-
nement s'applique encore^ en diminuant a, même si Von a^ de plus,

Xo(a)=X:,(2).

Ces considérations montrent donc que la recherche -du max imum
de R(û) revient à trouver quatre nombres ay r, /^ cp,, satisfaisant aux
équat ions

s in (n — î ) cp(, — ';>. r s in (n — a ) ,?„ =: o,

ar^ \/1 — 4. r ces 90 + 4. ̂  == ̂ ,

(E) ^X<, _ î
du ar"-^ '

X,^u
dX^
du ^-i

avec les conditions

(29)- , acos "" < ( î <. a, og9(,< "--TC—.

Les polynômes pour lesquels le maximum est atteint prennent la
même valeur en deux points distincts de la circonférence | z === r, et,
de plus, leur dérivée s'annule en deux points de cette circonférence.

î° n= 3. On a
X ^ ( u " ) == u^— i ,

. Les équations (E) donnent

dX,
du

cos9,==r, . 3== ̂  ! 2/.:
ar ^+ i=== —;<, ; / ! ar^ '
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cToù
^=: 2, / == V^ (on a bien 2 cos "7 < y''2 < 'î j

et
1 ••>. / __ r> V '3 __ , ,-» ...

/• 3 /'^ 3 ? l" '"

On en déduit a = i; on vérifie effectivement que le polynôme
0

.^(3)=S-^-; . Î-^-^^ :••

prend aux points
^-^^ . ̂ -^^

<"> • '-^

la même valeur a^ = - ^ et qu-e sa dérivée a de plus ses deux zéros
, . p, 1 1 'av'^situés sur la csrconterence p | === "-^~-

2° ^ == 4 <-
^X-n ^ ,Xo(/ .^==rr~-a/ / , ^ ^=:^^-—3,

La première équation (E) s'écrit
4 cos2 9(» — 4 / ' co^ '-po —" :1 ̂  07

d'où ' ___
cosy^î^±^^

Par suite, . . __
, —^———————————^==r i/r2 4- î — r

X,(,s)=: ^Vl+4r ï 2~2r2—-îrVr î t+l== I——?!——••

Les autres équations (E) donnent .

^-î-1 — r==:4.û^^

.3 w2 — a == —^?! , 1 , . ar2

. 'A //' ~~ o^ '

Posons
:cotg?/À et b=ar\
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Il vient
4^ ̂  tan^'?.,

,, r î — tanff2}, 9<
PîU^^ 7 4- 2 == 3———---^— 4- 2 == ———^- »b tang" /. tan^'"/.

l angÂ
d'où.

l f f / „ / /r
9. ~\ 1 .

on //:==;Ç''6,

valeur qui est bien comprise entre acos^ == \/2 et 2. On en tire

3 i/o — a „ \/2/' ̂  —T7=::::^ ̂  01.697 • • • < — == ° ' 7°7'a y a î b ->- ,

et cette valeur est égale au rayon d^inivalence du polynôme

^)-.^--4(--^y,,
\.'î \/b — ':•>,/ - •

3° n == 5 et n == 6. Posons en général A == ar^"^ et remarquons que
la seconde équation (E) peut s^écrire, d'après (21), sous la forme

A ̂  // îî lZL l̂llî0.
, ^ , , • , b , sincp(,

Comme, d'autre part, la première équation (E) donne

ar=: ̂ ^^llî0

on a aussi

Si l'on pose

sm(/z — a)Ç( )

/" _ ^ sin(/î—.ïj^o1

^ 9, sîri.0()

-2 cos ep, == / et ^ == f , , Y] =:• / »
u 0

on voit que les formules précédentes.définissent, dans le plan < ç , T j ) .
une courbe unicursale (y), dont les coordonnées s'expriment par des
polynômes en t'de degrés (n—3) et (n— 2) respectivement.Mais,
d'autre part, les (leux dernièreséquations (E) donnent pour Ç et T| des
polynômes en irde degrés ( n — i ) et (n— 2) respectivement, autre-
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ment d i ty définissent dans le plan (E. ï]) une seconde courbe imicur-
sale (y). Les points d'intersection de ces deux courbes satisfaisant
aux conditions (29) donneront les valeurs de a et r cherchées.

E,n procédant de cette manière, on voit que pour n = 5 et n === 6, on
obtiendrait u -par la résolution d'équations en ir du 6e et du 8e degré
respectivement.

Un calcul approché donne, pour 71=== 5,

i l == i, ()6<), /• =: o, 6 158 < ——— = o, 618o ;
TC '

•;-> COS -y
3

pour n == 6,
r/==i,;355, r ==o, ̂ 7734 < ———==0,57735.

•2 COS -:
0

.Nous avons ainsi complètement résolu le problème posé au n0 H.

1,4. Cherchons maintenant à déterminer de même le maximum du
rayon d 'univalence R(^) du polynôme

/'(.s, a) =s .3 -l- ^ -\~ ci.^ ( / f >p).
En posant

_ s\np0 _ sin/^
sin^ s in Q

^ é q u a t i o n associée s^écrit
î -|- ;/..Z'̂ ~'1

En opérant comme ci-dessus., nous sommes conduits à examiner la
position du point Xo == — w p a r rapport à'la courbe (To) correspon-
dant à la circonférence \x\ ==r par'la transformation, , , ,

1 'i\, . . . î + u^i'^ . : , : ! :
• „ x=4.(^)^-—^^^ ,

Nous dist inguerons deux cas, suivant que (n— î) est ou non multiple
je (^—ï) . Dans les deux cas, on peut toujours se limiter au cas où
,./^-K ._L_L«, car, dans le cas' contraire, f{^) :a au moins un zéro1 1 1 - - p (n — p ) . , / , . ! 1 1 ! ! ! 11 '1 ' ! . ; , ^ ! • 1 1 : 1 1 1 1 1

dansée cercle |^|S/'. 1 1 : • 1 ! . ! , 1 1 : ' 1 : . ; 1 1 ^ 1 , ; 1 1 1 1 ^ , ! ,' ^ ,1 ! 1 1 ;
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i° Supposons (fabord que (p — ï) ne dùise pas Çn — ï ) . Désignons
par Jle p.g.c.d. de ( p — ï ) et (n— i), et posons

p — ï ==: dvs^ n — ï == dv.

Il résulte alors de l'étude faite au Chapitre précédent, (n° 21 ) que la
courbe (T^) présente OT boucles dist inctes, recouvertes chacune^ fois
et se déduisant de l ' u n e d'entre elles par des rotations de 'Â t ̂

i V5

(Â-= o, ï , . . ., C T — i ) autour de l 'origine. Pour que l 'argument de
( X — X o ) puisse augmenter de — 2 {n — 1)11 lorsque l'argument de x
augmente de 2r., il est nécessaire et suffisant que X.o soit un point
intérieur à toutes les boucles. Je dis que ceci ne peut se produire que si
les boucles contiennent toutes l'origine. En effet, dans le cas contraire,
chaque boucle est tout entière d'un même côté de la perpendiculaire
à son axe de symétrie menée par l 'or igine; si Xo^o est un po in t
commun à toutes les boucles, il en es t 'de même de tous les p o i n t s

2 hî T. • ,

Xy<? CT ; tous ces points sont en particulier situés à l 'inlérieur d'une
boucle déterminée, ce qui est impossible si rï7> ï, car ils ne peuvent
être tous d'un même côté d'une droite quelconque issue de l 'origine.

Mais si toutes les boucles contiennent l'origiïie quel que soit 0, on a
nécessairement

sln01 u ! r ! ' ' ~ } ^!1 ou f ' 1 ' ^ <
^ | sin pQ

et par suite,

B(a)^

Cette valeur est d'ailleurs égale .au rayon d'univale.nce du polynôme
particulier •

^ 1^(,^^+^.
2° Soit maintenant

n— ̂ = ̂  {p "-- i),

h étant un entier au moins égala 2. Faisons, dans l 'équation associée,
le changementde variable y ==x^1 ; on est ramené à étudier la posi-
tion du point X, .̂  —ac, par rapport à la courbe (1%) déduite de la
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circonférence \y\ == o == r^i par la transformation

X==W(,-)^1-^.

En reprenant les transformations du n0 11, on voit qu'on peut se
l imiter au cas où a est réel; le problème consiste alors à déterminer la
plus grande valeur de p pour laquelle la courbe (X^) du plan (a ,^ )
défi nie par
,..,- , sinpô sinnô(Xj , , / ^ ^ — — f (^——^,

s iny s iny

lorsque 0 varie de o à ^3 se trouve située entre, d'une part, une courbe
(X.i) (formée de deux droites symétriques par rapport à l'axe 0^'),
d'équation
rv- -, ,,— pM—«. , ,( ,\ j i r == ———-,——/ ap"

et, d'autre part, une courbe ( X ^ ) d^équation

(X,) t ( .=^( [ / / | ) ,

oùg( |^ | ) est une fonction décroissa'nlede \u\, qui prend pour) u \ =^p
la valeur

1 . , i sin o» . T /———————————^~
^•( // ) = —T ——,—T—— === —T \ / 1 — ^p p cos 9» + /./- a-,
' ' ^/p" s in ( / / . -—i ) yo <?/? ' ' ' ' t

Çy é tan t le plus petit angle positif qui satisfait à l'équation

(30) s in / / .cp—y7psin(A—i. )<p==o.

On constate aisément que le point le plus éloigné de l'origine où la
courbe (Xo) coupe t'axe Ch^ .correspond à 0==-; par suite, on doit
avoir ^ , ! ^ ' ! ! ! . • ' ! ! 1 , ! ^ . ^ ^ 1

7T
sin — !

/i ' ! . ! ! ! !

( 3 1 ) 1 p$ ————.'1 / . l, - , mtsm J—
! ! ^ ! . ! . ! 1 1 1 , ! !

II faut ensuite examiner si cette valeur peut être effectivement
at teinte . On voit comme précédemment que la courbe (Xi) doit être
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tangente à (Xy) au point où elle coupe l'axe Ou y ce qui exige
71 . RT'. • . 7: pTCcos- sin i— — p siî'i •~ cos-—
// // // // . , prc

" ' ~ . ,n "' ' //
// SUT' —

//

Un calcul assez long mais qui ne présente pas de d i f f i cu l té sérieuse
montre ensuite que la courbe (X,o) t ou rne sa concavi té vers les r posi-
t i fs lorsque 0 varie de o à la valeur q u i donne le p remier m i n i m u m de r;
cette por t ion de courbe est donc b ien au-dessus de ( X , ) . On t r o u v e
qu'il en e s t - d e même pour le reste de la courbe (X<») tout au m o i n s
dès que À dépasse une certaine va leur i ndépendan t e d e p 1 1 1 ; on peut
prendre par exemple h^io. Pour que la limite ( 31") soit a t te inte , il
reste enf in la condi t ion

r a y a n t la valeur calculée ci-dessus; en explici tant , on ob t i en t l ' iné-
galité
/ o , / /^ -I" i . 7T . ]>T. T. //7T
(0^) COSO(,S -—————.SU1» --- SU1 -—— --l- COS • COS-"—"•

' "' '^p // // // /i

Or, en. utilisant, l ' i néga l i t é
Tr pn fr'Ti:''1'sinp— —— — ^——

__^ ̂  J>^___b^^ _ p^^ ^ 'î^
. TC ^ />7T '""" IT//.^ ^"" ' rç^^y

p S'IÏÏ -- -'——
//. //

oîï constate sans diff iculté que l'on a Ço^^- dès que h'^c^ d'autre
.part, quel que soit h, .le second membre de (32) est supérieur à
, . ! 1 ! 1 ! 1 . 1 1 ! 1 1 . 1 ' ' ^ ^,. ^ . . , .^ ^ ^ , , .̂,̂ . , •

'Pour que rinégalité (32) soit satisfaite, il suff i t donc que l'on ait,
rt— rj:i ^ 7r/"ïîp ""1'"" 67^47^ < î "1-1 " in^1 1 1 ! 1 1

(11) 11 suff i t d 'é labl i r : 1° q-ue les extréma. de // (ou r) sont, en11 vnleur absolue,
inférieurs au.premier nniumum de celte fonction ; ;î0 que celte dernière u'ijaiitité
.est inférieure,, en valeur a bsôlue, à1 u ( B ^ ) , 0^ étînit.la valeur de Ô qui.correspond1

au prennèr in î î i i l n i i ï n de c.
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et l'on constate que cette inégalité est vérifiée des que h^ï3. On peut
se demander si, en faisant un calcul plus précis, on ne trouverait pas
que l'inégalité (32) est vérifiée quel que soit h tout au moins à partir
d 'une valeur dej? suff isamment grande ; mais il suffît de prendre h == 2
pour voir que, dans ce cas, l ' inégalité (32) n'est jamais vérifiée, quelle
que soit la valeur de.jp.

Nous pouvons donc résumer cette discussion dans la proposition
suivante : le rayon (Fumwlence du polynôme

/(,s,a)=E^4-,^-4-a^ {n->p)

eut an plus égal à

f , \ / ^~ i
) .s'/ ( n- — i ) n'est pas multiple de ( p — î ) ;\IU i \i ^

. 7: \ /——T .s m \
// l . , . .————-....-- [ ,<,7 // ,— i -^, /i { ? — ^\

. p-K f ' • ' •
sin -— /

//. /

Celte valeur e^t d'ailleurs atteinte lorsque h est supérieur à un certain
nombre entier Ao <. ï2 (^ nombre pouvant à priori dépendre de p').

Lorsque 2^/^/4, la l imite exacte est comprise entre les précé-
dentes ; on l 'obt iendrai t par des raisonnements analogues à ceux que
que nous avons faits ponr^ == 2. On peut constater que sa détermina-
tion se ramené a la résolution d^me équation algébrique dont le degré
croît avec/.».

.Remarquons en f in que la l imi te supérieure

s in !-- \ //-- '// \
. I.)n

s in -—
///

est encore valable pour un polynôme à un nombre quelconque de
termes, de la forme

/( z ) ;I:E z 4- ̂  z^ + ̂  ̂ n -l- . . . -l- ai,^'1- 4- ^ 4- a ,̂., ,^'^••1 i i!n 4- . . . -4- a^s'^'.

I l suffit, pour le voir, de faire 0 === ^ dans l'équation associée.
Afin. I5c» /Vor/n,, (3), XLVI l l .— SEPTEMBRE 1 9 3 1 .
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CHAPITRE 1:11.

QUELQUES PROPRIÉTÉS DES lî'ONGTIONS BORNÉES.

Bibliographie,

Ajouter aux Ménioircs cités aux deux Chapitres précédents :

| 20 [ E. LANDAU. — Der Picard-ScliQttkysclie Satz und die Bloc lise fie Kons-
tante (Sitzun^'sberichte der Akadeinie der Wissencliaftan zu Berlin^ PIrys.
mat h. Klass^ Kp5. p. 4Ô7-474)-

[2ij P. MONTIÎL. — Sur les zéros des dérivées des/onctions analytiques
(Bulletin de la Société mathématique de France^ i. 4-8, K^O, p. i()5"ia6).

1. Nous nous proposons d'exposer dans ce Chapitre quelques pro-
priétés des fonctions analyt iques, bornées dans un domaine simple-
ment connexe, que nous pouvons toujours, à l'aide d 'une représenta-
tion,conforme, supposer être le cercle un i t é (C). Nous nous occupe-
rons donc de la famille (5^) des fonct ions analytiques f ( s ' ) telles que
|/(^)1$M pour l - ^ l ^ i ; commençons paren rappeler quelques pro-
priétés classiques (voà\ par exemple [ 18], p. 102 et suiv.). On peut
encore dire que les fonctions d e l à fami l l e (^Si) fo^t correspondre au
cercle (C), par la transformation Z ==/(;?), un domaine (D) intérieur
au cercle (F) défini par | -s [^M. dans le plan des X. On en déduit immé-
diatement la proposition fondamentale suivante : La famille (^) est
invariante par toute transformation biuniçoque des cercles ( C ) et ( F ) en
eux-mêmes^ c'est-à-dire par tout couple de transformations de la
forme
(0

(^ Z^^^fe)^7":-^)
a Z — M 1 1

( | a | < î \ M<M).

Parmiles fonctions de la famille (^), on es t ,na ture l lement amené à
considérer celles qui prennent une valeur donnée en un point donné
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du cercle (C); grâce aux transformations ( i ) et (2), on peut toujour
ramener l'étude de ces fonctions à celle de la famil le (l^i) des fonc-
tions/(^) telles que

j /(.s) 1 ^ M dans ( G ) , /(o) == o.

On peut préciser davantage l 'étude de ces fonctions en tenant
compte de la valeur de leur dérivée à l'origine, ce qu i revient , après
mul t ip l i ca t ion par un fadeur constant, à. considérer la famil le (E^)
des fondions liolomorphes'dans (C) dont le développement a la forme

et telles que
/(,5)=:^4-a^ ï+. . .

LA-3) \^m•
On pourrai t encore particulariser les fondions étudiées en se don-

nant d'autres coefficients de leur développement, mais nous nous bor-
nerons dans ce Chapitre aux trois familles qui v iennent d'être définies.

La .propriété essentielle de la famille ( ¥ ^ ) réside dans la, remarque
que. si f(s) est une fonction de cette famille y *'-—- est une. fonction de la

famille (3Si) et inversement, ce qui n'est autre que le lemmebien connu
de SchwarZy énoncé sous une forme légèrement différente. Cette pro-
position, j o i n t e à l 'uti l isation des transformations (i)et (î2), contient
en germe la plupart des propriétés des fonctions bornées à l'intérieur
de (C). En particulier, 'l 'application alternée du lemme de Schwarx et
des transformations (2) a permis à M. I. Schur de déterminer les con-
ditions nécessaires et suffisantes pour qu 'une fonction don t on donne
les coefficients du développement en série de Taylor appart ienne à
l a fami l l e (^ ) ( [ i0a j ,p .22 i ) .

Indiquons encore quelques conséquences des généralités précé-
dentes. Leiernme de Schwans, sous là forme

; | / (^) i^Mr, où. : /•==H, , : . . . ; . . . ' .

exprime une relation entre les valeurs de /(^) aux points o et 5;Tap-
plication .des transformations . ( ï ) 01(2) permet d 'en. déduire p lus .
généralement une. relation entre les valeurs d'une fonction de (^i)
en deux/points quelconques z ^ , z^ intérieurs à (C) ([ 18 [y p, io5).En
part iculier , si l'on fait seulement une transformation sur la fonction,
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on obtient, entre, autres, l 'inégalité

'3' ^"^"fêM;M-4- |/(o) /•

[ qui n'est d'ailleurs intéressante que pour r < ̂ -— \. De même si Fon
fait tendre ̂  et ^> vers lira même point Z y i n t é r i eu r à (C), on a, à la
l imi t e ,
/ < ) ^M- 1 ^-i.A^i^{ u )• / ^^M —^—7,—-

.Poar ^ = = 0 cette inégalité se rédui t à la. seconde condi t ion de
M.Schur :
(5) ! , |//(o)^M-i^,

la première é tant év idemment
( G ) |/ro) | ^ M .

Rappelons enfin que, dans le lernrne de Schwarz, l'égalité ne peut
avoir lieu que si/(^) ^M.^'0,^; on en déduit des propositions analo-
gues pour les inégalités qu'on en tire par application des transforma-
tions (i) et (2); c'est ainsi que, pour (3), (4) cl (5), l'égalité ne peut
avoir lieu que si

/( ,3 ) EE M (^ -i—^, avec x \ < i.
.̂ •S --— î

•2. Nous allons toutd 'abord déterminer la valeur minima ç^damyon
de p'valence d'une fonction de. la famille (E^). L'existence de ce
m'inimum résulte immédiatement des considérations suivantes : La
famille (EM) étant une famille normale, sll existait une suite de fonc-
tions de cette famille/, (z\ /,(>),..., /.(^.. ̂  Êelle que fn{z)
ne soit pas univalente dans le cercle 5J^ il serait possible d'en
extraire une suite convergeant uniformément vers une fonction f(z)
de la famil le (l^i); cette fonction ne pourrait être univalente dans
aucun cercle de centre de l'origine, ce qui. entraîne que^==,o serait
un zéro multiple de cette fonction, hypothèse contradictoire avec la
condition/'(o)^ î .
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En posant n==p •+-1, p^ peul encore être défini comme le nombre.
m i n i m u m tel qu'on puisse trouver n points a^ a ^ ^ . . ^ a , , (1) de
modules au plus égaux à p^ et pour lesquels
(7) f(a, ) ==J(^ •) =.. .=/(a/,) == a,

/ ( s ) étant u n e certaine fonction de la famille (E^).
Supposons donc qu' i l existe n points de celte nature, et cherchons

les conditions qu'ils doivent remplir. Faisons sur /'(^) une transfor-
mation du type (2) en posant

Fr^^^yMri^J.
' / a/^)~M^

F (s) est une fonction de la famille (^Si) ̂  l'011 a

F ( a , ) =:F(aJ==. . .==F(a ,J==o.

On peut donc écrire

y^^ ̂ î rî iM-r-̂ ^̂ liriĴ  cp ( ̂j. ( ^ ; — ,„ . . ,.., . y v - ' î
^a, c. - 1} ((^.s — ï; ... ̂ a//^ — ï;

y ( z ) étant, de nouveau une fonction de la famille (^i)' Supposons
d'abord que l'un des a/.. soùnuly par exemple ^i == o [comme/7 (o) == 1 5
un seul au, plus de ces nombres peut être nul]. On a, dans ce cas,

^z ) — ̂ lirLf̂ Liiil̂ ^ eu r - }""~~~ ' 7 ~ ~ " ' T " " ' ^ T V * • / 5(a^ — ï ) . . . ( a / , s — 1}
d'où
(S) •1 ^(o)==——————'' / 1 / a^cu . . . a//

et, par suite, d'après (6), on a la condition

(9) , , , \a^...a,,\ï ̂

( ' ) Si ci de ces points sont confûndus en un pôinL a, U faut remplacer les
/ /équat ions (7) correspondantes par

J (a )==a , f\a•)=f'!{a}=^.=f^(a)^^ ; .

mais cela ne change pas la forme de ta fbïïction F ( s ) .
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Inversement,, si cette condi t ion est remplie, il est possible de t rou-
ver une fonction cp (s) de la f a m i l l e (^) pour l aque l le 9 (0 ) soit donné
par (8); par suite;, en remontan t la série des calculs, i l existe bien
une f o n c t i o n de la famille (E^) qui s 'annule aux p o i n t s û i ==o, a^
a ^ . .., a//.

L'inégalité (9) donne immédia tement
i

( i o ) Max | a,| ̂ J' '

et cette l imi t e est atteinte lorsqu'on donne à a^, a^, . . ., a,, des va leurs
i :

f i V"1

égales en module a ( y ) • Dans ces conditions, il vient | y(o) [ === M
et, par suite, îp(^)==M^°, — 0 étant lia somme des arguments de
ûy, . . . „ a,,. On en tire

y-(,)^M^.=.^-=^.--.-.^.=^.
{ a ^ z ~ i ) ... ^^ . s—i)

3. I/étude de ce cas particulier étant achevée, supposons mainte-
nwiqit aucun des a^ ne sou nul. Les valeurs de y(o) et ^(ô) sont alors
déterminées en fonctions de a,, a^y . . . y a^ et a. On a d'abord

F(o)== a ==a,ag.; .^9(0),
puis

F/(o) = L^ —, i = a, a,... an .Y(o)+ ?(ô)^ (^a/.
- • , . ! . L / , /•=t

comme le montre un calcul facile. Posons, pour abréger,

• a^a^...an=ï-y£o,

S^-^)-^
II vient alors

ao
9(0)=^, 1 ,

V(°) ̂ -^-^ -••-" ̂
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^(^), appartenant à la fami l le (^i)? doit satisfaire aux conditions de
M. Schur, en particulier, les inégalités (6) et (5) doivent être vérifiées,
ce qu i donne les conditions

O 2 ) M^M|/.p
i-^..-^-, ^MiAl-.^.

Inversement;, si. les nombres a,,, ay , . . . y a,^ a véri t ient ces inégalités,
il est possible de trouver une fonction o(^) de la famille (^i)» pour
laquelle 9(0) et ^(o") oîit les valeurs données par ( s i), et par consé-
quent, en remontant la suite des calculs, il existe bien une fonction
de la famil le (Ë^) qui prend, la valeur a aux n points a^ a^ . . . » (in'
Lorsque A ̂  o, les inégalités (12) et (i3) sont donc les conditions néces-
saires et suffisantes y ne doivent remplir a^ a ^ y . . ., a,^ a pour qu'il
existe une fonction de la famille (E^) vérifiant les relations (7).

Remarquons encore que si les deux membres de (i3)sont égaux,
on a nécessairement

<& ( s ) ss M (?/'0 "?——— avec | x \ ̂  i. ;
QC Z •---- l

de même^ si l'inégalité (12) est remplacée par une égalité, on a
cp( ,s ) ssM:^0,

4. Ceci posé, considérons pour le moment a^ a^ , .., a^ comme
fixes, a comme variable. Les inégalités (12) et (i3) définissent, dans le
plan des a, deux domaines (A,), (Aa) limités par les courbes (F,), (Fa)
obtenues en égalant les deux membres dans chacune de ces inégalités
[d'ailleurs, (F/) est, un cercle centré à l'origine, (IV) une quartique
bicircukire, comme on le voit en développant les deux membres
de (i3), après les avoir élevés au carré]. On peut donc encore dire que
la condition nécessaire et suffisante pour que les égalités (7) soient pos-
sibles est que les domaines (A,) et (Aa) aient au moins un point commun.

Supposons cette condit ion remplie. Deux cas sont alors possibles :
tout d'abord, (Ai) et (As) peuvent avoir un point intérieur commun ao,
auquel cas il existe un cercle (y) de centre ao et de rayon S, dont tous
les points sont à la fois intérieurs à (A,) et (Aa). Je dis que le
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minimum Op ne peut pas être atteint dans ce cas; en-effet , les courbes
(T\) et (IV) varient d'une façon continue avec les points a ^ y a^, . . . , a^;
faisons varier ces points en d iminuan t le module de chacun d'eux
d'une quantité £ ^> o assez petite pour que la plus courte distance d.\m
point quelconque de chacune des nouvelles courbes, (F', ) y ( r^àÇFi)•\
et (.t\) respectivement soit inférieure à — Le cercle de centre ao et de

rayon-°es t donc tout entier intérieur aux nouveaux domaines (A',),
(A',,); par conséquent, les relations (7) sont encore possibles pour les
nouvelles valeurs de a, y a^y . . . y a^y ce qui démontre la proposition.

Le m i n i m u m p/, ne peut donc être at teint que si les domaines (A()
et (Aa) n 'ont en commun qu'un nombre fini de points, situés nécessai-
rement sur les courbes (Fi) et (I\); ceci entraîne, diaprés ce qui pré-
cède. que y(j2')^M^°. En portant cette valeur dans(n) , i l vient la
relation entre a^, a^, . . . ^ an

( i 4 ) J À |2— i ~M^7^.=o.

p^ est donc le plus petit nombre positif tel .que l 'on puisse trouver
n nombres <^, <^, . . . , a,, l iés par la relation (:i4) et de modules au plus

-égaux à p^. Pour obtenir cette valeur, nous procéderons comme suit :
Posons

, a^. /^f^'h (/•= r, ^, . . . . / / ) .

L'équation (i4)? décomposée en partie réelle et imaginaire, est équi-
valente aux deux relations

^ ^'(r,, r^ . . . , / • / „ coi,^..)^ ..., 5),/)
//

^ {r\i'^ ..r,^-- i — Mr,,/^ . ../'//. S (^•-- ^ " )cos (Ô4"^ — ^//) ~= o,

h(r^/\, . .., /•„, &),, .̂̂  . . ., c,^)
( i5 j

n

^ M /\ r ^ . . . /••„ ̂  Ç n, — 4- ) si n ( S 4" ̂  -- ^/. ) =r o,

ou

ft=:]̂ u,
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Faisons sur les variables co/, là transformation linéaire
(//.EE: Q -+- ̂  — C.J/, (A- == l, •;», . . . , /H,

dont le déterminant n'est pas nul . Les deux équations (i5) permettent
alors d^exprimer deux des quantités 6/, 6 y par des fonctions cont inues
des (2/1— 2) autres variables

r,, ra, . . ., r^ 6'i, 6^ . . ., (4.-...i, /9/,..,, . . ., ^/-.i, '5/.-,i, . . ., ̂ ,

pourvu que l'on ait
D^) ^o
.D(.^/)^ oî

c'est-à-dire, en développant,

( / " , / • „ . . . / • / / ) 2 ( / • ^ i )(/•;- ~-\sm{Qi— O/) ̂ o.
\ / /' / \ / / /

ou, comme aucun des r/.. ne peut être égal à o ni à, i,
( 1 6 ) f t in(^-Ôy)^0.

Ceci posé, considérons un système quelconque de points ^ i , c ï ^ y .. . y a,,
satisfaisant à la relation (i4). et soit î\ le plus grand des modules de
ces points. Faisons décroître r,, en laissant les autres r,, fixes, ainsi
que les 6/.., sauf deux de ces variables, 6/ et 6y qui seront déterminées
par les équations (i5) en fonction der^ , tant qu'elles satisferont à (1.6).
Si cette dernière condition est constamment satisfaite, il arrive un
moment où. r,i devient égal au plus grand des r/, restants, soit r^ par
exemple; à partir de ce moment , nous ferons décroître simultanément
r, et / a , de manière que ces deux variables soient constamment égales;
nous laissons toujours fixes les (2/1 •—• 2) autres variables, sauf 6^ et 6y,
qui seront déterminées par ( ï5) en fonction de Fumque var iable
p ====ri == /'a. Au moment où p deviendra égal au plus grand des r/, res-
tants^ soitr.t, nous imposeronsà/v, ry, r^ les conditions ri = A =r-^= p
et nous cont inuerons à faire décroître la valeur p, en donnant toujours
à 6, et ôy les valeurs tirées de (ï5). On peut cont inuer ce procédé jus-
qu'au moment où l'on a 6,== Oyou9 ,== 9y -4- TC; on prendra alors comme
nouvelles variables deux autres O/, (l'un d'eux pouvant être égal a 6/
ou ôy) qui vérifient la condiîion (16) et l'on poursuivra comme précé-
demment, en déterminant constamment ces variables en fonction de p

Ann. Éc. Norm., (3) , X,LVin. — SEPTEMBRE igSr. 44
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par les équations (i:5). Il est clair que l'on arrivera a in s i à l ' un des
deux cas suivants :

i° Ou bien f\ ='î\ = . . . =r/,==p, les points a^ a^ . . ., a,, sont
sur une circonférence de centre z === o ;

2° Ou bien s in(9 ,—6/)=o quels que soient i etj\ c'est-à-dire que
les points / / , , a^, .. ., a/, sont sur une même droite issue de Forigine.

'De chaque système de points a^ a.^ . . . , a,, vérif iant la condi-
tion (14)5 nous pouvons donc déduire un autre système, de Fun des
deux types précédents, le plus grand des modules de ces points étant
au plus égal au plus grand des modules des points du système, d'où
l'on est parti. On peut donc se limiter à ces deux cas pour la
recherche de p/,.

5. i° Soit r, == /\ === . . . === r^ == p ; (î/g.) s'écrit alors
//

^ ̂  i .— Mp" (p — i- } V e^Arr: o.
1 1 V P/^^==1

/;

V e1^ est donc un nombre réel, et Fon a évidemment | îic^'' \ ̂  n ; comme
k=z\

Inégalité précédente peut s'écrire
1 - 1 - t ,— rft't__l_• r__ . . _ ^ ' ^ Q i

M p^-i (i — ̂ ).~ î

on a donc
•1 -. ' 1 1 1 1 , ;'..'11/ ^ - . 1 1 ^ ! /.ï.—p27 ' , .̂

! ' , , - , / , , , ! - ^M^^nî.—f)^^'

ce1 qui montre que çp est au moins égal à la racine, comprise entre o
et î , de Féquation

( 17 ) î + x ' •+- ̂  + . . . 4- ^•;i//"-â — M n x91"^ =o.'

2° Supposons tous les points ^/.sur une même droite issue de Fori-
gine; cette droite est nécessairement Faxe réel, sans quoi on déduirait
de(i5) ,. . • , • , . ; ^ • , / • , : , . .
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ce qui est absurde. L'équation ( i4) peut donc s'écrire ici
n

( 1 8 ) ( a^ a^ .. . an Y — i — M a,, ̂  ... a,, V (a/, — •i- \ -=-- o.
/.•==!

Or, il est bien évident que le m i n i m u m du plus grand des modules des
nombres a^ ci^y . . ., a,^ supposés réels et liés par la relation (18), est
au moins égal au min imum du plus grand des modules des nombres
complexes a\, a^^ . . ., a,^ liés par cette même rela t ion. Pour obtenir
cette dernière quan t i t é , on peut recommencer le raisonnement fait sur
l'équation (i4)y avec la différence qu ' i l y a toujours ici correspondance
con t inue entre les points a/, lorsqu'on les suppose tous à distance
finie ( '); on peut donc toujours se ramener au cas où tous ces points
ont le même module r. En posant

Q Û
9^.=:(,.)^.— -, a ' - ^ z / ' e " ,

où û a le même sens que ci-dessus, et
//

c ==: M V, e^,
^•=1

x est déterminé par l 'équation

(19) . ^n --h f'^1^ — 7' ^/(~11 --1 === o,

qui s'écrit encore
.l -4- c x " " ^

Lorsque^ décrit une circonférence (-y) ayant pour centre l'origine,

a?"4"'1 et ^t-^^- décrivent deux circonférences (-^) et (ya). Lorsque le
rayon de (y) ^st très petit, ces circonférences sont extérieures Tune à
l'autre; il est clair par suite que l'on aura la plus petite valeur possible
d e r e n écrivant que lorsque (y) a pour rayon r / (y i )e t (Y2)sont ta ï î -

(1) Car la relation est analytic/ue en a^ a.^ . ,., a,̂  et il est inutile ici de îa
décomposer en parties réelle et imaginaire.
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gentes extérieurement; un calcul simple montre que le m i n i m u m de r
est a t te in t lorsque \c prend sa plus grande valeur, c'est-à-dire pour
C==MTI. L'équation (19) débarrassée du facteur ( . r ^—ï) se rédui t
alors à l 'équation (17).

D'ailleurs, la racine de (17) comprise entre o et ï est inférieure à la

l imite ( — ) donnée par l ' inégalité (10). Nous pouvons donc énoncer
là proposition suivante ( ï ) : l.e rayon de p-valence des fonctions de la
famille (E^i) est au moins égal à la racine ûp^ comprùe entre o et ï , de
l'équation réciproque
(17) ï 4~ ^2 4" j^ 4- . . . 4- J^11 -- ( ? ••4-" l ) M ̂ ft = <.>.

Lorsque la l imite est atteinte, on a
a, == a.^ ==...=== a,, =: p/^'"^

et comme ^(^s^Me'"'^, il, vient

!..(,) „ Me^ (JLZL^ ^ M^^i-^y'1.{ ) \p^^-i] \o,z~-^)

Z= F(^) transforme le cercle un i t é en le cercle (F) recouvert (p 4- ï)
fois, le point de ramificat ion un ique Z==o correspondant à s === p//^
Comme

a^l^o)^!^'?;;4'1^,
il vient finalement

• . n») - M^ ̂ ^^^^'rip^11 ^p^ - ̂ r"11
ll/ ^ / ~ p;;1'4-1 (,s - p^4)/^ -i ('p;̂ - ^^y-M

/"(^) transforïne également le cercle un i té en ("?) recouvert (/^ + ï) fois,
le point de raimfication é t an t ici

/(p^^)=r:a.

6. Remarquons que la première partie du raisonnement qu i nous a
donné la valeur de pp s'applique, non seulement à la famil le (IV), mais

, ('l) M. Landau m^a , comniuniqué une intéressante démonfitrali.on purement
algébrique de cette proposition.
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encore à toute famille de fonctions de (^1)9 ne renfermant pas de cons-
tante. On formera comme ci-dessus la fonction ç(-s), on explicitera les
conditions auxquelles elle est soumise et l'on écrira que ces condit ions
sont compatibles avec le fait que ç(^) appartient, à (S^i); ^es inégalités
qifon obtient ainsi délimitent la région de p-valence des fonctions
de la famille considérée.

En particulier, si l'on considère une fami l l e de fonctions de (^Si)
dont on fixe les valeurs, ainsi que celles d'un certain nombre de leurs
dérivées; en un certain nombre de points de (C), on verra, comme
ci-dessus, que les limites de la région de p-valence ne peuvent être
atteintes que pour les fractions rationnelles de la famille, qui. font cor-
respondre à (G) le cercle (F) recouvert un certain nombre de fois.

7. Revenons à la famille (E^i), et considérons en particulier le cas
où p == i ; on a alors
(ao) 1 1 p i = = M , — ^ M , 2 — i,

et les fonctions pour lesquelles la l imi te est at teinte sont de la forme
, (e^-~-'Mz)

^ ^^^M.4^ <

Ce résultat a déjà été obtenu par M. Landau ([20], p. ^1-^2) en
uti l isant la formule de Cauchy donnant le nombre de zéros de
y v ^ — a ^ o à l ' intérieur d'un cercle. En voici une troisième
démonstration, p lu s s imple que la démonstration générale, et qui m'a
été .également communiquée par M. Landau.

Reprenons la formule (ï '2), qui s'écrit ici

j a i ^ M' ] a'i a^ \.

Supposons que l 'un des deux nombres a,, a^ au moins soit de module
infér ieur à ,-̂  soit a, par exemple; la formule (4), appliquée à ——

au point z •===..a^ donne

|^|/(«,)|;;M ^I'M.^'!'-

Comme par hypothèse \a, j ^ p i , |a, j ^ p , , p , est donc le plus petit
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nombre satisfaisant à l'inégalité

M.^M:——^-M — p ,

c^est-à-dire la racine comprise entre o et i de l'équation
,-r'2 — 2 M. x -4- i, == o ;

on retrouve bien la valeur (20).
Remarquons que p ^ est aussi la l imi te infér ieure du module des

racines de frÇ^)=o pour les fonctions de la famil le (E^i), la l imi t e
étant atteinte pour les fonctions de la forme (21), Maisy de plus, n o u s
allons montrer que toute fonction de la famille (1^) représente le
cercle | ^ | ^ p i sur un domaine (A) étoile par rapport à I1'origine ("'). Il
suffît d'établir que

^|iZlil1>oL/^K
/^) F/^) r

pour \3 \ === r^ p , <^ » - 5 ou encore, en posant ^—' --== y (5-) ques, en

z ^ ( z ) '^ .^i.
L ^)

inégalité qui sera vérifiée a fortiori si l'on a
. ^/^)

c p < ^ ) - •

Or, diaprés les in égalités (3) et (4), app l iquées à y^pour \z\ ==r<^--.}

!'̂ ii" .̂

- ' M^ M^i-^Y
./r-^-- I Ml—l̂ lî - 1 ^___A,_M^^^^^^, „ M.(W- i)
1 1 " / ! := M i — r2 = M i. — r2 . ~ (M — rf î

( î ) C^est le troisième exemple que nous l'en con irons — !es deux précédents
étant fournis par les deux théorèrnes de M, Alexander (Chap» Iï, n0^ k et 6) —
d\in€-i famille de fonctions pour laquelle le rajon d'univalence, le rayon d^ét-oi-
lement et le module minimum, des xéro1.1"» de la dérivée, ont la même limite infé-
rieure. ïi serait 'intéressant'de, chercher s^'I s'agit d^nne si m. pie1 coïncidence, ou
si, exi général, lorsque deux de ces limites soiU égales, la troisièrne leur est.
égale. • , 1 '; " 1 1 1 1 , . , ! 1 1 , \ , ! , ! ! ' \ , • 1 ^ , '.
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et par suite
3<PÏ=Q (M—i)/-

Comme l'inégalité

se réduit à

©(.ç) = (M-~-r) . ( i—Mr)

(M—i)r
;M —r) (i—Mr) =-

r3— a M/' --h i > o,

<i

c^est-à-dire à r^ p , , la proposition est démontrée ( î ).
Il est d'ailleurs aisé d^obtenir la plus courte distance r f d e Forigine

à la frontière du domaine (A). On a, en eflet, d'après (3),

L/'C^i^M/'
— M r

M,.

. i — M p i .,, . ,et commey pour r=== p , , --,——Li === p , , , il, v ient

d ï M pï == M ( M .- ^M12—/)2 (2 ).

La lirmte est encore atteinte pour les fonctions de la forme (21), au
p o i n t correspondant à la racine de f ' ( ^ ) == o.

8. D'une façon, générale, on a, pour toute fonction de la famille.(F^)
en un point où la dérivée s'annule,
(•^) \f(z)\^Mr\

C'est en effet une conséquence iïmnédiate de la formule (12). On peut
d'ailleurs aussi le voir directement, en calculant des l imites pour le
module de la dérivée d'une telle fonction; i l suffit d'appliquer la for-
mule (3) à la fonction ^—^ il vient

f'O)
z ! .

/(-s)
s1

M-2 -
< I 1 1 . „ „ . „ . . . . „ . „ „ „ „ „ „ . . . .
=,M i — / ^

j'w
3

2

~ ?

( 1 ) La démonstration de cette proposition, ainsi que celle des inégalités (a4)»
est un peu plus sirûple que celles que gavais d'abord données dans ma Note aux
Comptes rendus du '.î4 mars 19305 ces simplifications m^ont été indiquées par
M. Landau. , , , . , ,, . - ; , , , , ^ .

(2) Ce résultat est dû à M. Landau (loc. cit.).
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d'où
1 . — — , - i/C^I . M^-|/(..)|^i./ (- j ̂  —^— -s- n^7—^7~

et
/^)| M^-i/(;3)|^

/• M r ( i — r2)
ou encore
/ , . ( i / ( ^ | -M^) (M+| / (G) j ) ,, , (i /(^|4~M^)(M---| /( .c:) |)( ,4) ————^7^———— = i Y ( - ) ̂  ———-.—^^^^-^————,

el la première de ces inégalités redonne bien (^S) lorsque f ' { ^ ) •== o.
Les inégalités (24) se transtonnent en égalités pour les fonctions

de la forme
f^)=,M.e^z———^ où | . ^ | > î .

,:r 1-11— z

Si l'on pose a?=== 06^, la première inégal i té est atteinte pour z = te"^0',
t étant réel et compris entre o e t - i la seconde pour z^te^^y avec

Ï < 0 OU ^> ^-
p

La seconde des inégalités (û,4) pennet aussi de donner une borne
supérieure pour \f\z) \ indépendante de la valeur de |/(^)|, et
valable pour toute fonction de la fami l le (Fy), Le second membre de
cette inégal i té est en effet maximum pour

i/^-^'-^
cette v a l e u r ! n e , peut être at teinte que si "——rîr, c'est-à-dire si
^ V 2 — ï - Sinon, le second membre de la seconde inégalité (a4) est
maxi m u m pour [y(^)|r= Mr.

Par suite, on a pour toute fonction de ( F^ );

j 1 /^)1^ s i / -<v^-~ i ,

i..̂ ^ s->^-' "'•

' ( 1 ) Cette proposition peut ôtre considérée comme l'analogue du lemme de
Schwarz pour les dérivées des fonctions de (FM).
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On constate sans difficulté que la seconde de ces l imi tes estat teinte,
au point (supposé réel) ^ = = = ^ > \/2 — i, pour la fonction

M^.-^-t^A
(.6) ^ f(.)= ^:;-——— ( - ) .

3 ^ — 1 ^

On pourrai t év idemment obtenir par le même raisonnement des
limites analogues à (24) et (s5) pour les fonctions de la forme

/ (s)==^cp(^) ,

y(^) étant une fonction arbitraire de (^sQ; nous ne nous y arrêterons
pas.

y. Indiquons p lu tô t comment, des inégalités (20), on peut déduire
des relations entre les domaines que fon t correspondre au cercle
uni té une fonction holomorphe quelconque et sa dérivée.

Soit donc f ( z ) une fonction holomorphe dans le cercle uni té , et
supposons d'abord que /(o) == o. Cherchons d'abord une limite infé-
r ieure du module des zéros cle/7^). Considérons la fonction holo-
morphe

F ( 5 ) = = / ( s ) + A ^

A étant une constante que nous laissons pour le moment i n d é t e r m i n é e ,
Lorsque /^^^o, on, a P(,s)==X. Soit M(r) le max imum de l'F(^)|
sur la circonférence | ^ | = = = r < ^ i . D'après la première inégali té (20),
on a, pour | z \ ̂  (</2 — ï )ry

IF^)!^.

Donc, s7!"! est possible de choisir la constante X telle que

w "Psm
y7^) ne s'annulera pas dans le cercle \z\<^{\f<l — i)7\T/inégalité(27)

( 1 ) L^expression donnée dans ma Note du ^4 mars ïQSô est erronée.
Ânn. Éc. Norm., (3), XLVÏÏL — SEPTEMBRE 1 9 8 1 . 43
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donne pour [ , s j = r
[f(s)^-ïz ^ M ( r ) ^ l À r

/(^
ou

• Si l'on désigne par (D) le domaine que là fonction J-^ fait corres-
pondre au cercle \s ^ ' / \ il est clair que la condition nécessaire et

•suf f i san te pour que l'on puisse trouver une valeur de À satisfaisant à
cette inégalité, est que l'angle sous le lequel on voit, de l'origine, le
domaine (D), soit inférieur à TÏ.

On peut raisonner de même pour Inéquation f ' Ç z ) = ̂  ^ étant un
nombre quelconque; il suffît de remplacer/*^) par/" (Y)—as. Enfin,
en u t i l i s a n t la seconde inégalité (25), qu'on peut écrire

1/^)1^:^^' avec tar^9==:r,

il vient f ina iement le résultat suivant :

y*(5') étant une/onction holomorphe dans le cercle imitée sou CD) le
domaine que fait correspondre au cercle z ^r<^ ï Ici fonction

n.^^—^i. •
(D') le domaine que f (nt correspondre au cercle \ s ' ^ r 1 <^rladériçéef\z) :

1 ' r' /— ^ 1 1 . 1 .
î ° ' S i - $ v2 — ï y (D') ̂ t intérieur au plus petit domaine convexe con-

tenant (D);
2° S i \ j ' i— i <;7- <^i:^ (D7) est intérieur au domaine (A)y lieu des

points d^oà l^ on voit le domaine (D) sous un angle au moins égal
à 2Tx — 8^ avec

. .1 r/ /TT . , /. 7r\
tar^:^ (3^^)- , , ,

La seconde partie de celte proposition ne peut être améliorée, comme
le montre Pexemple donné par l'égalité, (26). Par contre,,comme la
première inégalité (25) ne s'e transforme en égalité que poury(^) ==MJ,
c'est-à-dire lorsque les domaines (D) et (D^) se réduisent à un point,
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il n'apparaît pas aussi immédiatement que la première partie du
théorème précédent donne également la meilleure limite possible.
L'exemple suivant montre pourtant qu'il en est bien ainsi : pour la
fonction

/(^^Î^Z^l.^^~—^T^

le domaine (D) correspondant au cercle unité est le demi-plan à droite
de l'axe imaginaire, et pour z = \/2 — i on ^ f ' { ^ ) = o.

10, Comme autre application des inégalités (24)? indiquons rapide-
ment commen t on peut les utiliser pour démontrer et préciser dans
certains cas le théorème suivant, établi par M. Montel dans un
Mémoire récent ([2l], p. 106) :

Soit /Çs) une Jonction kolomorphe dans une ellipse (E) de foyers — i
et + i, réelle lorsque z est réely telle que \f(s) \ ̂  i dans (E) et s\annulant
aux points — i et + i ; soit de plus /(o) = a^^ ô. Il existe aloj^s un
nombre réel 6(^0) compris entre o et î, tel que f^z) ait au moins un
zéro dans l'intervalle (— 0, -h- Q). Ce nombre dépend aussi évidemment
de la grandeur de l'ellipse (E).

Pour démontrer cette proposition, faisons une représentation con-
forme de l'ellipse (E) sur le cercle unité, en conservant le centre et
les axes de symétrie. Nous avons alors une fonction f(s) liolomorphe

'dans le cercle unité, réelle sur l'axe réel et satisfaisant aux conditions

1 /'(•;s) 1 ^ t ? /"(°):= ^oF^ 0 (on P611^ toujours supposer Oo> o),
/(— p) ==/(-(- p)==o, .

± p étant les deux points de l'axe réel qui correspondent aux foyers
de (E). Il faut chercher une limite, supérieure du module minimum
des zéros réels de y^^) compris e n t r e — p e t + ' p . :

En posant , ; ^ - ' , - . '
' ..^^ )̂

^ /(^)=--
^
r^

'••Î

P-2-1 l^)-i
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^{s) est une fonction de la famille (F,), assujettie à la seule condi-
tion supplémentaire d'être réelle sur l'axe réel.

'^i " }L'équation ̂ r^ == o s'écrit alors
^ ' ( z ) ___, ,

(<28) T i ï , / . \ , _ ^r/-,l^fT7î — Kl \[HS)+/C][Â-^)+I] ' '(.^^(p^—i)
OU

A'=^, K.=â1^ ( o < A - < i ) .
P" I "-/t"

On peut supposer ^/(c^^X); le cas ^/(o)==o donnerait une racine
de fÇs)^=o à l 'origine, et si ^(o)^), on posera z ^ = — z ^
^(^z\ == ^ . i ( ^ i ) ; on est ramené à l 'équation (,28) entre .^i et ^(^i) , et

| On peut supposer ^(o)>o; le cas f1 /

l'on a
^,(o)==-^(o).

^(^) commence donc par être posit if lorsque z croît à par t i r de 5"==:o.
Je dis que si ^, est la plus pet i te racine de (28) comprise entre o et, p,
^(^)^° l^'^q136 o^^^o* S i n o n , con'nne ^(-^) est une fonction
continue, ' ^ ( s ) s 'annulerai t pour une v a l e u r s\ au moins te l le que
o<^<^p et conïme ^(o)=:o, on aurait aussi, d'après le théorème
de Kolle, une racine de ^ ' { z ) === o au moins, comprise entre o et 5, ; si
z^ est la p lus petite de ces racines, on a

et
^ ( s ) '> o ])<:„) il r o < z < s^

Jl(o)>J2(o) : :=o,

Jl(^)==0<J^(^),

où l'on a posé, pour abréger,

1 1 .(.)~^___^J^M^-^ . y^^ .^^ . 'J• l('}"~ [^(.s) 4 :̂1 [Â^(.) +1] 1 •^-^ ~ (^- ̂ )"(^^~'r)
Comme yi et y^ sont continues pour o^<^2, il y aurait une racine
de (28) inférieure à z ^ , ce qui est contraire à l'hypothèse.

Soit alors Yi (^ ) la l imi t e supérieure de y i (^) en un point de
l ' intervalle o <^ z <^ï, lorsqu'on suppose1 en ce po in t 4 ;(5)^>0^
^ pouvant être d'ailleurs une fonction quelconque de (l^), réelle sur
j'axe réel. Il résulte de ce quiprécède que si l 'équation1 . , - : „

1 : ^ ! . 1 1 ! : : 1 ! Y^^i-j^.sj^o . . ^ , ! ^ ! ! , ! !
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a une racine *€ comprise entre o et p, ^(^)===o aura toujours une
racine de module inférieur à Ç, ce qui démontrera le théorème de
M. Montel.

Or, il est aisé de calculer Yi(^) en se servant de la seconde inégali té
(a4) qui donne ici

1 . 1 - (^+^)(i^)
1 . . •S=s( l - „ ^ ) (d ;+A• ) ( / ^ - { - I } î

et comme | ^ | <C z^ Y< {z) sera le maximum du second membre lorsque
r^ varie de o à .2, z restant fixe. On trouve ainsi

J^(,^..^^^^^^^ pour o^ a,

Î + Â - (^/T^j^-.v^^y .- ^^(^^^———^4^———L poara^P,

Y, (^ ) -=, —1-̂  pour (3 g s ̂  î ,
r 1 — — j3** "'

où a désigne la racine comprise entre o et î de Inéquation
^(^/ç^/^) •

^^ „. a ^•î „- —————.—————— ,3-i — ^ ̂  -4-. î =: 0
À*

et _____

P-V/TT^TT.-

Un calcul immédiat montre alors que Inéquation Y t ( - s ) — y ^ } ̂  (^ a
bien toujours ,un zéro Ç et un seul compris entre o et p, quelque soil
p compris entre o et î ,

11. La valeur Ç que nous venons d\)btenir n'est pas en général la
l imite exacte du module m i n i m u m des zéros de f^s). Cela tient
d^abord à ce que, pour que cette l imi te fût atteinte, il faudrait que
y^CQ^ Yi(Q, et Pon sait que cela ne se produit que pour

4^) îli±M :. 1 "
1 '• / X -4- 2 , , ,

avec x^>i ou x <^— ~; mais la seconde hypothèse est à rejeter, car
^(^) ne serait pas positif pour ô^^^Ç.Donc, au point ^

ç^^(0^ç- . , . 1 : 1 , : ' , ' , '
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Comme nous avons fait varier ^ de o à z pour obtenir Yi(,^), on voit
aisément qu'à partir d 'une certaine valeur de s, la valeur de Y,
correspondra à une valeur de A inférieure à s\ qui ne peut donc
convenir.

Pour obtenir la l i m i t e supérieure exacte de 7,1 ( z ) en u n t e l - po in t , i l
faudrait d'abord trouver la l imite exacte de [^(s)| en un point de
l'axe réel, lorsqu'on suppose que la fonction ^(.s) de la famil le (F , )
est positive entre o et ^.

Une autre raison pour laquel le C p^ut ne pas donner la l i m i t e exacte
est que l'équation (28) peut, a priori, avoir des racines comprises entre
o et "— p, et de module in fé r i eu r à C» quelle que soit la fonct ion ^(-s).

Indiquons toutefois,, en terminant, un cas on Ç donne Ici limite exacte :
il suffît que ^<^ a et en même temps p <^ ce qui, aura lieu lorsque,
k é tant fixé, p est pris assez petit . La fonction qui donne la l i m i t e est,
alors obtenue en faisant ^p(^) ss -j.


