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RECHERCHES SUR QUELQUES PROBLEMES

RELATIFS

AUX POLYNOMES ET AUX FONCTIONS BORNEES
I’UNE VARIABLE COMPLEXE

Par M. Jean DIEUDONNE

INTRODUCTION.

On sait que la théorie générale des fonctions analytiques d’une
variable complexe s’est longtemps occupée presque exclusivement de
la détermination des points singuliers d’une fonction et de I'étude de
la fonction au voisinage d’un tel point. C’est seulement au début du
siecle, sous l'influence des théoremes de MM. Landau et Schottky,
eux-mémes issus de la théorie des fonctions entiéres, d’une part, de
I'étude de la représentation conforme, d’autre part, que s’est déve-
loppée la branche de la théorie qui s’occupe de rechercher les pro-
priétés d'une fonction analytique dans les domaines ol cette fonction
est holomorphe ou méromorphe.

Les questions qui se présentent dans cette théorie peuvent se ranger
en deux catégories, découlant respectivement des deux sources que
nous venons de rappeler : d’une part, on étudie la répartition des
points ou la fonction prend une valeur déterminée; de I'autre, on
recherche la nature des domaines engendrés par les valeurs de la
fonction, en s’attachant en particulier & préciser les conditions aux-
quelles ces domaines ne se recouvrent pas eux-mémes, ou recouvrent
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toute portion du plan au plus un nombre déterminé de fois. Quant
aux hypothéses faites sur les fonctions étudiées, elles ont trait, en
général, soit aux coefficients de leur développement autour d’un
point du domaine considéré, soit i des limitations globales imposées
aux fonctions dans ce domaine.

Ce travail est consacré a I'étude d’un certain nombre de questions,
appartenant aux deux catégories précédentes, et relatives & deux
familles particuliéres de fonctions, a savoir les polynomes et les fonc-
tions bornées dans un domaine; dans toutes les questions traitées, je me
suis attachéa donnerdes résultats quantitatifs aussi précis que possible.

Dans le premier Chapitre, je poursuis I'étude, commencée par
M. P. Montel et poursuivie par M. M. Biernacki, de la détermination des
limites supéricures des modules d’un certain nombre de zéros d'un
polynome, lorsqu’on fixe le nombre des termes et certains coefficients.
Ce Chapitre est divisé en deux parties : dans la premiére, jindique
un procédé général pour le caleul de ces limites, et japplique ce pro-
cédé a la détermination exacte du plus petit cercle de centre origine
contenant toujours un zéro, pour quelques types particuliers de poly-
nomes. Dans d’autres cas, je donne simplement l’ordre de croissance
de ces limites par rapport au degré du polynome; en particualier, pour
le polynome le plus général

Ple)y=r+4 a0+ @y . . o= apl 1= gy 1 2P A= gt

ou les p coefficients a,, a,, ..., a, ont des valeurs fizwes, les autres étant
arbitraires, je détermine, dans tous les cas, I'ordre de croissance exact
par rapport 4 nde la limite supérieure de laracine de plus petit module.

Dans la seconde partie de ce Chapitre, j’étudie en détail un cas par-
ticulier du méme probleme, a savoir, la détermination du nombre
minimum de racines de 'équation quadrinome

[l - o, 2" A~ (X" O

situées dans le cercle unité lorsque, p, n, et n, étant fixés, a, et a, varient
arbitrairement. J'emploie i cet effet une méthode déduite du « principe
de I'argument » de Cauchy, qui me permet d obtenir une limite infé-
rieure du nombre cherché. Les propriétés arithmétiques des degrés p,
n, et n, jouent dans cette question un role prépondérant.

[.e second Chapitre est consacré aI’étude des polynomes univalents.
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Je démontre d’abord la proposition suivante : Le rayon d’univalence

d’un polynome
3 da 3wy st -l w5t

est égal au rayon du plus grand cercle de centre origine, oi ne pénétre
aucune racine de l'équation
sinaf Lsin3f sinng

L=ty &~ - @, 5% — o @ 3 —
sinf sinf " sinf

lorsque 'angle () varie de o a . Comme applications, je montre d’abord
comment un certain nombre de résultats obtenus antérieurement par
des procédés divers sont des conséquences immédiates de cette pro-
position; je considére ensuite les polynomes & coefficients réels, et
jobtiens dans ce cas de nouvelles propriétés du rayon d’univalence.
Enfin, j’étudie complétement le probleme suivant : Déterminer le
mazximum du rayon d’univalence R («a) du polynome

545 ast (pan)

lorsque a wvarie arbitrairement. Lorsque p =2, je donne les valeurs
numériques de ce maximum pour toutes les valeurs de n.

Dans le troisicme Chapitre, j’examine un certain nombre de pro-
blemes relatifs aux fonctions bornées. Je résous d’abord la question
suivante : Déterminer le minimum ¢, du rayon du plus grand cercle de
centre origine, dans lequel toute fonction de la forme

T ()= s A eSS

et telle que | f(5)|SM dans le cercle unité, prenne p fois au plus la méme
valeur. Pour p =1, je montre de plus que toute fonction de la famille
considérée représente le cercle |z|<p, sur un domaine étoilé par
rapport a ['origine.

Je démontre ensuite quelques inégalités auxquelles satisfait la
dérivée d'une fonction bornée, et j'en déduis une relation entre les
domaines (D), (D) que font correspondre & des cercles concentriques

, » . J{(5)— ] (O .
|z|Zr, |5 |21 <r, les fonctions —/—(——)—:——U—l et /'(z), f(z) étant une
fonction holomorphe, bornée ou non, dans le cercle unité. Enfin, j’uti-
lise aussi ces inégalités pour préciser un résultat récentde M. P. Montel,
Ann. Ec. Norm., (3), XLVII. — JuiLer 1931. 32
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qui constitue un complément au théoréme de Rolle pour une fonction
analytique, réelle sur un segment de P'axe réel, et bornée au voisi-
nage (').

Dans les démontrations de beaucoup de propositions de ce travail,
je n’ai pas craint de faire un large appel a I'intuition géométrique;
j’estime qu'il n'y a pas lieu de se priver d’un aussi précieux auxiliaire,
d’autant qu’il ne s’agit, dans la théorie qui nous occupe, que de
courbes analytiques, et méme le plus souvent algébriques; il n’y a
donc pas i redouter que emploi de la géométrie puisse étre une
cause d’erreurs, puisqu’il est toujours possible de présenter le raison-
nement sous forme algébrique. '

Je suis heureux, en terminant, d’exprimer toute ma gratitude &
M. P. Montel, pour le bienveillant intérét qu’il n’a cessé de témoigner
a mes recherches, et les précieux conseils que je lui dois.

CHAPITRE 1.

LES ZEROS DES POLYNOMES.

Bibliographie.

Dans le cours de ce travail nous désignerons les Ouvrages ci-dessous, par les
caractéres gras qui les précedent :

[1] E. Laxpav. — a. Ueber den Picardschen Satz (Vierteljahrsschrift der
naturforschenden Gesellschaft in Ziirich, t. 31, 1906, p. 252-318).

b. Sur quelques généralisations du théoréme de M. Picard (Annales de
[’Ecole Normale supérieure, 3¢ série, t. 2, 1907, p. 17g—201).

[2] R. E. ALLarpice. — On a limit of the roots of an equation that is inde-
pendent of all but two of the coeflicients (Bulletin of the American Mathe-
matical Society, t. 13, 1906-1907, p. 443-447).

[3] L. Festr. — Ueber die Wurzel vom kleinsten absoluten Betrage einer
algebraischen Gleichung (Mathematische Annalen, t. 65, 1908, p. 413-423).

(') Les principaux résultats de ce travail ont été résumés dans cing Notes aux
Comptes rendus des 24 mars, 7 avril, 12 mai 1930, 12 janvier et 11 mai 1g31.
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[#] P. Bosr. — Zur Theorie der trinomischen Gleichungen (Mathema-
tische Annalen, t. 65, 1908, p. 556-566).

[8] G. Hererorz. — Ueber die Wurseln trinomischer Gleichungen (Leipzi-
ger Berichte, Math.-Phys. Classe, t. Th, 1922, p. 1-8).

[6] P. MonTeL. — Sur les modules des zéros des polynomes (Annales de
I’Ecole Normale supérieure, 3¢ série, t. k0, 1923, p. 1-34).

[7] A. PeLLer. — Sur la racine de plus petit module des équations (Bulle-
tin des Sciences mathématiques, t. b8, 1924, p. 265-268).

[8] E. B. Van Vieck. — On Limits to the absolute values of the roots of a
polynomial (Bulletin de la Société mathématique de France, 1. 53, 1925,
p- 105-125).

[9] M. BierNackl. — Sur les équations algébriques contenant des para-

métres arbitraires (Theése) (Bulletin de [’ Académie polonaise des Sciences et
des Lettres, 1927, p- 541-685).

[10] 1. Scaur. — a. Ueber Potenzreihen, die im Innern des Iinheitskreises
beschrinkt sind (Journal de Crelle, t. 147, 1917, p. 205-232).

b. Idem (Journal de Crelle. v. 148, 1918, p. 122-145).

[11] A. Coux. — Ueber die Anzahl der Wurseln einer algebraischen
- Gleichung in einem Kreise (Mathematische Zeistchrift, t. 1h, 1922, p. 110-148).

[12] J. Dievvonngk. — Sur wune généralisation du théoréme de Rolle aux
Jonctions d’une variable complexe (Annals of Mathematics, t. 31, 1930,
p- 79-116).

Les travaux numérotés de 1 a 9 contiennent I'essentiel de ce qui a été publié
jusqu'en 1929 sur le sujet de ce Chapitre. On (rouvera une bibliographie trés
compléte des travaux publiés de 1goo a 1928 sur tout ce qui concerne les zéros
des polynomes a la fin d'un article de M. Van Vieck, On the location of the
roots of polynomials and entire functions (Bulletin of the American Mathe-
matical Society, t. 35, 1929, p. 672-683).

Nous nous occuperons, dans ce Chapitre, du probléme suivant :
Déterminer des régions du plan complexe contenant toujours des racines
de U'équation algébrique
(1) L= @, 2" = @, 2" = A Gy X = (n,<<n,<...<np)

lorsque, certains des coefficients restant fizes, on fait varier arbiiraire-
ment les autres. Les seules régions du plan que nous considérerons
sont les cercles de centre origine; autrement dit, nous chercherons
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des limites supérieures des modules d’un certain nombre de racines
de ’équation (1).

Ce probléme, considéré pour la premiére fois par M. Landau
[1a et 1b] & la suite de ses recherches sur le théoréme de M. Picard,
a été récemment repris et étudié d’une maniére approfondie dans les
travaux de MM. P. Montel [6], Van Vleck [8] et Biernacki [9].

La position du probleme a été déterminée par M. P. Montel, quia
montré ([6], p. 21) que si 'on met 'équation sous la forme

(2) [ @& Q& .. A @pl - Wy X A=A @k rTTR== 0,
et si 'on se donne «,, a,, ..., a,(a,520), il y a toujours p racines de
’équation inférieures en module & un nombre fixe ¢(a,, a,, ..., a,, k)

ne dépendant que des coefficients donnés et du nombre de termes du
polynome.

M. Van Vleck [8] a apporté un complément important a cette pro-
position, en montrant qu’elle subsiste si 'on se donne les p coeffi-
cients a,, @y, ..., @y 1,y @pey (4 052 0), et de plus que, dans aucun
autre cas, la donnée de p coefficients de U'équation ne lLimite supérieu-
rement les modules de p racines.

Ces théorémes ne font pas intervenir les degrés des termes (ui
suivent 2”3 la limite exacte de p racines peut cependant en dépendre
a priori. Jentends par « limite exacte » la valeur |z|=¢ telle que
toute équation de la famille considérée ait p racines de modules infé-
rieurs & ¢, et qu'on puisse trouver une telle équation ayant moins de
p racines inférieures ou égales en module 3 ¢ —¢, & étant un nombre
positif arbitrairement petit. Pour I’équation

(3) (P 4 @y XM A= Ay 4. A= A= 0,

M. Biernacki a donné ([9], p. 547), comme borne supérieure de g, la
valeur

n/ n, n ny —
R= L I S & SI\’/“;,H-
, ny—p ny—p mp—p=Y o

déja obtenue par M. Fejér[3] comme limite supérieure du module
d’une racine. Si l'on ne fixe pas n,, n,, ..., n, cette borne est la
meilleure possible, car elle estatteinte pour n, =p +1,n, =p+2, ...,
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ny=p + k. Mais si I'on fixe les n;, R n’est la limite exacte dans tous
les cas que pour £ =1.

Nous nous proposons, dans ce qui suit, d’indiquer la marche &
suivre pour obtenir la limite exacte des modules de 1, 2, ..., (p—1)
ou p racines, et de faire effectivement le calcul pour un certain
nombre de types de polynomes.

. Nous partirons du théoreme fondamental suivant, démontré par
M. Blernackl ([9], p- 555) : S¥ ¢ est la limite exacte des modules de 1,
2, ..., (p—1) ou p racines de Uéquation (3), lorsque les a; sont arbi-
traires et les degrés n; fizes, il existe toujours une équation de cette forme
pour laquelle la limite est atteinte, et qui a au moins (k—-1) racines,
distinctes ou confondues, de module g, & moins que, pour une telle équa-
tion, on n’ait a;=o0. On constate d’ailleurs immédiatement que la
‘démonstration est encore valable pour 'équation plus générale (2).
M. Biernacki a indiqué qu’on pourra probablement supprimer I’alter-
native ;=0 ou a,>o0 qui figure dans ce théoréme, et a montré
qu’elle disparait effectivement pour I’équation quadrinome; nous
verrons qu’il en est hien ainsi également dans les exemples que nous
traiterons.

De ce théoréme, et de la remarque évidente que, si la limite
exacte p de A racines (1<Ah<p) est atteinte pour une équation des
types (2) ou (3), cette équation a au plus (k2 — 1) racines de modules
inférieurs o, il est aisé de déduire une méthode pour le calcul de p.

P

Posons pour simplifier n,= n. Par la transformation zr= ‘;‘, ol
|&] = ¢, 'équation (3) devient

(4) . P4 E/;);n——/r . [)“yu-—ln - /)l.)'”_”” 4 br=o0,

les b; étant arbitraires. 11 s’agit de trouver la plus grande valeur de ||
telle qu’il existe une équation de cette forme ayant (/. — 1) racines au
plus extérieures au cercle unité.

D’aprés le théoréme de M. Biernacki, considérons en premier lieu
le cas ou il y a au moins (% + 1) racines de (4) de module unité lorsque
la limite est atteinte, et supposons d’abord qu’il y ait exactement (k+- 1)
racines de cette nature, soient y;, =e" (A =1, 2, ..., k+1). Nous
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désignerons par s, 9, ..., 9. les fonctions symétriques élémen-
taires de ces racines, et par (D) ledomaine de I’espace (6, 8,, ..., 0,.,)
a (k+1) dimensions, défini par les inégalités

0sh, < am, olb,<2m, 0L, << om.
Soient alors ¥y (=1, 2, ..., n—k — 1) les racines restantes de
I'équation (4), u,, ttse ..., Uy, leurs fonctions symétriques élémen-

taires. Par hypothése (A — 1) au plus de ces racines sont extérieures
au cercle unité, les autres sont intérieures, aucune ne pouvant étre
sur la circonférence. Ces conditions s’expriment par un nombre fini m
d’inégalités ou figurent algébriquement les u; et leurs quantités con-
juguées ([11], p. 135), soient

(5) Yy, >0 (v=1, 2, ..., m).

Lorsqu’une ou plusieurs de ces fonctions {, s’annulent simultanément,
les autres restant positives, une au moins des racines y,_, devient en
module égale 3 un, et réciproquement.

Ceci posé, écrivons les relations entre les coefficients et les racines
de I'équation (4), et considérons en particulier celles qui corres-
pondent aux coefficients nuls. On obtient un systéme de (n — £ —1)
équations linéaires en u,, uq, ..., Uy :

)+ o, =0,
Ug— Uy T) - Ty == 0,

(2)

My fee) T Ugpfpmag O g == O

Le déterminant de ce systéme est une fonction des ; qui ne peut
étre identiquement nulle au voisinage d’un point quelconque du
domaine (D). En effet, c’est un polynome en y,, y,, ..., y4(; en
fixant toutes ces variables, sauf y, par exemple, on aurait un polynome
en y, qui s’annulerait en tous les points d’un arc du cercle unité,
donc serait identiquement nul. En répétant le raisonnement, on voit
que le déterminant serait identiquement nul, en considéranty,, y,, ...,
Yk+r cOmme des variables arbitraires: on en déduirait que ’équation (4)
a toujours une racine infinie quels que soient ses coefficients, ou que
U'on peut se donner arbitrairement (£ + 2) de ses racines au moins,
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ce qui est absurde. On peut donc résoudre le systéme () en tous les
points de (D), a exception d’un continuum (I') 4 £ dimensions au plus.

Ayant ainsi les »; en fonction des 0;, portons-les dans les inéga-
lités (5); on oblient un systeme d’inégalitésen 0,, 0,, ..., 0.,

(6) Gy >0 (v=1,2, ..., m).

St ce systéme est compatible, il définit une portion (A) & (£ + 1) dimen-
sions du domaine (D). Soit (F) la frontiére du domaine ouvert (A); le
domaine fermé (A + F) sera défini par les inégalités

(67) Py 2 0 (v==1, 2, ..., m).

On déduit alors de la relation

(=1 :)/:',:/'::_- Uy, - Upy Ty 4=

I'expression de |£| en fonction des 6;, en tout point non situé sur (I').
Cette fonction reste bornée dans (A + F—T') d’aprés le théoréme de
M. Montel; soit M, son maximum. D’autre part, sur (I'), le systeme (Z)
ne peut avoir de solutions ou certains des u; seraient infinis, les condi-
tions (5) restant vérifices; car, si I'équation (4) a une racine infinie,
elle en a p au moins, et les conditions (5) expriment que A—1 <p
racines au plus sont de modules supérieurs & un. Nous devons donc
supposer que le systéme (Z)est indéterminé, ce qui donnera pour |&|
une fonction des 6; et d’un certain nombre des u; qui restent arbi-
traires, V'ensemble de ces variables devant naturellement toujours
vérifier les inégalités (ou, a la limite, égalités) qu’on déduit de (5).
Soit M, le maximum de || sur (I') dans ces conditions (*); si M est le
plus grand des deux nombres M,, M,, ce sera la limite exacte cher-
chée, d’apres le théoréme de M. Biernacki, pourvu que cette limite
soit atteinte lorsqu’il y a au moins (£ + 1) racines de méme module.

Pour achever le raisonnement, il faudra donc faire les calculs ana-

(*) Si dans Pexpression de £# sur (I'), on laisse fixes les 0, on obtient une
Jonction holomorphe des w; qui restent arbitraires; le maximum du module de
celte fonction ne peut donc étre atteint que lorsque ces quantités atteignent la
frontiére de leur domaine de variation; par conséquent, lorsque M, est atteint,
il y a au moins (4 -+ 2) racines de (3) ayant méme module.
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logues pour les équations obtenues en annulant successivement
a;, @, . .. dans (3) jusqu’d I'équation quadrinome

|4 &l - a2 A A, x’= 0

incluse. On obtient ainsi une suite de nombres M, M’, M”, ... dont le
plus grand donne lalimite cherchée.

3. Nous avons supposé les inégalités (6) compatibles; il se peut
qu’tl n’en soit pas ainst, autrement dit, que I'un au moins des ., doive
nécessairement s’annuler comme conséquence du systéme (X). Dans
ces conditions, la valeur exacte de ¢ ne pourra étre atteinte si a, £ o,
que pour une équation ayant au moins (£ 2) racines de module ¢ ;
il est alors plus commode, pour calculer cette valeur, de reprendre la
méthode précédente, en supposant qu’il y a exacternent (k -+ 2) racines
de module ¢, puis, si les nouvelles inégalités sont encorc incompa-
tibles, en supposant qu’il y en a (4 + 3), et ainsi de suite, jusqu’au
moment ol I'on arrive 4 un systéme d’inégalités compatibles.

Drailleurs, en pratique, méme si le systeme (6) est compatible, il
arrivera que les calculs seront (rop pénibles pour étre poussés jusqu’au
bout, on pourra simplement obtenir une borne supérieure de ¢; au
contraire, il se peut que les calculs soient plus simples en supposant
qu’il y a plus de (£ + 1) racines de module ¢, sicela est possible, natu-
rellement. Les valeurs ainsi obtenues donneront des bornes inférieures
de ¢. S

Il importe donc de connaitre a priori, d’aprés la forme de I'équa-
tion (4), les valeurs possibles du nombre des racines de cette équa-
tion, de module égal & un, pour lesquelles les inégalités (6) sont
compatibles. Sans pouvoir donner de critére général résolvant la
question, je vais toutefois indiquer quelques propositions sur ce
sujet, dans le cas simple o0t A =1.

4. Supposons donc que ’équation (4)ait exactement (n— ) racines
de module ur, les/ autres racines étant intérieures au cercle unité, et
différentes de zéro ('). Les conditions (5) prennent ici la forme sui-

(") On peut toujours faire cette supposition, puisque I'hypothése contraire
sera certainement examinée lorsqu'on fera ¢;,=o.



POLYNOMES ET FONCTIONS BORNEES D’'UNE VARIABLE COMPLEXE, 257

vante ([1056], p. 134) : il est nécessaire et suffisant que les | déterminants

1 0 O L. 0 U Wy Uy ... Uy
", 1 O ... 0 0 U My . Wiy
i, ", 1 ... 0 0 o N T
bppy==| v Uy Moy ... 1 0O O 0 - “
iy 0 O Leo 0 i, Uy e "y
Uiy ty 5} .. 0 0 1 u, A UUyey
Ul W—ggy  eve eee U OO e 1
(v=0, 1, ..., L —1; w,=1)

sotent tous positfs ('). Remarquons que o, n’est autre, au signe pres,
que le résultant des polynomes

Sy ==l 4w, 2 -y
et

" - - — yan
S ) =g - g B I A .1;’./ <-;>

Nous utiliserons les relations

(7) Ty Tt 0Tt (p==o0,1, ..., n— I, avec oy=1),
qui résultent immédiatement de la définition des 5;. Tirons-en tout
de suite une conséquence évidente : on ne peut avoir [=o que st le
terme de degré p figure effectivement dans [’ équation (4), puisque £ £ o.
La forme méme des relations (7) nous ameéne a porter notre atten-
tion sur I’existence de lacunes symétriques dans V'équation (4); nous
entendons par la deux lacunes équidistantes des termes extrémes,
autrement dit, telles que les termes de degrés

I A ik DU I A R o |

n
A A D A el | <l'<:>

manquent simultanément dans (4) (*).

et

(1) « désigne, comme d’habitude, le nombre conjugué de z.
(*) D’aprés cette définition, ou bien deux lacunes symétriques n’ont aucun

Ann. Kc. Norm., (3), XLVIII. — JuiLuer 1931. 33
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Supposons qu’il existe deux lacunes symétriques. Nous distingue-
rons plusieurs cas :

1° r<s. Supposons d’abord [=5, et écrivons les équations du sys-
téme (X) correspondant aux termes des lacunes, solent

[ Gr Cre Uy == Gpplly o o= Oy Uy~ U, == 0,

Cro++Crlly~+ ...+ 0 lUp+ Upi == 0,

(8) Oy Oy Uy~ o o= O Uy = U= O,
Cgiy = Tslly ~ o o o= Oyl - O U= 0,
VT gy Tt Trpesma Uy = oo Tl = Ty (2205

[ g Ut Oy Uy s oot Ty s U570, -

O ppes Uy = Oppogy Ugep = o o T =20,

Gps Tpoeg Wy = oo oA Tyas llg== O,

(9)
T gy 4 Tpegoa by~ oo ol Ty U= 0

Tpopremsiy 4= T gy o ool T g =2 O

Prenons les conjuguées des équations (), et appliquons les rela-
tions (7); il vient, aprés multiplication par ¢, 5% o,

Tpllg=t= Gpy Ugeoy oo oo Tyl - U =2 O

(.’0) gs’?c"‘*"...*FO",I?,-—{-—I::(),

Ty g+ o Tyl =4 T, == 0,

\ Orpsm Ust o o o= Cplly = Ty == 0.

(8) et (10) forment un systeme de 25 équations linéaires homogénes,
satisfaites par les (r + s) quantités 1, 5,, 5,, ..., 5.,,.,. Tout déter-
minant d’ordre.(r + s) extrait du tableau des coefficients est doncnul.

terme commun, ou bien elles sont confondues, et r==sn - s s - 1; nous
dirons dans ce dernier cas que la lacune est autosymétrigue.
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[ =)
Ot
O

Or, ce tableau

U, Upoy .. i, 1 0o 0 . . e O
Uiy U, - i, u, o . . )
Uy gy . .. c. P 1 o e [8)
o g .. ey 1 ... 0
. I

O [§) U gy !
7 Wy iy v e gy 17 o . .. . .. 0
Wogpooey Uy O [ [ T 0
I o, . . s O O
0 1 e e )
O O I ", B

n’est autre que le résultant de /(&) et f*(x) dont.on a enlevé les
(s —r) premiéres colonnes. En développant le résultant suivant ces
(s —r) colonnes, on voit qu’il est nul; les conditions (5) ne peuvent donc
étre loutes vérifices.

Ilen est de méme si r<l<s; on considérera seulement les / pre-
miéres équations des systémes (8) et (10).

On adonc certatnement, dans ce cas, [ <roul>>s.

2 s<r. Supposons encore /= s et procédons comme ci-dessus;on
obtient un systéme

[Tt T Uy e o G g M2 0

Cpog Tty oo b Tpgy =20,y

Gpojogey = Tropgonlly =0 oo G Hg=2 O
(11) T —
Tpllg=t= Tpoeqg Ugey == v o ot Tpo T2 0

Ty Ug = Opll gyt o o vt Tpgy == 0,

g Ut Tppgeca Uy A oo o T 0 O

de 25 équations linéaires et homogeénes 4 25 InCONNUES Ty Trosigy -+es
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G- Le déterminant de ce systéme est le résultant de f(x) et /* (x).
Donc, ou bien les conditions (5) ne sont pas vérifiées, ou bien on a

G == Gposi) ==« +

Si /< s, on raisonnera de méme en ne prenant que 2/ équations; on
arrive également aux mémes conclusions lorsque, dans le premier
cas, on suppose [< 7.

En définitive, on voit que lorsque I'équation a deux lacunes symeé-
triques, les conditions (5) ne peuvent étre vérifices que st l”>s, ou st L est
inférieur au plus petit des deux nombres r et s, et que l'on a

(12) O == Oy =« T OIS Opege = . TS Gy = O

5. Il est parfois possible de lever I'alternative qui subsiste dans ce
résultat. Par hypothése, 'un au moins des termes de degrés (r — 1) et
(n—r—- 1) figure dans I'équation (4); supposons qu’un seul d’entre eux
y Jigure effectivement, soit par exemple le terme de degré (r —1).
‘Alors, le terme de degré (n — r + 1) ayant son coefficient nul, on a

(13) Gy = Tpg U A= o A= O Uy = T U= O

Si les conditions (12) sont vérifiées, comme, par hypothése, u,5£ o,
on a 5,_,., = o. Donc, le coefficient du terme de degré (r—1) doit
étre aussi nul, en vertu de la relation conjuguée de (13). On raisonne
de méme lorsque c’est le terme de degré (r — 1) qui ne figure pas
dans (4).

Par suite, si r=p -+ 1, et st le terme de degré p ne figure pas dans
I'équation (4), on a certainement ™ s, puisque £=£0; il en est de
méme si, dans cet énoncé, on remplace I'hypothése r=p-+ 1 par
r—+s =p.

En général, on peutcontinuer i appliquer le procédé qui vientd’étre
indiqué jusqu’au moment o I’on rencontre deux termes symétriques
figurant dans (4). Par suite, si I'équation (4) n’a pas de termes symé-
iriques, on a nécessairement [ > s. 1l en est ainsi, en particulier, si
I’équation (3) a la forme

lorsque p n’est pas un multiple de ¢. On voit alors que sig< p, ona
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[2q;sig>p, [ est au moins égal au plus grand des deux nombres
pet(qg—p).

Si Péquation (4) a des termes symétriques, soient 7. et (n— 7.) les
degrés des premiers que I'on rencontre; si 727, on déduit donc de
(12) que l'on a aussi

/ . —_— J— —
(r4) Tl o) == Oy == e o T Gy, == O.

Mais si 2 </, on a rencontré, dans I'application de la méthode,
I'équation
Lo e A AN R == s S

ou tous les o sont nuls, d’ott 1, = 0, ce qui est contraire & "hypotheése.
Done, st [<r et s, on a nécessairement I<A, et, dans ce cas, il faut
ajouter aux relations (12) les équations (14), qui en sont une consé-
quence. D’ailleurs, en opérant de méme a partir du terme de degré
(r~+s—1), on déduit encore de (12) que I'on a

(1h) Oris == 0 jg-y ==« « == Oy == O,

si les degrés des premiers termes symétriques u’on rencontrede cette
maniére sont (et (n— ).

Parmi les inégalités (5), nous n’avons utilisé, dans les raisonne-
ments qui précédent, que la derniére, 2,>> o; on peut se demanders’il
est possible d’aller plus loin en utilisant les autres inégalités. Il ensera
bien ainsi dans le premier exemple que nous allons traiter; toutefois, |
il est assez douteux qu’en général 'utilisation de toutes les inégalités
donne de nouvelles conditions pour /, car dans le cas simple ot
r=s=2, le calcul montre qu’on peut prendre { = 3 et choisir «,, u,,
iy, de facon & rendre lesinégalités (5) compatibles avecle systéme (X).

(. Nous allons maintenant appliquer les considérations générales
qui précedent & quelques types de polynomes.

(I) | L o Uy A L A A ey X A @y 2= O

1° Cherchons d’abord la limite des modules de deux racines.
L’équation (4) correspondante a au plus deux racines de modules dif-
férents de un. Le systéme (Z) devient ici

Ty~ =20
(16) | T
{ Uy G gy =t U Ty g ™=2 00
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Le déterminant est ,_s = &, 5,_.; il8’annule done avec o,. Supposons
d’abord o, £ 0; en prenant la conjuguée de la deuxieme équation (16),
on a

U,a, 4 1, =0, d’on Uy== =+

et comme
i, 7 0, Py | =1.

Il y a done toujours une racine de (4) au plus extérieure au cercle

unité, les conditions (6) disparaissent, on peut faire varier les f); arbi- -

trairement.
On a

) by g
=y o yT=y oy A

7
Il serait aisé de trouver les conditions dans lesquelles cette quantité
atteint son module maximum, mais on peut se dispenser de tout
calcul, en remarquant qu’en prenant tous les 6; nuls, il vient

)

nin-—23
- ( o )14 e .....(—._._.)_.2 .
P 0

fio= (n—=n)(n—-3)

. —3) ., .. . .
Or la quantité \/ﬂn—)———l n’est autre que la limite de M. Biernacky;
c’est donc la valeur exacte cherchée, et il est inutile d’examiner les
cas g, =oeta,=o.

2° Passons & la recherche de la limite du module d’une racine. Il'y
a deux lacunes symétriques, et 'ona r=1s=1; donc /=0 ou /= 2.

Sil=2, (Z) se réduit au systéme (16). Lorsque 5,520 on voit,
comme ci-dessus, que |u,|=1. Les conditions (5) ne peuvent étre
remplies ('); on a donc nécessairement

/==0 avec o,=0, ou /== 0.

Sapposons d’abord /=0. On a

o

pE=N- avec g, == 0.

(1) C'est le cas auquelnous avons fait allusion plus haut; ici

o =1—u,'’, Bom= (1 — Ny Py = | sty — u, |2
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En général, posons

"

R E emih;

'I‘il
D’aprés les formules de Newton,

Sy
= 2 avec $, == 0.
%
Le probléme revient 4 chercher le maximum de s, | lorsque s, = o.
On a évidemment dans tous les cas |s,|<n. Si n est pair, cette valeur
maxima est atteinte; il suffit de prendre

O ==fy==...=0,=0,

o

Op =0, TR Op=1.

Le probléme est plus délicat lorsque n est impair. On peut évidemment
supposer s, réel et positif, en ajoutant au besoin un méme angle a tous
les ;. Il s’agit donc de trouver le maximum de

n
Sy :Z cosa

E=a

avec les conditions

n n n

. N O .
(17) 2‘(:050;:0, Zsm@;\: o, Zsmzfj‘,,: 0.

ho=1 . Dot =1

Appliquons la méthode des multiplicateurs de Lagrange : 1, P, [y
étant des constantes, nous annulerons les dérivées par rapport aux
0', de

10 n n

O O .
S == Sy ey Z cosly - [y Z sinfy - [J.;,z sin 2%,

he=1 h==1 h=1

ce qui donne pour tous les 6, la méme équation

(18) @(f)==—2sin2) — p, sinf + p,cosf + ap,cos2b =o.
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D’ailleurs, si I’on forme

n

PRICIETS

n=1

on obtient 2y, 5, =0, et comme 5, 5= 0, Uy = 0.

Ceci posé, I’équation (18) a au plus quatre racines distinctes en 8;
donc, lorsque le maximum est atteint, les ) prennent quatre valeurs dis-
tinctes au plus (d’ailleurs, comme n est impair, il y a au moins trois
valeurs distinctes). Soient 0,,0,,0,,0, les solutions de (18), n, n.,
n;, n, les nombres des 0, qui sont respectivement égaux a ces valeurs,
avec

(19) R R 1D

Comme trois des n; au moins sont différents de zéro, il y en a deux
au moins qui ont la méme parité, soient n, et n, pour fixer les idées.
Laissons fixes n, et n,, etdonnons a n, et n, toutes les valeursentiéres
non négatives, satisfaisant & (19). On peut considérer s, comme une
fonction de 0,, 0,, 0,, 0, et des variables n,, n,, liées par (19); cher-
chons les conditions pour que cette fonction admette un maximum
lorsqu’on généralise le probleme en supposant que n, et n, puissent
prendre des valeurs quelconques (). Il faut alors ajouter & (18) I'équa-

Jz ds .
~— = ==, ce qui donne

ion
tio on, dan,

j(OI):./(OJ)v
J(G) = cos20 ~+ . cosl -, sinf.

Comme §(0)==/"(0) on voit que, dans notre probléme généralisé,
lorsque le maximum est atteint, il existe une valeur a telle que P’équa-
tion /(0)— a = o ait deux racines doubles.

S'il en est ainsi, on peut, en posant (= tang o ecrire identique-

ment
s (6— 1)t —t,)*
f f— m— ..._.._._’._ S =
./(}) ”’""‘A (l+[‘:‘)2

H

(*) Nous nous inspirons ici d'un procédé employé par M. Biernacki ([9],
p- 641) dans I'étude d’une questionanalogue,
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A étant une constante. Un calcul élémentaire montre alors qu’en
dehors de ¢z, et z,, les autres racines de la dérivée sont

0, -+ 0, Gy + G,
;= lang ’t“ ak) ==~ cot Ft - .

“F ;!

On a donc nécessairement

0,10, Gy Hy
—_—m

2

b, b,= =y 4 T

Mais comme p., = o, I'équation (18) ne peut admettre les racines 0,
et 0, + = que si

sin ‘.293: O,

d’ou 6, = 0 ou 0, :g (en supposant que 0, est celui des deux angles

0, et 0,, compris entre o ¢t ). On en tire, d'aprés (17), n, = n,.

Revenons alors au probléme proposé; pour chaque systéme de
valeurs entiéres de n, et n,, lorsque ny et n, sont fixés, s, a un maxi-
mum ® (), lorsqu’on fait varier les 0; lorsque n, prend toutes les
valeurs enticres de o & n — (ny + n,), ®(n,)a, Caprés ce qui précede,
un seul extremum a 'intéricur de cet intervalle, pour

(nombre entier d’aprés I'hypothése du début). Rien ne prouve d’ail-
leurs a priori que ce soit un véritable maximum, mais on en déduit
qu’on peut se borner, pour la recherche du maximum, 4 ne considérer
que ce cas, et celui ou I'un des n; est nul. D’ailleurs, comme, dans ce
dernier cas, les trois autres »; sont différents de zéro, il yen a deux de
méme parité, soient encore n, el n,; on peut recommencer le raison-
nement, et I’on retombera sur le cas précédent (avec n,=o oun, =o),
ou sur le cas ot I'un des trois n; est égal & un (puisque c¢’est la plus
petite valeur qu’ils puissent prendre); et, sil'on se trouve dans ce
dernier cas, les deux autres n; sont nécessairement égaux, puisqu’il
existe, d’aprés (17), un triangle ayant pour cotés n,, n,, I, d’ou
n,2n,—1, n,2n, — 1, ce qui n’est possible que si n, =n,, ces deux
nombres ayant méme parité.

Une fois ramenée ainsi & I’étude d’un seul cas, la recherche du maxi-
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mum se réduit 3 un probléme d’algébre élémentaire. Comme on passe
du cas 8,=o0 au cas 0, = 7—? en ajoutant % 4 tous les 6, donc en chan-
geant s, de signe, on peut se borner, par exemple, 4 étudier le cas
0, = 7-25, en cherchant alors le maximum de |s,|. On a donc 6, = = —¥6,

et, d’aprés (17),

. n,— n,

sinfl, = —-+—2,

o,
d’ou
n,-— n,)* n,— ry)*
S =2n, — (= ra)® (ny—4-n,)="4n,— (o ma)® n.
", n,

n, étant fixé, cette quantité est maximum pourrn, — n, =1, minimum
pour n,=o0, n,=n— 2n,. Dans le premier cas,

. n —1 .
est maximum avec n,, donc pour n, = » ce qui donne

2

nin—2J3)
8y TE e
no—— 1
Dans le second
' n-— on,\* , "
.‘;2:,/;”, —— L.___.._.’__)._ B Rt/ Ypp— )
n, n,

minimum avec n,; d’ailleurs, on doit avoir (relation entre les cotés
d’un triangle)

ny=n-—an<an, ou ny 2
d’ou, si ]
ou, Stn=4p-+1,n=p-+1,

) L P —‘"' P ’
n(n-—gq)
7

l's
! n -3

| =

e

etsin=4p+3,n=p-+1,

g,‘:n[:j.._.é_[_).ié]:__.___’_l!i_, ;’S | i'_l_(.ﬁ:.'_:il.
p -1 p oo ' ! n -1
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La comparaison entre ces expressions montre que, finalement, Ze

(7

. ) n(n-—3)
maximum de | sy | a pour valeur ———— lorsque s, = o.

En revenant 3 la recherche de la limite du module d'une racine
de (1), on voit qu'on obtient les valeurs

no. . nin-—3) . . .
(20) L= s17e est pair 0= ————— s1 1 est impaitr.
. o 4 L — 1)

a(n

Pour étre assuré que ces valeurs sont bien les limites exactes, il reste

a étudier les cas =12 [le déterminant de (16) étant alors nul]
el a,=o.
Si /=2 avee g,=o0, on en déduit u, =o, d’o0t y,_,=—y,, la

. . . , N T
valeur absolue de ces deux racines restant arbitraire et égale a v|u, [;
done, pour satisfaire aux conditions (5), il faut [u,[<1. On a dans ce
cas

o, et u, étant des variables indépendantes; le maximum est atteint
lorsque |, | = 1, done, lorsque toutes les racines ont méme module;
on retombe ainsi sur le cas précédent.

[1 reste & examiner 'hypothése @, = o; on est ramené au type de
polynome que nous allons étudier comme deuxiéme exemple.

7. (1) U o ™ = L iy = 0.

Pour la limite de deux racines, on est dans le cas étudié par M. Van

n(nax).

)

Vleck et M. Biernacki; la valeur exacte est \/

Cherchons la limite du module d’une racine. Le systéme (X) se
réduitici  la seule équation

T A =0
et les conditions (6") &
' o[,
On a ensuite
. N S% 48,
oy o Uy m=0y— g T —

Pour obtenir le maximum de |£|, donnons & s, une valeur fixe «, de
module compris entre o et 1, et qu’on peut toujours supposer réelle et
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positive; |o* + s, | a dans ces conditions un maximum, fonction de «,
dont la plus grande valeur, lorsque o variera de o a 1, donnera la
valeur maxima de | 28*].

Remarquons d’abord que, puisque |s, |=|g,

<tet|s,|]Sn—r1, on
a toujours |E]§\/’-j Si n est pair, cette valeur est la limite exacte,

étant atteinte pour

Pour n impair, il faut refaire un raisonnement analogue a celui du
paragraphe précédent, en considérant ici la fonction

P o® +2cos )0,> -~ (2511100,)

h=1

s=| o+ s,

On trouve comme précédemment que les O prennent quatre valeurs
distinctes au plus lorsqu’il y a maximum. On aura ici

Ny Ny Ny =1 —1

et comme n est impair, il y a toujours deux n; de méme parité (méme
si les deux autres sont nuls). On trouve alors, comme ci-dessus,

Ay 40, Oy -0,
[Jg:—————’“i %y 0, = = * = - T
P 2

Mais il n’en résulte plus aussi immédiatement que 0, est nul : cet
angle satisfait seulement aux relations

n==1 "1

(21) Z sin2f; }cos26, — (a” -+ 2 €os 9 9;.) sin 2 0,= 0,

N7 =1 \ =zl

o

(22) Z cosl;, —u

L=1

-1

(9-3) Zsin@;:::u.

he==t

pinel fraie A : : b0,
On a ainsi trois équations par rapport aux deux inconnues :
%
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O,—0, . . . .
et - —- Quel que soit o, elles admettent la solution 6, = o, ce qui

entraine n,= n,; mais, pour qu’elles aient d’autres solutions com-
munes, il faut que « véritie une relation algébrique, non identique-
ment nulle, a coefficients entiers [ on formerait aisément cette relation
a I'aide d’un raisonnement géométrique simple, en remarquant que
I'équation (21) s’écrit arg(a®+s,)=20,, & = pres]. Cette relation
n’est donc satisfaite que par des valeurs isolées de «; or, il est bien
évident que le maximum de z est une fonction continue de o; ces
valeurs ne sauraient donc convenir. Comme dans I’exemple précédent,
on est ramené a4 chercher le maximum de s dans le cas ou 0,=o,
0,=m=, n,=n,, ou dans le cas ol n,=n,=o et oun, (oun,) prend
la plus petite valeur compatible avec les relations (22) et (23);

mais ici, comme o<1, on ne peut avoir n,+ n,=n—1 que si
o |

ny=n,= » en vertu des relations entre les cotés d’un triangle;

2
on retombe alors sur une particularisation du premier cas. Il reste
donc & chercher le maximum du module de

. . o sy 1y )?
gt sym= ot ey -<———~——'——)— 1.
: n,

En procédant comme dans le premier exemple, on trouve sans diffi-

culté que ce maximum est égal a (n — 1) et est atteint pour a = o,

’ oy no—
n,=n,=o0; dol la valeur

pour le maximum de [£]. Cette

2
valeur étant atteinte pour a,= o, il faut vérifier que c’est aussi la
limite du module d’une racine de I’équation

[ A g A U X = 0.

Mais comme (n — 1) est pair, ceci résulte du début du paragraphe.

Il reste encore a voir si les limites relatives aux équations obtenues
en annulant successivement a,_,, @, ,, ... ne seraient pas supérieures
a celles qu’on vient de déterminer; il n’en est rien, d’aprés la forme
méme de ces limites en fonction du degré de I’équation.

Ainsi, la limite supérieure du module d’une racine de U'équation (I1)

, . e . . . . N
est égale a \/ .lt( 7) ("); st nest impair, clle est atteinte pour a, = o.

(') Nous désignons par Ii(x) la partic entiére du nombre positif x.
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La comparaison de cette limite avec les valeurs (20) montre que ces
valeurs sont bien les limites exactes d’une racine de I’équation (1).

8. (I L P @, 2 - a4 (= 0.

Cherchons d’abord la limite de deux racines. Les calculs exacts étant
trop compliqués, nous nous bornerons & calculer la valeur asympto-
tique de cette limite lorsque n croit indéfiniment.

On aici k=41 =n— 2, ce qui donne, pour le systéme (X)

, ( B RN =N R
(24) )
Oy Oyt~ O Uy == 0.

Le déterminant est égal & o,; supposons-le d’abord différent de zéro.
Les conditions (5) doivent exprimer qu’une au plus des deux quan-
tités ¥,—,, . est extérieure au cercle unité. D’apres les formules
données par M. Cohn ([11], p. 135), ceci s’exprime par 'unique con-
dition

Py P2, — u, .

On en déduit tout de suite une limite de |, ] en fonction de |u, |, car

, A AR U S R D
d’ou

(25) S Ly | ().

D’autre part, d’aprés les formules de Newton, on tire de (24)

(y==--§,, Sy 8T Bty s,
d’ott
. 6 6N ‘
;Sl P(’ T "“"‘;) {8 I.':.- oy
. \ 81 S/ -
et par suite
sy {g(x—i»a)"\/;; et aussi [y 2 +2)

<n0us désignons par ¢ une quantité tendant vers zéro avec ;;)-

(1) I est d'ailleurs aisé d’obtenir directement celte inégalité; car si |17, |<r,
on a

, . L i LR 1 ' L e !
[ ¥neg b=ty — VS0 Ty |y d'ou Pota = vy i 04 Ly )
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Comme

“
Sy s3
P, U0+ = S !
. - 2 R

on a, en vertu des inégalités précédentes, jointes & |s,|Sn — 2,

E (H~°)\/”-

Si 'on suppose 5,=o, il faut, pour que (24) soit indéterminé,
que oy;==o0. On a alors u,=o0, el u, est arbitraire sous la condi-
tion | u, |S1. D’ou

LAy

(26)

et 'inégalité (26) est encore valable.
. - n . .
Nous allons voir que \/,—, est la valeur asymptotique cherchée. Cela

résulte du calcul de la limite d’une racine. Comme I'équation (III) est
un cas particulier de I'équation (Il), cette limite est inférieure ou

égale & \/l* d’autre part, I'équation particuliere (11), dont toutes

o . 3 n
les racines sont, en modules, supérieures ou égales a \/E(;), a tous
ses termes de degrés impairs nuls; c’est donc une équation (III) particu-
liere. On voit donc, sans autre calcul, que la limite exacte d’une racine

de (111) est égale a \/L - Comme cette valeur est une borne infé-

rieure pour la limite de (..leux racines, la limite de deux racines de (111)
est asymptotiquement égale a la limite d’une racine. D’ailleurs, un
calcul exact montre que pour n =14, 5 et 6, ces deux limites sont
rigoureusement égales.

Les résultats précédents subsistent intégralement lorsque, dans
Péquation (111), on assujettit @ s’annuler un nombre quelconque de
termes de degrés impairs. 11 est assez remarquable gue I"annulation du
terme de degré trois dans (1I) suffise seule 4 ramener la limite de deux
racines, de la valeur de M. Biernacki, & la racine carrée de cette valeur
(au facteur indépendant de n preés), et que 'annulation d’un nombre
quelconque d’autres termes de degrés impairs n’améne plus de modi-
fications sensibles.
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On a des résultats moins précis lorsque, dans (11), au lieu d’annuler
le terme en x*, on annule un terme quelconque de degré impair
(2p 1) indépendant de ». La seconde équation (24) est alors rem-
placée par

Capiy H= Taplly = Cypy Uy == 0.
Mais si I'on tient compte des formules de Newton ('), et de I'inéga-
lité (25) toujours valable, on déduit de I'équation précédente I'iné-
galité .
s P @ [saly e[S ] ),
& étant un polynome de degré au plus égal 4 2p, par rapport a
'ensemble des variables |5 |, [s.], ..., |s.,]|; comme |5, |Sn — 2 quel
que soit m,
[ s |Z Kn2+!,
K étant une constante ne dépendant que de p; on arrive d’ailleurs &
une inégalité de méme forme quand on suppose le déterminant de (X)
nul. On a done, au lieu de (26), 'inégalité

\

|
|

K
< e JERPiel
b 0 :

pour la limite de deux racines. La limite d’une racine est toujours

any

, N n . » ’
égale 2 \/E(; > Sil’on annule de méme dans (II) un terme de degré

pair 2p indépendant de n, on a encore pour la limite de deux racines,
I'inégalité

g2
RS AL O

mais ici la limite d’une racine est seulement inférieure ou égale

w/E ()

Il est d’ailleurs aisé d’en donner une meilleure borne supérieure.

(") Cet usage des formules de Newton dans ce numéro et dans le sulvant
s'apparente & un procédé de M. Van Vleck (|8], p. 108), déja employé aupara-
vant, d’ailleurs, par MM. Carmichael et Mason, dans un avticle du Bulletin of
the American Mathematical Society, \. 21, 1914, p. 14-22.
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On doit en effet, supposer ici |u,|<2, |u.|<1 dans la discussion du
systéme (Z). D'oti | s, |<2. D’autre part, dans ’équation

Top = Cop—y Uy~ Oop o Uy =— 0O,

ou I'on exprime les o en fonction des s, le premier terme seul contient
un terme de degré p par rapport aux variables autres que s,, i savoir le
terme en s7. On en déduit donc, comme ci-dessus,

p—I
5, |SK'n 7

d’ou, pour la limite d'une racine, l'inégalité

K" p—

vl — T
%)< pak R

Par contre, on n’obtient plus de bornes supérieures meilleures que
pour I'équation (Il) générale, lorsqu’on annule un terme de cette
équation, dont le degré croit indéfiniment avec n, comme le montre
I’équation (I).

9. Pour terminer la premiére partie de ce Chapitre, nous allons
chercher l’ordre de croissance par rapport & n de la limite ¢ du module
d’une racine de I'équation la plus générale

(IV) P(x)=1+ a,& - @&~ . ..+ pitl + app 2V 4. . 4 qat=o0,
ou l'on a fixé les p coefficients a,, a,, ..., a,. Nous supposerons
d’abord a,5£0; on peut alors prendre @, = 1 par une transformation

£

linéaire sur z. Considérons la transformée de I'équation en y = 2

avec |&| =g, et désignons par S,, S,, ..., S;, ... les sommes des
puissances semblables des racines de I’équation en y; on a, quel que
soit m,

(27) Sulgn.

Ecrivons les p premiéres formules de Newton pour I’équation en y,
Ann. Ee. Norm., (3), XLVIII. - Aour 1931. . 3

(43
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sous la forme

3,
-+ 1==0,
:. L’
2 Sy
w T T 2a,=0,
A 3 ‘
................. ,
S S, S)—s S
14 Pl p—2 o1
tr = +a-'zpt:“ A £ -+ pap=o
21 " St S‘_’, SIII'--] F ! . ’ ’
En ehmxnantz, S+ oo entre les m premiéres équations précé-
. <" S

dentes, 1l vient, pourm=r1, 2, ..., p,

Ez“" S,
S,=®, ()5,
B L '
(E) Sp==®,,(a,, ay, ..., au)St,
........................ ,
S,=@,(a,, ay, s ly) S,
ou
I 1 0 0 0
20, 1 i 0 5}

<
—
~

D (dyy gy oo ya)==| 3a, a,
My gy Gy« oon @y 1

Ces déterminants sont d’ailleurs liés par la formule de récurrence
(28) @y =0p — @@y + @, Qpry + . . . (= 1)" 2ty 4~ (— 1) U

Soit alors @, le déterminant de plus grand indice qui soit différent
de zéro. On a, d’aprés (27),

1

/“
(39) p=18,1(7)

A

(") Gette expression n'est autre cue le coefficient de z#~* dans le développe-

z) . . R . L e 1
e’ au signe pres, comme il résulte immédiatement de la démons-

tration des formules de Newton.

ment de
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et, si tous les @ sont nuls,

(30) psn.

Nous allons montrer que ces inégalités sont les meilleures possibles, i un
facteur constant prés. Il suffit évidemment pour celajide trouver une
famille d’équations pour lesquelles a,, a., ..., a, ont les valeurs
fixées, dont le degré n croit indéfiniment, et telles que le module de
racine du plus petit module de chacune de ces équations croisse
avec n au moins comme la puissance de n qui figure dans 'inéga-
lité (29) ou I'inégalité (30) correspondantes. _ ‘

Examinons d’abord le cas général o ®,5£ 0. Considérons la famille
des polynomes

] Q) AN G
llll,/l(-'l;): [1 e :_M_ii[__‘("c)

Q.. () étant un polynome de degré p

Quplw)=ale 4 o/ x* 4. Aol
choisi de sorte que les p premiers coefficients de IL, ,() soient égaux
4 a,, dy, ..., a, Onvoit immédiatement que les coefficients «/" sont
bien déterminés, en fonction de a,, a,, ..., a,, et que, & partir d'une
certaine valeur de n, ils sont aussi voisins que 'on veut des coeffi-
cients du polynome Q,(x) de degré p, tel que ¢%' ait ses p premiers
coefficients égaux & a,, a,, ..., a,. Bn particulier, les modules de ses
coefficients ont une borne supérieme K indépendante de n.
Or, pour toute racine de I, ,(x),

FOQuplx)l=n
et, d’autre part,

[ Quplz )l SKplalr dés que lxlz,
d’ou

ce qui démontre dans ce cas la proposition.
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Passons maintenant au cas extréme ou

O, —=@,—...=®,=o.

Remarquons d’abord que si

o, =,—...=o,,_,=o,

la formule (28)donne

d)m: ("“ l)mwi a)lf—1 -+ (—“ l)"LM1 ma,,.

Le cas que nous envisageons n’est donc possible que si ma,, = a,._,
pourm=2,3, ...,p,dot

[ 1 1
- Up==

p!’

({, ==
T

Nous allons nous restreindre ici aux équations dont le degré est un
multiple de 27~'. Soient alors

T i it

my==e?, == et Ces 0, == er.
Considérons le produit
W= (1~ wy) (1 -+ ty) ... (14 w)y).

En le développant, on trouve 2¢~' termes de module ur, distincts ou
non. Choisissons notre équation en y qui correspond a (IV), de sorte

n
“)‘//-—1

qu’elle ait racines égales 4 chacun de ces termes. On a alors

- n o " : 9
bk:m(f'i"‘ ol (14 ok (- m//‘,):-:n (k=92,3, ....p)

et
Qo K T T
o==15,] :-:—//—-1“;7, {::.n.cnszcosa . v.()s;)“[»),
ce qui démontre encore que, dans ce cas, I'inégalité (30) est la meil-
leure, & un facteur constant prés.
Nous allons combiner les deux méthodes précédentes pour étudier
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le cas plus compliqué olt ®,£ o,

D =Wy —=...=®,= 0.

Nous considérerons ici des équations de degré n = 27~"km, m pouvant
croitre indéfiniment.

Pour former ces équations, prenons (£ — 1) nombres oy, «;, ..., oy,
Jizes, mais quelconques, et soit I, .(z) le polynome de degré km
formé comme il a été dit plus haut, dontles (k + 1) premiers termes

sont
[ dy . L ok
1

. £t . n k
et dont toutes les racines sont supérieures en module a p = (K’) )

K ne dépendant que des «. Multiplions chacune de ces racines par les
2¢~% termes (de module un) du développement de

EA-:: (l -+ 5;{“> ([ -+ ;/H-z) .o (l -t ES,,),

les w ayant la méme signification que ci-dessus; soient z,, 2., ..., 2,
les nombres obtenus. Nous allons considérer I’équation (¢) de degré n

. x Xy X, .
ayant pour racines les nombres =, =%, ..., =*; elle est bien de Ila
’ wr W (oF?
forme
[ A=, . === 0.

Montrons qu’en choisissant convenablement les o, on peut amener
cette équation a étre du type (IV), a,, ..., @, étant donnés et satis-
faisant aux conditions

Dy =@ y=...=P,=o0.

Ceci va résulter de ce qu’en vertu de (28), st l'on se donne arbitrai-
rement lesvaleursde ®,(ay), ®;(as, a,), ..., 0 (a,, ..., a,), les valeurs
de a,, a,, ..., a;sont bien déterminées. Il suffit donc que les valeurs
de @,, ..., ®, relatives 4 deux équations de la forme (31) soient égales
pour que les valeurs des p premiers coefficients de ces équations soient
égales.

Or, pour ’équation (e), le relations (E) s’écrivent (avec les mémes
notations que précédemment, sauf que £ a ici une valeur arbitraire,
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sans rapport avec la limite des racines) :

E: _ Slv
§,= U ok ) U Ok ) U W) g 4837,
2 -
ol ). (1w , \
S":(l ) 3 ( )/))‘I’:z(az-. ;) S,
’ wi
.................................... ,
koo k
- ). S I ~z
Sk:(l+ T ) d ( ”")(I’k(oc:, ---:“A‘)b/;,
oy
S/H-I =0,
....... ,
S,==o0
Chotsissons maintenant les o de sorte que
L= b Y (1= )
‘vl)i(ﬂ'_’v o, ...,((i):: ( St ( "/'") (l’i(a‘l? Togy v vy -7'/)

W
(f==2,35, ..., k).
Ce choix est possible et donne pour les a des valeurs finies, puisque
le coefficient de ®;(a., oy, ..., %) est différent de zéro; de plus il est
indépendant des raisonnements précédents. On obtient bien ainsi une
équation du type désiré, dont toutes les racines sont supérieures en
module a

M étant un nombre fini ne dépendant que des valeurs a,, a,, ..., a,.
La proposition est complétement démontrée.
On voit donc que lordre de croissance du maximum du module de la

plus petite racine de (IV) est égal a 7l~_7 k étant U'indice mazimum pour

lequel O£ o (en prenant @, = 1). On peut considérer cette famille de
polynomes comme d’autant plus exceptionnelle que k est plus petit, et,
a ce point de vue, la famille la plus exceptionnelle est la famille des
polynomes

5 ‘1/.'_’ .'1}:‘ xl \
Po(z)sm14w+ = 5 oo o g P e e
1
2! 31 p!
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Par une transformation linéaire, on peut encore exprimer les résultats
qui précedent sous la forme du théoréme suivant : Un polynome

Plr)=a,+ a,& .. .+ apxl + @y & +. ..+ a2,

ot les coefficients a,, a,, us, ..., a, ontdes valeurs fizes (a, 3£ 0), les

autres coefficients étant arbitraires, prend toute valeur ¢ au moins une
1

Sfois,dans un cercle de rayon K(a,, a,, ..., a,, c)n?, a l'exception de
(p — 1) valeurs distinctes au plus, racines de U'équation

N . (ay—e)ay, (ay,—c)a, (ay—cyr'a,
Folay, ay, .., a,, )= q’/:[”““' pE ’ @ PR a7 = 0.

Ces valeurs sont prises au moins une fois dans un cercle de rayon
1

. 1 ] . . T Sy
K,(a,, a,, ..., a,)n"", si le polynome n’a pas une forme particuliére;
mazs st les coefficients sont choisis de sorte que les équations

F,=o, F, . =o0, . Fi==0

aient h racines communes distinctes (h<k -—— 1) qui ne sovent pas racines
de Fi_, = 0, le polynome prend au motns une fois chacune de ces valeurs
1

dans un cercle derayon K,_(a,, a,, ..., a,,)n‘t‘. L’ordre de croissance
de ces limites par rapport a n ne peut étre amélioré.

Nous avons supposé jusqu’ici a, < o. Si I'on prend au contraire
a,=ay,= ... =a,,=0,a,=1, il est aisé¢ de voir que la seule
modification sensible qui soit apportée aux résultats précédents est
que I'inégalité (30) est remplacée par

s
(32) P;:((,)

Les inégalités (29) ou £ > ¢ restent inaltérées, et les mémes méthodes
que ci-dessus montrent que ces inégalités donnent encore la meilleure
limite possible, & un facteur constant prés.

I

10. Revenons maintenant a I’équation (3); nous allons nous arréter
sur un aspect particulier du probléme posé au début de ce Chapitre.
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1l est bien évident que la plus petite valeur possible pour la limite
du module d’une ou plusieurs racines de (3) est I'unité; on est donc
conduit a rechercher dans quel cas Uéquation (3) a effectivement toujours
une racine au moins dans le cercle unité, et, si cela est possible, quel est
le nombre minimum de ces racines. Ce probléeme a été résolu par
M. Herglotz [5], puis repris 2 I'aide d’une méthode différente par
M. Biernacki ([9], p. 573), dans le cas de [ équation trinome,

(33) 1+ &/ 4 ax=—o.

L

2

Si n n’est pas multiple de p, il y a au moins E( ) racines dans le

cercle unité, et cette limite est la meilleure possible; si r est multiple
de p, il existe des équations de la forme (33) n’ayant aucune racine
dans le cercle unité. Remarquons d’ailleurs que ce résultat peut se
déduire trés aisément d’une regle générale donnée antérieurement par
M. Bohl [4] pour calculer, en fonction de @, le nombre exact des racines
de I’équation (33) situées a I'intérieur d’un cercle quelconque de centre
Iorigine. '

M. Biernacki a, de plus, montré ([9], p. 583) que, dansle cas parti-
culier ou p < n, < n, < 2p, I'équation quadrinome

L=l - g 2™ - a8 == 0

a toujours une racine au moins dans le cercle unité.
Nous allons indiquer quelques cas relatifs a ce probleme, en consi-
dérant plus spécialement le cas de I’équation quadrinome.

11. Remarquons d’abord que, en vertu de ce quj précéde, on a une
condition nécessaire pour que I'équation (3) ait toujours une racine au
moins dans le cercle unité; a savoir, qu’'aucun des degrés n; ne soit
multiple de p (ce qui entraine p > 1). Nous allons montrer de plus
qu'il faut qu’aucune des différences (n;—n;) (1,j=1,2, ..., k) ne
soit égale a p. 11 suffit pour cela d’établir que I’équation quadrinome

(34) R R

peut avoir toutes ses racines extérieures au cercle unité.
Ceci va résulter de ce que I’équation (34) peut avoir toutes ses racines

.

égales en module 2 un nombre p supérieur 4 1. La transformée en
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o £l .
y=-,avec|t| =g,

(55) ‘),.n_*_‘ap..yn—-/;__%_ 01,}’"'+ [)_::0’

a dans ce cas toutes ses racines de module un; il suffit de voir que cela

est possible pour une valeur de |£| supérieure a un.
Or, M. I. Schur a montré ([10 6], p. 136) que pour que I'équation

f(r)y=a,+a,z+ ...+ ax"=0

ait toutes ses racines distinctes et de module un, il est nécessaire et suffi-

sant que
Uy CUypny == Ay ) (v==1, 2, ..., n)

et que les racines de f'(x) = o sotent toutes intérieures au cercle unite.
Ces conditions, appliquées a (35), s’écrivent
h,==¢€ avec |e|=z1 et b, =¢ekr;

de plus, ’équation dérivée, débarrassée de ses (p — 1) racines nulles,
(36) YN e (R 1) EP YRR A [)EZ/‘:: 0.

doit avoir toutes ses racines intérieures au cercle unité. Par une rota-
tion convenable sur y, on peut supposer que ¢£” = &7; 'équation (39)
peut donc s’écrire

1 (n e ) M=2p L gy
= — L)) - P w(y).
f:/' n:),n» 14 T

Or, lorsque y décrit la circonférence |y | = 1, le point 3 =¢(y) décrit
une courbe (I') qui posséde, ainsi qu’on s’en assure aisément, les pro-
priétés suivantes (') : lorsque y décrit la circonférence dans le sens
positif, s tourne constamment dans le sens négatif autour de 'origine

2L ot M = 1(m < M). Done, pour

n
que (36) ait toutes ses racines intérieures au cercle unité, il faut et il

et |z | varie entre les bornes m =

suffit que le point El/ soit extérieur au contour apparent de (I") [’ appelle
ainsi le lieu du point de (I") le plus éloigné de I’origine sur chaque
rayon vecteur]; c’est en effet le seul cas ou arg [Elf — 3 ] ne varie pas

(") Ces propriétés seront établies, dans un cas plus général aux n° 15 et 19.
Ann. Ec. Norm., (3), XLVIIL. — Aour 193s. 36
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lorsque y décrit lacirconférence |y | = 1. Mais il existe certainement des
points de ce contour apparent intérieurs au cercle | s| = 1, puisque
le maximum de |z| ne peut étre atteint que pour y"~*’ = 1, donc
en (n— 2p) points. 1l y a donc des valeurs de &, de module supérieur
a un, pour lesquelles (36) a toutes ses racines intérieures au cercle
unité, ce qui démontre la proposition.

Remarquons en passant que si p= 1, la courbe (I') coincide avec
son contour apparent; la plus grande valeur possible de || est alors

—; cette valeur est d’ailleurs ici la limite exacte d’une racine puis-

qu'elle coincide avec la limite de M. Biernacki. On pourrait d’ailleurs
le voir autrement; I'équation (34) a dans ce cas une lacune autosymé-
trique pour laquelle » = 2, s = n — 3; comme, d’aprés le théoréme de
M. Biernacki, on ne peut avoir />>n — 3 lorsque la limite est atteinte,
il faut nécessairement que /== o0 ou /= 1. D’ailleurs, si /=1, on a,
d’aprés (12), 5, = o, d’ou |&| =|y,|<1; la limite estdonc bien atteinte
pour /= o.

12. Revenons au probléme posé au n° 10; remarquons qu’on peut
le considérer comme complémentaire de celui que nous avons étudié
dans la premiére partie; il s’agissait alors, étant donné un entier 4, de
trouver un cercle qui contienne toujours un nombre de racines au
moins égal & A; ici, au contraire, c’est le cercle qui est donné, et le
nombre minimum de racines intérieures qui est inconnu. Il semble
donc naturel de s’adresser, pour attaquer ce probléme, a des formules
analogues a celle de Cauchy donnant le nombre des racines d’une
équation dans un contour; et de fait, ¢’est au fond une transformation
de la formule de Cauchy qui va nous fournir notre méthode d’investi-
gation.

Nous avons exposé cette méthode, en vue d’autres applications, dans
un travail antérieur | 12] auquel nous renverrons pour les démonstra-
tions. A quelques modifications de détail pres, la régle fondamentale
4 laquelle nous sommes parvenus, et qui va nous servir de base, peut
s’énoncer de la maniére suivante :

Considérons I'équation

(37) 1+ 35— 250 (5)=o0,
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que nous supposerons n'avowr aucune racine sur la circonférence du cercle
unité. Par hypothése, () est une fonction méromorphe dans le cercle
unité (C) et sur sa circonférence. Elle fait correspondre a (C) un
domaine (A) étalé sur une certaine surface de Riemann (X) a un nombre
fini de feutllets: nous supposerons que les points == 1 ne sont pas des
points de ramification de cetie surface ().

Dans chaque feuillet, tragons le segment L, joignant les points == 1,
et divisons la partie de (A) qui se trouve dans ce feutllet en un nombre
Jint de domaines, a Uaide de lignes auxiliaires [, ne coupant pas L, de
sorte que chaque domaine partiel rentre dans l'une des quatre catégories
suivantes :

1° Ou bien le segment L est complétement extérieur au domaine ;

2° Ou bien le segment L est complétement initérieur au domaine;

3° Ou bien la partic (y) de la frontiére du domaine qui fait ausst
partic de la fronticre de (A) coupe L en un seul point N, la portion du
segment L allant de N au point + 1 étant intérieure au domarne partiel
|ou, d’une manicve analogue, () coipe L. en un seul point M, la portion
de L quiva de M a — 1 étant intérieure au domaine];

4° Ou bien (v) coupe L en deux points M, N[ R(N) < R(M)| (*) tels
que le segment MN soit intérieur au domaine.

Attachons alors & chaque domaine partiel un indice ¢ égal a zéro pour
les domaines de premiére catégorie, & un pour les domaines de deuxiéme
catégorie. Pour les domarnes de trotsiéme et quatriéme catégorie, désignons
par P et Q les points de la circonférence de (C) auxquels la fonction o (3)

(*) Dans les applications, la fonction ¢(z) dépendra en général d’un cerlain
nombre de paramétres arbitraires, et les deux restrictions que nous faisons sur
cette fonction sont en général vérifiées saul pour un nombre fini de valeurs de
ces paramétres : on éludiera donc simplement ce qui se passe pour ces valeurs
en s’appuyant sur la continuité des racines en fonction des parameétres. Au
besoin, si ¢(z) ne contient pas de paramétres arbitraires, il est toujours possible
d’en introduire un, comme nous le verrons plus loin (n° 13).

(*) R(z) ou ®R(M) désignera, dans tout ce qui suit, la partie réelle de Ia
variable sz ou de I'affixe du point M.
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Jaxt correspondre les points désignés par M et N, et posons

R(P) — R(M)

_ R(Q) — &R(N)
P IR(PY =R (M) |’

o= = fre—— (").

: " TRQ) = R(N)]

Nous ferons alors correspondre aux domaines de trowsieme catégorie
lindice
1+ 1y

nu

suivant qu'on est dans l'un ou I'autre des cas définis ci-dessus. Enfin, pour
les domatines de quatriéme catégorie, nous prendrons
N IQ u— lp

) S

2

Ceci posé, le nombre des racines de ['équation (37) intérieures au cercle
unité est égal a

(38) M=1--%X0

la somme ctant étendue a tous les domaines partiels.

Ilest facile de généraliser cette régle lorsque, au lieude prendre o(z)
holomorphe dans (C), on suppose que cette fonction admet, dans (C),
p déterminations se permutant entre elles, et n’a d’ailleurs dans (C)
d’autres singularités que des points critiques algébriques ou des poles.
I faut alors remplacer le cercle (C) par p cercles superposés situés
sur p feuillets de la surface de Riemann (S) sur laquelle ©(z) est uni-
forme. On raisonnera comme ci-dessus sur chacun de ces cercles,
entaillé par des coupures le long des lignes de croisement de (S); on
constate aisément que ces coupures n’interviennent pas dans I’évalua-
tion finale de 9. Si (A) est encore le domaine que ¢(z) fait corres-

(1) Ges formules n’ont plus de sens lorsque R (P) == R(M) ou R(Q)=R(N);
une racine au moins (et une seule en général) vient alors sur la circonférence,
au point P ou () suivant le cas.
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pondre aux p cercles situés sur (S), ona, au lieu de(38), la formule
(39) N =p+ 234,

la sommation étant étendue aux domaines partiels de (A).
(Pest de cette formule que nous allons faire usage dans I'étude des
équations de la forme

(40) 1 5 asly(3) = 0,
©(z) étant holomorphe dans le cercle (C); enposant s” =t¢, on obtient

[
bien en effet une équation du type (37), et :p<t”> est une fonction a
p déterminations se permutant autour du seul point critique £ = o.

13. Considérons d’abord le cas ou, dans I’¢quation (40), ona g(o) = o
et o, de plus, le domaine (A) est étoilé par rapport i Iorigine. Nous
entendons par la que, lorsque le point z décrit la circonférence (C)
dans le sens positif, le rayon vecteur joignant le point Z = o au point
Z =9(s) tourne toujours dans le sens positif. lin choisissant comme
lignes de croisement de la surface () des demi-droites issues de Z = o,
ou dont le prolongement passe par ce point, onvoit, d’aprés cette défi-
nition, que la partie du domaine (4), situ¢e dans un feuillet quel-
conque, forme un domaine étoilé, au sens ordinaire (*).

Nous allons chercher, dans ce cas, 2 obtenir un minimum pour 9.
Considérons, au lieu de (40), ’équation plus générale

(41) f 3 0 ksl (5) =0,

ou nous supposerons d’abord que A est un paramétre réel pouvant
varier de o & —. [l est alors évident, en vertu de notre régle et du
fait que (A) est étoilé, que, lorsque 7 croit & partir d’une valeur %,
telle que |4, ¢(z)| << 1 dans le cercle unité, le nombre desracines de (41)
intérieures au cercle unité ne peut décroitre: en effet, pour A =7, tous
les domaines partiels sont de quatriéme catégorie; lorsque % croit, les
points Q et P ne dépendent pas de h, ®R (M) croit et R(N) décroit, donc
‘I, ne peut que croitre et I, que décroitre; d’autre part, le passage

(1) C'est—a-dire que si M estun point intérieur au domaine ou sur sa frontiére,
il n’y a aucun point du segment OM extérieur au domaine.
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d’un domaine de quatriéme catégorie & un domaine de troisiéme caté-
gorie se marque en faisant [y=-1 oul, = — 1, et le passage & un
domaine de seconde catégorie en donnant simultanément 2 [, et I, ces
deux valeurs. Pour avoir le minimum de 9t, nous pouvons donc
prendre % suffisamment petit pour que la plus grande de toutes les

quantités | R(M)|, | R(N)| soit inférieure 2 la plus petite de toutes les
quantités | ®R(P)|. | R(Q) | différentes de zéro.

Remarquons d’autre part que, comme (39) s’écrit
| 9.

MN=p-+ ]: 2(ly—lp)=p+ iﬁlQ %2[1'

et qu'ici les points M et N sont bien définis, indépendamment de la
décomposition de (A)en domaines partiels [ puisque les points N sont
ceux situés sur le segment (o, — 1) et les points M ceux situés sur le
segment (o, + 1)], on peutassocier ces points d’une maniere arbitraire,
sans tenir compte de cette décomposition. Nous associerons alors &
chaque point N le premier point M que I'on rencontre lorsque ¢ par-
court (C) dans le sens positif, en partant du point Q. Les indices que
nous évaluerons sont ceux que donne la formule

lorsqu’on applique & deux points associés.
' ~~
Prenons alors pour un arc QP correspondant & deux points associés
la détermination comprise entre o et 27, et désignons par w, et w, les

points d’affixes ¢, = + ¢, 1, = — ¢ sur la circonférence (C). En tenant
compte du choix de A, on voit que :
N

¢ = -1 si QP contient w, au sens large, et ne contient pas w, au sens
strict (');

o =o0 si QP contient w, au sens large et w, au sens strict;
~~

N . . .
o=—1 51 QP ne contient pas w, au sens large, et contient w, au
sens strict.

(*) Nous dirons qu’un arc contient un point au sens strict si ce point est inté-
rieur 4 'arc, aw sens large si le point est intérieur & I'arc ou confondu avec une
de ses extrémités.
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On a done, quel que soit A réel et positif,

(42) ANzp+l— L,

~~
[, étant le nombre des arcs QP contenant w, au sens large, [, celui des
VamnS

arcs QP contenant w, au sens strict. 1l est d’ailleurs évident que ce
résultat est encore exact si I'on prend une détermination quelconque

—
pour QP (étant enlendu que si un arc contient un point £ fois, il est
compté £ fois dans I’évaluation de Z, ou l,).

Dans tout ce qui suit, nous désignerons par § I'argument de =, par
7 =pl 'argument de ¢ = z?, el nous poserons

‘..3'—1-2/.'1':
7(5)=uq e 7

Prenons alors pour chaque arc éB sa détermination naturelle : nous
entendons par 14 la variation de ¥ lorsque le point ¢(e") va de Nen M
le long de la frontiere de (A). en tournant dans le sens positif et sans
passer deux fois par la méme position. Dans ces conditions, on peut

. L I S A N
encore dire que [, est égal au nombre des points L,‘.( E) sutués dans le
demi-plan in férieur ou sur laze réel du plan des 7.; de méme, I, est égal
. , . . I3 ., . o, -
au nombre des points 7 (—— ;) situés dans le demi-plan inférieur du

plan des Z (a Uexclusion de I’axe réel).

.Si maintenant on donne au parameétre 2 des valeurs complexes, cela
revient a faire tourner le domaine (A) autour de I'origine; il faut done
remplacer I'inégalité (42) par

(43) N2p -+,

[ étant le minimum de (I, — 1,), lorsqu’on remplace, dans la définition
de ces nombres, le demi-plan inférieur du plan des 7. par un demi-plan
limité par une droite arbitraire prvotant autour de Lorigine.

Il résulte d’ailleurs de la démonstration que 'inégalité (43) est la
meilleure possible, car elle se transforme en égalit¢ pour une valeur
convenable de 7. :

14. On peut encore donner I’énoncé suivant, plus simple d’aspect,
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mais moins précis : S¢, parmi les p poinis Z,(3) (k=o,1, ..., p—1),
il y en a toujours I, au moins situés d’un méme coté d’une droite issue de
Porigine (y compris les points situés sur la droite) lorsque 5 et cette droite
varient arbitrairement, le nombre des racines de [l'équation (41) inté-
rieures au cercle unité, est au moins égal a 21, quel que soit le para-
métre ). En effet, on a [, 21, et [,<p—1[,. Mais le fait que la limite
obtenue est un nombre pair montre que certainement cette limite n’est
pas toujours atteinte.

En faisant des hypothéses supplémentaires sur ¢(s), on peut arriver
a de meilleures limites. Supposons par exemple que p soit impatr, et
o (z) une fonction paire, alors tout point d’affixe L,C—r) est confondu

/

. T
avec un point d’affixe Z,,.<—— ;); on a donc
Lz 1, d'ou Az p.

Supposons maintenant que p soit pair el ¢(z) tmpaire; on a dans ce
e ISP 2 . . . ol o o i
cas [,2* et [,<* puisque les points d’affixe Z.(5) sont symétriques
deux a4 deux par rapport a 'origine ; donc ici encore 9L 2p. On peut
résumer ces deux propriétés en disant que si 379(3) est une fonction
impaire, on a toujours
(44) Nzp.

15. L'application de ces propriétés a I’équation trinome donnerait
immédiatement le résultat de MM. Herglotz et Biernacki. Nous allons
les utiliser dans I’étude de I’équation quadrinome. Nous supposerons
I'équation ramenée 3 la forme

(45) [~ B2 A @ 5 4 Ay 5= 0 (2p < n,<<ny,),

P> i et n, étant premiers dans leur ensemble, n, et n, pouvant étre
tous deux pairs (ce dernier cas se produit lorsqu’on pose xz = z* dans
I’équation

(46) 1 P~ @, L™ - ay X™ = 0,

ol p est impair, p, m, et m, premiers dans leur ensemble; pour
revenir 4 I’équation en z, il faudra diviser par 2 le nombre de racines
trouvé ).
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L’équation (45) est bien du type (40) avec

. I
o(z)=— ;[a,z"l—l'-i— ay 3P,
Nous poserons
a . a, . o]
- -J:p,e‘“l, — = == pae'% p:i, o=y .
2 2 e

La frontiére du domaine (A) est comprise entre les cercles

| Z]=pi+p. et [|Z{=

Il s’ensuit que si |, —p,| > 1, tous les domaines partiels de (A) sont
de premiere ou de seconde catégorie, suivant qu’ils ne contiennent
pas ou contiennent l'origine. Done, pour g, — ¢, >1, on a 9L = n,, et
pour g, — ¢, >1, Il = n,.

16. Pour appliquer les résultats obtenus ci-dessus, nous pouvons

“ 1 [ ~ . .
considérer —* comme fixe, a, comme un parametre variable. Il nous
1

» ’ . . a. . \

faut d’abord déterminer pour quelles valeurs de - le domaine (A,)
1

(ue fait correspondre au cercle unité la fonction

G (5)== 4P - petF il

est étoilé. On sait que la condition nécessaire et suffisante pour qu’il
en soit ainsi est que

T il (il

. ey (e .

(’]7) R il "0__2 <0y
L o (e?)

lorsque 0 varie de o 2 2w. On trouve, par un calcul facile, que cette
condition est équivalente a

[ty p) — (= p)p L1 p] 2o,

c’est-a-dire

: Ly
(48) g2 ou ps = L.
' = = ng—p

Nous commencerons par supposer que ['une ou l'autre de ces conditions
est vérifiée.
Il résulte alors des n* 13 et 14 que, tout d’abord, sz n, et n, sont

s

Ann. Ec. Norm., (3), XLVIIl. — Aour 1931. 37
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tous deux impairs, on a

ALz p.
S’il n’en est pas ainsi, il faut étudier la distribution, par rapport a
une droite (D) issue de 'origine des p points

Z:(Z) (h=o0, 1,9, ..., p—1),

lorsque = et (D) varient arbitrairement. Dans I'expression de Z,(9),
nous supposons « fixe; mais il est clair qu’il revient au méme, pour la
recherche du nombre /,, de laisser « fixe et faire varier la droite (D),
ou de laisser (D) fixe et faire varier «. Supposons donc que (D) soit
'axe réel; il nousfaut évaluer le nombre minimum des quantités

T4 whT

pm=sin(n, — p) ————
’ ) )

. T -ohkm :
+psin| (n,—p) ~——};~—— “+ o

(h==0, 1, ..., p—1),
ui sont de méme signe, lorsque T et « varient arbitrairement, ¢ ayant
une valeur quelconque satisfaisant 4 (48).
Voict un procédé¢ donnant une borne inférieure de ce nombre ne
dépendant que de p, n, et r,: formons I'équation (K) de degré p
ayant les £, comme racines; si 'on pose

un caleul simple montre que I'on a

Satiy =0,

sauf s'il existe deux nombres entiers |1, et .., positifs ou négatifs, de
parités différentes, et tels que

(49) PRy A Py O (mod p),
(g |+ pal ok 1.
Supposons d’abord que
n,#Z o (modp), nysZ o (modp)

et soit 2 + 1 le plus petit nombre impair tel qu'il existe deux entiers
P et s, solutions de (49), avec |, |+ |p,|=29-+1(on a ¢>o,
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d’aprés I'hypothése sur n, et n,). On a done

S,:S:;:S:,:_, :q

S,/m=o0

et, par suite, d’apres les formules de Newton,

=y == dy=—==...== (T.H,,],_l:o,

a; étant le coefficient de £~ dans I'équation (E). D’aprés le théoréme
de Descartes, I’équation (E) a donc au plus p — ¢ racines d’un signe
déterminé, et comme toutes les racines sont réelles, au moins g racines
d’un signe déterminé. D’apres le théoréme du n® 14, on a, par suite,

(Do) A 2aq.

17. 11 est parfois possible d’améliorer cette limite en utilisant la
proposition plus précise du n° 13. Rangeons les solutions de la
congruence (4¢9) suivant les valeurs croissantes de |p, |+ ||, et
supposons qu’il n’existe aucun couple de solutions tel que | u.,| 4+ | ., |
soit un nombre pair inférieur & 2¢ + 1. Soient alors py, u; les pre-
miéres solutions que I'on rencontre pour lesquelles, ou bien

h=|pi|-+lpal
est un nombre pair (hz2q -+ 1), ou bien win, + p,n, est un multiple
pair de p. .
On voit alors aisément que les sommes S,, d’indice impair inférieur
a h ne changent pas lorsqu’on augmente & de =, el que les sommes
d’indice pair inférieur 4 A ne dépendent pas de 3.

\

Pour appliquer le résultat du n° 13, donnons & & successivement les
s ™ . A 1 ’ .
valeurs - — et — - et soient (K,) et (E;)les équations ayant pour

racines les &, correspondants. Il résulte de la remarque précédente
que ces équations ont les mémes coefficients jusqu’au terme en £/
inclus. Si ¢ est le nombre de variations de la suite

ayy  Qogiry  Aagaas ooy Ah—ygs

il résulte immédiatement du théoréme de Descartes que l'une des
équations admet au plus p — h + ¢ + ¢ + 1 racines positives, et I'autre
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en admet au moins ¢ + ¢; done,

Lbip—h+qg-+v-+1, Lizq+v
et

(51) N2 h—1.
Considérons encore le cas ol
Ny— N, =0 (mod p ).
L’expression des points Z,(3) montre que ces points sont les sommets
d’un polygone régulier de p cotés centré a 'origine. On en déduit que,

. . N’ ) .
si p est pair, l.:/;{f, 12§{7, d’ou

O zp.

. . . - p—1 )~ 1 .
Si p est impair, [,>L —> <t — d’olut
Azp-—1.

sauf lorsque n, ¢t n, sont tous deux impairs, puisqu’'on a vu qu’alors
MNzp. }

Ces derniéres limites, résultant de la considération directe des
points Z;(%), sont les meilleures possibles, d’apres le n® 13.

Au contraire, il est aisé de donner des exemples ou les limites (50)
et (51) sont inférieures aux limites exactes. C’est ainsi que si

ny=ap -1, Ny== 2 ) -+ 2,
la formule (50), seule applicable ici, donne 9L 2 2. Or, en posant

P11, olkm
T —

P r

oy

k >

on a
Lp==sing;+ psin (2l ),

¢ ne dépendant que de et o. La fonction
J{)y=sint -~ psin(at--b)
est évidemment positive lorsque sin¢ et sin(2¢- ) le sont, done,

5

soit dans un intervalle de la forme (l.,, ty + =) soit dans les deux
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intervalles (o,¢,) et <t‘.+f7z>; en tout cas, il y a au moins

(P . . ‘ . .
h(,—)——x valeurs de 7, pour lesquelles I, > o0, quels que soient &

RIS <—/,—') —,
- 7

limite meilleure que la précédente des que p>r2.

et «; d’our

18. Nous avons jusqu’ici laissé de coté le cas ou n, ou n, est mul-
tiple de p. Si n,, par exemple, est un multiple impair de p, la considé-
ration des points Z,(%) montre que

MNzp st n,—- p est pair,

ACzp st n,-— p est Impair. .

Ces limites sont les meilleures possibles; on en a d’analogues
lorsqu’on interverlit n, et n, dans les énoncés.

Lorsque n, ou n, est multiple de 2p, on sait que I'équation (45)
peut n’avoir aucune racine intérieure au cercle unité.

Il est seulement possible ici de donner une limite inférieure de 9t
en fonction de 5. C'est ainsi que lorsque », est multiple de 2p, on
trouve aisément que pour ¢ >>1, on a

Mz l(ﬂ),
- 2T
ol
I
GyI= 2 ArC COS —-
' P

De méme, si n, est multiple de 2p et ¢ <1, on a

oy glc<ﬁil‘—°),
o 2T
avec
Yy==narccosp.
En résumé, on peut dire que I'équation quadrinome (45) a toujours
une racine au moins dans le cercle unité lorsqu’on suppose vérifiée 'une
des conditions (48), sauf lorsque n, ou n, est multiple de 2p.
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19. Passons maintenant au cas ou le domaine (A,)n’est plus étoilé,
ce qui correspond aux valeurs de o telles que

I’l - [.) 4/ 7 - l
N
ny—p

Il nous faut d’abord étudier de plus prés la forme de la courbe (1)),
frontiére de (A,), définie par 'équation

7 — Rei®— pin—pill__ P(,i[m,—-pyﬂ»(—w.

Posons, pour simplifier,
my=n,—p, Mmy=n,-— p.

. O 27“'
Il est immédiat que, lorsque 6 augmente de ———— R reprend la
- m, — m,
. 2 TT .
méme valeur et ® augmente de —————; on peut donc se borner &
“1

étudier la portion de la courbe décrite par Z lorsque 0 varie dans un

intervalle d’amplitude ———. On a
m;— m,
R*=1 + p*+ 2p cosd,
d® o(p —+ cos)
pr =m,—+ (my— m,) —

d*® _ (my,— m,)*p(p*—1)sind
doz R® ’

U] = (my—m )0+ a.
Tracons la courbe de variation de @ en fonction de 6; on peut sup-

by T

. . - N 2 .
poser, pour simplifier, « = o et 6 variant de o 4 ;?—~—7T—"—z—; ¢ varie alors
1

N de
de o & 27. Lorsqu'on change ¢ en 2% — 1, —7 ne change pas; la

courbe de variation de @ est donc symétrique par rapport au point

71'

= —"u,
My -— m,

(A)
@ T
T om,— m,
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a0
- n - - (/.!72
négatif pour o < <=, on construit aisément la courbe (fig. 1).

o de
Comme —= s’annule pour une seule valeur de cosy, el que est

Fig. 1.
e

2mtl

g, | TomTTes

2 1 | |
1 1
D I
! l
! ]
L |
1 i
| , I

m, 7t B 1 C |

Fem T A N7/ ataiate

Me=m, i/C A: B |

|
I
' i
! I
! ]
|D |
| |
L 1L
0 7L 231 3}
mgym, mym,

D’autre part, R* ne change pas lorsqu’on change ¢ en2n — ¢, et
décroit constamment de (1 + p)* & (1 — ¢)? lorsque ¢ croit de o & =.
La portion de la courbe (I';) que nous considérons est donc symé-

. .\ . ' m, T
v TN e : P 8 M) = —
trique par rapport a la droite © pra—

; pour les valeurs de 6 com-

prises entre les abscisses des points C et (7, elle présente une boucle,
vue de l'origine sous un angle inférienr & = ("), et coupée en deux
points au plus par tout rayon vecteur. Il est d’ailleurs ais¢ d’avoir une
limite supérieure pour U'intervalle de variation de 0 qui correspond a
une demi-boucle; on a, en effet, sur la figure 1, ACSAB, OB étant la
tangente & I'origine, de coefticient angulaire '

AON g ap L my - my
)u - 1 p = 2

i

(') En ellet, cet angle est égal & la diflérence du maximum et du minimum
de O, donc infériedr i la dillérence des ordonnées des points D et D' (/ig. 3),

soit ,
. T m, -+ m, m, 20T
aAD =2 ikl 0 ! =2f < .
Iy Dy [0 11y === 1 140
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Il vient done, par un calcul facile,
ACCABE ———. '
- T My - D
On constate aisément (') que la boucle contient, sur son axe de
symétrie, un point de ramification V de (Z), correspondant & une
racine de ¢/ (3) = o, différente de 5 =o.

Le domaine (A,) présente donc (m, — m,) boucles de cette nature,
distinctes ou confondues en projection sur le plan simple, chacune
d’elles se trouvant sur un seul feuillet de la surface de Riemann (%),
si Pon prend pour ligne de croisement issue du point V la demi-
droite VS qui joint ce point au point double de la boucle (fig. 2). On
peut alors prendre comme domaines partiels de (4,), les (m, —m,)

Fig. 2.

\N 0o NEZE W M

boucles entaillées par les coupures a deux bords VS; d’aprés ce qui

(*) 1l suffit de calculer le rayon vecteur R, du point double S; on trouve sans
difficulté
. sin (my— m, )@
Ri= 0
sinm, g

v étant le plus petit angle positif solution de I'équation
sinm, @ — o sinmyq == 0.

m, . e W c Ly —
Comme p > > 0n Voit que ¢ est inférieur & ——> et, par suite, R,z s M,
2 2 - P!
. . My —
Or, le rayon vecteur du point V est au plus égal & ————.

»
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précede, il reste un domaine étoilé (A)), ramifié m, fois & 'origine, et
quon décomposera en domaines partiels comme il a été expliqué
antérieurement.

On peut raisonner sur (A)) comme nous I'avons fait au n° 13; la
somme des indices des domaines partiels de (A)) sera encore supé-
rieure & [, — I, avec la premiére définition de ces nombres; mais on ne
peutplus en déduire une limite ne dépendant que de la répartition des

. > TC - s s . o g
points L,,.<;> et /4,;<-— 7) par rapport a I'axe réel. 11 se peut, en effet
(fig. »), qu’entre les points associés N et M se trouve une coupure VS,

. . ™
que la boucle correspondante coupe I'axe réel et qu'un poth,,(;—)
se trouve sur la portion M'N" de cette boucle située au-dessus de I'axe

. ~— . .
réel. Cependant, I'arc QP correspondant contient évidemment le
point w, au sens large, donc doit étre compté dans /,. Il faut, par con-
séquent, modifier le résultat du n° 13 de la maniére suivante :
.. - , . - T ., . -

Sotent 1, le nombre des points L,,(z—) situés dans le demi-plan infé-
rieur ou sur U'axe réel; o, le nombre de ces points qur se trouvent sur des
boucles dont le pornt double est dans le demi-plan supérieur; =, le nombre

des points L,CE) situés dans le demi-plan supérieur (axe réel exclu) sur
des boucles ‘dont le point double est dans le demi-plan inférieur; on a

l,==),—0o,+1,.
Il vient de méme
/2::7.._,»--— Tyt Ty

avec des définitions analogues pour 7., 5, et 7, relativement aux
M ly ™ . ’ ;o
points L,‘(»« ;) Si, d’autre part, on désigne par v., v,, v, le nombre

des boucles dont I'indice est respectivement — 1, 0, -+ 1, il vient fina-
lement, d’apres (44),

(52) Nzp k= hy— (0,4 Ty) 4+ (Gs-+ Ty ) V=V .

20. Pour utiliser cette inégalité, on cherchera une borne inférieure
pour (., — X,) par les mémes procédés que dans le cas ou (4,) était
étoilé; on pourra appliquer, en particulier, les formules (50) et (51)

Ann. Ee. Norm., (3), XLVIIL, — Aour 1931. ‘ 38
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[ou il faut remplacer 9t par (p + %, — %,)]. Avant de limiter de méme
les autres termes de (52), indiquons quelques cas ou cette formule se
simplifie.
-y . . N . ) - R e . . . , _T_:
Supposons d’abord n, et n, impairs: si p estimpair, les points A,_.<2>

et Z,;(— ‘5“) sont confondus, d’out A, — 6,2 A, — 5y, 7, =7, et, par

suite,
(33) N2p 4y —v_.

Si p est pair, les points Z,,(TE) sont deux 4 deux symétriques par rap-

o
. .. e - )
ort & Porigine, ainsi que les boucles; donc %, — o, + =, 2L, et, de
I o q =

méme, A, — G, +¢2§§- La formule (53) est encore valable.

On peut, d’ailleurs, dans ces deux cas, donner pour v._ une limite
supérieure plus avantageuse que (r, — n,). Considérons, par exemple,
une boucle dont le point double est dans le quatriéme quadrant (nous
dirons, pour abréger, « une boucle du quatriéme quadrant ») et dont
I'indice est égal & — 1 (fig. 2); on a donc

R(P)Y>R(M') > o0.

Si p est impair, il existe une autre boucle confondue en projection
avec la premiére, et pour laquelle les points P, et Q, correspondant
a M’ et N', sont respectivement symétriques de P’ et Q’ par rapport &

Porigine; donc,
R(P)=—R(P) <o R(M),

[px—_—'—< 1.

L’indice de cette seconde bhoucle ne peut étre que o ou 1. Si p est
pair, il existe une boucle symétrique de la premiére par rapport &
I'origine, coupant I’axe réel en M et N, respectivement symétriques
de N" et M'; les points P, et Q) qui correspondent 2 M| et N, sont res-
pectivement confondus avec Q' et P’; done,

R(QN)=R(P') > 0> R(N\)),
Ly, ==+ 1.

Cette nouvelle boucle est encore d’indice o ou 1. Ainsi, lorsque n,
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et n, sont impairs, a toute boucle d'indice — 1 correspond une boucle
d’indice o ou 1, done

D] -»E v, Y .
et comme
Voot Yy YT Ny Ny,
1y — 1,

‘2

Finalement, st n, et n, sont impairs et si 2p >n, —n,, on a

Ny, — N
atep— 2L
tzp >
Sans faire d’hypothese sur la parité de n, et n,, nous allons montrer
que st L’on désigne par h le minimum de (p + 7., — 1,) et st h2n, — n,,
on a \

(H4) N2 h - (ny—n,).

Remarquons, en elfet, que les points M/, N" ott une boucle coupe 'axe
réel sont toujours sur la méme demi-boucle; d’aprés ce qu'on a vu

P
plus haut, on a done, pour I’arc Q'P’ correspondant,

()’I"v’/ g - uisque 7, > m, > p
R A e AN 1y > 1 .
h = ney ==y, S P 1 * 1=

Considérons alors une boucle du quatriéme quadrant (fig. 2),
contenant sur I'arc M'N" un point Z,,(—- ::) [d’aprés I'inégalité précé-

dente, elle ne peut en contenir plus d’un et ne contient pas non plus

- TN - 3
de points L,<7-f)] L’arc P'Q’ correspondant contient le point w,, donc
R(P) <o, [,= — 1. La boucle ne peut ¢tre que d’indice o ou 1. Il

‘en est de méme pour toutes les houcles des troisiéme et quatriéme
quadrants contenant les <, points Z,{<—— —973) situés dans le demi-plan
supérieur. On voit également que les boucles des premier et second
quadrants, contenant les g, points Z,¢<§> du demi-plan inférieur, ont

aussi comme indice o ou 1. Donec, comme toutes ces boucles sont

distinctes,
Ty~ Ta S Vg Vs
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d’ott

o TS n,— n,
et, en portant dans (52), on en déduit 'inégalité (54).

21. Revenons maintenant au cas général ot nous ne faisons aucune
hypothése a priori sur p, n, et n,; pour utiliser la formule (52), nous
allons chercher un maximum pour l'expression (g, -+ 7, + v.); on
aura ensuite

AN >Min(p + 1~ 1,) — Max(g,~+ 7,4+ v_),
ce qui donnera une limite pour It si le second membre est positif.

Pour rechercher ce maximum, nous nous placerons dans le cas le
plus défavorable, celui olt toutes les boucles coupent Uaxe réel en des
points de module inférieur a un. On constate aisément que ce cas peut
effectivement se produire lorsque ¢ est assez voisin de 1. Dans ces

C
2%

. C . . y [T
conditions, o, est inférieur au nombre maximum des points A,.( )
situés sur les moitiés drottes des boucles du premier quadrant, augmenté

. . - ™ . , .., "
du nombre maximum des points /,,..( ) situés sur les moitiés gauches

des boucles du second quadrant; de méme, 7, est inférieur & la somme
. . . T . , .., .

du nombre maximum des points L,,(—-— ;) situés sur les moitiés droites

des boucles du troistéme quadrant, el du nombre maximum des points

N
™ o .., , , .
Z,;(-— ;) situés sur les moitiés gauches des boucles du quatriéme

quadrant.
Pour avoir le maximum de v_, remarquons que si I'on désigne

Py

par R, la longueur de la tangente 4 une boucle issue de origine
v 5 . d0
(valeur de R correspondant i la racine de - = 0), les segments M'N’

découpés sur l'axe réel par les boucles des premier et quatriéme
quadrants contiennent tous le point B d’affixe R,; de méme, les seg-
ments découpés sur I'axe réel par les boucles des second et troisiéme
quadrants conticnnent tous le point B/, d’affixe — R,. Soient {, et {,
les points de la circonférence (C), situés respectivement dans le pre-
mier et le quatriéme quadrant et qui se projettent au point B; soient,
de méme, 3, et 3, les points de (C) qui se projettent en B'.
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Cecl posé, pour qu'une boucle du premier quadrant ait pour indice

— 1, il est nécessaire que I’ arc Q/I)’ correspondant contienne le pornt 3, ;
done, le nombre des boucles du premier quadrant d’indice — 1 est au
plus égal au nombre des points Z,[arg.] situés sur les moitiés droites -
des boucles du premier quadrant. On raisonne de méme sur les boucles
des trois autres quadrants; on voit donc finalement que nous pour-
rons obtenir un maximum pour (¢, + 7, + v_), une fois que nous
aurons résolu le probléme suivant : Déterminer le nombre maximum v
des points 1,(3) situés sur les moitiés drovtes (ou gauches) des boucles
d’un quadrant donné; pour fixer les idées, nous supposerons qu'il
s’agit des moitiés droites des boucles du premier quadrant.

Pour résoudre ce probléme, nous procéderons de la maniére sui-
vante : soit 0, la valeur de 'argument de 5 & laquelle correspond,
sur (I';), le sommet d’une boucle; les sommets de toutes les autres

v ] . o 27 - :
boucles correspondentaux valeurs 0, - R k prenant (m, — m)

valeurs entieres, deux & deux incongrues [mod(m,—m,)]; nous
déterminerons successivement :

1° Les valeurs de /4 pour lesquelles la boucle est dans le premier
quadrant;

2* Les valeurs de £ pour lesquelles la moitié droite de la boucle
contient un point Z,(7).

Le nombre maximum des valeurs de la premicre suite congrues
| mod(m, — m,)| a des valeurs de la seconde sera le nombre v cherché.

1 27 QM T N .
1° Lorsque 0 augmente de ————, © augmente de — Sl my
o Py m, B ne, — m,

et m, sont premiers entre eux, les (m, — m,) boucles sont distinctes
sur le plan simple; s’il n’en est pas ainsi, en désignant par d le plus

grand commun diviseur de m, et m,, et en posant

my =y, my==dp.,,

il ya(pa - 1) boucles distinctes sur le plan simple, chacune d’elles
étant la projection de « boucles sur la surface de Riemann. Si, a un
nombre entier k, correspond 2 une certaine boucle, les nombres cor-
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respondant aux boucles confondues avec elle en projection sont de la
forme £ <+ (1., — )@, x, prenant.les valeurs o, 1, . .., (d —1); ces
nombres étant évidemment deux 2 deux incongrus [mod(m, — m,)],
on obtient bien ainsi toutes les boucles considérées.

Ceci posé, il y a 1'=E(E‘i-,—l:——“—‘)+s boucles, distinctes en pro-

jection, situées dans le premier quadrant; ¢ peut prendre I'une des
valeurs o et 1. Supposons qu’a la valeur 6, de 6 corresponde le som-
met pour lequel @ a la plus petite valeur positive; cherchons le plus
petit angle positif qu'il faut ajouter a 6 pour passer de ce sommet a
celui dont 'argument est immédiatement supérieur, ¢’est-a-dire pour

2T , . «
augmenter © de ———- Pour cela, désignons par A le plus pelit

) =8

entier positif tel que

Ap =N (py~— ) +1 (A’ étant entlier).

. . . 2Am
L'angle cherché est égal & ———-, car la valeur correspondante dont
ER
augmente O est
aAmyw wA T o
AT EEIE L = oA e —— s
Iy = I, o [y [

Il en résulte que les valeurs de k correspondant aux boucles du premier
quadrant sontde la forme

(55) (g = Py )ity - Az,

@, prenant toutes les valeurs entiéres comprises entre o et (d—1), z,
toutes les valeurs entiéres comprises entre o et (r —1). En effet, A est
premier avec (po— 1) et » <, — p; ces valeurs sont done bien
deux & deux non congrues [ mod (71, — m,)].

2 Les moitiés droites de toutes les boucles correspondent a des
intervalles de variation de 0 contenus, d’aprés ce qu’on a vu plus haut,
dansles (172, — m,)intervalles :

2k s sk
Gyt ety et
ey -— 1y hy - 1he, Py~ M,
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intervalles que nous désignerons par J (). D’autre part, les points
T 2h

2,(3) correspondent aux p valeurs 6, =})-_|_ .

T de 6, h prenant p

valeurs entiéres deux a deux incongrues (mod p). 1l s’agit de détermi-
ner les valeurs de % pour lesquelles Uintervalle J correspondant con-
tient un de ces points (on sait d'ailleurs qu’il peut y avoir un seul
point au plus dans chaque intervalle). Pour cela, remarquons que si

. o 20 T
0, se trouve dans un intervalle .7, toutes les valeurs 6, + —//’— seront

également dans des intervalles J pourvu que

6T 2y’ A
e T (g et ¢ enliers).
P My — I,
Désignons done par ' le plus grand commun diviseur de p et
(my—um,), et posons.

p=d'w, my-=my=d'y.

Si Pintervalle J correspondant au nombre entier £ contient un point
04, il en seradonc de méme des intervalles correspondant aux nombres
k + ya,, 2, prenant les valeurs o, ... (d'— 1); ces intervalles sont
évidemment tous distincts, puisque les entiers £ correspondants sont
deux & deux incongrus [ mod (i, — m,)]. Les points 6, qu’ils con-
tiennent sont tous situés dans la méme position vis-a-vis de leurs
extrémités; nous dirons, pour abréger, que ces intervalles sont équi-
valents entre eux; il est clair qu’il n’y a pas d’intervalles J correspon-
dant & d’autres valeurs de £, qui leur soiént équivalents.

Soit, d’autre part, B le plus petit entier positif tel que

Bw =By —1 (B’ entier),

ce qu'on peut écrire

ou
B B |

e —+ .
P my-—my, @ (= my)

(*) Lorsque p tend vers 1, on constate d'ailleurs que les intervalles de varia-
tion de 6 tendent vers les intervalles J; si I'on ne tient pas compte des valeurs
de g, il est donc impossible d’obtenir une meilleure valeur du nombre v.
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Comme B’ est premier avec @, nous pouvons prendre comme nombre /
les p entiers de la forme © @, + B'z,,x, variant de 0 & (d' — 1), x, de
0 & @ — 1. D’aprés la relation précédente, on voit ‘que la différence

2T

entre deux valeurs 0, est, @ un multiple de ———— prés, multiple de
2 1

2T

— == . Ilyadonc autant de systémes d’intervalles J équivalents
Sy ( 7, — My ) . .

™ . .
— peut contenir de points dont les
Ny = 1y

qu'un intervalle de largeur

-, SOIt

distances mutuelles sont des multiples de
@ (1, — my)

s=1I
a(m, -+ m,)

" [m(/ng—— my)

] -+ ) avec 1, == 0 ou 7 ==1.

Soit alors k, une valeur de £ pour laquelle I'intervalle J contient un
point 8, tel que

- 2k P 0T
On— |0y < - -

; My — 1, Iy = Iy (17~ 1)
Il résulte de ce qui précede que les valeurs de k pour lesquelles les mot-
wés droites des boucles correspondantes conticnnent des points 2, (5) sont

de la forme
(56) by ey -+ By,
2, prenant toutes les valeurs entiéres comprises entre o et(d' — 1), x,
toutes les valeurs entiéres comprises entre o et s — 1.
Finalement, on voit que le nombre v est égal au maximum, lorsque k,

prend toutes les valeurs enticres de o a (m, — m,), du nombre de solutions
distinctes de la congruence

(57) (Y= )+ Ay — vy — B, == Ay [mod (ny~— 1))

qui satisfont aux conditions

Remarquons d’ailleurs, d’aprés la maniére méme dont nous avons
obtenue cette congruence, (ue v est toujours inférieur au plus petit
des deux nombresrdetsd’.
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22. Nous pouvons maintenant revenir a la recherche des maxima
dev_, o, et 7,. Pour v_, il faudra résoudre quatre problemes du type
précédent, correspondant respectivement :

1° Aux moitiés droites des boucles du premier quadrant et au
point 3,3

2° Aux moitiés gauches des boucles du second quadrant et au
point 3, )

3° Aux moitiés droites des boucles du troisiéme quadrant et au
point (3,

4° Aux moitiés gauches des boucles du quatriéme quadrant et au
point §,.

Remarquons que chacunde ces problémes se subdivise en plusieurs,
selon que I'on donne aux nombres ¢ et v qui figurent dans les valears
de r et s les valeurs o ou 1. Mais les nombres ¢; et 7j; (') relatifs a ces
quatre problemes ne sont pas complétement indépendants; tout d’abord,
un au moins des ¢; est nul et ’on a de plus

€y - €y~ &y B, EE P — [y (mod4),
ety si (py — 1) est parr,
g = ¢&y, Ey==§,;

d’autre part, les points B; sont deux & deux diamétralement opposés
sur la circonférence (C). Si 'on peut avoir

(2g +~1)m __ 2g'm
P T oy —
¢’est-d-dire s¢ y est pair et & impair, les points 0, relatifs & B, se
déduisent des points 0, relatifs 4 3, par une translation d’un multiple
2T
de ————; donc
Iy = Py
T == et Tiy=="y.

S’il n’en est pas ainsi, la translation, par laquelle on passe d’un de

(*) Nous donnons aux lettres e, n, r, s l'indice du point B auquel elles corres-
pondent.
Ann, Fe. Norm., (3), XLVIIL. — Aour 1931. 39
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™

————————, 4 un multiple
m'(nz.:—zrz1)’ P

ces systémes de points 4 Uautre est égale &

27 N . . .
de ——— prés; on en déduit la relation
my — m,

s+ s,=2E [W J +0 4+ n=EFE [w] ~+ 1y,

1, étant égal 2 0 ou 1; la méme relation est valable pour 7, et 7,.

Pour le maximum de (g, + 7,), on aura les quatre mémes probleé-
mes & résoudre, i la seule différence prés qu'ici B, et 3, sont confon-
dus en w,, 3, et B, en w,. Aux relations précédentes entre les ¢; et les
7; viennent s’ajouter celles qui correspondent 4 ce fait nouveau: on
peut remarquer que s, -+ s, sera le nombre des points situés dans les
intervalles J + &', J' désignant les intervalles déduits de & par la

. T .
translation —————; par suite,
ney -t 1,

1, -t

Cw(n,— ) Nw(ny— m,;)
( : -*..-‘,-.l_) =ty - =B _'_.(_._.__"___1_) -+ 1,
ca(my - my)

$ -+ sy=2l
My~ I,

(ny==o0 oumn,=1)

et I’on a la méme relation en v, et 7,.
Donnons, pour terminer, un exemple auquel nous appliquerons la
méthode précédente. Nous prendronsl’équation
1= 3% @, 8V - wy 31 =z 0.,
On aici
p=3, ny==11, n,==19;
on peut appliquer la formule (53). Il suffit de trouver le maximum
dev_.Ona
m,=8, my==16,
d’ou
d=2_, =1, Py == 9
un des r; est égal a 1, les trois autres sont nuls. Un seul des quatre
nombres v; est done différent de zéro; d’ailleurs d =1 et

2
.S'TZE[ ‘).8,]—{-‘ 0 ="

doncon av=r1, et, d’aprés (53),
I 2o,
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CHAPITRE I1.

LES POLYNOMES UNIVALENTS.

Bibliographie.

Ajouter a la bibliographie du Chapitre I, les Ouvrages et Mémoires suivants :

[ 13]J. W. Arexawper, Functions which map the interior of the unit circle
upon simple regions (Annals of Mathematics, 1. 17, 1915, p. 12-22).

[14] S. Kakeya. -~ On zeros of a polynomial and its derivatives (The
Tohoku Mathematical Journal, 1. 11, 1917, p. 5-16).
[15] G. Szrco. — Bemerkungen zu einem Sats von J. H. Grace iber die

Wurzeln algebraischer Gleichungen (Mathematische Zeitschrift, t. 13, 1922,
p- 28-55).

[16] L. Frstr. — Ueber trigonometrische Polynome (Journal de Crelle,
t. 146, 1926, p. 53-82).
[17] P. MontgL. — Sur les suites de fonctions analytiques qui ont pour

limite une constante ( Bulletin de la Société mathématique de France, L. 53,
1925, p. 246-257).

[ 18] L. Biggereacu. — Lehrbuch der Funltionentheorie, v. 11, (2¢ édition,
1931).
[19 ] G. PoLva und G. Szeed. — Aufgaben und Lehrsitze aus der Ana-

lysis, t. 11,

1. Nous dirons, avec M. P. Montel, qu'une fonction analytique
f(z) est p-valente dans un domaine (D) du plan des z lorsque,
quelle que soit la valeur a, 'équation

(1) f(z) —a=o0

a au plus p racines dans le domaine (D), et qu’il existe une valeur de
a au moins pour laquelle ’équation (1) a exactement p racines inté-
rieures & (D) (les racines étant comptées avec leur ordre de multipli-
cité); on dit encore que p est lordre de multivalence de la fonction
dans (D). En particulier f(z) est univalente dans (D) si elle y prend
ane fois au plus toute valeur. Comme I'ordre de multivalence est
invariant par une représentation conforme, on peut se borner, pour
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étudier les fonctions p-valentes dans un domaine simplement con-
nexe, au cas ou ce domaine est un cercle centré 4 'origine, en parti-
culier le cercle unité.

En supposant f(z) holomorphe dans le cercle unité, et représentée

par le développement en série de Taylor,

(2) Cf(Z) =g A a3t @S

on est amené naturellement i se poser le probléeme suivant : (A) Quelles
sont les conditions nécessaires et suf fisantes que doivent remplir les coef-
fictents de la série (2) pour que f(z) soit au plus p-valente dans le
cercle unité ? ([18]), p. 83).

Ce probléme est actuellement loin d’étre résolu, méme pour les
fonctions univalentes. Dans ce dernier cas, on a seulement pu obtenir
‘des conditions nécessaires, sous forme de limites supérieures pour les
modules des coefficients : en général, on peut montrer que si /(z)
est univalente dans le cercle unité, on a

(3) ‘ [(1,,|<<-::+ %)mz.

Pour |a,| et |a,], on a les limites plus précises

(4) lay|S2, Jas| <3,

et ces limutes sont atteintes pour la fonction —I—:”i—:T ([18], p- 74 et 8o).

On peut encore poser le probléeme précédent sous la forme équiva-
lente suivante : (B) Les coefficients de la série (2) étant donnés, déter-
miner le rayon R du plus grand cercle ayant pour centre Uorigine, et o
J(5) est au plus p-valente. [R est dit rayon de p-valence de f(z)].
En effet, si I'on savait résoudre ce probléme, il suffirait d’écrire RZ1
en remplacant R par son expression en fonction des coefficients de
(2) pour avoir les conditions nécessaires et suffisantes cherchées; et
réciproquement, R est la plus grande valear du nombre positif » pour
laquelle les coefficients de la série

T Uy 1B A Ay PEE A e g 1 S e

satisfont & ces conditions. Tout résultat obtenu dans I'un de ces pro-
blemes peut donc se traduire immédiatement dans I’autre : par exem-
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ple, les inégalités (4) donnent, pour le rayon d’univalence, les inéga-

lités correspondantes
I i . \/| s

Remarquons enfin qu’on peut, sans diminuer la généralité des pro-
blemes précédents, se borner au cas ot f(z) estun polynome. Cela
résulte du théoreme suivant, ditda M. P. Montel ([17],-p. 253) : St une
sutte de fonctions holomorphes f,(3), fa(2),..., fu(2),..., au plus
p-valentes dans un domaine (D), converge uniformément wers une
Sonction [f(z) différente d’une constante, f(z) est au plus p-valente
dans (D); réciproquement st une suite de fonctions holomorphes f, (3),
S2(3)y. s [u(3). .. congerge uniformément vers une fonction f(z)
au plus p-valente dans le domaine (D) toutes les fonctions de la suite
sont, a partir d’une certaine valeur de n, au plus p-valentes dans tout
domaine (D) complétement intérieur a (D).

ll/\

[I7AN

2. Nous nous proposons, dans ce qui suit, d’étudier quelques
aspects du probleme (B), en nous limitant 4 la recherche du rayon
d’'univalence R dun polyonme

f(B) =54 ay5*+. ..~ a,s"

Nous commencerons par transformer la définition de R. Considérons,
dans ce but, I’ensemble des valeurs que prend f(z) sur la circonfé-
rence (C) d’équation |z |=R.Toutd’abord, si @ est une de ces valeurs,
les autres racines de I’équation f(z) — « =0 ne peuvent étre inté-
rieures au cercle (C). En effet, si s, est la racine située sur la circon-
férence, z, une racine intérieure & (C), la relation /(L) =/f({,)
établit une correspondance continue entre les points {, voisins de =z,
et les points {, voisins de z,; il serait alors possible de choisir {, inté-
rieur 4 (C) et assez voisin de 5, pour que {, soit également intérieur a
(C); f(=) ne seraitpas univalent dans (C).

Ceci posé, je dis que R est caractérisé par le fait que sur la circon fé-
rence (C), le polynome [(z) prend deuz fois au moins une certaine
valeur «, en des povnis distincts ou con fondus, et qu’aucune circonférence
|2] = r <R ne posséde cette propriété. La seconde partie de cette propo-
sition est évidente d’aprés la définition de R. Pour établir la premiére,
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il suffit de remarquer que si, pour tout point s, de la circonférence
(C), la racine 5, de ’équation f(z) — f(z,)=ola plus rapprochée de
(C) reste toujours extérieure a cette circonférence, il en seraencore de
méme pour la circonférence |3|=1R + ¢, e étant un nombre positif
suffisamment petit; /() seradonc univalent dansle cercle|s| <<R +¢,
ce qui est en contradiction avec la définition de R.

On peut donc définir R comme le rayon de la plus petite circonf¢-
rence ayant pour centre lorigine et sur laquelle [ () prend deux fois la
méme valeur, en des points distincts ou confondus. Ecrivons alors que
I'on a f(z,)=f(3,) pour deux points distincts de méme module

3= P()[”“ P — P’)l“
ou, en posant
T G,
r==pe T, ) === > O, TC
pour
g == well s,==aell)
Ilvient
J;(,zif) . {‘r-[ﬂ) - (,.2'1:‘_‘((:21'0 — —-—1:1'0) S (('"‘Iﬂali(‘”!l(ﬂ —_— ,./:/0') T R
d’ot, en divisant par 2ézsinf £ o,
i a Zsin'.z@_{ p ,sin3f { g ,sinnf
b T e A Wy L e A U e
7 sinf) : sinf o sinf

Inversement, pour toute valeur de 6 différente de o et =, correspondent
a chaque racine x de cette équation deux points z, et z, de module |z |,
ou le polynome prend la méme valeur. D’ailleurs si I'on fait tendre 6
vers zéro ou w l’équation tend respectivement vers f'(x)=o0
ou f’(—a)==0. On peut donc énoncer la proposition suivante :

Le rayon d’univalence du polynome f(z) est égal au rayon du plus
grand cercle, ayant pour centre l'origine, oi ne pénétre aucune racine de
l’équation assoctée

. , sin20 sin30
(D (2,0) =1 + a,z =2 - Uy P
) plx, b) =1 =¥ Sing g sinf

_ysinnl

TR S 7 27 1 <
sinf

lorsque O warie de o a .

Remarquons d’ailleurs que P'équation (5) ne change pas lorsqu’on
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change 6 en —6, ou lorsqu’on change 6 en = — 0 et @ en — . Il est
y . N . - . T
donc équivalent, pour notre probléme, de faire varier 0 de o & - deo

amoudeoda 2m; on pourrase placer dans 'une ou l'autre de ces
hypothéses, suivant qu’elle facilitera plus ou moins les raisonne-
ments.

3. On peut encore énoncer le résultat précédent en disant que la
condition nécessaire et suffisante pour que f(z) sott univalent dans le
cercle unité est que cc cercle ne contienne aucune racine de 'équation
(5), quel que soit 6. Or, nous avons rappelé (Chap. I, n° 4) les condi-
tions nécessaires et suffisantes, données par M. 1. Schur, pour qu’une
équation ait toutes ses racines intérieures au cercle unité ou sur la
circonférence : en les appliquant a I’équation aux inverses de (5), on
obtient (n — 1) inégalités

dy(6)Z0 (v==1,2, ..., —1),

les ¢,(0) étant des polynomes trigonométriques en 6 i coefficients
réels, ne contenant d’ailleurs que des cosinus. On voit donc que le
probléme (A) serait résolu pour les polynomes univalents s: l'on savait
exprimer qu’un poly nome trigonométrique est positif, parun nombre fini
de conditions rationnelles par rapport aux coefficients de ce polynome.
C’est malheureusement un probléme qui n’est pas encore résolu: on
sait seulement mettre les conditions nécessaires et suffisantes pour
qu’un polynome trigonométrique soit positif, sous la forme d’une infi-
nité d’inégalités contenant les coefficients du polynome (vour, par
exemple, [ 10 @], p. 229). Le procédé que nous venons d’indiquer ne
peut donc fournir que des conditions nécessaires, en nombre aussi grand
que 'on veut, pour que le polynome f(z) soit univalent dansle cercle
unité, ces conditions n’étant naturellement pas toutes indépendantes
si leur nombre dépasse une certaine limite. :

D’ailleurs, I'expression de ¢,(0) étant trés compliquée dés que v
dépasse les premiéres valeurs entiéres, la méthode précédente conduit
a des calculs inextricables. Si I’on se borne & chercher des conditions
nécessaires pour que /() soitunivalent dans le cercle unité, on peut
en obtenir de plus simples de la maniére suivante : M. I. Schur a établi
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([10&1], p. 136) que I’on pe‘utencore exprimer lacondition nécessaire
et suffisante pour que I'équation

LA AT A SN oyt=0

ait toutes ses racines intérieures au cercle unité, en disant que la forme
hermitienne

n

H{x,xy ..., &)= Z' Oyl = Oy Ky b o o o - Oy 2y, |”
h=1

n

! . . s
— 2 | atgay 4 oy Ty A= o oo Oy |

h=1

doit étre définie positive. Lorsque, dans cette forme, on annule tous les

. . . LN .. ,

x; a 'exception d’un seul, on obtient les E( q—-) conditions néces-

saires
ot [*— [ ety [*2 0,

. [au iﬂ‘*“;an—_l i;"."iJll “‘./“l“ 0,

(6) ,

a'1‘2+[an—1 F'I"-'-'l‘la ES lﬁ““la,n»m‘ r—-.-*—lddg-“-ldoi”go.
5(*) B() - ,

En appliquant ces conditions a ’équation aux inverses de (5), on
aura des inégalités plus simples que 5,(8)20. En particulier, si I’on
fait 6 = o [ce qui revient 4 appliquer les conditions (6) a 1’équation
aux inverses de f'(z) = 0], on obtient

n*

an|*—150,
nﬂ’f"u lﬂ‘*‘ (n— 1)2 I“!z—«l !z'— 4 ‘aﬂlﬂ'—_ léO,

Ry P A= (== 1) | ey P (== 0)* |ty P [y [P~y P — 150

ce qui donne entre autres, en utilisant (4),

s Vo8

J /17
lanlgz’ lau—q[g’—:‘_'_‘_z}W | an— prp—

Pour n <6, cette limite de |a,_, | est d’ailleurs trop élevée, car, en

. T , . . »
faisant 6 = - dans I'équation (5), on voit qu’on a toujours |, |<1.
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4. Revenons maintenant au probléme de la détermination de R.

Nous allons voir d’abord que la considération de I’équation (5) permet
de coordonner certains résultats déja connus.
En premier lieu, comme le module de la racine de plus petit module
d’une équation
Oy~ Iy & ... opx"=0

est au moins égal a la racine positive de I’équation

o] — oy |x—|ay |2 .. — | o, | 2" = 0.

on voit que l'on a R2R,, R, étant la racine positive de I’équation

1—a2la,lx—3|ay|a...—nja| e =o,
- ... |sinmé .. .
en vertu de l'inégalité |——|<m. Cette proposition est due a
€ sinf | = ‘

M. Alexander [13], qui a montré de plus que f(z) représente le
cercle | z| <R, sur un domaine étorlé par rapport a 'origine.

5. Cherchons maintenant a2 comparer les rayons d’univalence R
et R" de deux polynomes

f(z) =2 4 a,5*+ ...+ a,z",
&(8) =5+ 0,82+ ...+ bpz".
Nous utiliserons le théoréme suivant, di a M. Szego ([15], p. 35) :
Si les racines d’une équation
Az)y=oy+ Cla,x+ Clayx®>+...+ opa™=0
sont toutes situées dans un domaine circulaire (K) ('), et st l'on désigne
par iy, hay ..., A, les racines de Iéquation
B(z)=p8,+C\Biz+ CiB,2*+...+ Braxt=o,
toute racine & de I'équation « composée »

C(zy=o,Py+ Choy By + Cla, B +. . .4 apfBpait=0

(") Rappelons qu'on entend par domaines circulaires l'intérieur d’un cercle,
I'extérieur d’un cercle et le demi-plan.
Ann. Ec. Norm., (3), XLVIIL. — Aour 1g31. ho
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est de la forme

£=—=— Mok,
ott k est un certain point du domaine (K).

L'application de cette proposition aux équations associées de f(z)
et g(5) donne immédiatement le résultat suivant :

On a, entre les rayons d'univalence des polynomes. f(3) et g(3), la
relation

(7) LIRERE —

R/,
i

. étant la racine de plus petit module de I’équation

. y Ay o Oy, an R
(8) Yla)y=1+C ZFo -G a4k 34' Z == 0,
2 i n

u. la racine de plus petit module de Iéquation

b, b, b,
) ylw)=1-C\, Z2o+4 Ci, Zxt ... ZSxr—'=o.
(9) 70%) =y p 4= gy @, ! I a

L'une ou l'autre de ces équations n’a plus de sens lorsqu’un des coef-
ficients a, ou b, devient nul. Cependant, si I'on suppose que

Qp == (== . = (U, == 0 et br="bp=...== by=o,

les autres coefficients étant différents de zéro, la proposition subsiste
encore, en remplacant, par convention, dans les équations (8) et (9)

. ak, ., Ok, .- . .
les expressions T et Z/% par o. Si, en dehors de ces coefficients, il y a
encore d’autres coefficients «, nuls, mais aucun autre b, I'inéga-

lité R2|A|R’ subsiste seule; de méme, on peut seulement écrire
1 . N " .
RS ——R’s’il y a d’antres coefficients b, nuls, mais aucun autre a,.

Enfin, on ne peut plus rien affirmer s’il y a des coefficients a; et b,
d'indices différents simultanément nuls.

6. Ce théoréme a été déja établi sous une forme légérement diffé-
rente par M. Szegd, dans le Mémoire précité (p. 55); son auteur n’en a
d’ailleurs fait aucune application. Nous allons voir pourtant que cette
proposition contient, entre autres cas particuliers, deux résultats sur
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le rayon d’univalence des polynomes, démontrés antérieurement par
d’autres moyens.
Prenons d’abord

hy=C,_,, by== iy, by = CZ3 0 by=1.
11 vient
g(;)g;(l%,_:)u—l el q',( );:’.'/_:)
on obtient, sans difficulté, | - Done, s¢ z, est la racine de plus petit
module de l’e(/uutzonf =) =0, f (::) est certatnement univalent dans le
cercle |z|< - L2301 On retrouve un théoréme énoncé par M. Alexander
([131], p- r(ﬂ, qui a montré de plus que f(z) représente le cercle
|=]< ! "‘ sur une région étotlée par rapport i I'origine.

l’osons maintenant

i 3
hg—_:&_'_f):i, /,3:&‘1;):_', ceey /,":%.
2 ] :
Il vient
. L4 3)"—1 .
u(z) = (WMn) et Ylz)==1(s).

On a ici R == sin ZE; par suite, si 5, est la racine du plus petit module de

J'(2)=o0, f(3)est univalent dans le cercle |z |<|5, [bm » proposition
établie par M. Kakeya ([14], p. 13).

7. Comme autre application, prenons

o F(z) .
J(=) = -——;‘-), a(z)=F'(s),
ou
F(z)==5t-t a,5% ... 4 apz™'.
On a
/(I‘) =9 ;C,,_l., - /l(*‘lz—~l"' —+ (}Z-}—l):""'
= = 7 [22(1 4 &)1 = (1 + 3)"*(nz + 2),
P .
d’on

R'> 2R
n
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Je signale encore les deux résultats suivants, que le lecteur démon-
trera sans difficulté (*). Si l'on prend

g(z) = f(5) + ansy 3",
on trouve )
R’<2R lorsque n est pair,

7 .
R’$2R cos — lorsque n est impair.
- )

Si I'on suppose que les coefficients de f(z) et g(=) sont tels que

[ar|=]bs] (k=1, 2, ..., n),

on trouve
I

(Y2—1)R'$RS —R".
Vo —1
En faisant des hypothéses plus restrictives sur la nature des poly-
nomes f(z) et g(z), il est parfois possible d’obtenir des inégalités
plus serrées que (7) entre R et R'. Supposons par exemple que f et g
soient de la forme

J(8) == 5 4 @yal - @, 5 e - @, s

2(5) =2 4 bysPt - byt o by gl

On voit alors, en posant =1 dans les équations associées de /(3)
et g(z), que 'on a ici

1
D PRERE

1)
2y

% et p. ayant la méme signification que ci-dessus. Au théoréme de
M. Alexander correspond I'inégalité plus précise

R2 R, |z, ol R,= ————————l————-—,,
[pn—1) —l—x]r_’
3, étant, comme ci-dessus, la racine de plus petit module de AC

Z

La méthode de M. Alexander s’applique d’ailleurs encore dans ce cas,

(") Les deux résultats analogues concernant les zéros des polynomes sont
démontrés respectivement dans [15], p. 46, et [11], p. 144.
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et montre de plus que f(z)représente le cercle | 5 |<R, sur un domaine
étoilé par rapport 4 Iorigine.

De méme, au théoréme de M. Kakeya, correspond I'inégalité

Rz2R, |z |,

R, étant le rayon d’univalence du polynome particulier

&(z) Efu(t—k 2Pyt dz.

0

et z, la racine de plus petit module de f’(z)=o0. On a d’ailleurs,
d’aprés la proposition de M. Alexander rappelée au n° 4,

1

- 1
" 1
/)
N == I r
R,g(r),""‘ — r> 2( log‘2> .
- n —1

8. Nous allons maintenant porter notre attention sur les poly-
nomes f(5) a coefficients réels; nous supposerons, pour simplifier,
que R=1.

I résulte alors de la définition que nous avons donnée de R que la
fonction des deux variables réelles x et 6

sin20 I _o5indf

sinnf
T ‘,.L' _ -1
sinf ’ sinff

v ’
sinf

- a,

o(x,0)=1+ a,x

ne peut s'annuler pour aucun systéme de valeurs de x et 6 telles que
0fb<am,
L g
Cette fonction reste donc positive quelles que soient les valeurs de @
et O comprises dans ces intervalles. Par suile, 'expression
V(e 0) == 2sin*0y (z, 0) =1+ @, cosl + (ayx* —1) cosaf +. ..

A (@pxt— @py) 2t cos (K —1)0 4. . .+ @,z cos(n + 1)

reste non négative pour les mémes valeurs. Or, si 'on donne & 2 une
valeur fize quelconque comprise entre — 1 et + 1, $(x, 9) est un poly-
nome trigonométrique non négatif en f, de la forme

(A €086+ hyco826 ... 4= Ry cOS (R 4+ 1)0
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et l'on sait alors que I'on a nécessairement ([16], p. 71)

(10) [Ae] 2 (k==x, 2, ..., n+1).

En appliquant ces inégalités & {(z, 6) et en faisant tendre = vers 1, il
vient

(11) | @s| <2, la,—1]<0, fap— A |52 (k=4,5, ...).

d’ou, par récurrence,

(12) || < I,

quel que soit 4.

Ces inégalités ne dépendent pas du degré du polynome considéré;
elles subsistent donc pour toute fonition holomorphe univalente dans le
cercle unité, et réelle sur l'axe réel. Blles ne peuvent d’ailleurs étre
améliorées si I'on ne restreint pas la classe des fonctions auxquelles

elles s’appliquent, puisque les limites sont atteintes pour /(5)= rre

Par contre, la méme méthode fournit des inégalités plus précises
pour des catégories particuliéres de fonctions univalentes : par
exemple, si f(z) est impaire, ¢(.z, 0) est une fonction des variables
réelles 0 et £ = a*, qui reste positive pour

vif<oam el e AT
En procédant comme ci-dessus, mais en remarquant ¢u’on peut faire
tendre ici t vers == 1, on obtient, au lieu de (11), les inégalités

fa,==1[< e, | oy = @y | S 2 (=2, 3, ...),

ou encore

(13) fag ]S, ]avﬁ-f~x|+[aak~1]§21

limites qui sont encore atteintes pour la fonction particuliére

De méme, si 'on ne considére que les polynomes f(z) de degré au
plus égal a n, on peut améliorer les inégalités (11); cela résulte de ce
qu’on peut remplacer les inégalités (10) par d’autres plus précises, ou
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figure le degré du polynome trigonométrique correspondant, ainsi
que ont montré M. Fejér ([16], p. 79), puis MM. Szisz et v. Egervary
(Math. Zevtschrift, t. 27, 1928, p. 644); on a, par exemple, pour un
polynome trigonométrique de degré m,

Y

Ry m—a’

A

2 COS

ce qui donne ici, pour le polynome f(z),

Y. On p'eut aussi appliquer les inégalités (10) & o(2, 0) méme, qui
est également un polynome trigonométrique en . On trouve ainsi, en
posant

Ji(s)= j_ﬁjl:t)_ﬂ':_i) =yt w5

[iey= L&) = /(= 3)

2

e R (TR S/ - S

les deux séries d’inégalités

Max Ji(z) |,
e o = |
"g:l}gi ./'.! (1 )
(x) — ayx?
Max -/d_.)_..._;_ él‘
(14" / 0Sast Julz)
| =2
...................... ,
Max [i(#) —az*— a2t —. . — a2
d - >,
0Ca<l ./2(7") -
( &€
[ Max |1 — —— <1,
0% fa(x)
Max | 1 L 4 ayxt
(14") oSxgs ACON
R -7
...................... ,
Max {1 — £ Rl i e . VIS <1
03.7:S1 _/.._,(.CU) =
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Ces inégalités sont encore valables pour toute fonction univalente

=
p2g

réelle sur 'axe réel, et les limites sont atteintes pour f(5)= (
Lorsque f,(z)Eo, c’est-a-dire lorsque f(s) est impaire, les inéga-
lités (14") sont identiquement vérifiées; mais en.posant 1(7”/8—) = F(x*),

on peut alors substituer & (14”) le systéme d’inégalités

/ I
Max |1r— ——|Z%1,
—«lgtg—f—l P(” -
aily|
Max |1— ‘_i—’_
. — 1S4 F (2)
(14///) e = =
...................... ,
dl A Gy P
Max |1 — l+a"t+? b @y <.
_1<5§+1 I (l)
| ec e e et e ee s sttt ey N
ou les limites sont encore atteintes pour f(5) = -——;  La premiére
P23
de ces inégalités donne
) I . . I
(15) ].f(i')lzj,:’ L=z -

D’ailleurs, si f(z) est une fonction holomorphe univalente dans le
cercle unité, on sait qu’il en est de méme de y/ £(s7), et, de plus, cette
fonction est impaire et réelle sur I'axe réel en méme temps que f(z);
en lui appliquant les inégalités (15), il vient

(16) VIEDIEFS

Cette derniere inégalité n’est autre qu'un cas particulier du théoreme
de Keebe-Bieberbach sur les domaines couverts par les fonctions uni-
valentes ([18], p. 75). La méthode de M. Bieberbach permet aussi de
montrer que tout point de la frontiére du domaine couvert par une
fonction impaire univalente dans le cercle unité est 2 une distance Zi
de P'origine ([19], p. 26, ex. 148), ce qui contient encore les inéga-
lités (15) comme cas particuliers.

10. On peut se demander si, en exprimant les conditions néces-
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saires et suffisantes pour que Y(z, 0), ol @ est fixe, reste positif quel
que soit 0, on ne parviendrait pas a résoudre le probléme (A) pour les
fonctions univalentes & coefficients réels. Il est aisé de voir qu’il n’en
est rien.

En elfet, les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un poly-
nome trigonomdétrique ou une série de Fourier uniformeément conver-
gente

{2y 08T 2y 0890 AL - hcosnf -

soil positif ou nul quel que soit 6 s’expriment sous forme d’une infi-
nité d'inégalités ([10a], p. 229), dont les n premiéres ne contiennent
que les n premiers coefficients, quel que soit n; de plus, il 0’y a pas
d’autres conditions entre ces n coeflicients qui ne soient pas conscé-
quences des précédentes. Comme les n premiers coefficients de U(x, 0)
ne dépendent que des » premiers coefficients de /(s), on voit que
notre méthode ne pourra donner entre ces n premiers coeflicients
d’autres inégalités que celles qu’on déduira des n conditions qui
viennent d’étre rappelées.

Or, pour n=7, un calcul simple montre que les conditions qu’on
obtient pour a, et «, sont les suivantes :

(17)

HA A

Mais, d’autre part, la méthode de M. Bieberbach fournit la condition
nécessaire

qui n’est pas une cons¢quence des inégalités (1), ce qui montre bien
que le procédé indiqué ne saurait donner toutes les conditions néces-
saires et suffisantes.

I1. Nous allons maintenant appliquer la définition que nous avons
donnée du rayon d’univalence, 4 la résolution du probléme parti-
calier suivant : Trouver la valeur mnaxima du rayon d’unicalence R(a)
du polynome

(18) S(s, a) =35+ 5*- as” (n:

A

‘)
J),

lorsque a prend toutes les valeurs possibles. 1.’existence de ce maximum

Aun. Fe. Norm., (3), XLVII. — SEPTEMBRE 1931, A1
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résulte immédiatement de la premiére inégalité (4) qui donne R(a) < 2.
L’équation associée (5) s’écrit ici

(19) 1+g:vcos‘)+asn.mevw”"':u
' sinf
ou
12w cosl u sinnf
Pl - sinff

L’équation (19) ne doit jamais avoir de racines & l'intérieur d’un
cercle |2 |<r<R(a) quel que soit 0. Par suite, si 'on désigne par (1))
la courbe qui correspond & la circonférence (C) d’équation |z|=r,
par la transformation

1 - 22 cosl
X=d(x)= ——er—r

sinnl
] ——
sin/
de sorte que l'argument de (X — X,) augmente de —2(n—1)7
lorsque I'argument de 2 augmente de 27.
Dans ce qui suit, nous fixerons « et » et nous étudierons la variation

le point X, = — doit étre toujours placé, par rapport a (I'y),

. L . . , . LT
simultanée de la courbe (I'y) et du point X, Torsque 0 varie de o & ;-

Au Chapitre précédent, nous avons fait 'étude d’une famille de
courbes dont les courbes (I'y) ne sont qu’un cas particulier (n® 19);
en se reportant aux résultats alors obtenus, on voit d’abord que si

n-— 1
arcost > e

» la courbe (I'y) tourne au plus (n—2) fois dans le

sens négatif autour de tout point du plan; il y a donc toujours une

racine de (19) intéricure au cercle (C). Il nous faut, par conséquent,
n— 1 . 21
supposer2r cosf < ~— pour toutes lesvaleurs de 0, soit r<C T
—— ) l“ S - 4‘/‘
ce qui donne déja pour R(a) une limite meilleure que celle de

M. Bieberbach.
St 2rcosl <

n—.1

-— la courbe présente unc seule boucle contenant

ou non l'origine, suivant que 2r¢os0 <1 ou 27¢osb >>1; son sommet
a pour affixe

(20) Xlz(__—!_)”zrcos@wx

I:Il--‘l
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et son point double

X (=) sing, (=)
Tt osin(n—a) g,  pr

(21)

Vi — 41 cosg,cosh + 417 cos*,

o, étant le plus petit angle positif qui satisfait & I'équation
(22) sin(22 — 1) -— arcoshsin(n —2)y =o.

Ia seule région du plan des X telle que la courbe (I'y) tourne (n—1)
fois dans le sens négatif autour de chacun de ses points est le
domaine (Dy) intérieur a cette boucle. 1l nous sutfit donc d’étudier la

variation de ce domaine et du point X, lorsque 6 varie de o 17—: Le
point X, se déplace sur une droite () issue de l'origine et faisant un
angle égal & arga (4 = prés) avee 'axe réel. Chaque domaine (Dy)
découpe sur cette droite un segment MN & U'intérieur duquel doit se
trouver le point X, (fig. 3). Je dis tout d’abord que si r=R(a), il y

IYig. 3.

K,

<

aura une valeur au moins de 0 pour laquelle le point X, sera sur la
frontiére de (Dy), en I'un des points M ou N (ON < OM). Sinon, la
distance de X, & (I'y) aurait, lorsque 6 varie, un minimum positif,
fonction continue de r; en remplacant r par r -+ ¢, ¢ étant un nombre
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positif suffisamment petit, le point X, variera encore en restant cons-
tamment intérieur au domaine (Dy) correspondant; la valeur de »
considérée ne peut donc étre égale & R(a).

Supposons donc que pour un certain nombre de valeurs de 6,
soient §, 07, ..., 6, le point X, vienne sur la courbe (I'y) correspon-
dante. Montrons que, st « n'est pas réel, on peut le faire varier d’une
quantité ¢ telle que R(a + ca) > R(«). Nous utiliserons la remarque
suivante : soient 0, et 6, deux valeurs de 6, telles que

arcost >1, 27 cosl, <1

considérons les courbes (I'y) et (I'y) correspondantes, et les points
d’intersection N, et N, de ces courbes avec la droite (). Il est évident,
puisque la courbe (I'y) n’a jamais de points d'inflexion ('), que
Pon a (fig. 3) :

Faisons alors tourner la droite (/) d’un petit angle 2o dans le sens
négatif, et soient N, et N, les points d’intersection de la droite (d')
ainsi obtenue avec (I'y) et (I;,); on a

ON . ON}, N
ON, =1 - cotV, dy < DN, =t1—colV,00.

Ceci posé, considérons parmi les valears 0/, 67, ... celles pour
lesquelles 2rcosO>>1, el telles de plus que, pour ces valeurs,
X, vienne coincider avec I'extrémité N du segment MN correspondant.
Désignons par 0, celle de ces valeurs pour laquelle I"angle V corres-
pondant est le plus grand, soit V, cette valeur maxima. Faisons alors
varier I'argument de a d’un angle négatif — 2o et, en méme temps,
faisons varier le module de « d’une quantité

-

| I [ s . o
ja| =~ a|(i—c)colV, dy,

¢ étant un nombre positif suffisamment petit. Dans ces conditions, il
est évident, d’aprés la remarque précédente, que pour la nouvelle

- n—-1
(*) Bien entendu, lorsque 2r cosl <C s
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valeur de «, Ie point X, n’est jamais sur la frontiére du domaine (Dy)
correspondant, et 'on a bien, par suite,

R{a + da)> Ria).

12. Nous supposerons donc dans tout ce qui suit que « est réel;
pour fixer le signe de X, et X,, nous nous placerons dans le cas o rn
est pair ('). Prenons dans un plan deux axes de coordonnées Our, et

tracons les courbes (X)), (X,), (X,) obtenues en portant en abscisses
Xo(9) o X5 X0
20l o= P L 1S

u=-=2c0s0, en ordonnées ¢ = —
[43 1z 44

respectivement et en faisant varier 0 de o & ? D’apres les raison-
nements précédents, la premiére de ces courbes doit étre comprise
entre les deux autres et avoir au moins un point commun avec l'une
d’entre elles.

La courbe (X,)est une droite dont le coefficient angulaire a le signe
de — a; il en résulte, d’apreés la.forme de la courbe (X,) (fig. 4), que

" Fig. 4.

si a 20 cette droite ne peut couper I'axe Ou qu’en un point d’abscisse
. , . N . , ’ I :
négative ou supérieure & 2; cette abscisse étant égale a - >0, on doit

(1) Lorsque n est impair, les résultats ((ui suivent subsistent en changeant
simplement le signe de @ dans les formules et les énoncés.
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donc avoir

1
VA
-2

Cette valeur est d’ailleurs effectivement atteinte pour le polynome
J(5) =35 3%

Supposons maintenant a< o. La droile (X;) doit étre alors tout
entiére au-dessous de la courbe (X,), ce qui n’est possible que si elle
coupe I'axe réel en un point d’abscisse supérieure au plus grand
zéro de X, (u),

2 cos =~
U, == 2 COS — «
" n

On a donc la limite supérieure

. . 1
(f’.:‘; ) f Al e o

s
2 COS —
n

Cherchons si cette limite peut étre atteinte pour une valeur particu-
litre de a. Il est d’abord nécessaire pour cela que la droite (X,) soit
tangente a la courbe (X, ) au point u,, ce qui donne

1 [dX,
ar™=* "\ du n=u,

Comme
dX, _dX, df _ ncosnlsinf — cosfsinnh
du ~ df du 2 sin*f
il vient
L LT
9 $in? —
o=t T
a== ——— = sin® ~ cos"* —.
nri—2 n n n

Lorsqu'on donne a « cette valeur, la droite (X,) est bien situge
au-dessous de la courbe (X,) pour toute valeur de u £ u,. En effet,
comme X,(u«)est un polynome en u ayant toutes ses racines réelles,
sa dérivée seconde est positive dés que u >u,_,, «, , étant la plus
dX,

cdu

grande racine de = 0; il suffit donc de montrer que

X (uw)sX,(u) pour 02wl ty—y (fig. 4).
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Or, on vérifie sans peine que
IX =X () |20 2 X () .
quel que soit u, ce qui suffit 4 établir la proposition.
[l reste maintenant a examiner si:la. courbe (X,) est constamment
au-dessus de (X, ). Cherchons d’abord le sens de variation de X,(u);

il nous faut pour cela connaitre le sens de variation de I'angle 9,
défini par I'équation (22) en fonction de 0. Or, si ['on pose

dy==sin(n — 1)y, yem=arcosfsin(n — ),

([.)'1 — ((/.}'2. J— 2 p S

on a

Lorsque rz » je dis que
=y

2 COS -
do )e=2=\"do =07

n
quel que soit 0; il suffit de montrer que

no-— 2 1 N . s

n—12

T
oS —
n

or, pour n =3, les deux membres de cette inégalité sont égaux, et
pour >3, on a

Lorsque ¢ croit a partir de zéro, on a donc d’abord y, <y,; 7, reste,
. . . T E Py
par suite, toujours compris entre o et ——- De plus, lorsque 6 croit,

pour chaque valeur de o, y, est une fonction décroissante de 8; par
suite, ¢, est une fonction croissante de 6. Il résulte alors immédia-
tement de la formule (21) que X,(u) est une fonction décrovssante
de u; comme | X, («)]| <X, (2), pour que la courbe (X,) soit au-des-
sus de la courbe (X,), il faut et il suffit que

(25) X, (2) 2 X, (2)-
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En explicitant cette condition, pour la valeur de @ donnée par (24),
on trouve, lorsque n >3, I'inégalité

~ Py 3 LT
(26) 2.CO8 §,5 0 COS o cos® o

o, ¢lant ici la plus petite racine positive de I'équation

T ., .
(2=) - Cos —sIn(n — 1) — SIN(7 - 2 )% == O,
. n ' !

Pour n=2>3, on a )
N, (2) =X, (2);

la condition (25) n’est pas vérifiée.

Afin d’examiner a partiv de quelle valeur de 7 Pinégalité (26) est
vérifiée, cherchons une limite inféricure de o,. Je dis que HZ#—_[—)
est une telle limite : il faut montrer que

"y ‘e x -
e GOSN - 2 S e
o f Al 1)
ou
\ . . T
(28) COS = COS G = §IN s
n= G —1) hin —u)
in > o sint L in* i i
SIN e 2 9 ] SINY e — SINY e |
Hn—1)= an 8(n —1)

Or, P'inégalité
SN /L
A =1) Fan?’

qui entraine la précédente est vérifiée pour n==06, et, par suite,
pour n>6, car, si elle est vérifite pour une valeur de n, elle I'est

dn fn =)
On constate directement que I'inégalité (28) est satisfaite pour n=>5
et qu’elle se réduit & une égalité pour n = 4. Pour que I'inégalité (27)
soit satisfaite, il suffit donc que I'on ait

. , ‘ dl .. T , Lo
aussi pour les valeurs plus grandes, —-|n?sin ——— | étant positive.

) oy ™ 4 T
% CO5 s L3 605 = — COs% —,
hin—1)= n n
ou encore
. T weo v T ey T
§IN? o 2 3 5Int — — 2 $in" —
8(n—1)= ‘
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et, a fortiory,

5

. T N ot

SN G 5\, - -
S(n—1)= jn?

On constate que cette derniere inégalité a lieu pour n =10, et, par
suite, pour la méme raison que ci-dessus, lorsque > 10. Lorsque
n=7,8, g, on vérifie directement ['inégalité (27) en calculant
ane limite inféricure plus précise pour o,, dans chaque cas. Pour
n==»4, 5, 6, on a, au contraire,

. T I
2 CO8D, > 3 Cos = — COs® —
n n

Nous pouvons done énoncer le résultat suivant :
Le rayon d’univalence du polynome
S35, @)=z 4 324 az" (n27)

y . 1 ~ . .
est au plus égal a r, = - Cette valeur est effectivement égale au

T
2008 —
%

rayon d’univalence du polynome particulier

-y T K3

:)'II--—I sm-’ — C()S"_2 —_—

/' (z) "+( Yim-1 n " n

)= A 5T —~— 1) ST
ST ) n

Les deux points du cercle | 5| =17, ou ce polynome prend la méme

valeur sont

et la valeur commune en ces points est égale a

I

a, = — fang* = — ———— .
2

s
1 cost =
n

13. Il nous reste & chercher le maximum de R(«) lorsque 3<n<6.
Reportons-nous a la figure 4; nous savons que lorsque le maximum
est atteint, ou bien la droite (X,) est tangente a la courbe (X,), ou

Ann. Ee. Norm., (3), XLVUIL. — Sepremsre 1931, 42
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bien on a X,(2)=X,(2). Je dis que ces conditions doivent étre
simultanément vérifiées lorsque le point de contact de (X,) et (X,)
n’est pas sur I'axe Ou. En effet, si (X,) n’est pas tangente 4 (X,), on
peut, en diminuant « d’une quantité assez petite ca, faire en sorte que
X, (2)>X, (2) et que (X,) reste complétement au-dessous de (X,);
on aura donc R(a—2«) > R(a). On raisonne de méme si (X,) est
tangente a (X,) en un point d’abscisse comprise entre u, et 2, sauf
qu’il faut ici augmenter a d’une petite quantité. Si (X,) est tangente
a (X,) en un point d’abscisse comprise entre u,_, et u,, le raison-
nement s’applique encore, en diminuant a, méme si l'on a, de plus,

Xo(2)=X,(2).

Ces considérations montrent donc que la recherche du maximum
de R(a) revient a trouver quatre nombres a, r, u, ¢, satisfaisant aux

équations
sin(n —1)g,— arsin(n —2)p,== 0,

l o
[1—freosw,+ hri=n,
TV 0

(E) ) ~
du - a,-ll.-—“::’
dxi) i
Xu"‘ u __...du —_— W’
avec les conditions
' TC
o) ? COS;—Z<“<2’ 0L9,< n—_i

Les polynomes pour lesquels le maximum est atteint prennent la
méme valeur en deux points distincts de la circonférence | z| =r, et,
de plus, leur dérivée s’annule en deux points de cette circonférence.

1°n=23.0na
dX
X (u)y=ut—1, e =0y
n(2) ! - du 2

Les équations (E) donnent

1 i . i
) 2= —, L = —

COs @, = r o= .
P ’ ar® ar ar®’
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d’ou1
(= L=\ 2 <r)n a bien 2 cosz-§< \!5 < 2)
et
L N
= =35 3 r= —— =0,939

prend aux points

]

i7

=3

2y -

T — e €

Iy =

. ’
la méme valeur v, = — (—‘), et que sa dérivée a de plus ses deux zéros

{

S, . , oy o
situés sur la circonférence | z|= —5--
2° n=1/,:
. . . aX -
Xy () =w*— au, (77’—" =3 ut— 2.

La premiére équation (E) s’écrit
fcosty,— frcosg,—1==0,
d’olt ‘

08 - /1 ~+ 1 l e
COS Q= ——-——L}—-—-—L = ;[/‘4—\//"—#— 1].

Par suite,

\/r“"'—{—-l—-r

/ - N
Vid-4ri—oart—oryri+4 = =

x._.(;)_—:,%

Les autres équations (E) donnent
Vit 1 —r=/lar,

Jut— o =— —,

ar
PR A= -1—-
ars
Posons )
r=—cotgah et b=ar®
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Il vient X
4 b = tang?.
r 1 — tang?’ )
T S
b tang® A tang?/
’
., 4
DU s
tang
.
d’ou
n i\ ]
)—-::<—-) on w=\'6
2 P

. . . ™ - .
valeur qui est hien comprise entre 20087 = V2 et 2. On en tire

e}

w /R

3Y6 — 9 . &
:———‘7;::—:0,697...<——1— = 0.707.
2y 216 &

et cette valeur est égale au rayon d’univalence du polynome

. ‘ ., g ,."“«)‘ AN
‘/,_(S)LEE,Z—F,ZZ‘*/;(___\___.) .

36— ) 5

\

3° n=>5et n=">6. Posons en général, b = ar"~' et remarquons que
la seconde équation (E) peut s’écrire, d’aprés (21), sous la forme

I sin(n — o
—-:)1,_-__-._( . _.._.)4?_0.
b sing,

Comme, d’autre part, la premiere équation (E) donne

sin(n -~ 1)g,
= y

s —a)g,
on a aussl
r_nsin(n—1)g,
=% smer
Sil'on pose
2 COS g, ==/ el t= 7‘), 1 ::';)-,

on voit que les formules précédentes définissent, dans le plan (&, 7))
une courbe unicursale (), dont les coordonnées s’expriment par des
polynomes en ¢ de degrés (n— 3) et (n— 2) respectivement. Mais,
d’autre part, les deux derni¢res équations (E) donnent pour & et n des
polynomes en u de degrés (n— 1) et (n— 2) respectivement, autre-
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ment dit, définissent dans le plan (%, ) une seconde courbe unicur-
sale (). Les points d’intersection de ces deux courbes satisfaisant
aux conditions (29) donneront les valeurs de a et  cherchées.

En procédant de cette maniére, on voit que pour n=75 et n=106, on
obtiendrait « par la résolution d’équations en «* du 6¢ et du 8° degré
respectivement.

Un calcul approché donne, pour n= 5,

u ==1.,06060, r=—0,0158 <

=0,06180;
T
2 COS =
5

pour n =6,
1

= 0,57735.

i T
2 COS —
0

Nous avons ainsi completement résolu le probléme posé au n° 11.
14. Cherchons maintenant 4 déterminer de méme le maximum du
rayon d’univalence R(«) du polynome

‘ Sz, a)y= 5+ 3"+ az" (n>p).
En posant

sinpl sinnf
U == ==
sinf) sinfl
I'équation associée s’écrit
U wxtt
T = Ak

En opérant comme ci-dessus, nous sommes conduits & examiner la
position du point X, = — a¢par rapport a la courbe (I';) correspon-
dant & la circonférence |« | = r par la transformation

1~ waxl—
z

X::'.p(‘;l;)::

Nous distinguerons deux cas, suivant que (n— 1) est ou non multiple
de (p —1). Dans les deux cas, on peut toujours se limiter au cas ol
_____ fo -1
=p(n—rp)
dans le cercle |a|<r

, car, dans le cas contraire, /' (s) a au moins un zéro
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1° Supposons d'abord que (p — 1) ne dicise pas (n—1). Désignons
pardle p.g.c.d. de (p—1) et (n—1), et posons

p—1=dw, n—1=dv.

Il résulte alors de I'étude faite au Chapitre précédent (n°21) que la

courbe (T',) présente @ boucles distinctes, recouvertes chacune d fois

Ly . 2T
et se déduisant de P'une d’entre elles par des rotations de —

(k=o0,1,...,5—1) autour de l'origine. Pour que l'argument de
(X —X,) puisse augmenter de — 2 (n — 1) 7 lorsque "argument de x
augmente de 2=, il est nécessaire et suffisant que X, soit un point
intérieur d toutes les boucles. Je dis que ceci ne peut se produire que si
les boucles contiennent toutes ’origine. En effet, dans le cas contraire,
chaque boucle est tout enti¢re d’'un méme coté de la perpendiculaire
4 son axe de symétrie mence par lorigine; si X,5£0 est un point
commun a toutes les boucles, il en est de méme de tous les points

2hiT

X,e ” ;tous ces points sont en particulier situés a U'intérieur d’une
boucle déterminée, ce qui est impossible si @ > 1, car ils ne peuvent
étre tous d’un méme coté d’'une droite quelconque issue de 'origine.

Mais si toutes les boucles contiennent ['origine quel que soit 6, on a

nécessairement
sinf

balrr—r < ou rrg

bl

sin pf

et par suite,
1

R

Cette valeur est d’ailleurs égale au rayon d’univalence du polynome
particulier
fo(5) =5+ 5.

2° Soit maintenant
n—r1=h(p-~1),

h étant un entier au moins égal & 2. Faisons, dans I'équation associée,
le changement de variable y = 2#~'; on est ramené a étudier la posi-
tion du point X, = — a¢, par rapport 4 la courbe (') déduite de la
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o
(&%)
o

circonférence |y | = ¢ = r~' par la transformation

En reprenant les transformations du n° 11, on voit qu’on peut se
limiter au cas olt « est réel; le probléme consiste alors & déterminer la
plus grande valeur de z pour laquelle la courbe (X,) du plan (u,¢)
définie par

. sinpl sinny

X e )= e
(X) “ sinf : sinf

. . TC : .

lorsque 6 varie de o & -, se trouvesituée entre, d'une part, une courbe
(X,) (formée de deux droites symétriques par rapport i 'axe ov),
d’équation

.. plu|—1

X =g Bl
( 1) i (lp/’
et, d’autre part, une courbe (X,) d’équation
(Xy) ’ p=g(]ul),

oug(|ul) est une fonction décroissante de |« |, qui prend pour |u|=p
la valeur

—_— sing, =L Vi—2ppcosw, + piet
wgh sin(h-—1)o,  ap B e o

wlpy=
o, étant le plus petit angle positif qui satisfait & I'équation

(30) sinfog — posin(h —1)g=o.

On constate aisément que le point le plus éloigné de 1'origine ou la

< \ T . .
courbe (X,) coupe I'axe Ou, correspond & O = :—’; par suite, on doit
avoir

. s

s —
3 < .
(31) PE—n
s —

Il faut ensuite examiner si cette valeur peut étre effectivement
atteinte. On voit comme précédemment que la courbe (X,) doit étre
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tangente & (X, ) au point ou elle coupe I'axe Ou, ce qui exige

T . pT . T pT
cos — sin — psin = cos
n n n noo.o  pT
= - s —
. T n
nosinh =
n

Un calcul assez long mais qui ne présente pas de difficulté sérieuse
montre ensuite que la courbe (X,) tourne sa concavité vers les ¢ posi-
tifs lorsque O varie de o 4 la valeur qui donne le premier minimum de ¢;
cette portion de courbe est done bien au-dessus de (X,). On trouve
qu’il en est de méme pour le reste de Ia courbe (X,) tout au moins
des que A dépasse une certaine valeur indépendan(e de p'''; on peut
prendre par exemple 2z10. Pour que lalimite (31) soit atteinte, il
reste enfin la condition
glp)zn,

a ayant la valeur calculée ci-dessus; en explicitant, on obtient I'iné-
galité

o P S N S 0L T )T
(34) Cosg,~ [ sin Zsin L5 o cos T eon LT
! T '.),/) 1 7 n n
Or, en utilisant I'inégalité
. )T )i
sinp ~ LT ————l( o - 2
nw.__on R e
. T P G S/
J2 s -
” n

. cpo , ~, Tt \ : <
on constate sans difficulté que l'on a ¢,z dés que /izg; d’autre
. £
part, quel que soit/;, le second membre de (32) est supérieur &
7r/~

| e —
2t

Pour que I'inégalité (32) soit satisfaite, il suffit donc que Pon ait

4

4
b

m* ks T
L o i iy il By
PV O1nh Wt X

(") I suffit d’établir: 10 que les extréma de « (ou ) sont, en valeur absolue,
inférieurs au premier winimum de cette fonction; 2¢ que cette derniére quantité
est inférieure, en valeur absolue, & « (6,), 4, étant la valeur de 6 qui correspond
au premier minimum de ¢,
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et I'on constate que cette inégalité est vérifiée des que 2 13. On peut
se demander si, en faisant un calcul plus précis, on ne trouverait pas
(ue I'inégalité (32) est vérifiée quel que soit /2 tout au moins a partir
d’une valeur de p suffisamment grande; mais il suffit de prendre 4= 2
pour voir que, dans ce cas, I'inégalité (32)n’est jamais vérifiée, quelle
que soit la valeur de p.

Nous pouvons donc résumer cette discussion dans la proposition
suivante : le rayon d’univalence du polynome

J(s,a) =5~ s+ asz" (n>p)

est au plus égal a

1

AV . C .
<,_’> si(n —1) n'est pas multiple de (p —1);
! L
Lo\
sin
0 .
- st —1==h(p-—1).
. P (r )
sin f—
n

Cette valeur est d’ailleurs atteinte lorsque h est supéricur a un certain
nombre entier h, <12 (ce nombre pouvant i priori dépendre de p).

Lorsque 25A<h,, la limite exacte est comprise entre les précé-
dentes; on I'obtiendrait par des raisonnements analogues i ceux que
(ue nous avons faits pour p = 2. On peut constater que sa détermina-
tion s¢ raméne & la résolution d’une équation algébrique dontle degré
croil avec p.

Remarquons enfin que la limite supérieure

est encore valable pour un polynome & un nombre quelconque de
termes, de la forme

_/'( 3) HE T g S A Ay SE L - Y Ay B Rt g el M

a - . s 7 . .,
Il suffit, pour le voir, de faire 6 = - dans I'équation associée.
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CHAPITRE I11.

QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS BORNEES.

Bibliographie.

Ajouter aux Mémoires cités aux deux Chapitres précédents :

[20] E. Lanpau. — Der Picard-Schottkysche Satz und die Blochsche Kons-
tante (Sitzungsberichte der Alkademie der Wissenchaften su Berlin, Phys.
math. Klass, 1925, p. 467-474).

[21] P. Montel. — Sur les séros des dérivées des fonctions analyliques
(Bulletin de la Société mathématique de France, L. 18, 1930, p. 105-126).

1. Nous nous proposons d’exposer dans ce Chapitre quelques pro-
prictés des fonctions analytiques, bornées dans un domaine simple-
ment connexe, que nous pouvons toujours, a I'aide d’une représenta-
tion conforme, supposer étre le cercle unité (C). Nous nous occupe-
rons donc de la famille () des fonctions analytiques /'(z) telles que
| /(5)|EM pour [3]<1; commencons par en rappeler quelques pro-
priétés classiques (vozr, par exemple [ 18 |, p. 102 et suiv.). On peul
encore dire que les fonctions de la famille (F,) font correspondre au
cercle (C), par la transformation Z = /(z), un domaine (D) intérieur
au cercle (I') défini par | 5|<M dans le plan des Z. On en déduit immé-
diatement la proposition fondamentale suivante : La famille (7 ) est
invariante par toute transformation biunivoque des cercles (C) et (I') en
euzx-mémes, ¢’est-a-dire par tout couple de transformations de la

forme
I -

(1) e it ,
45— 1

('A) A (,’iwm

' al — M®

(|

<1, || << M).

Parmi les fonctions de la famille (5 ,), on est naturellement amené i
considérer celles qui prennent une valeur donnée en un point donné
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du cercle (C); grace aux transformations (1) et (2), on peut toujour
ramener 'étude de ces fonctions 4 celle de la famille (F,) des fonc-
tions f (=) telles que

| [(5) <M dans (C), J(o)=o.

On peut préciser davantage l'étude de ces fonctions en tenant
compte de la valeur de leur dérivée a 'origine, ce qui revient, aprés
multiplication par un facteur constant, & considérer la famille (E,)
des fonetions holomorphes dans (C) dont le développement a la forme

et telles que

On pourrait encore particulariser les fonctions étudiées en se don-
nant d’autres coefficients de léur développement, mais nous nous bor-
nerons dans ce Chapitre aux trois familles qui viennent d’étre définies.

La propriété essentielle de la famille (F,) réside dans la remargue
que st f(z) estune fonction de cette famille, —/(—,—:-)— est une fonction de la
Samille (F ) etincersement, ce quin’estautre que le lemme bien connu
de Schwarz, énoncé sous une forme légérement différente. Cette pro-
position, jointe & l'utilisation des transformations (1)et (2), contient
en germe la plupart des propriétés des fonctions bornées a l'intérienr
de (C). En particulier, 'application alternée du lemme de Schwarz et
des transformations (2)a permis 4 M. 1. Schur de déterminer les con-
ditions nécessaires et suffisantes pour qu’une fonction dont on donne
les coefficients du développement en série de Taylor appartienne &
lafamille (7,) (]| 10a ], p. 221).

Indiguons encore quelques conséquences des généralités précé-
dentes. Le lemme de Schwarz, sous la forme

LS(s) [ EM, ou r=\sl|,

exprime une relation entre les valeurs de /() aux points o et 5; 'ap-
plication des transformations (1) et (2) permet d’en déduire plus
généralement une relation entre les valeurs d’une fonction de (F,)
en deux points quelconques z,, 5, intérieurs a (C) ([ 18], p. 105). En
particalier, si Uon fait seulement une transformation sur la fonction,
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on obtient, entre autres, I'inégalité

. (o) | —Mr
(3) OIS e

. . . Loy N .
(qul n’estd’ailleurs intéressante que pourr < . N ) ) Deméme sil’on

fait tendre 5, et 5, vers un méme point z, intérieur 2 (C), on a, a la
limite,

y e L MET (s
(1) Ry R
Pour z=o cette inégalité se réduit & la seconde condition de
M. Schur: '

(5) o) [EM — [./(i\jl))—'%-a
la premiere étant évidemment
(6) | f(0) ] M.

Rappelons enfin que, dans le lemme de Schwarz, I'égalité ne peut
avoir lieu que si f(z) =Me""z; on en déduit des propositions analo-
gues pour les inégalités qu’on en tire par application des transforma-
tmn.s(‘l) et (2);c’est ainsi que, pour (3), (4) et (5), I'égalité ne peut
avoir lieu que si

5o

J(s5)=Me!

, avec | T,

LT

2. Nous allons tout d’abord déterminer la valeur minima ¢, durayon
de p-valence d’une fonction de la famulle (B,). L'existence de ce
minimum résulte immédiatement des considérations suivantes : La
famille (E,) étant une famille normale, s’il existait une suite de fonc-
tions de cette famille f (z5), fo(5),..., [.(3),..., telle que f,(z)

1 . . .
3|<~, il serait possible d’en

ne soit pas univalente dans le cercle |3]Z~

extraire une suite convergeant uniformément vers une fonction /(z)
de la famille (13,); cette fonction ne pourrait étre univalente dans
aucun cercle de centre de P'origine, ce qui entraine que z == o0 serait
un zéro multiple de cette fonction, hypothese contradictoire avee la
condition f"(0)=1.
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En posantn=p + 1, g, peut encore étre défini comme le nombre
minimum tel qu'on puisse trouver n points a,, a,,...,a, (') de
modules au plus égaux a 5, et pour lesquels

(7) Jla)y =fla) =...= f(a,) = =,

J (=) étant une certaine fonction de la famille (Ey).

Supposons donc qu’il existe n points de cette nature, et cherchons
les conditions qu’ils doivent remplir. Faisons sur f(s) une transfor-
mation du type (2) en posant

o= ML =),
af(s) — M
F(z) est une fonction de la famille () et I'on a
Fa,)=F(a,)=...=1(a,) =o.

On peut donc écrire

F(z)= (6 —da,)(5—dy)...(5—a,)

= - = 2(s),
(a,s—~1>((l._.:~—1)...(a,,3—*|)‘? '

o () étanl de nouveau une fonction de la famille (). Supposons
d’abord que Uundes a; soit nul, par exemple a, = o | comme /" (0) =1,
un seul au plus de ces nombres peut étre nul]. On a, dans ce cas,

J(=) (z—ay)...(5—ay,)

S VW(;.:S-«I’)...(‘.(-L‘:——I)

@ (z),
d’olt
(8) LA e —

et, par suite, d’aprés (6), on a la condition

(9) lavy ... .ay 2 -

(') Si ¢ de ces points sont confondus en un point «, il faut remplacer les
¢ équations (7) correspondantes par

J(la)=ua, fla)y=f"a)=...=fr""(a)=0,

mais cela ne change pas la forme de la fonction F (3).
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Inversement, si cette condition est remplie, il est possible de (rou-
verune fonction ¢ (s) de la famille (F,) pour laquelle ¢ (0) soit donné
par (8); par suite, en remontant la série des calculs, il existe bien
une fonction de la famille (E,) qui s’annule aux points a, =o, «,,
Uy. ..y Q.

L’inégalité (g) donne immédiatement

N AR
(10) Max.a,‘,}é<ﬁ
et cette limite est atteinte lorsqu’on donne 4 a., a,, ..., «,des valeurs

1
N N
’ ) ! - oy . . \ |
¢gales en module & (M) -Dans ces conditions, il vient [g(o)|=M
et, par suite, ¢(z)=Me", — 0 étant la somme des arguments de
ay, ..., a, Onentire

/(5) == Mé 0~ ff.:t_a-’ ) e \(,:A:VT.,gf’.,.,_ .

N (323_._ x) e (h;,,‘::—— r)

3. L’étude de ce cas particulier étant achevée, supposons mainte-
nant gu’aucun des a; ne soit nul. Les valeursde ©(o) et ¢’(o) sontalors
déterminées en fonctions de a,, a,, ..., a, et «. On a d’abord

F(o)=ma=aa,...a,v(0),

puis

" -
? @ |® O [ — I
l*’(o):—M:— —i=ada,...a,| ¢'(0) +’4[J(0)2‘<a4‘~— Zf/>

fe=1
comme le montre un calcul facile. Posons, pour abréger,

aydy ... a,==1) 70,

Fe=
Il vient alors
) \ o
y(0)= 52
(11) .a[=
2/ (0) = | — a1
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2(3), appartenant & la famille (), doit satisfaire aux conditions de
M. Schur, en particulier, les inégalités (6) et (5) doivent étre vérifices,
ce qui donne les conditions

(12) 2 EM
“ s | o l? [ o2
(13 g |SM -
(13) e a2 —1 | ZM |7 N
Inversement, si les nombres a,, a,, ..., a,, « vérifient ces inégalités,

il est possible de trouver une fonction «(z) de la famille (), pour
laquelle ¢(0) et ¢/(0) ont les valeurs données par (11), et par consé-
quent, en remontant la suite des calculs, il existe bien une fonction
de la famille (E,) qui prend la valeur « aux n points a,, a., ..., a,.
Lorsque 7 5£ o, les inégalités (12) et (13) sont donc les conditions néces-
saires et suffisantes que doivent remplir a,, a,, ..., a,, o pour qu’tl
existe une fonction de la famille (B, ) vérifiant les relations (7).

Remarquons encore que si les deux membres de (13) sont égaux,
on a nécessairement

5—

w(s)= Mel 2 avec [a |2
r5—1

de méme, si I'inégalité (12) est remplacée par une égalité, on a

9(s) = Mei.

4. Ceci posé, considérons pour le moment a,, a,, ..., @, comme
fixes, « comme variable. Les inégalités (12) et (13) définissent, dansle
plan des o, deux domaines (A,), (A,) limités par les courbes (I',), (I',)
obtenues en égalant les deux membres dans chacune de ces inégalités
[d’ailleurs, (I',) est un cercle centré a I'origine, (T',) une quartique
bicirculaire, comme on le voit en développant les deux membres
de (13), aprés les avoir élevés au carré]. On peut donc encore dire que
la condition nécessaire et suffisante pour que les égalités (77) soient pos-
sibles est que les domaines (A,) et (A,) avent au moins un point commun.

Supposons cette condition remplie. Deux cas sont alors possibles :
tout d’abord, (A,) et (A,) peuvent avoir un point intérieur commun o,
auquel cas il existe un cercle (y) de centre «, et de rayon g, dont tous
les points sont & la fois intérieurs a (A,) et (4,). Je dis que le
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minimum ¢, ne peut pas étre atteint dans ce cas; en effet, les courbes
(T')) et (T,) varient d’une facon continue avec les points a,, a,, ..., a,;
faisons varier ces points en diminuant le module de chacun d’eux
p
d’une quantité = > o assez petite pour que la plus courte distance d’un
[ f p
point quelconque de chacune des nouvelles courbes (I",), (T',) & (I'})

. . e , . .0
et (I',) respectivement soit inférieure a - - Le cercle de centre «, et de

] C . .
rayon - est donc tout entier intérieur aux nouveaux domaines (A)),

(A,); par conséquent, les relations (7) sont encore possibles pour les
nouvelles valeurs de «,, a,, ..., a,, ce qui démontre la proposition.

Le minimum g, ne peut donc étre atteint que si les domaines (A,)
et (A,) n’ont en commun qu'un nombre fini de points, situés nécessai-
rement sur les courbes (T',) et (I',); ceci entraine, d’apres ce qui pré-
ctde que ¢(2)=Me". En portant cette valeur dans (11), il vient la
relation entre a,, a,, ..., a,

(14) [ 71— M ('f{)7.[J. == 0.

s, est donc le plus petit nombre positif tel que 'on puisse trouver
nnombres a,, a,, ..., a, liés par la relation (14) et de modules au plus
‘égaux a p,. Pour obtenir cette valeur, nous procéderons comme suit :

Posons
ap=== rpeion (A==1,2, o0,

L’équation (14), décomposcée en partie réelle et imaginaire, est équi-
valente aux deux relations

(P s ooy Py )y 3y o e ey )
"
prow— . . . 9 » j [ g
=y )t —=Mrir,..or, Z Ipe— - - Jeos(f - 82— wy) =0,
\ '
N =t
(15)
(P Pay ey Py 0y 0y 2y )
n
1 . : .
=Mrur,...r, E </'/{~ > sin(f -+ Q —~ n;) = o,
\ "k
b=z
oll

n

wlz == E W fy

k=1
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Faisons sur les variables w, la transformation linéaire

Op=0 + Q2 — wy (h=1t, 2, ....0),

dont le déterminant n’est pas nul. Les deux équations (15) permettent
alors d’exprimer deux des quantités 6, 6; par des fonctions continues
des (2n— 2) autres variables

Py Pay oo Iy B4,

2y e e s

7 /
iy Giry ovey O/—-la /f/'ﬂ- cees Dus

pourvu que 'on ait
D(g, h)
D9, 6, 7 °
c’est-a-dire, en développant,

(I', AT I',,)2<I',‘ . I'> <I'/ - ~£—> Sil](fj[ — {//) =20 0.
ri r ;

ou, comme aucun des r; ne peul étre égal 2 o ni i 1,
(16) sin(f;— 6;) % o.

Ceciposé, considérons un systéme quelconquede points a,,a., .. ., a,
satisfaisant & la relation (14), et soit r, le plus grand des modules de
ces points. Faisons décroitre r,, en laissant les autres r, fixes, ainsi
que les 8, sauf deux de ces variables, 6; et 0, qui seront déterminées
par les équations (15) en fonction der,, tant qu’elles satisferont a (16).
Si cette derniére condition est constamment satisfaite, 1l arrive un
moment ou r, devient égal au plus grand des r, restants, soit r, par
exemple; & partir de ce moment, nous ferons décroitre simultanément
r, et r,, de maniére que ces deux variables soient constamment égales;
nous laissons toujours fixes les (2n — 2) autres variables, sauf 6; et 6,
qui seront déterminées par (15) en fonction de 'unique variable
o=r, =r,. Aumoment ol ¢ deviendra égal au plus grand des r; res-
tants, soitr;, nous imposeronsar,, ry, 7, les conditionsr, =r,=r; = ¢
et nous continuerons  faire décroitre la valeur g, en donnant toujours
2 0; et 8; les valeurs tirées de (15). On peut continuer ce procédé jus-
qu’au moment o I'on a8;=0;0u0; =0, + =;on prendraalors comme
nouvelles variables deux autres 8, (I'un d’eux pouvant étre égal a 0,
ou 0,) qui vérifient la condition (.6) et 'on poursuivra comme précé-
demment, en déterminant constamment ces variables en fonction de ¢

Ann. Ec. Norm., (3), XLVIIl. — SepTeMBRE 1931. 44
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par les équations (15). Il est clair que 'on arrivera ainsi & Pundes
deux cas suivants :

1° Ou bien r, =r,= ... =r, =g, les points a,, a.,, ..., a,sont
sur une circonférence de centre z=o0;

2° Ou bien sin(f;—0,) = o quels que soient 7 et /, c’est-a-dire que
les points a,, ¢,, ..., @, sont sur une méme droite issue de I'origine.

De chaque systéme de points a,, s, ..., «, vérifiant la condi-
tion (14), nous pouvoens donc déduire un autre systéme, de I'un des
deux types précédents, le plus grand des modules de ces points étant
au plus égal au plus grand des modules des points du systéme, d’ou
'on est parti. On peut donc se limiter & ces deux cas pour la
recherche de g,,.

5. 1°Soitr, =r, = ... =r,=p; (14) s’écrit alors
n
R 'VI n L Fi/ pp—
p¥— 1 — Mp"(p— - elh—=o.
p
fo==1

n

e est doncun nombreréel, et 'on a évidemment | Se® [< n; comme
k=1

I’égalité précédente peut s’écrire

1= — 410,
Moi(y =y — ="
prti—pg%)

on a done
1— p:m P

M‘Pn-—a(,wpu) 20

O

HA

k)
ce qul montre que ¢, est au moins égal & la racine, comprise entre o
et 1, de I’équation
(17) Lo & A= 2t -t Mgt = o,
2° Supposons tous les points @, sur une méme droite issue de 1'ori-

gine; cette droite est nécessairement ’axe réel, sans quoi on déduirait
de (15)
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ce qui est absarde. L’équation (14) peut done s’écrire ici
n

) “ 1 h
(18) (ayay...ay)*~—1-—-Ma,a,... a,,z (a,,. — C—”)—::u

k=1

Or, il est bien ¢vident que le minimum du plus grand des modules des
nombres ay, ay, ..., a,, supposés réels et liés par la relation (18), est
au moins égal au minimum du plus grand des modules des nombres
complexes a,, a,, ..., a,, liés par cette méme relation. Pour obtenir
celte derniere quantité, on peut recommencer le raisonnement fait sur
I'équation (14), avec la différence qu’il y a toujours ici correspondance
continue entre les points a, lorsqu’on les suppose tous a distance
finie (*); on peut donc toujours se ramener au cas ou tous ces points
ont le méme module ». En posant

Q Q
YpT=mp— a=re”.
n
ou Q a le méme sens que ci-dessus, et
n
=M ¥ e,
Kozl
« est déterminé par I'équation
(19) A e Y = o,

qui s’écrit encore
1__1_(.‘,1/."——1
T

‘II‘-ll’f"'l -_

Lorsque z décrit une circonférence (y) ayant pour centre l'origine,

B S . . .
L™ décrivent deux circonférences (Y,) et (Y,). Lorsque le

IERS
rayon de (y) est trés petit, ces circonférences sont extérieures I'une a
'autre; il est clair par suite que I'on aura la plus petite valeur possible
de ren écrivant que lorsque (y) a pour rayon r, (y,) et (y.) sont tan-

"t et

(*) Car la relation est analytique en a,, a,, ..., a,, et il est inutile ici de Ia
décomposer en parties réelle et imaginaire.
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gentes extéricurement; un calcul simple montre que le minimum de »
est atteint lorsque j¢| prend sa plus grande valeur, ¢’est-i-dire pour
c=Mn. L'équation (19) débarrassée du facteur (z* — 1) se réduit
alors a Iéquation (17).

D’ailleurs, la racine de (17) comprise entre o et 1 est inféricure a la

1
C. P\ , ye ., , ; 3 ,

limite <ﬁ> donnée par I'inégalité (10). Nous pouvons donc énoncer
la proposition suivante (") : Le rayon de p-valence des fonctions de la
Jamille (Ey) est au moins égal a la racine g,, comprise entre o et 1, de
l’équation réciproque

(17) Lokt a2 (p b ) M=o

Lorsque la limite est atteinte, on a

@ ==y == ===,
et comme o(z)==Me", il vient

g, et i1 o LU 1
F(s) = M(w/"'#(_——-—_-_—-‘ bpe” >’ S P e )
I

] - )
ppet s — 0,5 el

7= F(3) transforme le cercle unité en le cercle (IM) recouvert (p + 1)
fois, le point de ramification unique Z=o correspondant i 5 = ¢ ™.
Comme

z==F(0)=Mp} Lety,
il vient finalement
(53— ppetb )t —pptt(pys — eyt
p;;“H (5 — p,‘()n]{)/:»i»‘l - (PI': el JaE

JS(z)== M

J(z) transforme égalementle cercle unité en (I') recouvert ( p - 1) fois,
le point de ramification étant ici

_/'(p/,(f"q’) el

6. Remarquons que la premiere partie du raisonnement qui nous a
donné la valeurde g, s’applique, non seulement a la famille (E), mais

(*) M. Landau m’a communiqué une intéressante démonstration purement
algébriqué de cette proposition,
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encore a toute famille de fonctions de (), ne renfermant pas de cons-
tante. On formera comme ci-dessus la fonction ¢(5), on explicitera les
conditions auxquelles elle est soumise et’on écrira que ces conditions
sont compatibles avec le fait que o () appartienta (Fy); les inégalités
qu’on obtient ainsi délimitent la région de p-valence des fonctions
de la famille considérce.

En particulier, si on considére une famille de fonctions de ()
dont on fixe les valeurs, ainsi que celles d’un certain nombre de leurs
dérivées, en un certain nombre de points de (C), on verra, comme
ci-dessus, que les limites de la région de p-valence ne peuvent étre
atteintes que pour les fractions rationnelles de la famille, qui font cor-
respondre & (C) le cercle (I') recouvert un certain nombre de fois.

7. Revenons a la famille (E,), et considérons en particulier le cas
oup=r1;onaalors

(20) pr==M — y Mz 1,

et les fonctions pour lesquelles la limite est atteinte sont de la forme

(e Mxz)

(21) '/(:):(\.l:—-_i\'f("" —

Ce résultat a déja été obtenu par M. Landau ([20], p. 471-472) en
utilisant la formule de Cauchy donnant le nombre de zéros de
J(z) —ax=o0 & Dlintériear d’un cercle. En voici une troisiéme
démonstration, plus simple que la démonstration générale, et qui m’a
été également communiquée par M. Landau.

Reprenons la formule (12), qui s’écrit icl

la <M a,a, .

|

Supposons que I'un des deux nombres a,, «. au moins soit de module

inférieur 2 T\xd’ soit @, par exemple; la formule (4), appliquée & _/_ﬁs:_)
au point 3 =a, donne

—Mlal
o= ) |2 M |

M—lal

Comme par hypothese |a, [<z,, |a:]|Z5., o est donc le plus petit
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nombre satisfaisant a I'inégalité

1— Mp
] >M =
\],Ol:\l ,‘\’lm-lol 9

¢’est-a-dire la racine comprise entre o et 1 de I'équation

xt—aMax 4-1==0;

on retrouve bien la valeur (20).
Remarquons que g, est aussi la limite inférieure du module des

racines de f'(z)=o pour les fonctions de la famille (L), la limite
étant atteinte pour les fonctions de la forme (21). Mais, de plus, nous
allons montrer que toute fonction de la famille (B,) représente le
cercle |5 |<p, sur un domaine (A) étoilé par rapport a lorigine (*).
suffit d’établir que ‘

ch ——«———;'/,( :)] 20

VALY

, 1 3"
pour [z|=rZg, <y ou encore, en posant —[—(7- =o(z) que

J{[i.flﬂ e
2o 17

)

inégalité qui sera vérifiée a fortiord sil'on a
s9'(s3)

v(z)

z|=l'<l¢1,

Or, d’apres les inégalités (3) et (4), appliquées a o(z) pour

cg 1 — M7
l2(s) 14““3{':77
- Mr\*
, - Mz — M=<‘__—_> .
lm’{z")fé-i I“‘""lc,o(z)f/_{ M —r :::\I(_’M‘—»l),
' =M 1 — r? =M I (M — 1)

(1) Cest le troisieme exemple que nous rencontrons — les deux précédents
étant fournis par les deux théorémes de M. Alexander (Chap. IT, n® h et 6) —
d’une famille de fonctions pour laquelle le rayon d'univalence, le rayon d’étoi-
lement et le module minimum des zéros de la dévivée ont la méeme limite infe-
rieure. 1l serait intéressant de chercher s'il s'agit d'une simple coincidence, ou
si, en général, lorsque deux de ces limites sont égales, la troisiéme leur est
égale.
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et par suite

30 (=z)] . (M2—1)r
o(z) TM=r)(1—Mry
Comme l'inégalité
(M*—1)r

N

A

] M—=ry(1—Mr)
se réduit &
rt—oaoMpr 120,

c’est-a-dire 4 r<p,, la proposition est démontrée (*).
Il est d’ailleurs aisé d’obtenir la plus courte distance d de I'origine
a la frontiere du domaine (A). On a, en effet, d’apres (3),

N Mo
SRy izMr —
— M oo .
et comme, pour r=op,, H =¢,, 1l vient
B
(22) (lZMp'f:M(M —ME=0)? (o).

La limite est encore atteinte pour les fonctions de la forme (21), au
point correspondant & la racine de /'(s)=o.

8. D’une facon générale, on a, pour toute fonction de la famille (Fy)
en un point ou la dérivée s’annule,

(43) [(3) 1M,

(’est en effet une conséquence immédiate de la formule (12). On peut

d’ailleurs aussi le voir directement, en calculant des limites pour le

module de la dérivée d’une telle fonction; il suffit d’appliquer la for-
J(z)

mule (3) 4 la fonction ===, il vient

~

() La démonstration de cette proposition, ainsi (ue celle des inégalités (24),
est un peu plus simple que celles que j’avais d’abord données dans ma Note aux
Comptes rendus du 24 mars 1930; ces simplifications m’ont été indiquées par
M. Landau. '

(*) Ce résultat est dit a M. Landau (loc. cit.). .
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d’ou y
R 1= M2t — | f(a)
(/ (*’)‘-; Iz - “I'(I—-I"")
et ,
R Lf(=)] M2r2— | f(z)
A S VT
ou encore
(24) ({f(z)—Mr)y (M1 /(3)]) OIE GS(z)b4+=Mr2)y (M —| f(z)]) ,

Mr(r—r?) = Mr(t— r)

et la premicre de ces inégalités redonne bien (23) lorsque /(=) == o.
Les inégalités (24) se transforment en égalités pour les fonctions

de la forme

S(s)=Melz “;-.l—ﬂ, ou
X 3

£

Si I'on pose & = ge™, la premiére inégalité est atteinte pour z =te e,

) ’ . I
¢t étant réel et compris entre o et»r—, la seconde pour z==te'*, avec
(7

I

t<oout> 5

La seconde des inégalités (24) permct aussi de donner une borne

supérieure pour |f'(z) | indépendante de la valeur de | f(5)], et

3 ‘ J, p ’ « Yad Fl

valable pour toute fonction de la famille (Fy). Le second membre de
cette inégalité est en effet maximum pour

MO -y

[f(=) 5

2

2

~r, ¢'est-a-dire si

cette valeur ne peut étre atteinte que si

r2y2 —1. Sinon, le second membre de la seconde inégalité (24) est
maximum pour | f(3)|=Mr.
Par suite, on a pour toute fonction de (Fy),

'

5 LS/ (5) 1M sirdys —1,

o M (1 - r*)?
! el I/ ————
‘ :./ ( )1:‘,31,(l___r2)

(2d)

sir>yo o1 (7).

(") Cette proposition peut ¢tre considérée comme I'analogue du lemme de
Schwarz pour les dérivées des fonctlions de (Fy).
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On constate sans difficulté que la seconde de ces limites est atteinte,
au point (supposé réel) s =a > 2 — 1, pour la fonction

AL,,—(,_*M;)

3a—1
a(1+ a*) _

3a*—1 N

(26) J(s)=

(")

On pourrait évidemment obtenir par le méme raisonnement des
limites analogues & (24) et (25) pour les fonctions de la forme

J(z)=13"¢(z),

©(z) étant une fonction arbitraire de (&7,); nous ne nous y arréterons
pas.

9. Indiquons plutot comment, des inégalités (25), on peut déduire
des relations entre les domaines que font correspondre au cercle
unité une fonction holomorphe quelconqgue et sa dérivée.

Soit donc f'(z) une fonction holomorphe dans le cercle unité, et
supposons d’abord que /(o) = o. Cherchons d’abord une limite infé-
ricure du module des zéros de f’(z). Considérons la fonction holo-
morphe

F(z)=/[(5)+ %z,

7 ¢tant une constante que nous laissons pour le moment indéterminée.
Lorsque f'(z)==o0, on a F'(3)=7). Soit M(r) le maximum de |F(z)|
sur la circonférence | 5| ==r<Cr1. D’apreés la premiére inégalité (25),
on a, pour |5 <(V2—1)r,

o M(r)
My | < a L,
|1 ("‘)l: r

Done, s’il est possible de choisir Ia constante X telle que

M(r)
r

A

(27) | A,

1

/'(5) ne s’annulera pas dans le cercle |5 | < (V2 — 1)r. L’inégalité(27)

(') L'expression donnée dans ma Note du 24 mars 1930 est erronée.
Ann, Ee. Norm., (3), XLVIIl, — SepreMpre 1931. 45
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donne pour ]s[ =r
[ f(5)+ ks [sM(r)SIh|r

ou

Si 'on désigne par (D) le domaine que la fonction f( ) fait corres-

pondre au cercle [z|<r, il est clair que la condmon nécessaire et
“suffisante pour que I'on puisse trouver une valeur de % satisfaisant a
cette inégalité, est que I'angle sous le lequel on voit, de l'origine, le
domaine (D), soit inférieur a m.
On peut raisonner de méme pour I'équation f'(z)=a, a étant un
nombre quelconque; il suffit de remplacer /(z) par f(z) — as. Enfin,
en utilisant la seconde inégalité (25), qu’on peut écrire

LM
[ S (2)] & —=——> avee tango = r,
’ Tsmag B

il vient finalement le résultat suivant :

S (8) étant une fonction holomorphe dans le cercle unité, soit (D) le
domaine que fait correspondre au cercle |z|Sr< 1 la fonction

F(z) == J(5) ““./(")’

(D) le domaine que fuait correspondre au cercle |5 <r' < rla dérivée f'(z):

! - “ .. . .
1° 80— < Va—1, (D) est intérieur au plus petit domaine convexe con-
tenant (D);
e [ r ., . .
20 SiyJ2 —1< - <1, (D") est intérieur au domaine (A), lieu des

points d’oix U'on voit le domaine (D) sous un angle au moins égal
2 — 8¢ avec
g T i
tangtl) — — o VL
‘ b‘p ’ <8N‘P._ 4)

Laseconde partie de celte proposition ne peut étre améliorée, comme
le montre 'exemple donné par 1'égalité (26). Par contre, comme la
premu,re inégalité (25) ne se transforme en égalité que pour f(z) =Ms,
c’est-d-dire lorsque les domaines (D) et (D’) se réduisent & un point,
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il n’apparait pas aussi immédiatement que la premiére partie du
théoréme précédent donne également la meilleure limite possible.
L’exemple suivant montre pourtant qu’il en est bien ainsi : pour la
fonction

sy =223,

le domaine (D) correspondant au cercle unité est le demi-plan a droite

de ’axe imaginaire, et pour z = \/2 —1onaf/(s)=o.

10. Comme autre application des inégalités (24), indiquons rapide-
ment comment on peut les utiliser pour démontrer et préciser dans
certains cas le théoréme suivant, établi par M. Montel dans un
Mémoire récent ([21], p. 106) :

Sott f(z) une jonction holomorphe dans une ellipse (E) de foyers — 1
et + 1, réelle lorsque = est réel, telle que | f(3)| <1 dans (E) et s’annulant
aux points —1 et - 1; soit de plus [(0)=a,% 0. Il existe alors un
nombre réel §(a,) compris entre o et 1, tel que f'(z) ait au moins un
zéro dans Uintervalle (— 0, -+ 0). Ce nombre dépend aussi évidemment
de la grandeur de I’ellipse (E).

Pour démontrer cette proposition, faisons une représentation con-
forme de 'ellipse (E) sur le cercle unité, en conservant le centre et
les axes de symétrie. Nous avons alors une fonction f(z) holomorphe
dans le cercle unité, réelle sur I'axe réel et satisfaisant aux conditions

| f(z)|%T, Jo)y=@a,#o (on peut toujours supposer a,> 0),

f("_ P) :./.(-!'P):rov

== ¢ étant les deux points de I'axe réel qui correspondent aux foyers
de (E). Il faut chercher une limite. supérieure du module minimum
des zéros réels de f/(s) compris entre — ¢ et + p.

En posant

a

=2 2 "'H(S)—"—}

Y = p p
/‘(“')— pgzg_~1'ao )
= Y(s)—1
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U(5) est une fonction de la famille (F,), assujettie & la seule condi-
tion supplémentaire d’étre réelle sur I'axe réel.

L’équation LE) o $éerit alors

J(s) ,
Y'(s) . B
2 i 7 =K — WP 5
9 [U(z) + kJ[kg (=) +1] 0 (s2—p*) (p*s*--1)
ou
—pt
/‘":%-;:’ I:"j”"“g (o< k).

On peut supposer ¥'(0)>o; le cas {/(0) =o donnerait une racine
de f'(z)=o0 a lorigine, et si ¥'(0)<o, on posera z,=—3,
$(5)=1,(z,); on est ramené a I'équation (28) entre 5, et 4, (z,), et
'on a
V(o) =—1'(0).

{(z) commence donc par étre positil lorsque z croit a partir de z=o.
Je dis que si z, est la plus petite racine de (28) comprise entre o et g,
Y(z)20 lorsque 0£5<5,. Sinon, comme $(z) est une fonction
continue, $(z) s'annulerait pour une valeur z, au moins telle que
0< 5,< 3, et comme L(0)=0, on aurait aussi, d’apres le (héoreme
de Rolle, une racine de ¢/(z) = o0 au moins comprise entre o et z,; si
z, est la plus petite de ces racines, on a

biz)Zo pour 0iz

T

A

et _
Ji(o) > ya(o)=o,

Yil%y) =0 < y,(5.),

olt 'on a posé, pour abréger,

yils)= 5 G
)1,~)-—[M:H,/l-'][/,-«p(z)—t-l]’ - ;

Comme y, et y, sont continues pour 0<5<5,, il y aurait une racine
de (28) inférieure & z,, ce qui est contraire & 'hypothése.

Soit alors Y,(z) la limite supérieure de y,(z) en un point de
intervalle o <z<1, lorsqu’on suppose en ce point $(z)>o,
{ pouvant étre d’ailleurs une fonction quelconque de (F,), réelle sur
I’axe réel. Il résulte de ce qui précede que si Péquation

Y, (3) ~y.(s)==0
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a une racine { comprise entre o et o, f/(3)=o0 aura toujours une
racine de module inférieur & {, ce qui démontrera le théoréme de
M. Montel.
Or, il est aisé de calculer Y,(z) en se servant de la seconde inégalité
(24) qui donne ici
I‘Ilg (",rJ““%" :i)(l’h"'f) ,
T E (=32 (U 4+ &) (kD 1)

et comme || <z, Y,(z) sera le maximum du second membre lorsque
J varie de o & z, 5 restant fixe. On trouve ainsi

. . ,
Y= ey PeuogeEs

o (VTTTE JE— )
Y, ;):(;l_f/»/n)'-’ 2 /,(,_V-i) ) pour <5< B,
Y;(Z):::’*__i_‘_, POUl‘ﬁézgr,

[ 5

ou = désigne la racine comprise entre o et 1 de I'équation

fep— 9 3% ?(_I‘ii_{f—_.).vzz———?,:—*—lz()

/l.

/iw
@——\/1—}—/:—’(—/&"3'

Un calcul immédiat montre alors que I'équation Y,(5) —y.(z)=o0a
bien toujours un zéro £ et un seul compris entre o et ¢, quel que soit
e compris entre o et 1.

et

11. La valeur £ que nous venons d’obtenir n’est pas en général la
limite exacte du module minimum des zéros de /'(z). Cela tient
d’abord a ce que, pour que cette limite fut atteinte, il faudrait que
¥y (O)=Y,(0), et 'on sait que cela ne se produit que pour

z(1+ z2)

V( ) X+ 3
avec x >1 ou & < — é; mais la seconde hypothése est a rejeter, car
¢ (=) ne serait pas positif pour 0<z<L. Donc, au point ,

et
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Comme nous avons fait varier ¢ de o & z pour obtenir Y,(z), on voit
aisément qu’a partir d’une certaine valeur de z, la valeur de Y,
correspondra & une valeur de ¢ inférieure 2 5%, qui ne peut donc
convenir.

Pour obtenir la limile supérieure exacte de y,(s) en un tel point, il
faudrait d’abord trouver la limite exacte de |L'(s)| en un point de
I'axe réel, lorsqu’on suppose que la fonction ¢(z) de la famille (F,)
est positive entre o et . ;

Une autre raison pour laquelle { peut ne pas donner lalimite exacte
est que I'équation (28) peut, a priort, avoir des racines comprises entre
o et —g, et de module inférieur a ¢, quelle que soit la fonction 4(z).

Indiquons toutefois, en terminant, un cas ot { donne la imite exacte :
il suffit que { <« et en méme temps g < £, ce qui aura lien lorsque,
k étant fixé, p est pris assez petit. La fonction qui donne la limite est
alors obtenue en faisant ¢(z)=z.

et (0 e



