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ETUDE

DE

I’EQUATION DE LA CHALEUR
Au=c(M)u(M), ¢(M)2o,

AU VOISINAGE D’UN POINT SINGULIER DU COEFFICIENT

Par M. Marcer BRELOT

INTRODUCTION.

1. Dans la théorie des équations différentielles ordinaires, bien des
travaux concernent I'intégration au voisinage d’une valeur exception-
nelle de la variable &, d’'un point exceptionnel (z, y), pour lesquels
certaines fonctions connues figurant dans I’équation n’ont plus les
propriétés de régularité habituellement requises dans 'étude géné-
rale. Par exemple on s’est occupé de I'équation y'= f (=, y) au voisi-
nage d’un point en lequel f est infinie ou indéterminée.

Il n’y a, & ma connaissance, & peu prés rien d’analogue pour les
équations aux dérivées particlles. Pourtant, outre son intérét théo-
rique, la question peut se poser d’elle-méme dans des problémes phy-
siques. Par exemple, on sait que sous les hypothéses classiques les
plus simples, ’équilibre thermique d’une plaque conductrice [coeffi-
cientde conductibilité #(, y)zo]et rayonnante selon laloi de Newton
dans I’espace & o° [ coefficient r(a, y) 2 0] obéit a 'équation

- ok du ok du _*u Pu
k(a,y) A - 5= == - ooy ! (&, ) u (Au =g dy'—')’

u étant la tempcrature.
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Lorsque ’on suppose + > o, c’est une équation du type linéaire

Au —i—agf —+ /)()l = cu
du dy
a coefficients bornés.

Or pour ce type d’équation, moyennant quelques hypotheses sur les
coefficients, comme I'existence de dérivées des premiers ordres, et des
conditions plus ou moins restrictives sur un contour et la distribution
des valeurs données qu'il porte, on sait résoudre le probléeme de
Dirichlet, soit en se ramenant & une équation intégrale du type de
Fredholm ('), soit lorsque ¢>o, par des procédés direcls anté-
rieurs (*). Mais si & peut s’annuler en des points isolés ou le long
d’une ligne, I’équation & laquelle on se raméne en divisant par £ n’a
plus ses coefficients bornés et les méthodes précédentes ne sont plus
applicables. C’est un cas que Pon n’a pas ¢tudié; et cependant on con-
¢oit qu’un zéro isolé de £ par exemple ne doive pas changer Pallure
du phénoméne physique d’équilibre correspondant au probléme de
Dirichlet.

Dans un autre ordre d’idées, la théorie des marées conduit, comme

(") M. Hilbert (Gott. Nachr., 19of) avait considéré le cas ol a dr -1~ b dy est
une différentielle exacte et traité le probleme en utilisant une fonction de Green
généralisée (non harmonique). Sa méthode pourrait s'étendre au cas du texte;
mais dautre part M. Picard (Annales de U Feole Normale, . 23, 19ob el 2. di
Palermo, 1906) I'a résolu en se servant tout simplement de la fonction de Green
ordinaire.

J'ajoute que l'existence et unicité de la solution du probléme’ de Dirichlet
n'est vraie pour ¢ de signe quelconque, qu'en général, i cause de Dexistence
des valeurs singuliéres de la théorie de Fredholm. Mais le théoréme devient
exacl sans restriction pour ¢ 2 o.

(*) M. Picard utilise pour cela un procédé d’approximations successives, et en
méme temps une méthode alternée tout 4 fait analogue & celle de Schwarz pour
les fonctions harmoniques (voir Picarp, Journal de Math., 1896, b¢ série, L. 2,
et quelques Mémoires qui précedent).

M. Lichtenstein a pu, entre autres perfectionnements, étendre ces raisonne-
ments au cas ¢ 2 o.

On peut aussi, lorsque @ dx + b dy est une différentielle exacte, et c'est le cas
de I"équation de la chaleur, utiliser la méthode du balayage de Poincaré conve-
nablement généralisée. Voir un exposé, pour trois variables d’ailleurs, dans la
These de M. Le Rov, Annales de ' Ecole Normale, t. 1h-15.
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me I'a fait remarquer M. Picard, & résoudre le probleme de Dirichlet
pour I’équation de type analogue
du du
he, yYAu +a—=— 4 b= —=cu +
(25 y) +(().lr+~)(),)' ce+f
olt A > o (profondeur d’un bassin) peut s’annuler sur le contour. Et
H. Poincaré a souligné la difficulté qui s’ensuit ().

On voit donc I'intérét que peut présenter 'étude de certaines équa-
tions aux dérivées partielles au voisinage de singularités des coeffi-
cients, et cela dans le domaine rée/, sans hypotheéses bien restrictives
sur les coefficients. Le présent travail est un effort dans ce sens.

2. On s’est heaucoup oceupé des ¢quations aux dérivées partielles
du second ordre du type elliptique (*), en particulier M. Picard qui
.dans son récent Ouvrage auquel je renvoie « Legons sur quelques pro-
blemes aux lirmites de la théorie des équations différentielles » (*), a plus
spécialement repris ses travaux sur I’équation

Av=1c(r, yu(x, ) (e>0).

La question, & peu pres laissée de coté par M. Picard qui m’en avait
proposé I'étude, du probleme de Dirichlet extérieur relatif a cette
équation, m’a conduit tout d’abord, au moyen d’une inversion évi-
dente, & étudier I'¢quation précédente et ses intégrales bornées, au
voisinage d’un point singulier du coefficient. De mes recherches con-
sécutives et dont une grande partie a été publiée plus ou moins brié-

(Y) H. Poixcark, Lecons de Mécanique céleste, t. 3, p. 290 (Gauthier-Villars,
1910).

(2) On trouvera un historique et une bibliographie détaillée du sujet jusque
vers 1goo dans Particle IT A, 7 ¢, de Vlncyclop. d. math. Wissenschaft (Som-
merfeld) et une exposition récente avec une bibliographie considérable, dans un
article de la méme encyclopédie (11 C. 12, 1924, p. 1277), par M. Lichtenstein
qui a personnellement heaucoup perfectionné cetle théorie, dans de multiples
publications.

(*) Fascicule V de la collection des Cahiers scientifiques (Paris, Gauthier~
Villars, 1930).
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vement, par fragments ('), je fais ici un exposé d’ensemble pour ce
qui concerne le sujet de ce Mémoire.

Encore que divers procédés et résultats puissent s’étendre a des
équations plus ou moins générales du type elliptique, j’éviterai des
longueurs et bien des difficultés en me limitant ici & un type trés
simple dont il semble naturel de pousser assez loin I'étude avant
d’aborder celle de types plus étendus.

Je ne considérerai (dans le domaine réel) que I’équation

(1) CAu=c(M)u(M) (¢20).

Je me placerai souvent d’abord dans le cas du plan (simple); I'¢quation
est alors celle de I'équilibre thermique d’une plaque rayonnante a
r(M)

T
de ¢c(M) étant celle du cocefficient de rayonnement. Mais presque tout
s’étendant immeédiatement au cas de n dimensions, j'en ferai la
remarque en signalant les différences.

Je supposerai pour ¢(M), en dehors du point singulier, qu’il est sim-
nlement 2o et continu. Seulement je ne puis me limiter a4 'hypothése
de continuité, plus large que celles employées ordinairement, qu’en
adoptant pour le laplacien une définition plus étendue que la défini-
tion classique, vu I'usage de la formule de Poisson pour le potentiel
spatial ; mais les intégrales de (1) auront leur sens ordinaire et un
laplacien ordinaire dés que ¢ satisfera aux hypothéses supplémentaires
négligées, comme d’avoir un gradient continu. On peut justifier cette
extension en remarquant que I'équation (1) avec le laplacien généra-
lisé est, comme on le verra, équivalente & une certaine équation inté-
grale locale qui correspond de plus prés au phénomene calorifique de
sorte que les conditions supplémentaires qu’on peut introduire pour ¢
apres la simple continuité sont tout a fait inutiles dans 'interprétation
physique. D’autre part dans ses études indépendantes de la théorie de

conductibilité constante </c=const.; c(M) = >, la singularité

(*) C. R. Acad. Sc.,1.189, 1929, p. 1230; L. 190, 1930, p. 101, 286 et 411;
t. 191, 1930, p. 697; t. 192, 1931, p. 206. — R. della R. Acc. N. dei Lincel,
1% sem., vol. XI,-fasc. 3, k, 5, 9, 1930, p. 268, 371, 458 et 80o0. — R. Istituto
Lombardo di Scienze e Lettere, 1930, vol. LXI1I, fasc. 11-15. — R. del Circolo
Matematico di Palermo, 1931, vol, LV, p. 21.
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;
Fredholm, M. Picard avait supposé ¢ > o en s’appuyant sur certains
lemmes, essentiels pour nous, mais que 'on a pu depuis étendre au
cas ¢ 2o; de sorte que I'on pourra adopter cette derniére hypothese.

Ajoutons que cette double extension d’hypothéses aura un grand
intérét de commodité dans certaines démonstrations ot 'on a & modi-
fier c.

3. Dans un Chapitre préliminaire je rappellerai des propriétés con-
nues avec des extensions, des compléments et une adaptation aux
hypothéses choisies pour (1). Je préciserai la notion de laplacien et
d’intégrale généralisés et donnerai sous la forme la plus générale des
propriétés d'impossibilité d’extrema des intégrales qui sont avec leurs
conséquences, de premiére importance; puis je parlerai du probleme
de Dirichlet intérieur relatif & (1) sans singularité, rappellerai les
méthodes de résolution et étudierai la solution comme fonctionnelle
de la distribution et de ¢; des travaux récents permettront d’obtenir
des propriétés assez générales relatives & I'allure des dérivées a la
frontiere; il sera utile également de parler de la fonction de Green
généralisée. Enfin, ce qui est essentiel pour la suite, j'étudierai les
familles et suites d’intégrales de (1); je donnerai des démonstrations
aussi simples que possible des propositions connues généralisant les
théorémes de Harnack et montrerai de plus la propriété trés utile
d’égale continuité d’une famille.

Varrive au deuxiéme Chapitre au sujet proprement dit et y étudie les
intégrales bornées au voisinage de O singulier; c2o n'y est pas défini
et 'on ne fait pas d’hypothéses sur son allure au voisinage. Entou-
rant O d’un contour v, je résous le probleme de la recherche d’une
intégrale u (bornée) prenant des valeurs données sur y : il admet une
solution unique; en comparant avec la solution harmonique, j’obtiens
quelques résultats généraux comme celui de I'existence d’une valeur
moyenne en () de «, limite de la moyenne sur un cercle infiniment
petit de centre O mais & certaines restrictions sur I'allure de g:'corres-
pondent des propriétés remarquables : par exemple sic.OM -~
quand OM -» o, toutes les intégrales s’annulent en O plus vite que toute
puissance positive de OM. Je montre ensuite que I'équation de Fred-
holm connue qui correspond au probléme de Dirichlet pour (1) lors-
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qu'il n’y a pas de singularité équivaut encore au probleme précédent;
c’est que[/ cuds a touy)urs un sens pour toute intégrale bornée u.

Celte équation intégrale a noyau singulier se trouve ainsi résolue indi-
rectement; elle permet d’obtenir des propriétés générales de « ou d’en
retrouver et se préte & un examen plus approfondi de cas particuliers
pour c; il faut pour cela étudier le potentiel logarithmique avec une
densité ayant un point singulier, c’est-a=dire I'équation Au= fou /
admet un point singulier, f/fa’c ayant un sens.

Au troisteme Chapiere | étudie, au voisinage du point O toujours sin-
gulier pour c, les intégrales non bornées, mais bornées dans un sens
par exemple inféricurement, et approfondis la notion de source pone-
tuelle en ce point singulier O du coefficient de rayonnement. Je me
rameéne aussitot au cas d’une intégrale u > o par addition d'une inté-
grale hornée. O se comporte comme « source simple » finic ou infinie,
¢’est-d-dire de flux fini ou infini; la nullité du flux entraine que P'inté-
grale soit bornce en module et réciproquement; u peut se mettre sous

. M)
la forme 242 log 3 si O est source finie, v 20 admet une valeur
2T 2 OM

moyenne en O égale i sa plus grande limite et an [lux; si O est souree
infinie, o admet une valeur moyenne infinie. Entourant O d’un con-
tour y, on peut chercher une intégrale s’annulant sur y et pour
laquelle O soit source de {fux donné fini non nul; il ya non-multiplicité
mais pas nécessairement existence, cela dépendant de 'allure de c;
au contraire il existe toujours des intégrales > o s’annulant sur v,
O pouvant étre pour elles source finie ou infinie; de plusle cas o1 une
source simple non nulle ne peut étre qu’infinie équivaut a celui ot
toutes les intégrales bornces s’annulent régulicrement en O. Enfin si

une intégrale u est telle que —'—'—T soit borné, elle est bornée dans
Iogw

un sens et O est source finie : ¢’est la géncéralisation du « principe des
singularités >0 » de M. Picard pour los fonctions harmoniques. L’ex-
tension de tout cela & I'espace donne par une transformation de Lord
Kelvin allure & I'infini dans Pespace des intégrales de (1).

Quant auzx méthodes employées, elles sont tout & fait indépendantes
de la théorie des équations intégrales. On utilisera constamment les
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propriétés quise traduisent dans I'interprétation calorifique par ce fait
qu’en tout point d’une plaque rayonnante en équilibre, dont les bords
sont & des températures > o et non partout nulles, la température
est > o et croitlorsquele coefficientde rayonnement diminue quelque
part, méme jusqu’a s’annuler partout (cas harmonique); la forme
linéaire et homogéne de I'équation (1) permettra de se ramener systé-
matiquement & étudier les intégrales > o3 lobtention des solutions
désirées se fera par un passage a la limite & partir de solutions relatives
aw cas o tl 0’y apas de singularité, soit qu’on Uisole, sort qu’on modifie
au voisinage le coefficient c de facon i le rendre continu; et la justifi-
cation rigoureuse sera basée sur les propriétés des suites d’intégrales
quant aux théorémes d’unicité ils seront en partie basés sur un type de
raisonnement introduit par M. Zaremba pour les fonctions harmo-
niques.

Mais avant d’entreprendre I’exposé de ces recherches, je tiens a
remercier ici bien vivement pour toutes leurs suggestions ou leurs
indications bibliographiques MM. Picard, Volterra, Bouligand et Lich-
tenstein avec qui jai cu le plaisir et le profit d’échanger bien des con-
versations ou de la correspondance. Je remercie ¢galement la Fonda-
tion Rockefeller & (ui je dois d’avoir pu poursuivre ces études sans
préoccupations matérielles, & Rome puis & Berlin.

CHAPITRE PREMIER.
PRELIMINAIRES.
I. — Laplacien et intégrales généralisés.
1. On sait que 'intégrale étendue au domaine (') borné Q plan

V ::[flug-ﬁ'-l-_, V(P dop,

.

potentiel logarithmique relatif & la densité continue bornée L(P),

(1) Une fois pour toutes, un domaine sera un ensemble connexe de points
tous intéricurs; et les intégrales seront prises au sens de Lebesgue.
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admet partout des dérivées partielles premiéres continues, qu’on
obtient en dérivant sous le signeff; moyennant des conditions sup-
plémentaires pour ¢, par exemple continuité des dérivées premiéres,
« condition de Holder », conditions plus générales de Petrini ('), le

) L., 0rV o2V s
potentiel admettra des dérivées =— £ et 'on aura
dat” Jdy?

2N 9V
— —— — T U /|
==+ = amb (M).

AV
Afin de pouvoir utiliser cette formule de Poisson sans autre hypothise
que la continuité pour ¢, on peut songer & employer un « laplacien
généralisé ». Rappelons que, pour des fonctions continues « sur un
domaine €, satisfaisant & certaines conditions plus larges que Pexis-

d*u Ju . . . . _
tence de - o7 mais remplies en particulier par les fonctions harmo-

niques et les potentiels logarithmiques & densité continue sur £, il est
possible de définir des opérateurs locaux appelés laplaciens généralisés
qui déterminent la fonction Au sur Q et jouissent des propriétés sui-
vantes (*) : :

ye ., *u J*u w .
1° Si z admet des dérivées T N le Au coincide avec leur somme

(laplacien ordinaire), ce qui entraine que pour une fonction harmo-
nique au sens classique, il existe et soit nul;
2° Si u, ¢ possédent ce laplacien généralisé, hu + ke(h, k const.)

'admettent et
A(hu ko) = h Aw -+ L Av;

3° Si u admet un maximum en un point, on aura en ce point AuZo;
4° La formule de Poisson est valable, c¢’est-d-dire que si ¢(M) est

(') Voir Perrint, Acta math., t. 31, 1908, et Journal de Liouville, 19og. 11y
démontre aussi la validité de la formule de Poisson pour une densité seulement
continue, avec une définition convenablement étendue du laplacien, mais qui ne
rentre peut-étre pas d’ailleurs dans la classe de celles qu'on va considérer.

(*) Voir le Mémorial des Sciences mathématiques, fasc. X1 (Bouligand),
p- 3, 4, 13.
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continue sur Q

(1) A(ff]ogml-]—)q;(f’)dap):—27:'@(3’1‘)

v étant un cercle complétement intérieur 2 Q et M intérieur a v.
Un exemple de tel laplacien est celui de M. Zaremba défini, en pre-
nant deux axes de coordonnées rectangulaires, par

w(x b, )4 —lo, y) —ow (e, )y 4w (e, y == k)= w(e, y — h) —au(x, )).
n:

lim
=0
Il est évident que les conditions 2° et 3° sont remplies; quanta la pre-
micre il suftit de savoir que si une fonction ¢(x) admet une dérivée

.. ERE . L., .
seconde ordinaire s> elle admet aussi une dérivée seconde directe

ool ) Al — R — 20 ()
lIim -
n==0 h*

égale a l'autre ('); quant a I'existence de ce laplacien pour le poten-
tiel logarithmique 4 densité continue el la condition 4°, assez difficiles
a établir, je renverrai au Mémoire ou M. Zaremba a introduit son
laplacien généralis¢ ().

Par un raisonnement (res simple de M. Zaremba on peut voir que
tout laplacien généralisé répondant aux conditions précédentes est tel
que si Au existe et est nul dans un domaine w, « y est /:armonzgue au
sens classique (*).

Jajouterai que si une fonction admel un certain laplacien géné-
ralisé A,u qui soit continu sur w, tous les laplaciens généralisés
possibles y existeront et seront égaux au précédent. Cela résulte
aussitot du fait que

1 1
w (M) -+ ﬁfl[log MPA‘,U(P)(/m,.
I

(1) Gela résulte aussitdt de la formule de Caunchy qui généralise celle des
accroissements finis (voir o Lo VaLuie Poussin, Cours d’Analyse, t. 11, 2° édi-
tion, 1912, p. '~0, ou 6° édition, p. 120). Voir aussi WiLkosz, C. R, Acad. Sec..
t. 17k, 1ga2, p.

(%) R. di [’alemno, t. XIX, 1905, p. t4a.

(") It. di Palermo, t. XIX, p. 147. Voir aussi Mémorial, XI, p. 13.

Ann. Ec. Norm., (3), XLVIII. — Mar 1931, 21
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est harmonique & l'intérieur du cercle y, lui-méme complétement
intérieur 2 w.
2. En vue des applications, on s’assurera d’abord immédiatement,

par une approximation des fonctions ('), que les formules classiques
de Green comme

dy do® )
o AL — @ —t 1] — 2
(2) ff( Al Ll)AJ)(/O’-l—/IL(J[ln dﬂ)ds‘ o (%)

sont valables pour des fonctions continues possédant un laplacien géné-
ralisé continu dans un domaine D, ou D est complétement intérieur.

Dans le méme ordre d’idées, étendons la formule classique de trans-
Sformation du laplacien par une correspondance conyorme (M, M").

Si w/(M') =u(M) sont douées de dérivées secondes continues au
voisinage de M,, M,, on sait que dans ce voisinage, A" désignant le
laplacien d’une fonction de M’, on a
(3) A (M) == Au(M).p (M)

2
M

ou p(M') est le rapport positif et fini :73; relatif & lva transformation
con forme.

Je vais montrer, en suppownt seulement (M) continue et douée
de laplacien généralisé continu ai voisinage de My, que u'(M,) admetira
au voisinage de M, un laplacien généralisé continu donné par la for-
mule précédente (3) (*). :

Au voisinage de M,

”(M)""___fflo’M[)A” (P) dop -+ H(M),

H(M) étant une fonction harmonique a 'intérieur du petit cercle v de
centre M,. Posant

q,(wl):ffxogM’l,Au(l?)dap, WY = 4 (M),

(') Voir ma Note (loc. cit.) R. dei Lincei, vol. XI, 1930, p. 376.

() Il suffit que le contour soit formé d'un nombre fini d’arcs 4 tangente con-
tinue, deux quelconques ne pouvant avoir de point commun en dehors des
extrémités.

(*) Je vais adpater un raisonnement que m’a communiqué M. Bouligand dans
le cas plus simple de P'inversion dans I'espace.
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il suffira de prouver que ¢'(M’) admet tout laplacien généralisé & I'in-
térieur de y et que
AN (M) = p (M) AU (M),

Désignons par O(M', P") le rapport \IP’

Alors en passant pour I'intégrale [f du domaine d’intégration y au

domaine transformé v/, il vient

I . ;
U(M)= f[ﬂlogWLAu(l-’)]p(P’)(/g-l,,
+/[log9(M’, P A (P)]p(P') doy,

en considérant [Au(P)] comme fonction de P’.
La démonstration sera achevée si 'on établit que le second terme

f [ogs (M, PH[A((P)Tp(P") day
u.(,

estune fonction harmonique. Mais cela résultera du fait que log6(M’, P")
est une fonction d’ailleurs symétrique, continue de I'ensemble des
deux points, et karmonique par rapport a chacun d’eux, méme quand
le point variable vient coincider avec le point fixé. Or d’apreés la
relation

log6(M’, P') = log RT’I—F’ — Iong[;

et la conservation de '’harmonicité par transformation conforme, 'har-
monicité est évidente quand M’ et P’ sont distincts. On complétera
aussitdt en utilisant la propriété bien connue et qui remonte i
Schwarz (') qu'une fonction bornée et harmonique au voisinage d’un
point sauf peut-étre en ce point, peut y étre définie de facon a y étre
également harmonique. En effet 6(M’, P') lorsque M'— P’ fixé, tend

() Scawarz, Journal de Crelle, vol. Th, 1872, p. 252. On trouvera plus loin
(Chap. II, n° 1) une démonstration trés simple de MM. Zaremba-Lebesgue.
D'ailleurs ce théoréme rentre dans le « principe des singularités positives » de
M. Picard (voir plus loin, Chap. III, n° 2).
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vers /o (P) positif et fini. Le théoréme est donc établi et dans le cas
de Uineersion OM.OM == 1 on aura

done

A/ (M7) == —— Au (M) =DM Au(M).
oM’

3. Considérons I’équation plus générale que Au == cu
(4) Au=TF(u;z,y),

ou le second membre est fonction continue de 'ensemble des trois
variables, u étant quelconque et le point M(z, y) dans un domaine €.
Je dirai que u fonction continue de M sur un domaine « de Q est sur ce
domaine intégrale (généralisée) de Uéquation (4), s'ul existe sur « un
laplacien généralisé Au égal a F(u; x, y). Alors tous les laplaciens
répondant aux condilions précitées existeront pour « et auront méme
valeur sur w; et la fonction

. 1 1 S,
lL(.ﬂ:,)’):tt(l\'l}--%—-Z-TT/:[’]og B F(u(P); P)dop

i

sera harmonique a l'intérieur du cercle vy arbitraire complétement inté-
rieur & ». Réciproquement si «, continue de M sur o, est telle que, a
Vintérieur de tout cercle v complétement intérieur 4 w, B soit har-
monique, u admettra sur w tous les laplaciens généralisés; et ils
seront en chacque point égaux & la fonction continue F[u(M); M].

Ainsi la définition de l'intégrale généralisée, basée sur I'existence
d’un laplacien généralisé, coincide avec la suivante : uestintégrale sur o
st, a Uintérieur de tout cercle y complétement intérieur a w, la fonction E
est harmonique.

Observons maintenant que leff de I'expression E admet partout
dans w des dérivées premitres cont{inues, qui s’obtiennent par déri-
vation sous le signe [ [ . Donc toute intégrale de (4)au sens généralisé
adopté admet des dérivées premiéres continues. Si maintenant
F(u; x, y)admet des dérivées partielles premiéres continues, on voit
que toute intégrale de (4) admettra toutes ses dérivées secondes
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continues ; donc elle sera intégrale au sens ordinaire, en entendant par 1a
qu’elle a ses dérivées secondes continues et que le laplacien ordinaire
est égal & F(u; M). Bt cela subsisterait d’ailleurs avec des conditions
sur F plus larges que les précédentes.

Je donnerai encore une autre définition équivalente, et trés impor-
tante, de ’intégrale généralisée; il faut et suffit, que sur w, u admette
des dérivées partielles premiéres continues et que pour tout cercle v,
completement intérieur, on ait

) [ du(/(r]zW)ds*“:f/F(”(M), M) doy.

circonfl. 7y— ext

Cette condition est nécessaire. Prenons en effet ’expression E relative
a un cercle y contenant y, ouay, lui-méme; vu ’harmonicité a U'inté-

rieur, on aura
——ds=o0;
. _{ﬂ//n

d’autre part, par des opérations faciles a justifier (')

/ (;f), [/fl‘)g N]ll) F(”(P)) P) (151\1 (,ZSM
Yoext v |
] /f[/ 1;[;z<l(’g .\/;p> ’ISMJ F(u(P); P)dop
' i Ty oxXL .

:—~27rff'lf’(u(P);P)clap,

d’ou la condition annoncée.
Elle est suffisante car elle entraine pour I'expression E relative & vy
quelconque, et qui aura des dérivées premitres continues, la propriété

4B ds=o0
L dn T

() On pourra isoler la circonférence y, par un voisinage en couronne, puis

aprés des opérations valables dans des conditions ordinaires sous le signeff,

passer a la limite.
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pour tout cercle y, contenu dans v, en vertu de la derniére égalité.

Il en résulte, d’aprés un théoréme de Bocher-Keebe (') que E est
harmonique & V'intérieur de y. €. Q. F. D.

Ainsi la derniére équation intégrale locale équivaut 2 I’équation
prise au sens généralisée; elle est plus générale que I’équation aux
dérivées partielles prise au sens ordinaire. Nous adoptons ainsi tout a
fait un point de vue de Bocher sur le remplacement d’équations aux
dérivées partielles par des équations intégrales (*). Jinsiste pour le
cas de F=rcu(c2o0) sur la signification évidente de [’¢quation inté-
grale locale (5) dans Utnterprétation calorifique; ¢’est cette équation (5)
qui traduit directement le phénoméne d’équilibre thermique et c’est
d’elle qu’on tire, moyennant ’hypothése supplémentaire des dérivées
secondes continues de u, hypothése en fait inutile, I’équation aux
dérivées partielles prise au sens ordinaire.

4. Les considérations de ce paragraphe I s’étendent aussitot au cas

\ . . 1
de 'espace & n>2 dimensions. On remplacera seulement log s

1 a . . -
par —— et danslaformule de Poisson le coeflicient 2= par (n — 2)s,
MP ‘
s, étant la surface de la sphére unité. Toutefois en ce qui concerne la
transformation du laplacien par transformation conforme, ce qui pré-
céde ne peut s’étendre que pour le cas de la similitude; mais pour
ingersion, on peut établir la transformation de Lord Kelvin
OM.OM' =1, ¢/ (M) = ﬂl\‘ff W(M),  A(M)= —— Au(M)
' ' oM’
par une démonstration, de principe analogue & celle donnée plus haut,
un peu plus simple, et qui m’avait ét¢ communiquée par M. Bouligand.

(') Si, sur un domaine, une fonction @(w«) posséde des dérivées premiéres
. e . ” . . " d
continues et salisfait pour toute circonférence 7 a la C()I)(]lll()ll/ n ds =0, o est
dn '

harmonique (voir références et démonstration dans 1'Ouvrage de M. Keirog,
Foundations of Potential Theory (Berlin, 1929), p. 227).
(*) Voir par exemple Iivans, The Cambridge Colloguium, 1916, p. 75.
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II. — Propriétés dimpossibilité de certains extrema des intégrales
et conséquences immédiates.

5. On connait depuis longtemps des propriétés de cette nature pour
les intégrales d’équations de type elliptique, avec des coefticients soit
analytiques (Picard), soit seulement continus (Paraf) (). Prenons par
exemple 'équation Au'=cu ot ¢ est continu sur un domaine w. En
supposant ¢ > o, M. Paraf montre 'impossibilité pour une intégrale
(et le raisonnement vaut au sens généralisé de 'intégrale) d’avoir un
maximum en un point M, de w ou elle est positive; il suffit de voir
que Au doit étre So en ce point tandis que cu y est > o0. On voit le
role essentiel des hypothéses ¢ > o, u(My) > o; et pourtant le résultat
subsiste sous les hypotheses ¢2o, u(M,) 2o, le cas u = const. étant
excepté. M. Lichtenstein afait dans cet ordre d’idées et pour des équa-
tions plus générales, des remarques qui lui ont permis d’étendre des
travaux de M. Picard basés sur les seuls théorémes de Paraf. Mais il a
toujours pris d’ailleurs le laplacien dans son sens classique.

Rappelons et précisons quelques théorémes d’impossibité d’extrema
valables dans I'espace & n dimensions (*). '

6. Considérons I’équation
(6) Au=cu+ [ (czo0),

ol les fonctions ¢ et /'sont continues sur un domaine w, ¢ étant essen-
tiellement 2 o.

Pour toute intégrale généralisée i y a impossibilité d’un mazi-
mum > o en un point M, dans le voisinage duquel : 1° u n’est pas
constante; 2° fZ o3 ou bien d'un minimum <Co en changeant la condi-

(*) Voir Picarn, Journal de 'Ecole Polytechnigue, 18go, et Traité d’Ana-
lyse, t. 1I, Chap. I, § 11I.

(*) Au cours de I'impression, je ne puis que signaler, suivant I'aimable indi-
cation de M. E. Schmidt, la Note récente et trés simple sur ce sujet de
M. E. Horr [ Sits. der Pr. Ak. der W. (1927)]. Elementare Bemerkungen....
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tion 2o en f<o (). Soulignons pour le seul cas de 'équation
(7) Au=cu (¢20),

les conséquences importantes qui suivent :

Si sur un domaine o U'intégrale u n’est pas partout constante, il ne
peut y avoir de maximum > o ou de minimum < o; sinon on pourrait
trouver un point ou cette propriété existerait et pour lequel u ne serait
pas constante au voisinage. Ainsi, hors le cas «=const. sur o,
u n’atteint pas sur » sa borne supérieure si celle-ci est > o, ou sa
borne inférieure si celle-ci est < o.

Par suite si « considérée sur un domaine borné Q prend (*) sur la
frontizre =, en chaque point, une valeur nulle ou d’un signe déter-
miné, u sera nulle ou de ce signe sur Q; et si elle prend en chaque
point de X une valeur de module Sp, on aura sur Q |u|Zp, et
méme | n| < p.si u n’est pas constante sur Q.

En conséquence il ne peuty avoir deux intégrales distinetes de (6)
ou (7) prenant la méme valeur déterminée finie en tout point de la
frontiére d’un domaine horné considéreé.

Considérons maintenantsur Qles fonctions continues w ., u, telles que:

L Auy==c u, (e,20)

I (eyZ ey e, ¢y conlinues sur £2);
Avy==c,u, (¢420) A=T2 T1 Th =)

2° u,, u, prennent en tout point de la frontiére X des valeurs finies

satisfaisant &
U2 0 et ty Sty

Sous ces conditions on aura sur Q

U zo et wy Sty

(*) J’en ai donné une démounstration dans une Note des Lincei (vol. X1, 1930.
p- 373), puis dans la Note de '/st. Lombardo (loc. cit.); je me suis apercu
ensuite qu'elle était la particularisation de celle qu’avait faite M. Lichtenstein
pour 'équation linéaire générale (Encylklopicdie, loc. cit., p. 1309, Fussnote 73).

La méme démonstration fournirait des propriétés analogues pour I'équation
Au=F(u, M).

(*) Dire que w« définie sut un domaine prend wune valeur ). (sous-entendue
« déterminée ») en un point M, de la fronticre, ¢’est-d-dire que « -» 2 quand M,
sur le domaine, tend de facon arbitraire vers My, c¢’est-ii-dire quand MM,—» o.
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En effet, 'impossibilité d’un minimum < o pour u, impose
bien u,2>o0; mais alors

A(u,— wy) =y (1, — 1) + (0, — ey uy ol (e;—es)u Lo,

et 'impossibilité d’un minimum <o pour «, — u, impose bien u,<u,.
Par suite, si on remplace la condition 2° par celle qu’a la frontiére

u, 2o et | wy | Sy,
ces inégalités vaudront aussi a Uintérieur.

7. Onverra que le théoréme précédent s’étend en remplagant
Au, =, u, par Auy=c u,+ f avec f <o,

et cela permet de compléter I”énoncé initial du n° 6; en montrant sous
les mémes conditions la méme impossibilité pour un maximum nul, ou
ce qui revient au méme, que pour toute intégrale (généralisée)
de Au=cu—+ f (czo), il y a impossibilité d’un minimum nul en tout
point M, dans le voisinage duquel u n’est pas partout nul et f est So (*).

Soulignons I'impossibilitée d’un extremum nul pour toute intégrale
(u = o excepté) de I'équation homogéne (7) et complétons les énoncés
de la fin du n® 6.

Une intégrale 2o sur un domaine est partout nulle ou partout > o,
sinon on pourrait trouver un point ou elle aurait un minimum nul
sans étre nulle au voisinage.

Donc si une intégrale sur un domaine prend une valeur déter-
minée 2o en tout point de la frontiere, elle sera positive en tout point
du domaine, des qu’elle ne sera pas nulle sur toute la frontiére.

Dans le dernier énoncé du n° 6 supposons u, non partout nulle sur X,
donc ~>o sur Q. Alors, si I'égalité u,= u, a lieu en un point du
domaine, elle aura lieu partout et d’aprés ’équation

A(u,— uy)y=c(u; — wy) 4+ (¢ — €5) Uy,

(1) J’en ai donné une démonstration (R. Ist. Lomb., loc. cit., n® ). M. Lich-
. e e e e o ) . u ou
tenstein avait déja indiqué Ia propriété pour I’'équation Au + « Frian b Jy =cu,
par une méthode toute différente valable sans hypothése sur le signe de ¢
(R. di Palermo, t. 33, 1912, p. 210).
Ann. Ec. Norm., (3), XLVIIl. — Mar 1931. 22
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~on aura ¢, =c, sur Q. En conséquence i/ suffira qu'en un seul point
de X on ait u,< u, ou bien qu’en un point du domaine on ait ¢, < ¢,
pour que en zout point du domaine u, < u,.
Observons encore pour la suite que, sans hypothése a la frontiére,
sous les conditions
sur Q eS¢y (et non ¢, =¢,),
ofu,Suy;

alors, si l'un de u,, u, est > o, on aura partout u, < u,.

III. — Le probléme de Dirichlet relatif & 1’équation
(7 Au=cu (c20).

Quelques propriétés de la solution. Fonction de Green généralisée.

8. Le probléme de Dirichlet classique @ pour un domaine borné Q
de frontiere X consiste & trouver une fonction harmonique sur Q et
qui prenne des valeurs données en distribution continue sur .

On a un probléme plus général (@,) en remplacant la condition
d’harmonicité par la condition (7), ¢ étant zo et continue sur le
domaine. De méme que pour le premier, il n’y a pas toujours de solu-
tion sous les seules hypothéses faites; mais nous savons d’apres le
n° 6 qu’il ne saurait y avoir deux solutions distinctes.

Restreignons les hypothéses pour avoir dés maintenant un cas
simple ol il y ait une solution. Nous prendrons, comme domaine, un
domaine borné pour lequel le probléme de Dirichlet harmonique soit
possible, quelle que soit la distribution continue donnée sur X ou,
comme nous dirons, un domaine (de type) Dy; il jouit de la propriéteé
suivante, conséquence de travaux modernes sur le probleme de Diri-
chlet : 6tons-en un domaine fermé complétement intérieur et d’exté-
rieur connexetel que, sionle supprime d’un cercle (ou sphére) ol il est
complétement intérieur, il reste un domaine D,; alors il restera aussi
un domaine D, dans 'opération proposée.

Supposons d’autre part sur ¢(M) qu’il soit borné sur le domaine
considéré Q. Alors 4(M) étant la solution harmonique pour une dis-
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tribution donnée sur X, et G(M, P) la fonction de Green de Q ('), la
recherche d’une solution « du probléme (®,) équivaut i la résolution
de I’équation du type de Fredholm,

(8) w(M) -+ L 'G(\M, PYyc(P)u(P) dop= N~ (M)
2TJ Jo

(cas du plan mais équation analogue pour I'espace) ol « est continue
et bornée. »

Je renvoie pour cela & I’Ouvrage de M. Picard (p. 129) dont les
raisonnements peuvent s’étendre aussitot avec les hypothéses que
nous avons adoptées.

Remarquons que I'équation sans second membre ne peut avoir de
solution non nulle; sinon ce serait une solution du probléme de
Dirichlet non nulle partout mais nulle & la frontiére. 1l en résulte que
la théorie de Fredholm dont on sait maintenant que les théorémes
fondamentaux sont valables pour (8) et nos hypothéses, fournit une
solution du probleme. Il suffirait d’ailleurs d’utiliser cette théorie
lorsque Q est un quadrillage (ou polycubique) car un passage a la
limite permet de passer de la au cas général.

9. D'ailleurs on peut se passer de la théorie de Fredholm et traiter
le probléme précédent par des méthodes antérieures au développe-
ment de la théorie des équations intégrales. Je renvoie & leur exposé
au Chapitre IX de’Ouvrage de M. Picard. Une premiérc méthode due

(*) Voir, pour ses propriétés, 'Ouvrage de M. Picard (Chap. VIII) et pour
le théoréme de symétrie, 'Ouvrage de M. Kellog (p. 238). Soit

G== logm—l-r_—) —n(M, P) <ou lﬁ—f:: — w).

Je souligne pour o (M, ) [M (=, ¥); P(, )] que les dérivées de tous ordres
en z, y sont continues de (M, P) pour P sur le domaine fermé et M au voisinage
de tout point intérieur; d’aprés cela, ¢ étant continue et bornée sur £, on

pourra dériver sous le signe [j Pexpression //(,)(M, P)YL(P)dop; d'ou
y J Ja

vésulte I'harmonicité de cette expression.
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3 M. Picard (') consiste & partir d’un domaine assez petit pour que
réussisse un procédé de résolution par approximations successives
(voir p. 133) et & 'agrandir progressivement jusqu’au domaine pro-
posé grace a I'emploi d’un procédé alterné (worr p. 141); les hypo-
théses sont plus restreintes que les notres, mais on pourrait adapter
les raisonnements & notre cas; en particulier on fait tout de suite
extension ¢>o0 en ¢>o (*); pour la seconde méthode exposée (*)
(p. 150) I'adaptation est immédiate, les difficultés venant de la géné-
ralité du domaine disparaissant parce qu’on raisonne toujours sur le
domaine proposé; et c’est sur I'équation qu’on fait des modifications
successives par I'introduction d’un paramétre (*).

Ainsi, sans la théorie de Fredholm, on peut établir lu résolubilité du
probléme @, pour I'équation (7) et un domaine D), ¢ étant supposé
borné et quelle que soit la distribution continue donnée. Etudions la
solution de ce probleme.

10. A une combinaison linéaire homogene de deux distributions
sur la frontiere X, correspond la solution obtenue par la méme com-
binaison des solutions. Autrement dit lu solution est une fonctionnelle
linéaire de la distribution donnée.

(1) Acta math., . 12, 1888, ou est le premier des nombreux travaux de
M. Picard sur les éruations du second ordre. Schwarz avait bien étudié aupara-
vant (Acta Soc. Foen., t. 15) I'équation Aw == cw, mais pour ¢ << o.

(*) Cette extension de ¢>0 en ¢Zo est immédiate pour le lemme fonda-
mental (loc. cit., p. 13¢g) relatif & un domaine & deux contours au moins. Avec
une seule courbe limitante, e lemme n’est plus exact pour le cas harmonique;
mais M. Picard a fait remarquer qu'il I'est dans le cas ¢ > o (p. 145). Grace
aux n® 6 et 7, on verra que cela s’étend a 'hypothése ot ¢ est 2 0 et non par-
tout nul sur le domaine,

(*) Méthode de prolongement analytique donnée pour un type d’équation
plus général non linéaire, par M. Le Roy dans sa Thése (Annales de U Fecole
Normale, t. 1h, 18¢7, . 452-462).

(*) On peut poursuivre ce genre d’extension des travaux de M. Picard; ainsi
dans 'étude de Au=F(u; 2, y) (Chap. 1X, §1I1) on peut remplacer hypo-
thése fondamentale F), > o par I}, 2 0 tout comme dans le cas ¥ = cu; de méme
au Chapitre X aussi bien pour les problémes plans que gauches, on peut changer
Phypothése ¢ > o en ¢ 20, a condition seulement que, pour les problémes sans
solution harmonique, ¢ ne soit pas partout nul.
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Elle est 2o si celle-ci 20 et méme alors soit partout nulle, soit par-
tout >o (woir § IT). Toute distribution peut étre considérée avec
grand arbitraire comme la différence de deux distributions 2o; de
sorte que toute solution est, soit > o, soit la différence de deux solu-
tions > o0, ce qui sera utilisé trés souvent. On sait d'aprés le para-
graphe II comparer deuz solutions > o relativement aux distributions
données, et aussi aux fonctions c.

On voit aussitot que si une distribution varie infiniment peu, il en
est de méme de la solution, puisque le module de la différence de
deux solutions est au plus égale & son maximum sur Z. Autrement
dit en prenant comme « distance » de deux distributions le maximum
du module de la différence en un point, la solution est une fonction-
nelle continue de la distribution, et cela uniformément sur le domaine,
avec uniformité encore par rapport i c.

C'est aussi une fonctionnelle continue du coefficient ¢, uniformé-
ment sur le domaine, méme, dans le cas du plan, en prenant comme

« distance » de deux fonctions ¢, c, et c, la valeur\/fj (ci—ey)*do.
. o)

Fixons une distribution donnée quelconque de module maximum .
Soient u,, u, les solutions correspondant a ¢, et ¢,. La diffé-
rence u, — w, s’annule sur la frontiére et satisfait a

Aty — wy)y==c (1w, — 1w,) 4 (c;— ey) .
Comparons-la avec la fonction z o

o Z)‘—IT—E‘/.I/;[J,H(:,(P)——~(:2(I’)]G(M, P) doy

nulle sur X, intégrale de

Ap =], — cy| -
On voit que

Aty — thy—9) =c (U — tty— )4, v 4 (¢, — ¢, Uy +| ey — eu| |,

et comme
(¢y-— o)ty [y — ey | L 20,
done
09 A4 (Cy— ) Uy | e — € | P2 0,
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la fonction u, — u, — ¢ nulle sur X ne peuat prendre de valeurs >o
sur Q sinon elle admettrait en un point un maximum > o sans étre
constante au voisinage. Donc

Uy — uy— v <o.

En considérant de la méme facon u, — u, — ¢, il viendrait

Uy— Uy — 92 0.

Donc
|ty — | S 9,
ou
(9) =g [le) = a(P)| 601, P) day,

et, par suite, d’aprés une inégalité de Schwarz bien connue,

[wy— u, | < N \//I[G(NT, P)J? dop \/f ‘ ¢ (P) — ¢y (P) P elop;
27 Q Q

et comme ff[G(DﬁT, P)]? do, est une fonction de M bornée sur Q ('),
Q

. - P
on conclut & la formule trés importante, pour la variation cu corres-
pondant i cc,

(10) ulghy/ [ [(erds (Ao,
v

olt A ne dépendant que du domaine et la distribution sur X mais pas
de ¢, est méme le produit d’une constante attachée au domaine par la
borne p. de la distribution.

Cette formule (10) est plus précise que la continuité annoncée : on
en déduit

(10" [ 6w | < B max|dc|,

ol B est une constante analogue 4 A.

(1) En considérant le cercle de centre un point quelconque de et de rayon
égal au diametre D de €, on voit qu'une limite supéricure de I'expression

D
D\ 2 Ny \ . .
est f r <1og = dr. D'ailleurs I'expression est contlinue de M sur ¥ et, en rai-
0

sonnant comme pour ffG da, on verrail qu’elle s'annule sur 2.
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Cela sc déduit directement d’ailleurs de (g) et démontre la conti-
nuité de la fonctionnelle quand on prend comme distance de deux c,
max |dc|, ce qui est bien moins général que le premier énoncé.

Lorsqu’on tmpose a ¢ d’étre borné par un nombre K, on peut établir la
continuité de la fonétionnelle « de ¢, encore uniformément sur le
domaine, dans un sens plus étendu que les précédents, en prenant

comme « distance » de deux e, /f\ cc|ds, c’est-a-dire que

. Q

(10") |du|—>o0 avec /[)\ oc | do.

Cela se déduit facilement de la formule (9) en isolant le point Minfini
de G pour P'intégration; et 'on voil que cette propriété de continuité

entraine celle qui correspond a la distance \//j | cc|* do, mazs avec
Q

les ¢ bornés; il suffit de remarquer que

f Q:]r}‘{:[claiv/j:/£;\6(:|2cla-\//‘fﬂ.da'.

Montrons enfin que, pour une distribution donnée, lorsque c tend uni-
Sformément vers —+ =, la solution tend vers zéro uniformément sur tout
domaine complétement ntérieur. 11 suffit de le voir pour une distribu-
tion 2o et un coefficient ¢ = const. £ > o.

Mais alors d’aprés I'équation

2

ua X ffG(M, P w(P) dop=h(M)
T Q

[ot A(M) est la solution harmonique fixe 2o ],

/.‘f [G(M, PYw(P) dop

Jo
est borné, donc

/.[G(M, PYu(P)dop—+0 avec L.
Ja o k

Il en résulte que par tout domaine w complétement intérieur,

f/u(P)(;/ap—-fro avec—;ﬁ
w *
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(c’est-a-dire que, sur o, u tend vers zéro en moyenne). Montrons
que u - o en tout point. Si en effet «(M,) restait supéricur & € > o, il
en serait de méme de la valeur moyenne sur toute circonférence y de
centre M, puisque cette valeur moyenne est lavaleur en M, de la fonc-
tion harmonique & U'intérieur de y et prenant sur vy les mémes valeurs
que u; on en déduirait bien aisément que la valeur moyenne dans
I'aire d'un cercle de centre M, resterait supérieure & ¢ quand £ - ~+ cc.
D’ou la contradiction. Ainsi u — o en tout point avec 7‘ Lt comme
u décroit quand £ croit, il résulte d’un théoréme aisé de Dini (') que
u tendra vers zéro avec /[- uniformément sur tout domaine complétement

intérieur 4 Q.

11. Parlons maintenant de I’allure des dérivées premicres de la solu-
tion au voisinage de la [rontiére X.
- Prenons d’abord (dans le plan) le cas simple d’une portion de X
formée d’un arc analytique sur lequel la solution prend des valeurs en
succession analytique. On peut alors prolonger la fonction a tracers
Uare de telle sorte qu'il y ait des dérivées premiéres continues au voisi-
nage bilatéral; c’est ce qu’établit un raisonnement (rés simple de
M. Picard (*) a I'aide d’une transformation conforme.

Mais on peut aller beaucoup plus loin en utilisant des résultats tout
a fait récents sur lesquels M. Lichtenstein a eu 'amabilité de me
mettre au courant. ‘

Tout d’abord rappelons un théoréme de Dini (* ) : Considérons sur
un domaine borné Q une fonction Y(P) bornée, et continue (ou
méme simplement intégrable). Le potentiel

V(P):f\[)log 15 U(P) o

admet des dérivées premieres partout continues et qui, dans toute

(") Si sur un domaine borné fermé, une suite de fonctions continues est en
chaque point non croissante et tendant vers zéro, il y a convergence uniforme
vers zéro. Démonstration facile par 'absurde.

(*) Journal de Liouville, 19oo, p. 130-134.

(*) Acta. math., t. 25, 1902, p. 191-197.
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N

région bornée du plan satisfont & une condition de 1islder

oV ({)\ N S L
({7‘-;).“‘—- \-();'>m < A MM, (A, % conslantes > o, 4 arbitraire < 1).

{ou y) (o y)

On verra aisément que sur un arc de courbe possédant une cour-
bure (finie) continue, V admet une dérivée tangentielle (()% qui satis-
fait & une condition de Holder avec le méme exposant %.

Considérons maintenant une courbe de Jordan simple i courbure
finie et continue, et, sur elle, une distribution de valeurs, continue et
admettant sur une portion ;:3 de la courbe une dérivée par rapport a
'arc s satisfaisant & une condition de Hélder avec un certain expo-
sant A. Il résulte d’un Mémoire récent de M. J. Schauder (') que la
solution W da probléeme de Dirichlet classique harmonique admet
des dérivées premicres qui prennent des valeurs finies déterminées en
tout point de ;\‘8 (extrémités exclues) avec continuité sur I'arc. En
tout point de ;B (extrémités exclues), il y aura donc une dérivée de W
dans toute direction non tangente (*); en particulier il y aura une
dérivée normale continue de s qui sera la limit& d’ailleurs avec uni-
Jormité sur tout arc complétement intérieur a «3, de la dérivée dans
la méme direction, en un point infiniment voisin sur la normale.

Revenons maintenant i la solution « de notre prob‘léme,/i\ntégrale
de (7) et supposons qu’une portion de la frontiére soit un arc o3 & cour-
bure ( finie) continue et que la distribution donnée sur cet arc admette

o N . , . , e . .
sur tout arc o, 3, complétement intérieur, une dérivée de la longueur s de

(") Math. Zeitschrift, 1g31. Bd 33, Potential theoretische Untersuclungen,
S. 602-640, M. Schauder se place dans 'espace a trois dimensions, mais loul
slapplique immédiatement au cas du plan. Il étudie d’abord le polentiel de
double couche, puis, grace & une équation de Fredholm, passe au probléme de
Dirvichlet. Voir aussi LicurensteiN. Berichte der Scch. Ak. der W. T2 (1931),
Ueber einige Hilfsitze der Potentialtheorie.

Je suppose dans le texte qu'il y a une courbure finie continue; on peut étre
un peu plus général en introduisant une condition de Holder pour la tangente.

(%) Cela résulte de la formule des accroissements finis qui ne suppose 'exis-
tence de la dérvivée qu’a (intérieur de Pintervalle. On en déduit quesila dérivée
a une lmite & une extrémité, elle existe en ce point et est égale a celte limite.

Ann. Ee. Norm., (3), XLVIL — Jux 1g31. 23



178 MARCEL BRELOT.

Parc qui satisfasse & une condition du type de Holder. Alors, on peut
affirmer que les dérivées premie‘res de u prendront des valeurs déterminées
finies en tout point de af (e\trumles exclues) avec continuité an voi-
sinage, d'ou il suit, comme plus haut, les propriétés de dérivation i la
h*ontwr e, en particulier pour la direction normale.

En effet joignons deux points z,, (3, intérieurs a r/( par un arc tracé

/\
sur le domaine, de facon & former avec «,03, de la frontitre, une
courbe simple de Jordan T' & courbure continue. Si s est le domaine

délimité,
u~+———4/[lo.; I Pyu(P)dap

est harmonique sur ¢ et prend sur I' des valeurs formant une distribu-
tion continue; mais celle-ci, I’apres le théoréme de Dini, admettra le

/'\\ - p s . . .
long de o,3, une dérivée en s satisfaisant & une condition de Iolder

<l exposzmt étant le plus petit des deux qui correspondent aux valeurs

prises respectivement par u et par JE/) Mais alors, d’apres les
'

résultats de M. Schauder, cette fonction harmonique et par suite

u admettront des dérivées sur ¢, prenant des valeurs en tout point

de «,p, (extrémités exclues) avee continuité. Dot le théorime

annoncé.

Il nous sera particuliérement utile de connaitre !’ecaistence d’une
dérivée normale définie directement sur la frontiére et de savoir qu’elle
est égale a la linute de la dérivée dans le sens de la normale en
un point intérieur voisin, ceci ayant lieu uniformément sur tout arc
completement intérieur a a/ﬁ Utilisons cela dés maintenant : suppo-
sons la frontiére X formée d'un nombre fini de courbes de Jordan
simples sans point commun, 4 courbure continue et supposons aussi
que la distribution sur X admette une dérivée en s satisfaisant i une
condition de Holder. Tracons alors des courbes paralléles i celles de
la frontiére, sur I'intérieur de Q et a la distance ¢ assez petite. On
délimite ainsi un domaine Q, de frontiére . et l'on aura

' du " du '
f Auw do Tn ds =0 ou / i d§ = —- cuds.
0, e om @ Jo
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En faisant tendre = vers zéro, il vient alors

du
f T ds — — fff'u ds.
PTTREL . Q

Donnons un cas d’application important du théoreme fondamental
sur les dérivées i la frontiére. Supposons qu’on trace sur un domaine
d'existence o de U'intégrale v de (1) wun arc & courbure continue.

Comme
1 L 1 N
“ - ’;f/ log g (1) (1) oy

est harmonique sur w, elle prendra sur I'aro considéré des valeurs
formant une distribution douée de dérivées secondes continues de

o Lo ,
I'arc s; d’autre part la fonction — // prend le long de I'arc des
SV

valeurs dont la distribution admet une dérivée en s satisfaisant 4 une
condition de Holder ((héoréme de Dini); donc « jouira de la méme
propriété. Par suite toute fonction continue sur U'arc et lun des voist-
nages, prenant sur l'arc les valeurs de u, enfin intégrale de (7) surle
voisinage considéré (ave exclu), jouirra le long de Uarc des propriétés
de dérication expliquées.

On pourrait développer toute celte étude el considérer par exemple
la dérivée normale comme fonctionnelle de la distribution et de ¢(M);
je m’en tiendrai a ajouler le théoréme suicant :

Considérons une solution de notre probleme de Dirichlet généralisé
pour une distribution Zo, non partout nulle, mais nulle sur une por-
tion de la frontiere formant un arce f(ﬁa courbure continue. Je vais
montrer ue le long de {({, la dérivée normale (donc aussi la dérivée
vers [intéricur dans toute direction non tangente) est positive.

point P de 'arc (extrémités exclues). Je vais me ramener a un cas
simple en faisant des transformations quine pourront que diminuer la
valeur de cette dérivée normale parce qu’elles diminueront Iintégrale.
D’abord on se raménera au cas de ¢ = & const. > o. Celafait, prenons
sur lanormale en P un point P, de €, assez voisin de P pour queﬂP—ﬂ solt
le mmimum de la distance de P, 4 X et tracons deux cercles de centre P,
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I'un v, de rayon inférieur & P,P, 'autre v, assez grand pour con-
tenir Q. Soit 1 le minimum, qui est > o, de notre intégrale sur le
contour de v,. Il suffira de prouver que la solution ¢ du probléme de
Dirichlet pour (Q — v,) la valeur o sur I, la valeur 1. sur la cifgonf‘é—
rence y,, enfin pour 'équation A¢ = kv, admet le long de «ff une
dérivée normale positive. Or soit ¢, la solution du probléme de Diri-
chlet pour la méme équation, la couronne (v,, v.), la valeur p. sur vy,
et la valeur o sur v,. On voit aisément que ¢, est fonction de P, M seul
et fonction décroissante (') de sorte que le maximum de ¢, sur X est
atteint au point P. Soit ¢, la solution du probléme de Dirichlet pourla
méme équation, le domaine (2 —+v,), les valeurs de ¢, sur Xet la
valeur o sur la circonférence y,. On asur(Q —vy,):¢=¢,—¢,. Or
le maximum de ¢, étant atteint en P, la dérivée normale de ¢, en P
sera <o; d’autre part, vu la décroissance de ¢, fonction de (P,M), la
dérivée en P de ¢, dans le sens 'Pl'_’: sera positive. Dot le théorime
annoncé pour ¢ et I'intégrale « initiale (*).

Sous une autre forme : ¢(M) étant continu et borné sur un domaine,
poistnage (d’un certain coté) d'un arc & courbure continue, toute inté-
grale de (7), positive sur ce domaine et s’annulant sur Uarc, admet le
long de I’arc une déricée normale positice.

12. Nous dirons qu’une intégrale u(x, y) sur w, de 'équation
(7) ) Au=cu, c20

admet en O de w une singularité logarithmique de valeur A, si u est
1 g ) OTI ! oW 1 ¢ es >
intégrale sur (w — O) et de la forme Alog 5y + (@, ), o v est tel

J

. —
que —— — o avec OM.

7 logm

On peut se poser le problémede la détermination d’une intégrale
de (7) ayant en O une singularité de valeur donnée et prenant les

(") En effet, si y, est un cercle concentrique compris entre y, et y,, la valeur
de ¢, en un point (ntéricur i la couronne (yg, 7.) est inféricure i la valeur sur
la circonférence y,.

(*) Je me suis inspiré un peu ici d’un raisonnement de M. Lichtenstein
(Voir Math. Zeitschrift, 1921, Bd 11, p. 319).
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valeurs d’une distribution donnée continue sur la frontiere £ d’un
domaine Q du type D, (contenant O) et sur lequel ¢ est continu et
borné. Cest le probleme de Dirichlet généralisé avec une singularité
logarithmique.

La méthode d’approximations successives de M. Picard (Ouvr., loc.
cit., p. 179-186) (') établit I'existence d’une telle intégrale avec un ¢
admettant des dérivées premiéres continues en O, lorsque c est assez
petit ou que dans la région de continuité de ¢, on prend un Q entou-
rant O de mesure assez petite. La méthode s’applique méme & un ¢ de
signe quelconque. C’est au fond I'intégration d’une équation de Fred-
holm dans un cas particulier. Mais on peut, grice a la théorie de
Fredholm, résoudre trés simplement le probléme proposé en montrant
I'existence et I'unicité de la solution (*) et 'on voitméme que ¢ admet
des dérivées premiires continues en O; I'unicilé entraine que la diffé-
rence de deux intégrales admettant en O une singularité logarithmique
de méme valeur puisse étre définie en O de facon a étre intégrale sans
singularité.

Quant au {lux / :!/%n’.s' i travers une circonférence y de centre O,

</ yint

il tend vers 2nA quand v se réduit & O; cela peut s’étendre a une
courbe quelconque. Ajoutons que si G(M) est continue au voisinage
de O,

: I ,
f b (M) T s 2mAY(O).
eire. *fint

Quant & la solution du probléeme comme fonctionnelle des données,
indiquons. que pour une distribution Zo et A > o, la solution, > o,

(") L'indication de ce procédé remonte & une Note de M. Picard (Comptes
rendus, t. 130, 1goo, p. 1502), qui avait déja auparavanl (Comptes rendus,
t. 112, 1891, p. 686) abordé I'étude des singularités ponctuelles des intégrales
d’équations du type elliptique. Ce sont les premiers travaux sur le sujel.
Plusieurs auteurs s'en occupérent ensuite (Picard, Hedrick, Holmgren, Hilbert,
Hadamard) pour des équations de Lypes divers, généralement & coefficients
analytiques. Enfin en 190y, E.~E. Levi (R. di. Palermo, 19o7) a lraité le pro-
bléme dans le cas le plus général pour I'équation elliptique a n variables, en
se ramenant & une équation de Fredholm.

(2) Voir R. Ist. Lombardo, loc. cit., n® 15.
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diminue partout dés que A diminue ou que ¢ augmente quelque part;
et I'on pourra aussi étendre les formules (10), (10"), (10”) ().

On appelle fonction de Green généralisée G.(M, P) relative au
domaine Q de type D,, I'intégrale de (7) s’annulant a la frontiére et
admettant au point P la singularité logarithmique de valeur + 1. Elle
existe et est unique et I’on peut démontrer qu’elle est symétrique (*)
en M, P. Elle est partout >>o, et si une portion de la frontiére est un
arc A courbure continue les dérivées y prendront des valeurs finies

., R L e, dC
déterminées avec continuité (voir n® 11); la dérivée normale —{ﬁ

sera > 0.

Considérons un domaine Q limité par un certain nombre fini
de courbes de Jordan sans points communs @ courbure continue : et
d’autre part une distribution continue (sur le contour X) possédant
une dérivée en s (arc) vérifiant une condition de Idlder. Seit u la
solution du probleme (®@,) correspondant. Tracons des courbes
paralleles aux courbes limitantes de X, a intérieur de Q et i la dis-
tance = assez petite. On obtient ainsi un domaine Q. de contour X; qui
contient le point P de Q choisi & Pavance arbitrairement. Isolons P
par un petit cercle v de centre P et appliquons la formule de Green (2)
au domaine (Q.— v) et aux fonctions « et G.(M, P). 1l vient

f (u i(i' — Gx, ﬂ) sy == <u (/G—' — G, Zf—’) dsy,
¥, int dn dn dn dn

vint

ce qui donne en réduisant y au point O
. (G, . du
w(P)y= L f (u e (;,.(—-I-{ dsy.
EXLIV SN du dn

(") On se raméne au cas d’une distribution nulle et de A ==-4- 1. On reprendra
alors le raisonnement du n® 10, en remplacant dans 'expression de la {onction
auxiliaire ¢, la constante . par la fonction G(0O, ).

D’autre part, je signale pour lout cela Ia possibilité d’introduire de méme un
nombre fini de singularités.

(*) On le démontrera d’abord dans le cas d’une frontiére formée d’un nomhre
fini de courbes de Jordan sans points communs eta courbure continue. On passe
ensuite a la limite au moyen d'une suite de tels domaines €, tendant vers le
domaine général proposé Q, parce que la fonclion G, relative a £, tend vers celle
qui est relative a @ (Voir R. Ist, Lombardo, loc. cit., § 11),
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Faisons tendre ¢ vers Oj; il vient d’aprés les propriétés des dérivées
normales

(11) :-——-f (\l)—/ls“
int

Etil est immédiat que cette formule s’étend au cas d’une distribution
continue quelconque sur L. On peut en effet approcher d’aussi peu
qu’on veut les deux membres de I’égalité a établir par deux quantités
égales; il suffit d’approcher de moins de ¢ arbitraire > o la distribu-
tion continue donnée par une antre satisfaisant aux conditions sous
lesquelles la formule (11) a été établie et d’y appliquer cette formule.

13. 11y a a signaler des différences assez importantes dans 'exten-
ston de ce qui prccede au cas de I'espace 4 n dimensions. D’abord au
n° 10, si les formules (q), (10"), (10") s’étendent, le raisonnement
qui fait passer de (9) & (10) est encore valable pour n = 3, mais pas

au deld (n24) parce que /[G(M PY]? dsy est infini deés que nz4;

ainsi la_formule (10) est encore valable pour n=3;mais il n’y a méme
plus conn'nuité uni/'m-m(' sur Q, de la fonctionnelle « de c, quand on

Les developpemenls du n° 11 peuvent s’étendre, étant mis i part le
raisonnement mentionné de M. Picard, en prenant des surfaces dont les
deux courbures sont continues. Il faut au contraire reprendre le n° 2.
On dira qu'une intégrale de (7) admet en O une singularité élémen-

(') On raisonnera par I'absurde en partant d'une solution « correspondant a
un cerlain ¢ el par exemple positive au voisinage d’'un point M. On fera aug-

menter ¢ en ce voisinage, de 6c tel que \/f(r) )? dz soil arbilrairement petit,

Bl
el 'on considérera o - ( 5 /(:(u do=/I; « restera >0 au voisinage
N — 2)$,

de M, et 'on fera apparaitre la contradiction en montrant qu’on peut choisir 6, de

1 . e e «
('a(_:on (que f___ ocds soit arbitrairement gx'i\n(l en meme lemps que
OMwu—2 :

f(ac‘)z do soit arbitrairement petit,
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taire de valeur A, si elle est intégrale sur le voisinage (v — O) et dela

forme AUW + ¢, (R>2) ol ¢ est tel que

— > O avec OM,

OMr—2

Posons-nous le mé¢me probléme que plus haut.

Dans 'espace a trois dimensions, on pourra utiliser la méthode de
M. Picard ou le raisonnement simple auquel on a renvoyé et qui con-
duit & Vintégration d’une équation de Fredholm; ¢ admettra encore
des dérivées premiéres continues en O.

Mais les raisonnements ne peuvent plus s’étendre au cas de n >3,

car 'intégrale f

de ()'V[u
’on s’assurera que ¢ n’est plus nécessairement borné pour n >3, en

étudiant le cas de Au=rlku (k= const.) et les intégrales fonctions
de 7= OM seul (*). E. E. Levi a pu se ramener cependant d’une autre
maniére 4 une équation de Fredholm pour des équations plus géné-
rales (*); mais j’ai indiqué, pour le cas précis qui nous occupe, un
procédé de passage 2 la limite indépendant de la théorie de Fredholm
et qui montre que le probléme proposé admet une solution unique (*);
c¢’est d’ailleurs un cas particulier d’une ¢tude plus générale que nous
ferons au Chapxtre III Indiquons que les dérivées premiéres de ¢ sont

T - dsy est une fonction de M de 'ordre (')

1 . A . x
; pour » >4 ou log 5y pour n =4, au lieu d’¢tre bornée. Kt

telles que OM"—> \ tende vers zéro avec OM. On pourra enfin définir
la fonction de Grecn généralisée et étendre la formule (11).

1) Rappelons que dans Pespace a4 n dimensions '...__ ——— lop est :
(1) Rapp I s P a n dimensions 5pa M]"’ dop est une
fonction de M telle que :

Sia -+ B < n, elle est bornée (et méme crm tinue) au voisinage de O}

Sia+ B =mn, clle est de I'ordre de log UM’

Si o -~ 3 > n, elle est de Pordre de lorr --------- < < n>
OMe+B—n = (

Voir Note A (Hadamard) de 1"Ouvrage de Heywood el Fréchet sur’équation
de Fredholm, el une reproduction dans le Cours «’Analyse de Goursat, t. 111,
3 édition, p. 362.

(*) Pour tout cela, voir R. Ist. Lomb., loc. cit., n® 15.

(*) Rend. di Palermo, 1907, p. 276.

(*Y R. Ist. Lombardo, loc. cit., n° 15,
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IV. —— Propriétés des suites et familles d'intégrales de
(7) A =cu;

oz o continu sur & ouvert (1!).

14. On connait les deux théorémes classiques de Harnack sur les
suites de fonctions harmoniques sur un domaine Q que nous pren-
drons borné. Nous allons voir qu’ils s’étendent aux intégrales de (7).
Tout s’appliquera au cas de n dimensions, mais pour le langage, on se
placera dans le cas du plan.

D’abord, comme il est bien connu, une suite uniformément conver-
gente d’intégrales sur ) converge vers une intégrale (*).

1l suffit de voir que la limite v est intégrale sur un domaine quel-
conque w complétement intérieur. D’abord

(12) D M) == 1,0+ —--f Jog i1y ¢(P) () dp

sera harmonique sur ». Or on voit aisément que

f []()”Ml c(PYu, (P)dop

“
tend pour n+ o vers
/.flogﬁr)r PYye(P) dop

et cela uniformément pour M sur «.
En effet si /£ est une limite supérieure de c sur w et p. une limite
supérieure de I’ensemble des |«,| sur w, enfin ¢, la borne supérieure

(') On ne fait pas d’hypothése sur allure de ¢ au voisinage de la fronticre.
(#) Une démonstration tout analogue & celle du texte établirait le méme théo-
réme pour une équation Aw == F(u«, M) ot F est continue de (u, M) et douée de

il

.., OF , . . . L
dérivée — bornée pour « borné et M sur tout domaine complélement intérieur.

du
Ann. Fe. Norm., (3), XLVIII. — Juwy 1931, 24
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de |[¢ —u,|surw:
N 1 ) .

‘f 1og§l-l—p(~(}>)uu(P)(lo-p~~f mlogMP c(PYe(P)dop |-

</‘°”f/‘)l“"\ll

et il suffit de remarquer que /fllogﬁﬁ

par /O\D

Mais alors 4, converge uniformément sur m vers une fonction néces-
sairement harmonique /z de sorte que

(13) (*—+—-~fflog\/“) c(PYye(PYdap =1,

harmonique sur w.

Il s’ensuit que ¢ est intégrale de (7) sur .

Pour le cas ot « prend des valeurs déterminées finies sur la fron-
tiere, il suffit de supposer que ces distributions convergent uniformé-
ment, en vertu du n® 6. Ajoutons au théoréme bien connu qui précede
un complément important : on sait que dans le cas harmonique les
dérivées convergent vers les dérivées correspondantes des limites, uni-
Jormément sur tout domaine complétement intérieur (*) De méme pour

([G'p

ds, est borné pour M sur o

log - ’a’r D étant le diamétre de w.

(") 1l suffit de le voir pour un cercle y parce qu'on pourra couvrir un domaine
complélement intérieur par un nombre fini de cercles également complétement
intérieurs. Or prenonsy, concentrique un peu plus grand etaussi complétement
intérieur et la formule de Poisson :

(M) — ((,,([J JH(M, ) (10(,
1]
qui donne, en dérivant,

X fi
Du,(MYy 1 . ol .
T - ;,‘1’1" ; l(;,,({J.) -;);; (//!‘,.1

‘_&7 comme Il est borné dans y intérieur a 71 On en déduit que dans 7 :
()/1,, m
Dx dx

< \f [[l,,([.l — 1ty ()| by,

d’ou résulte la convergence uniforme dans y de la série de fonctions harmo-

Jdu,
niques ?)7 d’ou la conclusion.
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les intégrales de (77), les dérivées premiéres de la suite uniformément con-
vergente u, convergent vers les dérivées correspondantes de la limite ¢,
uniformément sur tout domarne complétement intérieur.

11 suffit de le voir pour un cercle ¥ complétement intérieurs vy, étant
un cercle concentrique un peu plus grand et complétement intérieur,
reprenons pour v, 'équation (12) qui donne en dérivant parrapportaz
par exemple

A, (MY du, 1 J / 1 b L
o = un o f‘/;‘(—)‘; <l(’n Wl-;)( (Y, )Py dap (M ==z, ),

oh, h . , ‘ - o s
5 convergera vers - uniformément sur y; comme en dérivant (13) 1l
vient

dh_ dy I ' o o e
il i g '/b[l’—[,} (Inh \n;>( (P)ye(P)dap,

il suffira de voir que

O VAN ,

/ fﬂ (1 g7p )Py 0a 17
ey CN

// l).;'<l()§’ '[\7|'|»>"(l y o (P) dayp

~uniformément sur ¢ ou méme y,. Et cela résulte en raisonnant comme
plus haut, de ce que
[ I
— [ Ing w55
v i Ml

15. Avant de chercher a étendre le second théoréme de Harnack,
parlons un peu des familles d’intégrales.

On sait qu’une famille de fonctions harmoniques sur Q, hornées en
module dans leur ensemble sur tout domaine complétement intérieur,
jouit de la propriété d’égale continuité (') sur tout domaine compléte-

tend vers

dop

est borné survy,.

(1) Pour cetle notion classique due a Ascoli, voir, par exemple, MoxteL, Legons
sur les familles normales, p. 27 (Paris, Gauthier-Villars, 1927).
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ment intérieur, comme cela résulte aussitot de la formule classique de
I'intégrale de Poisson (*).

Cela s’étend aussitot aux intégrales de (7), c’est-a-dire qu'une
JSamulle d’intégrales bornées en module dans leur cnsemble surtout domaine
complétement intérieur joutt de la propriété d’égale continuité sur tout
domarne compléternent intérieur (*).

Il suffit de le voir pour un cercle y complétementintérieur; prenons
encore v, concentrique un peu plus grand, complétement intérieur;
u étant une intégrale quelconque de la famille, considérons

w(M) + q[ﬂ_fflog —“113 c(PYu(P)dop.
I Y]_ A

Cette expression définit une famille de fonctions harmoniques et
bornées dans leur ensemble sur I'intérieur de v,; doncelle jouiradela
propriété d’égale continuité sur y. Il suffira donc pour achever de

a famille ) r . ) st éoalement con
prouver que la famille f/ log ypc (P)u(P)da, est également con-
T

tinue sur y ou méme y,. Orpuisque

I
Jd l(}g Jd [()g I'\_Tl—’

‘l
MP
f -*T}V—l-!- ({U'p, ff ——-——-(—)—,--—- I/O'p
Y o Y J

1

sont bornés sur vy,, les dérivées en x, y des fonctions de la famille
seront bornées dans leur ensemble sur v,. Et cela suffit pour établir
I’égale continuité.

De I'égale continuité de la famille considérée des intégrales, on
déduira par des raisonnements bien connus basés sur le procédé dia-
gonal (*) que de toute suite appartenant & la famille on peut extraire

(') Il suffit de le voir pour un cercle y; prenons un cercle y, concentrique un

peu plus grand et complétement intérieur. Grice d la formule de Poisson pour v,;
dul| |odu
dx |’ |y
la circonférence v, et cela suffit pour I'égale continuité de la famille, d’apreés la
formule des accroissements finis.

(*) Ce théoréme s'étend, par la méme démonstration, aux intégrales de
Aw=TF («, M) déja considérée plus haut (| F'e| borné pour « borné et M sur
un domaine complétement intérieur).

(*) Voir MoxteL, Lecons sur les familles normales, p. 23 a 27.

5

on verra que, dans leur ensemble,

sont bornés sur 7 comme les « sur
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une suite convergeant uniformément sur tout domaine chotsi @ 'avance
completement intérieur; puis méme, une suite convergeant uniformément
sur un domaine arbitraire complitement intérieur; et la limite est inté-
grale de (7) sur tout le domaine d’aprés le premier théoréme de Ilar-
nack généralisé.

D’out 'on déduit I'extension suivante du second théoréme de Harnack
(forme réduite).

Etant donnée une suite d’tntégrales de (7)), bornées (dans les deux sens)
dans leur ensemble sur tout domaine complétement intérieur, et partout
non croissante ou partout non décroissante sur Q, elle tendra vers une
intégrale de (7) et cela uniformément sur tout domaine complétement
intéreeur ().

(") Ce théoréme peut encore s’établir par un passage a la limile sur :

1

wy (M) - —;%fflng iD c(PYuny( Py dop=h, (M) harmonique.

en prenant 'intégrale au sens de Lebesgue; on en déduit pour la limite la pro-
priété de continuité et d’étre intégrale; la propriété d’uniformité de convergence
résulte du théoréme de Dini rappelé au n® 10. Voir ma Note des Comptes rendus,
t. 190, p. 411, ou celle de ' Istituto Lombardo (loc. cit.), n* 6.

L’é¢noncé du texte se trouve a peu prés dans la Thése M. Le Roy (Ann. de
U'Bcole Normale, t. 1k, 1897, p. 422) qui considére des équations de type un peu
plus général. Sa démonstration assez longue repose sur I'emploi de la formule
de Green généralisée (11).

Comme plus haut cet énoncé et le précédent s’appliquent & I'équation plus
générale Au=F (u; M) déja considérée.

Enfin par le méme genre de considérations on peut compléter la démonstration
de M. Picard dans son exemple d’approximations successives divergentes (Bu/-
letin de la Société math., L. 28, 1goo, p. 137). 1l s'agit de Au="F(u; =, y)
avec I, I}, positives el bornées quand |« | est borné; on cherche & résoudre le
probléme de Dirichlet pour la valeur o sur le contour. La méthode d’approxi-
maltions successives donne la suite «, telle que

e
1y == ;E/‘/&_ GF (ttyy s 2, ) do.

On voit que les u,,,, décroissent vers une limite ¢, les w,, croissent vers une
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La suite a en effet nécessairement une limite; on peut en extraire
une suite quijouisse de la propriété annoncée; et I'on en déduit qu’il
en sera de méme pour la suite donnée.

Ajoutons en vue de la suité une remarque trés simplerelative 4 Ia
Jrontiére.

Considérons une suite d’intégrales «, etune portion 5 de la frontiére,
séparée du reste s’il y en a (¢’est-a-dire que les deux particssonta une
distance non nulle); supposons que toutes les intégrales prennent,
avec continuité au voisinage de 5, un méme systéme de valeurs sur s.
Prenons une suite extraite convergeant uniformément sur tout domaine
complétement intéricur. Je dis qu’elle convergera uniformément sur
le voisinage de o, ¢ compris; de sorte que la limite de la suite prendrs
sur s les valeurs considérées, comme les u,, avec continuité au voisi-
nage de a.

On verra aisément qu’on peut délimiter un domaine partiel de fron-
tiere constituée seulement par s, et peut-¢tre d’autres points intérieurs
au domaine Q, fronticre formant un ensemble sur lequel la suite
converge uniformément. Alors d’aprés le n® 6, il y aura bien
convergence uniforme sur I'ensemble de ce domaine partiel et de sa
frontiere.

16. Mais on peut étendre exactement le second théoréme de Har-
nack et montrer que : une suite d’intégrales de (7)) bornées inférieure-
ment dans leur ensemble sur tout domaine complétement intérieur, partout
non décroissante, enfin convergeant en un point (limite finie), tend vers
une intégrale, uniformément sur tout domarne complétement intérieur.
Cet énoncé et celui qu’on obtient en changeant u en — u contiennent
le précédent. On peut le compliter en disant que si la méme suite
tend vers 4= en un point, elle tendra vers -« uniformément sur tout
domaine complétement intérieur.

limite w g e. 1 restait & prouver dans le cas général Cuniformité de convergence
de ces deux suites, qu'il suffit méme de voir dans tout domaine complitement
intérieur. It cela résulte aisément de ce que la famille u, y estégalement conti-
nue, d'aprés la relation de récurrence.

On peut aussi conclure par passage 4 la limite grice aux propriétés de I'inté-
grale de Lebesgue.
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D'ailleurs une suite non décroissante d’intégrales est nécessairement
a partird’un certain rangou constante ou partout croissante, car la diffé-
rence de deux termes consécutifs est 203 donc partout nulle ou partout
> o. Il suffit d’examiner le cas de lasuite croissante; et en retranchant
le premier terme, on se raméne au cas de la suite croissante positive ou
encore de la série d’intégrales a termes posttifs. On a alors un théoréme
du 4 M. Lichtenstein, qu’il a d’ailleurs établi pour I'équation de type
elliptique homogene général (). Sa démonstration est 'extension de
celle classique du cas harmonique. Elle résulte immédiatement du pre-
mier théoréme de Harnack et dulemme suivant trésintéressant en lui-
méme et sur lequel nous allons revenir.
w(M,)
w (M)
couple de points M,, M, appartenant & un domaine fizé « compléternent
intérieur, borné par un nombre fixe ) indépendant de 'intégrale consi-
dérée, ¢’est-a-dire que

Pour toute intégrale u positive sur Q, le rapport est, pour lout

r_u(Myy I . Wy ‘
5 < (”Ml«)‘(/. ou .;\11(_M,)<11(\]2)</..1/(31,).

Mais ce lemme donne méme des propriétés importantes des familles
d’intégrales positives. Puisque la limitation en un point entraine une
limitation dans tout domaine complétement intérieur, on voit aussitot
d’aprés le paragraphe précédent que sz une telle famille positive est
bornée en un point, on peul, de toute suite, exiraire une suite conyver-
geant uniformément sur tout domaine complétement intérieur. La
remarque {inale du n° 15 et relative i la frontiére s’appliquera évi-
demment.

D’autre part si une suite d’intégrales ~> o tend vers + =, il en est de
méme uniformément dans tout domaine complétement intérieur; par
conséquent, étant donnée uue famulle d’tntégrales ™> o, ae toute suite
on peut en extraire une, qui converge uniformément sur tout domaine
complétement intérieur, soit vers une intégrale, soit vers —+ =. _

Revenons au lermme de M. Lichtenstein. Dans le cas harmonique,

(") Voiv ltend. del Circolo Mut. di Palermo, t. 33, 1912, p. 201.
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Pinégalité de Harnack (') déduite de la formule de Poisson prouve que,
si y est un cercle de centre M,, rayon R, completement intérieur a €,
(M o o R . . - s \ .
on aura % < %W)S < 3(*) si MM, £ ~- Choisissons R inférieur & la dis-
() -
tance de la frontiére de ® a celle de Q. Quels que soient M,, M, de w
—— _ R 1 u (M) . " .
tels que MM, £ ~onaura done 3 < [—I—m——) < 3. Or faisons un quadril-
2 g 1
lage du plan, régulier et tel que la distance maximum de deux points
\ . . . R . ,
de deux carrés contigus soit moindre que ; alors si N est le nombre
des carrés recouvrant w, on pourra former une chaine de points de €,
d’extrémités deux points arbitrairement choisis M, M’ de w, le pas de la
. , . R . .
chaine étant moindre que - et le nombre de ces points au plus égal
aN.
On en déduit aussitot

\Y _ u(M) ox s
<:—}> < u(f\l’j <3 ).

Le point essentiel consiste dans I'usage de la formule de Poisson,

() Dela formule de Poisson :

0 2. g
u(M)y= T‘; [ () ‘_‘__72_[ dly, (p=M,M); r==Mp;centre M,)
27 J,

ou pour n > 2 dimensions

u(M) = —

1 R2 . — ()3
(n—2a)s f”(.l-’-) TR doy,
n a

il vient aussitot I'inégalité de Harnack en remplacant r par R==p:

, . R—p . . R
Rr—z mt‘q“—-{;?: ll(\M,,) < U,(‘LVI) < Rr—2 Z‘R——_vp_)P—'—’"—'; II(MU)
(« 2o non partout nulle sur la frontiere 7).
on-—-2
(%) Dansl'espace 4 n dimensions il faut remplacer les facteurs ;— el 3 par ;77_1

et 3.2%~*, ce (ui ne génerait nullement la suite des raisonnements.

(*) On peut raisonner différeniment en employantle lemme de Borel-Lebesgue
(vorr par exemple O. KgrLLog, Ouv. loc. cit., p. 263). Cest aussi en s’appuyant
sur ce lemme que M. Lichtenstein démontre son théoréme.
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c’est-d-dire de la formule de Green dans un cas particulier en utilisant

deux limites positives inférieure et supérieure de 2. M. Lichtenstein

/
emploie la méme idée, pour son cas général, avec laformule de Green
généralisée et un petit contour convenable; mais il doit surmonter
bien des difficultés et, en particulier, il se sert de la continuité de la
valeur de la dérivée normale de la fonction de Green généralisée G, en
un point de contour, par rapportaux coordonnées du pomlmﬁm de G..

Aussi vais-je donner pour notre équation (7) une démonstration
assez différente, débarrassée de toutes difficultés relatives & la dérivée
normale, qui sera basée sur 'inégalité de Harnack du cas harmonique
et sur le lemme suivant :

Pour une distribution continue quelconque de valeurs surune circon fé-
rence fixe v, tly a un rapport > o constant, c¢’est-a-dire indépendant de
la distribution, entre les valeurs au centre O des solutions du probléeme de
Dirichlet, d’une part; harmonique, d’autre part relatif a Uéquation

Aw ==, Lk ==const. > 0.

Le lemme de M. Lichtenstein en résulte aisément; reprenons les
notations de son énoncé et soient @, un domaine complétement inté-
rieur 4 Q et dans lequel  soit complétement intérieur, £ une limite
supérieure de ¢ (M)sur m,, enfin R un nombre > o inférieur & la dis-
tance de w a la frontiére de w,. Considérons deux points M,, M, de o

T .
tels que M, M, £ —- Tracons le cercle y de rayon R et centre M,, tout
entier dans w,; soient /i et ¢ les fonctions respectivement harmonique
et intégrale de Ao == /¢, qui prennent sur le contour de v les mémes
valeurs (> o) que I'intégrale « que nous étudions.

Alors

(M) Z e (M),
v (M) ==0h(M,),

6 étant la constante positive du dernier énoncé, relative a R et /.
Puis
L(M,) > & I(My)
v

Ann. Ec. Norm., (3), XLVIII. — Juy 1931. 25
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d’aprés I'inégalité de Harnack, enfin

fe(My) 2 u(M,),
d’olt
]
w(M,)> 3 w(M,).

En raisonnant avec le cercle de rayon Ret centre M. on trouverait de
IHPIDG

b .
w(M,) > ,—)’u(Hl).
Ainsi

~
N

’ —-—-<3 (1
3= g V)

Le raisonnement s’achévera maintenant exactement comme dans le
cas harmonique.

Quant au dernier point qui reste en suspens, on peut plus généra-
lement établir ce théoréme de proportionnalité pour un coeffictent ¢(M )
Jonction de OM seul et borné & Uintérieur du cercle.

En effet G.(M, O) étant la fonction de Green généralisée pour le

cercle
2(0)= . / (/(. ([\11 D o

d’aprés ce qu'on a vu au n° 12.
Mais G.(O, M) est symétrique autour de O, vu 'unicité dela fonction

| " G (O,M
de Green .. Donc 4G, (O,M)
dn

tante 0, positive comme on sait, et comme cela résulterait aussitot de
la considération du cas de la distribution > o et de la formule précé-
dente qui s’écrit

est invariable le longde v; ¢’est une cons-

// »
w(O) == = / (M) dsy.
2T
Jo
On en déduit aussitot le lemme 4 démontrer.
On peutd’ailleurs dans le cas de ¢ = const. > o se passer des consi-
dérations générales des n** 11-12 sur les dérivées normales et G.; mais

(Yy Dans Pespace & n dimensions résultat analogue en remplacant des deux
cotés le nombre 3 par 3.272
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sans développer la démonstration ('), j’en signale l'intérét smivant;
c’est que le lemme de M. Lichtenstein est alors établi dans le cas
général sans 'emploi de G,, fonction dont ’existence repose, par la
méthode que j'ai proposée pour un nombre n quelconque de dimen-
sions, sur la forme réduite du second théoréme de Harnack généralisé.
Ainsi la démonstration de la forme la plus générale du second théoréme
de Harnack généralisé, pour 'espace & n dimensions, peut étrerendue
indépendante de la forme réduite.

CHAPITRE II.

ETUDE DES INTEGRALES BORNEES
AU VOISINAGE D'UN POINT SINGULIER DIE e(M) ().

I. -~ Théorémes d'existence et unicité. Propriétés générales de la solution.

1. Comme je I’ai dit dans I'introduction, je considérel’équation (au
sens géncéralisé )

(1) Avu=c(M)u(M), c20

?

ou ¢2o est continu au voisinage d’un point O sauf peut-étre en ce
point ot il n’est pas défini; I'allure de ¢ peut ¢tre quelconque quand
M — O. Je me placerai pour le langage dans le cas du plan.

Considérons méme un domaine Q, de type D, contenantle point O,
et supposons ¢(M) 2o, défini et continu sur (2 — O) et aussi borné au
voisinage de la frontiére X de £, sans plus. Donnons-nous sur X une
distribution quelconque continue de valeurs. Alors, le probléme de
Dirichlet généralisé dans le cas d’une singularité ponctuelle de ¢ est
résolu par le théoreme suivant :

(") Elle utiliserait seulement, sans parler de G, Pintégrale de

fonction de r==OM seul, ayant une singularité en O et de développement en
série aisémenl calculable.

(*) Je reprends ici en grande partie, avec des compléments et sous une forme
plus générale, le Mémoire des R. di Palermo (loc. cit.), d'ailleurs résumé dans
une Note des Comptes rendus, t. 190, p. 286.
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Il existe une fonction unique bornée en module et intégrale de (1) sur
(Q — 0) qui « prenne » les valeurs données sur X.

Comme on peut considérer la distributionsur X comme la différence
de deux distributions 2o, on voit aussitot qu’il suffit d’établir le théo-
réme d’existence pour une distribution 2o et méme non partout nulle.
Isolons le point O par un petit cercle v, de centre O et rayon petsoitu,
la solution du probléme de Dirichlet pour I’équation (1), le domaine
(Q —7,) les valeurs Zo considérées sur Zet la valeur o surle contour
de v,. Il est immédiat (Chap. I, n® 6-7) que u, > o sur le domaine et
qu’en tout point de Q, u, est fonction croissante de 53 or u, est bornée
par le maximum de la distribution sur X; donc elle a une limite délinie
et bornée sur (2 — O); c’est cette limite qu’on obtiendraitaussi en pre-
nant la suite des u, correspondant 4 une suite quelconque de nombres
¢ > o et tendant vers zéro. D’aprés le théoréme de Harnack généralisé
méme sous sa forme réduite (Chap. I, n° 15), il suffit de considérer
une suite correspondant & des ¢ décroissants pour voir que la limite
en (uestion est une intégrale de (1) sur tout domaine complétement
intérieur & (Q — 0), par conséquent sur (Q— 0); et cette limite ¢
prend sur X les valeurs données (avec continuité au voisinage) (voir
remarque fin du n°45, Chap.I). Le théoreme d’existence est donc établi.

Passons au théoréme d’unicité. Je vais montrer, plus généralement,
quil n’existe qu’une seule intégrale v de (1) sur (- 0), prenant les
valeurs données sur X, avec continuité au voisinage, et telle que

p (M , T
—-—(-—1—)— tende vers zéro avec OM.

l(‘)g'(‘——)—M

Il suffira de prouver qu’une telle intégrale est nulle dans le cas ot
la distribution sur X est partout nulle. Pour cela empruntons & M. Za-
remba un type de raisonnement qu’il a utilisé pour les fonctions har-
moniques & propos de 'unicité de la solution du probléme de Diri-
chlet (*).

Considérons Ia fonction harmonique /(M) = e log %)\‘l (e20), D étant

supérieur & la distance maximum de O4 Z de facon que / soit > o sur

(") de.des Se. de Cracovie, 2 — 1, 5 avril 1gog, p. 561, Voirlareproduction
dans le Cours d’Analyse de M. Goursat, t. 111, 3¢ édition, p. 205-206.,
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(Q —0). Retranchons de Q 'un cercle v, de centre O ct rayon ¢ assez
petit pour que sur le pourlour on ait > | ¢[; ainsi les fonctions / == ¢
prendront des valeurs partout positives sur la fronticre de (Q —v,);
mais sur ce domaine

Ah=e)=c(hx¢)—ch ol —chZo

Il s’ensuit que sur ce domaine 4 == ¢ > o, ¢’est-a-dire | ¢ | < /. Comme
¢ est arbitrairement petit, cela vaut en tout point de ( — 0). Obser-
vons maintenant que ¢ est un nombre arbitraire > o et qu’on peut le
choisir tel qu’en un point choisi a I'avance de (Q — 0), A soit arbi-
trairement petit. I en résulte qu’cn tout point de (Q -~ 0), | ¢|doit étre
arbitrairement petit, donc nul.

Conséquence : De ce théoré¢me d’unicité on déduit aussitot que

st ¢ (M) est continu en O, toute fonction ¢ intégrale de (1) sur le voisi-

0 (M : Rl . (-

nage (& — O) et telle que »—(——)—— tende vers 5éro avec OM, peut étre définie

en O de fagon a étre [finie, continue et intégrale sur «. Autrement dit

I'intégrale est « réguliére » en O, proposition que nous avons utilisée
déja dans le cas harmonique (').

C’est ce qu'on voit immédiatement en comparant ¢ avec I'intégrale

« réguliere » prenant les mémes valeurs sur un petit cercle entou-

rant O.

2. Extension du procédé de passage & la limite. — On peut étendre
beaucoup le procédé qui a fourni la solution du probléme proposé.

Imaginons une distribution continue quelconque sur ¥ puis une
suite quelconque de domaine w,, contenant O et s’y réduisant

(c’est-é-dire que la distance maximum p, de O ala frontiére s, de v,

, I .
tend vers zéro avec ;) et supposons que (Q— w, — g,) constitue un
domaine dutype D,; donnons-nous enfin sur s, une distribution con-
tinue telle seulement que, en divisant par loj(m, on obtienne une

(*y Dans le cas harmonique, M. Lebesgue a indiqué le théoréme en utilisant le
type de raisonnement de M. Zaremba (Comptes rendus, t. 176, 1923, p. 1270).
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nouvelle distribution dont le maximum du module tende vers zéro
avec :7

Sous ces conditions trés larges, la solution u, du probléme de Diri-
chlet relatif 2 (1) aux valeurs choisies sur £ et aux valeurs précé-
dentes sur s,, pour le domaine (Q — w, — 5,), tend vers la solution
unique du probléeme propose.

Il suffit de décomposer u, en deux solutions s’annulant sur I'une
des fronticres ¥, 5, et prenant sur l'autre les valeurs considérées.

Prenons d’abord celle «), qui s’annule sur o, et prend sur X les
valeurs données; et montrons qu'elle tend vers la solution du pro-
bleme; on voit aussitot qu’il suffit de le voir dans le cas d’une distri-
bution sur ¥, 2o, non partout nulle. Alors considérons les cercles
o0 You de centre O ayant comme rayons g, ¢, les distances maximum
et minimum de O a 5,. Il est immédiat que «, est compris (au sens
large) entre les solutions relatives aux domaines (Q — v, ), (Q—7,.),
a la valeur o sur v, , 7., et les valeurs données sur X. Mais ces deux
dernicres fonctions tendent, d’aprés ce qu’on a vu plus haut, vers la
solution de notre probléme. Dot le premier point qui était a établir.

Considérons maintenant la solution «, s’annulant sur X et prenant
sur 5, les valeurs qu’on ya considérées. Un raisonnement tout a fait
analogue a celui du théoréme d’unicité permet de voir que «), - o.

Ajoutons, comme c’est facile & voir, que dans ce procédé général de
passage a la limite, u, tend vers la limite uniformément sur tout domaine
complétement intérieur, donc sur tout ensemble fermé appartenant
@ (Q+X—0). I n’ya qu'ale constater séparément pour «/, et 1.

On peut donner un autre procédé de passage a la limite. Supposons
qu'on rende ¢ (M) continu méme en O, mais toujours >o, en ne le
changeant qu’en des points intérieurs a un cercle v,. On peut le faire
pour une suite de nombres g, - 0. Soit «, la solution du probléme dé
Dirichlet pour le domaine €, le ¢ continu correspondant & g, et les
raleurs données sur X. On voit que |, | est borné par un nombre indé-
pendant de n et qu’il en est donc de méme de ses valeurssurle contour
de vy,..

Donc d’apres le théoréme général qui précede, «, tend sur (Q — 0)
vers la solution ¢ du probléme, d’ailleurs uniformément sur tout
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ensemble fermé appartenant a (Q + X — 0). Avec le procédeé le plus
généralde rendre ¢ continu en O en conservant sa continuité et sa pro-
priété c 2o, et en ne le changeant peut-étre qu’a l'intérieur de v;,, on
obtient un théoréme de passage & la limite quirentre dans le théoréme
bien plus général précédent.

3. Propriétés géncrales de la solution. — Grace 2 un passage & la
limite, on peut étendre bien despropriétés relatives au cas oucn’a pas
de singularité, en particulier, tous les résultats du n° 10 du ChapitreI.
Le passage a la limite par exemple du premier type donné plus haut
conserve les propriétés d’inégalité, avec égalité possible. Pour voir si
I'égalité est exclue on fait usage des théorémes d’impossibilité de
certains extrema. .

Ainsi lasolution est toujours fonctionnelle linéaire et continue dela
distribution; si elle n’est pas nulle, elle est > o ou la différence de
deux solutions ~>o; pour une distribution 2o non partout nulle, la
solution est > o et st ¢ augmente quelque part, elle diminue partout. On
généralisera aisément les formules (9), (x0), (10"), (10”) et le dernier
théoréme du n° 10 s’étendra puisqu’on se raméne au cas ¢ = const.

Il ya évidemment cxtension immédiate de tout ce paragraphe au
cas de n dimensions, avec les mémes restrictions que dans le cas ot ¢
n’a pas de singularités pour ce qui concerne les propriétés de conti-
nuité de la solution comme fonctionnelle de c.

II. - Btude directe de l'allure des intégrales au point O.

4. Toute intégrale bornée u est lasolution du probleme du type de
Dirichlet considéré pour un petit contour entourantO et la distribution
des valeurs qu’y prend u, ce qui montre en un sens facile a préciser
que lallure de « en O ne dépend de ¢ qu’au voisinage de O. On
vient de voir I'influence de la variation de ¢ sur la solution. II est tout
indiqué de comparer l'intégrale qu’on étudie avec les solutions rela-
tives 4 des ¢ de nature simple et de faire se réduire au point O le petit
contour considéré. ‘

Comparons d’abord aux fonctions harmonigues et prenons une inzé-
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grale u > o au voisinage de O. Soit /4, la fonction harmonique dans le

cercle v, de centre O et rayon g, prenant sur y, les mémes valeurs
que u. Dans le cercle v,, o <u</h,. On en déduit aisément que /,(0)
est non croissante quand g décroiteta doncune limite 2 2o pourg - o.
On verrait alors facilement que, en remplacant v, par un domaine o,
(de type D,) contenant O et s’y réduisant quand n - + =, s1 /i, est la
fonction harmonique prenant sur la frontiere de w, les valeurs de u,
h, (0) tend aussi vers 4. Mais le cas ducercle montre que la valeur
moyenne de u surla circonférence v, tend vers ) quand g -~ o. Il en
résulte que la waleur moyenne de u sur une couronne circulaire de
centre O (et en particulier sur I’aire d’un cercle de centre O) tend aussi
vers /. quand le rayon extérieur tend vers zéro. Il suffit de considérer

g ; P2
1 - 2 - -
e w (M) doy =} - ———sr f 7 (O — 2 dr
m(p}— p.;),/ﬁmr,mn”w.{ﬂ (M) do mlpi—pi)J,, | ) ]

et d'utiliser la propriété que [4,(0) — %] -+ 0.

Je dirai que u admet en O une valeur moyenne u, (0), égale a 7.,
limite des moyennes précédentes. On voit que cette limite est atteinte
par non-croissance (et méme décroissance si u n’est pas harmonique
au voisinage de ), pour la moyenne sur une uxconierence Y, ou sur
Paire du cercle Y, quand ¢ décroit a o.

Ajoutons que u,, (0) est la plus grande limite de u au point O, c’est-
a-dire la limite A de la borne supéricure de «w(M) a 'intérieur du
cercle vy, quand g — o. En effet, puisque (M) </, (M) quel que soitg,
la plus grande limite A est au plus égale a h,(0), donca 7 =1, (0);
d’autre part sur toute circonférence v, il y a des points ou

w(M) = hy(MY2 h(0) 27,

de sorte que A ne saurait étre inférieure 4 h. D’ou
A= =1, (0).

Lt I'on voit aussi que cette plus grande limite A = u,, (0) ne saurait
étre, dans un voistnage arbitrairement petit de O, supérieure a u(M) et
méme, en excluant le cas u = const., supérieure ou égale a u(M). Cest
la gener’nhsatlon pour O singulier de l’lmpossﬂnhte d’un maximum
positif enun point régulier de c.
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. La coincidence de A et «,,(0)est importante; convenons de dire
d'une facon générale qu’une fonction ¢ continue au voisinage d'un
point O sauf en ce point ou elle n’est pas définie est quasi continue
en O si, en supprimant du voisinage de O un ensemble convenable B
dont la section par une circonférence vy, de centre O a une mesure
angulaire tendant vers zéro avec le rayon ¢, ¢ est telle sur le voisinage
restant qu’elle tende vers une limite unique finie quand M -~ O, ¢’est-a-
dire qu’elle prenne une valeur finie en 0. Nous allons voir que’intégrale
u constdérée est quasi continue en O ou elle prend (au sens précédent) la

“wvaleur u,,(0).

Démontrons en général que si une fonction o (M) continue au voisi-
nage de O, sauf en O, y admet une « valeur moyenne » finie égale a la
plus grande A ou a la plus petite 7 des limites en O, ily a quasi-conti-
nuité en 0.

Supposons par exemple 9, (0)=A. Soient sur la circonférence vy,
de centre O et rayon ¢, 1, et M, la valeur moyenne et le maximum
de o (M), qui tendent vers A quand ¢ > 03 soitw, , lamesure angulaire
de I'ensemble des points de la circonférence vy, ou

¢(M)Zpp—mn  (n>o).
Il est immédiat que
Do (2T 00 0 ( MP-—r (J.p)'; 27 ( \']rff Po)-

Prenons 7 fonction >o de ¢, tendant vers zéro avec ¢ mais moins
vite que (M, — 1,), ¢’est-a-dire tel que

n(p)-»o et Yl%-)lip >0
Alors
Mg — s
My oy (_ 2T .-...‘?__._.4,)_
Pr="T T lp)

et .. tendra vers zéro avec ¢. Et le théoreme sera établi en prenant
comme ensemble des points 4 supprimer celui des points ou

o (M) < pgzi — (OM).
Dans le cas particulier de I'intégrale u >> o, on remarquera que si

’/m(())::a\ =0,
Ann. Ec. Norm., (3), XLVIIL. — Juix 1931, 26
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Pintégrale s’annulera réguliérement en O, c’est-a-dire que u (M) tendra
vers zéro avec OM. Ily a alors continuité en O en posant

w(OY=u,(O)==o.

Considérons maintenant une intégrale de signe quelconque; ou bien
elle est > o ou hien c’est la différence de deuxintégrales > o. On voit
aussitot que subsistentles théorémes de la valeur moyenne en O et de la
quasi-continwité en (), qui ne font pas intervenir la plus grande limite
en 0. Ceci justifie I'introduction de la notion de quasi-continuité.

Quant a cette valeur moyenne «,, () considérée comme fonction-
nelle de la distribution et de ¢, elle jouit des propriétés de u (M)
(ou M=£0), propriétés indiquées au n°® 3, avec toutefois la différence
suivante : c¢’est que si la distribution est Zo (et non==0), on peutseu-
lement affirmer que u,, (0) est 2o [elle peut effectivement ¢tre nulle
(votrn°®H)], et que si ¢ augmente quelque part, u,, (0)n’augmente pas.
Toutes ces propriétés de w,, (0) s’'obtiennent par passage alalimite sur
celles de la moyenne sur une circonférence v, ces dernicres se dédui-
sant aussitot de celles de u (M) sur(Q — 0).

La valeur moyenne en O se présentera d’elle-méme, comme on verra,
dans diverses questions. Montrons déja, ce qui sera d’ailleurs utile
plus loin, comment elle apparait dans le second procédé de passage &
la limite fournissant la solution du probléme fondamental du n° 1.
Reprenons la suite g,-+ o et les cercles v, (voirn® 2) ott 'on rend ¢
continu de facon arbitraire; soit w, la solution correspondant au ¢ ainsi
choisi (soit¢,) et & la distribution sur X; u, tend vers la solution ¢ du
probléeme fondamental, uniformément sur tout domaine fermé de
(Q+ X — 0). Montrons que, lorsque la distribution sur % estZ o, la plus
grande limite de la suite u, (O) est au plus égale a v, (O).

En effet, I' 6tant une circonférence de centre O et rayon fixe, u,(0)
est au plus égal a la valeur moyenne de «, surl’ quitend vers celle de ¢
sur I'; il s’ensuit que la plus grande limite de u, (0) est au plus égale
a la moyenne de ¢ sur I'. Mais I" étant arbitraivement petit, celle-ci est
aussi voisine qu’on veut de ¢,,(0). D’ou la propriété.

St maintenant on suppose que dans v, le changement qu’on fait subir
@ ¢ pour le rendre continu n’est en aucun poinit une augmenia-
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tion ('), on voit que u,(0) tendra vers +,,(0) (par valeurs au moins
égales).

En effet on aura toujours sur (Q — 0), «, (M) Z¢(M); done u«, (0)
sera au moins égale & la plus grande limite de ¢ (M) en O. Ainsi
1, (0)2¢,(0). On conclut aussitot grace a la propriété de la plus
grande limite de la suite «,(0).

Si maintenanton considére une distribution sur X de signe quelconque,
nous pousvons conclure que dans le second procédé de passage a la limite
la suite u,(0) tend vers ¢, (0), valeur moyenne en O de la solution ¢
limite de wu, sur (Q — O), pourcu que c ne soit toujours rendu continu
en O que par une diminution possible.

D’ailleurs il n’y aura aucune restriction i faire dans le cas ot toutes
les intégrales hornées s’annulent régulicrement en O, «,(0) tendant
alors vers zéro.

5. On obtient encore des résultats intéressants parcomparaison avec
des fonctions de r = OM seulement, intégrales de I'équation particuliére
(2) Ave = f(ryu J(r) continue, > o,
c'est-a-dire des intégrales de Uéquation différentielle enr™> o

d*u 1 du

PR i '/(I')u ==0 ().

En effet si o(r) est une intégrale de (3) positive au voisinage
de r = o, l'inégalité ¢ (M)~ /() entraincra que toute intégrale de (1)

(1) C'est ce qu'on peut réaliser en prenant ¢ nul au voisinage de O dans un
petit cercle et raccordant convenablement. On aura la méme opération a faire
plus loin (n° 7), pour un théoréme essentiel. On voit P'avantage de n’avoir sur ¢
que les hypothéses : ¢ continu et 2 o.

(*) Toute intégrale de (3) est intégrale de(2) et cela suffirait pour la suite.
Mais la réciproque est vraie parce que toute intégrale de (2) au sens généralisé
et fonction de r seul posséde une dérivée seconde continue en r. (Vest ce qu'on
établit aisément en appliquant la formule de Green & la fonction « et une cou-
ronne p,, p,, formule qui s’écrit

du du i o .
Pl<g;> — P<.r—//_> == rf(ryu(r)dr.
1=y - I':::"/.‘| -

..... P
¢ o
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prenant sur un contour X des valeurs 2o sera au plus égale 4 Ap(r)
olt A est un nombre > o choisi assez grand pour que Ay (7) prenne
sur X des valeurs supérieures a celles considérées. On en conclut que
toute intégrale de (1) de signe quelconque seraau voisinage de O de
module inférieur 4 B.<(r), ot B estunnombre > o qu’on sait choisir
dés que 'on connait les valeurs de I'intégrale sur un contour entou-
rant O.

L'étude de Uéquation (3) et la recherche de systémes de fonctions
[f(r), o ()] ot p (r) tend vers zéro avec r permettront donc de donner
des conditions sur ¢ (M) sous lesquelles toutes les intégrales (bornées)
s’annuleront réguliérement en O, acec des limitations de rapidité.

D’abord si f(r)= f‘—, r* est intégrale.

On en dédwit que, st dans un voisinage de O, ¢ (x, y)r* 2 =, toute inté-
grale bornée de (1) est, dans ce voistnage, de module au plus égal a Br*,
ott B estconvenablement choist > o. D une facon plus précise, si la plus
petite limite Len O de c(z, y)r* est > o, toute intégrale de module infé-
rieur @ M au voisinage est dans un cercle de centre O et rayon ; asses

. . .. Y .\ - e
petit, de module inférieur —P7r" ot @ a été choist a Uavance >> o
et < L.

Ainsi, s¢ la plus petite limite en O de ¢ (2, y)r* est > o, toute intégrale
bornée s’annule en O réguliérement; et si cr® - + o quandr -» o, elle
s'annulera plus vite que toute puissance posttice de r.

o? . .
Prenons encore le cas de f(r) = —- M. Picard a donné pour I'équa-
tion Au = u I’expression d’une intégrale fonction de » qui a I'infini se
- 1
™ =5 . \ . . o
comporte comme \/; r*e" ('). Le changement de variahle r= ;

. . . o® s -
montre quel'équation(3) avec /() = = posséde au voisinage der =o

u
. , , . N i — - , . .
1 P - o T e
une intégrale équivalente a \/m yre . On en déduit quesi c(z, y)r

a dans un voisinage de O une borne inférieure o* > o, toute intégrale

(') Voir, par exemple, Ouyrage de Picarp, loc. cit., p. 191.
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de (1) y sera de module inféricurd A re " (A > o dépendant de 'inté-

. . A I . P .
grale) et st cr' tend vers + = avec ~ toute intégrale s'annulera plus vite
A
que e " quel que sott 7. > o.

Aprés avoir examiné ces deux cas simples olt 'on connait une inté-
grale de (3) pour les deux formes particulieres de f(7), remarquons
qu’il est bien plus simple, pour obtenir des résultats, d’opérer inversement
en partant d’'unefonction 2 (r) > o s’annulant plus ou moinsvite avec r

. 1
C‘)”(") —+ ;QP/ (2)
et formant -—~——;~(l—)---— qu’on prendra, si elle est > o comme fonc-
tion /(r). Par cette voie on obtiendra aisément par exemple les
énoncés nouveaux suivants qu'on pourrait multiplier :

St dans un vorsinage de O, ¢ (x,y)r*'+** 2 a* (2> 0) chaque inté-
—( 1y

)

grale y sera de module inférieura Ae

St dans un voisinage de O
e, ;}r)l"—'(log-;)_{;‘;a(z + 1) (z>0)

L, 7. o pas , A
chaque intégrale y sera de module inférieur @ —-—— (A const. >o

1
<l()g ,—/)

Pour obtenir des énoncés d’allure plus générale, il est commode de
faire un changement de fonction sur I'équation (3) de facon i faire
disparaitre le terme de la dérivée premiére. Posant u=1o(r)v, il
suffira que

dépendant de I'intégrale).

9@ 4 L= o,
] ,n

. (% . . ’ .
On fera donc le changement « = —et il viendra I’équation trans-
Vr
formée de (3)
4 d*e 1t o
(4) /—{—l-2-~<./(1)7' /—;_,>t(/).

d’otu'on déduit par exemple I'énoncé :
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Soit L (7) continue, > o ¢t tendant vers zéro avec r, telle que

ft/l'/ G(r) / (r—z)b(s)ds

=30 5

tende vers zéro plus vite que 1.
Alors st

1+ €

T

cla,y) >

dans un voisinage de O, toute intégrale y sera de module moindre que

A J—;f (//'f d(rydr (A>o0)
\‘/" 0 0

et tendra donc vers zéro plus vite que 72 y(r).

6. Quant i I'extension & Uespace a n dimensions, elle sera immé-
diate pour le n° 4 avec des définitions analogues évidentes de la valeur
moyenne et de la quasi-continuité en O. Il n’y aura qu'une différence
relative aux propriétés de «,, (O) considérée comme fonctionnelle de ¢,
tout a fait comme pour «(M).

Il'y a davantage a retoucher au n* 5 pour en faire I'extension, car
I’équation (3) doit étre remplacée par

y d*u -1 du .
) 7 A
qui permettra toutefois des développements analogues.
. \ o A (n—2)z s R
S f(r) = (/ —==, r* est intégrale. On en déduira encore que

si la plus petite limite de c(M)7* en O est > o, toutes les intégrales
s’annulent réguliérement en O, et si ¢/* -~ - wcavec /i,, elles s’annule-
ront plus vite que toute puissance > o de . On pourraitaussi, pouren
tirer des conséquences, essayer de généraliser & I’équation Au = u le
procédé quia fourni & M. Picard, pour n = 2, une intégrale fonction
de r, en passant 4 I'équation différentielle; on verra que le procédé

, . . . [24
réussit pour n pair; seulement le changement de variable » = ~ne con-
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serve plus la forme de I’équation (5), au coefficient de « prés, comme
dans le cas n = 2, mais le facteur (n— 1) est remplacé par (3 — n),
tandis que le coefficient de « se trouve encore multiplié par Z‘— On ne
peut donc, par cette voie, obtenir une intégrale ’allure connue
pour » —o dans le cas de f(/)_—-'

On pourra par contre étendre aisément les autres considérations
données dans le cas de n=2. Le procédé général indiqué montrera

que, quel que soit n22, sicr' -» 4+ = avec ~, toute intégrale s’annu-

\1,\’ x

lera plus vite que ¢ ” quel que soit n>2. De méme on obtiendra des
énoncés voisins de ceux donnés pour n = 2 comme application de la
méthode; le premier subsiste méme tel quel si 27 — 2. Quant 4
lenoncc de iorme générale, il s’appliquera en remplacant le fac-

teur par
’ N

Au paragraphe suivant, je retrouverai par une autre voie les résul-
tats généraux concernant la valeur moyenne;j'obtiendrai de nouveaux
théorémes en m’aidant d’une ¢quation intégrale dont Iexistence cons-
titue en elle-méme une propriété importante des intégrales bornées «
parce qu’elle précise un peul’allure de ¢.u; je pourrai donneralors des
propriétés générales des dérivées au voisinage de O et aussi pour des
formes simples du coefficient ¢, des propriétés plus précises de l'allure
de «. Mais il serait intéressant d’avoir pour ¢, des critéres nécessaires
et suffisants correspondant & des propriétés générales des u, comme
la continuité ou la nullité en O. Il yaurait surtout & élucider la ques-
tion de savoir s¢ lu continuité de u en O ne serait pas toujours vraie.

Je montrerai seulement au chapitre suivant que le cas ol toutes les
intégrales hornées s’annulent réguliérement en O estidentique i celui

3 M - - T ON 3 g .J:__
ol toutes les intégrales non bornées sont de la forme /(M) log 5y <ou
bien /(\l)——~~—-— si n>2 dim) ol | /| n’est pas borné; alors toute

1 "
intégrale dont le quotient par lo.,”\l (ou FﬂT) est borné, s’annule

en 0,
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III. — Equation de Fredholm correspondante et applications.

7. Auparagraphe Il du Chapitre I onaparlé, a proposdu probleme de
Dirichlet généralisé, d'une certaine équation de Fredholm et d’une for-
mule de Green généralisée. Il est tout indiqué de voir ce qu’elles
deviennent lorsque le domaine d’intégration contient un point singu-
lier de ¢. On se placera dans le cas du plan. Voici d’abord un lemme
important :

Pour toute intégrale bornée de (1) au voisinage w de O, lesintégrales

/f c(PYyu(P) dop, /f lO{;'(—)—lj,('(l’)u(P)(la'p
o) — O -0 -

ont un sens et méme

S e
oY
o >
v —0 MI

reste bornée quand M varie au voisinage de O (*).

) e (P) ] dop

(') Rappelons une notion classique : soit & (M) continue sur (w - ()) et bor-
née a la frontiére du domaine o contenant O. Supposons d’abord ¢ (M)20. On

dit que/ / U (M) do a un sens ou est finie si, y, étant un cercle de centre O
vy -0

et rayon variable p, f Y (M)do est bornée supérieurement. Dans tous

(A)——‘{p
les cas on pose

ff V(M) do —“lnnff U (M) do, finie ou infinie.
o —0 (=0 ) ‘[

Si b (M) est de signe queleconque, on dit que/f bdo a un sens seulement si
ror )
J / 4] do a un sens et 'on pose
() —

-0)
> ul\-_
S o= f b [ b
w—0 m—0 2 [

Cette définition équivaut a dire que & (M) est sommable au sens de Lebesgue,

la valeur adoptée pour f étant celle de 'intégrale de Lebesgue.

. .
Par la suite, pour simplifier I’écriture, on écrira ff au lieu de ff .
w w—0
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Puisque toute intégrale u est soit > o, soit la différence de deux
intégrales > o, il suffira d’examiner le cas d’une intégrale u positive.

Prenons sur le voisinage de O un cercle v, de centre O et diameétre
moindre que 1; soit g(M, P) sa fonction de Green, considérons un
cercle concentrique vy, arbitrairement petit, et, a 'intérieur, changeons ¢
en le conservant 2o et sans 'augmenter nulle part, mais de facon a le
rendre continu; ¢’est facile en prenant le nouveau coefficient nul au voi-
sinage de O et en raccordant convenablement. On obtient ainsi un
coefficient.c, continuet 2o dans~,, égala ¢ al’extérieurde y, etauplus
égal & ¢ al'intérieur. Soit enfin u, la solution du probléme de Dirichlet
pour Au = ¢, u, le cercle v, et sur son contour les valeurs de . On a

g (M) ;‘-&jfg-(wl,ll)np(p)up(1>>dap:/zn(31),
Yo

ou le second membre est la fonction harmonique >o prenant les
valeurs de u sur vy,. Mais puisque dans (y, — v,) :c,=ceto <uZlu,
on aura successivement

f/ &M, PYye(P)au(P) (/O'p':':_/‘/ (M, P)e,(P)ug (P) dop
(o= T¢) (o

Tel

i[f,-’, M, P)eg(P)uy (P)dopZamhy(M).
J Sy,
Donc si 1. est le maximum de « sur la circonférence v,

ff (M, PYe (PYu(P) dopl amp,
- (fo="¢
quel que soit M intérieur & v, et quel que sott ¢ > o.
En prenant M dilférent de O, g (M, P) sera fonction >> o et continue
de P auvoisinage de O, d’ou il résulte que /fc(P)u(P‘)(lc[,aunsens.
1)
Mais puisque
g(M, P) = log MIT? — o (M, P),

on tire de I'inégalité précédente

. ff lo,f.;'———l— c(PYu(P) doplopn --I~ff (M, PYe(P)u(P) dop
> M l) \ = . .
Yn'—"‘{e (*fg= {@)

<omp. —+—ffm(M, Pye(P)u(P) dop
Yo
Ann. Ec. Norm., (3), XLVII. — Ju 1931. 27
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et comme (M, P) > o0 est bornée quand M varie au voisinage de O
et P dans v,, on achéve aussitot la démonstration.

8. Reprenons le probleme fondamental du paragraphe I et soit u la
solution. D’apres ce qui précede

f/G(M, PYe(P)u(P) dop
Q

aura un sens quel que soit la position de Msur Q et elle sera méme
bornée en module; sil’'on remarque que, lorsque M varie au voisinage
d’un point de la fronticre la partie de I'intégrale relative & un petit
cercle de centre O tend uniformément vers zéro avec le rayon ¢, il sera
facile en reprenant le raisonnement ordinaire (Chap. I, n® 8. Picard,
Ouvrage loc. cit, p. 129) et séparant Q en v, et Q — v, de voir que

f G(M, Pye(P)yu(P)dop

Q

tend encore vers zéro quand M tend vers un point de la fronticre.
D’autre part, en séparant Q en deux parties dont 'une est le voisi-

nage d’un point M, distinct de O et considérant les deux parties de I'in-

tégrale qui y correspondent, on verra que I'on peut dériver sous le

signe f/\ et que cette fonction de M

Jo
f G(M, PYe(PYu(P) dop
Qo
admet un laplacien généralisé — 27.cu("). Finalement I'expression

- E%t/fG(M’ P)e(PYu(P) dop

(*) Soit sur un domaine borné fermé A, f(M, k) continue de (M, %) quand M
varie sur A etk au voisinage de %,, et admettant une dérivée [ (M, 1) jouissant de
ces mémes propriétés; alors si Y (M) est continue sur A sauf en () intérieur et

telle c[LIe/fvp do ait un sens, I (1)= /‘ff(M,l) Y (M) doy admettra au
. A
voisinage de X la dérivée 17 (2) ::ff/’ (M, M) V(M) doy.
A

La démonstration élémentaires’étendra parce que fj || do aunsens. Comme
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est harmonique sur (Q — 0), prend sur Z les valeurs de u et est de
plus bornée en module au voisinage de O. C’est donc la solution har-
monique /(M) du probléeme. Ainsi la solution du probléme proposé
satisfait & {’équation de Fredholm

(6) w(M) 4 —'—ffG(M, Pye(PYu (P dop=h (M),
2T 0 )

tout comme s’il n’y avait pas de singularité pour ¢ (M).
Et réciproquement si « continue et bornée sur (Q — 0) donne un

sensal’intégrale fﬂG(M,P)c(P)u(P)dcquelque soit Mde (Q2 — 0)

et vérifie 'équation qui précede, ce sera /a solution du probleme du

paragraphe I; car en étudiant /comme on P’a fait dans le raisonne-
JJa

ment direct, on verrait que « prend les valeurs donnéessur lafrontiere
et admet sur (Q — O) un laplacien généralisé égal i cu.

Ainst subsiste Uéquivalence du probléeme de Dirichlet généralisé et de
Uéquation de Fredholm, telle qu’on Pavait vue au Chapitre I (§ III)
pour un domaine sans point singulicr de c.

9. Afin d’utiliser cette équation de Fredholm pour en tirer des pro-
priétés en O de la solution, nous sommes conduits a étudver le potentiel

logarithmique
C e
V( M ) :-./v[‘:logm—, v\!}(]’) (/0']»,

dans le cas ou la densité {(P) est continue (et bornée ala frontiére
de w) sauf en un point O du domaine w ou elle n’est pas définie et

. I . \ , .
conséquence on verra (ue fflogm¢(]’)(la,, est harmonique a 'extériear
]

du domaine partiel ¢ contenant O; que, si A; de type Dy, donne A par fermeture,
I

et admet G (M, ]’):log—ml—) -—w (M, ), comme fonction de Green, la fonc-

tion [/m (M, P) U(P) doyp est harmonique sur A; méme en O; on se rappellera
. A
pour ce point les propriétés de o (M, P) (voir Chap. I, n° 8). On obtiendra

alors aisément les propositions du texte en décomposant G et aussi le domaine £
en deux parties dont I'une sera Ie voisinage d'un point M, différent de O.
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pour lequel on suppose seulement que ffq)a’a a un sens. Sans autre

hypothése cette étude sera utile au chapitre suivant.
En séparant le voisinage d’un point, on voit d’apres une remarque

précédente qne l'on peut dériver sous ff ailleurs qu’en O et que, de

plus, V(M) admet, atlleurs qu'en O sur o, un laplacien généralisé

AV = —anmd,

tandis que V est harmonique & I'extérieur de w. De sorte que 'étude de
V(M) est aussi celle des intégrales de AV=0(M) lorsque 0 continue

admet un point singulier O tel que [ 0dao ait un sens.

A. Ewdions Uallure de V(M) quand M — 0. Puisqu’on peul consi-
dérer ¢ (M) comme la différence de deux densités 2o, continues sauf
en O, nous supposerons d’abord y (M) 2 o.

a. Etudions la valeur moyenne sur une circonférence vy, de centre O
et rayon p. Isolons O par un petit cercley, la circonférence v, par une

couronney (v, Yo, ) (pr <p<¢u)-
Alors

g \ { ]
— | V(M) dsy= — [ [ff log < U(P) (la')] s,
277‘-9/; " 270, 7o L. (00— —) o MPV ! M

I ) p
-+ o f [f‘[/IOg_l\—%I—) l.[}( P) (lG'p]([SM

le

L I
[ —| > N S
+27Tp‘ Yf[f‘/-YIOUl P "J(I)dgl]dg.\l

On voit facilement que les derniers termes tendent vers zéro quand
se réduit 4 la circonférence vy, ety au point O. Quant au premier terme,

il s’écrit en permutant les signes f

I I . - )
—_— log —— Cl-‘f'm] (P dap
fﬁ)—x—w[zﬂpﬁ °MP ’
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ou en remarquant que

‘ 1 [
e og ASy—=
27'L'P ° Ml) A i
Ion - si P est intérieur a y,,

_/f 0()1»%!’ (/cr[>—+~lorr—ff U(P)do.
(> — g, (Yo, —7)

Par un passage a la limite, il vient donc

(7) /V(M (/v“_f/ log g 4 (1) dizp - log ffv(p ) doy.
=) Yy,

Or il est aisé de voir que

,4}(!’ ) o
S, e

log !
L

1 . " .
lOgD—F si P est extérieur & y,,

~»0 avec p.

Ltant donné > o, choisissons en eflet ¢’ tel que f/ ¢(P)do<§;
oy -

alors pour ¢ < ¢’

f/ g, q)(l’)(/r- f logm-)v_ﬁ(l’)
(0 ~—"g) (—"g) €

-_’._ -y
i 2
log - log ~

4

quantité qui deviendra moindre que ¢ dés que p sera assez petit.

Onconclut que

a f V(M) ds
AP Te —  ou ! _V_E_M) {.
o .1. 2 TE(J ¥ yor ._.L
log ; te log Wi

tendvers zéro avec p. Autrement dit, la valeur moyenne de V(M) sur la
circonférence v, est, pour o — 0, d’un ordre de croissance moindre que

log£~
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Observons maintenant que
Iogéf/;up(P)(/agff;logz;—l,np(l))(/a.
4 ig
Donc st V(0) = fflogalﬁ U(P)ds est fini, ff b (P)ds — o plus
[0} YP

" etla valeur mayenne de V (M) sur~y, tendvers V(0) (g -+ 0);

vile que
log -
p
il en sera donc de méme de la valeur moyenne sur une couronne circu-
laire se réduisant au point O (woirn°®4); au sens du n° 4, il y a pour
V(M) une valeur moyenne en O, justement égale & V(O).

b. Montrons maintenant que V (0), gu’elsoit fini ou tnfini, estla plus
petite limite de V(M) quand M == O tend vers O.

D’abord cette plus petite limite est au plus égale & V(0) puisque,
si V(O) est fini, ¢’est, d’aprés sa propriété de valear moyenne en O, la
limite relative & une suite de points qu’on peut former. Il suffira donc
devoir que la plus petite limite est au moins égale 2 V(0). Celarésulte
de la remarque suivante : Soit M, une suite de points £ 0 tendant
vers O et ¢, > o tendant vers zéro mais moins vite que OM,, ¢’est-a-dire

OM,,

telle que p, -~ 0, —* — 0. 8i v, estle cercle de centre O et rayon g,,
n
’ I 1
i/f log Ni l)qj(l)>//0'p"*‘ff l()g'ﬁl—,ql(l’)(/o',. — 0.
) (0 —Yp,) nwr it —Yg,) -

En effet cette différence est moindre que

/.

W —Yo,i

Mais
OM, _ M,P _  OM,
oP = 0p =" TGP
donc a I'extérieur de vy,
oM, . M,P OM
_ nog . n
T Eop R

M, P

ce qui entraine que ‘log—d‘l—; tende vers zéro uniformément sur
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(w—7,,)- Commeffa])(M)dc a un sens, on conclut a la remarque

annoncée. Mais alors, puisque

V{( M,l)>ff Ior l)L{J(l)(({G'p,
(e —7

quantité de limite V(O), on obtient le théoréme en vue :

En conséquence : St V(O) estinfini, V(M) tendra vers + oo régulitre-
ment quand M — O;

S V(O) est fin, ilya coincidence[avec V(0)] de lavaleur moyenne
en O et de la plus petite limite en O, donc (voir n° 4) quasi-continuité
en O.

Donnons maintenant quelques crizéres de continuité en O; un cri-
tere nécessaire et suffisant qui se préte aux applications est que

[. log _\TI’ Y(P) dop

(e

tende vers zéro avec le rayon ¢ du cercle vy, uniformément par rappoxt
a M dans v,; ou bien qu’étant donné ¢ > o on puisse trouver o et o
('Sp) tels que OM < ¢’ entraine

1
// logi»l‘l"’q“(l’)(/crp-< €.
Ye

(estce qu’on démontreraaisément en s’aidant de laremarque faite plus
haut (%). Une cons(*quvnc(‘ immédiate est qu’il y aura continuité en O

pour f/log P U(P)ds, sielle a liew pour //log vig 0(P)ds, ou 0

est au voisinage de O au moins égal & Y(P). o .
D’autre part si U(P) est au voisinage de O fonction de OP seul, il faut
et suffit pour qu’il y ait continuité que V(O) soit fini: car on peut se
ramener au cas d’'un domaine o, cercle assez petit de centre O et il
suffit de remarquer alors que V(M) coincide avec la valeur moyenne
sur la circonférence de centre O et rayon OM. '

En conséquence : '
1 .

)= o — () y

V(M)__‘/V/":loh Ml"v(l’ ) day

sera continu en O, si, ¢(OP) étant une fonction continue de OP, au
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OP) do,

moins eoale ay(P) au voisinage de O, l'intégrale /f

[0

a un sens. Comme application : si, au voisinage de O,

A
Op=

Y(P)S== (a2 << 2),

il y aura continuité en O de V(M).

B. Supposons maintenant U(M) de signe quelconque. On voit
aussitot que sn/[loa()l,[q/(P)[(la est fini, V(M) admettra en O une

valeur moyenne égale a

())———/flo,(”)g(l’)da,

avec la propriété de quasi-continuité en O puis qu'une condition suf/i-
sante de continuité en O pour

V(M) _,_/fm VD) ds,

e 1 ; . .
est que f/mlogwlfp(l))ldc,.ysoxtcontmue
On aura donc aussitot des critéres suf/isants de continuité; par
exemple, il y aura continuité si
A
! (:\l i < = a < 2
v I<&zm ¢ )

au voisinage de O.

10. Etudions maintenant sous les mémes hypothéses lallure des
dérivées du potentiel logarithmique V(M) quand M - O. Laissons (M)
de signe quelconque.

Généralisons la formule de Gauss relative au fluz du potcntiel lorsque
la densité a une singularité. Censidérons un domaine ¢ de frontitre T
formée d'un nom])r(, fini d’arcs (sans points intérieurs communs)
tangente continue. Lorsque ¢ (M) est continue et bornée sur w, on
sait que, en prenant U = o & extérieur de w,

(8) .fmnt?ﬁ(ls:?nffy(M)(/c
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Montrons que cela subsiste quand ¢ admet une singularité en O
non sur I, intérieur ou extérieur & 8,] [H)] ds ayant un sens.

Isolons O, par un petit cercle v; si O est extérieur & ¢, la partie de
V(M) relative a y étant harmoniqne sur ¢, on est aussitot ramené au
cas ot il n'y a pas de singularité; si O est sur ¢ on décomposera encore

V(M) en
. . |
‘/L[Illog-wﬁb(l))dc et f[ l()_;W (P )(lo-,.

et il suffira de voir que les dérivées de la premiére portion tendent vers
zéro avec le rayon de v, uniformément sur I'. C’est ce qui résulte de
leurs expressions

J lob l’\’l d log l_’jf\—l-
[/ dx(ouy) 4}” ) clop, ol d(ou y)

est borné quand M et P varient sur deux enscmbles & distance non
‘nulle.

) oV , o L, .

Le flux f Tn ds tend donc vers zéro quand I se rédurt au point O, et en
[Mim

*19

[
considérantd comme la différence des fonctions [l q’ » onvoitd’apres

le n° 9, lorsque T est une circonférence de centre O et rayon o, et st

] 1 ) . ’ | '
flﬁlog op | (P) |ds est fint, que le flux tend vers séro plusvile que

log£
Comme application supposons qu’au voisinage de O, J soit fonction
de OP seul, b = <(OP) et considérons la partie

,*_\/\ log B “ p((—)‘p) dap

relative & un petit cercle y de centre O qui ne differe de V que par une
fonction harmonique i Uintérieur de y. V,, symétrique autour de O,
est une fonction de OM = r et il résulte alors de la formule de auss

, A" am [ .

r O
Ann, Ee. Norm., (3), XLVII. — Jux 1931. 28
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Par exemple si ¢ (r) = ,-13 (z < 2) onaura

av, om

et = =,
(10) dr L p—

D’autre part la dérivée de V, dans le sens perpendiculaire & OM est
nulle; de sorte qu’'on obtiendra une expression trés simple de la dérivée
dans une direction quclconque el le maximum en valeur absolue est

atteint pour les directions OM, MO
Reprenons un ¢ quelcongue. Il vient aussitot, pour la dérivée dans

une direction s,

f/V
ff WI)IV(P)I‘[UP
c]?
Lorsque
A
W) [< ==  (z<2)
il vient donc
(/\ \/f L
ds P 77'7’ "

On en déduit () que = si e > 1,

(/V cp_ L.
: = e
(/;: . OMe—1
sloo=1 ,
‘ dV I
s |y
sia <1,
dV ,
— | est borné.
C[S M

. . . >
Dans ce dernier cas, on peut méme montrer que pour toute direction s,

(*) Voir le résultat général rappelé au Chapitre 1, n® 13, en note, sur

ff_.z_ L o
0P MpPE
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il y a une dérivée en O égale &

cos ()l,s
[T 0y

et que ( [\:> est continue de M en ().

ds

11. Appliquons maintenant cette étude du potentiel logarithmique a
celle de la solution de notre probléeme de Dirichlet au voisinage de O, en
utilisant I’¢quation de Fredholm établie plus haut :

(6) M(M)—k;’—%f G(M, P)e(P)uw(P)dep=1(M).

On décomposera

/1/ G(M, P)ye(P)Yw(P)dap en mff o (M, P)e(P)u(P)dop
Q Q

harmonique sur Q et f/'logm'—l—,[c(P)zz(P')]dcp potentiel logarith-
Jud

mique du type précédemment étudié avec la propriété que

/ ulo,_,,(”)lt (PYu(P)|dop

est fini.
A. On obtient alors aussitot pour « les propriétés, en O, de la valeur
moyenne et de la quasi-continuité et 'on voit de plus que

(11) U (O) -+ :l;r/ (1(() PYye(P)yu(P)dap="~1(0) (1).

Si la distribution est Zo sur X on retrouve aussi la propriété que la
plus grande limite en O est égale & w,,(0).

D’autre part pour tout pelit domaine ¢ de contour I" entourant O et
formé d’un nombre find d’arcs i tangente continue (sans points inté-
rieurs communs), il vient grace a la formule de Gauss (8)

(1) f ;-g;(/s_ /f((m W(MY) do == /fAt((/cr

(1) Ceci peut d'ailleurs s’obtenir sans ’étude précédente du potentiel logarith-
mique, seulement avec le n° Ik du paragraphe 11 et léquation de Fredholm (6).
Voir pour cela, le Mémoire des R. di Palermo (loc. cit.), n® 13.
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Ce flux f % ds tend doncvers séro quandT se réduit au point O; et sil’
[int

est une circonférence , de centre O et rayon o, il tend vers zéro plus vite
I

que—(")-

log -

Cettep formule (12) peut d’ailleurs se généraliser de la fagon suivante :
soient au voisinage de O deux coefficients ¢,, ¢,, 20, continus sauf en O,
et deux intégrales bornées correspondantes u,, u,; avec le contour T'
du domaine ¢, on aura

(13) ~[“[(u,,I Auy— u,Auy) do ::ff(m—— o)ty uydo
= <1/ﬁ, duy Uy du, ) ds.
Tint dn dn

Considérons un domaine Q de type D, dans le voisinage considéré,
mais ou 2 soit complétement intéricur, et marquons sur la fronticre X
les valeurs que prennent «, et w,. Reportons-nous au second procédé
de passage & la limite (voir n°2) qui fournit «,, 1, comme limites des
suites (u,),, (1, ), correspondant aux coefficients continus (¢,),, (¢2),
égaux a ¢, et ¢, en dehors du cercle v, . On aura

ff[(mnA(ug)u»«<u2>uA<ul>,,}zla———f[|‘_(r-l>n-~(u_,>“](u,);(uz)u(/o
ol ( »n‘u L n ]
:m‘/[: [( Uy ) (_71//7{)_ — (ty)n {—(—({/(/—:—L‘I(/s

Sans développer la démonstration du cas général, a partir de celte
formule et grace a4 (12), j'observerai que 'on conclut aussitot dans le
cas ¢, = ¢, en prenant (¢, ), = (¢2 ).

B. A coté de ces résultats généraux, donnons-en d’autres plus précis
en particularisant ¢(M), et définissons u(0) comme égal & «,,(0).

- (%) Gette propriété peut s’établir par un raisonnement direct simple & partir de
. ' X . i ey
(11) et du fait que fflog(-)—pc([’) u(P)do a un sens, doncindépendamment

aussi de I'étude des n* 9-10. Voir R. dei Lincei (loc. cit.), 2 {éyrier 1930, vol. XI,
P- 270-272. ‘
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2. Sie(M)<==; (o< < 2) on aura
oM

B
c <
() (M) € ==
Donc il y aura continuité en O et de plus, pour les dérivées i’ﬁ
ds
st >1,
du|_ R
\(,;> = OMe—1’
Sl o= 1,
du| <RI
= | < Rlog gy
cls
sia<lr,
du ,
— | est borné,
s

et dans ce cas la fonction u continue en () y admettra méme des déripées
premicres continues; on aurale droitde dériver sous le signe ffde (6)
méme en ().

B. Siauvorsinage de ()
S 2
((M)i'(:ﬁi (22> o),
on sait (n°5) que toutes les intégrales s’annulent régulicrement en O
de sorte qu’il y a continuité en 0.

Signalons que cette propriété de nullité en O, qu’il suffit de voir
pour une intégrale u > o résulte aussi de ce que /fcu do a un sens et
de la propriété de la valeur moyenne, ou bien de la quasi-continuité de
uen O;car il y aurait contradiction si «,,(0) > o.

On sait méme que, au voisinage de O, |« | < AOM, de sorte que, si
K< 1, ily aura en 0, dans toute direction, une dérivée qui sera nulle.
En faisant des hypothéses plus restrictives sur ¢, on aura, d’apreés le
n° 5, des précisions sur l'allure de « donc de cu, et par suite des
dérivées de u.

Par exemple si, au voisinage de O :

/‘.’.

—;—:-__-—__C M /—‘“’i‘
)] ( )'ow

-1
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on aura surce méme voisinage

I8
OM=—"

JulLA. OM*,  dou = |cu|SA ==

Donc, si 2. >>1, continuité en O des dérivées premiéres qui s’y

annulent, et dérivation possible en O sous ff,

sl =1,
T—( < Rlog —
7 () 1
ds
sirn,
s
s OM1=—=
ete.

12. On peut compliquer un peu le probléme fondamental du para-
graphe I en imposant & I'intégrale d’avoir ailleurs qu’en () une ou
plusieurs singularités logarithmiques données. La question est facile &
traiter par divers procédés (passage a la limite par isolement de O, ou
introduction des singularités logarithmiques parla méthode alternée).
On pourra en particulier introduire la forction de Green généralisée G,
du domaine initial (encore symétrique) puis établir la formule de
Green généralisée (11) du Chapitre I dans le cas actuel d’une singula-

rite de ¢ (). La formule
u'([)):‘_f_f (\/])w{“
AT JSin

n’a de sens que pour P sur (Q — O); nous examinerons au chapitre
suivant ce qu’elle devient lorsque P vienten O.

Je n’ai considéré qu’un probleme de Dirichlet «intérieur ». On peut
se poser des problémes analogues pour un domaine non borné. En

(") On raisonnera comme au n°® 12, en isolant O par une petite circonférence y,
et I'on remarquera que

»

j [u(M)ﬁg—' — G.(M, [))’/”Jr{smzo
(g ext (l/

d’aprés la formule (13).
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particulier le « probléme extérieur » est celui relatif 2 un domaine tel
que les points du planqui nelui appartiennent pas formentun ensemble
borné contenant des points intérieurs; une inversion par rapport
'un de ces derniers O nous raméne au premier probléeme, O étant sin-
gulier pour c¢. On peut aussi étudier le probleme relatif au plan entier
avec des singularités logarithmiques données. Dans les deux cas1'inté-
grale doit seulement étre bornée & I'infini. Le « pointa Uinfini» joue le
role d’un point singulier pour ¢ et ’on peut d’ailleurs introduire un
nombre quelconque de points singuliers de c. Je renvoie pour tout cela
au Mémoire des R. di Palermo (loc. cit.), ou 'on pourra élargir les hypo-
théses qui y sontadoptées grace au Chapitre I, en particulier remplacer
la condition ¢ >> o par ¢Zo, mais non partout nul dans le cas du plan
entier. 11 apparait une distinction intéressante entre ce cas et le cas
harmonique. Je signale aussi la particularité que présente I'équation
de Fredholm équivalente au probleme du plan entier : cest que la
«valeur moyenne» & l'infini de la solution apparait d’elle-méme au
second membre de I’équation sous la forme d’une constante additive.

13. L’extension de tout ce paragraphe III au cas de n dimensions
comporte peu de changements. Signalons que dans I'étude du potentiel
« newtonien »

V(M):[ () dop,

Joy M2

I'exemple qui correspond & celui de

A
Iv#(l’)lé(:)'—l"f; (0Za<2)
sera
['Ml')(f()j;t; (oZa<n—r).

Il y aura continuité en O etles mémes trois cas & examiner =1 pour
les dérivées. Dans I'application a I'étude de I'intégrale ¢, il n’y aura &
reprendre que les résultats relatifs auzx formes particuliéres de cet les
modifications sont faciles.

Quant au n® 12, il y a au contraire une d¢fférence imporiante pour
les problémes relatifs & des domaines non bornés. Cela vient de la diffé-



224 MARCEL BRELOT.
" e . 1 I ) o
rence des allures & I'infini de log 55; et === et de ce que la transfor-
: OM
mation de Lord Kelvin change la fonction. Je parlerai & la fin du cha-
pitre suivant de I'allure des intégrales bornées a I'infini (¢ o continu
i distance finie) dans I’espace & n”>2 dimensions.

CHAPITRE [1I.

INTEGRALES NON BORNEES AU VOISINAGE D'UN POINT SINGULIER DI ¢(M).
SOURCE PONCTUELLE SIMPLE. EXTENSION DU PRINCIPE DE PLCARD (¢

I. — Intégrales bornées dans un sens et notion de source
ponctuelle simple. Forme nécessaire des intégrales.

1. On considérera toujours I’équation au sens généralisé¢
1| g

(1) Av=—=rcu (eZzo0),

ol ¢ est définie et continue au voisinage (o — 0) de O singulier et I'on
se placera d’abord dans le cas du plan. A la base de I’étude des inté-
grales bornées dans un sens, par exemple inférieurement, est le théo-
réme de décomposttion qui suil :

Toute intégrale de (1) non identiquement nulle au voisinage de O et
bornéeinférieurement estla somme d’une intégrale 2o et d’'une intégrale
bornée en module; donc (*) elle est soit ~> o, soitla différence d’une
intégrale > o et d’une seconde intégrale ™> o et bornée.

Soit O de type D, sur lequel ¢(M) est continue sauf en O intéricur,
et bornée 4 la frontiere X; u, intégrale sur (Q — O) bornée inférieu-
rement et prenant des valeurs en distribution continue sur 2. Soit ¢
intégrale de module borné prenant ces valeurs sur X; u— ¢ est inté-
grale bornée inférieurement et nulle sur X; il suffira de voir que
u - ¢2o0. En effet:

() Une grande partie des résultats de ce chapitre ont ¢té publiés dans trois
Notes des Lincet, loc. cit., 1**sem. 1930, vol. XI, fasc. 3, 5, 9.

(*) Car, ou bien elle est bornée, cas connu; on bien elle ne I'est pas et le
premier terme de la somme, étant 20 et non identiquewent nul, sera > o.
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St une intégrale sy de (1) sur le domaine (& — O) estlimitée inférieu-
I N , . . .
rement par — A —e¢ logU—M— (A>o0,e>0), ot A est une constante fize

et ¢ une constante arbitraire, et st elle s’annule sur la _frontiére de w, elle
est partout2 o.

(’est ce qu’on voit par un raisonnement du type Zaremba. D étant
le diamétre de @, considérons

. D .
c‘y(f\l)::-nlugm. (n>0);

7 étant fixé, on pourra trouver une circonférence v, de centre O arbi-
trairement petite sur laquelle (— o) < ». Mais alors sur le domaine
(©0—7p):

Alw +g)=c(w - 9)—cy ol (- cw) <o,

tandis que o+ o prend sur la frontiére de ce domaine des valeurs
déterminées > o. D’aprésla propriété d’impossibilité de minimum < o
(11()_1'1‘ Chap. 1, n°6), on aura sur (w—7,), &' -+ o~ 0.

En tout point déterminé de (w — O) on auradone swv>—g ol ¢ a
choisi avec un v arbitraire. 1l s’ensuit bien w2 o.

té

-6
fe-3)

2. Dans le cas des fonctions harmoniques on connait I'allure des
intégrales bornées dans un sens au voisinage d’un point singulier.

M. Picard a démontré treés simplement, en utilisant les fonctions
analytiques d’une variable complexe ('), que si «(M) harmonique au
voisinage de O, sauf au point O, est telle que u(M)-» + = quand
OM - 0, u(M) est de laforme

I

-~ fonet. harmonique en O (A == const. > 0).
La méme démonstration légérement retouchée montre méme que si u
est harmonique et bornée inférieurement au voisinage (o — 0) :

w=A l()gaiﬁ -t~ fonet. harmonique en O (A Zo).

(*) Comptes rendus, t. 176, avril 1923, p. 933, et Bulletin de la Soc. math.,
t. LII, 1924, p. 162.

Ann. Ec. Norm., (3), XLVIIl. — Jomrer 1931, 29
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On en déduit aussitot laproposition plus générale qu’on pourra appeler,
a instar de M. Bouligand, principe de Picard ou bien principe des
stngularités positives.

St u(M) harmonique au voisinage de O sauf peut-étre en O est telle
que, en ce voisinage :

(M) >« Iug(.)—‘ﬁ ~+ const. (=« const. quele. méme <C o).

elle est de la forme
I ; . - ‘
5 log OMi + lonct. harmonique en O fB=const.) ().

1

OM harmonique et bornée

Il suffit de considérer la fonction u— alog

inférieurement.

3. L’¢tude des intégrales de (1) bornées dans un sens est étroite-
ment liée & la notion de source ponctuelle de chaleur. Lorsque, 4 propos
del’équilibre thermique de la plaquerayonnante, régi par I'équation (1),
on s’est occupé de cette notion, on s’en est toujours & peu pres tenu,
me semble-t-il, & prendre le cas d’un point O régulier de ¢ et 4 iden-
tifier cette notion avec celle de singularité logarithmique pour l'inté-

. . du
grale (*); dans ce dernier cas,f - s, {luxa(raversun contour yentou-
1

rant O, a une limite finie déterminée quand v se réduitau point O dans

une suite quelconque de contours (*). Mais je ne pense pas que l'on

ait étudié le probleme inverse de la détermination de la forme de «

sachant quef%cls a une limite déterminée, propriété qui correspond
Y

a Uintuition physique de source ponctuelle.
Je vais résoudre ici la question pour le cas des intégrales bornées

(') D’autres démonstrations ont é1é données ensuite, qui s"appliquent au cas
de 'espace & n dimensions. Voir Srozex, Comptes rendus, g mars 1925, et
Annales de la Soc. Pol. de Math., 1925, p. 51. — Bouticaxo, Mémorial, X1,
Chap. VII, et Annales de U'FEcole Normale, mars 1g31.

(*) Voir par exemple Ouvrage de Picarp, loc. cit., Chap. X.

(*) Voir Chap. 1, n* 12.
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dans un sens, en me placant méme dans le cas d’un point O singulier
pour c. »

Je dirai que pour une intégrale u de (1) sur le voisinage (w — 0),
O est source ponctuclle simple si :

1° « est bornée dans un sens;

2" pour toute suite de courbes simples de Jordan v, entourant O,

i

formées d’'un nombre fini d’arcs & tangente continue, v, se réduisant
. p * du R .. - L. ,
a0 quand n-» +~ = (). ;7 ds aune linute finie ou infinie @, indé-

Y nint
pendante de la suite v, et qu’on appellera flux de la source O.

La source sera dite fince ou infinie suivant que le flux est fini ou
infini.

D’apres le chapitre précédent (n° 11), pour une intégrale bornée en
module, O est source simple de flux nul; et d’autre part Pintégrale

j/.Arr o ::::.'f/‘(-u 174

aun sens. On en déduit, comme on va voir, le théoréme fondamental :

Pour toute intégrale bornée dans un sens, O est source simple ; le flux ®
est 20 ou "o suivant que Uintégrale cst bornée inférieurement ou supé-
rieurement (source respectivement chaude ou froide); et il n’est nul que st
Uintégrale est bornée en module.

Prenons le cas de Pintégrale bornée inférieurement et tracons un
petit cercle v, de centre O. Retranchons de I'intégrale I'intégrale de
module borné prenantles mémes valeurs sury,; on obtient ainsi (n* 1)
une intégrale « = o s’annulant sur v, il suffira d’établir que si « > o,
done non borné, ® > o.

Considérons un cercle v, concentrique plus petit que v, et une
suite de cercles v, concentriques de rayon o, ~ o. Parune formule de
Green, il vient pour la couronne D

// cu do ::;;/f
R TR . .

Vo Y
(1) Clest-a-dire que la distance maximum de O &y, tend vers zéro quand
nop -

RV,

A i _[ du [/ du o
. '{p’hl’/” g dn

Tgnint
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. . . C, du
Faisons tendre R vers R; d’aprés 'existence et les propriétés de - le
long de v, (vorr Chap. I, n° 11) :

lu du
f/ cu do == f f-/«— ds + [ -/—('/.s‘.
yuint an Y, int an

Derw, o

Done, pour n -» + o,

f da gy // cudo 1 ﬂ(/
v dll dn
Yon -y int

limite finie ou non, indépendante de la suite v, et positive parce que

du . o
dn ‘ ¢ 8 wr o
fmim - ds > o0 i cause de u > o (voir Chap. I, n® 11).
Prenons maintenant une suite de courbes v, <déﬁni[i0n de la source

simple) et soity (,.contenanty,ettelqueg, -~ oavcc— D’apres I'égalité

ff A do = [ il-li s / (I” ds,
Do L dn L odn
T Y Ygnint nint

lomw (n

*du . , \ du e :
/ —-ds est au moins égale & [ - ds et, lorsque jf cu ds est
Tnint A in fnt ) r

fini, la différence tend vers zéro. On conclut aussitot.
Soulignons que, pour que O soit source simple finie, il faut et suffit
que u soit bornée dans un sens et que [’intégrale

f[Au (/cr:::/‘/c'u do

att un sens. Alors ¢ étant un domaine contenant O, limité par une
frontiére X, formée d’un nombre fini d’arcs & tangente continue et sans
points intérieurs communs :

//Au do “t:.//cu do = / (—~/l£l/s .
g J i

4. Dans le cas harmonique, pour toute intégrale bornée dans un sens,
O est source simple finie, et si ® estle flux, U'intégrale est de la forme
[}

1 . .
—|0g —— -+ fonct. harmonique en O,
w2 OM
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<

Nous allons voir comment cela se généralise powr Uéquation (1) et
les sources finies. Nous nous ramenons par le théoréeme de décompo-
sition au cas u>o. Cherchons donc la forme des intégrales « >0

de (1) telles que
ff.’lu (]o’:ffcu do
alt un sens.

Considérons un petit cercle v de centre O et 'intégrale

/‘/luh i (P)Yyw(P)dzp.

En nous reportant aux propriétés du potentiel logarithmique (Chap. 11,
n* 9-10), nous voyons successivement que

v R
27[(/‘/{!();;&—1—‘-/(] yu(P) dop

est sur le domaine (y — 0), positive et harmonique, done (n°2) de Ia
forme

Alog i’TrvT = A (M) (A Zz0), /i (M) harmonique méme en O,

puis en considérant le flux a travers une petite circonférence v, de

centre ) et rayon ¢ -» o, que ® = 27 A; on retrouve ainsi la propriété
que ® 2o et méme ~> o si U'intégrale u n’est pas bornée; et il vient :

h .._l.... )‘-.,’. e (] 4 N l Js Je—
(%) - ').rc‘/‘./glm’MP"(l y (V) dop == ; ln“()M + (M) ;

uest donc delaforme f(M)log T')I'M ou fzo,donc/>o(puisque u_>0)
et bornée

En prenant les valeurs moyennes sur une circonférence vy, de
centre () et rayon g -+ 0 on voit de plus que /(M) admet une « valeur

moyenne » en O égale & —et comme d’aprés (/) sa plus grande limite
')TE

en O est au plus égale a— L -, elle Jui sera juste égale. D’oli le théoréme :
T[

Si pour Uintégrale u™>> o au voisinage de O, O est source simple finie
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de flux ®, u est de la forme

:‘/(M) ]0b OM

oil f bornée > o admet une «valeur moyenne » en O, f,,(0) et une plus
@

grande limite, [(0) égales 4 ——
JulO) =T )= 2

de sorte qu’il y a quasi-continuité de fen O.

On retrouve alors la propriété que si @ = o, u est bornée parce que
122 — . -. . ) .
—» 0 avec OM, ce qui suffit (Chap. I, n® 1); c’est aussi une con-

séquence immédiate de (4).
On passe aussitot au eas le plus général de la source simple [inie, par
exemple chaude : toute intégrale correspondante doit alors étre au voisi-

nage de O de la forme f(M)log T»L\T ou [ admet une « valeur moyenne »
Sn(0) et des limutes plus petite [ /(O)| et plus grande | 7COY | telles que :

[)
,,77:

£(0) < T(O) == £ (0) -

Il'y a pour f quasi-continuité en O); f s’annulera réguliérement en O
si la valeur moyenne f,,(0O) est nulle; ¢’est le cas on |u]est bornée.
D’aprés ce qu'on sait des intégrales bornées, on voit que u vérifiera
encore une équation du type (4).
Cela permet d’étudier le cas particulier
A ‘
(M) 7 e (0o 9a).
GRE -
Alors

be(Py w(P (072 =0 <0
yulP)y|z (\lf 0 g )

~et, par suite (Chap. I, n° 9), ffl()qu,n(l’)u(l’ ds, est continue
de M méme en O; de sorte que u est de la forme

@
log—(—)—M - fonct. (M) continue en (),
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et (M) satisfait a ’'équation intégrale

5(M) 4 —~»-—f[lm-——-—((l’)f/(l’
b @
/1(\I)~ — /flnb i ) ]n,;?ﬂ—)(/f; .

On en déduit aisément, aprés dérivation, des limitations de 'ordre de
croissance des dérivées'de . En particulier, si « < 1,0 admettra des
dérivées premiéres continues en 0.

Ajoutons que si ¢ est continue en 0, la différence de deux intégrales
pour lesquelles O estsource simple finie de méme {lux est bornée en O,
donc (Chap. II, n 1) y est réguliere.

5. Passons au cas de la source simple infinie; je vais montrer que
west alors de la forme f(N)log 55 ot f(M) posséde en O une «valew

moyenne » infinie, égale & +» ou — o en méme temps que le flux et
suivant que « est hornée inférieurement ou supérieurement.

On se raméne aussitot au cas u > o3 tracons une circonférence vy,
de centre () et rayon ¢, et montrons que

——L——[ ’fll ols |»~»—~i %
p

log ~
P

quand g - o.
Considérons la couronne circulaire limitée aux deux cercles concen-
triques, v, variable et v, fixe. Appliquant la formule de (Jreen (n°4 du

Chapitre I)ace domaine Dy , etaux deux fonctions u et log m»,-, il vient

g i 1 du o
'/“/”" ﬁl(»;; ‘—-ﬁ;n( )y u( Py dop - log f{'[ N s ﬁ/ wds

{nint 'n

v [ du 1 N
= log [ s - [ s,
o). in n.J.
. i

?lnl

Il suffit de voir que

e
N - log cttdg -2, quand p—0
[ an /f, 5 op ) (uand p
pint
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ou encore que

Jﬁ,l [lcml_ [L/D cuds «f[ lugﬁT’ru daJ —> -

"p

Introduisons un cercle y,,, intermédiaire entre v, et v,; le erochet est
au moins égal a

lng f cuds — ff cu do — log, - /f cuds
i Doro D

YR,p R,p1

(lnrf - - log »>f/ crdo == l(w [f cu s,
i D

)&,y R0
Prenons par excmple p, = /53 on voit que le crochet est au moins

ou

égal 4
I log ! [f cu do;
? P Puye
donc
E j-;—f/‘ cuds 1w quand p->o. C. Q. F. D
vy

’u,\ ';,
Ainsi toute intégrale bornée dans un sens est de la forme [(M)log 5z

. . . , . D ,
otr f(M) admet une valeur moyenne en () toujours égale a —> O étant
- - Py

le fluxde O fini ou infini; et | f(M)]| est borné ou non suivant que la
source est finie ou infinie.

6. Extension a Uespace a n dimensions. — Lxtension immédiate du
n* 4. Au n° 2 la démonstration citée de M. Picard ne peut évidemment
s’adapter, maisl’énoncé du « principe de Picard » s’étend cependant(');
et I'on peut, suivant M. Stozek (loc. cit.), le démontrer de facon ¢lémen-

(') M. Picard a établi pour I'espace le théoréme analogue a celui qu'il a donné
dans le plan, c'est-a-dire en supposant que la fonction tende vers + oo quand
M- O singulier. Mais sa démonstration (Compltes rendus, t. 176, p. 1025, ou
Bull. de la Soc. math., loc. cit.) ne peut s'adapter pour donner I'énoncé de
forme plus générale et dont on a besoin.
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taire en utilisant seulement la formule de Green et des domaines
limités par des sphéres; la méthode peut s'appliquer au cas du plan et
fournit d’autre part un énoncé un peu plus général.

Le n° 3 s’étend aussitot, sauf Uinterprétation physique; au n° 4 on
changera aussi le facteur 2= en [(n—2)s,] et il faudra reprendre

I'étude du cas particulier quitermine et qui ne s’étend pas tel quel.

On conclura que « est de la forme f(M)——— ol f est continue

en O et mieux de la forme

W
v P L (M),

(e —2)s, ‘('7)_)““““’
ou |[0(M)[, dont on obtiendra aisément des limitations suivant les
. . . 1
valeurs de n, est toujours d’un ordre de croissance moindre que ——=
oM
et vérifie
I I . B -
] B s ¢( Py p) dop = fonction harmonique.
‘ (n-—2)s, J., s o
¢ M1

Soulignons que pour n =3, <1, §(M) est continne en 0.

En dérivant équation précédente on obtiendra une équation four-
nissant des limitations pour 'ordre de croissance des dérivées pre-
miéres de 0.

A AT . A0 ! -

En particulier on aura toujours \ selm OM -0 avec OM.

On verra encore que si ¢ est continue, la différence de deux inté-
grales correspondant & un méme ® est réguliere en O.

Quant au n° 5 concernant les sources infinies, il s’étend alsément
au cas nz3; les logarithmes seront remplacés par les puissances
(n—2) des mémes quantités, et 4 la fin de la démonstration on

prendra par exemple p, == 2p au lieu de p, = V/p.

II. - Problémes de Dirichlet. Questions d’existence et unicité.

7. Un probleme tout naturel pour le cas de la source finie est le
probléme de Dirichlet suivant :
Soit le domaine Q de type D, sur lequel ¢(M) est définie et con-
Ann. Ec. Norm., (3), XLVIII. — JurLLer 1931. 30
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tinue sauf en O, et bornée a la frontiére . Déterminer une intégrale
de (1) sur (Q — 0), prenant sur X des valeurs en distribution continue
donnée, et pour laquelle O soit source simple finie de flux donné ®
différent de o.

Dans le cas harmonique, il y a une solution unique égale &

L G0, My how,
2T

ot ~A(M) est la solution harmomque bornée correspondant a la distri-
bution donnée ; ¢’est qu’en effet la différence de deux mteqrales cor-
respondant & une source simple de méme flux est harmonique en O.

Dans le cas général de I'équation (1), le probléme équivaut a trouver
une fonction u continue sur (Q — 0), bornée dans un sens, de module
borné a la fronticre X, intégrale de I’équation

(D) /l(\l)-l- - //(‘ M, PYe(P)Yu(P)dop == I:_ GO, M) 4 A(M).

L’extstence ne peut dépendre que de Uallure de ¢ au voisinage de O et
pas de Q, de la distribution ou de ®; car pour qu’il existe une solu-
tion il faut et suffit qu’'il existe une intégrale au voisinage de O pour
laquelle O soit source simple finie de flux non nul. La condition suffit en
effet car on obtiendra aussitot une intégrale au voisinage correspon-
dant au flux ® £ o0 donné et, tracant deux petites circonférences de
centre O, on pourra ensuite par le procédé alterné en déduire une
solution cherchée dans Q.

Les deux cas d'existence et non-exstence sont ('ﬁ”ncu'vement possibles

dans le cas ¢ = o0 il y a existence ; au contraire si ¢~ —— (A~ 0), ily
OM”

ol S EPW . . - . 1 -
aimpossibilité; sinon en elfet pour une intégrale u = /(M) log &3 > o,

[[cu do aurait un sens et par suite, u, désignant la valeur moyenne

de /(M) sur la circonférence de centre O et rayon r,

R ’ R
1o ) I 1 . .
e log 7 Pt dr == - lug; Pl (ol =P 2 o quand 7+ 0)
r ”

aurait une limite finie pour » = o, ce qui est faux.
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Lorsqu’il y a existence, elle est unique; il suffit de se placer dans le
cas d’une distribution nulle et de ® > o et je vais montrer que la solu-
tion qui est > o est la limite d’une suite de fonctions qu’on peut for-
mer en connaissant seulement Q, cet ®, ce quiprouvera l'unicité.

Considérons une suite de couronnes circulaires de centre O (v, , v5,)
(o< ¢, <pu)telle que p,., <g, etque g, 0. Définissons sur Q, ¢,
continue telle que :

a l'extérieur de ;.

dans la couronne v, IR

¢y == o dans le cercle yy7.

On peut former, grace au procédé alterné, une intégrale u, de
Au=c,u sur Q prenant la valeur o sur X et, au voisinage de 0, égale

. O 1 . , .
b log == -+ . harm. Comme ¢, est non décroissante, u, est non
o 20M

croissante : en effet, en tout point de (Q —0): o< w, < hu,,, quel
que soit 2. > 1 comme on le voit en isolant O par un petit cercle. u,
aura donc une limite sur (Q — 0,) intégrale de Au == cu et s’annulant
sur £ (conséquences du théoréeme de Harnack généralisé sous forme
réduite) et cette limite sera de la forme au voisinage de O :

. o
oo fOM) log oM’

R . .0
ot st 2o et de 15 o ) §) s égale & — -
u f(M) est 2o et de plus grande limite en O au plus égale & —
Mais nous avons supposé I'existence d’une solution «; on voit en con-
sidérant ) u, avec 7.arbitraire > 1 que u,~ «. Doue ¢~ 1, ce quiimpose

. .. . &
que /(M) ait comme plus grande limite en O justement celle o

de ~»-l—;——; ¢ ¢t u sont donc des intégrales pour lesquelles O est source
log ON
simple finie de méme {lux; donc ¢ — « est une intégrale 2o, pour
laquelle O sera source simple de flux nul; et comme ¢ — « s’annule
sur X il vient ¢ == u, ce qui établit notre théortme.
On remarquera que s’il n’existait pas de solution #, laméme suiteu,
devrait tendre vers zéro sur (Q — 0); sinon ¢ non partout nul ne serait
pasborné; comme ¢’est une intégrale pour laquelle O est source simple
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finie, le flux correspondant serait non nul, ce qui contredit ’hypothése
de non-existence.

Conséquence : La différence de deux intégrales au voisinage de O
pour lesquelles O est source simple finie de méme flux est bornée

en O.

Cas particulier d’existence :

Il n'y a qu’avoir que la suite », de la démonstration qui préeede ne
peut tendre vers zéro. Or

(5 LI
(M)~ -rl——f G(M, Py, (Pyu,(P)dop-=—= — G(0O, M),
aT o 2T

oll, puisque
A . 1

en(P) 2 “‘)’[‘,* (< 2) et 1, " Blog OM

au voisinage de O, la fonction de M,[f est bornée relativement a n
D )

et M voisin de O.

Vu la forme du second membre, u, (M) est donc, dans un voisinage
assez petit de O, supérieure 4 un nombre fixe arbitrairement choisi,
indépendant de . D’ott la conclusion que «, ne tend pas vers zéro.

On avu (n° 4) que l'intégrale solution doit étre de la forme

.:I—;-r 1og6'WI 4 6(M),
ot O(M) est de module borné et admet méme, si o< 1, des dérivées
premiéres continues en O.

Lorsque ¢ est continue en O, on obtient donc le théoréme d’existence
et unicité pour le probléme de Dirichlet avec singularité logarith-
mique donnée, posé au Chapitre I, n° 12, et cela par une voic indépen-
dante de la théorie de Fredholm et qui s’étendra aussitot au cas de
'espace a n dimensions (voir plus loin, n° 12).
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8. Indiquons briévement des propriétés de la solution du probléme
précédent lorsqu’il est résoluble.

Rappelons-nous le théoréme de décomposition (n° 1) et remarquons
d’autre part que, dans le cas d’une distribution nulle, deux solutions
du probléme (77) sont dans un rapport constant égal a celui des deux
fluz. Done pour une distribution quelconque, la solution est fonction
linéaire de ®, de coefficients égaux respectivement i I'intégrale bornée
prenant sur X les valeurs données et lintégrale s’annulant sur X et
correspondant a une source O simple de flux 1.

On a donc ainsi aussitot des propriétés de la solution considérée
comme fonctionnelle de la distribution ou de ®. Pour étudier la solu-
tion comme fonctionnelle de ¢ on prendrale cas de la distribution nulle
et de @ > o puis on utilisera le passage & la limite de la démonstration
du théoréme d’unicité.

Lorsque le probléme est possible pour un ¢, il l'est pour tout autre ¢ au
plus égal; et quand la distribution est > o et ® ~> o, une diminution de ¢
quelque part entraine une augmentation partout de la solution.

Le passage & la limite fournit la propriété avec égalité possible. On
compléte grace au n® 7 (Chapitre I).

En ce qui concerne la continuité de la solution comme fonctionnelle
de ¢c(M), il vient avec une distribution nulle et & > o, en raisonnant

s ‘ : T I
comme au n* 10 (Chapitre I) ot p. serait remplacé par — G (0, P):
. ) I YA R L .
V) () == —= / 1) (] — GO, PYG(M, ) doy,
Coem) Jy 2T

Fixons Mz£ O : on peut disposer de la couronne (v,., v,,) en pre-
nant o) assez voisin de g, pour que la partie de 'intégrale relative &
cette couronne tende vers zéro quand n > 4. 1l vient alors

270 2T )y

( e ;
{(‘”1)11" (“z)ulj/_ ""l‘ . —!,— // i(‘] — ('.:IG((), }))(}(;\1, P)([’.Ty A= e
S T)

On en déduira aisément que, dans le champ des ¢ pour lesquels il
existe une solution, on aura pour une distribution quelconque et un
fluz donné ® find Uextension des formules (10)— (10") — (10") du
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Chapitre [, ¢’est-a-dire, avec uniformité sur (2 — 0),

\/j (0c)do i jf(i)‘(')“ oz est fini
() Q

| 6ee | < B max | o

| ol

Ii/'\

ou A et B sont indépendants des ¢ (et de M sur Q), enfin pour des ¢
bornés par un nombre fini : |u| — o avec j [oe|ds.
Q

V. Généralisation du procédé de passage d la linute. — Supposons que
dansle cercley, de centre O et derayon », > o, onrende ¢ continuen O
sans augmentation possible; soil, pour le ¢ obtenu, £,, et une distribu-
tion continue quelconque {ixée, la solution v,, dua probleme relatif & une
singularité logarithmique en O égale & ;~— 0. Lorsque n -»--=,

u, tend uniformément sur tout ensemble fermé de (Q -+X-—O) vers
la solution du probléme de Dirichlet, soit relative & une source simiple
de flux @, soit bornée en module, suivant qu’il existe ou non des inté-
grales correspondant & une source simple de flux fini non nul.
On se ramene aussitol au cas de la distribuation nulle et de d > o.
On considérera alors une suite de couronnes (v,,v,,) dun*7 telle que
On2ns

Ainst

enT kS,
d’olt

- e
VT Uy,

ou ¢ est la limite de la suite u, du n° 7, limite nulle on non suivant
les deux hypothéses de I'énoncé. D’ou le théoréme.

10. Ce théoréme de passage & la limite, méme pris sous sa forme
réduite du n® 7, permet d’établir I’équivalence remarquable du cas ot
il existe des intégrales pour lesquelles O est source simple finie non nulle
et de celui ou toutes les intégrales de module borné ne s'annulent pas
régulicrement en O, ce cas ¢quivalant & dire qu’il existe wune inté-
grale o bornée de valeur moyenne en O non nulle ou bien que toute
intégrale > o bornée jouit de cette propriété.

Soit I' un petit cercle fixe de centre O et, correspondant i v, et £,,



ETUDE DE L’EQUATION DE LA CHALEUR. 23(}

intégrale réguliére «, prenant la valeur t sur [ et de limite u, et
Vintégrale U, = G, (M, O) fonction de Green généralisée relative a I
Soit I'" cercle concentrique un peu plus petit, on sait que

. I dGy, duy,
p(O) == — ty —— — Gy —— Jelsy.
2T J i dn dn

Quand n —~ +=, u, (O) -+ u,(0O) valeur moyenne en O de u
(voir Chapitre I, n°4), et G, (M,0)=0U, a une limite U, soit nulle,
soit > o et correspondant alors 4 un (lux 2= de O. La convergence est
uniforme sur tout domaine complétement intérieur & (I'— O) et il en
est de méme des dérivées premiéres. Donc:

1 " U duw
m (O E=— ( — e ] Sype
() 1271/1‘,““ \" dn l (/n)(/s'“

Faisons tendre I vers I'. D’aprés ce qu’on sait des dérivées normales
a la frontiere (voir Chapitre I, n°11), il vient :
i [0 dU

“/u(.().) 1 ,77-1. I, ’/"‘.\h
“ S e

ol ’(-//% est > o lorsque U > o5 on conclut aussitot.

Définissons la fonction de Green généralisée en O, G.(M, O) pour le
domaine Q, comme égale & o ou & la solution du probléme de Dirichlet
du n* 7 pour une distribution nulle et un flux 2=. Alors la démonstra-
tion qui précéde, légérement modiliée, fournira le théoréme suivant
qui compléte la formule de Green du Chapitre 11, n° 12:

X étant formée d’un nombre fini de courbes sunples de Jordan sans
points commnuns et ¢ courbure continue, soit u l'intégrale bornée du
probléme de Dirichlet correspondant ¢ une distribution continue quel-
conque ; alors, pour sa valeur moyenne en O,
1 AdG.(M, O

0t (L )

([S\ .
n o

Sine

e théoréme d’équivalence énoncé plus haut est d’ailleurs une
conséquence de la symétrie de la fonction de Green G.(M,P). Repre-
nons le théoréme du passage 4 la limite méme sous sa forme réduite
du n°7, avec une distribution nulle et un flux 2=.
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On auraen M, O
Gy, (Mg, O) == Gy, (O, M),

d’out en passant i la limite, par des raisonnements faciles,

G.(M,, O)=val. moy. en O de G.(P, M),

ou G, (P, M,), fonction de P, est intégrale >> o au voisinage de O.

Et le théoréme déquivalence équivaut ¢ exprimer la symétrie de
G.(M, P) guand l'un des points est O, @ condition de prendre en O la
valeur moyenne.

On voit comment cela permettrait de faire autrement 'étude de
la solution du probleme de Dirichlet du n* 7 comme fonctionnelle
de ¢(M), en é¢tudiant la valeur moyenne en O de G.(M, M,) comme
fonctionnelle de ¢ (vorr Chapitre 11, n° 12).

11. Leprobléme de Dirichlet du n® 7 n’a done pas toujours de solu-
tion. Mais en considérant les intégrales bornées dans un sens sans les
astreindre & correspondre & une source finze, on ale théoréme d'exts-
tence général suivant :

Etant donnée surla fronticre du méme domaine Q une distribution con-
tinue quelconque, tl existe sur (2 — O) une vntégrale bornée dans un
sens (qu'on ne fixe pas), prenant les valeurs données sur X et, en un
poent donné arbitraire de (2 — O), une valeur donnée arbitraire.

On se raméne aussitot & prouver que sur (Q — O) i y « des inté-
grales positives qui s’annulent a la frontiére. On y parvient par le pro-
cédé trés général suivant:

Imaginons une suite de domaines w, contenant O, de frontitre o,,
tels que (2 — w, — 5,) soit de type D,, enfin se réduisant au point O
quand n - 4 = ; prenons sur g, une distribution 2o non partout nulle
assujettie seulement & la condition que la solution «, du probléme de
Dirichlet généralisé pour (Q — w,— 5,) et les valeurs considérées sur
Z et o, prenne en un certain point P fixe de (Q — O) une valeur com-
“prise entre deux nombres positifs « et 4. Surtout domaine ¢ contenant
P et complétementintérieur d (Q — O)les «,, qui i partird’une valeur
assez grande de n sont délinis dans un domaine ol ¢ est compléte-
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ment intérieur, y seront, d’aprés le lemme de M. Litchtenstein (voir
Chapitre I, n°16), bornés dans leur ensemble supérieurement et infé-
rieurement par deux nombres positifs; on peut donc en extraire une
suite qui, sur tout domaine ¢’ complétement intérieur & 3, converge
uniformément vers une intégrale > o.

Or ¢ peut étre choisi & I'avance arbitrairement, complétement inté-
rieur & (Q — 0). Considérons une suite de tels ¢’ tendant vers (Q — 0);
par des extractions successives de suites d’u, et le procédé diagonal,
on formera une suite extraite de u, possédant la propriété que, sur
tout domaine complétement intérieur & (Q — 0), elle converge unifor-
mément vers une intégrale >>o. Il y aura méme convergence uniforme
sur tout ensemble fermé de (Q + X — 0) et la limite est intégrale > o
sur (Q — 0) et s’annule sur X (voir Chapitre I, n° 15 fin).

Signalons qu’un autre procédé, moins général consisterait & rendre
¢ continu en O en le modifiant au voisinage et 4 prendre I'intégrale
ayant en O une singularité logarithmique convenable pour que I'inté-
grale satisfasse en P & la condition indiquée plus haut. On voit com-
ment on formerait une suite #, dont une suite extraite convergerail
vers une intégrale cherchée ; au lieu de rendre ¢ continu en O, on
pourrait le rendre simplement tel que le probléme de Dirichlet dun® 7
soit possible.

Lorsque le probléme précédent n’est pas résoluble avec une source
finie, il Pest donc avec une source infinie. Un cas d’existence des

AT

sources infinics est done c¢Z—=; au voisinage de O ; par exemple si
o)

o

C:___.‘!

1 . ’ » . . . -
(o> 0), u= — estintégrale et fournira par multiplication
OM
par une constante et le procédé alterné une solution du probléme.
12. Extension au cas de n dimensions. — Comme différence signalons
que dans le cas de possibilité du probléme du n* 7

FM)E =2 (020 < a),
OM

/ G,cu,ds, ne peut plus étre affirmée bornée mais seulement d’un
Q

Ann. Ec, Norm., (3), XLVUI, — JuiLLer 1931, 31
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ordre moindre que ——» ce qui suffit pour conclure. Au contraire on

ne peut plus faire Uextension générale des résultats du n°® 8, pour la
solution considérée comme fonctionnelle de c; toutefois, pour un

point fizé de (@ — O) on aura :

§6u|§z\’\/ff(5‘c)'-’(la:
Q

| 6w | £ B max | de

pour n=3,

pour n quelconque,

et si n=23 il y aura uniformité sur (Q — O).
Enfin pour des ¢ bornés, |Su|-—+o0 avec // | ¢ | ds, pour n
J o

quelconque et il y aura uniformité si n = 3.

. . ST S A
Comme cas d’existence de sources infinies indiquons ¢2— et plus
~OM

particuliérement ¢ = Zﬁf—:’:_”—j: (> n—=2)avec I'intégrale — -
' oM~ oM "

III. — Extension du principe de Picard.

13. Ce que I’on appelle le « principe de Picard » pour les fonctions
harmoniques (n°2) peut, grace & ce qui précéde, s’étendre sous la
forme suivante pour les intégrales de (1).

St au voisinage du point singulier O de c_u est intégrale, et telle

u(M) - . L &

que | —— |sou borné, c'est-a-dire encore
log ——
%8 oM

»—-alog()—ll\—/[ < 1[(M)<+alog()lM

le point O est source simple finie; ¢’est-a-dire que w« est bornée dans un
sens et, si elle Uest par exemple in férieurement, de la forme f(M) IogB_.—xi_/l-
ot f(M)admet en O unevaleur moyenne et une plus grande limite égales
et finies.
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Par I'addition d’une intégrale de module borné, on se raméne a
démontrer le théoréme dans le cas o0 u s’annule sur un petit cercle vy

de centre O. Soit A const. positive > L(MI—L au voisinage de O et

log—=

"OM
considérons la suite u, du n° 7, de la forme en O :

B logalﬁ -+ fonct. harm.,

ouB>A.
On verra que: u, > u, donc pour la limite v de u, : ¢ u.

Ou bien v = o; alors ©<0; O est source simple, nécessairement finie.

Ou bien ¢>o0; ¢ correspond & une source de flux 2=B; alors

v —u>oet| ———|est borné; donc pour I'intégrale ¢ — u qui s’an-
log?)—M

nule sur vy, O est source simple finie ; par suite ¢ — u est proportion-

nellea¢; donc west proportionnelle 4 ¢, ce qui achéve la démonstration.

Lin conséquence : dire qu’il n’y a pas d’intégrales pour lesquelles O
est source simple finie équivaut & dire que toute intégrale non bornée

(il en existe toujours) est de la forme /(M) log()—lM olt |f(M)| n’est

pas borné. Dot I'énoncé déja donné au Chapitre II (n°6, fin), qu'il y a
équivalence entre le cas ou toutes les intégrales bornées s’annulent
régulierement en O et celui ol toutes les intégrales non bornées sont
de la forme précédente.

M. Bouligand (') a désigné sous le nom de prencipe de Picard sous forme
intégrale la proposition suivante, conséquence immédiate du n°2 :

Q étant un domaine borné de type D) et O un point de ce domaine,
les fonctions harmoniques positives sur (Q — O) et s’annulant & la fron-
tiere de Q) sont proportionnelles, c’est-a-dire qu’tl y en a une seule a un -
Jfacteur constant prés.

Il serait trés important de généraliser cet énoncé aux intégrales de
léquation (1) ou ¢ admettrait une singularité en O et serait ailleurs
continu, et borné a la frontiére de Q. L’exactitude probable de la pro-

(*) Mémorial, fasc. XI, loc. cit., p. 17.
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position entrainerait pour le théoréme du n° 11 la propriété impor-
tante d’uniciié.

14. Le théoréeme démontré plus haut s’étend au cas de ndimensions

en remplacant lo ar ———- [l aune a plicationimmédiate dans
P g““ ST

[étude & Uinfini des intégrales bornées de Au=cu o c est définie et
continue au voisinage de U'infini, ¢’est-a-dire & I'extérieur d'une cer-
taine sphere. '

Dans le plan, U'inversion OM.OM’ = 1 raméne la question a I'étude
des intégrales bornées au voisinage de O de I’équation

Ar'(M")-~[((“)]v M9, (M) =u(M),
Om’

[« (M)] élant considérée comme [onction de M/, et c’est le € hapltro 1
qui s’appliquera.
Pour n 2 3 dimensions la transformation de Lord Kelvin :

T)M (5M7: I, o M'): b 5 1 (M).

I

om’

ramene la question 4 I'étude de I’équation (woir Chap. I, n* 4):

A‘,(M/) P [_(.(N[ )I (,(MI")

P—— Y|

M/

o

pour les intégrales ¢ telles que | ——— | sott borné; et c’est le Chapitre

[p——)

om’
actuel III qui s’applique et donne les résultats suivants:

Toute tntégrale u bornée a linfini est la somme d’une intégrale u,
s’annulant réguliérement a I'infini, et s’il n’en est pas ainsi pour x,
d’une autre u, d’un signe déterminé admettant une «valeur moyenne
i I'infini» égale, si par exemple u, > o0, a la plus grande limite de «,
4 Iinfini.

Quant au probléme de Dirichlet généralisé extérieur pour intégrales
bornées et un domaine dont I'inverse est de type D, il sera possible
avec unicité pour les intégrales assujetties 2 s’annuler réguliérement a
Pinfini; il ne sera pas toujours possible lorsqu’on se donne & P'infini
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une valeur moyenne non nulle; mais s'il est possible, ce qui dépend
seulement de I'allure de ¢ a I'infini, il y a une solution unique.

On étudiera aisément les cas particuliers de possibilité et impossi-
bilité de ce dernier probleme :
avec a>n—1 et ¢(M)2 :_—\—,7_—,
OM OM

(M) <

15. Je n’a1 donc étudié que les intégrales bornées dans un sens;
encore resterait-il avant tout a élucider 'importante question signalée
plus haut.

L’étude des intégrales ayant en O un infini des deux signes semble
beaucoup plus difficile. On connait pour les fonctions harmoniques un
développement au voisinage d’un point singulier, analogue a celui
de Laurent pour les fonctions analytiques; je renverrai pourson étude
a un travail ancien de M. Appell (') et un mémoire récent de M. Bou-
ligand (*). On peut songer & quelque extension aux intégrales de (1),
au moins lorsque ¢ a un ordre de croissance assez faible.

CONCLUSION.

Je ne rappellerai pas les divers points signalés qu’il serait important
de développer ou de trancher. Mais j'ajouterai quelques remarques
générales.

D’abord il ne semble pas qu’on puisse aller beaucoup plus loin dans
I’étude entreprise par les méthodes utilisées qui reposent en partie sur
la considération d’équations de Fredholm non résolues; on peut espérer
obtenir des résultats plus précis en résolvant I’équation de Fredholm
dans le cas d’un domaine sans singularité, puis en passant ¢ la limite
sur larésolvante, de facon 4 obtenir pour la solution du probléme avec
singularité de ¢ une expression qui en permettrait peut-étre une étude
plus poussée. Mais ce procédé qui demanderait & étre approfondi est
d’un ordre d’idées tout différent.

D’autre part une extension naturelle de ce travail est ’étude du cas
ol ¢, an lieu d’avoir une singularité ponctuelle, est singulier sur un

(") Acta math., 1884, p. 313.
(2) Annales de I’Ecole Normale supéricure, 3° série, t. XLVIII, mars 1931,

p. 95.



246 MARCEL BRELOT.

ensemble de points non nécessairement isolés. Lorsque cet ensemble
est de «capacité nulle (") » on peut étendre a peu prés tous les résultats
du Chapitre II, les intégrales bornées se comportant au voisinage d’un
de ces points comme s’il était isolé. La question qui a un rapport étroit
avec l'extension que j’ai faite (*) au cas de notre équation de travaux
récents de M. Wiener sur le probleme de Dirichlet est développée
dans un Mémoire qui paraitra prochainement dans le Bullelin des
Setences mathématiques et déja étudiée dans une Note des Comptes
rendus (*). Une généralisation ultérieure serait I’étude des intégrales
bornées ou non sur un domaine ouvert (ou ¢ est défini continu > o)
au voistnage d'un point frontiére quelcongue.

Enfin on peut songer 4 étendre toute I’étude qui précede a des équa-
tions de type elliptique plus général et 'on en apercoit aussitot la pos-
sibilité sur certains points grice aux travaux de M. Lichtenstein con-

cernant des types étendus — en particulier sa généralisation du
théoréme de Harnack. - Mais une extension plus compléte ne saurait

avoir lieu sans certains changemeunts ou restrictions comme le montre
I’exemple suivant auquel je me bornerai pour finir:
Considérons dans le plan I'équation Au = u et une petite courbe I’

entourant 0. Soit « I'intégrale nulle sur I' admettant en O une singu-
1

oM

larité logarithmique + 1. En posant « = ¢log =, on voit que ¢ est

> o et s’annule surl’, et d’autre part que
[ 2 | dv dy’ i
Avlog or — == | (% — @0) 5= =+ (y — )4) 5 |- 0 log o =
VOEOM T G [(L ) o T Gy | s o =0
(M=, 5 M2y, y,)-
Cette équation en ¢ qui peut encore s’écrire

Ao g B %0 09 ¥Y—)o 09

oz

oM’ log (ﬁ oM’ log T)—]'\_f

admet donc une intégrale s’annulant sur I', bornée au voisinage de O,
et cependant non nulle.

(') Un exemple simple dans I'espace est une ligne rectifiable.
(®) R. Ist. Lombardo, loc. cit.
(*) Comptes rendus, t. 191, 1930, p. 697.



