
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

MARCEL BRELOT
Étude de l’équation de la chaleur ∆u = c(M)u(M), c(M) ≥ 0, au
voisinage d’un point singulier du coefficient

Annales scientifiques de l’É.N.S. 3e série, tome 48 (1931), p. 153-246
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1931_3_48__153_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1931, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1931_3_48__153_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


ETUDE

DE

DE LA
A ^ = = c ( M ) ^ ( M ) , c (M)^o,

AU VOISINAGE VW POINT SINGULIER DU COEFFICIENT

PAK M. M A R C E L B R E L O T

INTRODUCTION.

4. Dans la théorie des équat ions différentielles ordinaires, bien des
travaux concernent l'intégration au voisinage d'une valeur exception-
nelle de la variable x^ d'un point exceptionnel {x^ y), pour lesquels
certaines fonctions connues figurant dans l'équation n'ont plus les
propriétés de régularité habituellement requises dans l 'étude géné-
rale. Par exemple on s'est occupé de l'équation y ' = f{x, y) au voisi-
nage d'un point en lequel/est in f in i e ou indéterminée-

11 n^y a, à ma connaissance, à peu près rien d'analogue pour les
équations aux dérivées partielles. Pourtant, outre son intérêt théo-
rique, la question peut se poser d'elle-même dans des problèmes phy-
siques. Par exemple, on sait que sous les hypothèses classiques les
plus simples, l 'équilibre thermique d'une plaque conductrice [coeffi-
c ient de conductibilité yi:(^j)^o] et rayonnante selon la loi de Newton
dans l'espace à o° (coefficient ^(^.y)^oj obéit à l'équation

, , . âk ()u ôk au . , /. à^u , à^uA
Â" (A ,y ) A / /+ — — 4" — ~ ==r(^vy)^ au =: ——, ^-•——\^' ^ / àx àx à y à y ' " ' \ dx1 ày^ /

u étant la température.
Ann. Éc. N'orm^ (3), XLVIÏL - - M A Ï X Q S I . 20
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Lorsque l'on suppose k ^> o, c'est une équation du type linéaire
. àa' , au

A u -i" a — ~\- o — == ( • i lau <)y
à coefficients bornés.

Or pour ce type d'équation, moyennant quelques hypothèses sur les
coefficients, comme l'existence de dérivées des premiers ordres, et des
condit ions plus ou moins restrictives sur un contour et la distribution
des valeurs données qu'il porte;, on sait résoudre le problème de
Dirichlet, soit en se ramenant à une équation intégrale du type de
Fredholm ( 1 ) ^ soit lorsque c^>o, par des procédés directs anté-

: rieurs (2). Mais si k peut s 'annuler en des points isolés ou le long
d'une ligne, l 'équation à laquelle-on se ramène en divisant par /' n'a
plus ses coefficients bornés et les méthodes précédentes ne sont p lus
applicables. C'est un cas que l'on n'a pas étudié; et cependant on con-
çoit qu'un .zéro isoié de k par exemple ne doive pas changer l ^a l lu re
do phénomène physique d 'équi l ibre correspondant au problème de
Dirichlet.

Dans un autre ordre d'idées, la théorie des marées conduit , comme

( 1 ) M.. Hilbert {Goii. /Vac/</\, 1904) avait considéré le Cî.'is ou a dx -\" b dy est,
une din'érentieîk-i exacte et, "traité le problème eu utilisant une fonction de Green
généralisée (non harmonique)* Sa méthode pourrait s^é tendre au cas du texte;
mais diantre part M. Picard {Annales clé 71 École Normale ^ 'L 23, 1906 et It. di
PalermO) 1906) ?& résolu en.se servant/tout simplement de îa fonction de Green
ordinaire.

J^ajoute que l'existence et unicité de la solution du problème' de Diriclilet
• ifes't vraie pour c de signe quelconque, qu^en ^'énéral^ à cause de Ï^existence
des valeurs singulières de hi théorie de Fredholm. M'ais, le théorème devient
exact sans restriction ponr/ '^o.

( ï ) M. Picard'utilise pour cela un procédé d^pproxim&tions, successive^ et en
même temps une méthode alternée tout à fait analogue à celle de Schwarz pour
les fonctions harmoniques {'voir PÏCAK'D, Journal de Math., 1896, ̂  série, t. 2,
et quelques Mémoires qui précèdent).

M* Lichtenstein a pu, entre autres periection'nements, étendre ces raisonne"
m.ents au cas cïo.
, On peut aussi, lorsque a <&-4-" b •dy est une dinerentielle exacte, et c'est le cas
de Inéquation de la chaleur, utiliser la méthode du balayage de Poincaré conve-
nablement g-énéralisée. Voir un exposé, pour trois variables d^dlleurs» dans la
Thèse de. M. LE 3;toY,) Anna les de/fÉc'otc Normale^ t. U-15.
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me l'a fait remarquer M, Picard, à résoudre le problème de Dirichlet
pour l'équation de type analogue

„ , , à fi , on /.
h ( .x-, y ) A//, -h a -j~ 4" h — •= au 4- J

oïl h ̂ > o (profondeur d'un bassin) peut .^annuler sur le contour. Et
H. Poirscaré a soul igné la difficulté qui s'ensuit (1 ).

On voit donc l ' intérêt que peut présenter l'étude de certaines équa-
tions aux dérivées partielles au voisinage de singularités des coeffi-
cients, et cela dans le domaine réel, sans hypothèses bien restrictives
sur les coefficients. Le présent travail est un eifort dans ce sens.

2. On s'est beaucoup occupé des équat ions aux dérivées partielles
du second ordre du, type elliptique (2), en part iculier M. Picard qui

.dans son récent Ouvrage auquel, je renvoie ((./Leçons sur quelques pro-
blèmes ciiix limites delà théorie des équations différentielles » ( 3 )? a plus
spécialement repris ses travaux sur l'équation

A//==r'(.r, j)//(.z", j) (c>o).

La question, à peu près laissée de côté par M. Picard qui, m'en avait
proposé l'étude, du problème de Dirichlet extérieur relat if à cette
équa t i on , m'a conduit tout d'abord, au moyen d'une inversion évi-
dente, à étudier l 'équation précédente et ses intégrales bornées, au
voisinage d 'un point singulier du coefficient. De mes recherches con-
sécutives et dont une grande partie a été, publiée plus ou moins brie-

(1) H. POINCARÉ, Leçons de Mécanique céleste, t. 3, p. 290 (Gauihier-Villars,
1910) .

( 2 ) On trouvera un Instorique et une bibliographie détaillée du sujet jusque
vers 1900 dans l 'ar t ic le 11 A, 7 (;, de î 'Encyclop. d. math. Wisafinschaft (Som-
merfe ld) et une exposition récente avec une bibliographie considérable, dans un
article de la même encyclopédie (H C. 12, 19^5 P- ^77')^ pa'" M. Lîciitenstein
qui a personnellement beaucoup perfectionné cette théorie, dans de multiples
publications.

(:•;1) Fascicule V\de la collection des Cahiers scientifiques (Paris. Gauthier-
. Villars, ïgSo).
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vement, par fragments ( ( ) , je fais ici un exposé d'ensemble pour ce
qui concerne le sujet de ce Mémoire.

Encore que divers procédés et résultats puissent s'étendre à des
équations plus ou moins générales du type elliptique, j'éviterai des
longueurs et bien des difficultés en me limitant ici à un type très
simple dont il semble naturel de pousser assez loin l 'étude avant
d'aborder celle de types plus étendus.

Je ne considérerai ('dans le domaine réel) que l'équation
(i) • A ^ = : c ( M ) / / , ( M ) ( c ^ o ) .

Je me placerai souvent d'abord dans le cas du plan (simple); l'équation
est alors celle de l'équilibre thermique d 'une plaque rayonnante à
conductibilité constante (/c = const. ; c(M.) == ^-j^), la singularité
de c(M) étant celle du coefficient de rayonnement. Mais presque tout
s'étendant immédiatement an cas de n dimensions, j'en ferai, la
remarque en signalant les différences.

Je supposerai pour c(M), en dehors.du point .singulier, q u ' i l est .nm-
jolement^o et continu. Seulement je ne puis me limiter à l'hypothèse
de continuité, plus large que celles employées ordinairement, qu'en
adoptant pour le laplacien une définition plus étendue que la défini-
tion classique, vu l'usage de la formule- de Poisson pour le potentiel
spatial; mais les intégrales de (i) auront leur sens ordinaire et un
laplacien ordinaire dès que c satisfera aux hypothèses supplémentaires
négligées, comme d'avoir un,gradient continu..On peut justifier cette
extension en remarquant que. l'équation (i) avec le laplacien généra-
lisé est, comme on le verra, équivalente à une certaine équation, inté-
gralelocale qui correspond de plus près au phénomène calorifique de
sorte que les conditions supplémentaires qu'on peut introduire pour c
après la simple continuité sont tout à fait inutiles dans l'interprétation
'physique. D'autre part dans ses études indépendantes de la1 théorie de

. (1 ) C.-R. Acad.Sc.^iAW, 1929, p. ïaSo; t. 190, igSo,.?/ ioï,;2.861 et, 4 . 1 1 ;
t. l̂, ïgBo, p. 697; t. 192, i93ï, p. 206. — R. délia R. Ace. ,X dei Lincei,
i^'sem.^vol. Xî,-fasc. 3, ̂  5, 9, 1930, /p.'aôB, 871 , 4,58 et .800* — R. Istituto
Lombardo di Scienze e Lettere, 1930, vol. LXIÏI, fasc. 11-15. — J R , del Circolo
Maternât ic0 di P^lermo^ 1931, vol» LV, p. ai.
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Fredholm,, M. Picard avait supposé c^>o en s 'appuyant sur certains
lemines, essentiels pour nous, mais que l'on a pu depuis étendre au
cas c^o ; de sorte que l'on pourra, adopter cette dernière hypothèse.
• Ajoutons que cette double extension d'hypothèses aura un grand
intérêt de commodité dans certaines démonstrations où l'on a à modi-
fier c.

3. Dans un Chapitre préliminaire je rappellerai des propriétés con-
nues avec des extensions, des compléments et une adaptation aux
hypothèses choisies pour (i). Je préciserai la notion de laplacien et
d^intégrale généralisés et donnerai sous la forme la plus générale des
•propriétés d^impossibilité d/extremades intégral es qui sont avec leurs
conséquences, de première importance; puis je parlerai du problème
de Dirichlet intér ieur relatif à (i) sans singularité, rappellerai les
méthodes de résolution el étudierai la solution comme fonctionnelle
de la dis tr ibut ion et dec ; des travaux récents permettront d'obtenir
des propriétés assez générales relatives à 1/allure des dérivées à la
frontière; il sera utile également de parler de la fonction de Green
généralisée. Enf in , ce qui est essentiel pour la suitCy j'étudierai les
fami l les , et suites d'intégrales de (i); je donnerai 'des démonstrations
aussi simples que possible des propositions connues généralisant les
théorèmes de Harnack et montrerai de plus la propriété très utile
d'égale continuité d^une famille.

J'arrive au deuxième Chapitre au sujet proprement dit et y étudie les
intégrales, bornées au voisinage de 0 singulier ; c^o n^y est pas défini
et l'on ne fait pas d'hypothèses sur son allure au voisinage. Entou-
rant 0 d'un contour y, je résous le problème de la, recherche d'une
intégrale u (bornée) prenant des valeurs données, sur Y : il admet une
solution unique; en comparant avec la solutioïî harmonique, j 'obtiens
quelques résultats généraux comme celui, de Inexistence d'une valeur
moyenne en 0 de a, limite de la moyenne sur un cercle infiniment
petit de centre 0; mais à certaines restrictions sur 1/allure de c corres-
pondent des propriétés remarquables : par exemple sic.OM —+oo
quand OM-> o, toutes lesintégrales s'annulent en 0 plus vite que toute
puissance positive de OML Je montre ensuite que l'équation deTred"
holm connue qui correspond au problème de Dirichlet pour (i) lors-
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qu'il n'y a pas de singularité équivaut encore au problème précédent;
c'est que | fcuda a toujours un sens pour toute intégrale bornée //.
Cette équation intégrale a noyau singulier se trouve ainsi résolue indi-
rectement; elle permet d'obtenir des propriétés générales de u ou d'en
retrouver et se prête à un examen plus approfondi de cas particuliers
pourc ; il faut pour cela étudier le potentiel logarithmique avec u n e
densité ayant un point singulier, c'est-à-dire l 'équation Au=f où f
admet un point singulier, f ffda ayant un sens.

Au troisième Chapitre j 'étudie, au voisinage du po in t 0 toujours s in -
gulier pour c,'les intégrales non bornées, mais bornées dans un sens
par exemple inférieurernent, et approfondis la notion de source ponc-
tuelle en ce point singulier 0 du coefficient de rayonnement. Je me
ramène aussitôt au cas d'une intégrale ^> o par addit ion d 'une inté-
grale bornée. 0 se comporte comme « source simple » f in i e ou in f in ie ,
c'est-à-dire de f lux f in i ou i n f i n i ; la. nu l l i t é du f l u x entra ine que l ' inté-
grale soit bornée en module et réc iproquement ; u peut se mettre sous
l P ^ ( ̂  ) ï T • r\ . n - -s •» ^la iorme j»^—log^1^; si 0 est source f in ie , y ^ o admet une valeur
moyenne en 0 égale à. sa p lus grande limite et au flux; si 0 est source
inf in ie , 9 admet une valeur moyenne inf in ie . Entourant 0 d 'un , con-
tour y, on peut chercher une intégrale s 'annulant sur -y et pour
laquelle 0 soit source de flux donné fini non nul; il y a non-rnult ipl ici té
mais pas nécessairement existence, cela dépendant de l 'allure de c;
au contraire il existe toujours des intégrales >o s 'annulant sur y,
0 pouvant être pour elles source finie ou inf inie ; de plus le cas où une
source simple non nul le ne peut être qu'infinie équivaut à celui où,
toutes les intégrales bornées s'a.nnulentYégulièreœent en 0. Enfin si.
une intégrale u est telle que —a— soit borné, elle est bornée,dans

l^oB]
un sens et 0 est source unie : c'est la généralisation du « principe des
singularités >o » de M. Picard pour les fonct ions harmoniques. I/ex-
tension de tout cela.à l'espace donnepar ./une transformation de .Lord
Kelvin l'allure à l ' infini dans l'espace des intégrales de(i).

Quant aux méthodes employées^ elles sont tout à fait indépendantes
de la théorie des équations intégrales. On utilisera constamment les
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propriétés qui se traduisent dans l 'interprétation calorifique parce fait
qu'en tout point d 'une plaque rayonnante en équilibre, dont les bords
sont à des températures >o et non partout nul les , la température
est > o et croît lorsque le coefficient-dé rayonnement d iminue quelque
part., même jusqu'à s 'annuler partout (cas harmonique); la forme
linéaire et homogène de l 'équation (i) permettra de se ramener systé-
matiquement à étudier les intégrales >o; l'obtention des solutions
désirées se fera par un passage à la limite à partir de solutions relatives
au cas ou il n'y a pas de singularité^ soit qu^on l'isole y soit qi^ on modifie
au voisinage le coefficient c de façon à le rendre continu; et la jus t i f i -
cation rigoureuse sera basée sur les propriétés des suites d'intégrales
quant aux théorèmes d^ unicité ils seront en part ie basés sur un type de
raisonnement in t rodu i t par M'. Zaremba pour les fonc t ions harmo-
niques .

Mais avant d'entreprendre l'exposé de ces' recherches, je tiens à
remercier ici bien vivement pour toutes leurs suggestions ou leurs
indications bibliographiques MM. Picard, Volterra, Bouligand et Lich-
tenstein avec qui j 'ai eu le plaisir et le profit d^échanger bien des, con-
versations ou de la correspondance. Je remercie également la ,Fonda-
tion Rockefel ler à qui. je dois devoir pu poursuivre ces études sans
préoccupations matér ie l les^ à Rome pu is à Berl in.

CHAPITRE PREMIER.

PmîLlMINAHŒS.

I. — Laplacien et intégrales généralisés.

L On sait que l ' intégrale étendue au domaine (') borné Û plan

^f^w^^
potentiel logarithmique relatif à la densité cont inue bornée ^(P),

( 1 ) Une fois pour Unîtes, un dorfuu'ne sera un en&etnbie connexe de points
tous intérieurs; et, les inté'grcdes seront prises au sens de Lebes^ue.
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admet partout des .dérivées partielles premières continues, qu'on
obtient en dérivant sous le signe i f ; moyennant des conditions sup-
plémentaires pour 4^ pâ^ exemple cont inui ié des dérivées premières,
« condition de IIôlder », conditions plus générales de Petrini ( ') , le
potentiel admettra des dérivées —y — et l'on aura1 à^ à}^

AV==^ 4-^.^:-a^(M).
, à^ ây^ i '

Afin de pouvoir utiliser cette formule de Poisson sans autre hypothèse
que la continuité pour ^ oî^ peut songer à employer un « laplacien
généralisé», Rappelons que, pour des fonctions continues u sur un
domaine Û, satisfaisant à certaines conditions plus larges que l'exis-
tence de -—•, —; ? mais remplies en particulier par les fonctions harmo-
niques et les potentiels logarithmiques à densité continue sur 0, il est
possible de définir des opérateurs locaux appelés laplaciens généralisés
qui déterminent la fonction au sur f2 et jouissent des propriétés sui-
vantes ( 2 ) :

,1° Si u admet des1 dérivées——? —? le à.u coïncide avec leur somme<Âz-2 àj^ ' '
(lapîacien ordinaire), ce qui entraîne que'pour une fonction harmo-
nique au sens classique^ il existe et soit nul ;

. 2° Si u, v possèdent ce laplacien généralisé, hu 4- /^(À, k const )
l'admettent et

' . . à (h a + kv) == II S^a -h k A^; 1

3° Si u admet un maximum en un point/on aura en ce point A^o;
"4° .La formule de Poisson est valable, c'est-à-dire que si ^(M) est

( 1 ) Voir PfiTRïm, Àcta math.^ t. 31, 1908, et Journal de Liouville^ 1909, II y
démontre aussi la validité de la fomm'ie de Poisson pour une densité senieinent
continue, avec une définition convenablement étendue du laplacien, niais qui ne
rentre peu t'être pas d^ailleurs dans la'classe de celles qii''on va considérer.

(2) Voir le, Mémorial .'des. Sciences mathé/nati^ueSy Tasc. X'I (Bôuli^'and),
,p. 3,114^131.. 1 1 1 : 1 1 1 ^ ;1 . '11 . ^ 1 1 . : : 1 1 1 1 1 1 . 1 1 1 ^ 1 1 1 1 •1, 1 .;"
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continue sur Q
( ï ) A^^Iog^^(P)^)=--a^(M)

y étant un cercle complètement intérieur à û et M intérieur à y.

Un exemple de tel laplacien est celui de M'. Zaremba défini, en pre-
nant deux axes de coordonnées rectangulaires, par

H m u {x 4"' h''y'} 4" u {'^ "" À7•r^'~-2^(•^^
/,~o A2 ~

II est évident que les condi t ions 2° et 3° sont remplies; q u a n t a la pre-
mière il suffit de savoir que si une fonction P(;^) admet une dérivée
seconde ordinaire j-^ elle admet aussi, u n e dérivée seconde directe

. P (' X -1- A ) "h l/' ( .2' — k ) — 2 P ( .-Z.' )| js tji .»„—.̂ ...——,.J————..„——————————;——L
/<:^o A^

égale à l'autre ( ' ) ; quant à l 'existence de ce laplacien pour le poten-
tiel logarithmique à densité con t inue et la condition 4°, assez difficiles
à établir, je renverrai au Mémoire où M. Zaremba a in t rodu i t son
laplacien généralisé (2).

Par un raisonneo'ient très simple de M. Zaremba on peut voir que
tout laplacien généralisé répondant aux conditions précédentes est tel
que si. au existe et est nul dans un domaine co, u y est harmonique au
sens classique ( ; > > ) ,

J'ajouterai que si, une fonction admet un certain laplacien géné-
ralisé A()?Z qui ,soit continu sur a)y toiu les laplaciens généralisés
possibles y existeront et seront égaux au précédent- Cela résulte
aussitôt du fait que

^(M)+^^Io^A,/.(P)A>p

(^Cela résulte aussitôt de la formule de Cauchy qui généralise celle des
accroissements finis {voir orî LA VAM^K POUSSIN, Cours (FAnalyse^ t. Il, 2e édi-
tion, 1 9 1 2 , p. .170, ou. 6*1 édition, p. îao). Voir aussi WXLKOSZ, C.R, Acaci. Sc^
t. 17^ 19^2, p. 435.

, (2 ) 1-L di Palermo^ t. X£X',, igoîS, p. 142.
( ; î) R. di Palenno^ t. XÎ.X, p. ï47. Voir aussi Mémorial^ XI, p. i3.

Afin. Ec. .No/'m.y (3 ) , XLVÎÏf. — MAI igSr. 1 1 2l
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est harmonique à l ' intérieur du cercle y, lin-même complètement
intérieur à û).

2. En vue des applications, on s'assurera d'abord immédiatement,
par une approximation des fonctions ( ' ) , que les formules classiques
de Green comme

(.) y^(,A^-^A.)^+^(^-^^)^=o ( • ) .

sont valables pour des fonctions continues possédant un laplacien géné-
ralisé continu dans un domaine D, où D est complètement in tér ieur .

Dans le même ordre d'idées, étendons la formule classique de trans-
formation du laplacien par une correspondance conforme (M, M7).

Si ?/(iMr) == u(M) sont douées de dérivées secondes cont inues au
voisinage de M^ M^, on sai t -que dans ce voisinage;, A 'dés ignant le
iaplacien d 'une fonction de M', on a
(3) ^^{M')^^!.^^!.).^^) •

où p(M') est le rapport posit if et f i n i c— relatif à la transformation
conforme.

Je vais montrer, en supposant seulement u(M) continue et douée
de laplacien généralisé continu au voisinage de M(^ que u'(W^) admettra
au voisinage de M'y un laplacien généralisé continu donné par la for"
mule précédente (3)^t).

Au voisinage de Mo
• /. ( ,(M)=~^J^Iog^À^(P)^p+H(M),

H(M) étant une fonction harmonique à l'intérieur du pet i t cercle y de
centre Mo. Posant

^ , ^H^)^ff^^àu(P)d^ .^(M^^^M),

( 1 ) Voir ma, Note (/oc. cit.') lï. ciel Lincei^ vol. XI, 1980, p. 876.
( 2 ) îl suffît que le contour soit formé d\m nombre fini d'arcs à tangente con-

tinue, deux quelconques ne pouvant avoir de point comrnun en dehors des
extrémités.

(.;•i) Je vais adpa.ter.u-n raisonnement que1 m'a communiqué M. Bouligand dans
le cas plus simple de rinversion dans l^espace.
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il suffira de prouver que ^/(Af) admet tout laplacien généralisé à l ' in-
térieur de y et que

^^(M^r^M^.A^M).

Désignons par 6(M7, P7) le rapport ——.

r* f*
Alors en passant pour l 'intégrale du domaine d'intégration "y au

t̂ ' t/ •>/

domaine transformé y^ i l v ient

^ (M)= ^^^^^(P)]^?-)^

4- f flo^6(M\ Pf)[àu(P)]p(Pf)dcr,^
<y 1.J if'

en considérant [A^(P)j comme fonction de P'.
La démonstration sera achevée si l'on établit que le second terme

f f log^M^ P^A^P)]^?7)^
t/ i^ y

estune fonction harmonique. Mais cela résultera du fait que logOCM^ P^)
est une fonction d'ailleurs symétrique, cont inue de l'ensemble des
deux points, et harmonique par rapport à chacun d'eux, même quand
le point variable vient coïncider avec le po in t fixé. Or d'après la
relation

, log0(M^PO=îog^-Iog^

et la conservation de l 'harmonicité par transformation conforme, l'har-
monicité est évidente quand M" et ff sont distincts. On complétera
aussitôt en uti l isant la propriété bien connue et qui remonte à
Schwarz (1 ) qu'une fonction bornée et harmonique au voisinage d/un
point sauf peut-être en ce point, peut y être définie de façon à y être
également harmonique. En effet 0(&f, P') lorsque j^r-^ fixé, tend

( 1 ) SUHWARZ, Journal'de Crelie, vol. 74, i8'7'2, p. aSa. On trouvera plus loin
(Chap. I l , n° 1) une démonstration très simple de MM. Zareœba-Lebesgue.
D^aillèurs ce théorème rentre dans le « principe des singularités positives » de
M. Picard (voir plus loin, Chap. IÏI, n0 2).
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vers ^(P^ positif et uni. Le théorème est donc établi et dans le cas
de V inversion OM. OW ^= i on aura

p ( M / ) =
(m'-/,. ?

donc
A^,//( M/) -===. 3r=rr A// C M ) -==. OM71 A^,(M ).

OM^'

3. Considérons l 'équation plus générale que Au =^= eu
(4 ) A^-==F(^.z' ,y),

où le second membre est fonction continue de l 'ensemble des trois
variables, u étant quelconque et le point M(*r, y) dans un domaine û.
Je dimi que u fonction continue de M mr un domaine co de û est sur ce
domaine intégrale (généralisée) de l'équation (4')? s^il existe .vur co un
laplacien généralisé au égal à ' F ( u ; x^ j). Alors tous les laplaciens
répondant aux condi t ions précitées existeront, pour u et auront même
valeur sur co; et la fonction

E(,r,j) == ..(M) 4- ̂ yy^^F(^(P); F) d^

sera harmonique à Pintérieur du cercle y arbitraire complètement inté-
rieur à ci>. Réciproquement si //, cont inue de M sur co, est telle que, à
l'intérieur de tout cercle y complètement intérieur à co, E soithar-
moniqae, u admettra sur co tous les laplaciens généralisés; et ils
seront en chaque point égaux à la fonct iôn 'continue F[^(M); M].

Ainsi/a définition de l'intégrale généralisée^ basée sur l'existence
d'un laplacien généralisé, coïncide wec la suivante : u est intégrale surw
n^ à l'intérieur de tout cercle y complètement intérieur à co, la fonction E
est harmonique»

Observons maintenant que le f f de l'expression E admet partout
dans (,o des dérivées premières continues, qui s 'obtiennent par déri-
vation sous le signey f . Donc toute intégrale de (4) au sens généralisé
adopté admet des dérivées premières continues. Si maintenant
F(^; x, y) admet des dérivées partielles premières continues, on voit
que toute intégrale de (4) admettra toutes ses dérivées secondes
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continues ; donc elle sera intégrale au sens ordinaife, en entendant par là
qu'elle à ses dérivées secondes continues et que le laplacien ordinaire
est égal à F(u; M). Et cela subsisterait d'ailleurs avec des conditions
sur F plus larges que les précédentes.

Je donnerai encore une autre définition équivalente, et très impor-
tante, de l'intégrale généralisée; il faut et suffit, que sur co^ u admette
des dérivées partielles premières continues et que pour tout cercle ^\,
complètement intérieur, on ait

(5) f €ù^ ^ M = f f F ( ^ ( M ) , M) da^
circonf. Yo—exi

Cette condition est nécessaire. Prenons en effet l'expression E relative
à un cercle 7 contenant yo ouà^o lui-même; vu l 'harmonicité à l'inté-
r ieur/on aura

rdE
X "dn

' d E ,— ds •==. o ;
^

d'autre part, par des opérations faciles à jus t i f ier ( ;1)

4-^L^X1/,„^[/^l"8"rF("(p)•p)*••]A••

-/Ï17 ^O0^)^!17^^^)^v v ( L l ' "fo'^1 -i

=-27r f f F ( ^ ( P ) ; P ) ^ p ,
J ^ïo

d'où la condition annoncée.
Elle est suffisante car elle entraîne pour l 'expression E relative à y

quelconque, et qui aura des dérivées premières continues, la propriété

dE ,rdEx d n— ds == o
dn

(1) On pourra isoler la circonférence yo P811' un voisinage en couronne, puis

après des opérations valables dans des conditions ordinaires sous le signe j j ,

passer à la limite.
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pour tout cercle y^ contenu dans ̂ , en vertu de la dernière égalité.
Il en résulte, d'après un théorème de Boclier-Kœbe (1) que E est

harmonique à l'intérieur de-y. • c. Q. F. D.
Ainsi la dernière équation intégrale locale-équivaut à l'équation

prise au sens généralisée; elle est plus générale que l'équation aux
dérivées partielles prise au sens ordinaire. Nous adoptons ainsi tout à
fait un p o i n t de vue de Bocher sur le remplacement d'équations aux
dérivées partielles par des équations intégrales (2). J'insiste pour le
cas de F==cu(c^o) sur la signification évidente de l'équation inté-
grale locale (5) dansl'interprétation calorifique; c'est cette équation (5)
qui traduit directement le phénomène d'équilibre thermique et c'est
d'elle qu 'on tire, moyennant l'hypothèse supplémentaire des dérivées
secondes continues de u, hypothèse en fait inutile, l 'équation aux
dérivées partielles prise au sens ordinaire. • •

4. Les considérations de ce paragraphe I s'étendent aussitôt au cas
de l'espace à n ̂ > 2 dimensions. On'remplacera seulement log- .?

par — ,, „ et dans la formule de Poisson le coefficient 211 par (n — 2),y/,
M.P "

s^ é tant la surface de la sphère unité. Toutefois en ce qui concerne la
transformation du laplacien par transformation conforme, ce qu i pré-
cède ne peut s'étendre que pour le cas de la s im i l i t ude ; mais pour
Vin^ernon, on peut établir la transformation de Lord Kelvin

OM.OM^i, ^ ( M Q ^ — — ^ M ) , , A /p /(M/)=^^—^
uiv! CM/"'

par u n e démonstration, de pr incipe analogue à celle donnée plus haut,
un peu plus simple, et qui m'avait été comrrmniquéeparMJîouligand.

(^Si, sur un domaine, une fonction <p(^-) possède des dérivées premières

continues et satisfait pour toute circonférence y à la condition / —T ds ̂ o, o est
' J^dn

harmonique (voir références et démonstration dans rOuvrage de M. KJBLLOG,
Foundatîûns of Potential Theory (Berl in, 1929), p. 327),

('2) Voir par exemple EVANS, Thé Cambridge Collûquium^ 1916, p. 76.
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II. — Propriétés d'impossibilité de certains extrema des intégrales
et conséquences immédiates.

5. On connaît depuis longtemps des propriétés de cette nature pour
les intégrales d 'équat ions de type ell iptique, avec des coefficients soi fc
analytiques (Picard), soit seulement cont inus (Paraf) ( l ) . Prenons par
exemple l 'équation A^'== eu où c est cont inu sur un domaine <jo. En
supposant c^>o, ,M. Paraf montre Fimpossibi l i té pour une intégrale
(et le raisonnement vaut au sens généralisé de l ' intégrale) d'avoir un
maximum en un point Mo de co où elle est pos i t ive ; il suffit de voir
que Au doit être ^o en ce point tandis que ça y est > o. On voit le
rôle essentiel des hypothèses c ^> o, ^(Mo) > o; et pourtant le résultât
subsiste sous les hypothèses <"^o, ^ (Mo)^o, le cas a == const. étant
excepté. M. Lichtenstein a fait dans cet ordre d^dées et pour des équa-
tions plus générales^ des remarques qui lui ont permis d'étendre des
travaux de M. Picard basés sur les seuls théorèmes de Paraf. Mais il a
toujours pris d'ail leurs le laplacien dans son sens classique.

Rappelons el précisons quelques théorèmes d'iœpossibité d'extrema
valables dans l'espace à n d imensions (2).

ô. Considérons l ' équat ion

(6) ^u^cii •4-/ {cï, o),

où les fonctions c et/*sont continues sur un domaine co, c étant essen-
tiellement ^o.

Pour toute intégrale généralisée il y a impossibilité d\m maxi-
rnum ^> o en un point M() dans le voisinage duquel : ï° u n^esl pas
constante; ^"/'^ô; ou bien d'un miniminn <^ô en changeant la condi-

(i) Voir PiaAao, Journal de F Ecole Polytechnique^ 1890, et Traité d''Ana-
lyse^ t. iï, Chap. I, § lï.ï. ^ ^ , • - , , , :

( â ) Au cours de l'impression, je ne puis que signaler, suivant l^aimable indi-
cation de M. E. Sclimidt, la Note récente et très simple sur ce sujet de
M. E. ïlopF [Sit,s. der Pr. Ak. der W. (1927)] . Elementare Bemerkungen..^
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t ion/^o en/^o ( ( ) . Soulignons pour le seul cas de l 'équation
( 7 ) A^==:6'i/. (< . ' ^o ) ,

les conséquences importantes qui. suivent :
Si sur un domaine co l 'intégrale u n'est pas partout constante , il ne

peut y avoir de maximum ^> o ou de minii 'nmn <^ o; s inon on pourrait
trouver un point où cette propriété existerait et pour lequel u ne serait
pas constante au voisinage. Ainsi , hors le cas // == const. sur CL»,
u n 'a t teint pas sur CD sa. borne supérieure si celle-ci est ^> o, ou sa
borne inférieure si celle-ci est <^o.

Par suite si u considérée sur un domaine borné û prend ( 2 ) sur la
frontière 2, en 'chaque point , une valeur nu l l e ou d 'un signe déter-
miné, u sera nulle ou de ce signe sur û; et si elle prend en chaque
point de S une valeur de module ^[^ on aura ! sur û l ^ l ^ p - ? ^t
même 11 <^ p- si u n'est pas constante sur û.

En conséquence il ne peut y avoir deux intégrales dis t inctes de (6)
ou. (7) prenant la morne valeur dé te rminée f i n i e en tout point de la
front ière d 'un domaine borné considéré.

Considérons maintenant sur iî les fondions continues //,, u^ telles que :

i0 ' A^==c,i^ (^o) ^
A / .. ,, <'i <".> ; ("i, <:'•> con in si es snr l (SKA/./a== c^u,^ (c.^.o) i *- -' n - ' 1 " 1 ' / î

2° u\, u^ prennent en tout point de la frontière 2 des va leurs f in ies
satisfaisant à

U]'ï ô et u^ (/^.

Sous ces condi t ions on aura sur (ï
U\ÏO tôt U^, //,).

( 1 ) J'en ai donné une démonstration dans une Note des Linc'eiÇvol. XI, 1930.
p. 378), puis dans la Note de l ' J s l . Lombardo (loc. cii. ) ; je me suis aperçu
ensuite qu'elle était la particularîsation de celle qu'avait faite M. Lichtenstein
pour réqualionlinéaire générale (Encykiapudie, lac. 'a i t . , p. iBog, Fussnote 73).

La même déiïionstration fournirait des propriétés analogues pour Inéquation
A^=:F(^ M).

( a l ) Dire que u définie sur un domaine prend une valeur '}. (sous-entendue
« déterminée ») en un point Mo d,e la frontière, c'est-à-dire que //""^}. quand M,
sur le domaine,'tend de façon arbitraire vers M(.,, c'est-à-dire'quand MMo->o.
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En effet, l ' impossibil i té d'un minimum <^o pour u^ impose
bien ^1^0; mais alors

A ( //, i — u^ ) == c^ ( ̂  ; — n^ ) -+- ( <':•) — ̂  ) ii.^ où ( Cj — Ça ) ̂ .i ̂  o,

et l'impossibilité d 'un minimuni << o pour u^ — ^ impose bien u^u^
Par suite, si l'on remplace la condi t ion 2° par celle qu^à la frontière

/ / i ^o et [ u^ | ^ ̂ ,

ces inégalités vaudront aussi à l ' intérieur.

7. On verra que le théorème précédent, s'étend en remplaçant
A u i == c'.i / /1 pa r A^.i == c", ^, + / avec / ̂  o,

et cela permet de compléter 'renoncé init ial du. n° 6; en montrant sous
les mêmes condit ions la même impossibilité pour un maximum nul, ou
ce qui revient au même, que pour toute intégrale (généralisée)
de A/^ === eu "+- f ( c>o)^ il y a impossibilité d^un minimum nul en tout
point Mo clans le voisinage duquel u n'est pas partout nul et f est^o (^).

Soulignons rimpossibili té d 'un extremum nul pour toute intégrale
Çu === o excepté) de 1/équ.ation homogène (7) et complétons les énoncés
de la fin du n° 6.

Une intégrale ^o sur un domaine est partout nulle ou partout ^> o,
sinon on pourrait trouver un point où elle aurait un minimum nul
sans être n u l l e au voisinage.

Donc si une intégrale sur un domaine prend une valeur déter-
minée ^o en tout point de la frontière, elle sera positive en tout point
du domaine, des qu'elle ne sera pas nulle sur toute la frontière.

Dans le dernier énoncé du n° 6 supposons u^ non partout nulle sur S,
donc ^> o sur il. Alors, si l'égalité 1^=== u^ a lieu en un point du
domaine , elle aura lieu partout et d'après l'équation

A(/<i— ^):=Ci(^— ^)-H^—— ^)^n

( 1 ) J'en ai donné une démonstration {R. Jst. Lomb.^ loc. cit^ n°4). M.Lich-

ienstem avait déjà indiqué la propriété pour Inéquation A^ -+-a -y- 4- b — ==cz/,

par une méthode toute dinérente valable sans hypothèse sur le signe de c
(J?. di Palermo^ t. 33, 191 a, p* a ïo) .

Ann. Éc. Norm., (3), XLVIÏl. — MAI KJ'-ÎI. 22
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on aura c^=c^ sur 0. En conséquence il suffira qu'en un seul point
de 2 on ait u^<^ u^ ou bien qu'en un point du domaine on ait c\<^c^
pour que en tout point du domaine u^ <^ n\.

Observons encore pour la suite que, sans hypothèse à la frontière,
sous les conditions

611 ^ ^2 ( e^ 210ÏÎ c\ =^ cî ') ?

0^ </2^ ^i ;
.SW Û

alors, si Vun de ^o u^ est ^> o, on aura partout u^<^ u\.

ÏIÏ. ~ Le problème de Dmohiet relatif à l'équation
(7) ^u==cu (//'^o).

Quelques propriétés de la solution. Fonction de Green généralisée.

8. Le problème de Dirichlet classique CD pour un domaine borné û
de frontière S consiste à trouver une fonction harmonique sur û et
qui prenne des valeurs données en distr ibut ion cont inue sur S.
' On a un problème plus général. (û3/.) en remplaçant la condi t ion
d'harmonicité par la condition (7), c é tant ^o et continue sur le
domaine. De même que pour le premier, il n'y a pas toujours de solu-
tion sous les seules hypothèses faites; mais nous savons d'après le
n° 6 qu'il ne saurait y avoir deux solutions distinctes.

•Restreignons les hypothèses pour avoir dès maintenant un cas
simple où il y ait une solut ion. Nous prendrons^ comme domaine, un
domaine borné pour leque l le problème de Dirichlet harmonique soit
possible, quelle que soit la dis t r ibut ion con t inue donnée sur Sou;
comme nous dirons, un domaine Çde type) D^; il jouit de la propriété
suivante, conséquence de t ravaux modernes^ur te problème de Diri-
chlet : ôtons-en un domaine fermé complètement in tér ieur et d'exté-
rieur connexe tel que, si on le supprime d'un cercle (ou sphère) où il est

•complètement intérieur, il reste un domaine D/,,; alors il restera aussi
un domaine D/, dans l 'opération proposée-

Supposons d'autre part sur c(M) qu'il soit borné sur le domaine
considéré û. Alors.A(M) étant la solution harmonique pour une dis-
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t r ibut iondonnée sur I;, et G(M, P) la fonction de Green de Q (1)., la
recherche cTune solution u du problème (fl)^) équivaut à la résolution
de l'équation du type de Fredholm,

(8) «(M)+ JL Ç i G(M, P ) c ( P ) u ( P ) € l a p = h ( M )9^ J JQ

(cas du plan mais équation analogue pour l'espace) où u est continue
et bornée.

Je renvoie pour cela à l'Ouvrage de M. Picard (p. 129) dont les
raisonnements peuvent s^étendre aussitôt avec les hypothèses que
nous avons adoptées.

Remarquons que l'équation sans second membre ne peut avoir de
solution non nulle; sinon ce serait u n e solution du problème de
Dirichlet non nu l l e partout mais nu l l e à la f ronl ière . Il en résulte que
la théorie de Fredholm dont on sait main tenant que les théorèmes
fondamentaux sont valables pour (8) et nos hypothèses, fourni t une
solution du problème. I l suffirait d^ailleurs d'utiliser cette théorie
lorsque Û est un quadrillage (ou polycubique) car un passage à la
l imite permet de passer de là au cas général.

9. D^ai l leurs on peut se passer de la théorie de Fredholm et traiter
le problème précédent par des méthodes antérieures au développe-
ment de la théorie des équations intégrales. Je renvoie à leur exposé
au Chapitre IX de l'Ouvrage de M. Picard. Une première méthode due

(1!) Voir\ pour ses propriétés, FOuvi'a^'e de jM. .Picard (Chap. VIII) et pour
le théorème de symétrie, FOuvra^e de M. K-eilog' (p. a38). Soit

G == log ,— .— G) ( M, P ) . f ou -==^— — co ).b M P , v ? / . \ MP^ /

Je souligne pour 0 ) ( JVÎ , P) ['MC^', y); P(^, y ' ) } que les dérivées de tous ordres
en x^ y sont continues de (M', P) pour P sur le domaine fermé et M au voisinage
de tout point intér ieur; diaprés cela, 'L é tant continue et bornée sur î2, on

pourra dériver sous le si^ne f f F ex, pression i f cx)(M, P) ̂ (P) <^op; cVoù

résulte Vharrnonicité de cette expression.
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à M. Picard ( 1 ) consiste à partir d 'un domaine assez petit pour que
réussisse un procédé de résolution par approximations successives
Çvoir p. i33) efc à l 'agrandir progressivement jusqu'au domaine pro-
posé grâce à l 'emploi d 'un procédé al terné (voir p. i/p); les hypo-
thèses sont plus restreintes que les nôtres, mais on pourrait adapter
les raisonnements à notre cas; en particulier on fait tout de suite
l'extension c;>o en c^o ( 2 ) ; pour la seconde méthode exposée (;i)
(p. i5o) l'adaptation est immédiate, les difficultés venant de la géné-
ralité du domaine disparaissant parce qu'on raisonne toujours sur le
domaine proposé; et c^esf sur l 'équation qu'on fait des modifications
successives par l ' introduction d'un paramètre (4).

Ainsi, sans la théorie de Fredholm, on peut établir la résolubilité du
problème (D,: pour l'équation (7) et un domaine 1)̂  c étant supposé
borné et quelle que soit la distr ibution continue donnée. Étudions la
solution de ce problème.

40. A une combinaison l inéai re homogène de deux, d is t r ibut ions
sur la frontière ï., correspond la solut ion obtenue par la même com-
binaison des solutions. Autrement dit la solution est u n e fonctionnelle
linéaire de la distr ibution donnée.

, ( i ) • Acta math., t.. 12, 1888, où est le premier des nombreux travaux, de
M. Picard sur ies équations du second, ordre. Schwarz avait bien étudié aupara-
vant {Acta Soc. Foen^ t. tô) l'équation Aa=c^, mais pour c < o.

( â ) Cette extension,, de c > o en, ' c ^ o est immédiate pour le lemme •fonda-
mental (7oe. cit.^ p. 139) relatif à un domaine à deux contours au. moins. A.vec
une seule courbe l inniante , le lemme n'est plus exact pour le cas ha rmonique ;
mais M. Picard a fait remarquer qu^l l'est dans le cas c > o (p. :ï/15). Grâce
aux n08 6 et 7, on verra que cela s'étend à Phypothèse où c est ^o et non par-
tout nul sur le domaine,

( 3 ) Méthode de prolongement analytique donnée pour un type d'équation
plus général non linéaire, par M. Le Roy dans sa Thèse (Annales de l'École
Normale, t.. 14, .1897, p. 45a"4,6a).

( 4 ) On peut poursuivre ce genre d'extension des travaux de M'. Picard; ainsi
dans l'étude de A K = = F ( M ; x, j) (Chap, IX, §1,11.) on peut remplacer l'hypo-
thèse fondamentale F;, > o par F^ ï o tout comme dans le cas F == c'a ; de même
au Chapitre X aussi bien pour les problèmes plans que gauches, on peut changer
l'hypothèse c> o en <^o, à condition seulement que, pour les problèmes sans
solution harmonique, c ne soit pas partout nul .
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Elle est ^o si celle-ci ^o et même alors soit partout nulle, soit par-
tout >o (voir § II). Toute distribution peut être considérée avec
grand arbitraire comme la différence de deux distributions ^o; de
sorte que toute solution est, soit ^>o, soit la différence de deux solu-
tions ^> o, ce qui sera uti l isé très souvent. On sait d'après le para-
graphe II comparer deux solutions ^> o relativement aux distributions
données, et aussi aux fonc t ions c.

On voit aussitôt que si une distr ibution varie in f in imen t peu, il en
est de même de la solut ion, puisque le module de la différence de
deux solutions est au plus égale à son maximum sur S. Autrement
dit en prenant comme « distance » de deux distr ibut ions le maximum
du module de la différence en un point, la solution est une fonction-
nelle continue de la distribution, et cela un i formément sur le domaine,
avec uniformité encore par rapport à c.

C'est aussi une fonctionnelle continue du coefficient c, uniformé-
ment sur le domaine^ même^ dans le cas du plan, en prenant comme

« distance » de deux fonctions Cy c, et €3 la valeur i / l {c^ — Ca)3^.

Fixons une dis t r ibut ion donnée quelconque de module maximum p..
Soient u ^ , u^ les solutions correspondant à Ci et €3. La diffé-
rence u^ — u^ s 'annule sur la frontière et satisfait a

:C l (^—— U^).-\- (("i— ̂ ) ̂ .

Comparons-la avec la fonction ^o

^ == — f f^ 1 ( / ' i ( P) ~ ̂ (p) I G-(M, P) d^^ ̂  J JQ

nulle sur S, intégrale de
AP=—|C,,——6\J^.

On voit que

A ( u, — ̂  -— P ) == ̂  ( i.^ — M, •••- ^ ) -+" civ -+- (c! — ̂  ) ̂  •+-1 ^i — ̂  ^ '>

et comme

donc
( ^—^ ' )M^+1^ " -C2 p.^0,

Ci V ~\- ( 6-1 — Cs ) U.i + | C\ — C\ | ? ̂  0,
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la fonction u^ — u^ — P nulle sur S ne peut prendre de valeurs ^> o
sur û sinon elle admettrait en un point un maximum ^>o sans être
constante au voisinage. Donc

/ / ) ——— f{.^-~- Ç' ^ 0.

En considérant de la même façon u^ •— n, — ^ il v i e n d r a i l
u^— i l , — PSo.

Donc

ou
u. — u,, S P,

(9) ^-^i^ r r i c , , ( p )^c , (p ) G ( M , P ) ^ P ,
2 TC J JQ

et, par suite, d'après une inégalité de Schwarx bien connue,

et comme l f [G(M, P)p da^ est une fonction de M bornée sur û ( ( )^
on conclut à la formule très impor tante , pour la variat ion ou corres-
pondant a Se,

où A ne dépendant que du domaine et la distribution sur S maisjM.y
de c, est même le produit d 'une constante attachée au domaine par la
borne p- de la distribution.

Cette formule (xo) est plus précise que là continuité annoncée : on
en déduit
(io7) \ôu\^Bm^x\oô\,

où B est une constante analogue à A.

( 1 ) Ea considérant îe cercle de centre un point quelconque de Q et de rayon
égal au diamètre D de û, on voit qu\ine limite supérieure de Pexpression

F^ ( DV
est s r i î o g - \ dr. D'ailleurs l'expression est continue de M sur 2 et, en rai-

J Q \ ' /
sonnant comme pour f f G clçr^ on verrait qu^eIÏe s^nnule sur 2.
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Cela se déduit directement d 'ailleurs de (9) et démon Ire la conti-
nui té de la fonc t ionne l l e quand on prend comme dislance de deux Cy
max oc |, ce qui est bien moins général que le premier énoncé.

Lorsqu'on impose à c (Fêtre borné par un nombre K, on peut établir la
continuité de la fonct ionnel le u de c, encore uniformément sur le
domaine, dans un sens plus étendu que les précédents, en prenant
comme « distance » de deux c, ^ f \ oc] da, c'est-à-dire que

(i(/) | ou \ -> o avec f f \ Sa \ cla'.

Cela se déduit faci lement de la formule (9) en isolant le point M infini.
de G pour l ' in tégrat ion; et Fon voit que cette propriété de continuité^...—_————
entraîne celle qui correspond à la dis tance i / | | j oc|2 day mais avec

y ^ ^û
les c bornés; il suf f î t de remarquer que

ff^3'- ""i [/f^"1' y//^"
Montrons e n f i n que, pour une distribution donnécy lorsque c tend uni-
formément vers -h (Xi, la solution tend vers zéro uniformément sur tout
domaine complètement intérieur. II suffît de le voir pour une 'dis tr ibu-
tion >o et un coefficient c ==consL k > o.

Mais alors d'après Féqualion

u ̂  Jl. f ( G ( M, P ) u ( P ) cZcrp == h ( M )271 J Ja

[où A(M) est la solution harmonique fixe .^o],

k f fG(M1, P ) M ( P ) ^ o - p
J JQ

est bornéy donc
/ F G ( M, P ) u ( P ) ^crp -> o avec ^ -

J JQ ' " A

II en résulte que par tout domaine oj complètement intérieur,

I I u{P) €/.ff^->o avec-.
J ^<ù
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(c'est-à-dire que, sur co, u tend vers zéro en moyenne). Montrons
que u —> o en tout point. Si en effet u{M.^) restait supérieur à $ ^> o, il
en serait de même de la valeur moyenne sur toute circonférence y de
centre Mo puisque cette valeur moyenne est la valeur en M'o de la fonc-
tion harmonique à l'intérieur de y et prenant sur y les mêmes valeurs
que u; on en déduirai t bien aisément que la valeur moyenne dans
Faire d 'un cercle de centre M^ resterait supérieure à s quand k -> •+• oc.
D'où la contradict ion. Ainsi u~>o en tout po in t avec -, Et comme
// décroît quand k croît, il résulte d'un théorème aisé de Dini ( 1 ) que
u tendra vers zéro avec I- uniformément sur tcmt domine complèternent
intérieur à û.

1.1. Parlons maintenant de l'allure des dérivées premières de la solu-
tion au voisinage de la frontière 2.

Prenons d'abord (dans le p l a n ) le cas s imple d 'une port ion de £
formée d'un arc analytique sur lequel la solution prend des valeurs en
succession analytique. On peut alors prolonger la fonction à traders
l^arc de telle sorte qu'il y ait des dérivées premières continues au voisi-
nage bilatéral; c'est ce qu'établit un ra isonnement très simple de
M. Picard ( 2 ) à l'aide d'une transformation conforme.

Mais on peut aller beaucoup plus loin en, u t i l i san t des résultats tout
à fait récents sur lesquels M. Lichtenstein a eu l 'amabil i té de me
mettre au courant.

Tout d'abord rappelons un théorème de Dini ( ; { ) : Considérons sur
un domaine borné Û une fonction ^(P) bornée/et continue (ou
même simplement intégrable). Le potentiel

^-/^MP'^)^

admet des dérivées premières partout continues et qui, dans toute

(l) Si sur un domaine borné ferme, une suite de fonctions continues est en
chaque point non croissante et tendant vers %éro, il y a convergence uniforme
vers zéro. Démonstration facile par Fabsurde.

( s ) Journal de Liou ville, 1900, p. t3o-i3'î.
(3) Acta. math., t. iâS, 1902, p. 191-197.
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région bornée du plan sat isfont à une condition de,Hôlder
fà\\ __ fà\
\àx /^ V^-^M.

(ou .5-) (on ri

• ( ) j < A. M ) IVL ( A , A constantes > o, À arbitraire < i).

On verra aisément que sur un arc de courbe possédant une cour-
bure (finie) continue, V admet une dérivée tangentielle — q u i satis-
fait à une condit ion de Hôlder avec le même exposant À.

Considérons maiê i tenan t une courbe de Jordan simple à courbure
finie et continue;» et, sur elle, une distribution de valeurs, continue et
admet tan t sur une portion ap de la courbe une dérivée par rapport à
l'arc s satisfaisant à une condit ion de Ilôlder avec un. cerlain expo-
sant À. 11. résulte d'un Mémoire récent de M. L Schauder (1) que la
solution W dû problème de Dirichlet classique harmonique admet
des dérivées premières qui prennent des valeurs Unies déterminées en
tout point de 'ap (extrémités exclues) avec1 continuité sur l'arc. En
tout point de ap (extrémités exclues), il y aura donc une dérivée deW
dans toute direct ion non tangente (2); en particulier i l , y aura une
dérivée normale cont inue de .y qui sera la limite, d'ailleurs avec uni-
formité sur tout arc complètement intérieur à ap, de la dérivée dans
la même direction, en un point infiniment voisin sur la normale.

Revenons maintenant à la solution // de notre problème, intégrale
de (^) et supposons qu'une portion de la frontière soit un arc a 6 à cour-
bure ( finie) continue et que la distribua donnée sur cet arc admette

sur tout arc ai ̂  complètement intérieur^ une dérivée de la longueur s de

( 1 ) Math, Zeitsf/irifl^ ïgS i . Hd 33, Polen Haï theoretische Untersucîiuri^en^
S. 60^-6407 M. Schauder se place dans l'espace à trois dimensions, mais loiii
s'applique iîïiroédiâlerneîîl au cas du plan. 1 1 étudie d'abord le poLentiel de
double couche, puis, ^râce à une équation de Fredholin, passe au problèrne de
Dirichlei. Voir aussi LÏCÏÏTENSTKIN. Berichte der Sach. Ah. der W, 72 (1931 ) ,
Ueber einige /•fiiffsâtze der Potentiaîlfieûrie.

Je suppose dans le texte qu^l y a une com'hure finie continue; on peut être
un peu plus général en ml réduisant une condition de Hôlder pour la tangente.

('-') Cela résulte d-e la forn'tule des accroissements unis qui ne suppose Inexis-
tence delà dérivée qu^a F intérieur de rintervalle. On en déduit que si la dérivée
a une limite à une extrémité, elle existe en ce point et est égale à cette limite.

Ann. Éc. Nonn., (3), XLVÏ ÎL — Jum 1931. , 2^



'178 MARCEL BRELOT.

rare qui satisfasse à une condition du type de Holder» Alors, on peut
affirmer que les dérivées premières de u prendront des valeurs déterminées
fîmes en tout point de a? (extrémités exclues) avec continuité au voi-
sinage, d'où il suit, comme plus haut,, les propriétés de dérivation à la
frontière, en particulier pour la direct ion normale.

En effet joignons deux points a^y pa intér ieurs à ap par un arc tracé
sur le domaine, de façon à former avec ayp^ , de la frontière, une
courbe simple de Jordan F à courbure con t i nue . Si o est le doma ine
dé l imi té ,

a + ̂  f ^log ̂ p /- ( p ) u ( P ) d^

est harmonique sur o et prend sur F des valeurs formant une distribu-
t ion con t inue ; mais celle-ci, d'après le théorème de Dini , admettra le
long de o^fJ,> une dérivée en s satisfaisant à une condit ion de Holder
^l'exposant étant le plus petil des deux qui correspondent aux valeurs

prises respectivement par u et par ;— f Y Mais alors, d'après les
résultats de M. Schauder, cette fonction harmonique et par suite
^ a d m e t t r o n t des dérivées sur o, prenant des valeurs en tout point
de a y p a (extrémités .exclues) avec con t inu i té . D'où le théorème
annoncé.

Il nous sera particulièrement ut i le de connaître l'existence d 'une
dérivée normale définie directement sur la frontière et de savoir qu'elle
est égale à h limite de la dérivée dans le sens de la normale en
un point intérieur voisin, ceci ayant lieu uniformément sur tout arc.
complètement intérieur à op. Util isons cela dès maintenant : suppo-
sons la frontière £ formée d'un nombre fini de courbes de Jordan
simples sans point commun, à courbure cont inue et supposons aussi
que la distribution sur 2 admette une dérivée en s satisfaisant à une
condition de Holder. Traçons alors des'courbes parallèles à celles de
la frontière, sur l ' intérieur de û et à la distance z assez petite. On
délimite ainsi un domaine 0, de frontière S, et l'on aura

ff^d^^f ^^o ou f ^^=^ Çtcnda.J •^ ^^(in À,hu^ J Ja



ETUDE DE L'ÉQUATION DE LA CHALEUR. l^q

En faisant tendre s vers zéro, il vient alors

r du . r r ,
» — as == — j f eu f/o".
^hu^ J JQ

Donnons un cas d'application important du théorème fondamenta l
sur les dérivées à la frontière. Supposons qu'on trace sur un domaine
coexistence co de ^intégrale u de ("i) un cire à courbure continue.
Comme

//+^J^Io^.(P)//(P)^

est harmonique sur co, elle prendra sur Faro considéré des valeurs
formant une d is t r ibut ion douée de dérivées secondes cont inues de
l'arc .s"; d'autre part la fonct ion ^— j j prend, le long de l'arc des

valeurs dont la d i s t r i bu t i on admet une dérivée en s sat isfaisant à une
condition de Hôlder (théorème de Dini); donc ^ j o u i r a de, la même
propriété- Par suite tonte fonction continue sur l^arc et F un des voisi-
nages^ prenant sur rare les valeurs de //, enfin intégrale de (7) sur le
voisinage considéré (arc exclu), jouira le long de F arc des propriétés
de dérivation expl'iff'liées.

On pourra i t développer toule celte étude et considérer par exemple
la dérivée normale comme fonc l ionne l l e de la d is t r ibut ion e tdec(M-);
je m'en t iendrai , à ajouter le théorème suimnt :

Considérons une solution de notre problème de Dirichlet généralisé
pour une distribution r ïOy non pa r tou t nulle , mais nulle sur une por-
tion de la f ront ière formant un arc a? à courbure continue. Je vais
montrer que le long de ap, la dérivée normale (donc aussi la dérivée
vers r intérieur dans toute direction non tangente) esiposùiçe.

,1,1 est évident qu'elle est ^o. Montrons qu'elle est > o en tout
point P de l'arc (extrémités exclues)* Je vais me ramener à un cas
simple en fa isant des transformations qu i ne pourront que diminuer la
valeur de cette dérivée normale parce qu'elles d iminueront l ' intégrale.
D'abord on se ramènera au cas de c = /rconst. ^> o. Cela fait , prenons
sur la normale en P un point Py de û, assez voisin de P pour que PPo soit
le m i n i m u m de la distance de Pô à S et traçons deux cercles de centre Pô,
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l'un y, de rayon inférieur à P(,P, l 'autre ya assez grand pour con-
tenir 0. Soit [j. le min imum^ qui est ^>o, de notre intégrale sur le
contour de y,. Il suffira de prouver que la solution ^ d u problème de
Dirichlet pour (û — 'y,) la valeur o sur 2, la valeur ;j- sur la circonfé-
rence y, 5 enf in pour l'équation A^^/CP, admet le long de ap une
dérivée normale positive. Or soit (^ la solution du problème de Diri-
clilet pour la même équation, la couronne (y.,, y.j), la valeur [M sur y 4
et la valeur o sur y,>. On voit aisément que ^ est fonction de I\M seul
et fonction décroissante (1) de sorte que le maximum de (^ sur H est
atteint au point P. Soit ^3 la solution du problème de Dirichlet pour la
même équation, le domaine ( û — y ^ ) , les valeurs de ^ sur Set la
valeur o sur la circonférence y.i. On a s u r ( û — y , ) : î ' = < \ , — < \ , . Or
le maximum de v^ étant atteint en P, la dérivée normale de <^ en P
sera^o; d'antre part, vu la décroissance de ^ fonction de (P(,M), la..-.«)-
dérivée en P de ^ dans le sens PPy sera positive. D'où le ihéorème
annoncé pour r et l'intégrale u in i t ia le (2).

Sous une autre forme : c(M') étant continu et borné, sur un domaine,
wisinage (d'un certain côté) d^un arc à courbure continue^ toute'inté-
grale ^('7)5 positive sur ce domaine et s'annulant wr l^arCy admet le
lonff de F arc une dérivée normale positive.

12. Nous dirons qu'une intégrale uÇx^ y ) sur co, de l'équation
(7) : / , OU ==6'^, c^0

admet en 0 de co une singularité logarithmique de valeur A, si u est
intégrale sur (co — 0) et de la forme Alog—, + ^(^7)7 où t-' est tel

que —v-— -> o avec OM.
^(À ,

On peut se poser le problème de la détermination d'une intégrale
de (7) ayant en 0 une singularité de valeur donnée et prenant les

( ( ) En effet, si y? est un cercle concentrique compris entre yi tit y.^ la valeur
de Pi en un point intérieur à la couronne (y?, y^) est inférieure à.la valeur sur
la circonférence y?.

(a) je me suis inspiré un peu ici d'un raisonneineril de M. Lichtenstein
{Voir Math. Zeitschrift, 1 9 ^ 1 , Bd 11, p. Sig).
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valeurs d'une distribution donnée continue sur la frontière S d'un
domaine û du type D//, (contenant 0) et sur lequel c est continu et
borné. C'est le problème de Dirichlet généralisé avec une singularité
logarithmique.

La méthode d'approximations successives de M. Picard (Ouvr., foc.
cit., p. 179-186) (r) établit l'existence d'une telle intégrale avec un ^
admettant des dérivées premières continues en 0, lorsque c est assez
petit ou que dans la région de continuité de c, on prend un Q entou-
rant 0 de mesure assez petite. La méthode s'applique même à un c de
signe quelconque. C'est au fond l ' intégration d'une équation de Fred-
holm dans un cas particulier. Mais on peuty grâce à la théorie de
Fredholiïiy résoudre très simplement le problème proposé en montrant
l'existence et l 'unicité de la solution ( 2 ) et l'on voit même que y admet
des dérivées premières continues en 0; l 'unicité entraîne que la difle"
rence de deux intégrales admettant en 0 une singularité logarithmique
de même valeur puisse être définie en 0 de façon, à être intégrale sans
singularité.

Quant au Ilux ( ^ds à travers une circonférence y de centre 0,
^Yint c "

il tend vers 2 TC A, quand y se réduit à 0; cela peut s'étendre à une
courbe quelconque. Ajoutons que si ^(M) est continue au voisinage
d e O ,

f ,^(M)^^M~>^A,^(O).
'-'cire. yiii l

Quant à la solution, du problème, comme fonctionnelle des données,
indiquons, que pour une distr ibut ion ^o et A>o, la solution, >o,

( f ) L'indication de ce procédé remonte à une Note de M. Picard (Comptes
rendus, t. 130, 1900, p. i5o2), qui avait déjà auparavant (Compta rendus,
t. lia, ! 8 < ) i , p. 686) abordé Péttide des singulari tés ponctuelles des intégrales
d 'équat ions du type e l l ip t ique . Ce sont les premiers travaux sur le sujet.
Plusieurs auteurs s'en occupèrent ensuite (Picard, Hedrick, Hoirngreii, Hiibert,
Hadamard) pour des équat ions de types divers, généralement à coefficients
analytiques. Enfin en 1907, E.-E. Levi(J?. dl. Palenno, 1907) a traité le pro-
bième dans le cas îe plus général pour l'équation elliptique à n variables, en
se ramenant à une équation de Fredhoîru.

( < î ) Voir B. fst. Lombardo^ foc. cit^ n0 15.
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diminue partout dès que A diminue ou que c augmente quelque part ;
et l'on pourra aussi étendre les formules (10), (lo'), (îo") ( ' ) .

On appelle fonction de Green généralisée G,,(M, P) relative au
domaine Q de type D/,y l'intégrale de (7) s 'annulant à la. frontière et
admettant au point P la singularité logarithmique de valeur 4--1. Elle
existe et est unique et l'on peut démontrer qu'elle est symétrique (2)
en M, P. Elle est partout ^>o, et si. une portion de la frontière est un
arc à courbure continue les dérivées y prendront des valeurs finies/ ( " ^
déterminées avec cont inu i té (voir n° 11); la dérivée normale —Ir y
sera ^> o.

Considérons un domaine iï l ' imité par un certain nombre fini
de courbes de Jordein sans points communs à courbure continue : et
d'autre part une distribution continue (sur le contour S) possédant
une dérivée en s (arc) vérifiant une condition de Hôlder. Soit u la
solution du problème (d3/) correspondant . Traçons des courbes
parallèles aux. courbes l im i t an t e s de S, à r in té r i eu r de iî et à la dis-
tance s assez pet i te . On obt ient a ins i un domaine £L de contour 2s qui
contient le point P de il choisi à l 'avance arbitrairement. Isolons P
par un petit cercle y de centre P et appliquons la formule de Green (2)
au domaine (us— y) et aux fonctions // et G,,(M, P). Il vient

r ( dQ, p cla\ , F ( dG, du\ ,i u —— — G,, — ^== 1 ({-•— — G,. — k/^ï,
J înA dn dî^ ^TinA dn d n ' }

ce qui donne en réduisant y au point 0
/p, i r ( ciG,. ., du\ .

K ( P ) =: —— 1 U ——— — G,. —— ^i.
^A^nA du d n )

( l ) 'On se ran'iène au cas cFane d i s t r i b u l î o n nu l le et de A-^==4~ i.-On repren<lra
alors le ra isonnement , an n0 10, en remplaçant dans 1''ex pression de îa fonc'fion
auxi l ia i res , la consia nie [M par la fonction GfX), I'*).

D'autre pari , jtô s îgnate pour loui cela la possibilité d^iniroduîrc de niêïne un
n o rn i) re jin i d e s in ̂ i 11 a ri té s.

( 2 ) On !e démontrera d^abord . ' dans ' le cas d'une f ront ière formée d 'un nombre
fini de courbes de Jordan sans points communs et à courbure continue. On passe
ensuite à la limite au moyen d^une suite de tels domaines % tendant, vers îe
domaine gêné rai proposé Î2, parce que la fonction G^ relative à 3^ tend vers celle
qui est relative à îâ (Voir.R. Ist^ Lombardo^ loc. cit^ § Ïl).
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Faisons tendre z vers 0; il vient d'après les propriétés des dérivées
normales
( 1 I ) "{v}-^^uw^ds-
Et il est immédiat que cette formule s'étend au^cas d'une distribution
continue quelconque sur S. On peut en effet approcher d'aussi peu
qu'on veut les deux membres de l 'égalité à établir par deux quantités
égales; il suffît d'approcher de moins de £ arbitraire ^>o la distribu-
t ion cont inue donnée par u n e autre sa t i s fa i sant aux condit ions sous
lesquelles la formule (:s-ï) a été établie et d'y appliquer cette formule.

13. 1.1 y a à s ignaler des différences BSSCT importantes dans Vexten-
don de ce qui précède au cas de l'espace à n d imens ions . D'abord au
n° 10, si les formules (9), (ic/), (lo") s'étendent, le raisonnement
qui fait passer de (9) à (10) est encore imiable pour n == 3, mais pas
au delà (^^.4) parce que f |'G(M, Pyprfc^i est infini dès que ^ ^ 4 ;

^Q ' ,
a ins i la formule (10) est encore valable pour /?,=== 3 ; mais il n'y a même
plus continuité ( i n i . forme sur û, de la fonctionnelle u de c, quand on

prend i / ( (oc)2 da comme distance de deux c, dès que n^. 4 ( ' ) »
V ^Q

Les développements du n0 1:1. peuvent s'étendre, étant mis à part le
raisonnement ment ionné de M. Picard, en prenant des surfaces dont les
deux courbures sont continues. Il faut au contraire reprendre len° 12,
On dira qu 'une intégrale de (7) admet en 0 une singularité élémen-

( i ) On raisonne l'A par lYhsurde en par tan t d'ilne sohiUon n correspondant à
an certain c et par e's.enTpIe pos i t ive au voisinage d^un poini M(). On fera aug-

menter c en ce voisinage, <Ie oc te l que i / f (ô\.)2 </crsoil arbi t ra i remeni petit ,

et l'on considérera //. 4- .-—^-—^^^^^ I G: eu r:h== h\ u restera >o au voisinage
( n — 3).<^, J

de IVJft et l'on fera appa ra î t r e la contradiction en mont ran t qu^on peut choisir ôcde

façon que / ===——or- do- soit arbitrairenient Grand en même temps que
' " J OM^-2 , - . -

/ {SaY'da' soit arbi trairement petit ,
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taire de valeur A, si elle est intégrale sur le voisinage (co — 0) et de la
forme A—— + ^ (^>^) où ^ est tel que —p— ->- o avec OM.UivP~- ' ' ' i •[

OM^
Posons-nous le même problème que plus haut.

Dans l'espace à trois dimensicmsy on pourra utiliser la méthode de
M. Picard ou le raisonnement simple auquel on a renvoyé et qu i con-
duit à l ' intégration d 'une équation de Fredholm; ^admet t ra encore
des dérivées premières continues en 0.

Mais les raisonnements ne peuvent plus s'étendre au cas de n^> 3,
car Fintéffrale ( —l— ==— dap est une fonction de M de Perdre (1 )0 J MP^-'2 MP^ v •"
de TT—rz pour n^> 4 ou log—j pour n == 4? au l ieu d'être bornée. Et
Fon s'assurera que P n'est plus nécessairement borné pour n^>3, en
étudiant le cas clé Au=ku (À '==cons t . ) et les intégrales fonctions
de r= OM seul ( y ) . E. E. Levi a pu, se ramener cependant d 'une autre
manière à une équa t ion de Fredholm pour des équations plus géné-
rales (:î); mais j'ai indiqué, pour le cas précis qui, nous occupe, un
procédé de passage à la limite indépendant d e l à théorie de Fredholm
et qui montre que le problème proposé admet une solution unique ( / t);
c'est d^ailleurs un cas particulier d'une étude plus générale que nous
ferons au Chapitre.IIi. Indiquons que les dérivées premières de <-' sont
telles que OM"""2 -j- tende vers zéro avecOM. On pourra enfin définir
la fonction de Green généralisée et étendre la formule (n).

C-1) Rappelons que dans .1''espace à n dimensions / ===r* .—— da'p est une1 ! J OP^ MRP
fonction de M telle que :

SI a 4- (3 << /'z, elle est bornée (et même continue) au voisinag'e de 0;
Si. a 4~ (3 ==^, elle est de Fordre de l,o '̂ /".«.';

Si .a •+• 6 > n, elle est de l'ordre de îoû:.-——I——- ( o < a < n}.
OM^^1- \ "•- P ;

Voir Note A (Hadamard) de 1 ̂ Ouvrage de Ileywood et Fréchet su r l^é f îua t ion
de Fredholmî et une reproduction dans le Cours d ''AncdyKe de Coursât, 1.111,
3e édition, p. 36a.

( t 2 ) Pour tout cela, voir /?. Ist, Loinb.^ loc, cit^ n0 18.
( 3 ) .Rend.^li PalermOy 1907, p. 276.
( / * ) /-?. îst. Lombardo^ loc. cit^ n0 15,
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• ÎV. — Propriétés des suites et familles d'intégrales de

( 'y ) , au ==. eu ;

^•=o continu sur û ouvert ( 1 ) .

14. On. connaît les deux théorèmes classiques de Harnack sur les
suites de fonctions harmoniques sur un domaine 0 que nous pren-
drons borné. Nous a l lons voir qu'ils s'étendent aux intégrales de (7).
Tout s 'appliquera au cas de n dimensions, mais pour le langage, on se
placera dans le cas du plan.

D'abord, comme il. est bien connu, une suite uniformément conver-
gente d'intégralea sur û, converge vers une intégrale (2).

Il suffit de voir que la l imite v est intégrale sur un domaine quel-
conque eu complètement intérieur. D'abord

( 1 2 ) //,, ( M. ) =. ̂ -+ ̂  r^Iog ̂ p c ( P ) un. ( P ) d^

sera harmonique sur co. Or on voit aisément que

r r^^c^)^)^«7 «./ (,) ' ' • ! •

tend pour 71 -+- oo vers
f f!og,_c(P)P(lJ)^p

»y «/fi)

et cela uniformément pour M. sur co.
En effet si k est une l imite supérieure de c sur œ et [M une limite

supérieure de l'ensemble des \iin sur co, enfin Zn la borne supérieure

(') On ne fa i t pas d'hypothèse sur l'allure de c au voisinage de l a . frontière.
( a ) Une démonstration tout analogue à celle du. texte établirait le n'iê me théo-

rème pour une équation au ==,P(^, M ) où F est continue de (u, M) et douée de
/••)'?

dérivée — bornée pour //. borné et M sur tout domaine complètement intérieur.
au, -

Ann. Éc. Norm., (3) , XLVIIL — JUIN igSï. ^
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| ff1^ WP c ( p ) un ( p) chp ~ fflog KÎP c ( p ) î; ( p) ̂ p

^•^.J['^'M^ da^

et il suffit de remarquer que | j l°givfp ^"p es^ borné pour M. sur r.o»y »/(,)
r0 ipar i r log -^ rfr, I) étant le diamètre de co.

^0 t

Mais alors A,/ converge uniformément sur co vers une fonction néces-
sairement harmonique h de sorte que

( i3) ' ^^ffH^p^P)^P)^^h.

harmonique surcu.
Il s'ensuit que ('' est intégrale de (7) surco.
Pour le cas où u prend des valeurs déterminées finie» sur la fron-

tière, il suffit de supposer que ces d i s t r ibu t ions convergent uniformé-
ment, en vertu du. n° 6. Ajoutons au théorème bien connu qui précède
un complément important : on sait que dans le cas harmonique les
dérivées convergent vers les dérivées correspondantescles l imi tes , uni-
formément sur tout domaine complètement intérieur (r) De même pour

( ( ) li suffit de le voir pour un cercle y parce qu^on pourra couvrir on domaine
complètement intérieur par un nombre 'fini clé-cercles également complèlernent
intérieurs. Or prenons y j .concentrique un peu plus ^rand etîuissi. complètement
intérieur et la formule de Poisson :

î r°^(M)=^j ^(^)li(M',^)^,

qui donne^ en dérivant,

—^.^^^ ^)^/^;

— corïHïie II est borne dans1 y intérieur à yi . On en déduit que dans "/ :

^ ._ ̂  <^ A. j | u,,(y:)~~ u^(^) | dC^

d'où résulte la convergence uniforme dans y de ' l a série, de fonctions harmo-
àt(n i, . , 1 .niques —.—* d ou la conclusion,, ï ^ y , , ; ^
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les intégrales de (7), les dérivées premières de la suite uniformément con-
vergente u^ convergent vers les dérivées correspondantes de la limite F,
uniformément sur tout domaine complètement intérieur,

II suffit de le voir pour un cercle Y complètement intér ieur; y, étant
un cercle concentrique un peu plus grand et complètement intérieur,
reprenons pour y, l 'équation (12) qui donne en dérivant par rapport à «r
par exemple

^'^^^(•""^••''-•'••^ 'l'=•"rt
^ convergera vers (— uni formérneni sur y; comme en dérivant (i3) ilàh,, ()h— convergera vers .
vient

()/t eh î r r ()
^-^//^('••••MT.)"'"'-1''"'""

il suffira de v o i r que

/^(^MT)''^"'10'^

tend vers

ff,^^0^^^
un i fo rmément su r y ou môme y , . Et cela résulte en ra i sonnant /comme
plu?; haut , de ce que ff.. ,) ( , î \ ,

^.(^M-p"^
est borné suryr

la. Avant de chercher à étendre le second théorème de Harnack,
parlon.s'un peu des familles d'intégrales.

On sait qu 'une famille de fonctions harmoniques sur û, bornées en
module.dans leur ensemble sur tout domaine complètement intérieur,
jouit de la propriété d'égale continuité^) sur tout domaine complète-"

(r) Pour ceite notion classique due à Ascoîi, voir, par exemple, MÔNTEL, Leçons
sur les familles normales, p. 27 (Paris, Gaulhier-Villars, 1^7)- '
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ment intérieur, comme cela résulte aussitôt de la formule classique de
l'intégrale de Poisson (1).

Cela s'étend aussitôt aux intégrales de (7)5 c'est-à-dire qu\ine
famille d'inté'grales bornées en !7zodu.le dans leur ensemble sur tout domaine
complètement intérieur jouit de la propriété (f égale continuité sur tout
domaine complètement intérieur (2 ). •

II suffit de le voir pour un cercle y complètement in tér ieur ; prenons
encore yi concentrique un peu plus grand, complètement intér ieur;
u étant une intégrale quelconque de la famille, considérons

^(M)4^jyi.og^c(P)^(P)^p.

Cette expression définit une famille de fonctions harmoniques et
bornées dans leur ensemble sur l ' intérieur de y, ; donc elle jouira de la
propriété d'égale cont inu i té sur -y. Il suffira donc pour achever de
prouver que la fami l le j ( log—c(P)^(P) r fc rp est également con-
t inue sur y ou même y,. Orpuisque

6Uû, à log& MP// cla'vPÎ fLJ ^ïi ày
Ail

da'p

sont bornés- sur y^ les dérivées en oc^ y des fonctions de la famille
seront bornées dans leur ensemble sur ^1. Et cela suffît pour établir
l'égale continuité.

De l'égale continui té de la famille considérée des intégrales, on
déduira par des raisonnements bien connus basés sur le procédé dia-
gonal (:î) que de toute suite appartenant à la famille on peut extraire

( r ) II suffit de le voir pour un cercle y, prenons un cercle y» concentrique un
peu plus grand et complètement intérieur. Grâce à la formule de Poisson pourv , ,
on verra que, dans leur ensemble, —/- , cu-\ sont bornés sur y comme les //. suràx à y f
la circonférence y, et cela suffit pour l'égale continuité de la famille, <Taprès la
formule des accroissements finis.

( 2 ) Ce théorème s'étend, par la même démonstration, aux intégrales de
A^:=F (u, M) déjà considérée plus haut (| Vu} borné pour a borné et M sur
un domaine complètement intérieur).

( ; î) Voir •MONTEL, Leçons sur les familles normales^ p. 28 à -27.



ÉTUDE DE L'EQUATION DE LA CHALEUR. îSc)

une suite convergeant uniformément sur tout domaine choisi à F avance
complètement intérieur; puis même^ une suite convergeant uniformément
sur un domaine arbitraire compictement intérieur; et la limite est inté-
grale de (7) sur tout Je domaine d'après le premier théorème de IIar-
nack généralisé.

D'où Fon déduit l 'extension suivante du second théorème de Harnack
(forme réduite).

Étant donnée une suite d'intégrales ̂ (7)5 bornées (dam les deux sens)
dans leur ensemble sur tout domaine complètement intérieur^ et partout
non creusante ou partout non décroissante sur il, elle tendra vers une
intégrale de (7) et cela uniformément surtout domaine complètement
intérieure).

(1) Ce théorème peut encore s'établir par un passage à la limite sur :

if,,(M)^ — ( f l og^c (P )< / , / (P )^p== /^ / (M) harmonique.

en prenant l'intégrale au sens de Lebesgue; on en déduit pour la l imite la pro-
priété de continuité et d'être intégrale; la propriété d'uniformité de convergence
résulte du théorème deDini rappelé au n° 10. Voir ma Note des Comptes rendus,
t. 190, p. 4n, ou celle de V IsUtuto Lombarde (foc. cit.), n0 6.

L'énoncé du texte se trouve à peu près dans la Thèse M. Le Roy {Ann. de
l'École Normale, t. U, 1897, p. 4^) qui considère des équations de type un peu
plus général. Sa démonstration assez longue repose sur l'emploi de la formule
de Gré en généralisée (il).

Comme plus haut cet énoncé et le précédent s'appliquent à l'-équation plus
générale A ^ = = F ( u ; M) déjà considérée.

Enfin par le même genre de considérations on peut compléter la démonstration
de M. Picard dans son exemple d'approximations successives divergentes (Bul-
letin de la Société math., t. 28, 1900, p. 137). Il s'agit de Au= F ( M ; x, y )
avec F, F;/ positives et bornées quand | a \ est borné; on cherche à résoudre le
problème de Dirichlet pour la valeur o sur le contour. La méthode d'approxi-
mations successives donne la suite un telle que :

^==——^ ffGF(^;^r)^ -
27^ J J^

On voit que les u^.^ décroissent vers une limite p / les 1 ̂  croissent vers une
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La suite a en effet nécessairement une l imi te ; on peut en extraire
une suite qui jouisse de la propriété annoncée; et l'on en déduit qu'il
en sera de même pour la suite donnée.

Ajoutons en vue de la suite une remarque très simple relative à la
frontière.

Considérons une suite d ' in tégra les / / / / e t une portion cr de la f ron t iè re ,
séparée du reste s'il y en a (c'est-à-dire que les deux parties sont à une
distance non nulle); supposons que toutes les intégrales prennent ,
avec continuité au voisinage de a, un même système de valeurs sur a.
Prenons une suite extraite convergeant uni formément sur tout domaine
complètement intérieur. Je dis qu'elle convergera un i fo rmément sur

• le voisinage de cr, ' a compris; de sorte que la l imi t e de la sui te prendra
sur a les. valeurs considérées, comme les ///,, avec con t inu i té au voisi-
nage de a.

On verra aisément qu'on peut dél imiter un domaine parliel de fro'n"
lière consti tuée seulement par ^y et peut-être d'autres points intérieurs
au domaine iîy f rontière formant un ensemble sur lequel la su i te
converge un i fo rmément . A.lors d'après le n° 6, i l y aura bien
convergence uniforme sur l 'ensemble de ce domaine part iel et de sa
frontière.

Ifî. Mais on peut étendre exactement le second théorème de Har-
nack et montrer que : une suite d'1 intégrales clé (7) bornées inférieure-
ment dans leur ensemble sur tout domaine complètement intérieur^partout
non décroissante, enfin convergeant en un point (limite /ime\y tend vers
uneintégrale, uniformément sur tout domaine corrqïlètem.ent intérieur^
Cet énoncé et celui qu'on obtient en changeant, u en — u contiennent
le précédent. On peut le compléter en disant que si la même suite
tend vers +00 en un pointa elle tendra vers + ce uniformément sur tout
domaine complètement intérieur.

limite u $ <-\ II restait à prouver dans le cas général Cunifûriyûié de convergence
de ces deux suites, qu^il suffit même de voir dans tout domaine complètement
intérieur. El cela résulte aisément de ce que la familte u^ y es légale nient conti-
nue, d^près la relation de récurrence.

On peut aussi conclure par'passage, à la lirnîte grâce'aux propriétés de l'inté-
grale de'Lebesgue. 1 1 ' 1 , 1 , ! , , , ! : ! ! ^ ! .
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D^ail leurs u n e suite non décroissante (Tmtégrales est nécessairement
à partir d'un certain rang ou constante ou partout croissante^ car la diffé-
rence de deux termes consécutifs est ^ o ; donc partout nul le ou partout
^> o. Il suffit d'examiner le cas de. la suite croissante; et en retranchant
le premier terme., on se ramène au cas de la suite croissante positive ou
encore de la séné d^ intégrales à termes positifs» On a alors un théorème
dû à M'. Lichtenstein, qu'il a d'ailleurs établi pour l'équation de type
el l ip t ique homogène général (1). Sa démonstration est l'extension de
celle classique du cas harmonique . Elle résulte immédia tement du pre-
mier théorème de Harnack et du lemme suivant très intéressant en lui-
même et sur lequel nous al lons revenir .

Pour toute intégrale u positive sur û, le rapport -——^ est y pour tout

couple de points AI , y M y appartenant à un domaine Jixé co complètement
intérieur^ borné par un nombre fixe À indépendant de ^intégrale consi-
dérée^ c'est-à-dire que

^ < ̂ î  < }, ou ^ u(M, ) < ./(M,) < /..//(M,;.

Mais ce lemme donne même des propriétés importantes des familles
d^intégrales positives. Puisque la l imi ta t ion en un point, en t ra îne une
l imi ta t ion dans tout domaine complètement intér ieur , on voit aussitôt
diaprés le paragraphe précédent que si une telle famille positive est
bornée en un point y on peut, de toute suite, extraire une suite conver-
geant uniformément sur tout domaine complètement intérieur. La
remarque f inale du n° 15 et relative à la frontière s^appliquera évi-
demment.

D'autre part si une suite (Fintégrales ^> o tend vers 4" oc', il en est de
même uniformément dans tout domaine complètement in tér ieur ; par
conséquent, étant donnée uue famille ^intégrales ^>o, ae toute suite
on peut en extraire unCy qui converge uniformément sur tout domaine
complètement intérieur^ soit vers une intégrale^ soit vers 4- ce.

Revenons au lernme de M. Licbtenstein. Dans le cas harmonique,

( ! 1 ) . Voir Rend. del Ciraolo Mat. di Palermôy t. 33, 1 9 1 a, p. 201.
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l 'inégalité de ftarnack (1) déduite de la formule de Poisson prouve que,
si Y est un cercle de centre Mo, rayon R, complètement intérieur à û,
on aura L < ̂ ^r < 3 (2) si MAL < K- Choisissons R inférieur à la dis"3 ^ u (Mo) v ' 2
tance de la frontière de œ à celle de Q. Quels que soient M, , Ma de co
tels que MÏM, ^ -^on aura donc .̂  < ̂ —r" <^ ^- ^)r tisons un quadril-- "" — '.i tj // \ i
lage du plan, régulier et tel que la distance maximum de deux points
de deux carrés contigus soit moindre que 7; alors si iN est le nombre
des carrés recouvrant co, on pourra former une chaîne de points de 0,
d'extrémités deux points arbitrairement choisis M, M' de co, le pas de la
chaîne étant moindre que -et le nombre de ces points au plus égal
à N.

On en dédui t aussitôt

œ^^3^"
Le point essentiel consiste dans l'usage de la fo rmule de Poisson,

(1) Delà formule de Poisson :

^(M)==;^- ( u{[j:) iv^^ c/0^ ( p = : M " o M ' ) ; r = M " ^ ; c e n t r e M o )
•^Tî ^ y f

ou pour n ̂ > 2 dimensions

"(M)=(7r-^:^"(^)Hi^:^
il vient aussitôt rinégalité de Harxiack en remplaçant r par R ±: p :

R"-2 (R1^ "( ̂  < "( M ) < R"-s 0-̂ -7^ "( M() )

( / / ^ o non partout nu lie sur la frontière cr).

.1 , 2/'"1"2

(2) Dans Tespace à n dîmensîons il faut remplacer les facteurs ,j et 3 par „—,
0 0

et 3.2^""% ,ce qui ne gênerait nullement la suite des raisonnements1.
( : î) On peut raisonner cïinerenulîent en employant îe lemmedeBorel-Lebes^ue

(vof'r par exemple 0, KELLOG, Ouv. loc. fit,^ p. 263). C^est aussi en s^ppuyant
sur ce lemme que,M,, Lichtenstein. démontre son tïléorème. . •
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c'est-à-dire de la formule de Green dans un cas particulier, en uti l isant
i'/~i

deux limites positives inférieure et supérieure de — - M. Liclitenstem
emploie la même idée, pour son cas général, avec la formule de Green
généralisée et un petit contour convenable; mais il doit surmonter
bien des difficultés et^ en particulier.» il se sert de la continuité de l'a
valeur de la dérivée normale de la fonction de G'reen généralisée G,, en
un point de contoury par rapportauxcoordonnées du point i n f i n i de G,..

Aussi vais-je donner pour notre équation (7) une démonstrat ion
assez différente, débarrassée de toutes difficultés relat ives à la dérivée
normale, qui sera basée sur Finégali té de Harnack du cas harmonique
et sur le lemme suivant :

Pour une distribution continue quelconque de valeurs sur une circonfé-
rence fixe y, il y ci un rapport ^> o constante c'est-à'dire indépendant de
la distribution^ entre les î'saleurs au centre 0 des solutions du problème de
Di/ic/dety d^une peirt^ harmonique^ ci9 autre 'part relatif à V équation

A // =-• /»•//, /*• == co n s t. > o.

Le lemme de M. Liclifcenstein en résulte aisément; reprenons les
notations de son énoncé et soient QJ( un domaine complètement inté-
rieur à il et dans lequel co soit complètement intér ieur , k une l imi te
supérieure de c(M")sur oj i , e n f i n R un nombre ^> o inférieur à la dis-
tance de co à la frontière de C D ) . Considérons deux points Mo Ma de <o
tels que M,; M,, ^ ~ Traçons le cercle y de rayon R et centre M < , tout
entier dans co, ; soient // et P les fonctions respectivement harmonique
et intégrale de A^^A'p, qui. prennent sur le contour de y les mêmes
valeurs (^> o) que l 'intégrale u que nous étudions.

Alors
<MO^(M,),
r(MJ:=^A(M,),

6 étant la constante positive du dernier énoncé, relative à H et k.
Puis

/ / ( M , , ) > ^ ^ ( M - 2 )

^nn. Éc.Norm^W, XLVIIÏ. — JUIN 1931. • ^
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d'après l'inégalité deHarnack, enfin
1 ^ ( M 2 ) ^ ^ ( M , ) ,

d'où
u(M,)>^u(M^

En raisonnant avec le cercle de rayon Re t centre Ma on trouverait de
même

u(M,')> |a(M,).

Ainsi
^ ^(M'.) ̂  p.

^ û '.. /"3 " / / (Mj ' Ô • / '

Le raisonnement s^acl'ièvera maintenant exactement comme dans le
cas harmonique.

Quantan dern ie r point qui reste en suspens;, on peut plus généra-
lement établir ce théonme de proportionnalité pour un coefjicient c(M.)
jonction de OM seul et borné ù l'intérieur du cercle.

En effet G,.(iM, 0) étant la fonct ion de Green généralisée pour le
cercle

"w-ï;/'•''"'—/—'••'-• •w-rj',--1^^^-'--'
diaprés ce qu^on a vu au n012.

Mais (}/.((),M) est symétrique autour de 0, vu l 'un ic i té de là fonc t ion
de Green ,G-^. Donc^———est invariable le long de y; c'est une con s- .
tante 0, positive comme on sait , et comme-ce la résulterait aussitôt de
là considérat ion du cas de la dis t r ibut ion ^> o et'de la fo rmule précé-
dente qui s'écrit . , ,

r/(0)== -̂ •1 ( fi{U)(ù^.
^J, . • •

On en déduit aussitôt'le iemme à démontrer,
On/peutd'ailleurs^lans le cas dfi c === consL ^> o se passer des consi-

dérations ffénérales'des n0' 11-12 sur les dérivées norœales et (x,.; mais

(r)' Dans Tespace à /i dîmensiûî'is. résultat analogue en remplaçant des deux
côtés le, nombre 3par S.^""2. / , , ! , . \.
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sans développer la démonstration (1), j'en signale l ' intérêt suivant;
c'est que le lenrme de M. Lichtenstein est alors établi dans le cas
général s^ns remploi de G(,? fonc t ion dont l'existence repose, par la
méthode que j'ai proposée pour un nombre 71 quelconque de d imen-
sions, sur la forme rédui te-du second théorème de Harnack généralisé.
Ainsi la démonstration de la forme la plus générale du second théorème
de Harnack généralisé, pour l'espace à n dimensions, peut être rendue
indépendante de la forme réduite.

CHAPITRE II.
ÉTUDE DES INTÉGSLUES BORNÉES

AU VOISINACiE D'UN mm SINGULIER DE c ( 'M ' ) (^).

I. " Théorèmes d'existence et unicité. Propriétés générales de la solution.

1. Comme je l'ai dit dans- Fintroduction, je considère l 'équation (au
sens généralisé)
(0 âu-=c{M)u(M), 1 eïo,

où c^o est continu au voisinage d'un point 0 sauf peut-être en ce
point où il n'est pas défini ; l 'al lure de c peut être quelconque q u a n d '
M ~> 0. Je me placerai, pour le langage dans le cas du plan.

Considérons môme un domaine û, de type D/,, con tenan t l e point 0,
et supposons c(M)^o, défini et cont inu sur (û — 0) et aussi borné au
voisinage de la frontière JS-de 0, sans plus. Donnons-nous sur £ une
distribution quelconque continue de valeurs. Alors, le problème'de
Dirichlet généralisé dans le cas d'une singularité ponctuelle de c est
résolu par le théorème suivant : •

( 1 ) Elle utiliserait seulement, sans parler de G^, Pintégrale de

A// rr= kit ( A" ~=- const. ),

fonction de rrrr-OM' seul, ayant une singularité en 0 et1 de déyeloppement en
série aisément calculable.
, (<2) Je reprends ici en grande partie, avec des compléments et sous une forme
plus, générale, le Mémoire des R. di Palei'rno (loc. ci.1.)^ d^ailleurs .résumé, dans
une Note des Comptes rendus^ t. 1.90, p. ^86.
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// existe une fonction unique bornée en module et intégrale de (i) sur
(û — 0) qui ((prenne » les valeurs données sur S.

Comme on peut considérer la distribution sur S comme la différence
de deux distributions ^o, on voit aussitôt qu'il suffit d 'établir le tf^éo-
rème d'existence pour une distribution ïo et même non partout n u l l e .
Isolons le point 0 par un petit cercle y? de centre 0 et rayon pe t soit ̂
la solution du problème de Dirichlet pour l 'équat ion (i), le domaine
(û — Yo) les valeurs ^o considérées sur 2 et la valeur o sur le contour
de y?. Il est immédiat (Chap. I, n0' G-7) que u^ ^> o sur le domaine et
qu'en tout po in t de û, u^ est fonct ion croissante de p ; or u^ est bornée
par le maximum de la dis t r ibut ion sur 2; donc elle a une l imite déf in ie
et bornée sur (Q — 0) ; c'est cette l imi t e qu'on obtiendrait aussi en pre-
nant la suite des u^ correspondant à une suite quelconque de nombres
p > o et tendant vers xéro. D'après le théorème de Harnack généralisé
même sous sa forme réduite (Chap. I, n° 15), il suffit déconsidérer
une suite correspondant à des p décroissants pour voir que la l i m i t e
en question est une intégrale de(i) s u r t o u t domaine complètement
intérieur à (Û — 0), par conséquent sur ( û — 0 ) ; et cette l imi te v
prend sur S les valeurs données (avec continuité au vois inage) (voir
remarque fin du n° 15, Chap. I). Le théorème d^existence est donc établi.

Passons au théorème d'unicité. Je vais montrer, plus généralement,
qu'il n} existe qu'une seule intégrale v 'de (i) sur (il "—()), prenant les
valeurs données sur S, avec cont inui té au voisinage, et telle que
—-i—— tende vers zéro avec OM.

^OM •
II suffira de. prouver q u ^ u n e telle intégrale est nulle dans le cas où

la distribution sur S est partout nul le . Pour cela empruntons à M. Za"
rernba un type de raisonnement qu'i l a u t i l i sé pour les fonctions har-
moniques à propos de l 'unicité de la solut ion du problème de Diri-
chlet (').

Considérons la fonction harmonique h(M) == s log -r^ (£;>o), D étant
supérieur à la distance maximum de Oà S de façon que //, soit > o sur

C)1 Ac. defî Se. de Craco^u^ 2 — i, C> avril 1909, p. 56i. Voir la reproduction
dans le Cours (T Analyse de M. Goursal, t. III., S" édition y p. 2o5-ao6.
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(0 — 0). Retranchons de Sî "un cercle Y., de centre 0 ci rayon p assez
petit pour que sur le pourtour on ait h ̂ > \ v ; ainsi les fonctions h ± F
prendront des valeurs partout positives sur la frontière de (û—y^
mais sur ce doî'naine

A ( h ± c ) = c ( h ± r) — c h. où — ch ̂  o.

Il s'ensuit que sur ce domaine h ±:r^> o, c'est-à-dire | < ' [ <; A. Comme
p est arbitrairement petit , cela. vaut en tout point de (û — 0). Obser-
vons maintenant que e est un nombre arbi t ra i re ^>o et qu'on peut le
choisir tel qu'en un point choisi à l 'avance de (û — 0), h soit arbi-
trairement petit. II en résulte qu'en tout point de (û — 0), ^1 doi t être
arbitrairement petit, donc nul.

Conséquence : De ce théorème d^unicité on déduit aussitôt que
si <"(M) est continu en 0;, toute fonction 9 intégrale de (i) sur le voisi-

? / nir \ ___
nage (co — 0 ) et telle que ——'- tende vers zéro açec OM, peut être définie

ino' ï'^OM
en 0 de façon à être jinie^ continue et intégrale sur co. Autrement dit
l ' intégrale est « régulière » en 0, proposition que nous avons utilisée
déjà dans le cas harmonique (').

(Test ce qu'on voit immédiatement en comparant c.'avec l'intégrale
« régulière » prenant les mêmes valeurs sur un petit cercle entou-
rant 0.

2. Extension du procédé de passage à la limite, — On peut étendre
beaucoup le procédé qui a fourni la solut ion du problème proposé.

Imaginons une dis t r ibut ion continue quelconque sur S puis une
suite quelconque de domaine co,/,;, contenant 0 et s^y réduisant
(c'est-à-dire que la distance maximum p/, de 0 à la frontière a^ de ro,,

tend vers zéro avec^) et supposons que (û—eu/ , — cr/,) constitue 'un
domaine du type D/o donnons-nous enfin sur ^n une distribution con-
tinue telle seulement que, en divisant par log/- , , .? on obtienne une

(1) Dans le cas hwmorti^ue^ M. Lebesgue a ind iqué 3e théorème enuti î isai i t le
type de raisonnement de M. Zaremba (^Comptes rendus^ t. 176, 1923, p. 1270).



iq8 ' MARCEL BRELOï.

nouvelle distribution dont le maximum du module tende vers zéro
avec l--n

Sous ces conditions très larges5 la solution u,, du problème de Diri-
chlet relatif à, (i) aux valeurs choisies sur S et aux valeurs précé-
dentes sur a^ pour le domaine ( û — co/, — o-//,), tend vers la solution
unique du problème proposé.

Il suffit clé décomposer u,, en deux solutions s 'annulant sur l 'une
des frontières 2, On et prenant sur l'autre les valeurs considérées.

Prenons d^bord celle u\, qui s'annule 'sur a,, et prend sur S les
valeurs données; et montrons qu'elle tend vers la solution du pro-
blème; on voit aussitôt qu'il, suffit de le voir dans le cas d'une distri-
bution sur S, ^o, non partout nul le . Alors considérons les cercles
T-^ ? T^ ^e c^tro 0 ayant comme rayons p//,, p^ les distances maximum
et m i n i m u m de 0 à cr/,. Il est immédiat que u^ est compris (au sens
large) entre les solutions relat ives aux domaines (0 — y?/,)? (û—Tp ' / )>
à la valeur o sur y^, -^ et les valeurs données sur 2. Mais ces deux
dernières fonctions t enden t , d'après ce qu'on a vu plus haut, vers la
solution de notre problème. D'où le premier point quî était à é tabl i r .

Considérons main tenant la solution u^ s 'annulant surS e t , prenant,
sur c?/, les valeurs qu'on y a considérées. Un raisonnement tout à fait
analogue à celui du théorème d'unicité permet de voir q u e u',, -> o.

Ajoutons, comme c'est facile avoir , que dam ce procédé général àe
passade à la limite, u// tend vers la limite uni/armement sur tout domaine
complètement intérieur, donc sur tout ensemble fermé appartenant
à (û+ S—0). Il n'y a qu'à le constater séparément pour u^ etu^

On peut donner un autre procédé de paysage à la limite. Supposons
qu'on rende c(M) continu même en 0, mais toujours >o, en ne le
changeant qu'en des points intérieurs à un, cercle 'y.r,. On peut le faire
pour une suite de nombres , a,, ~>o. Soit u,, la solution du problème dé
Dirichlet pour le domaine û, le c continu correspondant à o// et les
valeurs données sur S. On voit que \u,, est borné par un nombre indé-
pendant de n et qu ' i l en est donc de même de ses valeurs sur le contour
dey^.

Donc d'après le théorème général, qui précède, u,,.tend . su r ,(û — 0)
vers la solution p du problème, d'ailleurs uniformément sur tout
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ensemble fermé appar tenant à (Û4- S — 0). Avec le procédé le plus
généralde rendre c continu en 0 en conservant sa continuité et sa pro-
priété c^o, et en ne le changeant peut-être qu'à l ' intérieur de yp^ on
obt ient un théorème de passage à la l imite qui, rentre dans le théorème
bien plus général précédent.

3. Propriétés générales de la solution, — Grâce à un passage à la
l imite , on peut étendre bien des propriétés relatives au cas où c n'a pas
de singularité,, en pa r t i cu l i e r , tous les résultats du n^iO du Chapitre I.
Le passage à la l imi te par exemple du premier type donné plus haut
conserve les propriétés d'inégalité, avec égalité possible. Pour voir si,

Tégalité est exclue on fait usage des théorèmes d' impossibil i té de
.certains exîrema.

Ainsi la solution est toujours fonctionnelle l inéaire et cont inue delà
d is t r ibu t ion ; si elle 'n'est pas nulle, elle est ^> o ou la différence de
deux solutions ^>o; pour une dis t r ibut ion ^o non partout nul le , la
solution est ^> o et si c augmente quelque parl^ elle diminue partout. On
généralisera aisément les formules (9), (ïo), (ic/), (ic/') et le dernier
théorème du n0 1,0 s'étendra puisqu^on se ramène au cas c===const.

Il y a évidemment extension immédiate de tout ce paragraphe n i /
cas de n dirnensions, avec les mêmes restrictions que dans le cas o ù c
n^a pas de singularités pour ce qui concerne les propriétés de conti-
nuité de la solution comme fonct ionnel le de c.

II. Étude directe de l'allure des intégrales au point 0.

4. Toute intégrale bornée u est la solution xlu problème du type de
Dirichlet considéré pour un petit contour entourante) et la distribution
des valeurs qu'y prend u, ce qui montre en un sens facile à préciser

-que Falliire de u en 0 ne dépend de c qu'au voisinage de 0. On
vient de voir l'influence de la variation de, c sur la solution. Il est tout
indiqué de comparer îintègrale qu^on étudie avec les solutions rela-
tives à desc de nature simple et de faire se réduire au point 0 le petit
contour considéré.

Comparons d'abord aux fonctions harmoniques et prenons une inté-
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grale u > o au voisinage de 0. Soit Ap la fonction harmonique dans le
cercle y., de centre 0 et rayon p, prenant sur y? les mêmes valeurs
que ii. Dans le cercle y^ o <^ u^h^. On en déduit a isément que A p ( 0 )
est non croissante quand p décroît et a donc une limite X.^o pour p •">- o.
On verrait alors facilement que, en remplaçant y? par un domaine oj/,
(de type D/,) contenant 0 et s^y réduisant quand n •-•> 4- uo, si //./, est la
fonction harmonique, prenant sur la frontière de co,, les valeurs de u,
/?./, (0) tend aussi, vers A, Mais le cas du cercle montre que fa valeur
moyenne de u sur la circonférence y^ tend vers À quand p > o. Il en
résulte que la valeur moyenne de u sur une couronne circulaire de
centre 0 (et en particulier sur l'aire d'un cercle de centre 0) tend aussi
vers A quand le rayon extérieur tend vers zéro. Il suffit de considérer

J.——^ r r ,,(M)^I=A+-————^ F 1 r[ h,((:})-'):} dr
7 T ( P Î - P Ï ) J J^^^ ^(pT--P.)Jp.

et d 'ut i l iser la propriété que [7/,.(0) — À j -> o.
Je dirai que u admet en 0 une valeur moyenne ^m(O) , égale à A y

l imite des moyennes précédentes. On voi t q u e cette l imi te est a t te inte
par non-croùsance (et même décroissance si u. n'est pas harmonique
au voisinage de O"), pour la moyenne sur u n e circonférence y^ ou sur
l'aire du cercle y? quand p décroit à o.

Ajoutons que ?^(0) est la plus grande limite de u au point 0, c'est-
à-dire la l imi te A de la borne supérieure de u(M) à l ' intérieur du
cercle y? quand p -> o. En effet, puisque ^ ( M ) ^ À p ( M ) quel que s o i t p ,

. la plus grande limite A est au plus égale à Âp(0)^ donc à À = ^/,(0);
d'autre part sur toute circonférence y? il y a des points où

^(M)==Ap(M)^p(0)^, ,

de sorte que A ne saurait être inférieure à, "k. D'où
A=7,^^^(0) .

Et l'on voit aussi que cette plus grande limite A == Um (0) ne saurait
étre^ dans un voisinage arbitrairement petit de 0, supérieure à uÇM) et
même^ en excluant le cas u == const^ supérieure ou égale à u (M). C/est
lagénéralisation pour 0 singulierde l'impossibilité d'un maximum
positif en un point régulier de c,
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La coïncidence de A et ^m(O) est importante; convenons de dire
d'une façon générale qu 'une fonction ç continue au voisinage d'un
point 0 sauf en ce point où elle n'est pas définie est quasi,continue
en 0 S4 en supprimant du voisinage de 0 un ensemble convenable E
dont la section par une circonférence y^ de centre 0 a une mesure
angulaire tendant vers zéro avec le rayon p, ç est telle sur le voisinage
restant qu'elle tende vers une limite unique finie quand M -^ 0, c'est-à-
dire qu 'e l le prenne une valeur f in ie en 0. Nous allons voir que V'intégrale
u considérée est quasi continue en 0 où elle prend (au sens précédent)^
valeur /^(()).

Démontrons en général que si une fonction ç (M) continue au voisi-
nage de 0, sauf en O, y admet une « valeur moyenne » f inie égale à la
plus grande A ou à la plus petite X des limites en 0, il y a quasi-conti-
nuité en 0.

Supposons par exemple y//, (0) == A. Soient sur la circonférence y?
de centre 0 et rayon p, ;ip et M.p la valeur moyenne et le maximum
de ç»(M,), qui tendent vers A. quand p --> o; soit co^ la mesure angulaire
de l'ensemble des points de la circonférence y? où

^ ( M ^ ^ p — Y ) ( ,YÎ>0) .

Il est immédiat c{ue
^P,-/) •^ ̂ (^ —Y ' l>p,Yl)(Mp--- ^p) i a7T(Mp— ^.p).

Prenons T] fonction ^>o de p, tendant vers zéro avec p mais moins
vite que (Mo — [^p)y c'est-à-dire tel que

Alors

M o — u.n
-r\ ( o ) -->- o et — p < ' -> ° '

' l -^(p)

Mn— îJ.p,̂̂ -^L-

et cop^ tendra vers zéro avec p. Et le théorème sera établi en prenant.
comme ensemble des points à supprimer celui des points où

ç(M)^ïïM-^(<7My

Dans le cas particulier de l'intégrale u > o, on remarquera que si
. , • Um.(0) =:A==0,

Ann. Éc. Norm., (3), XLVÏÎÎ. — JTOÎ 1931. 2^
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Pintégrale s'annulera régulièrement en 0, c'est-à-dire que u (M) tendra
vers zéro avec OM. Il y a alors continuité en 0 en posant

rz(0)=^/,(0)==o.

Considérons ma in t enan t une intégrale de si^'ne quelconque; ou bien
elle est > o ou bien c'estia différence de deux intégrales > o. On voit
aussitôt que subsistent les théorèmes de la valeur moyenne, en 0 et de la
quasi-continuité en 0, qui ne font pas inlerve'nir la plus grande l imi te
en O» Ceci just if ie l ' introduction de la no t ion de quasi-continui té .

Quant à cette valeur moyenne ^// / , (0) considérée comme fonc t ion-
nelle de la distr ibution et de c, elle j ou i t des propriétés de / / (M)
(où M=^:o), propriétés indiquées au n° 3, avec toutefois la d i f fé rence
suivante : c'est que si la distribution es t^o (etnonsEso), on peut seu-
lement affirmer que ^//,.(0) est, >o [elle peut effectivement être n u l l e
(voirn0 5)], et que si c augmente quelque part, ^ / /<(0) n 'augmente pas.
Toutes ces propriétés de u^ÇO} s 'obt iennent par passage à. la l i m i t e sur
celles de la moyenne sur une circonférence -y?, ces dernières se dédui-
sant aussitôt de celles de u (M) sur(Û — 0).

La valeur moyenne en 0 se présentera d'elle-même, comme on verra,
dans diverses questions. Montrons déjà, ce qui sera d'ailleurs ut i le
plus loin, comment elle apparaît dans le second, procédé de passage à.
la l imite fournissant la solution du problème fondamenta l du n° L
Reprenons la suite p,,-> o et les cercles y^ (voir n° 2) où, l'on rend c
continu de façon arbitraire; soit u^ la solution correspondant au c ainsi.
choisi (soit c,/) et à la distribution sur I;; u,, iend vers la' solution ^ du,
problème fondamental, uniformément sur tout domaine fermé, de
(û 4- S ~~ 0). Montrons que, lorsque la distribution .v^rS est^o, la plus
grande limite de la suite u,, (0) est au plus égale à ̂ .((T).

En effet, F étant une circonférence de centre 0 et rayon fixe, U n ( 0 )
est au plus égal a la valeur moyenne de u,, sur F qui tend vers celle de (1

surT; il s'ensuit que la plus grande l i m i t e de ^(0) est au plus égale
à la moyenne de ^ sur F. Mais F étant arbitrairement petit, celle-ci est
aussi voisine qu'on veut de Pm(0). D'où la propriété.

Si maintenant on suppose que dam ̂  le changement qu'on fait subir
à c pour le rendre continu n'est en aucun point une augmenta-
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tion C^, on voit ({lie ^(0) tendra vers i^(0) (par valeurs au moins
égales).

En effet on aura toujours sur (Q — 0), M,,(M)^'(M); donc ^,(0)
sera au moins é^ale à la plus grande l imite de r(M) en 0. Ainsi
^ / / / (^ )^ < ' ^ (^)" On conclut aussitôt grâce à la propriété de la plus
grande l imite de la suite //,,((.)).

Si ma in tenan ton considère une dzstributionsur^dc signe quelconque^
nous pouvons conclure que dans le second procédé de passage à la limite
fa suite U n ( O ' ) tend vers < ^ ( 0 ) , valeur moyenne en 0 de la solution v
l imite de il,, sur (Q — ()'), pourvu que c ne soit toujours rendu continu
en („) que par une diminution possible.

D^ailleurs i l n^y aura aucune restriction à faire dans le cas oùtoutes
les intégrales .bornées s^annulent régulièrement en 0, ^ / / (O) tendant
alors vers zéro*

5. On obtient encore des résultats intéressants par comparaison avec
des fonctions de r == OM' seulement^ intégrales de V équation particulière

( 'î ) A// -:'1:.:--;- j ' { r ) u f( r ") continue, >• o,

c'1 est-à-dire des intégrales de F équation différentielle enr^> o

(3) $-.-^ -/"•)———. C'.

En effet si y(r) est une intégrale de (3) positive au voisinage
de r== o, rinégalité ^(M)^/(r) entraînera que toute intégrale de {1}

(r) (Test ce qu'on peni réaliser en prenant r: nul au vôisimi^e. de 0 dans un
petit cercle et raccordant convenablement. On aura la môme opéra lion à faire
plus ioîn (n0 7), pour un théorèrnc essentiel. On voit l'avantage de n'avoir sur c
que les hypothèses ; c continu et ^o.

(3) Toute intégrale de (3) est intégrale de(%.) et cela suff i ra i t pour la suite.
5V5ais la réciproque est vraie parce que toute intégrale de (2) au sens généralisé
et fonction de r seul possède une dérivée seconde continue en r. C/est ce qu^on
établit aisément en appliquant la formule de Green à la fonction // et une cou-
ronne P] ,^ , forinuJc qui s''écrit 1 , . , 1 ^ . ,

/d(f\ fdif\ i r'^ », ., , ., /r^{ —} — p., -y- == — f /•/ ( /• // ( /•} dr.\'\dr),^ '\dr),^ w J, •/•• /
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prenant .sur un contour 2 des valeurs ^o sera au plus égale à A;p(r)
où A est un nombre ^> o choisi assez grand pour que Ao(r) prenne
sur S des valeurs supérieures à celles considérées. On en conclut que
toute intégrale de (i) de signe quelconque sera au voisinage de 0 de
module inférieur à B.ç( r )y où B estun nombre ^> o qu'on sait choisir
dès que l'on connaît les valeurs de l'intégrale sur un contour entou-
rant 0.

V étude de V équation (3) et la recherche de systèmes de fonctions
[/(r), (p (71)] où y (r) tend vers zéro avec r permettront donc de donner
des conditions sur c(M) sous lesquelles toutes les intégrales (bornées)
.^annuleront régulièrement en Oy avec des limitations de rapidité,

D'abord si /(r) = ̂ ? r7' est intégrale.

On en déduit que^ si dam un voisinage de 0, c(^,j)r2 >.a, toute inté-
grale bornée de (i) est, dans ce voisinage, de module au plus égal à Br7',
ou B est convenablement choin^>o. D'une façon plus précise, si la plus
petite limite l en O de c(^y y)r2 est > o, toute intégrale de module infé-
rieur à M au voisinage est dam un cercle de centre 0 et rayon p assez

petit, de module inférieur à ̂  r7- où a a été choisi à l'avance > o

et<^/I

Ainsi, si la plus petite limite en 0 de c(.r,y)r2 est > o^ toute intégrale
bornée s'annule en 0 régulièrement; e t s i c r 2 --> •+ ce quand r ->o, elle
s " annulera plus vite que toute puissance positive de 1\

Prenons encore le cas rf^/(r)== ^2. M. Picard a donné pour l'équa-
tion ^u == u l'expression d'une intégrale fonction de r q u i à l ' infini se
comporte comme t/^^' (r). Le changement de variable r= î

montre que l'équation (3) avec/(r) =- ̂  possède auvoisinage der = o
/'"'"" — ^a

une intégrale équivalente à i/^- ̂ r^. On en dédui t que n c ( x , y } r '
a dans un voisinage de 0 une borne inférieure a2 > o, toute intégrale

(1) PWr, par exemple, Ouvrage de PICARD, /oc. cit^ p. 191,
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a
de (i) y sera de module inférieur à A \/re r (A >- o dépendant de l'inté-
-grale) et si cr1 tend vers -+- œ avec - toute intégrale s'annulera plus vite

A

que e r quel que soit A > o.
Après avoir examiné ces deux cas simples où l'on connaî t une inté-

grale de (3) pour les deux formes particulières de f{r)y remarquons
qu^il est bien plus simple y pour obtenir des résultats^ d'opérer inverse ment
en partant d^une fonction ç/ (r) ^> o s 'annulant plus ou moins vite avecr

o^r)^^^)
et formant——————— qu^on prendra, si elle est ^> o comme'fonc-
tion fÇr). Par cette voie on obtiendra aisément par exemple les
énoncés nouveaux suivants qu'on pourrait mul t ip l ier :

Si dans un voisinage de Oy c(x^ y^r20 '4"^ ̂ ^(a ^> o) chaque inté-
t -(^grale y sera de module inférieur à Ae > / 1 .

AÏ dans un voisinage de ( )

/ Ï \ 2

c ( .r, y ) / • t 2 1 iog- ̂  1 ^ a ( a -4- i ) ( î< > o )

4
chaque intégrale j sera de module inférieur à -,—i-—^(A const. ^> o(> ,̂i
dépendant de l'intégrale).

Pour obtenir des énoncés d^allure plus générale^ il est commode de
faire un changement de fonction sur l'équation (3) de façon à faire
disparaître le terme de la dérivée première. Posant u = y (r) r.1, il
suffira que

/ ^y0'4- ^ rr: o.
' /'

On fera don'c le changement u ==-^et il viendra l'équation trans- .
formée de (3)

U) ^-(A-'i-l^-t-).

d'où l'on déduit par exemple l'énoncé :
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Sou ^Çr) continue y ^>o et tendant vers zéro avec r, telle que

f dr f ̂ ( / - ) f ( r ~ z ) ^ ( z ) d z
-^/ ._ '̂ L .̂..̂ '11 .̂__ _ " _ • __- _—^,^_ ^- ._-. ..._^ .̂

tende vers zéro plus vite que /^.
Alors si

^(^J)>^ ( s > o )

dans un voisinage de 0, toute intégrale y sera démodule moindre que
/T ï' y» / '

A 4= / dr \ ^{r)cfr (A>o)
\ ! r J ^ J,

et tendra donc vers zéro plus vile que /^(r).

G. Quant à l 'extension à l'espace à n dimensions^ elle sera immé-
diate pour le n° 4: avec des dé f in i t ions analogues évidentes de la valeur
moyenne et de la quasi-continuité en 0. 11 n''y aura qu 'une différence
relative aux propriétés de u,n (0) considérée comme fonc t ionne l le de c,
fout à fait comme pour u(W).

Il y a davantage ! à retoucher au n° 5 pour en faire l 'extension, car
l'équation (3) doit être remplacée par
, ^,, , ! , . d^ u n "-"" i du .. 1

'.) ——— + ————— —— — / /•; (f =;: 0
cit^ r dr v

qui permettra toutefois des développements analogues.
^ Si,/\r) — ^-"—^^^^^^^^^^^^ On en déduira encore que

si la plus petite l imi te de c(W)'r en, 0 est ^> o, toutes les intégrales
s 'annulent réffulièrement en 0, et si cr1 -->• + a^avec •1-? elles s'annule-

D 1 . , ^ 7 ! ! . y,

ront plus vite que toute puissance > o de r. On pourrait /aussi , pouren
tirer des conséquences, 'essayer'de généraliser à l 'équation âfi "= // le
procédé quia fourni à M'. Picard, pour 71== 2, une intégrale fonction
de r,. en - passant à réquationdilïerentieHe; on verra que le procédé
réussit pour n pair; seulementle changementde variable r = a ne con-
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serve plus la forme de l'équation (5),au coefficient de u près, comme
dans le cas n = ' 2 , niais le facteur (n— ï ) est remplacé par (3 — n)y
tandis que le coefficient de // se trouve encore multiplié par — • On ne
peut donc^ par cette voie;, obtenir une intégrale d'allure connue
pour /• -> o dans le cas de/(r) = -^ "

On pourra par contre étendre aisément les autres considérations
données dans le cas de n = û. Le procédé général indiqué montrera
quêy quel que soit ^^2 , si cr' -> +cc avec :-.;» toute intégrale s^armu"

_>.
lera plus vite que e ' ' quel que soit n^2 . De même on obtiendra des
énoncés voisins de ceux donnés pour n === 2 comme application de la
méthode*, le premier subsiste même tel quel si a ^ ^ - — 2, Quant à
renoncé de forme générale^ il s'appliquera en remplaçant le fac"

ï ïteur — par -77:--, •V r l —
\ y. 1

Au paragraphe suivant; , je retrouverai, par u n e autre voie les résul-
tats généraux concernant la valeur moyenne; j 'obtiendrai de nouveaux
théorèmes en m'aidant d 'une équation intégrale dont Inexistence cons-
ti tue en elle-même une propriété importante désintégrâtes bornées u
parce quelle précise un peu 1/allure de c. u; je pourrai donner alors des
propriétés générales des dérivées au voisinage de 0 et aussi pour des
formes simples du coefficient c, des propriétés plus précises de l'allure
de //. Mais il serait intéressant d'avoir pour c, des critères nécessaires
et /suff isants , correspondant à des propriétés générales des u, comme
la cont inui té ou la nu l l i t é en 0. Il y aurait surtout à élucider la ques-
t ion de savoir ^'i la continuité de u en 0 ne serait pas toujours vraie.

Je montrerai seulement au chapitre suivant que le cas où foules les
intégrales bornées s 'annulent régulièrement en 0 est ident ique à celui
où toutes les intégrales non bornées sont de là forme/(M)log^ (ou

bien /Y M) —î— si n > 2 dim} où | / n'est pas borné; alors toute1 " / ' / OM^ 1 1 1 1 } ^ , , , ! , ' , ! / ^ 1 ! 1 1 1 ,
intégrale dont le quotient par log^ f o u = = — ^ j est borné, s'annule
en 0. , ' ! • 1 1 ! ^ 1 ! ! ! , '1 1 1 1 1 ^ 1
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III. — Équation de Fredholm correspondante et applications.

7. Au paragraphe III da Chapitre 1 on a parlé, à propos du problème de
Dirichlet généralisé, d^une certaine équation de Fredholm et d ^ u n e for-
mule de Green généralisée. Il est tout indiqué de voir ce qu'elles
deviennent lorsque le domaine d'intégration contient un point singu-
lier de c. On se placera dans le cas du plan. Voici d'abord un lemme
important :

Pour toute intégrale bornée de (i) au voisinage co de 0, les intégrales

1 ( r(P)<P)^ f f log——c(P)^(P)^p
./ ^ fo-O €/ Jfo-o

ont un sens et même

f f l o g — — < - ( P ) | ^ ( P ) | . / o - p
J i/r,)_0

reste bornée quand Al varie au voisinage de 0 (1).

( 1 ) Rappelons une notion classique : soit ^ ( M ) continue sur (c») — 0) et bor-
née à la frontière du domaine G) contenant 0. Supposons dYbord ^ ( M ) ' > o . On

dit que f f ^(^) ^cr a un sens ou est ^nïe ̂ î Y^ étant un cercle de centre 0
J J (f) _, Q

et rayon variable p, f f ^{M)clff est bornée supérieuremeiit. Dans tous
J J^~--{^

les cas on pose

f f ^(M)clç7=}im f f 'l/(M')da^ finie ou infini e.
J Jfo.-o p=oj J^,^

' 1 ' c

Si ^ (M^) est de signe quelconque, on dit que s s ^da a un sens seulement sî

1 j | ̂ p 1 °̂" a un sens c1 Ponp'ose ,

f f ^^CÇ ^^ci.-Cf lil—U.
«-/ ^(,)«-o ^ ^M—O ''s *7 ^ rx )—0 2

Cette définition équivaut à dire que ^ (M') est somniable au sens, de Lebesgue,

la valeur adoptée pour ^ f étant celle de rinlégraîe de Lebesgue.

Par .ïa suite, pour simplifier récriture, on écrira ( f au lieu de ( j
v ^û) J ^ùï'—O



ÉTUDE DE L'SÏQUATION DE LA CHALâi lJR. 20q

Puisque toute intégrale u est soit ;> o, soit la différence de deux
intégrales ^>o, il suffira (Texaminer !e cas d'une intégrale u positive.

Prenons sur le voisinage de 0 un cercle -yo de centre 0 et diamètre
moindre que i; soit g'(M, P) sa fonction de Green, considérons un
cercle concentrique y? arbitrairement petit, et, à l 'intérieur, changeons c
en le conservant ^o et sans l 'augmenter nulle part;, mais de façon à le
rendre cont inu; c'est facile en prenant le nouveau coefficient nui au voi-
sinage de 0 et en raccordant convenablement. On obtient ainsi un
coefficient.Cp cont inuel dedans y?, égala c à l'extérieur de "y? et au plus
égal à c à r in tér ieur . Soit enfin ?/p la solution du problème de Dirichlet
pour A//. ==== Cr,u, le cercle yo ^ sllr son contour les valeurs de u. On a

,,p(M)+ ̂  C ( ^•(M,l>)<-p(.P)^p(P)^•p==^,(M.),

où le second membre est la fonc t ion harmonique >o prenant les
valeurs de u sur -yo- Mais puisque dans (yo — y?) : Cç, = c et o <^ u ̂  u^
on aura successivement

f f ^(M, P)c(P)u(P)c/^f f ^(M, P)cp(P)^p(P)^p
J ^(Yo-Yç,) J « /(Yo--Yç'

^ r f^M, P)^(P)^p(P)^o-^^Ao(M).
J J.̂

Donc si [x est le maximum de 11 sur la circonférence y?

f f ^(M, P)c(PMP)^p^7r^
J J^^^

quel que soit M intérieur à yo et y^^^ €|ue sott p ^> 0<

En prenant M différent de 0, g'(M, P) sera fonction > o et continue
de P au voisinage de 0, d'où il résulte que j j c(P)uCP)dayaunseny.

^ < t / c i )
Mais puisque

^•(M, P)=:log^-o)(M, P),

on tire de l'inégalité précédente , /

- 1Y lo^——c(P)^(P)^crp<^7r+ f f w(M, P ) c ( P ) u Ç P ) d a p
J ^Yo-ï? J ^(Tr-Y?) .

^ a^ 4- ( Ç w(M, P ) c ( P ) u ( P ) d^
J ^Y»

Ann. Éc. Norm^ (3), XLVIII. — JUIN 1 9 3 1 . 27
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et comme co (M, P)>o est bornée quand M varie au voisinage de 0
et P dans yo^ on achève aussitôt la démonstration.

8. Reprenons le problème fondamental du paragraphe 1 et soil u la
solution. D'après ce qui précède

. f fG(M, P)c{P)u(P}dap

aura un sens quel que soit la position de M s u r û et elle sera même
bornée en module; si l'on remarque que, lorsque M varie au voisinage
d 'un point de la frontière la partie de l'intégrale relative à un peti t
cercle de centre 0 tend uni formément vers zéro avec le rayon p, i l sera
facile en reprenant le raisonnement ordinaire (Chap. I, n° 8. Picard,
Ouvrage loc, cit^ p. 129) et séparant û en y? et û •— y? de voir que

ffG(X P)c(PMP)Jcrp

tend encore vers zéro quand iM tend vers un point de la frontière.
D^utre part, en séparant û en deux parties dont l 'une est le voisi-

nage d'un. point M<» d i s t i n c t de 0 et considérant les deux parties de l ' in-
tégrale qui y correspondent, on verra que l'on peut dériver sous le
signe f J et que cette fonction de M

rfG(M, P)c(P)a(P)^p

admet un. laplacien généralisé — 2îs.c^(1). Finalement l'expression

^jyG(M,P)c(P)^(P)^p

(I) Soil sur un domaine borné fer/né A, /(M, 'A) continue de (M, 1') quand M
varie sur A et À au voisinage de Â(), et admettant une dérivée f)[ (M, À) jouissant de
ces mêmes propriétés; alors si '^(M) est continue sur A sauf en 0 intérieur et

telle que f ^ da ait un sens, ï (/.)== f i f (M', À ) i p ( M ) da^ admettra au

voisinage de ?i la dérivée V( A) == f ^ /\ (M, À) ^{M)dcr^.

La démonstration élémentaire s^étendra parce que j j \ ̂  \ cla a un sens. Comme
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est harmonique sur (û—0) , prend sur 2 les valeurs de u et est de
plus bornée en module au voisinage de 0. C'est donc la solution har-
monique A(M) du problème. Ainsi la solut ion du problème proposé
satisfait à F équation de Fredhobn

( 6 ) u ( M ) + — f f G ( M", P ) c ( P ) u [ P ) ^-p = h ( M ),071 J JQ

tout comme s'il n'y avait pas de singularité pour c(M).
Et réciproquement si u cont inue et bornée sur (Q — 0) donne un

sensàFintégrale f f G < ^ M / P ) c ( P ) i z ( P ) r f a q u e l q u e s o i . t M d e ( Q - 0)

et vérifie l 'équation qui précède, ce sera la solution du problème du
paragraphe I ; car en étudiant j j comme on l'a fai t dans le raisonne-

J JQ
ment direct, on verra i tque u prend, les valeurs donnéessur lafrontière
et admet sur (û — 0) un laplacien généralisé égal à eu.

Ainsi subsiste V équivalence du problème de Dirichlet généralisé et de
l'équation de Fredhoirn, telle qu 'on l'avait vue au Chapitre 1 (§ III)
pour un domaine sans point singulier de c.

9. Afin d'utiliser cette équation de Fredholm pour en tirer des pro-
priétés en 0 de la solution, nous sommes conduits à étudier le potentiel
logarithmique

v(M)=^yiog^^(p)</^,
dans le cas où la dens i té ^(.P) est continue (et bornée à la frontière
de OL») sauf en un point 0 du domaine co où elle n'est pas définie et

conséquence on verra que f j \ o ^ - . ^ ^ ( P ) d c r p est harmonique à l'extérieur

du domaine partiel ô contenant 0; que, si A<- de type !)// donne A par fcrnieture,

et admet G" (M, P) = log - .p — r^(M, P), comme fonction de Green, Ja fonc-

tion f s o)(!VÎ, P) ^(P)<^o"p est harmonique sur A/: m ém e en 0; on se rappellera

pour ce point les propriétés de û) (JVl, P) (voir Ghap. ï, n0 8). On obtiendra
alors aisément les propositions du. texte en décomposant G et aussi le domaine Q
en deux parties dont Pune sera le voisinage d\in point Mo différent de 0.
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pour lequel on suppose seulement que j ^da a un sens. Sans autre
hypothèse cette étude sera utile au chapitre suivant.

En séparant le voisinage d'un point, on voit d'après une remarque
précédente qne Fon peut dériver sous f ^ ailleurs qu'en 0 et que, de
plus y V(M) admet', ailleurs qu'en 0 sur co, un laplacien généralisé

AV== — '271^5

tandis que Y est harmonique à Pextérieur de co. De sorte que F étude de
V(M) est aussi celle des intégrales de AV== 0 (M) lorsque 9 continue
admet un point singulier 0 tel que f fQdaait un sens.

A. Étudions l'allure de V ( M ) quand M"->-0. Puisqu'on peutconsi-
dérer ^(M) comme la différence de deux densités ^o? continues sauf
en 0, nous supposerons d^abord^ (M)^o.

a. Etudions la valeur moyenne sur une circonférence Yp de centre 0
et rayon p. Isolons 0 par un petit cercle f, la circonférence y. par une
couronne y/^, ̂  ) (p, < p < p,.).

Alors

^^v^)^=^.^/^_,_.;^Mp^p)^]^
+^^^log?^p)^^a

+2^^[/^10S^'HP)^]^•
On voit facilement que les derniers termes tendent vers zéro quand 7^

se réduità la circonférence y? et y au point 0. Quant au premier terme,
il s'écrit en permutant les signes f

: ' f f r^pf10^^]^^^1^. , ^ j^-^^iL3^^ 1VH J
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ou en remarquant que
Io^ j-— si P est extérieur à y?,

—— ^ i^^—>ds^=•
t T? Io^ - si P est intérieur à y^,

f f ]^ r^p ̂ ( p ^ Jop + log 1 f f ^( p ) ch'
J ^i^-W ' ^(Tpi-T)

Par un passage à la limite, il vient donc

(^ ) _ f v ( M ) ^ = f f l o g — < H P ) ^ p + l o g - r^(P)^,>.
^P^yç J <-/(rt)•-Yç,| '1 t t/ - Tç

Or il est aisé de voir que

f f lo^^)^<7 ^^ , )—Y,, i
I cm

— ..-.-̂  o avec p.(o»-Yp5

'JQO' „,
" P

Étant donné s > o, choisissons en eiïet p' tel que f f ̂ (P)rfa<^;
' »7 ^TF'

alors pour p <; ç1

f f lo^-^(P)^ f f ^g^p^(P)^
J J^^ ul __ ^ ^ '(^rl^_1_____ 4» c,———————^,, - - .̂  ^ ^

logp ^p

quantité qui deviendra moindre que s dès que p sera assez petit.

On conclut que

—^ f 'V(M)^
^P.4 i f V(M')
„———Lf—————— on —— I ————u^

. , :î. »^pJ,, i II

• ^p l̂o .̂

tend vers zéro avec p. Autrement dit, ^ valeur moyenne deV(M) wr /a
circonférence y? e.̂  poar p ->" o, d^m ordre de croùsance moindre que

log-D ^
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Observons mainlenant que

î^- f f ^ ( P ) ^ ^ f f l o g — ^ ( P ) ^ .
r ^ ^ ^ ^Yp

.Z)ow^V(0)== ff log^p^(P)^ est fini, C T ^{V)da ~> o pl\
-'ïp

w^? çw—— etia valeur moy enne de^ (^M.) sur ̂ r/^ndvers^ (^ --> o);
log^

" P
il en sera donc de même de la valeur moyenne sur unecouronne circu-
laire se réduisant au point 0 (voir n° 4); au sens du n° 4, il y a pour
V (M.) une valeur moyenne en 0, justement égale à V(0).

6. Montrons maintenant queV(O) , qu'ilsoitfini ou infini, e^tlaplus
petite limite de Y (M) quand M ̂  0 tend vers 0.

D'abord cette p lus pet i te l imi te est au plus égale à V(0) puisque,
si V(0) est f ini , c/est, d'après sa propriété de valeur moyenne en 0, la
l imite relative à une suite de points qu'on peut former. Il suffira donc
devoir que la plus petite l imite est au moins égale à V(0). Cela résulte
de la remarque suivante : Soit iVL une suite de points ^0 tendant
versû eto//,> o tendant vers zéro mais moins vite que OM,,, c'est-à-dire

telle que ç,,-> o, —— -> o.Si y^ est le cercle de centre 0 et rayon p/,,

^X-T.108"^^^^"/!-,,/08'^^^^ ->0-
lin effet cette différence est moindre que

f f log^? .K^p.J ^)-T^ ui

Mais
OM'/^MJ-^ C)M,,• -. OMn ^ Mnp ^ C)M"01. = Qp" ^1^ -op-^

donc à l'exiérieur de Y^

z^^M,<M-p.^ 0^
p. = OP =-1^ p,

M,,Pce qui entraîne que log-^p- fende vers zéro uniformément sur
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( îo—YpJ. Comme f j ' ^ ( M ' ) d a a un sens, on conclut à la remarque
annoncée. Mais alors, puisque.

V'(M,)à f f iog——^(P(^p,
J ^,)-»Yçj lu^s•

quanti té de limite V(0), on obtient le théorème en vue :
En conséquence : Si V(0) estin/îniy V(M) tendra vers '4-00 régulière-

ment quand M --> 0 ;
Si V(0) est fini, il, y a coïncidence [avec V(0)] de ta valeur moyenne

en 0 et de la plus petite l imite en 0, donc (voir n° 4) quasi-continuité
en 0.

c. Donnons maintenant quelques critères de continuité en 0; un cri-
tère nécessaire et suffisant qui se prête aux applications est que

ff^w^'
tende vers zéro avec le rayon p du cercle y? uniforrnérnent par rapport
à M dans y?; ou bien qu'étant donné £ > o on puisse trouver p et c/
{ç^ p) tels que OM < p' entraîne

f f l k ^^îp^( p )^< £ •
J Jy^

C/est ce qu'on démontrera aisément en s'aidant de la remarque faite pi us
haut (6). Une conséquence immédiate est quil y aura continuité enO
pour^J\og^^{r)d^si^^^^^^^ a lieu pow f ̂  logMP6^^ où °
est au -voisinage de 0 au moins égal à ^(P). __

D'1 autre part ,n ^(P) ^t au voisinage de 0 fonction de OP seul, il faut
et suffit pour qu ' i l y ait con t inu i t é que V(0) soit fini: car on peut se
ramener au cas d'un domaine co, cercle asse% petit de centre 0 et il
suffit de remarquer alors que V(M) coïncide avec la valeur moyenne
sur la circonférence de centre 0 et rayon OM.

En conséquence : v(M:)=ylJlog>^4;(î.:>)^p
sera continu en 0, si, p(OP) étant une fonction cont inue de OP, au
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moins égale à^(P) au voisinage de 0, l'intégrale f f log^ppf^OP)^j t/f,)
a un sens. Comme application : si, au voisinage de 0,

^(P)^^ • (a<2),

i l y aura continuité en 0 de V(M).

B. Supposons maintenant ^(M) de signe quelconque. On voit
aussitôt que si f f l o g — ] ̂ (P)\ch est fini, V(M) admettra en 0 une

l-' "C i>

valeur moyenne égale à
¥((:))== fflo^^(P)^

avec la propriété de yuan-continuité en 0; puis qu 'une condit ion ^<///"
.îw^ de con t inu i t é en 0 pour

V(:M)=ff io^—^(P}^,
j j (f) "

est que f f log,— | ^(P) | ^o-p y soit cont inue
«y i/ <•,)

On aura donc aussitôt des critères suffisants de continuité; par
exemple, il y aura continuité si

|^ (M) i<—— (a<2)
(JjVs"

au voisinage de 0.

10. Etudions maintenant sous les mêmes hypothèses ^allure des
dérivées du potentiel logarithmique V(M) quand M -^ 0. Laissons ^(M)
de signe quelconque.

Généralisons la formule de Gauss re lat ive au flux du potentiel lorsque
la densité a une singularité. Considérons un domaine o de frontière r
formée d'un nombre, / in/d 'arcs (sans points intérieurs communs) à
tangente continue. Lorsque ^(M) est continue et bornée sur d}y on
sait que, en prenant ^ = o à l'extérieur de co,

(8) , ' f ̂ d^^ff^W.
^rint "/// ^ ^§

) ^/cr.
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Montrons que cela subsiste quand. ^ admet une singularité en 0
non sfirT^ intérieur ou exiérieur à Oy f ( \^ ^•a ayant un sens.

Isolons 0, par un petit cercle y; si 0 est extérieur à 3, la partie de
V(M) relative à y étant harmonique sur o, on est aussitôt ramené au
cas où .il n'y a pas de singulari té; si 0 est sur 3 on décomposera encore
V ( M ) e n

Jj^^(P)^ ei ff^ io^4.(P)^^ 'MP^ /- - J J ^ . M P '

et il suffira de voir que les dérivées de la première portion tendent vers
zéro avec le rayon de y, uniformément sur I\ C'esl ce qui résulte/de
leurs expressions

i. ., i.
r r ^ ^ P M , . , . , ^PMjj^^^-)^ ou ^^-iFF)

est borné quand M. et F var ient sur deux ensembles à distance non
nulle.

r d\Le flux I -T- cis tend donc vers zéro quand F se réduit cui point 0, et en

considérante comme la difîérence des fonctions L^i^-î, on voit d'après
le n° 9, lorsque F est une circonférence de centre 0 et rayon o, et d
f j log /"r? I^CIP) [^ estjini^ que le flux tend'vers zéro plus mie que ——«•/ ^' <i\ » , - . jlo^•~

. p .Comme application supposons qu'au voùinage de Oy ^ soit fonction
de OP ' seuly ^ == c(OP) et considérons la partie

V,,^J^!o^p(<TP)^¥„ ̂  / 1 io,
'ï

relative à un petit cercle y de centre 0 qui ne diffère de V que par une
fonction harmonique à Fintérieur de y. V. iy syniétrique autour de 0,
est une fonct ion de OM === r et il résulte alors de la formule de Gauss

dV, ïn r' , . ,(9) .^.^_^J r ^ r } d r .

Ânn. Éc. Nonn., (3 ) , XLVilî. -- Jum npi. 28
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Par exemple si p(r) = ̂  (a < 2) on aura

(10)
^V.i _ 271

rtfr 2 ~ a '

D'autre part la dérivée de V^ dans le sens perpendiculaire à OM est
nulle ; de sorte qu'on obtiendra une expression très sim pie de la dérivée
dans une direction quelconque et le maximum en valeur absolue est

—.̂ , —^
atteint pour les directions OM, MO.,

Reprenons un ^ quelconque. Il vient aussitôt, pour la dérivée dans
^

une direction s,

^^fm^'^-
^Iç, '-/ ^ fi)

Lorsque

il vient donc

ItC^Ki^ (»<''.

^ff.,^^ ^ M P o p . 1r/crp.

On en déduit (1) que : si a ^> i,

I cIV
< B.

df; OM^1 '

si a = ï ,
âV-^
ds

<BI(Xb DM:?

si a <^ i,
d\t

•;*"
^

est borné.

Dans ce dernier cas, on peut même montrer que pour toute direction s,

(1) Voir le résultat général rappelé au Chapitre I, n° 13, en note, sur

rr==== • cla'f).
J J OP^ MP
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il y a une dérivée en 0 égale à

n:^w1"
et que (—^ est continue de M en 0.

\ ds /M

11. Appliquons maintenant cette étude du potentiel logarithmique à
celle de la solution de notre problème de Diricklet au voisinage clé 0, en
uti l isant l 'équation de Fredholm établie plus haut :

( 6 ) /,/ ( M ) + -L f f G- ( M, P ) c ( P ) u ( P ) dap -=://,( M ).
^J Ju

On décomposera

( ( G ( M\ P ) r ( P ) u ( P ) dap en - / f w ( M, P ) c ( P ) u ( P ) ̂ p

harmonique sur û et f | log»—[c(P)^(P)"]d?ap potentiel logarith-
mique du type précédemment étudié avec la propriété que

r r^—\c(p)u(p)\d^j JQ v-/ *
est fini.

A. On obtient alors aussitôt pour u les propriétés^ en 0, de la valeur
moyenne et de la quasi-continuité et l 'on voit de plus que

(u) J u^O)^^~,ffG{0, P)^(P)^(P)^p=A(0) (i).
^J JQ

Si la distribution est ^o sur S on retrouve aussi la propriété que la
plus grande limite en 0 est égale à //,/,(0).

D'autre part pour tout pet i t domaine o de contour F entourant 0 et
formé d'un nombre fini d'arcs à tangente continue (sans points inté-
rieurs communs), il vient grâce à, la formule de G-auss (8)

( i: 8 ) f ^ du == - ( Ce ( M. ) //. ( M' ) dy == - f f À^ dcr.
. ^rînt/^ J ^ô -'/ ^o

( î) Ceci peut (Pailleurs s'oblenir sans rétude précédente du potentiel log'arith-
mique, seulement avec le n0 ^ du parag'raphe II et Véquation de Fredholm (6).
Voir pour cela, le Mémoire des R. di Palermo- {loc. eu,), n10 13.
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Ce flux f — ds tend donc vers zéro quand T se réduit au point 0 ; et si F
^rmt^

est une circonférence y? de centre 0 et rayon 05 il tend vers zéro plus vite

^~—0-
^p

Cette formule (12) peut ûTailleurs se généraliser de la façon suivante :
soient au voisinage de 0 deux coefficients c^ c^^o, continus sauf en 0,
et deux intégrales bornées correspondantes a,^ ii^ ; avec le contour T
du domaine o, on aura

(i3) l j (u^àu^-— u.^u^) dcr= f f (^-— ^)^i u^da-

r f du., du.\ ,==— f ?./-,i ~~— — u^ —— )ds.JT^\ dn dn I

Considérons un domaine û de type D/, dans le voisinage considéré,
mais où à soit complètement intérieuTy et marquons sur la frontière 2
les valeurs que prennent r/ , et ^. Reportons-nous au, second procédé
de passage à la limite ( v o i r ï V ' î ' ) qu i fournit u ^ y u^ comme limites des
suites (^i),,, (^)/. correspondant aux coefficients continus (c.i)^(<^)/,
égaux à c.i et Ça en dehors du cercle v . » On aura

J J [ ( ^1 )/» ̂  ( ̂ 2 )/. - ( ̂ 1 )n A ( U i )„ ] ̂ CT = f F [ ( r-, ),, — ( C, )„ ] ( U, )„ ( /./.2 )„ ^CT

=-^['"•)••<-'^-(--'••^]"•••
Sans développer la démonstration du cas général, à partir de cette
formule et grâce à (12), j'observerai que l'on conclut aussitôt dans le
cas c.i = Ça en prenant (c^ )„ == (ça)/,.

B. A côté de ces résultats généraux, donnons-en €autres plusprécis
en particularisant c(M), et définissons u(0} comme égal à ̂ (0).

(î) Celte propriété peut s'établir par un raisonnement direct simple à partir de

(i ï) et du fait que j j log. .pC(P) u ( P ) d a ' a un sens, donc indépendamment

aussi de l'étude des n08 9-10. Voir^R. dei Lincei{loc. eit.)^ 2 février igSo, vol. XI,
p. 270-272.
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Àa. Si c(M)^-==^(o^a <^2) on aura
OM

| c ( M ) ^ ( M ) | ^ B

" OM:7" 1

Donc il. y aura continuité en 0 et de plus, pour les dérivées ^
cis

si a ^> i,
du | , R
"">
dstv OM»-1'

si a = î .
^ <'R]oo.-L.>• = ^ojvr
0.9

si a<^ î y
y/M ,—r est borne,^ • ^
ds

et dans ce cas là fonction u continue en 0 y admettra même des dérivées
premières continues,' on aura le droit de dériver sous le signe f f de (6)
même en (").

P. Si au voisinage de 0
.(M)S^p ^>o),

on sait (n0 5) que toutes les intégrales s'annulent régulièrement en 0
de sorte qu'il y a continuité en 0.

Signalons que cette propriété de nullité en 0, qu'il suffit de voir
pour une intégrale u ̂ > o résulte aussi de ce que f f eu da a un sens et
de la propriété de la valeur moyenne, ou bien delà quasi-continuité de
u en 0 ; car il y aurait contradiction si u^ÇO) ^> o.

On sait même que, au voisinage de Oy | u \ <^ AOM.S de sorte que, si
A <^ î , il y aura en 0, dans toute direction, une dérivée qui sera nulle.
En faisant des hypothèses plus restrictives sur c, on aura, d'après le
n° 5, des précisions sur Falliire de u donc de eu, et par suite des
dérivées de u.

Par exemple si y au voisinage de 0 :

— — ^ ( M ) ^ ^ ,
OM3 "" OM^
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on aura sur ce même voisinage
| ^KA.OM\ d'où . \c'u\^ A ^L-

OM2-'71

Donc, si }.>i5 continuité en 0 des dérivées premières qui s'y
annulent , et dérivation possible en 0 sous f j ;
si X == i,

du „., , i
—— < R lûû: 7--r7 ;-^ '-- b (jy )
</.?

si X<^ i ;
^'<R. ï

OM1-0'
etc.

12. On peut compliquer un peu le problème fondamental du para-
graphe 1 en imposant à l 'intégrale d'avoir a i l leurs qu'en 0 une ou
plusieurs singularités logarithmiques données. La question est facile à
traiter par divers procédés (passage à la l imi t e par isolement de 0, ou
introduction des singularités logari thmiques parla méthode alternée).
On pourra en part iculier introduire la fonction de Green généralisée G,.
du domaine initial (encore symétrique) puis établir la formule de
Green généralisée (n) du Chapitre 1 dans le cas actuel d'une s ingula-
rité de c (1). La formule

: • .(P)=^f .(M')^^
^Vsim • dn

n'a de sens que pour P sur (û—0); nous examinerons au chapitre
suivant ce qu'elle devient lorsque P vient en 0.

Je n^ai considéré qu'un problème de Dirichlef « intérieur ». On peut
se poser des problèmes analogues pour u n domaine non borné. En

(ï) On raisonnera comme au n° là, en isolant 0 par une petite circonférence y?
et Fon remarquera épie

f [.(M)^-G,..(M,P)^]^=o
J Y ç cxt L J

(Taprès îa formule (i3).
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particulier le « problème extérieur » est celui relatif à un domaine tel
que les points du plan qui ne lui appart iennent pas forment un ensemble
borné contenant des points intérieurs; une inversion par rapport à
l'un de ces derniers 0 nous ramène au premier problème, 0 étant sin-
gulier pour c. On peut aussi étudier le problème relatif au plan entier
avec des singularités logarithmiques données. Dans les deux cas l'inté-
grale doit seulement être bornée à r infmi . Le « pointa l'infini » joue le
rôle d'un point s ingulier pour c et l'on peut d'ailleurs introduire un
nombre quelconque de points singuliers de c. Je renvoie pour tout cela
au Mémoire des .IL di Paler/no (foc. cit.\ où l'on pourra, élargir les hypo-
thèses qui y sont adoptées grâce au Chapitre I, en particulier remplacer
la condition c^>o par c^'o, mais non partout nul dans le cas du plan
entier. Il apparaît une d i s t inc t ion intéressante entre ce cas et le cas
harmonique. Je signale aussi la particularité que présente l'équation
de Fredholm équivalenle au problème du plan entier : c'est que la
«valeur moyenne » à , l ' infini de la solution apparaît d^lle-même au
second membre de l'équation sous là forme d'une constante additive.

13. V extension de tout ce paragraphe III au cay de n dimensions
comporte peu de changements. Signalons que dans l'étude du potentiel
« newtonien »

^^Ml̂ 1 '̂

l'exemple qui correspond à celui de

|^(P)|^ (0^<.)

sera
|^(P)^^ (o^</^i).

Il y aura. continuité en 0 et les mêmes trois cas à examiner a^ i pour
les dérivées. Dans l 'application à l'étude de l'intégrale ^, il n'y aura à
reprendre que les résultats relatifs aux formes particulières de cet les
modifications sont faciles.

Quant au n° 12, il y a au contraire une différence importante pour
les problèmes relatifs à des domaines non bornés. Cela vient de ladiffé-
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rence des allures à l ' in f in i de log—. et==^ et de ce que la transfor-OM OM
mation de Lord Kelvin change la fonction. Je parlerai à la fin du cha-

.pitre suivant de l 'allure des intégrales bornées à l ' inf ini (c^o cont inu
à distance finie) dans l'espace à n>2 dimensions.

CHAPITRE III.
INTÉGRALES NON BORNÉES AU VOISINAGE D'UN POINT SINGULIER m c(M).

SOURCE PONCTUELLE SIMPLE. EXTENSION DU PRiNCfPE DE PICARD (1

I. — Intégrales bornées dans un sens et notion de source
ponctuelle simple. Forme nécessaire des intégrales.

1. On considérera toujours l 'équation au sens généralisé
(i) • ^z~==cu (<"ïo),

où c est définie et continue au voisinage (co — 0) de 0 singulier et l'on
se placera d'abord dans le cas du plan. A la base de l'étude des inté-
grales bornées dans un sens, par exemple intérieurement, est le théo-
rème de décomposition qui suit :

Toute intégrale de (i) non identiquement nulle au voisinage de 0 et
bornée in férieurement est la somme d'une intégrale ^o et d1 une intégrale
bornée en module; donc (2) elle est soit ^>o, soit la différence d'une
intégrale ^> o et d'une seconde intégrale ^> o et bornée.

Soit Q de type D/^ sur lequel c(M) est continue sauf en 0 intér ieur ,
et bornée à la frontière S; u^ intégrale sur (û— 0) bornée intérieu-
rement et prenant des valeurs en distr ibution continue sur S. Soit < 5

l'intégrale de module borné prenant ces va leurs sur S; u— v est inté-
grale bornée intérieurement et nulle sur S; il suffira de voir que
u -- c>o. En effet:

(1) Une g-rande partie des résultats de ce chapitre ont été publiés dans trois
Notes des Lincei^ loc. cit.^ i^'sem. 1930, vol. XI, fasc. 3, 5, 9.

(t2) Car, ou bien elle est bornée, cas" connu; on bien elle ne I^est pas et le
premier terme de la somme, étant So et non icientiqueuient nul, sera > o.
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Si une intégrale ÎP de (i) sur le domaine (co — 0) est limitée inférieu-
rement par — A — £ log.-.,., (A ^> Oy E ̂ > o), o// A 6'.̂  une constante fixe
et s im^ constante arbitraire^ et si elle s" annule sur la frontière cîe co, elle
est partout^o.

C'est ce qu'on voit par un raisonnement du type Zaren'iba, D étant
le diamètre de oj, considérons

^(M^Tilog^ ( ^ > o ) ;

TI étant fixé, on pourra trouver une circonférence y? de centre 0 arbi-
trairement petite sur laquelle (— (r) <^ <p. Mais alors sur le domaine
(co-Tp) :

A ( «•' -}••" 9 ) == <" ( «' • 1 1 - " 9 ) — c 9 on ( • • • • • " r 9 ) ^ o,

tandis que (p-+-(p prend sur la frontière de ce domaine des valeurs
déterminées ^>o. Diaprés la propriété d ' impossibil i té de min imum <^o
(îw^rChap. 1, n0 6), on aura sur ( r o — T p ) » ^' + 9^0-

En tout po in t dé terminé de (ro — 0) on aura donc w'^—y où f a été
choisi avec un T| arbitraire- Ïl s^ensuit bien n^o.

2. Dans le cas des fonctions harmoniques on conna î t l ^ a l l u r e des
intégrales bornées dans un sens au voisinage d'un point singulier.

M. Picard a démontré très simplement, en u t i l i s an t les fonct ions
ana ly t iques d'une variable complexe (1), que si uÇM) harmonique au
voisinage de 0, sauf au point 0, est telle que u (M) -->•+• ̂  quand.
0 M -> o, u ( M ) e s t d e 1 a fo r m e

A. log' r—. -1" ibnct. harmonique en 0 (A, :r=: corist. > o).

La même démonstration légèrement retouchée montre même que si u
est harmonique et bornée inférieurement au voisinage (oj — 0) :

// rr- A.. lû^—T-y -h1 foncL harT"nonic:|ue en (..„) (A>o) .(,,}M •• —

(1) Comptes rendus^ t. 176, avril 19^3, p. 933, et Bulletin de la Soc. math.,
t. LÏI, 1924» p. 162.

Ânn. Éc. Norm., (3) , XLVIÏ1. -- JUILLET ÏQÏI. 29
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On en déduit aussitôt laproposition plus générale qu'on pourra appeler,
à l ' instar de M. Bouligand, principe de Picard ou bien principe des
singularités positives,

Si uÇM) harmonique au voisinage de 0 sauf peut-être en 0 est telle

que^ en ce voisinage :

a (M) > a log—-. -4~ const. (a cônst. quelc. même < o) .

elle est de la forme

5 log —— -1- ibnct. îiarn'iûnique en 0 (p =--: const.) ( 1 ) .1 OM, ' . '

II suffît de considérer la fonction u— alôg^— harmonique et bornée
inférieurement.

3. I/étude des intégrales de ( ï ) bornées dans un sens est étroite-
ment liée à la no t ion de source ponctuelle de cluileiir. Lorsque, à propos
de réqui l ibre tberm ique de la plaque rayonnante, régi par l 'équation (i),
on s'est occupé de cette no t ion , on s'en est toujours à peu près tenu,
me semble-t-il, à prendre le cas d 'un point 0 régulier de c et à iden-
tifier cette notion avec celle de s ingular i té logari thmique pour l ' inté-
grale (^);' dans ce dernier cas, l -^(T^HUX à travers un contour y entou"

rant 0, a une limite finie déterminée quand y se réduit au point („.,) dans
une suite quelconque de contours (/'}. Mais je ne pense pas que l'on
ait étudié le problème inverse de la détenmnation de la forme de u
sachant que f ^ds a une l imite déterminée, propriété qui correspond

à l ' intui t ion physique de source ponctuel le .
Je vais résoudre ici la question pour le cas des intégrales bornées

C) D'autres démonstrations ont été données ensuite, qui rappliquent au cas
de Pespace à n dimensions. Voir STOXEK, Comptes rendus^ 9 mars Kpf), et
Annales de la Soc. Pal. de Math.^ 1925, p. 5i. — BOUUGA^D, Mémorial. XI,
Chap. VU, et Anncdes de l^h'cole f^/or'male^ mars io3i.

(ît) Voir par exemple Ouvrage de PICAHI), loc. cit^ Chap. X.
(;'-) Voir Chap. ï , n0 12.
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dans un sens^ en /ne plaçant même dam le cas d'un point 0 singulier
pourc.

Je dirai que pour une intégrale u de ( i ) su r le voisinage (co—0),
0 est source ponctuelle simple si :

i° // est bornée dans un sens;
2° pour toute suite de courbes simples de Jordan ^ entourant 0,

formées d 'un no'mbre fini d'arcs à tangente con t inue , ,̂ se réduisant
à 0 quand n -,> -h ce (1). l ^u eu a une limite f i n i e ou in f in ie <î), indé-1 ^ ( ^ ( ( n

pendante de la suite y//, et qu'on appellera jlux de la source 0.
La source sera dite finie ou infinie suivant que le flux est f ini ou

infini .
D'après le chapitre précédent (n" H), pour une intégrale bornée en

module, 0 est source simple de flux nul; et d'autre part l ' intégrale

j j ^ c l a :::::: fj.ad.

a un sens. On en dédui t , ' comme on va voir, le théorème fondamental :

Pour toute intégrale bornée dans an sens y 0 es l source simple ; le flux ̂
est ^o ou ^o suivant que {^intégrale est bornée inférieurement ou supé-
rieurement (source respectivement chaude ou froide); et il n'est nul que si
l'intégrale est bornée en module.

, Prenons le cas de Finlég-rale bornée infér ieurement et traçons un
petit cercle -Yn de centre 0. Retranchons de l ' intégrale l ' in tégrale de
module borné prenant les mêmes valeurs sur y^; on obtient ainsi (n0 i)
une intégrale u^o s ' annu lan t sur Y», il suffira d'établir que si ^>o,
donc non borné, <!>> o.

Considérons un cercle y^ concentrique plus petit que yn et une
suite de cercles y?,, concentriques de rayon o/, •--> o. Par une formule de
Green, i l vient pour la couronne D., ,/

~ • IV'1 • p/,

ff <-u^ :=f'f A//^.-=:..-f ^//.s.+f (/ .̂.
•j "S.',-;-?,, J J')•,-,•.\-f,» J^^{l't •'̂ i»'̂

(1) C'est-à-dire (:)ue la distance maxin iurn de 0 à •//, tend vers zéro quand
n —f- -l-o!;.
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Faisons tendre I-f vers R; diaprés Inexistence et les propriétés de -7-' le
long de YR (voir Chap. I, n011) :

r r , r du , r du ,
I 1 cuda=^ ~ d s - \ - j —(/s.

J ^•^n ^^dn ^^

Donc? pour ra - -> 4-co,

r du , r r , r du ,i .— ̂  _..,.̂  i i ( : { / ^(j -,.i,., i -„ f/^
^nt^ ^4 ^^

limite finie ou non, indépendante de la suite y^ et positive parce que
| (— ds^> o à cause de u ̂ > o Çvoir Chap. I, n° H).
ïniut

Prenons maintenant une suite de courbes y/, (déf ini t ion de la source
simple) et soit y^ contenant Y,, et tel que p/, -•> o avec - * D'après l'égalité

r r . , r du , r du ,
I I âuda-^-11- ^ds--[- —ds,

J Jl)^. ^^^ ^.«int^

j ^ ( { s est au moins éffale à / ^..ds cl lorsque / / e u e / a est
4.nt^ _ 1 ^^ J 4.

fini, la difrérence tend vers zéro. On conclut aussitôt.
Soulignons que, pour que 0 soit source simple jinie^ il faut et suffit

que u soit bornée dans un sens et que rintégmic

ff^=:ffcn^

ait un sens. Alors o étant un domaine contenant 0^ l imité par une
frontière S, formée d ^ u n nombre fini d'arcs à tangente continue et sans
points intérieurs communs :

( ( ù.u da-=. ( Ç CM (h =•--"• ( ^^4-<I».
J J^ J Jç J^111

4. Dans le cas harmonique, pour toute intégrale bornée dans un sens,
0 est source sirnpiey/m^ et si <&.esile flux, l ' intégrale est, de1 la forme

! . ! ! . <P i :* ! ' . ! !
^—,log4. , . fonc i*harn ioniqueen(J. ' •
<4 7T '•-- 1T•*•
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Nous allons voir comment cela se généralise pour l'équation (i) et
les sources finies. Nous nous ramenons par le théorème de décompo-
sition au cas ii^>o. Cherchons donc la forme, des intégrales u^>o
de (ï) telles que

ff^d^ffcnd.

ait un sens.
Considérons un pet i t cercle y de centre 0 et l ' intégrale

^ f ïo^c(P) / / (P)^p .

En nous reportant aux propriétés du potentiel logarithmique (Chap. II,
n^ 9-10), nous voyons successivement que

1 < 1 } ^f^wp^''^^
est sur le domaine ( j—O), positive et harmonique, donc (n,° 2) de la
forme

A lo^r .̂— .... i..,.//,( M) (A >o), // '(M) harmonique même en 0,

puis en considérant le flux/à travers une petite circonférence y? de
centre 0 et rayon p ->o, que <î> •=== 2TX.A ; on retrouve ainsi la propriété
que e^'o et même ^> o si l 'intégrale u n'est pas bornée; et i l vient :

( 4 ) „ 4..-. ̂ ffloë^ ̂ ) ̂ >) ̂ P- ̂  Ïog ̂  + A ( M ) ;

u est donc de la forme/(M)l,og —,.• où /^o? don,c/> o (puisque u^o)
et bornée*

En prenant les valeurs moyennes sur une circonférence y? de
centre 0 et rayon p ••11-> o on voit de plus que /(M) admet une « valeur
moyenne » en 0 égale à -—et comme d'après (4) sa plus grande limite

^'K

en, 0 est au plus égale à—L, elle lui sera juste égale-D'où le théorème :
2 TE'

Si pour l'intégrale u ̂ > ô au voisinage de 0, 0 est source simple finie
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de flux $, u est de la/orme

H'=:f(M) log-^?

où f bornée ^> o admet une « valeur moyenne » ^n 0, fni ( 0 ) <?^ •une plus
__ <î>

grande limite^ J\0) égales à —— :
2 TC

^(0)^7(0)=^,
9,7T

de sorte qu'il y a quasi-continuité de/en 0. ,
On retrouve alors la propriété que si <Ï> == o, // est bornée parce que
{/ __

——~ -^ o avec OM, ce qui. suffit (Chap. II, n0 ,1); c'est aussi, une con-
•^OM
séquence iminédiate clé (4).

On passe aussitôt au cas le plus général de la source simple //nie, par
exemple chaude : toute intégrale correspondante doit alon' être au voisi-
nage de 0 de la forme /'(M)lo^/-^ ou /admet une « valeur moyenne »

,/m(0) et des limites plus petite [./'(O)] et plus grande [/(O) [ telles que :

<I>^^/(^r^fto)^^^)^
9.7:

II y a pour / quasi-continuité en 0 ; / s'annulera régulièrement en 0
si la valeur moyenne /m(0) est nu l l e ; c'est le cas ou [ u est bornée.

D'après ce qu'on sait des intégrales bornées,-on voit que u vérifiera
encore une équation du type (4).

Cela permet d'étudier le cas particulier

^ofc (o^<a)•
Alors

,œ)«(P)|ï;^F (o^<p<- î )

et, par suite (Chap. II, n" 9), ^l()§^c(P)u(P)da, est continue

de M même en 0; de sorte que u est de la forme
<I> î

log_, + foticl. 9 ( M ) continue en 0,____ [ /\(y

2TC ^OM
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et 9(M) satisfait à l 'équation intégrale

^ff^MT^0^^9 ( M ) 4 - ^ / / l o g ^ . ( l -

=A(M)-^yj:log^.(i>)^lo,.^^.

On en déduit aisément, après dérivation.» des limitations de l'ordre de
croissance des dérivées'de 0. En particulier, si a<^ i ^ Q admettra des
dérivées premières cont inues en (.).

Ajoutons que si c est continue en (\ la différence de deux intégrales
pour lesquelles 0 est source simple finie de même '(lux est bornée en (),
donc (Chap. II, n" 1) y est régulière.

5. Passons au cas de la source simple infinie; je vais montrer que

H est alors de laforrnef(M}\()^—^ où f(M) possède en 0 une ((valeur

moyenne » infinie^ égale à, •4-'xî ou —03 en même temps que le flux et
suivant que //. est bornée intérieurement ou supérieurement.

On se ramène aussitôt au cas ^ ^ > o ; traçons une circonférence y?
de centre 0 et rayon p, et montrons que

-fi fî<^iLp^-———— \ ̂  I ( ( ^/s -^ -.1.- -Xi.,̂ 4
quand ? -~> o.

Considérons la couronne circulaire l imi tée aux deux cercles concen-
triques, Y., variable et y^ fixe. Appl iquant la formule de Green (n°4du
Chapitre 1 ) à ce domaine Dn^ et aux deux fonctions u et log jyç^ il vient

fj^ ^ Io^ ̂ , c(V)nW d^ + log ̂  ̂  ̂  ds ... ^ ̂  /. d,

, î r du , i r , .
^lo^ . 1 .,- d.s — . f n cffî.

P^u./^ P^

II sufût de voir que

/ <f....a; ^f; ..-,-. .^— f îos ,— f'u (h •••~r -\- ^0, quand p — o
jW^n lop..1-7-7^ 0'
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ou encore que - •

E -^ —— | îog I f f eu ch - f f iog -, ̂  da | »->+ oo.
lo^L QJ J^ J J^ J

P

Introduisons un cercle "y^, intermédiaire entre y? et y^; le crochet est
au moins égal à

loo, - I I eu dey—îoff - / f eu cia — lo^ •-- / / eu da
P^^, ^^ P1-7^

OU

j If )^ .„.-„.....„„. î Og .— j I , j ( ' f { ^y -^ \ o^ il j j C î / , r l <7 .

v P "P 1 ^ ^a^ P- 7 ̂

Prenons par exemple p , ==1/0; on voit que le crochet est au moins
égal à

^S'/X cuda'
"H^ p

donc
E ^ - ^ i ra. d a - - ^ ' [ - ^ quand p-x,>. c. Q. p. i).

''' '''".v?

Ainsi toute intégrale bornée dans un .sens est de la forme /'(M) log.—.)

où f(W.} admet une valeur moyenne, en 0 toujours égale à —5 <t> étant
le flux de 0 fini ou infini; et |/(M)[ est borné ou non suivant que la
source est finie ou infinie.

6. Extension à l'espace à n dimensions. — Extension immédiate du
n" 1. Au a° 2 la démonstration citée de M. Picard ne peut évidemment
s'adapter, mais l 'énoncé du « principe de Picard » s'étend cependant( ') ;
et 1/onpeut, suivantM. Stozek (loc.,cù.), le démontrer de façon élémen-

(1) M. Picard a établi pour l'espace le théorème analogue à celui qu'il a donné
dans le plan, c'est-à-dire en supposant que la fonction, tende vers-^œ quand
M-^-0 singulier. Mais sa démonstration (Comptes rendus, t. 176, p. jo25, ou
Bull. de la Soc. math^ loc, c(Ï.) ne peut s'adapter pour donner renoncé de
forme plus générale et dont on a besoin,
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taire en utilisant seulement la formule de Green et des domaines
limités par des sphères; la méthode peut supplique? au cas du plan et
fournit d'autre part un énoncé un peu plus général.

Le n° 3 s'étend aussitôt, sauf l ' interprétalion physique; au n" 4 on
changera aussi le facteur ar. en [(n—2)^"] et il faudra reprendre
l'étude du cas particulier qui termine et qui. ne s'étend pas tel quel,

On conclura que u est de la forme /ÏM)==-^—r ou / est continue
€)M

en 0 et mieux de la forme
u— ^—— ..__ 4 - O f M ) ,

^-'^^"OM\ "

où [ 0 ( M ) [ , doni on. obtiendra aisément des l imitat ions suivant les
valeurs de riy est touiours d'un ordre décroissance moindre que ——.

OM
et vérifie

0 ( M ) - • ( - - ;-.,.,..-...-..-.-..--~,~,-...... f —— ..̂ .......̂  c( p j ff p) ^/(7j» :::,;:::: fonction harmonique.( n " - ^)^^Y ivFp """

Soulignons que pour ri == 3, a <^ ï , O(M') est con t inne en 0.
En dér ivant l 'équation précédente on obtiendra une équation four-

nissant des l imitations pour l'ordre de croissance des dérivées pre-
mières de 0.

^ ——— n-~ i
En particulier on aura U)ujours .; - OM -"^o avec OM.
On verra encore que si e est continue, la dillerence de deux inté-

grales correspondant à un même <1> est régulière an 0.
Quant au n° 5 concernant les sources i n f i n i e S y il s'étend aisément

au cas ^3; les logarithmes seront remplacés par les puissances
Çn—2) des mêmes quant i tés , et à la f in de la démonstration on
prendra par exemple p i — 2p au lieu de pi == \/p.

II. - 1 1 1 - - Problèmes de Dirichlet. Questions d'existence et unicité.

7. Un problème tout naturel pour le cas de la source/m^ est le
problème de Dirichlet suivant :

Soit le domaine 0 de type l)/,, sur lequel c(M) est définie et con-
Ânn. Éc. Norm., (3), XLVÏlî. — JUILLET 1931. 3o
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t inue sauf en 0, et bornée à la frontière S, Déterminer une intégrale '
de (i) sur (Û — 0\ prenant sur 2 des valeurs en distribution continue
donnée, et pour laquelle 0 soit source simple f inie de flux donné <&
différent de o.

Dans le cas harmonique, it y a une solution unique égale à

^ G(0, M.) 4 - / / (M) ,
27;

o ù A ( M ) est la solution harmonique bornée correspondant à la distri-
bution donnée ; c'est qu'en effet la différence de deux intégrales cor-
respondant à une source simple de même (Ïux est harmonique en 0.

Dans le c^s g-énéral de l 'équation ( ï ) , le problème équivaut à trouver
une fonction // continue sur (û — 0), bornée dans un sens, de module
borné à la frontière £, intégrale de l'équation

( 5 ) H ( M. ) 4- -L ( Ç G ( M, P ) c ( P } u ( P ) da^ =:: -<si?... G ( 0, M ') .4-.. h ( M ).
^T. J J^ ! ' ' 9,7:

Inexistence ne peut dépendre que de F allure de c au voisinage de 0 et
pas de û, de la d i s t r ibu t ion ou de ̂  car pour q u ^ i l existe u n e solu-
tion il faut et suffit quil existe une intégrale au voisinage de Ojpour
laquelle 0 soit source simple finie de flux non nul. La condit ion suff i t en
effet car on obtiendra aussitôt une intégrale au voisinage correspon-
dant au flux $ -^ o donné et, traçant 'deux petites circonférences de
centre 0, on pourra ensuite par le procédé alterné en déduire une
solution cherchée dans 0.

Les deux cas d^ existence et non-existence sont effectivement possibles :

dans le cas c == o il y a existence ; au contraire si. c> —--^ (A"> o), il y
"'""DM '

a impossibilité; sinon en effet pour une intégrale u =:y(M.) log—, ^> o,

j J eu de aurait un sens et par suite, [x,. désignant la valeur moyenne
de/(M) sur la circonférence de centre 0 et rayon r,

/>u ' /»ft
j ^ log -^ \j,rr dr = j •1 !og \ ̂ , d,. ( où ,̂, -...-> <I> ̂ ' o quand, r •.-^ o)

aurait une limite finie pour r ==0y ce qui est faux*
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Lorsqu'il y a existence, elle est unique; il suffi t de se placer dans le
cas d'une d is t r ibu t ion nu l le et de $ > o et je vais montrer que la solu-
tion qui est ^>o est la limite d 'une suite de fonctions qu'on peut for-
mer en connaissant se-ulement Qy ce t <î>, ce qui prouvera l\inicité.

Considérons une suite de couronnes circulaires de centre 0 (y?^ -Y^)
(o <^p,,<^ p//.) telle que ?/,,„,. i <; p^ et que p/ , ->o. Définissons sur t2; Cn
continue telle que :

r',i •:=. r à rextérieur de yp^

r,i ^ c dfins Sa cotironne y?^, yp^,

c,i =: o dï\n s le cercle yp^.

On peut former, grâce au procédé al terné, une intégrale Un de
Aa == c^n. sur Q p r e n a n t la valeur o sur S et, au voisinage de 0, égale
à. "- ' '•d.og/Yy-+ f-I iarm. Comme c/, est non décroissante, u,, est non
croulante : en ellet, en tout po in t de (û—( ' ) ) : o <^ u,, <^ \u „..(...( quel.
que soit A ^> i comme on le voit en isolant 0 par un petit cercle. ///,
aura donc une limite sur (û — 0,) intégrale de A//. ==c^ et s 'annulant
sur S (conséquences d.u théorème de Harnack généralisé sous forme
réduite) et cette l imite sera de la forme au voisinage de 0 ''

r^/(M)!o^...^,

où f(M') est --'o et de plus grande limite en 0 au plus égale à - ; — *
Mais nous avons supposé l 'existence d/une solution / / ; on voit en con-
sidérant X^,/, avec À arbi traire ^> i que Un^.ii.. Donc ^>^, ce qui. impose
q u e / ( M ) ait comme plus grande l imite en 0 justement celle;—

<le .„——5 ç, ̂  ^ sont donc des intégrales pour lesquelles 0 est source
. ino- JLft OM

simple finie de même tlux'; donc c •""•• // est une intégrale ^o, pour
laquelle 0 sera source simple de flux nul; et comme ^ — /// s 'annule
sur S il vient F == u, ce qui. établit notre théorème.

On remarquera que s'il n'existait pas de solution u, la même suites,
devrait tendre vers zéro sur(û — 0); sinon P non partout nul ne serait
pas borné ; comme c'est une intégrale pour laquelle 0 est source simple
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f inie y le flux correspondant serait non nul, ce qui contredit l'hypothèse
de non-existence.

Conséquence: La différence de deux intégrales au voisinage de 0
pour lesquelles 0 est source simple finie de même flux est bornée
en 0.

Cas particulier coexistence :

CWij^ (o^<2)1

CM1

II n'y a qi favoir que la suite u^ de la, démonstration qui précède ne
peut tendre, vers zéro. Or

^(M).+ —TfG(M, P)c^P)^^(P)d^^ <I).. G(0, M),
-'f- J t/n " f-

oùy puisque

^(P)^a(a< rO et ^ÊBIo^^
DP UM ,

au voisinage de 0, la fonction de M, f f est bornée relativement à n1 • ty "^û
et M. voisin de 0.

Vu la forme du second membre, ^/,,(M) est donc, dans un voisinage
assez petit clé 0, supérieure à un nombre fixe arbitrairement choisi,

/ indépendant de u. D'où la conclusion que u,, ne tend pas vers zéro.1

, On. a vu (.n° 4) que l'intégrale solution doit être de la forme

<I> ï
—Iog—,..+-^(M),1 . „ , 3TC OM , • • '

ou Ô(M) est de module borné et admet même, si, a<^ T, des dérivées
premières continues en 0.

Lorsque c est continue en 0, on obtient donc le théorème d'existence
et unici té pour le problème de Dirichiet avec singularité logarith-
mique donnée, posé au Chapitre I, n0 12, et cela par une voie indépen-
dante de la théorie de Fredholm et qui s'étendra aus'sitôt au cas de
l'espace à n dimensions (wî'rplus loin, n0 12).
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8. Indiqiions brièvement des propriétés de la solution du problème
précédent lorsqu'il est résoluble.

Rappelons-nous le théorème de décomposition (n° 1) efcremarquons
d'autre part que, dans le cas d'une distribution nulle, deux solutions

. du problème (7) sont dam un rapport constant égal à celui des deux
flux. Donc pour une distribution quelconque, la solution est fonction
linéaire de <I>, de coefficients égaux respectivement à l'intégrale bornée
prenant sur S les valeurs données et l'intégrale s^annulant sur I! et
correspondant a u n e source 0 simple de flux i.

On a donc ainsi aussi tôt des propriétés de la solution considérée
comme fonct ionnel le de la distribution ou de <(L Pour étudier la solu-
tion comme fonctionnelle de c on prendra le cas de la distr ibution nulle
et de ^ ^> o puis on utilisera le passage à la l imite de la démonstration
du théorème d'unici té.

Lorsque le problème est possible pour un c, il Fest pour tout autre c au
plus é^'al; et quand ta, distribution est > o et <I> ^> o, une diminution de c
quelque part entraîne une augmentation partout de la solution.

Le passage a la limite fournit la propriété avec égalité possible. On
complète grâce au n0 7 (Chapitre I).

En ce qu i concerne la continuité de ta solution comme fonctionnelle
de c(M), i l v ieni avec une distribution nu l le e t^^o , en raisonnant
comme au n° 10 (Chapitre I) où p. serait remplacé p a r — 0 ( 0 5 P) :

I ( / / , ) . " • - ( ̂ ) J ̂ — I f\(^).--{^).\^G{0,P)G(M,'P)da^
' ' ' • ^TfJ J^ 2^

Fixons M 7^ 0 : on peut disposer de la couronne ("Yp,^ Yp,,) en pre-
nant p^ assez voisin de p/, pour que la partie de l'intégrale relative à
cette couronne tende vers zéro quand n •••-> + oc, 11 v ient alors

I ( ̂ L - (« . ' ) / /1< •1-1 • ilL T f IC,.-^|G(O, P)G<M\ ;P)^p-4-£.-.->.o."1"' ̂  ^ J J(a-Ypj ' ^ ,

,0n en déduira aisément quey dans le champ des c pour lesquels il
^existe une solution, on aura pour une clù'tribution quelconque et un
flux donné <î> fini l^extewion des formules (10) —(ïo ' ) — (ïo^) du
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Chapitre I, c'est-à-dire, avec uniformité sur (£i— 0)y

l 0 ^ !^ -^ ! / / / (ô('y cla- sî l j (oV'y^&j est fini
y J JQ J JQ '

\ on | ^ B rnax | <^* !,

où A et B sont indépendants des c(et de M sur il), enfin pour des c
bornés par un nombre f i n i : | ou \ -^ o avec ^ f |oc r/cr.

9. Généralisation du procédé de passage à la limite. — Supposons que
dansie cercle y^de centre 0 et de'rayon /*// - • > o, on rende c continu en 0
sans augmentation possible: soit, pour le c obtenu, /•„, et u n e distr ibu-
tion continue quelconque fixée, la solution <\ do problème relat i f à une
singularité logarithmique en 0 égale à —^ÉO, Lorsque n •-••>+x,
Un tend uniformément sur tout ensemble fermé de (û 4-S— 0) vers
la solution du problème de Di r i ch le ty soit re la t ive à une source simple
de f î ux^ , soit bornée en module , su ivant qu ' i l existe ou non des in té-
grales correspondant à une source s imp le de f lux f i n i non nul .

On se ramène aussitôt an cas de la d i s t r i bu t ion n u l l e e tde<!>>o.
On considérera alors une sui te de couronnes ( y ^ ; ̂ ) du n0 7 telle que

û,, ï r'n
Ainsi

- . ! ! , ^<^-,
d ou -

^ ! 1 ^^^o

où ^ est la l imite de la suite ^ du n0' 7y l imite nu l l e on non suivant
les deux hypothèses de l'énoncé. D'où le théorème.

10. Ce théorème de passage à. la limite, même pris sous sa forme
réduite du n" 7, permet d'établir l'équivalence remarquable du cas où
il existe des intégrales pour lesquelles 0 est source simple finie non nulle
et de celui où toutes les intégrales de module borné ne ^annulent pas
régulièrement en 0, ce cas équivalant à dire qu'il existe une inté-
grale >o bornée de valeur moyenne en 0 non nu l l e ou bien que toute
intégrale ^> o bornée jouit de cette propriété.

Soit F un petit cercle fixe de centre 0 et, correspondant à ̂  et ^,,
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l 'intégrale régulière u,, prenant la valeur ï sur T et de l i m i t e u^ efe
l 'intégrale U// == G^(M1 , 0) fonction de Green généralisée relative à I\

Soit P cercle concentrique an peu plus petit, on sait que
î r ( (7G/. ,., €/Ur,\ ,

tin 0} =:= ~ / //,/ ——^ - G/,, ——— W.SM.
'•^Jr^t\ ^/ dll )

Quand n->-¥-^^ u,, (0) -~> ^/(O) valeur moyenne en 0 de u
(.voir Chapitre 11, n0 4), et G^(M, 0)=== U/, a une limite U, soit nulle,
soit ]> o et correspondant alors à un (lux ar. de 0. La. convergence est
uniforme sur tout domaine complètement intér ieur à (T -— 0) et il en
est de même des dérivées premières. Donc :

î F ! ^] ,, ^/ \ /«///(0)=:: — / ( i t -,-- — il -y- ^
^Jp^V dn t 1 1 1——•• 9 \ t< -— -— î-.' -,— ((,-> M.a^Jp^^V du d u )

Faisons tendre F vers f. 'D'après ce qu'on sait des dérivées normales
à la f ront ière (voir Chapitre I , n° /! i), il vient :

î r <7ii /
^(0^ ̂ j^^^

oy __ ̂  ^> o lorsque U ^> oî 'on conclut aussitôt.
Définissons l'a fonction de Green généralisée en 0, G-,.(M, 0) pour le

domaine Û, comme égale à o ou à la solution du problème deDirichlet
du n° 7 pour une d is t r ibu t ion n u l l e et un Ilux 271:. Alors la démonstra-
tion qui précède, légèrement modifiée, fournira le théorème suivant
qui complète la formule de Ureen du Chapitre II, n° 12 :

S étant formée d'un nombre fini de courbes nniples de Jordan sans
poinU' communs et à courbure continue^ soit u F intégrale bornée du
problème de Dirichlet correspondant à une distribution continue quel-
conque : alors; pour sa valeur moyenne en 0,

ï r //G,(M,0)
^(0)^^ ^——^——— (( .„__„_ ̂ .

^^înt dn

Le théorèrne d'équivalence énoncé plus haut est d'ailleurs une
conséquence de la symétrie de la fonction de Green G^M,?). Repre-
nons le théorème du passage à la l im i t e rnème sous .sa forme réduite
du n°7, avec une d is t r ibut ion n u l l e et un flux '27;.
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On aura en Mo •^ 0
G^(Mo, 0)==G^(0, Mo)/

d'où en passant à la limite, par des raisonnements faciles,
G,.( M,, 0) == val. moy. en 0 de G,.(P, M'y),

où G,,(P, Mo), fonction de P, est intégrale ^> o au voisinage de 0.
Et le théorème (l'équivalence équivaut à exprimer la symétrie de

G,.('&î,P) quand l'un des points est 0, d condition de prendre en 0 la
valeur moyenne.

On voit comm-ent cela permettrait de faire autrement l'étude de
la solution du problème de Dirichiet.du, n0 7 comme fonctionnelle
de c(M'), en étudiant la valeur moyenne en 0 de G^(M, Mo) comme
fonctionnelle de c Çvoir Chapitre II, n012).

•i.i. Le problème de Dirichlet du n0 7 n'a donc pas toujours de solu-
t ion . Mais en considérant les intégrales bornées dans un sens sans les
astreindre à correspondre à une source 'finie^ on a le théorème cf exis-
tence général suivant :

Étant donnée sur la frontière du même domained une distribution con-
. tinue quelconque^ il existe sur (û—0) une intégrale bornée dans un

sens (qu'on ne fixe pas), prenant les valeurs données sur 2 et, en un
point donné arbitraire de (0 — 0), une valeur donnée arbitraire.

On se, ramène aussitôt à prouver que sur (f2 — 0) il y a des inté-
grales positives qui s^ annulent à la frontière. On y parvient par le pro-
cédé très général suivant:

Imaginons une suite de domaines co// contenant 0, de frontière o^
tels que (û — co/, — a,,) soit de type I)//, enf in se réduisant au point 0
quand n '--> •+- oo ; prenons sur cr/,une distribution >o non partout nu l le
assujettie seulement à la condit ion que la solution u,, du problème de
Dirichlet généralisé pour (û — co,,— a,/,) et les valeurs considérées sur
2 et a,, prenne,en un certain .point P fixe de(0 — 0) une valeur corn-

'prise entre deux nombres positifs a et 6. Sur tout domaine t contenant
P et complètementintérieur à (iî — 0) les u,^ qui à pârtird'une valeur
assez grande de ^ s o n t délinis dans un domaine ou :ë est complète"
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ment intérieur, y seront, d9 après le lemme clé M, Litchtenstein (voir
Chapitre I, n°16), bornés dans leur ensemble supérieurement et inté-
rieurement par deux nombres positifs; on peut donc en extraire une
suite qui, sur tout domaine S' complètement intérieur à o, converge
uniformément vers une intégrale > o.

Or o' peut être choisi, à l'avance arbitrairement, complètement inté-
rieur à (il— 0). Considérons une suite de tels ̂  tendant vers (û — 0);
par des extractions successives de suites d^. et le procédé diagonal,
on formera une suite extraite de Un possédant la propriété que, sur
tout domaine complèteïïîent intérieur à (0 — 0 '), elle converge unifor-
mément vers une intégrale ^> o. Il y aura même convergence uniforme
sur tout ensemble fermé de (û 4- S — 0) et la l imite est intégrale > o
sur (Û — 0) et s 'annule sur S (voir Chapitre I, n° 15 fin). •

Signalons qu 'un autre procédé, moins général consisterait à rendre
c continu en 0 en le modifiant au, voisinage et à prendre l'intégrale
ayant en 0 une singularité logarithmique convenable pour que l ' inté-
grale satisfasse en P à la condition "indiquée plus haut. On voit com-
ment on formerait une suites,,; dont une suite extraite convergerâil
vers une intégrale cherchée ; au lieu de rendre c continu en 0, on
poirrraiê le rendre s implement tel, que le problème de Dirichletdu n° 7
soit possible.

Lorsque le problème précédent n^est pas résoluble avec une source
finie, i l Fesl donc avec une source infinie. Un cas (F existence (les
soarces infîmes est donc c>"r=^-;âu voisinage de 0; par exemple si

'".OIVT
c==^r. <a > 0)5 u = -~—, est intégrale et fournira par multiplication

OIVT " (:)M
par une consbnteet le procédé alterné une solution du problème.

12. Extension au cas de n dimensions. —• Comme différence signalons
que dans le cas de possibilité du problème du n° 7

^ ( M ) < ^ ( 0 ^ a < 2 ) , , • ' •
, OM

( i (.xncu^dap ne peut plus être affirmée/bornée mais seulement d 'un

Ânn. Éc. Norm.^ (3), XLV1ÏÏ. — JUILLET ïgBi. • ^1
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ordre moindre que ——9 ce qui suffit pour conclure. Au contraire ors
OM'"

ne peut plus faire l'extension générale des résultats du n0 8, pour la
solution considérée comme fonctionnelle de c ; toutefois^ pour un
point fixé de (fil — 0) on aura :
pour n==3,

8u\^A.\/ I ^ (ôcY-dv;

pour n quelconque,
\ëu\<Wm^\3(-

et si n= 3 il y aura uniformité sur (û — 0).
Enfin pour des c bornés, |8id->-o avec j ( \ 3c rfcr, pour n

^ ^Q
quelconque et il y aura uniformité si n == 3.

Comme cas d'existence de sources infinies ind iquons c>==r? et plus.
"'"OIVT

particulièrement c === ̂ --̂ ±Jil (a > n — 2) avec FintéOTâle ——, •
OM- k b OM^

III. — Extension du principe de Picard.

13. Ce que l'on appelle le « principe de Picard, » pour les fonctions
harmoniques (n°2) peut, grâce à ce qui précède, s'étendre sous la
forme suivante pour les intégrales de (i).

Si au voisinage du point singulier 0 de c'.'u est intégrale^ et telle
u(M) | . , , ,gué ——— isoit bornCy c est-a-dire encore
^OM

•^^ •Q^<^(M)<+oc log^ , ( a<o )

le point 0 est source simple finie; c'est-à-dire que // est bornée dans un
sens et, si elle V est par exemple inférieurement, de la forme /(M) log==r

où /(M) admet en 0 une valeur moyenne et une plus grande limite égales
et finies.
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Par l'addition d'une intégrale de module borné, on se ramène à
démontrer le théorème dans le cas où u s'annule sur un petit cercle y
de centre 0. Soit A const. positive ^> —— au voisinage de 0 et

^œi
considérons la suite u^ du n° 7, de la forme en 0 :

B log'.^r-." -4- fouet, harrn. ,

O Ù B > A .
On verra que : Un ^> ^? donc pour la l imite 9 de Un *• ̂  u-
Ou bien ^=== o; alors ^^o; 0 est source simple, nécessairement finie.
Ou bien ^>o ; ^ correspond à une source de flux snB; alors

^ — ^ > o et " -̂-—^ est borné ; donc pour l ' intégrale P — ^ qui s'an-
îo^

nule sur y,» 0 est source simple finie ; par suite ^ — u est proportion-
nelle k y ; donc // est proportionnelle à (-'7 ce qui achève la démonstration.

En coméquence : dire qu'il n'y a pas d'intégrales pour lesquelles 0
est source simple finie équivaut à dire que toute intégrale non bornée
(il en existe toujours) est de la forme /(M) logj"— où |/(M) | n'est
pas borné. D'où l'énoncé déjà donné au Chapitre II (11° 6, fin), qu'il j a
équivalence entre le cas où toutes les intégrales bornées s'annulent
régulièrement en 0 et celui où toutes les intégrales non bornées sont
de la forme précédente.

M. Bouligand(') a désigné sous le nom àe principe de Picard sous forme
intégrale la proposition suivante, conséquence immédiate du n°2 :

Û étant un domaine borné de type D/(. et 0 un point de ce domaine,
les/onctions harmoniques positives sur(û — 0) et/annulant à la fron-
tière de û sont proportionnelles', c'est-à-dire qu'il y en a une seule à un
facteur ^ constant près.

Il serait très important de généraliser cet énoncé aux intégrales de
l'équation (i) où c admettrait une singularité en 0 et serait ailleurs
continu, et borné à la frontière de Û. L'exactitude probable de la pro-

( 1 ) Mémorial, fasc/XI, /oc. cit^ p. 17.
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position entraînerait pour le théorème du n0 .1.1 la propriété impor-
tante dhinicilé.

.1.4. Le théorèroedéïBontré plus haut s'étend au cas'de /i dimensions
en remplaçant:, log—j- par _^=2- ,1.1 a une application immédiate dam

r étude à l'infini des intégrales bornées de àu=cu où c est définie et
continue au voisinage de l'infm.i, c'est-à-dire à l'extérieur d 'une cer-
taine sphère.

Dansleplany l 'inversion OM.OiM^ = i ramène la question à l'étude
des intégrales bornées au voisinage de 0 de Inéquation

AF(M/)=: L î̂  P( W\ i-( M'} = u{ M ),
OM^

|t'(M) | étant considérée comme fonction de M^ et c'est le Chapitre 1,1
qui s'appliquera-

Pour ^i^3 dimensions la transforêDi.afcioîi de Lord Kelv in :

OM. 0'M7^ i, (» ( M,/) = _̂ ,F.., // {M. ).
OM'' '

rarnène la question à l'étude de l'équation (voir Chap. I, n" 4) :

A^M^^^^^M^
' , , OM' '

pour les intégrales v telles que ————^ soit borné; et c'est le Chapitre

om^2

actuel III qui s'applique et donne les résultats suivants :
Toute intégrale u bornée à ïinfini est la somme d'une intégrale u\

s'annulant régulièrement à l 'infini, et s'il n'en est pas ainsi pour u,
d'une autre u^ d'un signe déterminé admettant une «valeur moyenne
à l ' inf ini» égale, s ipar exemple aa>o, à la plus grande limite de u^
"à l 'infini.

Quant au problème de Dirichlet généraliséextérieur pour intégrales
bornées et un domaine dont l'inverse est de type D/,,,il sera possible
avec1 unicité pour les intégrales assujetties à s'annuler régulièrement à
l ' infini; il ne sera pas toujours possible lorsqu'on :se donne à rinfini
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une valeur moyenne non nulle; mais s'il est possible^ ce qui dépend
seulement de l'allure de c à l ' infini, il y à âne solution unique.

On étudiera aisément les cas particuliers-dé possibilité et impossi-
bilité de ce dernier problème :

f ' ( M ) ̂  -——^ avec a > n — i: e t.. c ( M ) ^ ,—-^—.
OM " OM

-1.5. Je n'ai donc étudié que les intégrales bornées dans un sens;
encore resterait-il avant tout à élucider l 'importante question signalée
plus haut.

L'étude des intégrales ayant en 0 un i n f i n i des deux signes semble
beaucoup plus difficile. On connaît pour les fonctions harmoniques un
développement au voisinage d'un point singulier, analogue à celui
de Laurent pour les fonctions analytiques; je renverrai pour son étude
à un travail ancien, de M. Appel! ( { ) et un mémoire récent de M. Bou-
ligand (y) . On peut songer à quelque extension aux intégrales de(î) ,
au moins lorsque c a un ordre de croissance assez faible.,

CONCLUSION.

Je ne rappellerai, pas les divers points signalés qu'il serait important
de développer ou, de trancher. Mais j'ajouterai quelques remarques
générales.

D'abord il ne semble pas qu^on puisse aller beaucoup plus loin dans
l'étude entreprise par les méthodes utilisées qui reposent en partie sur
la considération d'équations de Fredholm non résolues; on peut espérer
obtenir des résultats plus précis en résolvant l'équation de Fredholm
dans le cas d^un domaine sans singularité, puis en passant a la limite
sur la résolvante, de façon à obtenir pour la solution du problème avec
singularité de c une expression qui en permettrait peut-être une étude
plus poussée. Mais ce procédé qui demanderait à être approfondi est
d/un ordre d'idées tout différent.

D'autre part u,ne •extension naturelle de ce travail est l'étude du cas
où c, au lieu d'avoir une singularité ponctuelle, est singulier sur un

( î - ) Acta math^ i884, p. 3i3, , ! ' ,
( î ) Annales de l'École Normale supérieure,, 3e série, t * XLVÎIÏ, mars 1 9 3 1 ,

'P- 95- 1 1 - 1 1 , ! ! ! ! ! • ' :
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ensemble de points non nécessairement isolés. Lorsque cet ensemble
est de «capacité nulle ( ' ) » on peut étendre à peu près tous les résultats
du Chapitre IIy les intégrales bornées se comportant au voisinage d'un
de ces points comme s'il était isolé. La question qui a un rapport étroit
avec l'extension que j'ai faite (2) au cas de notre équation de travaux
récents de M. Wiener sur le problème de Dirichlet est développée
dans un Mémoire qui paraîtra prochainement dans le Bullelin des
Sciences mathémMiques et déjà étudiée dans une Note des Comptes
rendus ( t l), Une généralisation ultérieure serait l'étude des intégrales
bornées ou non sur un domaine ouvert (où c est défini, continu ^o)
au voisinage d'un point frontière quelconque.

Enfin on peut songer à étendre toute l'étude qui précède à des équa-
tions de type elliptique plus général, et l'on en aperçoit aussitôt la pos-
sibilité sur certains points grâce aux travaux de M. Lichtenstein con-
cernant des types étendus -— en particulier sa généralisation du
théorème de Harnack. — Mais une extension plus complète ne saurait
avoir lieu sans certains changements ou restrictions comme le montre
l'exemple suivant auquel, je me bornerai pour f i n i r :

Considérons dans le plan l 'équation à^u === u et une petite courbe F
entourant 0. Soit // l ' intégrale nulle sur F admettant en 0 une singu-
larité logarithmique -4- i. En posant u === ^^ogr^us^ ou voit que <' est
^> o et s'annule sur F, et d'autre part que

A i 1 2 1 / . àv ôv , iA. io^ - ̂  [̂  -^) ̂  + (j -,;,) ̂  ̂  p log^ =0

. ( M : ̂ j , Mo :^o,jo)-

Cette équation en P qui. peut encore s'écrire

A. -. ̂ —-f_àv -, _y-~^ àv „ p^ o
OM-log^" ^^OM-^

admet donc-une intégrale s annulant sur F-, bornée au voisinage de Oy
et cependant non nulle.

( 3 ) Un exemple simple dans Fespace est une ligne rectifiable.
( 2 ) jft. Jst. Lombardo^ loc. cit.
( î {) Comptes rendus^ t* 191, 1980, p, 697-


