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SUR LES

FONCTIONS D'UNE VARIABLE RÉELLE
QUI ADMETTENT UN THÉORÈME D'ADDITION ALGÉBRÏQLiE

PAR M. PAUL MONTE L-

1. On dit qu'une fonction f(x) possède un théorème d'addition
algébrique lorsque x^ y et x +y appartenant au domaine d'existence
de cette fonction^ les nombres /(^), /(y)y f^+y} sont liés par la
relation
(i) F[/(^),/(J),/(^+J)]=:O,

dans laquelle F désigne un polynôme de trois variables.
"Weierstrass a démontré dans son enseignement que, si/(^') désigne

une fonction analytique de la variable complexe^ qui vérifie la rela-
tion (i), f{x) est, ou bien une fonc t ion algébrique de x, ou bien une
fonction algébrique de e^, m désignant une constante, ou bien une
fonction algébrique de la fonction elliptique p x , iNous désignerons de
telles fonctions par l'expression <( fonctions "W » et, plus particuliè-
rement, fonctions W de première, de seconde ou de troisième espèce,
suivant que f{x) est une fonc t ion algébrique de Xy de e " " ' ou de px.
Lorsque f(x} est une fonction uniforme^ c'est une fonction rationnelle
de x, de e'1^ ou de px. Des démonstrations de ce théorème de Weier"
strass ont été publiées par M. Phragmén (1]) et par M. Kœbe (2).

( 1 ) Sur un théorème concernant les fonctions ellipiufues {Acta mathem.a-
tica, Bel 7, ï885, p. 33-4a).

( 2 ) (Jeber diejertigen analytisclien Fanktionen aines Arguments welche ein
alg'ebraîsches AddUionstIteorem hesîtzen, und die endl((;fi-vl(îldculî^ umkelir-

Ànn. Éc. Norm., (3), XLVUL — MARS 1 9 3 1 . 9



66 P A U L MONTAS...

M. Picard en a donné une, part iculièreîBeni simples dans son ensci-
gnement ( ' ) .

2. Proposons-nous de déterminer là nature des solutions do l ' équî t -
tion (i) lorsqu'on ne suppose pliiâ que la .fonction / ( . r ) soit amdy"
t iquey et qu'on se borne aux fonctions continues de la var iable réelle ,'r.
En d'autres termesy la fonction f{,x) étant dé f in ie dans l ' i n t e r v a l l e
o^x^ciy dans quels cas pourra-t-elle vérifier une relat ion d 'addi t ion
algébrique de la forme (i), lorsque ^, y et «r+y a p p a r t i e n n e r i l h
rintervalle (o, a)?

Nous allons voir que le résultat est encore le même : fa fnnc»
tion f{x} doit être une fonction W\ I^équîitiorî ( î ) ne peut admet t r e
que des solut ions analytiques. On peut considérer c<*tt(1 équation
comme une équation aux différences f in ies ; elle no possède conum*
l'équation diflerentiel le correspondante

F f . / ' C . r ) , / ^ . / - ) ! : ^ » ,

que des solutions ana ly t iques .
Il importe de remarquer dès rmunl.enani1 que la fonct ion f ( ^ ) ne

représentera pas la même fonction analytique dan^ tout l ' i l î t e rva l l t*
(o, a), de même que l'on peut obtenir une solution de l 'équation dif-
férentielle qui soit une fonct ion continue'formée de morceaux a îû i lv -
tiques.

L'intervalle (o, a) pourra être partagé en un nombre f in i d'inter-
valles partiels dans chacun desquels f(^) coïncidera avec une fonc-
tion W toujours de la même espèce : phx^ précisément, si ^(aQ
désigne la fonction analyt ique avec laquelle coïncide f ( ^ ) dw^Vwi
des intervalles, les fonctions analytiques qui représôîiterorît f(^) dan^
les autres intervalles seront de la forme y,(^+C), C désignant 'une
constante qui varie avec l 'intervalle considéré.

baren. Abeischen Intégrale {Mathematl^'he A^bliandiun^en fL A. Wurarz ̂
^m^j^/^^aAr^A,Ûoc^7ya6^/a^ «9<^ 1^ Kp^u/ih

( 1 ) E. PÏCAK D, Leçons su r quelques équations fûnf'iïonnefi^ } PN n^" \^ uî h ipr
VlIIars el G^-, 19^8, p. 04-75). 1 1 1 ï 1 1 " ! ' 1 "
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Ce résultat avait aussi été obtenu par M. J. F. Ritt ( 1 )^ et le même
problème avait été abordé par M. H. Petrini (2), mais dans des condi-
tions particulières : M. Petrini suppose que la fonction f(^) est uni-
forme dans une région et continue en un point de cette région^ et,
d'autre part, que le polynôme F n'admet pas certaines transformations
singulières en lui-même qui ne sont pas précisées.

Dans ce travail, nous donnerons, en particulier, une démonstration
nouvelle du résultat de M. Rit t . Nous "étudierons les formes que peut
prendre le polynôme F pour que la solution soit une fonction analy-
tique unique . Nous examinerons en détail le cas où le polynôme F est
du premier degré par rapport à une des variables : dans ce cas, toutes
les formes possibles de F peuvent être aisément déterminées. Enfin,
nous aborderons Fétude d'un système de deux équations fonct ion-
nelles à deux fonctions inconnues. Les principaux résultats de ce
Mémoire ont été présentés à l 'Académie des Sciences, dans une Note
du 12 mars 1928.

3. Considérons l'équation
(i) F[/(^/(7),/(^+7):|=o,

dans laquelle nous poserons
X=/(.r), Y=/(j), Z=/(^+j);

nous supposerons que F(X, Y, Z) est un polynôme irréductible en X,
Y, Z. La fonction f{x) est supposée cont inue dans l ' in terval le (o, a).
Nous nous proposons de montrer que /(;r) est formée d'un nombre
fini de morceaux analytiques.

Il est facile de former des exemples de fonctions cont inues du type
précédent vérif iant une équation de la forme (ï). Par exemple, la

( < 1 ) J. F. RITT, Béai functions with algebrcda addition theoreins [Transac-
tions of thé american Malhematù'al Sociely, vo1. XXÎX, {927 , p. 361-368).

( 2 ) H. PETRIN?, Veber FunkUonen die ein (dgebraisch^ Addiltonstheorem
besitzen (ôjversi^t af Kongl. Velenskaps-Akadenuens Forha/ulli'n^ar, 1901,
Arg-. ,:)8, p. 297-3o5). Je dois celle référence à une conTiniinic?ilion obliseanle (h1

M'. J. F. Ri t t .
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fonction j;y|, formée au moyen des fonctions a n a l y t i q u e s x et —,r
vérifie l 'équation

(/X^-Y^Z^-- /i^Y^ru,

mais cette équation n'est pas i r réduct ible el se décompose en quat re
équations

Z-^'X ±Y\

Si l'on considère l'équation irréductible vérifiée par sin.r ;

( x2.4- Y2 -..- Z^ f — 4 x2 Y is ( f . . . - . Z2 ) -:.;:: o,

elle est aussi vérif iée évidemment par la fonction | s in^ ,. formée des
deux fonctions analytiques sin^ et — sin,r ( ï ).

4. Montrons d'abord que la fonction f(x), si elle ae se rédui t pas h
une constante, ne prend qu 'un nombre f i n i de fois chacune dt* ses
valeurs. Le cas où / ( c e ) est une constante sera toujours écarté,

D'abord, f{x) ne prend q u ' u n nombre lini de fois la va leur /(o)
lorsque x est voisin de %éro. Dans le cas cont ra i re , on pourrai t en
effet, trouver une sui te de nombres posit ifs

A i , /^, . , . , //^ . . ,

ayant pour, limite zéro et tels que/(/^) ==/(o). Soit x,, une valeur
arbitraire intérieure a lintervalle (o, a " ) . L'équation

W , . F[ X,/( o ) ,Z ]::..,.: o

n'est pas une identi té , s inon F, divisible par Y —/(o) , ne serait pas
irréductible. Si pour X == X,, =/(^)1, l 'équatiôti en Z devenait, une
identité, le polynôme F[X, /(o), Z] serait divisible p a r X - X«, ce qu i
ne peut se produire qu'un nombre f in i de fois pour des valeurg ^,,
A'a, .. ., ky de ,X.

Supposons d'abord que ces valeurs n 'existentpas; quel ((lie soit ̂ ,
l'équation

F[X,,/(o),Z].:::o

( 1 ) Cf. RITT, loc\ cit. p. 36i.
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définit un nombre fini de valeurs de Z; or on a, quel que soit n,

• F[/(.^),/^),/(^+ kn)] r^o

et /'(/?/,) ==y(o). Donc, une infinité des nombres fÇ^o-^/î^) sont
égaux entre eux, 'donc à /(XQ), puisque /*(^) est continue en x^. La
fonction f(x) prend, au voisinage de tout. point x^, une inf in i té de
fois la valeur ^ ( x ^ ) pour des valeurs de <z' supérieures à XQ. 11 en
résulte que f{x) est constant. En effet, si/(.r) n'était pas constant, il
existerait deux valeurs ;r^ x ^ y intérieures à l ' interval le et telles que
/(.ri) et /(^a) soient diÛerents. Supposons

/(.z;0</(^,),

et soit A.B la corde qui jo in t les deux points de la courbe d'abscisses x^
et x^. Siy'(.r) a, dans l ' intervalle^,, ^2), des points au-dessous de AB,
soit C, ce lu i qui est le plus éloigné de cette corde. Au point G, la
courbe est, dans le voisinage, située au-dessus de la parallèle à AB
menée par C, donc il n'y a pas de points de la courbe à droite de C sur
un petit segment parallèle à l'axe des x issu de ce point. Si tout
l'arc AB est au-dessus de la corde, alors il n'y a pas de points de la
courbe à droite de A sur un petit segment parallèle à l'axe des x
issu de ce point . On raisonnerait d 'une manière analogue si f(x^
était supérieur à f(x^). Donc, puisque f{x) prend une infinité de fois,
à droite de x^ chacune de ses valeurs, c'est que /(^) est une cons-
tante ( 1 ) .

Supposons maintenant qu'il existe une seule valeur k de X pour
laquelle l'équation (2) soit une ident i té ; désignons par E l'ensemble
des valeurs de x pour lesquelles f(x) == k. Soit x^ une valeur de
l'intervalle (o, a). Si x^ appartient à E, on a/(^o) == k. Si x^ n'appar-
tient pas à E, i l . e s t intérieur à un intervalle contigu à E dont les
extrémités x^ et x^ sont des points deE, puisque E est fermé, la fonc-

( î ) Nous venons de démontrer en même temps une proposition connue : si
les nombres dérivés à droite d'une fonction f ( x ) ne sont jamais de même signe,
la fonction est une constante {cf. H. LIÎBESGUE, Leçons sur F intégration et la
recherche des fonctions primitives^ 2e édition, Paris, Gauthier-Vil lars et 0,
I928. P- 77)'
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tion f(x) étant continue. Dans l ' intervalle (.r,, ^a),- /(,r) est constant
comme le montre le raisonnement précédent, et comme

J(^):=/(^)==À-,

on a aussi /(^o) == k; j\x) serait donc aussi constant.
En raisonnant de proche en proche^ on étend le résultai.au cas où il

existe deux, trois, etc., ? valeurs de X. transformant réqualion (2) en
identité.

Je dis maintenant que /(a?) ne peut prendre une in f in i t é de fois la
même valeur, différente de /(o). Dans le cas contraire, i l existerait
une infinité de valeurs x,, ayant pour limite unique une valeur .r,, et
telles que

/(,^)==/(<):=X,,,

quel que soit /?, L'équation
F|;X,/Y,Z]^o

n'est pas une ident i té en Y et Z, sinon F serait divisible par X — X ' o ,
Elle peut être une identi té en Z, pour certaines valeurs de Y en
nombre f in i . Mais on peut toujours trouver un intervalle (o, 8) assez
petit pour que Y ===/(y) ne prenne aucune de ces valeurs si. l 'on a

' ' ' • 0<J^ 1

puisque^ dans le voisinage de zéro» /(.y) ne prend qu'un nombre fini
de fois la même valeur : cela est évident, à cause de la continuité, si
cette valeur n'est pas /(o), et cela, résulte de ce que nous venons
d'établir, si cette valeur est /(o). Soit y une valeur de cet intervalle,
distincte de zéro. L'équation

r[7(^)./(j)>/(^+j):l=<>
montre que, pour tout point x de l'intervalle (^ x^ + o), /(a?) prend
à droite de x une infinité de fois sa valeur en ce point; donc f(x) est
égal à la constante/(.^o) dans cet intervalle. En recom-mern^nt le rai-
sonnementpour le point 0^+0, on voit que/(ri?) est constant dans
•l'intervalle (x^ x^ aâ); et ainsi, de suite, IMne f(x) =/(^) dans
l'intervalle (^0, a). En partant de l'équation

^[f^n-y}^(y}./W\^^^
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on démontrerait de la même manière que /(«^) est constant dans
l'intervalle (o, .2^), donc/'(a?) est une constante.

La proposition énoncée est établie : /(^) ne prend qu'un nombre fini
de fois chacune de ses valeurs; en particulier, f(^) ne peut être cons-
tant dans aucun intervalle.

5. Nous pouvons maintenant établir que la fonction /(^) possède
une dérivée dans un intervalle intérieur à (o, a}.

L'équation en Z
F(X,Y ,Z)=o

n'admet pas une racine multiple quels que soient X et. Yy sinon les
polynômes F et — admettraient un diviseur commun de degré non nul
et F ne serait pas i r réduct ib le . Il peut arriver que, 'pour certaines
valeurs X/ de X, l'équation en Z ait une racine multiple quel que
soit Y, mais ces valeurs X.' sont en nombre fini . A ces valeurs X/
peuvent correspondre des valeurs x , en nombre fini, telles que

f(^)=X\

Pour une valeur ^o, distincte des valeurs x'^ l'équation esi Z
F ( X , , Y , Z ) = o ,

dans laquelle X.o==/(.37o) est distincte d^une valeur X7, ne peut avoir
de racine multiple que pour des valeurs Y' dey, en nombre f in i . A. ces
valeurs Y' peuvent correspondre des valeurs y^ en. nombre fini, telles
que/(y)-T.

Prenons une valeur jo? distincte des y'; l'équation en Z
F ( X , , Y , , Z ) = = o

a toutes ses racines distinctes et il en est de même si x et y
demeurent voisins de x^ e tyo- 11 existe donc des nombres positifs h
et k assez petits pour que, quels que soient x et y vérifiant les
inégalités

| x ~ x^ \ < h, \y — jo I < />',
l'équation en. Z

F ( X , Y , Z ) = = o

ait toutes ses racines distinctes : l'une d'elles est/^+j).
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Faisons le changement de variable
^=Y—/(yJ,

les mêmes résultats sont applicables à Férpation, correspondante
F[X•. /( .A)+^^] : :=G(X, a, Z):^o.

En particulier, l'équation en Z

G(Xo, u, Z)^o

admet des racines distinctes pour u voisin de %éro : u n e de ces racines
est/(^+j) et admet le développement

/( x, 4- .7 ) -==. C( X., ) + A, (;X» ') u / 1 4-- B ( X,, ") ///"''î 4 - . . . .

Ce développement est valable pour \u\ assez petit et lorsqu'on rem-
place X^ par une valeur voisine X : on peut. supposer h petit
pour que le développement soit valable en rein plaçant X» ' pa r
X ==/(^), pourvu que \x — .2-01 soit inférieur à h. Les fonct ions A(X),
B(X)y G(X), . . . sont des fonctions algébriques de X, p est un entier,
et l'on a A(X,)^ o. railleurs C(Xo) ̂ f(x,+y,) ; les autres racines
ont des développements analogues, mais les termes constants sont
tous différents de j\x^ 4-yo).

Donnons à x une valeur voisine de ̂  on. aura

f ( x 4- y ) == C ( X ) 4" A.. ( X ) //// + B ( :X ) u^-1 ,,,4..,.,

En effet, f{x 4-y) est donné par un des développements déduits des
précédents en remplaçant Xo par X; mais, si ^ est voisin de ̂
y(.y^y)doit être voisin de/(,r,+j) ete.n particulier, f(x+y,) doit
être voisin de f(x, 4-yo); or, cela ne peut arriver que si l'on prend le
développement commençant par C(X). D'ailleurs C(X.)1-/(^+ y,).

On peut donc écrire

/(.^ +y) -/(^ + y o ) = ^ [ A ( X ) 4-" :B(X ) / / 4....... /),
/(^-^y) -/(^+7o) = ̂ [A(Xo) 4- .B( X,)u 4"<. .);

les seconds membres sont des fonctions continues de o?etj, voisins
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respectivement de .z-o ^Jo -' oîi en déduit
/(a; 4-r)-/(^ ^-Jo)^ .•V(X)_ ^ ^
J(^+j)-/(^o-+-Jo) A(X.o)

£ étant infiniment petit avecy—jo- A(Xo) n'étant pas nul, nous sup-
poserons h assez petit pour que A(X) ait le signe de A.(Xo). Posons

on pourra écrire

/(^-+-,7o) ==9(^),
j—jo =:'/!,

9(.z' -\- •n) — (p(x ") _ _M./^_f_lJ
9 (.A,-4-^) — 9(^0) ~" A"" [ / ( ./̂  ) |

4~e,

£ étant inf in iment petit avec Y].
Soit ÀO un nombre dérivé de ç(^)? au pointée? obtenu en donnant

à Y] la suite des valeurs A| 5 Àa, . . ., A/,, . . . tendant vers zéro.
De l'égalité

/ o . 9(^ -4" hn) — 9(^') __ 9(^o+ /^.) — yOo) f A.f/(^) '] 1( ) ^ '""" ^ LA[/(^)] T
on déduit que l'un des nombres dérivés X de y(^) est donné par
l'équation

7 _ , A.I'/C^^I
'-^A^/^,^)]*

Je dis que Ao est nécessairement f i n i ; en effet? si l'on avait par
exemple Xo==—oo, 7. serait égal à —oo, quel que soit x dans l'inter-
valle (cTo—/^a?o+A). Cela est impossible, comme on le voit en
reprenant le raisonnement de la page 69 : en l 'un des points A ou C
tous les nombres dérivés sont bornés inférieurement. Puisque Ao est
fini, l'équation précédente montre que X est une fonction continue
de x : on en conclut aussitôt que ̂ (x) admet une dérivée en tout po in t
de l'intervalle (^ ).

On peut le vérifier aisément : l'égalité (3) montre que le rap"
CO ( X -\- hn ) — O? ( J? ) -, i / -i .. , i •., sport ————,————- est borne quel que soit n et quel que soit x dans

'^Tt

( 1 ) Cf. II. LEBESGUE, Leçons sur C intégration et la recherche des fonctions
primitives, 2° édition. Paris, GauLhier-Villars el G1®, 1928, p. 74.

Ann. Jéc. Narrn., ( 3 ) , XLVI1Î . — MARSI^I. 1 0
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l'intervalle (o?o — A-, .̂ o -+-/Q ou (.r,,^). lin a p p l i q u a n t un théorème
classique de M. Lebesgue sur l 'intégration terme à terme clés suites
convergentes bornées, on aura

(4) limT^.-^^^^^^^^^^^
n^^J^ ^n J^

Soit ^(x) une pr imit ive de y(^)y on peut écrire

r^ r^ -l-/'/t
1 9 ( ,-r + A,, ) dx =: 1 9 ( x ) dx ̂  <t> ( ̂  -4- /? „ ) — 4> ( J;i ! -î- h „ ) ?

<r, ^.«-i + /»/»

Ï' 9(^)^^<lï(a;)—<I?(^).
^.rt

Le preniier membre de (4) peut donc s^écrire

Êî L±Ĵ  ̂ l̂̂  [̂ J1 <1) (/ •^J"" ^ / / ) ' 1 1 " 1 ' 1 ' < p ( "t'1 ') •' /^ ^— 1 ""' —^^— - ;
il a pour limite

9(..^) — 90, )

quand ri croît i n d é f i n i m e n t . Donc
y(^) — ç(.^):= ^ /.^.

t"1 '*"t

Cette dernière égalité montre que X est la dérivée ^ 1 ( ^ ) de y(.y) dâns^
rintervalle {x^ x^). Donc, /(^4-yo)^ mîe dérivée eontintie dans
l'isitervalle (x^ — hyûc^-^ h) ou, en d'autres termes, /(^) a luine dérivée
continue dans rintervatle (,^o +y9 ^- ^? ^'o -f-yo *+" h).

6. Nous pouvons maintenant montrer que /(^) est analytique.
D'abord, /(.r).est analytique dans l ' intervalle précédent, car ©(,r)
vérifie Inéquation différentielle

1 . ^ ( x \ - 1 Al.^^)]9(^)^A^,^^^

OU
J^+j^ai:/^)],

(X[/(a7)] désignant une fonct ion algébrique de son argumeîît On
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peut encore écrire
ff^)=a[f^-^)],

la variable x parcourant l'intervalle {x^ x^),
Si l'on considère maintenant l'équation

F[/(^-7o),/(joL/(^)]==o,

on peut supposer que les nombres .z-o? Jo? ont été choisis de façon
queF(X, Yo, X^) nesoitpas identiquement nul. En effet, le polynôme
en X :F(X, Y, Xo), ne peut être identiquement nul que pour certaines
valeurs de Y en nombre fini auxquelles correspondent des valeurs y "
de j en nombre fini. Il suffît de prendre jo différent à la fois des va-
leurs y et des valeursy^ introduites à la page 71. On peut alors résoudre
en/(*r—jo) l'équation précédente si h est assez petit et l'on ob t ien t :

/(^jo)=tô[/(^):|,

(%[/(^)] désignant une fonction algébrique de/(^), et par suite,
(5 ) f\x)=aW{x}}\=e[f{x)^

(2[y(^?)] désignant encore une fonction algébrique.
Puisque f{x} vérifie l'équation différentielle (5), qu'on peut mettre

sous la forme
H[/(^),.n^):]==o,

H désignant un polynôme, on voit que fÇx) est analytique dans
l'intervalle (.^0 ^a)*

Soit maintenant (<z?,, x\ -+- Z )un intervalle intérieur à (<r^ wCa) :
^i <^ .z'i 4- / :̂  x^.

L'équation
(6) F[ / (^ / ( / ) , / (^+0]==o,

dans laquelle .r varie de x^ à x^+ly peut avoir, quel que soil^r, des
racines multiples en Z =fÇv 4- l). Cela ne peut arriver que pour des
valeurs Y7 de Y=/(y) en nombre fini, auxquelles peuvent corres-
pondre des valeurs y ' en nombre fini, nous supposerons que le
nombre ^est différent de toute valeur y : on voit qu^on peut prendre l
aussi voisin qu'on le veut de x^ — x^.

Le nombre l étant ainsi choisi-, l'équation (6) ne peut avoir de racine
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multiple en Z ou être une ident i té en Z pour que certaines valeurs ,X'
de X en nombre fini, auxquelles peuvent correspondre des valeurs x\
en nombre fini, contenues dans l ' intervalle (a;,, a;, +/) et telles que
/'(^^X'. Ces valeurs partagent cet intervalle en un nombre f in i
d'intervalles partiels.

Soit (x\^ x^) l'un d'eux; lorsque x varie dans cet intervalle, l'équa-
tion (6), résolue en f{x + Z), donne pour/(a? "h f) une fonction ana-
lytique régulière de/(^). M'ais/(;r) est régulière en x, donc f(x 4"/)
est analytique et régulière en x. Donc, dans l'intervalle (x\ + /, ̂  4- /),
la fonction f{x} est analytique. Les valeurs de/(a;) forment donc des
fonctions analytiques dans les intervalles, en nombre f i n i , obtenus en
partageant l ' intervalle (^ -h /, x^ -4- 2/) au moyen des points ^/4- /.

En répétant le môme raisonnement pour le nouvel in terval le
(^, x^ -+- 21), on passera à l ' intervalle ( x ^ , x^ 4" 3/), etc, ; on atteindra
le point a au bout d^un nombre f i n i d'opérations.

L'équation
F[/(..;-/),/(/),/(,.•)]•:,-.: o

permet de même d'at teindre les in te rva l les { x ^ — / , ,r,), pim
(^—2/ , ^i), etc.; jusqu'au poin t , o. .Au total, on aura, partagé
l'intervalle (o, a) en un nombre f in i p d ' intervalles partiels dans
chacun desquels /(^) est analytique et régulière. Chacune de ces
fonctions est une (onction W : donc f{x) est composé de fonctions W1,
en nombre fini.

7. Soient
/l0h /2(^)î • - î fp(^)

les différentes fonctions analytiques avec lesquelles coïncide f{x)
dans chacun des p intervalles partiels. Je dis que, à rhrtérieu.r de
chaque intervalle, la fonction correspondante "vérifie une même équa-
tion différentielle.

Considérons en effet la relation

(7) F[^(^),/i(.r),^(^-i~j)]:^o,

dans laquelle x est supposé dans l 'intervalle relatif à fi(,x) et y âsse%
petit pour être situé dans le premier intervalle, relatif à j\ (x), et pour
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que x + y soit dans l'intervalle de /i(^). En diiîerentiânt par rapport
à ,r et à y , on obtient

. (8) ^ /; (^) + ̂ /;(> +J) ̂  ̂

(9) ^/,(j')+^/K^+y)-o.

L'élimination de //-(^4-y), /^-(^+j)? entre les équations (7), (8),
(9), conduit à une relation dans laquelle nous donnerons à. y une
valeur fixe, o par exemple. Soit

n[/;(<)^(^)]=o

la relation obtenue, dans laquelle H désigne un polynôme. On pourra
faire le même calcul pour chaque fonction /((^); donc, chacune de
ces fonctions appart ient à une solution de l 'équation di f férent ie l le

Sl[ /^) , / (^) ]==o

dont l'intégrale générale est de la forme f{x + C), C désignant une
constante. Les fonctions fiÇoc) sont donc de la forme

/(,r+c,), /(^-4-a), ..., /(.Z-+G/),
C\, Ça, . . ., Cp désignant des constantes ( f ).

En particulier, on voit que les fonctions /,(^) sont des fonctions W,
toutes de même espèce. On peut d'ailleurs le voir directement, en
remarquant que fi{oc} et /^ (,r) sont liés par u n e relation algébrique.

.Réciproquement, étant donnée une fonction W1, on peut se proposer
de déterminer des intervalles et des constantes de manière à obtenir
une fonction de variable réelle possédant un théorème d'addition algé-
brique. Ce problème n'est pas entièrement résolu. On trouvera, dans
le Mémoire cité de M. Ritt, des conditions nécessaires auxquelles
doivent satisfaire les fonctions//(\r).

8. Soit (o, a) l'intervalle correspondant à la fonction analyt ique
/i (a?). Supposons a <; a, de façon que f{x) soit égal, lorsque x est

( 1 ) Cf. RïTT, lOG. Cit^ p. 307.
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supérieur à a, à une fonction analytique difîerente/a(^). Considérons
l'équation
(10 ) F[/,(^),/,(.y),/(^+.:,r)]^o,

vérifiée par la fonction/ lorsque x et y sont dans l ' intervalle ( < > , oc),
Supposons qu'il existe deux valeurs x^ jo intérieures à cet inter-
valle, vérifiant

;r,,4-jn==a
et telles que ^r4(5o),j,(jo),/(^)i" ••-•-11—^1-1--
soit différent de zéro. Alorsy Inéquation (ïo)déf ' inity*(*r) dans le voisi-
nage de a comme une fonct ion analytique régulière de fA^) ou
de /i(y)- Si, par exemple, on laisse y f ixe et égal à j"^ on voit
que f(x) est analyt ique et régulière en x aiilovr de a, puisque j\(^)
est régulière autour de x^. Or, pour;r<^o, /'(^coïncide avec/i (.f)»
et pour x^> x^, f(^) coïncide avecya(,r); done/a(^0 <^t le j)roloîï-
gement ana ly t ique de /", (^) et a i^est pas la l i n j i i t e de l ' in terval le*
dans lequel fÇoc) coïncide avec/^.T).

Pour qu'il puisse'exister des ionctions/^^) distinctes, i l f a u t q u e y
quels que soient les nombres XQ e tyy dont la somme est o^ la dérivée
àF ., , . n-jf soit toujours nulle.

Cette dérivée doit être nulle, pour les valeurs X^ Y, Zy défîmes par
les égalités

X =J(.r), Y :^/(a - ;r), Z r=/(^ ),

Considérons la surface algébrique (S) représentée par l 'équat ion
F ( X , Y , Z ) r = o ;

comme/(,r) n'est constant dans aucun intervalle, les relations précé-
dentes définissent une courbe plane (L), située sur (S), en chacun
des points de laquelle le plan tangent est perpendiculaire au plan
des XY, si le point est simple. En d'autres termes, la surface (S)
possède une courbe (L) située dans un plan parallèle au plan des XY,
qui est une courbe multiple de la surface ou une courbe du contour
apparent correspondant à la direction OZ.
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On peut ajouter que la courbe (L) est nécessairement multiple si la
dérivée de/(;r) reste finie au point a. En effet, on a, au point a,

âF ,.. , à¥ ,,, ,
^n^+^^a):^

^f'w-^^f'w^o.
^ / < / / \ i. p * . ^F i i ' < • ^ ^l7 <•Comme / (a) est hni et -jy nul , on doit avoir -p. = = ^ , = = o , saut
peut-être aux points XQ ou y,., en lesquels/7 (a?) est nul . Mais les points
où cette dérivée n'est pas nulle sont denses dans tout intervalle; donc
les dérivées ^ et .y sont nulles en tous les points de (L). On verrait
de même que la surface (S) possède une courbe (I/) s i tuée dans un
plan parallèle au plan desYZ qui est, ou bien une courbe mu l t i p l e^ ou
bien une courbe du contour apparent correspondant à OX. .Et l'on
obtient aussi une troisième courbe (L^) jouant le 'même ' rô l e par
rapport au plan des ZX; de plus, les trois plans sont équidisiants de
l'origine si les axes sont rectangulaires*

Démontrons par exemple l'existence de la courbe (L/). L'équation

(") F[/(^~r),.A(j),^(^)]==o

est vérifiée par/, lorsque y est dans l ' in te rva l le (o, oc) et, x dans l ' in-
tervalle (a ,p) correspondant à /a (^). Soient Xo, y^ deux nombres
tels que

,-^,—;^=:a,
pour lesquels

•^[/(^),./,(.y.>),/.(^)]

soit différent de zéro. L'équation (i i) défini t , alors/(a?) comme une
fonction analytique autour de a : on le voit par un, raisonnement tout
à fait semblable au précédent. Donc, si a est un point de séparation de
deux intervalles, on doit a v o i r — == o, en tous les points de la
courbe (L') :

X==/(a), ' Y==/(.r-a), ,Z^/(^).

Le plan tangent est parallèle à OX en tous les points de cette
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courbe à moins que (L/) ne soit une courbe rrmiliple, ce qui aura
nécessairement lieu lorsque la dérivée de fÇ^) est linie au point a*
Par exemple, pourla fonction j\x) — s in , r [y la relation

( X2 + Y2 - 7^ f -...- 4 X2 Y2 ( î -.-.- Z'-' ) ::.:.:::. o

représente une surface admettant la bis^ecirice
X' := IÏ :::=: Z

comme axe ternaire. Les sections par les plans de coordonnées sont
des droites doubles; en particulier, le plan des 'XY donne les droites

Y=r:±X, Z=:;o.

Leslimites a des interval les doivent vérif ier Inéquat ion
/(a)-^o :

ce sont les nombres /CIT.
En résumé, pour que f(x) sait formé de plusieurs fonctions analy-

tiques y il est nécessaire que la surface ( S " " ) po^sèf/e trou courber ^iluérs
clam des plans P, P', P"., équidùlants de l'on^ine el parallèles CÎ.UOG plam
de coordonnées, et que ces courbes soient rnuliiple^ ou des courbes de co/i»
tours apparents de la surface,

Dans le cas contraire, f{x} est une fonction analytique W unique.
En particulier,/^) est une fonction analytique un ique lorsque le

polynôme F(X^ Y., Z) est du premier degré par rapport à une des
variables.

9. Examinons quelques cas particuliers. Soit la relation
( i i ) /(.r±j')^^[/(^),/(j)],

(Ji désignant une fraction rationnelle. Nous dirons qu 'une fonction
continue/^) admet un théorème d'addition ou de,soustraction ra t ion-
nelle lorsque cette fonction vérifie la relation précédente avec le si^ne
plus ou le signe moins.

Toute fonction analytique vér i f iant la relation (x ï) est un i fo rme : il,
suffît de reprendre un raisonnement de M. Phragmén (1:). Prenons par

(1) PHMAGMÉN, loc, ait.
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exemple la relation
(12 ) /(^+J)=^[/(^),/(J)]

et marquons, dans le plan complexe, les points critiques a de /Or),
ainsi que les points a 4-yo? ^ o ^ y u étant deux points en lesquels/'(rc)
est régulière. Traçons un lacet partant de ^o-+-yo et y revenant,
composé d^un arc L parcouru deux fois et d'un petit cercle dont le
centre est le point cr i t ique ao, l'arc L ne passant par aucun point
d'affixe ju -h- a, a désignant un point critique arbitraire. Lorsque^ 4-ju
parcourt la ligne L de •yo+yo a xl ^""yo? œf é tant voisin de a<^ le
point x décrit une courbe U a l lan t de a-o a xl et "^ rencontrant aucun
po in t a . Partons de^o,yo? ^n d o n n a n t à /'(^o +^0) une déterminat ion
q u i varie quand on décrit le lacet autour de a<» . Laissant y fixe en y^
faisons décrire à x l'arc 17, oc -+- y^ vient en x ' +y^ et décrit L ; à ce
moment, laissons x fixe en a/y faisons décrire à y un petit cercle tel
que x ' -[-y décrive le peti t cercle tracé autour de ay ; on peut supposer
le cercle décrit pary assez petit pourquoi ne contienne aucun po in ta ;
ensuite, y étant revenu àyo, laissonsy fixe et ramenons x en x^ sur
la ligne f./, le point x+y décrit la ligne L et revient en x^ +jo-

Les déterminations de/^u) et/(yo) n'ont pas changé puisque les
chemins fermés décrits par x et y n'enferment aucun point critique ;
mais la déterminationde/(a 'o 4-jo)a changé; or, par cont inui té , elle
doit être égale à [^-/(^o)?/(yo)']» ce qui est impossible. La fonc"
tiony'(<z') n'a donc aucun point critique.

Je dis que c'est une fonction W de première ou. de seconde espèce.
Si el le était de t rois ième espèce, ce serait une fonction ra t ionnel le
de p x . De l'égalité (12), on t i re

/(^+J)-/(^Q=[/(J) -/(o):|cîl.[/(.r),/(j)|,

tfli désignant une fraction rat ionnel le ; on en déduit
f^^cK^/Çx)],

cîls étant une fraction rationnelle. Or, si l'on avait
/(^)==^(p.:r),

ûls désignant une fraction rationnelle, l 'équation différentiel le devien-
Ànn. É€. Norm., (3), XLVII1. — MA.BS igSî. ï ï
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drait
^•3 (P^)?7^ == ̂ [^(P^)] ̂  ̂ .((P^OI

^4 désignant une fraction rat ionnel le; cîl';, n'est pas ident iquement
nul, puisque /(^) n'est pas une constante. 1/équation précédente
donnerait pourp7^ une ' fonct ion rationnelle de p x , ce qui. est impos-
sible, puisque px est une fonction paire. Même résul ta t en prenant
y (a?—y).

Ainsi,/(a?) est une fonction rationnelle de a; ou de e " ^ . Examinons
d'abord le premier cas. Soit

et

^[y-(,^j(^^l,,^^

f(rY-^.J^)-^ (^

P, Q, A, B désignant des polynômes. Nous supposons irréductibles les
P Afractions /. et p - En substituant dans réquation ( ï^) , on voît (}ue P

etQ doivent être du premier d.egré en X..ej, "Y, s inon ndentité
A.(^4- j )Q---B(^.4- j )P^^

entraînerait q u e P et Q ont un facteur commun, polynôme en X et 'Ï\
On a donc

a. XY 4- b X., 4" ( f Y 411" ciZ ̂
â /XY4" b'Yi.. 4"1 r,-/'Y•-.41•ll•ll d1

Ainsi, la relation ( ï ï ) est du premier degré par rapport à chacune
de ses variables. Le même résultat subsiste pour une fonction de
deuxième espèce. Donc, lorsqu'une fonction admet un tlièorème d'cuhU-
tion rationnelle^ elle admet aiisn un théorème de soustraction rationnelU^
et réciproquement,

D'autre part, la surface représentée par cette équation ne peut.
admettre les particularités indiquées au paragraphe 8. Donc, la solution
est formée par une fonction analytique unique.

Nous pouvons,alors nous borner à/l'équation (12). Dans ce cas, la
symétrie en x ety exige que l'on ait

( z\ 7 - iî  "Jr b { x 4" ^ ) 4"" ̂
^•^ ' /J ̂  a/XY 4-Xx^V)'':^^^^^^^^^^^^^^^
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Supposons d'abord que/(.r) soit rationnel en x ; en remplaçant au
beso in /par -ou/par / - const., on peut supposer que le degré de

B est inférieur au degré? de A. Alors, en identifiant, P contiendrait un
terme de degré ^p en {x,y\ irréductible si a n'est pas nul , et Q aussi,
s ia ' n'est pas nul. Or, dans'Z, les deux termes sont de degré p. On en
déduirait, comme précédemment, que P et Q ont un facteur commun.
Donc a == a' = o. Il vient

7- ^ (X+Y)4 - ^
~~/y(X.4--Y) -i-r/7'

en remplaçant f{x) par /(^)-/(o), l'équation ne change pas de
forme et l'on a X(o) = o. Faisons a lorsr==o dans l 'équation, il vient

bX-{-d
A = 7-r-î———77»

~~^X4-^ /

d'où b' ==0y b ^ d ' , d == o, et l'équation se réduit à
/(^-|-y)=/(^)+/(j),

dont la solution est C^. On en déduit que la solution de la première
équation est une fonction homographique de x.

Supposons maintenant que/(^) soit une fonction rationnelle de
e " ^ , posons

e^-'z^: E, e"^' — 'n,

d'oùd'où

on a alors
e^-'^-yi =: ̂ -;

fW
A(0
B(D3

et la considération des degrés en ^ seul montre que, dans l'équa-
tion (i3), a ' est nul. Comme on peut encore supposer que /(o)== o,
on aura

Z = = a X Y + X 4 - Y

et, en remplaçant /( x) par aj\x), si a -=^ o,
Z=:XY4-X:+Y.

Si a était nul, /(^) serait rationnel e'n x et non en ^/u:.
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La dernière équation s'écrit
• ï ,+;(„ +y) = [I, + J(^)] [X + /(7) 1

on
^(^+y):=^r)^(y),

en posant ^(^) ̂  ï -h/(^)'
g{x) est donc de la forme 0^" et la solut ion de l 'équat ion est •une

fonction homographique de e / " ^ .
Si/(.r) admet un théorème d'addition ou de soustraction ration-

nelle, il en est de môme de toute fonction homographique de /, à
coefficients constants*

On peut aussi remplacer x par une fonction linéaire de a'. Donc :
Toute fonction continue qui admet un théorème d'addition ou de. sous-

traction rationnelle est égale à x ou à e^'y à une yub^'lùution homogra-
phique près, à coefficients constants.

On aurait pu obteni r les mêmes résultats en formant l 'équatioxi dHîé-
rentielle que vérifie/^). Cette équation est de la foroie

/^.r):^^!'/^^)'),
fê tant une fraction rationnelle. II suffi t alors de détern 'uner toutes
les formes de ût pour lesquelles cette équation, a une intégrale géné-
rale uniforme (>1).

Amsip toutes les relations d^addition rationnelle se déduisent des
relations

f^^y)^f(^}+f(y],
j(^.+-j)::=:/(^)/(r),

par une transformation homôgraphique à coefficients constants.

10. Examinons plus particulièrement le cas où. la fonction raiioîm.êlle
sô réduit à un polynôme: nous diron s qu/une fonction vé r i f i an t l'équation
(i4) f^±y)^^[/^}./[y')^
P désignant un polynôme, admet un théorème d 'addi t ion oit de
soustraction entière..

(1) Voir^ par exemple, E». GÔURSAT, Cours d'Analyse maiftéfrt.alicjuc^ ^ éili-11

lion, Paris, Gauthier-Villars et. 0e. ig^^ p, 54o»
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D'abord, si /(.r) est une fonction homographique de .r, elle ne
peut avoir aucun pôle a, car, en prenant pour x et y deux valeurs
vérifiantFégaIilé

x±y= a

et dont aucune n'est égale à a, le premier membre de l'équation (i4)
aurait une valeur in f in ie , tandis que le second aurait une valeur f in ie :
donc/(.r) est une fonction linéaire de x.

Si/(.r) est une fonction homographique de e ' ^ ' - == S, elle ne peut
avoir aucun pôle a différent de zéro, sinon, en prenant pour x et y
deux nombres vérifiant l 'égalité

^m{x±y}-^ y^

et dont aucun n'est n u l , on arriverait à la même con t rad ic t ion . Si a est
nul.fÇx) est une fonct ion l inéaire de r"^'; s'il n'y a pas de pôle, c'est
une fonction l inéaire de ^•r. Donc, /(.r) ne peut être qu'une fonction
linéaire d 'une exponentiel le . .Mais cela n'est pas possible dans le cas
où l'on a

/(:^^j)=P[/(^),/(y)j,

car on aurait une égalité de la forme
e"1 ̂ -^ =: P, | e^', e'^y \,

évidemment impossible puisque le second membre peut s 'annuler. En
résumé :

Toute fonction continue qui admet un théorème et addition entière est
égale à x ou à e-'^ à des substitutions linéaires prèsy sur la fonction et sur
la variable.

Toute fonction continue qui admet un théorème de soustraction entière
est une fonction linéaire de x.

On peut obtenir ce dernier résultat d 'une autre manière qui en per-
mettra rextension; on a

j\x~y) -f(o)^[f^) -f(j)'\ P.[/(^ /(J)L

Pa désignant un polynôme; on en déduit, en faisant tendrey vers x,
/^^(^.[/(^/(cOI
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on
./,/•• ̂ 1>,[/]<A

Pa 'désignant un polynôme en /. Donc x est (in polynôme en /, et,
coinïïie la fonction inverse f(oc) est uniforme, x est, du premier (le^'ré
en/. Donc y est linéaire en x.

H. Appliquons la même méthode au cas ou P ( X , Y) désigne
une fonction entière de X de genre fini quel que soit Y, et réciproque-
ment.

On démontre aisément, par la même méthode qu 'au paragraphe 5,
que /(^) admet une dérivée.

On a encore les égalités précédentes, Py et P;, désignant m a i n t e n a n t
des fonctions entières de genre f in i . Donc, y est une fonction ent ière
de/de genre ' f ini , que nous désignerons par '?(/"). L'égalité

/(.r - J')^P(/(.r),/(j)]

•r ••"^'•--"^j1^/^'^..^'^)!!.
entraîne

Laissons y fixe, nous aurons

^U^-y^^^U^/u'Y}^
Le premier membre est une fonction entière de j\ de genre f i n i ; le

second estime fonction entière d'une fonction entiere/.D'aprf^un théo-
rème de M. Polya (1), cela ne peut arriver que dan^ deux cas : ou hum
P est un polynôme, hypothèse déjà examinée; ou bien y eut d'ordre
zéro, et P, dont Fordre ne dépasse pas celui de ç, est aussi'd'ordre1 n u l
en X, et aussi en Y./(<r) est une fonction uniforme,, inverge d 'une
fonction entière y, de genre zéro, dont la dérivée s 'annule néce^aire-
ment, à moins que cette fonction ne se réduise à une fonction l inéa i re
de /. Alors / est linéaire en x, et P se réduit a un polynôme du, premier
degré. Ainsi :

Toute/onction continue vérifiant F égalité

, /(^-J)= :^1[/(^)</(7)],

• , ( 1 ) PÔLYA, On an intégrai funcif an of an intégral ftf ru-tien (Journal fi f thé
Lendon Mat hématie al Society^ vol. 1, Part 1, KpîïL
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dans laquelle''? désigne une fonction entière de genre fini\ est nécessai-
rement une fonction linéaire de x,

12. La méthode que nous avons employée et qui repose sur les pro-
priétés des nombres dérivés peut être appliquée à des équations fonc-
tionnelles autres que celles définissant un théorème d'addition .algé-
brique.

Prenons par exemple l 'équation de Poisson (')

/(^+jy)+/(^—y)==2/(^)/( j) .

On voit quey(o) doit être égal à un et que/'est paire. On peut écrire
f( ,y 4, k) „ j\ ̂  ) y( ̂ ) _. y-( ̂  „ k} _ ^ f ( h ) — î '
————————],———————— ———————^——————— ̂  ̂  j ( ,L ) ————^———— .

Soi t / ? i , / /a, . . ., h,^ . . . une suite de nombres positifs tendant vers
zéro et tels que la fraction du second membre ait une l imite À(» finie ou
infinie. Supposons que cette limite ne soit pas.nulle et laissons x dans
un intervalle oùf(co') ne change pas de signe. Alors, si par exemple Xo
et /(.r) sont positifs, toute limite du premier membre est positive,
x restant fixe et h prenant la suite inf inie de valeurs ///,. Or, si. f'Çx)
n'est pas la cons tante un, soit AB une corde de la courbe représenta-
tive : si la courbe a des points au-dessus de AB, soit C, le point le plus
éloigné de AB ; en G, toute limite du premier membre serait négative
ou nulle. Donc, la courbe est toujours au-dessous de chacune de ses
cordes : c'est une fonction convexe. Dans ce cas, le premier membre
aurait pour limite zéro, sauf peut-être pour une suite dénombrable de
points. Donc À() est nul.

Formons alors le rapport
f(x-^ h} 4- f{x— h) - a/C^) _ /( h ) - r

^ ^^j(:v)'——^——. .

Soit h^ Aa, . . ., /?„, . . . une suite de nombres positifs tendant vers
zéro tels que la fraction du second membre ait une limite ^o finie ou
infinie. Supposons encore p.o et/(;r) positifs dans l'intervalle consi-

( ' ) Cf. E. PICARD, toc. cit.) p. 6.
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déré. Pour aucune valeur x de cet in terval le , on ne peut , avoi r
/( .y -4- h ) -{- /( .r --- h •) - ^ /( .̂  ) < o

lorsque A est assez petit,. Par conséquent , la courbe n'a aucun p o i n t
au-dessus d 'une corde quelconque A.B. La fonction est, convexe : e l le
admet en chaque point une dérivée puisque, Ao étant n u l , en t o u t p o m t
la dérivée à droite est égale à la dérivée à gauche. Cette dérivée est u n e
fonct ion croissante, donccont inue, puisqu 'une fonct ion dériver* prend
toutes les valeurs comprises entre deux des valeurs qu 'el le prend. Or,
le premier membre peut s'écrire

/l̂ î l7!̂  (o < 0 < i ),
À

et, comme i l y a des points dans tout in te rva l l e où u n e f o n e f i o n c o n t i n u e
croissante/'(^) admet une dérivée / " { ^ " ^ on voil ' <1^ I^o e^ ( I m-

Nous pouvons alors intégrer terme à terme connue nous l 'avons f a i t
au paragraphe 6, en d o n n a n t a h la suite de va leurs //^ On peut
écrire

,,„ r " r./-^-'^ ' .A" /"-1 v^./,/ //„. „; .,,̂ , r" r"/( ,n ̂ ./...
h^U^ ,/,., l t r l J'^ J^

Soient ^ ( x ) une pr imi t ive de/(.r) et ^(.v) une p r imi t i ve (le ^(.r).
Le premier membre s'écrit :

^(X^-hn} +^(:-V--k^ — ^^(^) ilt^t^ l̂̂ tJl̂ '̂ ' " " " " " / h f i ] "1""1"1 ^^ l (• r»)————————,___,,.^.,.^ - - —— . ^ . .^————^^^^^^

^U', -i-^^1" *. (^1 •'-_ ^<, ) • l l l l : 1 1 ' ^ ̂ ^ (.̂ i ) / .
^•/ï,

et, si1^! a été choisi de façon que f(^) ait en ce point une dérivée
première, ce qui est toujours possible, cette expression a pour l imi t e

! ^/(^)ll~^/(^l)ll•l•l^(^/ll-
Donc

f(^) ̂ f(a^) 4- (^ -~- ̂ O/^^ ) «4- ̂  f / /( / /) du dv,
J^ J^.

D'où l'on déduit, en tout point,
1 , f^^^^f^).
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Donc, la solut ion générale est y(.a?)==cosfl,r, ouy(;r')=== cha.r; si p.,,
est nul, on a la solution évidente/(a?) ==== i..

13. La même méthode s'applique à l 'équat ion fonctionnelle :

JOV'Cy - -') +/0'V( = - • r) -^A ̂ /o -y) -— o-
En faisant ;2;*==r==;;, on trouve y(o)=o. En faisant .z'===j' et

^ = o, il vient
/(..;) +/(-.,:o=o.

Donc y est une fonction impaire. Posons 2 ==—j^ l 'équation peut
s'écrire :

/(,^,^) +y-(.,. ,,»^)^y(.,;)^^},

et, comme/( .2;) est supposée continue, on voit que

lin. ̂ )^^.
,r=o /(J)

11 suffit alors d'écrire

f^ + /Q.+/(.r - A ) ~ 2/(^) = ̂ /(..•) ^^ - , 1

et de ra isonner comme au paragraphe précédent pour s'assurer que
/(,r) vérifie ta même équation différentielle

J//(,r)=^/(.^.

On en déduitque la solution générale est/Ï;r) === sin ax^ (mf(x) === shaa.\
ou/(;r) ==.z', à une constante multiplicative près.

14. L'équation fonct ionnel le de Poisson se relie à celle de Mou-
tard ( { ) et au problème de déterminer deux fonctions /(^) et o < ^ )
vérifiant l 'équation

/( •ï: -i- y ) ? ( ' ï i ; - J ) "-1-./'( • / • ~ J ) ? ( ̂  4" y ) = ^ /( .r ) /(j ) y ( .:̂  ) 9 (j- ).

On obtient i 'équat ion de Poisson lorsque ( p ( x ) est la constante ///?-,

(1) MOUTARB, Note au livre de Ponceîet : Applications cCanalyse et de g'éomé-
trie^ t. I, p. 5o9-535, Paris, MaIIet-BacheHer, 1869..
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On voit immédiatement que si /u(^), yo( .T) fornient un système de
solutions, il en est de même de

J( x ) =. f, ( x ") e^-^ 9 ( .r ) :-=: (p, ( ./:• ) ^••" '\

quelles que soient les constantes h etr ' ; en p renan t ^,,(.r)== \ ^ { . J \ ( x ' )
égal à cosa<r ou cbaXj on obtient un premier groupe de solut ions ana-
lytiques. Mou'tard a montré que les autres solutions régulières sont les
fonctions thêta de Jacobi.

I-Sn suivant la même marche que dans les paragraphes précédents,
on voit aisément que si Fune des fonctions est a n a l y t i q u e , l 'autre l'est
aussi ; que si, l 'une des fonc t ions a des dérivées jusqu'à l 'ordre/^ i l en
est de même de la, seconde,

15. Certains résultats obtenus dans les paragraphes précédents
peuvent être étendus aux systèmes de fonc t ions .admet ta ni. un (.héorème
d'addition algébrique, problème à rapprocher des t ravaux de Poiïicaré
et de M.'. Picard sur les fonctions rnérornorphesqni a d i n e K e n f un ' théo-
rème de m u l t i p l i c a t i o n .

Nous dirons que lé système des deux. fonc t ions cont i i fUîes /'(^),
g ( ^ ) admet un théorl^.Tie d'addition algébrique siy^y et ,2; -h;)7 appar-
tenant aux interval les où elles sont définies, elles v é r i l i e n t deux équa-
tions de la forme

! ^ P[/(>+7^ ^{^•^y'}j\^}, ̂ (•^ f[y^ ^ ( r } \ — ^ .
F,[/(.y+y), ̂  4-7), /(.iQ, ^(.r), /(y), g ( y ) ],::::, o.

F et F, désignant'des polynômes à six variables. On peut év idemment
supposer que F ne contienne pas g ( x 4-j) et que F^ ne cont ienne pas
A^+y).

Bornons-nous au cas ou ces polynômes sont du. premier-degré en
/Çx 4" ,y)? ^{^ +y)y on pourra, écrire

(^ ,( J(^^J) ̂  ̂ [/(^ ^•(-/••), /(.?'). ^(.r)j.
( g{x 4-J) ==.G, [/(^), ̂ (^), /fj), ̂ (j)|,

G- et 0, étant des polynômes à quatre variables.. Comme on peut rem-
placer/(^) et ̂ ) par/(^) —/(o) et ^x) - ̂ (o), on pouïra sup-
poser que les fonctions /et^ s^annu len t avec la variable. On. déduit des
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équations précédentes, en posant
/(.:r)=X, ^)==X,, /0')=Y, ë\r)^-T,.

f^^y)^j'(^)= H(X, X,, Y, Y,),

^+^)^.(^)^H,(X, X,, Y, Y,),

H et H( étant des polynômes qui s'annulent quels que soient X'e.t X..i
lorsque Y === Y\ == o. Le polynôme H, par exemple, peut se mettre sous
la forme

Y P ^ X , X,, Y, Y\) -+- Y, P,(X, X,, Y, Y, ) ;

supposons d'abord que P(X,X| , o, o )e tP i (X, X < , o, o) ne soient pas
identiquement nuls. Nous pouvons écrire

/(.:r-+-A)-/Qr) _Y(/n Y, ( A )
————^————— — —^—j (^v, A.i, i, r i ) -i- —,— i i ( A , A,, ï , i^).

Soit A i , Â27 . . . 7 A/^ . . . une suite inf in ie de nombres positifs ayant
pour limite zéro et tels que —^— et • aient des l imi tes A(» et p-o.

Le premier membre a, clans les mêmes conditions, une l imi te X. Si
un seul des nombres Xo ^t ;j.y est in f in i , comme P e t P i ne sont pas nuls
quels que soient X et X, , 7. aurait, dans un intervalle, une valeur
infinie toujours de même signe. En effet, supposons )'.o infini et p-o
uni . P(X, X i , o, o) ne peut être nul quel que soit x quand on remplace
X et X, par f(x) et g{^)f sinon la relation

^/C^)' ^(-r). o. o]==o,

résoluble en /( .r) ou en g ( ^ ) , puisque P n'est pas identiquement n u l ,
nous permettrait d'être ramenés au cas d'une équation unique relative
à/(;r)ou à^'(;r), c^est-à-direau problème traité précédemment. Nous
pouvons donc trouver un intervalle dans lequel PJ^.r), ^'(J*), o, o | ne
s'annule pas. Dans cet intervalle, 7. est infini toujours de mêrne signe,
ce que nous savons être impossible.

Supposons maintenant que ?.o et p-u soient tous deux inf in is . On peut
choisir la suite hn de façon que le rapport v ' ' - ? ou son inverse, ait1 ( l ( ^ )
une limite finie p. L'égalité
f^^h^-f(a,)_-Y(hn)r , Y,(/z,) 1
———————————— _„ — — — 1 (^A., À.i, T , \ i ) -r- —jj— l\ (À.,, Ai, Y , Yi )

itn fin [„ t ( /?•/?,,) J
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.montre que X sérail i n f i n i toujours de même si^ne dans un in terval le ,
à moins que le polynôme

P ( X , X, , o, o) • 4 - p P , ( X , X, , o, o)

ne soit ident iquement nul .
Si ? == Oy cela n'est pas possible, par hypothèse.
Si p n'est pas nu l , nous pouvons remplacer les fonct ions / et /;• par

des combinaisons linéaires et prendre par exemple
/:^9,
^ :::::: p9 ..-}-.-'}.

Alors
< p ( , r . 4 - A ) ~ c p ( . r ) _^(h) ^ ( h )—————^————— .„,„, .̂  |j, 4.., p i ^ j ..4... ̂ _ s ^

et, nous sommes ramenés au cas exclu par hypothèse.
Donc An et j^o ^>"t f i n i s ; on en dédui t que A est u n e fonct ion conti-

nue de x et, par conséquent , que f(x} admet une dérivée y7^).
Dans le cas où F u n dos polynômes P(.X, X , , o, o")ou ï\ (X» X , , o, o)

est i d c n t i q u e î n e n t nu l , on a par exemple
I ^X^X. /Y , Y,)r : : r : :Y0.4-y,On

Q e t Q i étant des [ïolynomes en X, X i , Y, ¥', que nous supposerons
d'abord non identiquement nuls pour Y =- Y\, ==o. On aura,

J(^ .4., y) ̂ , j ' ( ^ ) =; Y^,) .4- ÏY, 0, -i-Y, î 1 » , .

On pourra reprendre le raisonnement précédent, mais il sera néces-
Y Ysaire d'introduire les limites de"-==. ou de ~ Le résultat sera le îYïéym^V| / / ! ^

aucune des limites introduites ne pourra être in f in ie . On passerait
ensuite au cas où Oou bien Q, s^annule ident iquement pour Y = Y\ ̂  o.

Ainsi f{x} et g ( x ) ont des dérivées f ' ( ^ ) et ^{x), et ces dérivées
vérif ient des équat ions de là forme

/^rr: K|J(.r),^)],
^(^)==K,[/(^),^(^)],

K e t K i étant des polynômes de deux variables. On en conclut que /
et g sont des fonctions analytiques de x. D'ailleurs, les équations (ï5)
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montrent que f{^) est représenté par la même fonction analytique
dans tout l'intervalle considéré; et il en est de même pour ^(^l). Enfin
le raisonnement du paragraphe 9 montrerait que ces fonctions sont
uniformes.

Il serait intéressant de caractériser, dans le cas d'un système de
deux fonctions, la nature des fonctions qui admettent un théorème
d'addition algébrique.

16. Prenons comme exemple le système suivant :
/(^ -;- y) = /(.:.•) ̂ (j) +/(j) ̂ (.r).

g^v + y) == g{x) ̂ -(j) ~ f{x) f(y ).

&ifÇx) e t g ' ( x ) sont des fonctions continues v é r i f i a n t ce système,
elles sont nécessairement analyt iques . On en dédu i t aussitôt,, en
posant ^(o) =•=: a, f(o) ̂  b,

f ' ^ ^ a f ^ ^ b g ^ ) .
^ • ' ( ^ ) = a ^ { ^ ) — b /(.21).

Par conséquent, / et g vérifient l 'équation
/^-aa^+^+^V'^o,

d'où l'on dédui t
f( x ) = e 1 ' - ' ' si n b .:r, ^'( .r ) == e ^ - ' ' ces b .r,

a et b désignant deux constantes arbitraires (1) .

17. Nous avons toujours supposé que les fonctions considérées,
vér i f i an t un théorème d'addition algébrique, étaient cont inues. Si l'on
abandonne cette condition, on peut obtenir des solut ions non analy-
tiques comme l'ont montré les études faites sur l 'équat ion simple

/(^+j)==/(.2-)-4-/(j) n.

( 1 ) M. J. MODLEIIUP a étudié un système analog-ue : En irig-onofnir/sk-
axiomatisk Undersgelse {Ssîrtryk af matemcUisk Tidsskrift, A, 1927, p. 24-33).

(2) Voir H. LEBESGUE, Sur les transformations ponctuelles irons formant les
plans en plans, etc. {Aiti délia Accademia reale délie Science di Torino,
vol. XLII, mars .1907).
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D'autre part, Darbôux à démontré, à propos de cette même équat ion,
que si Foa suppose ou bien que la fonction a le signe de ^ ou bien
que là fonction est bornée supérieurement ou inférieurenierxt au tour
•d'un seul point, la solution est nécessairement analytique (1). 1.1 en est
certainem.ent de même dans des cas plus étendus. 11 serait, intéressant
d'introduire d'une manière générale des conditions, inoins restrictives
que-là continuité, qui entraîneraient l 'analyticité des solutions.

(1) G. DABBOUX, Sur le théorème fondamental de la ^éo/néir/e projcdivc
{Math. Annalen, Bd XVÎÏ, 1880, p. 55-6x). Von' aussi E. PHUÏU), lw\ cit.,
p. a.


