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SUR QUELQUES MAJORANTES UTILES

DANS
LA THEORIE
DES

FONCTIONS ANALYTIQUES OU HARMONIQUES

Par M. Gasron JULIA

Introduction. — KEn exposant celte année le principe de Phragmén-
Lindeldf et certaines propositions connexes d’Analyse qui fournissent
des majorantes commodes, notamment la majorante que M. Carleman
a donnée & la page 4 de son livre Sur les fonctions quasi-analytiques,
jai fait quelques remarques que je crois nouvelles et qu’on (rouvera
dans le présent Mémoire.

Il s’agit ici d’une fonction f(z) holomorphe en tout point 5 inté-
rieur & un domaine horné D de frontiere F. Si le domaine est multi-
plement connexe, | /(z)] estsupposé uniforme dans D. Surune partie I,
de la fronticre d’un seul tenant, on suppose | f(z)| " m et sur le reste 19,
on suppose | [(2)|ZM, m et M étant dewx constantes différentes. cela
veut dire que, par exemple, pour toul point £, appartenant i I, on peut,
quel que soit e positif, donné a avance (si petit qu’il soit), trouver
¢, (), un rayontel qu’en toutpointz de D distantde /,, de moinsde g,
on ait

sy me

¥
|

o

dire qu’en un point /, de 'y, on a | /|~ m ne signifie done pas néces-
sairement que / est continue en f,, et y prend une valear 7 mais
simplement que, dans un voisinage intérieur i D et suflisamment res-
treint de £, les valeurs de / sont inféricures i toute constante donnée
a priori supérieure i m.

MM. Nevanlinna et Ostrowski ont, sous les hypotheses précédentes,
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.démontré le théoréme suivant qu'ils appellent théoréme des deux
constantes.

D étant limité par un nombre fini de courbes de Jordan simples et
fermées (de mani¢re que le probleme de Dirichlet soit possible), si A
désigne un domaine quelconque dont tous les points, ainst que les potnts
frontiére, sontintérieurs a D, il existe une constante .“ prm(lvn et <1, ne
dépendant que de la configuration géométrique (a savmrl), A, P etl,)
telle que, pour toute fonction /' soumise aux hypothéses précédentes,
on ait, & U'intérieur et sur la frontiére de D :

| f(z)|<mBMI—B ou encore ! \fl ot (4:\,/;)&

D’autre part, 4 la page 4 de son livre Sur les fonctions quasi-anau-
lytiques, en supposant que D est un secteur limité :

1° Par 2 segments de droite, AO, OB faisanten O Pangle an(2>0).

2° Par un arc de courbe de Jordan ACB unissant A et B; si sur les
segments fronticre AOB on a| /(z) |~ M et surl'arc ACBonal /()| m
(au sens précédent), avece la condition m <M, M. Carleman montre
qu’on a, en tout point { de la bissectrice du secteur D, 'inégalité

ey im0
rdésignant la distance, ¢t R le maximum de la distance » O d"un point
de I'arc ACB.

En écrivant la formule de M. Carleman sous la forme

9’

‘/({) (irl)("‘);c

M
onvoitapparaitrel'analogie avec la formule de MM. Nevanlinna-Ostrow-
1

ski, la constante { étant égale a (H) “et ne dépendant effectivement

que du secteur D, du point { de la bissectrice, et des 2 ares, rectiligne
et curviligne de la fronti¢re du secteur. Seulement, la formule de
M. Carleman est valable sur toute la bissectrice, ¢ est-a-dire sur un
domaine qui touche en O la frontiére de D. On p(*ut encore envisager



LA THEORIE DES FONCTIONS ANALYTIQUES OU HARMONIQUES. 17

cette formule de M. Carleman comme donnant l’ordre de linfiniment
petit 3 lorsque le point 5 tend vers f, de la fronticre de D ot | f(5)[ZM.
Et c’est 14, nous semble-t-il, qu’est 'intérét et la nouveauté de la for-
mule de M. Carleman (indépendamment, hien entendu, de ses utiles
applications).

Le but de la présente recherche est de donner, dans tous les cas
possibles etavec des hypothéses aussi générales que possibles sur la
frontiére F de D, une borne supéricure de | /(z)| qui, comme celle
que M. Carleman a donnée pour un secteur et sa bissectrice, soit valable
dans des domaines A ayant des parties de [rontiére communes avec D,
voire dans D tout entier.

Pour cela (Chap. I), nous donnerons d’abord du théoréme de
M. Carleman une nouvelle démonstration qui nous conduira, pour le
cas du secteur, & une borne supérieure du type de celle donnée par
M. Carleman, mais valable dans tout le secteur D et non plus scuale-
ment sur la bissectrice. Nous nous alfranchirons aussi de la restric-
tion m <M et nous donnerons & notre nouvelle majorante une forme
trés générale susceptible d’extension a des domaines quelconques.
Chemin faisant, nous donnerons diverses majorantes assez simples el
maniables dans le cas du secteur.

Ensuite (Chap. II), grace aax résultals acquis a ce jour sur la
représentation conforme, nous étendrons la borne supérieure (rouvée
a des domaines D possédant des frontiéres assez générales, par exemple
des arcs de Jordan simples dont certains poarront étre supposés avoir
une tangente variant contintiment de maniére que angle de contin-
gence satisfasse en fonction de I'are, 2 une condition de Lipschitz.

CHAPITRE 1.

GAS DU SECTEUR D'OUVERTURE 27(2 - 0).

/

D estici limité par les deux segments AOB faisant 'angle an et par
I'arc de Jordan ACB.
St <2, D est donc une aire ordinaire 2 un seul feuillet, siz2 2 ce
sera un morceau de surface de Riemann. Au voisinage de tout point
Ann. e, Norm., (3), XLV -~ JANVIED 5g51a 3
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de AOB on a | f(3)| <M, et au voisinage de tout point de ACE on
a|/(s)| < m-z. Nous distinguons 2 cas : m <M el n > M.

Premier cas : m - M.

1. En posant u = (%) , C élant un point de D situé sur la hissectrice

de AOB, 2 la distance r de O, « étant pris égal & 1 pour z==G, le
domaine D devient un domaine D, du plan u situé i droite de Paxe
imaginaire, limité par un segment A,0,B, de cel axe (A, B, trans-
formés de A, B) et par un arc de Jordan, A, G, B, transformé de ACB (".
Le domaine D, est un domaine ordinaire, & un seul feuillet, dont la
frontiére est une courbe de Jordan fermée simple; on peut done
résoudre le probléme de Dirichlet pour D, avee des donndes bornées
n’ayant sur le contour qu'un nombre fini de points de discontinuité,
Si R était le maximum de la distance & O d’un point de 'are ACB,

1
Ry*
Pz (T)

sera le maximum de la distance & O, duan point de UVare A, G, B, ; par
conséquent D sera une partie du domaine D' limité & droite de 'axe
imaginaire par cet axe et par le demi-cercle de centre O, de rayon P,.
Envisageons la fonction log| £(5)|, harmonique dans D avec pour seuls
points singuliers les zéros de f ou elle devient égale & —o=; elle
devient par la substitution [s|u] une fonction log| /] z(u)]|, harmo-
nique dans D,, sauf aux transformés des zéros de f ol elle devient
¢gale & — oo. Au voisinage des points de A, O, B, on aura

fog | fla ()] << logM - ¢,
et au voisinage des points de A, C, B, on a

log ! fla(u))| = logm - e.

(') La substitution (z]w«) a essentictlement pour hut de ramener Lo cas génd-
val o quelconque au cas particulier o == 1 pour lequel sont beancoup plus simples
les majorations qu’on va faire daus la suite. ’
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Si donc on considére la fonction ¢(z), harmonique et régulicre
dans D,, prenant sur A, O, B, la valeur constante logM, sur A, C, B, la
valeur constante logm (Probléme de Dirichlet possible), elle majore
partout dans D, notre log| f{z(u)]||

log | T2 ()< 0 ()

partout dans D, .

2. 11 est impossible, en général, de donner I'expression exuacle
de ¢(u), mais on a une premiére majorante simple de p(u) en passant
de D, aD’ limitée par 'axe imaginaire ct par le demi-cercle de rayon P,
de centre O,. Soit ¢, (u) la fonction régulicre et harmonique dans 1),
égale 4 logM sur I'axe imaginaire et & logm sur le demi-cercle de
rayon P,, on auraen tout point u de Uarc A, C,B,,
logneZo, () logM,

tandis que
logm = o (u).

Par suite ¢(u) = o,(u) en tout point de A, 0, B, et ¢(u) o, (u)en
tout point de A, G, B,, donc on aura ¢(«)<o,(«) en tout point de D,
I'égalité n’¢tant d’ailleurs possible que si D, se confond avee D, ¢’est-
a-dire si A,C, B, (et par suite ACB) est un arc de cercle de centre O.
o, (1) constitue donc une premiére majorante harmonique de

log [ f1=(w)]!

dans tout D,. Nous la calculerons tout i 'heure.

3. Nous majorons encore ¢, (u) en appliquant une deuxiéme fois ce
procédé derecul de la partic de la frontiére qui porte la donnée constante
la plus petite. Envisageons le domaine D7 compris entre 1'axe
imaginaire du plan « et la parallele & cet axe tangente au demi-cercle
qui limitait D), cette paralltle a pour équation R(u) = P,, R(u) dési-
gnant la partie réelle de «. Sur la sphere classique de Riemann, le
domaine correspondant & D serait compris entre 2 cercles tangent(s
entre eux au pole, et d’ailleurs, dans le plan «, D] se (ransforme par
substitution linéaire [ut%’—f%}] en un domaine limité par 2 cercles
tangents entre eux. Le probleme de Dirvichlet est done possible
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pour D :ilexiste une fonction ¢,(«) et une seule, harmonique dans D,
prenant sur I'axe imaginaire la valeur logM, sur la droite R(w)==P,
la valeur logm. L’arc de cercle qui limite D} étant mtérieur & Don a,

sur lui,
logM 2 0,2 logm,

tandis que, sur lui, ¢,(«)==1logm. On en conclal comme précédem-
ment que, dans D', et par suite dans D, on aura

9, (w) <Zg,(w),

I’égalité n’étant pas possible puisque D', n’est jamais confonduavec D},
En définitive, on a dans D,
log | fla(u)}|Zo(u) g (u) <<y, (u).

Le caleul de 0,(u) est immédiat = o,(u) est une fonction linéaire
de R(x) qui prend les valeurs logM et logm respectivement pour

R{u)==0 el R(w)y-=P,,

- A T
Oy (1) == I();_n,\[ . [ l“;’-{ (/\I/;) I . ll(;!!__’.
1

- \

4. Le retour de u a s est aisé en envisageant les modules et les argu-
ments de ces variables, ¢’est donc ainsi qu’il convient d’opérer pour

ramener la majorante
1lo<r ({L‘)' R
CPAM/ TP
au plan s.

Posons p =|z| et soit w’angle, dontilfaut faire tourner autour de 0
la bissectrice intérieure de D pour 'amener sur Oz; on a

log| f1z(w)]] < logM

~ ~

T
e G ) SO -73-,
2 i3
en tout point intérieur i 0.

-
&~

L’argument de 7 Sera précisément w el sa valeur absolue sery
.

Done
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et
1
R(u)_—:<§>a cos 2
avec
= (1)
Done

'H(Il) 2 a c o)
[) —E * COS —5

et il vient la majorante trés simple valable dans tout D

[l()u (,\,;>] (IE’.‘) -(:os(;-;

Ri-

S

M

(1) log |+

sans égalité possible.
Lorsque w =0 et ¢ =r, c’est-a- dire en tout point C de la bissec-
trice, on a

18] < s ()] (1)

formule qui n’est autre que la formule de M. Carleman.

log

On aurait eu une majorante b, («) du méme type que 2.(u) en
général inférieure, en tout cas non supérieure, si 'on avait considére
le domaine A7, limité par 'axe imaginaire du plan « et par la paralléle
a cet axe qui esL une droite d’appui (stitlzgerade de Minkowski) de
Parc A, C, By, son abscisse correspond au maximum de R (w)sur A, C,B,,
lequel est en général inférieur au maximum de |u] sur cet arc. On

serait alors conduit & introduire le maximum de f“.cos lorsque le

point z décrit 'arc ACB, et 'on perdrait en général dans ce calcul le
bénéfice de la petite amélioration que procurerait la substitution de 4,
a 9,. (’est pourquoi nous n’insistons pas la-dessus.

6. Mais nous allons calculer la majorante ¢, («) moins simple, mais
plus serrée que ¢,(u). C'est une fonction harmonique et réguliére
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dans le demi-cercle D limité par le segment (— 217, -7, ) de 'axe
imaginaire et par le demi-cerele de centre Oy, de rayon P, situé a

droite. Par une transformation de la forme [ "

I/ .

ST (qui conserve
cu e |
Pharmonicité), 1) est équivalent & laire comprise entre 2 ares de
cercle orthogonaux unissant 2 points «, et u, du plan «. Sur un tel

. N " -
are, il est bien connu que 'argument de -;;w--ml est constant el ¢lesl

une fonetion harmonique.
La fonction harmonique cherchée est done de la forme

% et 1 6tant 2 constantes réelles convenables.
Tei, elle sera de la forme

et Pon déterminera 7 el pen éerivant que : sur A, OB,
gyt o og M
sur A, (B,

@ (1) == logm.
Or, sur A,0,B,

ave iy, .
L7 Py
et sur A, G, B,
w11, T
ALY i T e
L7y P, 2

On en tire

5= 2 | m\
e 0g M)’ p==alogm — logM.
On a done

: a2 Im w-—1ip
(2) v = - log (K’i) -arg ;—T’:}—;'- - 2logm - log M.
1

_ . o . . ) w o 1P .
7. Il faut maintenant exprimer arg [7777171! en fonction du module
P,

’
ot del'argument de « afin de permettre ensuite |o passage a la variable z,
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Nous poserons done « = ¢, ¢ et nous devons évaluer

. e . ’
compris entre — © et — — dans le demi-cercle D'. On peut calculer 0

par son sinus ou sa tangente, le (riangle constitué par les 3 points «,
iP,, —iP, étant connu. Considérant par exemple les angles ¢ et o
en « des 2 triangles partiels en lesquels le segment O,u divise le
triangle précédent, on aura

P, cosm, P, —p, sino,

sin § 9 COS( == y e
VP2 02 P gy sinm, VPE -t uP p sinm,

el les expressions analogues

. P, cosm P, A p, SInw
sin gy == — ! d — COS T P !
2 2 ¢ b y . b 3 2 o P -
VP24 p% -9 Po sing, VP pi 4 2 Pypy sine,

et comme
217 p cosm,

O:f"’ﬂl—“', Sill(/.“: 5 g . )
V(DI g) - GPIp? sino,

Par conséquent

. oP,p, cosw
=1 - Arcsin 1P !

4

ViDT 07 hPIp?sinty,

.o ’ .. T 1, . . . . .
U’Arc sin étant choist entre o et S (détermination principale).

(Le calcul de O par sa tangente est aussi trés aisé en envisageant les
2 angles en lesquels la paralléle 4 I'axe réel décompose 0.)

w— P . .

Portant cette valeur de § =— are | ——=* | dans l'expression 2
o >
- 0Py

de o, on aura, aprés réductions,

. 2 n .
(3) o (u)= _-[E-log (T\/l) -Arcsin

2P p; cosm,

-+ logM.
\/( P? - p2) — Pip? sin"m_, §

8. On passe aisément de v == p,e™ & z (voir n° 4).
On a



24

GASTON JULIA.
donc

1

o w
e 0 E- -elE
emgto(2)
¢’ est-a-dire

1
N\ %
p o [f}]
piondll (R et )y S e
Pi (,. 1 P

N

R\& ; an
D’autre part P, = <-;‘> et la formule (3) fournit dans le secteur D
la majorante cherchée

J1s)
M

log

|
0) (f) \
DL COS = |
L0 m . Ta\ l’.)
= o log ( M) < Arc sin " -'7”,.:_%-% S
p
(e
\ RRNT ) _

valable dans D, qui est plus précise

que (1) mais moins mantable,

9. Signalons ¢n passant la forme

de la majorante (4 ) lorsque 'Are
sin est remplacé par U'Arc tang de méme valear. On verra aisément par
des calculs élémentaires que I'on a

4 1
\ % f PR
\ ‘.’,.C()H{—,—)'(io{> ' S'),,(:nﬁ»-"-<°-) /
Arc sin/ = )J 2 mmmmmm i Arelang { e
' ( o\ % o
I g == P
. R) _ H)

. v . ™
I'Arcsin etI’Arctang étant prisentre o et = pour ‘

e
-

1

1

-—
Qi

':E

=
2
— IR

perhsa

N—

N

\/

= <Telo < <R

Sur la bissectrice du secteur, la formule en Are tang devient (res
simple et donne la majorante

1
()

’ A o
o log (1\';) <Arce tang (l,’) y

]
un peu plus serrée que celle de M. Carleman.
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Reprenons d’ailleurs la forme (4) de (4) avec ’Arc tang ¢’est-a-dire

1
) ) p N2 )
, :z.cos;-(”
(4" log J(s) <=.log ('\:;> -Arc tang / ———{—vl—)—

' . T . m
et remarquons qu’ici m <M. Donc log <M) < o.

On augmente donc le deuxiéme membre de (4°) en remplacant
I’Arc tang qui y [igure par une fonction positive et plus petite pour
0)

oSo<R et ]——
-t [#4

<™.

2

Or, on voit sans peine que 'on a

1A

1
1) v \ % " 4 o
2,005 e | = 20008 0| e
o \ IR ) oz \ R

Arc tang 2 e

¢’ est-a-dire

Are tang

\ ( / ) (l "\ &

e A TC AN )OS e |

= o l a o\ “)
%

T S A
<
T
Q1T
—
pord N
N’
Ql—
————
S
Q-

Iégalite n’étant pas possible a l'intérieur de D car cos ;'/- > o alintérieur.

D’autre part, dans D, on a

1

ol (.o .
O =7 (S - . 1
. =z VR :
’ . . Arclang . . , .
et 'on démontre aisément que — fonction décroissante de 0

deoa 1 atteignant son minimam pour 0 =:1, satisfait dans (o, 1)a

Arclangl — w
f i

Ann, Ee. Norm., (3), XLVIIl, — JANviER 1931, 4
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Il en résulte

1 1
N s n [p\* } Fis o [ p\*
Arclang ) cos —-{ & S e COS = | e )
angeos 2 R) 1 T AR

et par suite, en portant dans (4') cette borne inférieure de I'Arctang

précédent, on a
1

mh wm [ o\*
“ IU;; ( “) S COS —; (i§>

N

log ‘ _/(ﬁll

la derniére égalité ne pouvant jamais otre égalité @ Uintérieur de D.
On retrouve ainsi en partant de (4) ou (4"), et i 'aide des majora-
tions successives précédentes, la formule (1) antérienrement donnée.

10. La majoration (1) n’cst pas une borne exacte, susceptible d’étre
atteinte par une fonction f(z) et un domaine D convenables, tandis
que (4) ou (4') estune borne exacte. Pav quelles fonctions /(3) et quels
domaines D est-elle atteinte. I faut s’adresser & un domaine D, du
plan « et & une fonction /] z(«)] tels que Uon ait partout

log| flaCu) ] f==n(u)==o(u).

Or, pour que ¢(u) = ¢, (u), il faut que D, coincide avec D, ¢ est-
a-dire que le secteur D soit circulaire (ACB arc de cercle de centre 0).
Ensuite, il faut chercher une fonction holomorphe dans D,, et dont la
partie réelle soit @, (u), et ce sera la fonction log /1 5(u)].

; Or,onavuque
o (u)y= —:-E Ing(’ﬁ) ax;;-ii—q::—{;l o logm - logM

1

\ . N “u P, . P
et la fonction conjuguée de argli——m—,—’-J étant — ¢ log | ~'».-:-~,'-s en
. (e 1 S Y T B
vertu de ce fait que ’
. . u—1P w-—IpP," ST T
~ []og | ——5*| - ar [—-——-—— L= i log | —t
u A+ Py 8 u 1P | g_l,t 4 (P,

est fonction analytique de « dans D, il est clair que la fonction conju-
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guée de 9,(u) sera

(C constante réelle quelconque).
On aura done
. : — T m w— P v .
oo flz(1)] == ————-log( — ) log| ——* | - 21ogm — logM + /(..
log fz(1)] - ]“”(z\"l>]0”|in. —1-11’[J -2 logm — log :
Done

it

21 m
o m* w71, ﬁf]”"(\—'l‘)
Slsta)] == SV By ):] p

i -

Il n’y a plus qu’a poser
) ! !

=) ()

A

pour obtenir la fonetion /(=) correspondant i la borne exacte, olt (4)
est une égalité.

11. A partir de (4) ou de (1) il est possible de donner des majo-
rantes de f(z) commodes, valables non plus dans tout le domaine D,
mais dans des domaines A intérieurs & ) et ayant avec D des points
JSronticre communs. En voici un exemple simple.

Envisageons la majorante (1) dans un secteur D' de sommel O, de
méme bissectrice que D, limité au méme arc de Jordan ACB et par
deux rayons OA’, OB’ intérieurs & D, faisant respectivernent avec OA

et OB l'angle v. On a, dans D', [w | < 7? — 1. Done

o), . 7
COS = =8t ~— |»
g [

par suite, log (ﬁ> étant négatif, on aura dans )’

1 .
| [(3) m o NE L
(1) log .[M l«—: lf);;<M—><T(-‘) .511)(;).

Si 'on compare cette formule (1/) a la formule de M. Carleman

1

() 1)

log
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valable lorsque ( est sur la bissectrice de D, on voit que la majorante
. . g, . 1"

de M. Carleman, multipli¢e par la constante sin ( ;) est walable non seu-

lement sur la bissectrice mais dans tout le secteur VY intérieur ¢ D et dont

Iécart angulaire a D est 1 de part et d’autre de la bissectrice commune

(I’écart angulaire est I'angle des rayons extrémes des deux secleurs).

12. 1l est possible de donner & la formule (1) une forme susceptible
de généralisation.
Reprenons la borne

STis ’/'(5) <] U‘(,{.I- . 23-({{)»%
l“ﬁl——‘ﬂ—\ < log ,‘M>'”)ho: K

1
& 4 b
Dans 'expression (cos <]P‘) ' mmsawmspu,au n® 11, hornerinfé-

rieurement cos— par la constante sm lmsquv z restait dans D/ inté-
rieur 3 D et d’écart angulaire 7 a D, et l:urc apparaitre, dans la majo-
rante (1) le point = par sa seule distance ¢ & O, les autres termes de la
majorante (1) ne dépendant plus du point z mais sculement de '\'; et
de la figure globale (D etD"). Cela est impossible lorsque le domaine I)’
intérieur & D n’a pas un écart angulaire fini avee D, car ms

recoit alors dans D' des valeurs arbitrairement voisines de zéro. Maxs
il est possible de remplacer I’ angle w par une distance qui se prite micux
que w a la généralisation qui fnm Pobjet du deuxiéme chapitre de ce
Mémoire. On est conduit & introduire une distance qui tende vers zéro

o s , . Y
avec cos ;"—7 c’est-a-dire la distance de z au cdté AO ou OB du secteur le
plus voisin. D'une facon précise, nous appellerons d la plus courte dis-

tance du point 5 a la partic rectiligne AOB de la fronticre de 1), sur
laquelle on a, par hypothése ]./l::._,M- On a plusieurs cas a dls(mguee .

T v »
13. 1° |w|g \—;- — —avec o >1, alors il est clair que les rayons

d’argument o + ; et w— 7)— sont intérieurs 4 D ou confondus avee un
rayon frontiere AO ou OB. Tout chemin conduisant de z 4 lu fronticre

AOB doit donc franchir au moins un des rayons ci-dessus, si ledit
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chemin n’est pas confondu avecle segment =0 : la plus courte distance
de 5 a la frontitre rectiligne AOB est donc ici la distance 50, et 'on
ad=g¢. '
T T or o
2° Lorsque “=—-= |w|< — en supposant >1, ou lorsque

|w| < 5(:5 en supposant a <1 (c’est-a-dire alors dans tout D), il est clair
que la plus courte distance de 5 & la partie AOB de la fronti¢re, tout au
moins lorsque 5 est & une distance de O inférieure & R, (R, minimum
de la distance & O d’un point de I'arc fronticre ACB), est le segment
mené par sz perpendiculaire & AO si ® >0 et & OB si w<{o. On a

done
. ‘TC o
d = psina [-— —— I
o o

en supposant par exemple w > o, ce qui est possible sans introduire
de restrictions.

, . o . T o
1 faut étudier le rapport ——- Nous poserons " — ~ == 0
OS5 - ’
74
- - - T . ~
O <<l e SL o |
174
en sorte que
00 T si o
" :
et le rapport précédent devient
d  sinad

o e
) Y osin0
COS

o

sin o

Une étude élémentaire de la fonction prouve que si z>1 elle
S H{) .

, A A . T B .
décroit lorsque 0 croit de o & —~ et I'on a dans cet intervalle

I Csinefl
L <L O
b sin§

"1

. . A A T ] .
siazr elle croit lorsque 0 croit de o & ~et on a dans cet intervalle

sinal . om
S i 1

sin b 3
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On aura done, dans les deux cas, dans U'intervalle de variation de 0O
qu’il faut envisager
. sinal
R 7 < W, (o),
st/

K, (o) et K, () étant deux fonctions positives de zseul dont 'expres-
sion nous est connue.
On aura donc dans ce deuxi¢me cas :

K () =l e W () s

)
[
o
et par suite
ol B mno o
o e AP T I ST
sy ie) o ol (o)

14. Reprenons maintenant la majorante

VY Ses) o m o pé
(1) log =l log W .('()ha--(1¥>

valable dans tout I et qui provient par élargissements suceessils de la
majorante de base égale 4 logM sur AOB, & logs sur ACB, ¢'est-a-dire,

pour log|

sur ACB.

: . n
1° Dans la partie de D ott || <22 — Zlorsque « > 1, on a

. . S . 1y
» de la majorante g, égale & zéro sur AOB ela . = lug( M

U2 . s
COS — T Sin -,

o 0o
o=
par suite, log( 1z ) étant < o
25 i
" ,.l ,’,(._5.) y(m, .o P 1_1
(") 10,;|——M~ <]0g‘.m l sm;—&-»ll.d.p“ .
’ , R#.
2° Dans la partie de D ot
;LT < |m| < o lorsque & e g,
P 4 2 '

oT
Jor | << - lorsque o1,
"
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et pour laquelle ¢ <R, on a
) o I

COS — > —e—y
o o Kot

par suite

) f(3) m l 1 -
174 o |- — loo 5. .
(™) ) ](),, l ——-———-—!\/[ < l(_)H i ]

Kz(a').l{?

!

-

sl p®

K.(a) étant asi o >1 et sin =~ lorsque o Z1. Les deux formules (1)
et (1”) peuvent étre réunies en une seule en designant par 7 la plus
petite des deux quantités positives

LT 1 I
oy SHL == L e e
! DA U NS
> R~

7 élant une fonction de o seul, c’est-a-dire ne dépendant que du
domaine D : on a la majorante

1

m\ - !
‘::”:-I()g<7\'l'>'/”’lpx )
) |

\ . . . Z=1
ol dans le second membre, z n’intervient que par ’expression dp® ol
figurent ses deux distances ¢ et d 2 O et a la frontic¢re rectiligne de D.
(6) s’écrit encore

Jiz)
M

(6) log

(67 JUsaf et
M ) ( M

la constante positice 7. ne dépendant que du domaine D.

15. A vrai dire, en ce (ui concerne les points z pour lesquels

an T . . AT .
e LT R lorsque o =1,
9 0 B '
. _OT .
[ § =2 lorsque o1,
02 -

nous avons dit nous borner & considérer seulement les points de D
pour lesquels ¢ <R, (minimum de la distance & O d’un point de
arc ACB) et, jusqu’ici, la formule (6) ou (6”) n’est valable pour les
points en question qu’avec cette restriction.

Mais un raisonnement général va nous prouver que la formule (6)
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ou (6') est valable dans tout le domaine D & U'exception peut-étre de
la partie de D, intérieure a deux cercles de centres respectifs A et B,
de rayon arbitrairement petit e. Autrement dit, excluons de D la partie
intéricure a ces deux cercles et soit D, le domaine restant, il existe
alors une constante %, positive et non nulle, ne dépendant que de D.
(c'est-a-dire de D et de €) telle que pour Lout = dans D, on ait

"(z) my - Lo
.,/-.D_l-_-if_ lt)g<M>/(/‘()o .

m R 3 .
16. Nous poserons p.=log () et considéreronslafonctionlog
{ M :

(6) log

Siz)
1

harmonique dans D; on a en vertu des hypothéses faites sur /(z)

/
W

Tog <o sur AODB,

log

_;\/_'i ) < posur AGE.

Elle est majorée dans D par la fonction ¢, (5 ), harmonique et régu-
liere dans D, égale & o sur AOB et & v sur ACB. Si d(z) désigne la
fonction harmonique et réguli¢re dans D, égale i o sur AOB, a 1 sur
ACB, on a évidemment

Ol 5 ) pyz),

Il est cluir que ®(5) ne dépend que du domaine 1), B est comprise
entre o et 1 en tout point s intérieur 4 D.
Nous avons

10{;‘ Z%/Ii) ' < . ®(z)

en tout point intérieur i D.

1l nous suffit de montrer que, dans tout D,, la fonction —220 ag(
i

=
o .o

bornée inférieurement par un nombre positi/ ) (lequel ne (liépem!m
évidemment que de D et <) pour montrer la validité de (6) dans D..

17. Nous raisonnerons par I'absurde. Si % n’existait pas, il eaiste-

. . . e - Dz, .
rait une suite 3, de potntsintéricurs a D, pour lesquels — A(; ") tendrait vers
1

d, pa -
zéro. "
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D. étant borné, ces 5, ont au moins un point limite, et, en prélevant
au besoin parmi les z, une suite partielle, on peut supposer que les z,
ont un seul point limite que nous appellerons z,.

5, ne peut étre intérieur A D car ®(z) étant régulicre en tout point

D (z)

L
d.p*

point intérieur.

3, est donc nécessairement un point frontiére. Ce n’est pas un point
de I'are ACB car ®(z,) tendrait vers 1, d, et ¢, ayant des limites £ o
(car A et B sont exclus par les cercles de rayon 2). Done z, est néces-
sairement un point de AOB distinct de A et B. Nous allons montrer
que cette hypothése conduit & une contradiction.

intérieur a une limite positive finie et £ 0 si z tend vers un

18. a. D’abord, supposons que z, est distinet de o et appartient par
exemple &4 OA. La fonction harmonique ®(z) étant nulle sur OA y est
analytique et se prolonge au dela de OA par symétrie, conformément au
Schwarz. En deux points 5 et 3, symétriques par rapport 8 OA on aura

" . y N W . . ‘l’(zn )
principe de ®(z,) = —®(z). L'hypothése faite sur les z, exige que — 7=

n
ait pour limite séro lorsque =, > z, (cars, a pour limite Oz, 5£ 0 ) et dés
que s, estassez voisinde z,,d, représente ladistance de z, a ladroite OA.
Montrons que cela est impossible. Cela revient & prouver, @ (z) étant
harmonique, réguliére et nulle sur un segment de droite OA, que le rap-

®(=) TSR TR . :
port —— ne peut avoir pour limite zéro lorsque = tend vers un point s,

de OA, d étant la distance de z 3 OA.

Sans restreindre la généralité, on peut supposer maintenant que OA
est I'axe 'imaginaire, appeler W' la fonction conjuguée de & et
F(z)=®+ W, la fonction holomorphe sur OA dont ® est la partie
réelle. Qu’arriverait-il si :]; - o lorsque z -» 3,3 cela voudrait dire que,
b A - . .
5 = 0 en posant, comme d’habitude, 5 =& -+ iy. Mais
sur Oy ou OA on a :-)f—lf = o0, car ®(z)=o sur OA. Par conséqucnt: en

%)
, . \ - . O o
vertu des équations de Cauchy-Riemann, on aurait —— =20 €D 5,

Lo or = oy
et par suite F'(z,) = o.

dun, Fe. Norm., (3), XLVIIL — Feveieg 1931, 9

en z,, on a
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annsageons a correspondance Z = F(z) entre les deux pl.um set’
auvoisinage de z, auquel correspond un point Z, de I'axe imaginaire
du plan Z =X + Y.

A cause de X=®(z ), a tout point de Oy correspond un point
de OY, Par conséquent, a la direction z,¢ orientée comme Oy corres-
pond une direction Z,T portée par OY. De plus, pour > 0 et asses
petit on a X >> o et pour < o on a, en vertu du principe de s‘,nn‘lru"
X < 0, donc Z,T est orientée aussi comme OY. Mais la fonction F(5)
holomorphe en z,, ayant sa dérivée nulle en z, el p~ 2 étant lordre de
la premiere dérivée F'”(z) qui ne s'annule pas en z,, la transforma-
tion Z = F(s) multiplie par p les .mglos issus de z,. Si done on envi-

sage une direction z,/, telle que t:(,t, = ); 1, (y teds petit), il lui

N,
correspondra une direction Z,T,, telle que 'T‘Z,,T, == T oA PO Sl
appartient au demi-plan 2z < o et Z,T, apparlwnl an demi-plan X >0,
ce qui contredit le fait que les demi-plansz > o et X > 0 se corre wpnn-
dent au voisinage de =, et Z, ainsi que les demi-plans < o et X <Z

ob
On ne peut done supposer [ (d(,) =0, ni p.\rmnquu( nt SO LN Gy,

(n
On donc noocssatremont o / 0 en z, el par smlv e aune {imate

powwe/mw et £ o lorsque s u,'n([ vers 34, ¢ qui contredit I'hypothése
faite sur les z,. Donc z, ne peut pas étreun point de AOB distinet de 0.

b. Montrons maintenant que ce n’est pas le point O lui-méme. En
effet, la formule (6) a été déja démontrée dans tout Pintérieur du sec-
teur de méme ouverture que D et de rayon R,.

Al

Ona, auvoisinage de 0, log\%{f—) < ok, .(/9'5‘“‘ , A, Glant une cer-

taine constante positive £ 0. En réalité, la maniere méme dont on 4

obtenu aux n® 13 et suivants la formule (6) par majorations succes-

sives & partir d’une majorante harmonique fondamentale qui est pré-

cisément la fonction ¢,(z) = p.®(z) prouve que, en tout point de D &
une distance de O moindre que R, on a

1
pD(2) < .l . oo
¢'est-i-dire, 1. étant < o,

1
Ois)>7, lo*
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. . D(z)
donc, au voisinage de O dans D, 25
——1
d.o* ‘
positif 7, et par conséquent une suite s, ayant O pour limite et telle
. ¢z , .
que —(,”—) tende vers zéro ne peut pas exister.

=
d,. 0%

harls

reste supérieure au nombre

19. En définitive, 1l est prouvé qu’aucune suite infinie z, telle
que ——9(—1’;‘)— tende vers zéro, ne peutexister dans D.. Or en conclut donc
L
(/n'an
Uexistence d’une constante positice et non nulle 1.(D, ¢) ne dépendant

que de 1) et = et telle que dans tout D, on ait
1
pd(z) < 11..7../195 ! ;

c¢'est-i-dire que la formule
- \ (I
LI(WN” < lU,‘,’('T\'-/-;) Ddp? l
est valable dans tout D..

ResteavoirsiA(D, ) peut tendre effectivementverszérolorsquez — o,
c’est-a-dire s’il existe une suite 5, ayant A par exemple pour point

.. d(s,) , .
limite, et telle que 2Le) tende vers zéro. Nous y reviendrons dans la

_ .
suite (n°®29).

(6) log

20. Mais, en vue de la généralisation de (6) que nous ferons au
Chapitre II, nous allons donner une démonstration directe du fait que
nous avons démontré au n® 18 (5) en utilisant les résultats acquis dans
les n° 13 et suivants.

Montrons pour cela qu’une fonction g(z) harmonique et réguliére
dans un secteur circulaire A’OB’ d’angle o= (« > 0) et sur sa frontiére
sauf en O, positive dans le secteur, nulle sur les segments A’ et OB’
est telle que dans tout le secteur

(5)

I3

ey o0,

=
—
dp*

d étant la plus courte distance de s & la frontiére A’OB’,
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En effet, si %, n’existait pas, il y aurait une suite 5, telle que ==
. e},
tendrait vers zéro et ’on verrait, comme dans 18 («), qu’elle ne peut pas
avoir d’autre limite que le point O, /
n

. . . . ¢
Or, Pétude géométrique de d faite aun® 13 prouve que: 12 ou bien

/
n

. d . . L.
est égal & r, ou bien 2° —— est compris entre deux limites positives
Pn COS C,”

- . v . . - LI TN _"(/n Y et N
K,(2) et Ky(2) ne dépendant que de «. Dailleurs, ! est o 1 que
- \ Wy 1 __TE_ [ 0 p vy (| o o0
sz >1 et cos=* > sin —> donc, le 1° rentre dans le 2°.
On en conclut que, si 4, n"existait pas, il existerait unesuite z, ten-
dant vers O pour laquelle ~—',3-L“—- tend vers zéro.
- )
ph cos a"
!
Or, faisons la transformation « ==( > ) » ¢ point de la bissectrice inté-
7 L7 C l
rieure du secteur; le secteur devient un demi-cercle AT O, B, du
plan « & droite de Paxe imaginaire et g(5) devient une fonetion de a,
gl 2(u)] harmonique et réguliere dans le demi-cercle ef sur sa frou-
ticre, sauf peut-étre en O, positive dans le demi-cercle, nulle sur le
diamétre A O, B ; mais alors g| 5 ()] est aussi régulicre en O, ( prin-
cipe de symétrie).

-1 Ri=

Le module de u est ¢'= e

Iz

. (r module de ) et son argument

N

, (2 . . . "
est o' =~ si w est 'angle de la bissectrice avec O3, Llexistence de
la suite des z, entraine done 'existence d’une suite de points u, tendant
glstu))

vers O, et tels que 2:=—"2, c’est-d-dire U tende vers zéro
Py COSm, " ?

d, étant la distance de u, 4 A\ 0, B|. Or, g| 5(u,)] étant réguliére en O,
onavuparleraisonnement général dun® 18 («) que cela est impossible.

Done, 4, positif et £ o existe tel que dans le secteur A’OB' d’ouver-
ture 27w (% > 0) on ait

glsluy,
20730

C. Q. ¥, b,
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21. On peut remarquer maintenant que les démonstrations données

D (3) (e
aux n° 19 et 20 prouvent non seulement que (, est bornée inférieu-
|
dp®

rement dans D. par un nombre positif 2(D, ) = o, mais encore que
cette fonction est bornée supérieurement dans D, par un nombre positif
fini %, (D, €) car elles excluent I'hypotheése d’une suite z, de points

d(z,) . .. . .
de D. pour laquelle —L—l’—devmndralt infinie, une telle suite s, ne

r,l,lp,f""l
pouvant, en vertu de raisonnements analogues & ceux faits dans 19
et 20, avoir de point-limite intéricur & D., ou situé sur ACB, ou situé
sur AOB.
On a donc dans D,
Gh(z)

2D, &)< << n (D, &),

Nous aurons l'occasion d’utiliser plus Ioin cette remarque (dans le cas
oum >M, c¢’est-a-dire p. > o).

Second cas : > M.

1

-
\54

; N . a0 % ,
22, Nous effectuons la transformation u:( ) « GComme dans le

premier cas, nous avons toujours dans D, la majorante 2(u)
tog] [l =) J1 o).

Mais la majoration de o par ¢, () effectuée au n® 2 du premier cas
n’est plus ici valable. Nous considérons alors, non plus D, mais, a
droite de l'axe imaginaire, le domaine @ limité par le demi-cercle
A,C,B. de rayon P,, P, étant le minimum de ladistance 2 O, d’un point
de I'arc A,C, B, :
P,= (“‘»’) ‘,
2 R

R,y étant le minimum de la distance @ () d’un point de ’arc ACB. Le
domaine @' est intéricur & D,. Soit ¢, (u) la fonction harmonique
régulitre et harmonique dans @, égale a logM sur I’axe imaginaire

P

Q
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et alogmsur le demi-cercle A, C, By il est elair que, surce demi-cerele,

on a
logM Zo, (1) 2 logm.
Par suite, .
o, (u)y="1y,(u) (en tout point de A, O By,

g () Z ¥ (u) (en tout point de A, G, By,

Par suite, on aura , («)<Y,(u) en tout point de @, e-gahtv n'etant
possible que si A, C,B. se confond avec A,C,B,, ¢’est-a-dire si ACB est
un arc de cercle de centre O.

Donc, dans @ on aura

log] Sl (a2, (a).

Dans la partie de D, extérieure & @, on pourrait prendre le prolon-
gement analytique de J,(«) comme majorante, mais cetle majorante
y serait > logm et il est plus simple de prendre la constante logm elle-
méme pour majorante de log| [| z(u) || dans ceite partie de D).

Le calcul de ¢, («) dans @ est identique & celui des n™ 6 et sui-

vants et I’on aura, en revenant i 3,

1 4

) n N\ )
. . D O8 —- (
(7) log /—I(\fltg—él()g <17;;) Aresin o fmg,.li".),_ AT
i z27 % 2
&% @
[’ (i) ‘ () ez
ou encore ‘
3 , Su o8 — ( '

(7" log 1(_%_ < Tlog(%) Are tang /= ‘"

!\,,

les Arcsin et Arctang étant pris entre O et 7; pour ’%J < t et 07 ¢

2 [P
ces formules étant valabl('s dans le plus grand secteur circulaire @' de
sommet O intéricur a D, c'est-a-dire dans le secteur circuluire @' de
rayon R.

Il faut remarquer que les formules (7) et (') ne donnent de majo-
rante précise et simple que dans une partie de D et méme dans une
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partie de D n’ayant pour frouticre qu’une partie de la frontiére recti-
ligne de D il y a en général toute une partic de la frontiére de D sur
laquelle | /|SM (frontiére rectiligne) qui échappe ici au domaine de la
majorante, aux extrémités A et B de cette partie de la frontitre.

23. On peut chercher des majorantes moins précises que (7)ou(7')
mais plus maniables. Nous chercherons pour cela 2 majorer la fonction

\

N
%
() B
2 GOSN - {
. o \ R,
Arcsind ——— e 00 oy e

Ty 3
'o\" e N L m
1 b b sm®
‘) ! Il .
‘u/ AT %

La quantité entre { } est <1 dans ®@'. On peut d’ailleurs le voir en
écrivant la quantité sous le radical sous la forme

)

10 : / ID * s m
w2

;. ;. ) ] N\ % ’ "
évidemment supérieure au carré de 2 cos~ <‘f) > excepté sur la fron-
- i

tiere circulaire de @' o elle lui est égale.
Or, pouro<0<r1, on a

o0Z Aresinf 2 20,
- =0

On aura ainsi la nouvelle majorante, valable dans ',

Qi

]

oL
’1( o sin® -
Y Z

<< lng(‘M e _w T ey
A
!_' () ‘

Iégalité n’étant plus possible a lintérieur de @'

I

M
est toujours Z1 dans @'. Par conséquent, dans @', la formule (8)
entraine | /(z)| <m et la majoration faite de (7) a (8) ne donne pas

‘Dans la formule (8) le facteur de lo;.};( >, au deuxiéme membre,
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dans & un résultat moins bon que la majorante élémentaire | /(z)| <m.

Nous allons faire une nouvelle majoration du deuxi¢me membre
de (8) pour simplifier I'expression, mais, pour ne pas dépasser la
majorante élémentaire | /(z)|<m, la nouvelle majorante aura un
domaine de validité moins grand que @ de (8).

24. Nous écrivons en effet (8) sous la forme

1

9 COs f"‘)( "I ‘)/‘
f(g) m - % R,

s 5
LR E 2
AN '( 2 e
[ e ‘. ' ()"
m) 1) o

et nous majorons le deuxi¢me facteur du deuxitme membre en sup-

M \<lo*’<

log

3-
=l
~—

. ., S o . . .
primant la quantité 4 cos‘-a—c (lf> sous le radical, 1l vient
]

m< 7 )’

.o 2008

(9) '”"IL:F)* < lop (f’l) _2\R, -
()

qui devient illusoire pour ¢ voisin de R,. Nous pouvons d'ailleurs amé-
liorer la formule (9) en partant non de (7) mais de (7).

On a en effet
Arctangl < 0 pour 9 o.

Done on élargit (7') en écrivant

(L a
(9" log —(:Z\ < =log

I'égalité étant impossible 4 'intérieur de ', et qurest une forme amé.
. . noffin 2 . «
liorée de (9) due au coefficient ~ <1 mais, comme (g), devenant illu-

soire pour ¢ voisin de R,. Nous la restreindrons au secteur @ homo-
thétiquede @' parrapport 2 o et de rayon R/ tel que, pouro- s R < R
A Y (I

"~

(s
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on ait

Py
Fo
~———
KRi-
A

Kl

o)
I — ]‘?0

0<nll avee l{“::l)\’(\“;.——x).

i

¢’est-a-dire

La formule (g’) sera donc valable dans ®@” de méme ouverture

que D, de rayon R, = R,(y2—1)*, elle donneraunc majorantede | /()|
plus étroite que la majorante élémentaire | f(z)| < met d’un type ana-
logue au type simplifi¢ donné pour le premier cas.
On aura, par conséquent, dans @",
1 I 1

<1f(,> ”'(1(:,',)1 N "(.?‘,)2 (IZ,)z,

z pAE P— (/2 — 1) Vo
@' ()
R, R

ce qui donne

Ql—

- L)
(10) |n'_'-—_\|r-—

l~¢:’ '(\ S /)|(>" \]>(n& - (l:”’ .

valable dans le secteur (:irculaire @" de rayon R =R,(y2—1)" ef
intérieur & D.

Cette majorante est absolument du type de la majorante (1) donné dans
le premier cas, mais elle n’est valable que dans une partie @" du domaine 1)
prinmatif, 3" et D ayant une partic de frontiére commune, la partic des
segments AO et OB de longueur R, .

On peut alors se demander s’il n’est pas possible de remplacer

- 2 . g npr e - , -
le coefficient ———— quifigure dans (10) par un coefficient inférieur,

(Y2 —1)
4 sl .
notamment pa\r}r quitte a restreindre encore le rayon dusecteur @ de

Ann. Ee. Norm., (3), XLVIil. — Fgviien 1931, 6
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validite de (10). On va voir que le choix de - n'est pas possible dans
I

toute ouverture de D. C'est un coefficient trop faible.

[l faudrait en effet, la formule (7) ou (7') étant exacte, c’est-i-dire
susceptible de devenir égalité (lorsque D est un secteur circulaive
et f(z) une fonetion convenable dont le calcul est indiqué au n® 10),
que 'on et

) P o O '
2008 - 2

2 o \ R, . mf oo
- Are lang { —————20 0 Geos - Y )
n ~ 2R,

dans toute la région ¢ < Ry < R, (R} suffisamment petit) du secteur D,
pour que le coefficient C pit convenir dans une majorante du type (10).
En particulier, sur la bissectrice, @ == o, on devrait avoir

1
R |
( . s(l> ’
. (l:",)

1

‘/' P &/ (F’ ”
ﬂz&rctangj(}{‘-‘) <G 'R',‘,) .

\

>
= Aretang
™

¢’ est-a-dire

I

C’est-a-dire
A
;{: Arc tangf < Go pour 0 >> o asses pelil.
Cela exige C> 4. By, en eff 2 : )
elaexige G2 ~-'Et, en elfet, —=— > = dans (10). Prenons exac-
. T (Y2 —1) T ‘
tement C = 7—; On a bien, sur la bissectrice,

1 1

by e\ Al e\ .
;—rAxctang<R;> :;r<l£"> pour o~ I3,

4 . . .
et C= ;l est possible sur la bissectrice de D, pour z “R,.

Au contraire, sur un rayon du secteur D, distinct de la bissectrice,
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1
\ 7
bt

. . n o,
on devrait avoir, en posant § = cos —> (0 < N<<1yelrn = (lf)
A N}

O 4
) 771 .
= Are I:’mg( e} < = O
T Nt—n* )T m

’ . .
pour que G = 2 put convenir. On devrait donc avoir
i

200 :
\retang | ~) Zaln pour 7 assez pelil.
S\ ) =
Or, on a
’;11
Arclangos =g — & ...
: 3
et
AL ‘
O D e T2 //T[(l i SR 7L S B
I =1~

O étant pris fixe, cherchons le développement de Arclangs en puis-
sances de v autour de v, =o.
Un calcul facile donne

2070 8
Arc lang<l ‘_,) = 200 -+ 0* <'),f/ - (,70"'> T
J— )

o
Donc
204 4
Arc l.ang<~»i~ f’“:‘.> — 200 == 207 <; —_ 0’-‘> I
"\ 3

a ) .
Pour que, sur le rayon fixe oS — = 0, on puisse trouver un seg-

:‘[. N\ . N 3
2 ) <207, il faut et 1l
) =

ment o <0 < 7,(0) sur lequel Arc tang(
. Y o 4

suffit que dans le développement qui préceéde, le coefficient 20 (1 — ¢; 0’)

de 7* soit < o, c’est-a-dire que I’on ait

6> ou H> Y)’

¢’est-a-dire

" . 4
On voit donc que le choix de € = ;'r n’est pas valable dans lout un sec-

e _ . )
teur d’ouverture a. comme D, mais seulement dans un secteur d’ouver-
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ture < ZE et de méme bissectrice que D; cette ouverture peut ¢tre

aussi voisine de—— que I'on voudra, & condition de réduire convena-
blement le rayon du secteur de validité de la majorante, le rayon de ce

o
secteur tendant vers zéro lorsque 'ouverture du secteur tend vers ==

Au contraire, tout coef/ficient (. > 7% peut convenir dans un secteur cur-

culaire de méme bissectrice et ouverture que D, mats de rayon suffisam-
ment petit. 11 faut montrer pour cela que

ol \ ..
= Au, lan;,( ~—)T/-J~Q~E> <

est possible quel que soit 0 entre o et 1 pour o < < n, (7 assezpetit)
\ 4

dés que C> -
A 'aide du développement précédent en puissances de 7, on aura

2,04 Cr CmyN, : PR
Are Lang( n.,) B ALY — <~>, 4—)’)‘(; N T ) e
"\ 1 —0* 2 P “

nf(e- ) el )]

. N . Gr . 4 .
B étant pris fixe et > o, si —= >20u C> 7'r7 le premier terme du cro-
chet du second membre est négatif; par conséquent, la différence qui

est au premier membre sera <o pour o < 1 < 1,(0), 7,(0) existant
pour toute valeur positive de 0.

) i G .
D’ailleurs, le crochet | 2 — -:3 ~+ 2’/,‘(1 —z e -

l étant holo-
morphe en (v}, 0) au voisinage de tout point q =0, ..=.50“ (04 quel-
conque dans 0,1 extrémités comprises) gardera le signe (—) de son
premier terme dans toute une région | v | <7, quel que soit O dans o, 1.

" Par suite
29 (9
Arc Lang(l f'->__ —EO/,

— 9

sera <o comme on le désire, pour 7 <7, quel que soit ) dans (o, 1).
On aura donc bien

{

- P
~‘<Clog<§\%’> oS 0)(';) )

(10")
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pour toute constante C > < ensebornanta [¢ <z,(C)[, ¢’est-a-dire a

un secteur convenable de méme bissectrice et ouverture que D, mais
dont le rayon g,(C) <R, dépend naturellement de la constante C et

’ 4
tend vers zéro lorsque C tend vers =

26. On peut, & partir d’ici, raisonner comme au n° 11 du premier
cas, pour avoir des majorantes valables dans des domaines intérieurs
a D et aboutissant en O avec un écart angulaire arbitrairement petit,
mais £ o, des segments OA et OB. Nous n’insisterons pas la-dessus.
Nous remarquerons ensuite, comme au n° 13, que I'on peut rem-

() » - . ’ )
placer cos — en fonction des distances d et ¢ et 'on a vu que dans tout

le secteur @' le rapport ““"(“/“7; est compris entre deux limites positives
4 COs —
ax
K, («) et Ky(a).
On en conclut comme au n° 14 que la formule (10”) peut étre rem-
placée par

S(5)

log \T

1
m., ,=—
<< log — A dp®

dans un certain secteur homothétique & D par rapport & o et dans un
rapport convenable, la constante positive 7 ne dépendant que du
domaine 1.

27. Mais on peul élargir le domaine de validité d’une telle formule,
car les raisonnements généraux faits aux n® 19 et 20 nous ont montré
que la fonction harmonique et réguliere fondamentale ®(5) introduite
alors satisfait dans le domaine D. obtenu en retranchant de D la partie
intérieure auzx cercles de centres A et B de rayon = (arbitrairement
petit) & 'inégalité double

AD, &)< -l--f“’ < (D, ),
//(4 B
les deux constantes positives (D, ) et %, (D, ¢) ne dépendant que
deDetdec. Or o,(3)=und(s)oip=log ( &) majore log
tout D.

J) g,
g l dans
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On a done ici, dans tout D,

;
~_,,l < pb(z) < qu(“)/ (D, eu/r,'

(11) log

qui est une formule analogue 4 la formule (6) du prmuim' cas, valable
dans D, pour m > M.

98. Dans les deux cas m <M et m>>M, nous avons en définitive
prouvé Uexistence d’une constante positice A(D, &) dépendant seulement
de D et ¢, telle que dans tout 1), on ait la majorante

(r2) ")%‘i%“:~)‘<|<)g<%%> A(D, &) dp* l;l

lor.rgue m <M la constante A(D, €) est la borne inféricure positive 1.

@ (s

de —=; 5) dans D,; lorsque m > M, A(D, &) sera lu borne supéricure posi-
-
(/p

twe ., de la méme quantité dans D..

29. Remarque. — Examinons maintenant si 2.(D, ) peut tendre
vers zéro et si h, (D, 2) peut tendre vers 'z, lorsque ¢ tend vers zéro,
alin de savoir si des formules telles que (6) et (11) peuvmxt s"é c-mlm-

a tout le domaine D. [l faut pour cela examiner si le mppurt — *) peut

avoir pour limite zéro ou I’ pour les points z, d’une suite end:mt

vers A ou B, A par exemple. On voit d’abord qu’une suite telle que
(D(Z,‘)

—7— -+ = existe toujours. En effet ®(z)ayant pourlimite 1 lorsque 5
tend vers un point de I'arc ACB, distinct de A et B, on peut choisir
d’abord une suite de points C,, Cy, ..., Gy ... de l'arc ACB ayaut A

pour limite, puis, une suite positive ¢, tendant vers zéro étant donnie
arbitrairement, choisir, dans D, z; tel que la distance

(.:15,'< ] el !‘b(\:,‘b) I { < &
Alors, la suite des z; aura pour seul point limite A, done d

T
bz
de plus ®(s;) tendravers 1, donc ~— L endra vers Iz,
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Examinons maintenant le cas de la limite zéro pour (, - D’abord,

(
- 7.
on pourra, par la transformation déja employée v ={( ) » ramener au
] ) 7

domaine D, situé dans le plan « & droite de I'axe imaginaire, limité
par l'arc de Jordan, A, C, B, et par le segment A, O, B, de Paxe imagi-
naire. ®[z(u)] est la fonction ¢(«) harmonique et réguliere dans D,
égale & zéro sur A, 0, B, A un sur A, C B,. Les points A, et A, les seg-
ments A, O, et AO se correspondent, la transformation z(u) étant régu-
litre en A,. Par suite, si « et z sont deux points corr cspnn(lzmts, dont
les plm courtes distances respectives 2 A, 0, et A AO sonl etd, le rap-

port ~ a pourlimitela valeur absolue finie el 5£ o de ~/~; aupoint z = A,

Dnnc, st la suite z, existe dans le plan z, la suite «, correspondante

Yl

sera telle que - 0. Considérons la fonction y () égale & zéro

n
sur A, O, et son prolongement au dela de O, jusqu’a Uinfini, ¢gale & un
sur le prolongement de O, A, depuis A, jusqu’a U'infini, 7 (u) ét é ant har-
monique et régulicre i (lroite de ’axe imaginaire. 7 (u) est bi(-n déter-
minée, c’est la fonction 2 ~» 0 étant I'angle du vecteur A, () avec le

—

vecteur A, u. Sur A,C, B, on a
ol ()
par suite, 7 («)<d(u). Done dans D, on a

o< y(uy-<biw).

Par suite, si la suite u, existe, on devra avoir

/(1,,

lim =0
’)//
Or, soit une suite quele onque u«, du demi-plan i droite tendant
vers A,, on a
ASZA N
;)\ll - 7I"()/l'

Si la limite du quotient est zéro, il faudra que lim0, == o puisque
limd, = o.
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Dés que 0, est assez petit, on a

6” i .\0,, Sill //,,’.
par suite
Z(”n) Ou

Bu Tpasin,
qut devient infini lorsque 0, -~ 0. On arrive done i une contradiction en
supposant U'existence d’une suite 5, ayant A pour limite telle que
qi(ji') = O,
(/n
30. Conclusion. — 1° Lorsque m < M il vésulte de ce qui précede
O (s)

que —— aune borne inférieure positive 1.,(D ), non seulement dans D

dp® ‘
mats dans D lut-méme ('). 1l existe done dans ce cas un nombre 7,
positif et == o tel que

(6) m% Wrw.“m,<“)hﬁa

dans tout D, ¢’est-i-dire que, pour m< M, la formule (G) vaur paxs
rour D pour une constante convenable 1.o(D ) ne dépendant que de D).

1
. oA 9 - 1
Il n’est pas sans intérét de noter que Pon a o < 7,dz* <1 dans

tout D.
{1

- , . e (
En effet, %, étant la borne inférieure de —

dans D on aura, en

r/p.
T . N 10 R S I
tout point intérieur & D, #,Z-=5= c'est-d-dire ryde® bz, et

pEa
puisque, en tout point intérieur 2 D, on a4 o< d(z) < 1, il résulte
bien que

1
o< d (ﬁ “'_< 1.

- g D(s)
(") A(D,), borneinférieure de = dans D tend, en déeroissant, yers 2, (1) -0,

Loy
do*
lorsque ¢ - 0.
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. - . f B .
La majorante (6) est donc bien du type l-(Tl < (%‘) avec o< B <1,
signalé au début.
Mais il convient de noter que, sur 'arc ACB, on a ®(5) =1, par
suite

LA
max p*  sur ACB

] .
n’est pas maximuim, on aura

QY=

Par suite, en tout point de ACB, ot dz
1

- Pl
B==Dhydp* <Zu:

la majorante obtenue pour | /| étant
g1
v T mBMIb == I-\-!-) { .

\ 10
: . M y1f . .- ,
le deuxiéme membre (m- esl, en ces points, supéricur @ m par
conséquent, la formule (6) donne sur ACB une majorante en général
trop forte, comme c¢’était i prévoir : il sera donc bon de ne I'utiliser
que dans des domaines faisant partie de D, pouvant avoir avec D des
points ou segments fronti¢re situés sur AOB, mais non sur ACB.
2° Lorsque /n > M, il résulte de ce qui précéde (n°29) que il’(—,:L‘ n'ua
p®
pas de borne supérieure finie dans toutD el par conséquentla formule (11)
n’est valable que pour D, el non pour D tout entier, le nombre 2,(D, ¢)
quiy ligure devenant infini lorsque ¢ -~ o. On peut aussi le voir en
plagant z sur la partie v de P'are fronticre ACB qui limite D, et sur
laquelle ®(z) = 1; on a alors

1
1

1
min de dp”  sury

D, e)z

1
. . . . e ol ,
et il est clair que, si e -0, le minimum de dz*  sur vy tend vers zéro,
donc 2,(D, &) — .
.1 ’ ) TP o
De plus, P, étantle pointde youdg®  atteint son minimum, on aura,
1 1

. 1 b ]
en tout autre point de v, dg* >dyg,* . Done

1 1
N o e ] -
hydo* = hdyel =y

Ann. Ee. Norm., (3), XLVIlI. — Fivaicg 1931, 7
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par conséquent la majorante (11) conduit pour ces points de y (et par

. 4 B - e\ B o N P "’t"l"/‘(s)
sutte pour les points de D, qui en sontvorsins) a une majorante de T

. m \ . s . v : HE .
qui est > i c'est-i-dire & une majorante de | /(z)| qui, étant >,
est moins bonne que la majorante élémentaire | /(s)| " m.

On devra donc, dans 'emploi de la formule (11), se borner auzx par-

1

) N St - . ..
ties de D, pourlesquelles )., dz* < 1, ¢’est-i-dire @ un voisinage plus ou
moins étendu de la partie rectiligne AOB.

3¢ Les formules précédentes (6) ou (1) ne sont done avantageuses
que pour des domaines A, intérieurs 4 ), mais pouvant avoir avec D
un ou plusieurs segments frontiére rectilignes communs v, sur les-
quels on a supposé | /|<M. Lorsque m < M, ce ou ces segments v
peuvent coincider avec la totalité de la frontiére rectiligne AOB de D.
Lorsque m > M, v doit exclure les points A et B, mais peut comporter
un ou des segments quelconques intérieurs i AOB.
A chaquedomaine, tel que A, correspondent deux constantes2.(A, D),
#i(4, D), bornes inférieure et supéricure de -‘»‘!»)(,3.)1 dans A et telles que
dp”

S ~ : '1
_j(~)'< mg(é‘;@)w“

st m <M [formule avantageuse dans tout A| et

s ’ 1
—[-([\-/-IJ l < log (%—;)7\, dp® ’

dans A on ait

log

si m>‘M [formule avantageuse seulement dans la partie de A
ol 7\1d€/m—l<l]-
CHAPITRE IL

DOMAINES QUELCONGUES,

1. Montrons maintenant que, sous certaines propriétés d’ailleurs
trés générales des frontiéres, les formules (6), (x1), (12) s dtendent &
un domaine quelconque D.
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D sera supposé simplement ou multiplement connexe, ses frontiéres
étant formées d’arcs de courbes de Jordan. Sur une partie I, de la
frontiére, on suppose | f|SM et sur le reste Fy on suppose | /|<m.

J(3)
M

Alors log est majorée par la fonction p®(z), ®(s) harmonique

et réguliére dans D, prenant sur ¥, la valeur zéro, sur ¥, la valewr un,
p. désignant la constante lorr< > Les majorations (6), (r1), (12)

résultent, comme on I'a vu au chapitre précédent, de I’étude del’ordre
infinitésimal de ®(z) lorsque =z tend vers un point 5, de F,. Nous dési-
gnons par d la plus courte distance de z & I,, et nous supposons que s
tend vers un pornt 5, de I,. 1l ya plusieurs cas a examiner selon que s,
est intérieur d un arc de I, ou bien appartient & la fois 4 F, et & F,,
¢’est-d-dire sépare deux arcs frontiére appartenant luna F,, Pautrea F,.

2. Supposons d’abord z, intérieur ¢ un arc de ¥,. — Nous suppose-
rons cet arc rectifiable, doué en chaque point d’une tangente variant i
la Lipschitz. De fagon précise, s étant 'arc de F,, compté a partir de 5,
la courbe F, étant, au voisinage de z,, représentée par z = z(s), on

supposera que 5’ = é—‘:’ satisfait 24 la condition (L)

|s(s) —="(0)|

v étant une constante telle quc o< vZr, pour |s| <s. Dans ces con-
ditions, sia aide d’un tel are Az, B (lu l*, voisin de 3, (sl.(l'un deuxiéme
arc de Jordan ACB intérieur & D, on délimite un domaine ® simple-
ment connexe, la fonction de Green g(z) de @, singuliére en un point{
arbitrairement fixé dans @, posséde en tout points de arc Az, B une
dérivée normale Ay comprise entre deux limites positives g, et g7, lorsque s
dn LA sque s
décrit un arc quelconque A’z, B’ intérieur (extrémités comprises)
4 Az, B.
Par u=e-&+", le domaine @ devient le cercle @, (|u|< 1) du

plan « (A est la f(mclmn conjugude de g). A l'arc Az, B correspond un
arc A, u,B, du cercle précédent. Comme

(l[( e gl ’j,é,’ i (1/[ ,
dz fo4 dz
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il s’ensuit, lorsqu’on dérive suivant la normale dn, que

du l _dy

dn | di’
puisque
dh ('[5' gt il |- . /\ = B
b, Z[;- —0 el ‘g i { Srosur Ay
n §

La fonction u(z) holomorphe dans (® est une fonction continue
dans @ et sur sa frontiére, ayant une dérivée en tout point intérieur
de I'arc Az,B, ayant pour valeur

lu / ;

it u(z)(--ge i,

de ~ dn

6 étant I'angle avec I"axe réel de la normale extérieure a . En tout
point intérieur de I'arc Az, B, la dérivée de u (prise yers intérienr

de M) a pour module d"} = d&

——

dn

Soientalors  etu deux points correspondants de D et @D,, et 2 leurs
plus courtes distances aux arcs Az, Bet Ajw,B,. Lorsque s et u sont
suffisamment voisins de s, et «,, ces plus courtes distances sont nor-
males aux m'c-v1)/'/"r-e'(1f'nts' (et tendent vers zéro avee s — 3, et 1, ).
Soient zz, et uu, ces plus courtes distances. Aszs, la transformation
u = u(z) fait correspondre un are uw, allant de u & un certain point u,
de A, u,B,, on aura donc

‘S_amuu,::f \du‘l &),

Lorsque s reste & I'intérieur d’un domaine @', intérieur & @, ayant
avec @ un arc frontiére commun A’'z,B’ intérieur a 'arc Az, B (les
autres points frontiére de &’ étant intérieurs 2 M), on aura dans @' rt
sur sa frontiére
du

dz

1

G,< < (3,

G, et G, étant deux nombres positifs finis et = o.

On en déduit d’abord
3LdG,.

Ensuite, en envisageant le chemin 53, qui correspond, par la trans-
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formation [z]«], a la plus courte distance o = uu,, on aura

Il
/[éarcz:l:‘j
n

~

d< »o
= G,

s
du

| due |

L

et par suite

in définitive, on a, pourvu que s soit assez voisin de 3, dans (@,

dGyZo<dG,.

Considérons ®(z); par [ 5|u] elle devient

harmonique, positive et réguliere dans @, prenant la valeur zéro sur
I'arc A, u,B,, de la frontiere du cercle @,. Donc J(u) (principe de
symeétrie) est analytique sur I'arc A, u, B, et le raisonnement fait anté-

rieurement (Chapitre I, n° 18) montre que 4/(6") a une limite finie

Y

., )
et 5 o lorsque u tend vers u,; celte limite étant la valeur £ 0 de o

prise en «, suivant la normale on intéricure an cercle @,. Il en résulte
que, dans tout le domaine @' correspondant & @', on aura
Pbu)

S

Yo et v, étant deux constantes positives finies et =~ o. Par suite

D(z) Dlz(u)|s L a
) o T8 d

restera dans (" compris entre deux bornes positives finies et 3£ o

» P(z) .
'/n('n'< ‘“(’/' ‘<71(‘1-

- . . D(z) .
Notre premiére conclusion est donc que —5= ne peut tendre ni vers
zéro, nivers l'w, lorsque z tend vers un point s, intérieur ¢ un arc de ¥,
doué d’une tangente variant @ la Lipschitz, et dans tout domaine @'
intérieur 4 D, ayant en commun avec D un arc frontiére formé de
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. . (=) L
points tels que z, de F,, le rapport———d—m admet une borne supérieure

et une borne inférieure finies et =£ o.

3. Supposons maintenant 3, point de jonetion de denx ares de I,
possédant chacun les propriétés du n° 2, mais faisant entre eux un
angle an (c¢'est-a-dire que 'ensemble des directions émanées de z,
vers l'intérieur de D couvre un angle ax, = peut étre une constante
quelconque positive, car-ce que nous disons d’un domaine I s’ap-
plique évidemment & des surfaces de Riemann). lei Iy est rectifiable
aux environs de z,, si s est I'arc compté i partiv de z,, z(s) est con-
tinue pour |s|<sy, 5'(s) continue saufl en o est telle que s'( -} o)
et 5'(— o) sont différents; ona

|5"(+0) = [5"(— 0)] =1,

mais
) arg s'( o) =marg 5/ (-~ 0) @ o,
On a aussi
[5/(s) —z"(~-0)| < K |s|" pour o =lS TS, 0y T
[2/(8) =5 (—o0)| < K, s pour S TS T 00 Oy,

Nous désignerons par AOB I'ensemble des deux ares F, ainsi envi-
sagés au voisinage de z,, 5, pouvant, sans nuire i la généralite, otre
supposé placé a 'origine.

Faisons la transformation z == ¢*, le domaine D devient un domaine A
du plan ¢ (ou une surface de Riemann étalée sur le plan ¢), les ares I,
et Fy de la frontiére de D deviennent des arcs [rontiére », ot py (e A,

; s
®(z) deviedt W(s) = ®(¢*), harmonique et régulicre dans A, prenant
la valeur zéro sur les arcs ¢, la valeur un sur les ares Dye ‘

Le point z,= o devient ¢ = o et 'arc AOB de F, contenant z,=- o
devient un arc A,0,B, composé de deux arcs o, tangents en ¢ = o,
(Les arcs de F, et ¢, voisins de I'origine sont désignés par s et 5.y On
a entre les arcs correspondants la relation ds = r).j o> tdsy prowﬁnant.
de dz = av*~' dy puisque ds == | dz | et d5 = del. On a aussi

/¢

a dz ( p
PO e =z (G == ) AP P ) ,
& ds Jargy 4 arg e’

dz

les modules =

(lp ' e , I L] )
et l%l étant égaux a 'unité.
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Ona

I 1.
arg ¢'(4-0) = —arg z’(+ o) = - limargsz,
a & sz=o-0

T
arg ¢'(— o) =m + > lim argz,

v S=—10

car

arg 5/ (4 0) = lim args,
§mm4=-0
arg 5'(— o) =lim args -+ =,
- Some—)
etcomme
lim argzs = lim args +- on,
. . $==—1 S0
il vient
o
arg o' (— o) = am -+ — limargz==arg ¢'(-- 0) +- am.
O gz=0 ’
Donc

(4 0)==¢"(-— 0).

[’arc A, O, B, posside donc les propriétés de Parc F, envisagé au n° 2.
St done d, désigne la plus courte distance de ¢ a cel are 2, le rap-
port 1—[2-(1—:3 reste, en vertu du n® 2 précédent, compris entre deux limites
posttives finies et non nulles dans tout le domaine A" découpé dans A par
un arc A,C,B, joignant dans A les points A, et B, ex(rémités du
deuxiéme arc frontiére A,0,B, de A’.

Il reste & trouver dans le plan z un infiniment petit qui soit cons-
tamment du méme ordre que d,, lorsque z décrit la partie D" de D,
voisine de z,, qui correspond 2 A'. D) est limitée par AOB et par Parc
de Jordan ACB qui & travers D réunit A 4 B.

5"

T, v - v . . ! \ P
L'étude du Chapitre I fait pressentir que dg®  (olt d désigne la plus

courte distance du point z a 'arc AOB et ¢ sa distance 4 z,) est du
1

P |
. , . dp*
méme ordre que d,. Démontrons, en toute rigueur, que le rapport —p(7
: . 2

reste compris entre deux limites positives finies et 5% o lorsque 5 reste
dans D’ voisin de z,.

Nous désignons par ¢, ladistance de ¢ a origine, en sorte que p = p7.
Il faut donc prouver que, lorsque ¢ parcourt A’, le rapport

1
-

dp*  d

]
o, dy o

reste compris entre deux limites positives finies et £ o.
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Si cela n’était pas vrai, il existerait une suite infinie ¢, de points de A’

d 1 APE 7010 (¢ AP nete )
pour laquelle le rapport (;7]?—;) tendraitvers zéro ouvers . Une telle

!

suite aurait un point—limite dans A’ ou sur sa frontiére. Ce point-limite
ne peut étre ailleurs qu'a I'origine Oy, sans quoi, en vertu de ce quon
a vu au n° 2 précédent, o, ne tendant pas vers zéro, le rapport (://,)
resterait compris entre deux limites finics et 50, puisque autour du
point-limite la transformation z== ¢* ct son inverse sont toutes les
deux holomorphes. Prouvons donc que, lorsque = est asses woisin de o,
le rapport précédent reste compris entre deux limites positives finies
et £ o.

Nous pouvons toujours supposer, en restreignant au besoin A%, que
arc A,C,B, qui le délimite avec A,0,B, est un are de cercle de
centre O, de rayon suflisamment petit. 1l en est alors de méme de
’arc ACB qui, avec AOB, délimite le petit domaine D" voisin de 0. On
peut aussi supposer pour la bricveté de I'exposition que la normale
intérieure en O, & arc A, O, B, est 'axe réel du plan ¢, la hissectrice
intérieure du secteur curviligne D' étant 'axe réel du plan z.

L’arc A, O, B, ayantunetangente continue ala Lipschitz, laplus courte
distance d, de ¢ & cet arc sera fournie par une normale ¢v,, menée de ¢
a larc A,0,B, lorsque ¢ est assez voisin de O,. Evidemment, ¢, ¢f ¢
tendent vers O, en méme temps. Au segment de normale ¢, corres-
pond, par s = ¢, un arc allant de 5 au point z,, homologue de ¢, et il
est clair que d<arc zz,. .

Donc
v
o < arcsz, —._./
I

intégrale prise sur le segment ¢, ¢. Sur ce segment || est certainement
au plus égal a la plus grande des deux distances O, ¢ ou O, ¢,, ¢ est-i-
dire & la plus grande des deux quantités ¢, = [¢| et ¢/ = | ¢, .

Donc

(5], LA ,
%i;‘]((vi:;:::/.-/ bo 21 de |,

.
1

O]
d Zla plus grande des deux quantités et
! op' Pl
Or, & désignant 'angle, infiniment petit avec I'arc A,0,B,, que faif
O,v, avec la tangente en ¢, & cet arc, ¢, cosew représente la distance de
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0, ala normale ¢, ¢, par suite

P12 P Cosm.

Done, si I’arc A, O, B, est pris assez petit, on a cosw > 1 — ¢ sur tout
cet arc, par suite ¢, > ¢, (1 —¢). Done,

ap®'d
d sera < la plus grande des deux quantités foei
- [ apt='d,

(1)

, . . . 1 . . ..
e étant arbitrairement petit, m—ya= sera arbitrairement voisin de
'unité. '

Donc dans tout A’ on a

le deuxieme membre ¢tant un nombre quelconque supérieur a o d’aussi
peu qu’on le voudra, pourvu que ’arc A, O, B, soit assez pelit.
Envisageons maintenant la plus courte distance « de 5 & AOB lorsque
s est tres voisin de O. Ce peat étre le segment Oz lorsque o > 1 ainsi
qu'on I’a vu au n° 13 du chapitre précédent, alors ¢ = ¢, ou bien une
normale 53, menée de O aundes deuxarecs OA ou OB, OA par exemple.
1

s - . .. dp® Lyt s
Le rapport & étudier étant comme on sait la quantité ~—— se réduit i
, 1
o
;P/T = (E/l] lorsque d =7. Comme d, <z, le rapport é¢tudié est certaine-

ment > 1 toutes les fois que  =7¢.
Lorsque  est une normale zz, menée de O & Parc OA par exemple,
en considérant 'arc ¢, que décrit ¢ lorsque z déerit z3,, on a évidem-

ment d, are oo,
//,4‘[; p/;[:;lfz;:
=) 2.,

Donc
En désignant par ;' la distance Oz, il est clair (que, sur 3z, [:.‘ sera
inférieur a la plus grande des deux quantités ¢ et 2’. Done

de
dz

o, < la plus grande des deux quantités

Ann. Ec. Norm., (3), XLVIIl. — FEvaien 1931, ]
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L’arc OA ayant une tangente lipschitzienne on voit, comme préce-
demment que, si cet arc OA est assez petit (ainsi que OB) onatoujours

p>0'(1—¢9).

Donc l
P .
S ;r((» ,
d, < la plus grande des deux quantilés ) ;
: - (/py‘ Y Ll
74 . 1
(1--&)”
c’est-a-dire
1
[ e ]
I/, < ;"*“E, I/ r,:’-
[¢ arbitrairement petit, puisque, ¢ étant arbitrairement petit, le
I
nombre (o — E)é'*“’ est arbitrairement voisin de 1 ].

1
, dp® . it . . )
Dans le cas présent, le rapport == est > (2 —z'), 'arbitraircment
I
petit pourvu que AOB soit assez pelit.
1

g

: dp® , . . .

LLe rapport ((/ - estdone dans A supéricur a la plus petite desdenx
!

quantités, (e’

En définitive, si > 1, on a

!

dp”
[:—-—r—’-{ < -} &
. 1
Stal1,ona .
dp’
O o € e < O |- &,

¢ étant arbitrairement petit pourvu que P'are AOB soil assez petit.
1
s 1
. .. [r, %
Il est donc prouvé qu’au voisinage de O le rapport f‘f"»/ - reste com-

pris entre deux limites positives finies et =4 o. 1l en résalte immédia-
tement que le rapport
W) ()

1
dp® - dp®
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(e . .. .. ..
est comme le rapport —(—;——) compris entre deux limutes positives finics et
d, : .

£ o dans tout le domaine A’

4. Excluons maintenant de D le voisinage (de rayon ) de tous les

points de jonction des ares fronticre F, (sur lesquels ® = o) et des
arcs frontitre F, (sur lesquels ® = 1) et supposons d’abord que les
‘arcs froniiére ¥, soient tous des arcs rectifiables a tangente lips-
chitzienne et sans points anguleux. Désignons par o la plus courte
distance de z aux arcs fronticre F,, et par D le domaine qui résulte
de D lorsqu’on enléve le voisinage () des points de jonction. Il résulte

. - . . 1 Pz
de I'étude faite aux n® 2 et 3 que dans D,, -—f/—)

7(D, €) et une borne supéricure %, (D, ¢) ne dépendant que de D et 2

a une borne inférieure

”
&

2(D, s)g%—) <h (D, €).

On sait d’ailleurs, par 'exemple du n® 29 (Chapitre I) que %,(D, )
devient infini si = tend vers zéro.

D’ailleurs, en faisant déplacer z sur les arcs frontiére F, qui bornent
D. et sur lesquels ®(z) = 1 on voit que
1

(D, &) 2 ————r
(D 2) 2 min o sur I‘.:’

et lorsque  tend vers zéro il est clair que le minimum de dsur F, tend
vers zéro, donc 2, (D, &) devientinfini lorsque z tend vers zéro.

La question de savoir si 2.(D, ) peut tendre vers zéroavece dépend
des hypothéses faites sur la frontiére de D aux points de jonction de F,
avec F,. Nous ne I’é¢tudierons pas en détail. Disons seulement que, si
un tel point G est, par exemple, situé sur un arc fronticre de D possé-
dant une tangente continue lipschitzienne autour de €, on verra aisé-
ment par une représentation conforme auxiliaire transformant la partie

.. . (1] . ,
de D voisine de C en un cercle que — ne peut tendre vers zéro pour

aucune suite de points de D tendant vers C.
On utilisera pour cela d’une part ’¢tude faite au n® 2 du présent
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. - o , . . ,
chapitre (sur les limites durapport - par representation conforme) et
, . , e .
d’autre part I'étude faite du n° 29 du Chapitre I.
Si tous les points de jonction sont du type de €, alors 2.(D, ¢) reste
> %, (D) >0, lorsque & o0, et par suile la formule ®©(z)-dr, est
bonne dans tout D.

5. De ce qui précede, on déduit (si les ares IY) sont i tangente
lipschitzienne) la majorante

A, eyl
(13) )"{T < (%’i&) ’ pour m << M dans Dy,

et, éventuellement dans D, si 2.(D, ¢) >7,(D) > o poure o,

% Sl ()™ ‘
(137 l =< (M) dans tout D,

Sim > M on a, au contraire,

3 N Ay, el
(14) ]%f:(g)

valable seulement dans ..

Lorsque les arcs frontiére I, présentent des points anguleux en
nombre fini C,C,,...,C, ou se rencontrent des ares de I, i tangente
lipschitzienne faisant en C; 'angle o;%, on voit tout de suite en dési-
gnant par ¢; la distance de 5 4 C; que

d(z)
—

~ e 1
14

'1

a deux bornes inféricure 2/(D, ¢), et supérieure 2 (D, z) dans tout
domaine D,, d’oi1 les formules

1

K Koo,
- 1 N e ]
wal e <o < a e
, g

valables dans D, et les majorations correspondantes

K 1

L et
L d %
()M e
i pou i

(15) lf(z)
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et

o1
N ;‘1"HP?i
1

o 5= (%)

les formules précédentes n’étant avantageuses (comme on I'a déja fait
remarquer au n°® 30 du Chapitre 1) que dans des domaines A tniérieurs
a D, ayant en comunun avec D des points ou arcs [ronliére appartenant
tousa F, (et excluant les points de jonction de F, avec F,). Comme on
I’a vu (n® 30, Chapitre I), on a en tout point intérieur a D,

®(z) i

K

< R car @ (z) <1

| K ]
; B | L
. o
d” P:Z' ({I I‘(Ji‘
4L LR

m
M

pour

>I7

‘/\/(I), E) ‘,/:

on en déduit

K
u<wugadl]ﬁfkm
1

dans D et par suite (13) ou (15) est avantageuse lorsque m < M quel que
soit A pourvu qu’tl n’ait pas de point fronticre sur ¥, car surF, onvoit
en raisonnant comme au n°® 30, Chapitre I, 1°, qu’en général la for-
mule (13) ou (15) donne une majorante de | /| qui surpasse m; sur I,
(13)ou (15) n’est donc pas avantageuse). De méme, lorsque m>Mon
verra que (14) ou (16) ne sont avantageuses (ue dans la partie de A o
7y d < 1 ou bien

car on a vu (n° 30, Chapitre I, 2*) qu’au voisinage de I', les produits
A, d ou
K 1 e
=
el | g
1

peuvent devenir > 1 et fournir dans certaines parties de A une majo-
rante de | /| qui surpasse la majorante ¢lémentaire | /|<m.

6. Dansce qui préctde, moyennant des hypothéses sur les ares fron-
uére ¥, ot lona|/(z)|ZM, nous avons obtenu unc majorante de | /|
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dans des domaines A intérieurs & DD et ayant cn conunun avec ) des arcs
Jfrontiére appartenant tous ¢ I, (et excluant les points de jonetion des
arcs F, et F,). On peut maintenant a condition de faire sur les arcs
Jrontiére ¥, (ot on suppose | f(z)|Zm) les mémes lypothéses que sur
les arcs ¥, (tangente continue et lipschitsienne avec points anguleuz pos-
stbles en nombre fini) obtenir, & partir de la précédente, une majorante
meilleure que la précédente, valable dans tout le domaine D, obtenu
en excluant de D le voisinage (de rayon ¢) des points de jonction de
F, et ¥y, et, a fortiory, dans des domaines A intéricurs a ), ayant avec 1)
des arcs frontiére communs appartenant a Iy et 4 F.,.

7. Considérons en effet ®(z) harmonique et réguliére dans D,
prenant sur F, et F, respectivement les valeurs zéro el un. Alors
1 — ®(z) harmonique et régulieére dans D prendra sur Fy Ta valear un,
et sur F, la valeur zéro; z étant un point de D, on appellera o, sa plus
courte distance & I',, ¢, sa plus courte distance d Iy, Pour simplifier,
nous supposerons I, & tangente lipschilzienne mais sans point angu-
leux; de méme F.; nous admettons des points anguleux & la jonetion
de I, et IF,. Si ', par exemple présentait des points anguleux il fau-
drait remplacer, dans la suite, d, par un terme tel que

Koy
oy 5:--;

G §
1

Cyy Cyy ..., G, élant les points anguleux (voir le numéro précédent).
Alors, il résulte de ce qui précéde que fl-:-(,‘{? reste compris dans D

1
entre deux bornes «, (D, e) et b, (D, &) positives, finies et <0, et en
permutant les roles de F, et I, que L___:;E(j_) reste compris dans D

3

entre deux bornes
ay(Dye)y et by(D,g):

a, ) oy < Ll /
“d, ~ Y 2 S (/-.', ST
Il en résulte que
: wy d, @ _ b,

e R B
body ~ 0~ " w, d,’
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c'est-a-dire )
d, D d,
A = ([ < & D < ‘AI (7:
pour des valeurs convenables A(D, ¢) et A, (D, <) positives et finies.
Puisque ® estentre o et 1, il résulte de ce qui précede la double borne:

Ao ./\16 N (/,
—_——— << b < =3 en posant 0 == '«
14+ Ao <®< 1 A, 5’ l. ol
Ladouble borne obtenue pour dal’avantage de se réduire, comme @,
N 'l Al N \

a zéro sur I, (puisque, sur F,, ¢ =o0) et dun sur F, (sur Iy, 0 =) et
par conséquent, de conduire & une majorante de | /| se réduisant a M
sur [, et & m sur F,. Cette majorante est

S| (20 A9
o T l“h :\1 . /\ 6,

M
S oo [ A, 8” -
T |~ (M)l-l-/\,a

(17) st m << M, log

(18) sém>M, log

. N d \ .. .
ouo= (—l—‘, A(D, =)< A,(D,¢), constantes positives {inies. (17)et(18)sont
., A o '\
valables dans tout D, et les deux quantités ——— el - A% sont com-
1+ Ao A

ises entr J ! so
prises entre o et 1 comme le 3 de la formule l A . < rappel(,e au

1\—1
début du mémoire en sorte que les formules (17) et (18) sont avanta-
geuses dans tout D..

b,
Mais en vertu des formules A = ?“’ A, == onvoit (puisque b, et

b, deviennent infinis quand ¢ > o, alors quc a, et a, restent finis),
que A tend vers zéro et A, vers linfini, lorsque € — o, en sorte que les
Jormules (17) et (18) ne s'étendent pas a tout D, mais exigent toujours
qu’on écarte le voisinage = des poinis de jonction de ¥, et F,.

8. Disons un mot du cas ot lon Jait sur les fronticres de D) des hypo-
théses moins restrictives que les précédentes. On peut obtenir encore des
majorantes des types précédents, valables seulement dans des
domaines A ayant encore des points frontiére, mais non des arcs fron-
ticre communs avec D. A cause de la grande diversité des cas qu’on
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peut envisager, nous nous bornerons ici & quelques indications. Sup-
posons, par exemple, F, et ¥, arcs de Jordan sans points muliples, avec
flEMsur F, et| /|< msur F,. Soit O un pointappartenant a unarc I,

et non jonction d’un F, avec un F,. Supposons qu'il soit possible de
trouver un secteur circulaire ¥ d’angle 2=, de sommet O, de rayon
assez petit pour que tous ses points sauf O soientintérieursi D, AO el
OB seront les cités rectilignes du secteur. Si par exemple M -2, on
aura |f|<M sur AO et OB. Sur P'arc circulaire ACB, on aura
|f] < my = mB)\'# (avee § constante, o <3< 1). Puisque m, <M,
on pourra, dans le secteur X, avoir la majorante (6)

H
l»l

S P 7,:/(1“' <I)£ ’/,."Sfl(.":‘
W <Uw ~lar)

et par conséquent, dans tout domaine Aintérieura D, aboutissanten O
par Pintérieur de X (') et pouvant d’ailleurs aboutir 4 des ares I,
(mais sur ces arcs la majorante n’est pas avantageuse), on aura encore
une majorante du type (6)

A

Ll At
l<(%) !

A = constante positive, ¢ = distance 0z, « == distance de z it AOB,

9. Conclusion. — En régle générale, lorsque F, et I, sont simple-
ment des arcs de Jordan, il suffira done, pour pouvoir utiliser les majo
rantes établies dans ce mémoire sous les conditions de frontiére envi-
sagées au Chapitre I ou au Chapitre I (n™1 4 7), de considérer des
domaines A intérieurs i D, limités par exemple par des courbes analy-
tiques aboutissant & des points de I, ou F,, d’établir d"abord une pre-
miére limitation élémentaire surles courbes frontiére de A, i partir de
laquelle, par application des formules du présent mémoire, on
obtiendra des limitations plus précises valables dans tout A.

(1) Cest-a-dire que la partie de A suffisamment voisine de o devea élre inté-
rieure a X,



