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SUR QUELQUES MAJORANTES IJTiLtô
DANS

LÀ THÉORIE
DES

PAU M. GASTON JUIJA

Introditcuon. — En exposant celte a n n é e le p r inc ipe de Phragrnén-
L inde lo fe t certaines propositions connexes d^Ana ly^e fini fournissent
des majorantes, commodes^ notamment la majorante que M. Carlenjan
adonnée à la page 4 de son livre Sur (es fonçons quasi-analytiques y

'j'ai fait quelques remarques que je crois nouvelles et qu'on trouvera
dans le présent Mémoire.

Il s'agit ici d'âne fonct ion /(:?) holomorphe en tout p o i n t s i n f é -
r ieur u un domaine borné D d e f ron t iè re F, Si le d o i n a i n e est m u l t i -
p lement connexe, [/(:?) | est supposé unifors-ne dans 1). Surune parlieV',
de la front i'.ère d ' a n seul tenante on suppose | f ( z ) ^/^ cl sur le reste Fy
on suppose \f(^) ^M, m e t . ' M étant deux constantes di/é renies; cela
veut dire que, par exemple, pour tou t point/i appâr f .enant ; à F,, on peut,
quel que soit s positif, donné à l'avance (si petit qu' i l soi t ) , trouver
p., (a), un rayon tel qu'en t o u t p o i n t ^ de D dis tant de /, ^ de inoins de p , ,
on ait

j / f s ; |<: m ^ $;

dire qu'en un point/, de F,, on a [/( ̂ m ne s ignif ie donc pas néces-
sairement que/est continue en/ , et y prend u n e valeur <. m; mais
simplement que, dans un voisinage i n t é r i e u r à D e t suf fmînrnent res-
treint de/5 les valeurs de/sont inférieures h tonte constante donnée
a priori s u.p é r i e il r e à rn,

MM. Nevanlinna et Ostrowski ont , sous les hypothèses précédentes,
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•démontré le théorème suivant qu'i ls appel lent théûrème clés deux
constantes.

D étant limité par un nombre fini de courbes de Jordan simples et
fermées (de manière que le problème de Dirichlet soit possible)^ si A
désigne un domaine quelconque d,.ont îws les points ̂  ainn que fey points
frontière^ sont intérieurs à D, il existe une.constante ? positive et <^ i ^ ne
dépendant que de la configuration géométrique (à savoir!), A, F,i el Fy)
telle que, pour toute fonction/soumise aux hypothèses précédentes,
on ait, à l'intérieur et sur la frontière de 1) :

,- , .ly^^l^/^M1--? ou encore ^ ^(^)^

. .D'autre part, à la page 4 de, son livre Sur les fonctwm yuau-ana-
lytiques^ en,supposant que D est un, 'secteur limité :

i0 Par 2 segments de droite, AO, OB faisa-nl en 0 l 'angle a'n;(^>a1).
2° Par un. arc de courbe de Jordan ACB unissant A, (:*<: B; si gurles

segments frontière AOB on a \f(s) \ ̂  M. et ^ur Farc ACB on a ) f(s) | <'; m
(au sens précédent), avec la condit ion w < M / M L Carkman înoiit.rt*
qu'on a, en toul point 'C, de la bissectrice du secteur 1̂  l^négalité

/ £^ i f^
• 1/(0 ̂ m{iHi/ ^ '*ll"uî•/

r désignant la distance, et R le maximum de la distance à 0 d'mi point
deFarcACB. 1 , /, . , :, , • •

, En écrivant la formule de M- Carleman sous la forme
! 1 • ! - 1 1 1 1 ! ! ! ! ! ! 1 1 1 ( 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

'.! . - ^: !: ! ! ! 1 1 , ! ! , : 1 , - 1 : f r \ i w , ^1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 1 - 1 1 1 1 1 ' 1 ' 1 1 1 : 1 tW ^/^v111^ 1 1 ' 1 1 1 1 1 • 1 1/mV
(,.M;,:

. .: ; 1 „ 1 , 1 ! , , ! • 1 1 . ! ! 1 . ; —^- <. !,,•„ , ! 1 , , ! , , ^1 ; \1 , .- . , ' ' -^r M, j '"' \.M'/ : . /. , - . !

.onvaitapparaîtrel'analo.gieaveakformuledeM'M.NevânIirnîa-Oatrow-1 1 : 1 • 1 • 1 1 : , • • ! , ! , ! ! 1
ski, la constante ^ étant égale à ('•ly et ne dépendant efrcctiyement,
que du secteur D, du point Ç de la bissectrice, et des 'i arcs, rectilignc
et curviligne de la frontière du secteur. Seulement, lîi forniult* de
M. Carleman est valable sur toute la bissectrice, c'esf,-.'»-dire sur un
domaine qui touche en 0 la frontière de D. On peut encore envisager
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cette formule de ML Carl.em.an comme donnan t Vordre de F''infiniment
petit [3 lorsque le point z tend vers f\ de la frontière de I) où \ f(s) \1<: M.
Et c'est là, nous seintile-t-il, qu'est l 'intérêt et la, nouveauté de la for-
mule de M. Carleman ( indépendammenty bien entendu, de ses utiles
applications).

Le but de la présente recherche est, de donner, dans tous les cas
possibles et avec des hypothèses aussi générales que possibles sur la
frontière F de I), u n e borne supérieure de |/'(^)| q u i , comme celle
que M. Garlernan a donnée pour un secteur et sa bissectrice, soit va lable
dans des domaines A ayant des parties de frontière communes avec I)y
voire dans D tout entier.

Pour cela (Chap* I), nous donnerons d'abord du théorème de
M. Carleman une nouvelle démonstration qui nous condu i r a , pour le
cas du secteur, à une borne supérieure du type de celle donnée par
M. Carleman, mais valable dans tout le secteur 1) et non plus seule-
meni sur la bissectrice. Nous nous affranchirons aussi de la restric-
tion, rn<^M. et nous donnerons à notre nouvelle majorante une forme
très générale susceptible d'extension à des domaines quelconques.
Chemin faisant nous donnerons diverses .majorantes assess simples et
maniables dans le cas du secteur.

Ensui te (Chap. Il), grâce aux résultats acquis a ce jour sur la
représentation conforme, nous étendrons la borne supérieure trouvée
à des domaines 1) possédant des frontières assez générales, par exemple
des arcs de Jordan simples don t cer lains pos i r ron t être supposés avoir
une tangente variant con t inûment de manière que l 'angle de contin-
gence satisfasse en fonction de Farc, à 'une condition de .Lipschitz.

CHAPITRE:! .
C A S DU ^ECWtJH 'D^OUVKMTIJRK %7 î fa^>o ) .

D est ici l imi té par les deux segments AOB faisant l 'angle a-re et par
l'arc de Jordan ACB.

Si a<^2, D est donc une aire o rd ina i re à un seul feu i l le t , si a^^ ce
sera un morceau de surface de Kiemann. Au voisinage de tout poin t

Afin. Éc. Norm,, (3 ) , XLVin . -.. jANvi l i t i 193,1- S
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de AOB oira /(^)| <M 4- £5 et au voisinage de ioul point rie ACB on
a |/(^) ] <^ w. +£. Nous distinguons 2 ca^ 2 m << M et w > M.

, ! / ! 1 1 ' ' 1 Premier cas ; ///^'M.
! . ! ! , 1 ^ ! !

1. En posant a == (- ) /( élant un point de t) situé sur la bissectrice
de AOB, à la distancer de 0, H é tant pris é^al à ï pour ^:"^^ le
domaine D devient un domaine D| du plan u situé à droite de l'axe
imaginaire, limité par un segment A^O/Bi de cet axe ( A < , B, trans-
formés de A, B) et par un arc de Jordan, A } C i B ^ transiTormé de A.CIt(1).
Le domaine Di est1 an domaine ordinaire à un seul feui l le t , dont la
frontière est une courbe de Jordan fermée simple; on peut donc
résoudre le problème de Dirichlet pour l)i a'yec des données hornées
n'ayant sur le contour qu'un nombre '(Ini die points de diseontinuiUL
Si R était le maximum de la distance à 0 à\m point de l'arc A(X

sera le maximum delà distance à 0, d'un po in t de l'arc A Ï (,^I^ ; par
"conséquent, Di^^ra1 une1 partie du domaine .0^ tnîiité à1 droite^ de l'axe*

; 1 1 imaginaire: par^et axe;et1 •parle'dêïni-cercle de centre 'O^de rayon P^.
/EnvisageQn^lafbnetion.log'l^^)!
points singuliers-les-xéros, de1/11 où elle11 devient 'égale à —•oc; die
devient par la substittition [3\u] une fonction logl/t^C//)1)!,1 barmo"
nique dans Di , sauf aux'transformés des •%érog1 d.e'/.où -e l le dev i (» l î î t :

égale à. — 00. Au voisinagei'des points'de.A^O., B,10:11 aura 1 1

, 1 1 1 • , 1 ' : 1 ' losj . / I I^(«) ,]! l<loR IM4.- l l^ l

.et au voisinage des points de A41i Bi on a
. - • , . . , Î0g| / [5(/ / l)] |<îogw4m•• £.

, - • ( 1 ) .'La subslilulion, (s | / / } a/es'setilieiletneitl j»<,,,nr lm\. (h mnwer î t :* r.is1 ^w:
rai a quelconque au cas particulier a := .1 poiir l^^ ^ni hwmwp p:h^ Mmpî^..
les,, majora lion s qu^an va l'aire (laua, la sulie, 1 . 1 . .. 1 1 1
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Si donc on considère la fonction y (^ )y harmonique et régulière
dans D^ prenant sur A, 0, B, la valeur constante logM, sur À ) Ci B| la
valeur constante logm (Problème de Dirichlet possible), elle majore
partout dans D, notre log iy[^(^)| |

lo^ | / [ ,s (^} ]^9(a)
partout dans Dr

2. Il est impossible, en général, de donner l'expression exacte
de y(^), mais on a une première majorante simple de y(^) en passant
de D.| àD'i limitée par l'axe imaginaire et par le domi-cercle de rayon P| ,
de centre 0^ Soit o , Ç u ) la fonct ion régulière et ha rmonique dans D'(,
égale à logM sur l'axe imaginaire et à logm sur le demi-cercle de
rayon P.,, on aura en tout point u de F arc A..i C, -B,) y

lo^/ /^9j ( / < } < ; lo^ M,
tandis que

, • ! lo^m=9(^) .

Par suite ç(^) == cp^(^) en tout point de A ^ O ^ B i et cp ( / / )^ç^ (^ ) en
toat point de Ai C^B,i, donc on aura 9(^)^9.1 (^) ^ tout point de D,i,
régalité n'étant d^aiileurâ possible que si D( se confond avec Dp c'est-
à-dire si A . ^ C . i B i (et par suite A.CB) est un arc de cercle de centre 0.
<pi (//) constitue donc une première majorante harmonique de

dans tout D ^ . Nous la calculerons tout à l 'heure.

3. Nous majorons encore ç^ (^ ) en appl iquant une deuxième foîs ce
procédé de recul'de la partie de la frontière qui porte la donnée constante
la plus petite. Envisageons le domaine Ï ) ' \ compris entre Faxo

.imaginaire du plan u et la parallèle à cet axe tangente au demi-cercle
qui limitait D^ cette parallèle a pour équation B(^) = P( , R.(^) dési-
gnant la partie réelle de u. Sur la sphère classique de lUemarni, le
.domaine correspondant à "Ï)\ serait compris entre 2 cercles (angents
entre eux au: pôle, et d'ailleurs, dans le plan iiy D'( se transforme par
substitution linéaire u (WUL—}. en un domaine l imité par 2 cercles\ on --s-- /./ i 1 1 ' .
tangents entre eux. Le problème de Dirichlet est donc possible '
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pouri)^ : i lexiste unefonct ion ( p a ( ^ ) e t u n e seiïloy l i a r înoniq i ied îuss I ) ' , ,
prenant sur l'axe imaginaire la. valeur log'M'^ sur la d ro i te 1,S(//):== ,P(
la valeur logw. L'arc de cercle qui, l imite I)', étant intérieur à D'g on a,
sur lui y

, ! • , ! , ' ! )o^M '> ̂ ^> Ingw,

tandis que, sur lui, ç i (^ )==îogm. On, en conclut comme précédem-
ment que, dans Dp et par suite dans 1')̂  on aura

! ?l(^) <9îi(^

l'égalité n étant pas possible puisque D7, n'est jamais confondu avec l ) '^ .
• En définitive, on a dansi^ , ,

l l og|J f [-s(^)] |^(^ l)^91(^)<?a(^ l). 1 !

Le calcul de <f^(u) est iro médiat : ça(^) est une fonction linéaire
de R.(^) qui prend les valeurs logM.et logm respectivement pour

! R ( / / )=: :<.> 1 el :ISV^•)r: l::;:l>,,,

„ . ., ,, i / ^/' \' / / / , \ 1 1 î i ( / / . )
. M ) < "'"^fr" '9,(/^=iogM4... S o g ( ^ j

4. ,£<? /^to^r ̂  ?/ à 2 est aisé en envisageant les modules et les argu-
ments de ces variablesy c'estdonc ainsi, ^u'il .convient1 d'opérer pour
.ramener la majorante. 1 ' ' • ' 1 1 . 1 1 1 1 1 - ' 1 1 1 ' 1 1

1 : ; 1 1 1 1 1 1 : /1 1 1 1 1 1 1 . ' ,1 1 : 1"1 ' iogi/[^(^)]i;<iogM.+1 ^/^yu^1,1
î 1 1 ; 1 1 ! ! ! ! 1 ! 1 - : 1 ! ! 1 1 ! - \W. / ] l ]au-plan^. 1 1 / 1 / 1 1 ' 1 , ' ; 1 - . 1 ! ! .. ; ^ :/ , ! , , 1 , 1 1 , 1 ; ' !

! Posons p ===,| s , et soit (i) l'angle, dont il faut faire tourner autour de 0
la bissectrice intérieurede D pour1 l'amen er sur Q.s ; on a ! !

n . • i ^ ! ^........... y.- <^ < ^ — 1 5 ^ 1

21 1 1 9.

en tout point intérieur al). ' , '
1 L'argument de j sera précisément cue t sa/valeur absolue sera .?serfi •L

/'

Donc
Ï^te^
Ç r

1; i"--fçr.'-
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et

•o/ \ / P \ ^ï\.(u) == l- • cos —
\ r / a

avec
r-^'-

Donc

^^.PV.eos^
P, ~{PJ cos^

et il vient la majorante très simple 'valable dans tout D

(i) ^g f(s')
M

r, / m \ '"<llog(^ ( P \ a ^
•(,]T,) -^a

sans égalité possible.
Lorsque co = o et p = r, c/est-à-dire en tout point. Ç (Je la bissec-

trice, on a

10^ ê^i
M

n /^M /f'Y1

r^Mll-^J '„ , / m.
< ^ ^

f.brrïi.ule qu i n'est, autre que la formule de M. Carleman.

5. On. aurait eu une majorante ^(/Q d11 m6n"îe tyi)e que ^ ^ ( u ) eu
général inférieure, en tout cas non supérieure^ si l 'on avait: considéré
le domaine A^ l im i t é par l'axe imaginaire du plan u et par la, parallèle
à cet axe qui. est une droite d'appui (stûtzgerade de Minkowski) de
l'arc A, C^B^ son abscisse correspond au maximum deR(^)surA. ,CiB. , ,
lequel est en général infér ieur au maximum, de \u\ sur cet arc. On•i
serait alors,conduit à in t rodui re Je max imum de c^. cos OJ lorsque le
points décrit l'arc ACB, et l'on perdrait en général dans ce calcul le
bénéfice de la petite améliorat ion que procurerait la subs t i tu t ion ded/a
à 92. C'est pourquoi nous n'insistons pas là-dessus.

6. Mais nous allons calculer la majorante y., (u) moins simple, mais
plus serrée que fa^). C'est une fonction harmonique et régulière
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dans le demi-cerclu 0', innifé par le segment, (—- î'P,, 1 / I ' ,) de l'axe
imaginaire et, par le demi-cercle de centre (),, de rayon 1' , , s i tué a

droite. Par une transformation de la forme ] // ^ î ̂  j (qui conserve

Tharnaonicité), l), est, équivalent a l'aire comprise entre 2 arcs <le
cercle orthogonaux unissant 2 points //, et M, (lu plan //. Sur un f c l

arc, il est bien connu que l'argument de ^——^ est constant et c'est
une l'onction harmonique.

Lu fonction harmonique cherchée est donc de la forme

. 1" ii —- n 11
1 , , ; • - , , , ,^.,j^———^

À et p. étant 2 constantes réelles convenable
Ici, elle sera de la forme

A1 V

L.,

,̂,,,H.̂ .̂ ^^^

cl. l'on déterminera /. <1! ^ en ccs^ iv i t r i f , que : sur A i 0, li,,

(?, ( ff ) •^..: tog M ;
sur Ai(lpBi',

(pï(^)=::log/^.
^/'Or.siirAtOrBt'1

u. —n\. 1 1 1
-arg —-—— =:=111—1 T:

• lb,^.4" ^l*! 1'
.ctsurA^C.i'til,

\1.111.1,On: en tire.

^yy,,———— • •̂::1:........... .^1.11111.51^^14"ri-\ 1 , 1 ^
1; '/ ^ ^ 1 ^ . . . 1 . 1 . 1 ^ ! a . ' /w\

• ., ^^..^Â^^.I.O^^J
^ ^ ! a,. ; . / w\ ' , ./. ',.. 1 ., .A =, ̂  lo^ r^ h ! ^ =: a log /?z..- log M.

On-a don^
.!. ! ! ! ; ^ ' ' 1 1 'î . f m\ . ; ^ — rP,, ,,
( 2 ) . ; a>^^Jo^^J.arg^^ .4-^lo^m ..- logM.

, , 7. Il faut maintenant exprimer arg r^—i^. | en fonction du module
, , . ^ , ! • ! ! ! 1 . . ^ ! - [_^ -h ^l1 :1 1- ,(J , . ^ 1

'et de l'arguaient dô ^afin de permettre ensuite le passage à lâTOmNe?,11
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Nous poserons donc u = p,, e^1 et nous devons évaluer
r u — i p , ~ ]any ———:— === — 0L^+^J

compris entre — TC et — ^ dans le demi-cercle D',. On peut calculer 6
par son sinus ou sa tangente, le triangle constitué par les 3 points // ,
ï P , i , — i ¥ i étant connu. Considérant par exemple les angles ^ et tr
en u des 2 triangles partiels en lesquels le serment 0,0 divise le
triangle précédent, on aura

P., coso), P. ••— p. yn'iù),
S in F ::-:;= —————————————————-^.^._.— , co^s F =-;: -•~::rr.̂ ^=====:=^^

^P2 -!- p^ — 9, P., pi s ' i n ^ ) i v?^ •4- p^ ••— ^Pi pi s i n ^ > i

et les expressions analogues

P.iCOsœ,, l'̂ i -î-- pi siaû».
S II'Ï •̂•> ̂ ^ —•-̂ =rï--.̂ ~r'-"rsr̂ ^ î C;(")S (r ̂ :- -••'-—rr-^^-^r^rsï'r'̂ -r^

^/P'f -4- p2 "-l" aP.i p i sirKx)] f/P'f -•l-1- pï + 2 P.] pi s in^i

et comme
1 1 1 , , , 1 ^ ' ^ ' 1 1 ^Pipi cosfa^ 1 1 : 1

, 0 = ^ 4- ^T, sin Ô =• —==^==^^^ • 1 ' 111^^ :̂ •
\ ^p2^pa)â , ,^^p^p2 sin^,),

Par conséquent
, . 9. Pi pi cosa),y == 7; — Arc s in ———^-.-^ .̂iJ-.̂ ^^^^^-......-^——...-..,>

^ ( P ï ^ - p ' - f ) 2 -"-/îPÏp^m^.),

rArcsin étant choisi entre o et- (délerininalion pr incipale) .
À

(Le calcul de 9 par sa tangente est aussi très aisé en envisageant les
2 angles en lesquels la parallèle à l'axe réel décompose 0,)

Portant cette valeur de 6 =—arg •M—^^^ dans l'expression (2)
de.^i on aura, après réductions,
, - , , . 2 , /rn\ . , ^PiPi coso),. -i x ï( 3 ) û>i ( ̂  ) r= "-. lo^ .. ) ' Arc sin -̂ ïr̂ s^^J^^^ 4- logML
• / f1' / 7t ^VM; ^^P< f4••-pÏ) î î-P^p t fs i r)2^, b

8* On passe aisément de u === 04 e^' à ^ (wir n° 4:).
On a

z ̂  P ^0) .r^65 ' . , .
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/ûV ^
t^^p.e^^^^^ ^ a

c'est-à-dire

D'autre part Pi === (^T el la foromie (3) fourn i l dans le secteur 1.)
la majorante cherchée

valable dans 1), q u i est plus précise que ( i ) niais moins maniab le .

9. Signalons en passant là (orne de la majorante 1 (4) lorsque l'Arc
sin est remplacé par l'Arc tang de même va leur* On'verra aisément pm*
des caleuisélémentaires que l'on a , 1 ' ' ^ 1 1 1 1 \ 1 ,

Arc sin/ A.rc lâHii '(

1 w i p .'^^W

l/Arc sin et FArc tang étant pris entre o et î pour -<ï <^ n el < 1 » <' ? ̂  ILa ' '^1
. Sur la bissectrice du secteur, la formule en Arc iang devient Ires

simple et donne là, majorante

(^ I02'
/ (S) ,.4 i /^A , , / / •V'ir ^^^-nM^-^^^^h^ ,̂

un peu plus serrée que celle de M. Carleman»
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Reprenons d'ailleurs la forme (7^) de (4) avec l'Arc tang c'est-à-dire

(4 / ) 3og / (a )
-M

^ î f^ ,<". — • lo^ ^ ' A r c t t i n ^
" 7T ' \.M/ °

—(ff
• • ( ^ y\ " /

et remarquons qu^ici m <^ M, Donc log ( ^ ) <^ o.
On augmente donc le deuxième membre de (4/) en remplaçant

l'Arc tang qui y figure par une fonction pos i t i ve et plus pet i te pour
o^p^.R et n<^

a [ = 2
Or^ on voit sans peine que l'on a

A.rc (.aiïiû
^ / p'-î.cos - - » (—
a \ ii >'- A, 1*0 la ni»' ^ ' a ! \ K ,

Y^V^'v .»r l) / p-— cos"' ~. .i»a \ S:i ,
c^est-à-dire

A rc lani

0) / p \ 3

^.cos -. .--
•y. \ ! \ î ) r , } f 0 \^ î

,>.,Vr<.n.n^-^.<>s^f.^. ^

l'égalité 'n'étant pas possible à Vintérieiir de 13 car cos ^ >• o à l ' in tér ieur ,
D'autre part, dans Ï), on a

^ / PV
0«.<>S^(^J .

eti /on. démontre aisément que •--^^"ii, fonclion décroissante de 0
deo à ï atteignant son min imum pour 0 == i, satisfait dans (o, î ) à

Arc; lan '̂ 6' ^ ÎT^ > ^.
Anit. Éc. tYorm., (3), X L V 1 1 1 . -~ ,)A',YIH>I it)3i. 4
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. Il en résulte
) w ( p

Arcian^i cos-" î p-a \,B,
'K . 0) / p '. ̂  - ces — * —

. 4 a \,H,

et par suite, en portant dans (4^ cette borne in fé r ieure de l'Arc hwg
précédent, on a

/'(.
M

. i / ^\ G) / "P '^Jo^^J^.)^-^^

la dernière égalité ne pouva-nt j ama i s être égalité à l'intérieur de 1).
On retrouve ainsi en partant de (4) û»i {^)i et à Faide des majora-

tions successives précédentes, la 'formule (i) antér ieureTOent donnép»

10. La majoration (i) n'est pas une hôroe exacte, susceptible d'être
atteinte par une fonction f{z) et un domaine I) conmiable^ taridb
que (4) ou (4/) estime borne exacte. Par quelles ionctiôïî8/(,s) et q u e i n
domaines D est-elle atteinte. Il faut s'adresser à un domaine î), du
plan u et à une fonct ion f\s(u)\ tels que l'on ai t partout

1 f)^ f \ Z ( U ']] \ = 0 ( // !) '^ Ç j , ( ! U ). ! !

• ; Or^lpour que 9:(^) ==ç 1(^)5 il:faut que^D^ 'coÏneide avec I)',, e'e^t-
' a-dire1 que1 le secteur-D soit1 circulaire (ACB.arc'de cercle de centre 0).
Ensuite, il faut chercher nne fonction holomorphe'dans I)^. et dont la
partie réelle soit ç^ (a), et ce sera la fonction log/['^(^)].
ï Or y on a vu que

, , • 2 , / m\ u — /Pi ' • , 1 , . ^,
9i ( u ) = — iog ( „ ). arg,-——^ 4- 'î iogw ;--1 !ogM

i/L \ ,iTl y /.<' r̂"* < - < . . {

u — /P,Jîi_JM
>[/,^4^'J\Jet la fonction conjuguée de ar^——-*" étant —i\(}Q, «-—^^^^^^^^M D ^l /,/- "4" ?I\ .1 & // -i- / i\

vertu de ce fait que
en

^ ^é?
u—i'P,
u -4- ïP,

fa l-/P,1 1 ,, f
,arg[^^^J=^.^log^ a — iÏ\

u^'iP,

est, fonction'analytique de u dans ï)^ il est clair que la forietiôïï ûonju-
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guée de y,(^)sera
^7

li.lo..J!?!
^\M .les

^ — ^ j
b \u 4- rl-^

- h / G

(G constante réelle quelconque).
On aura donc

lo^r.^)]^ -.ILlo^f^ lo^f^^ | + 2 lo^, .̂  lo^M 4- /G.
7: \ .'VI. / | _ /./' -t- / ». i. J

Donc
l̂ i {f!l\

. . . , m1 Y a.-^î\\^Y^^^ ,.j^,,,^^ \ ^\
M if,--- / 'P i

II n 'y a plus qu'à poser
fzY' /R,Vn= » ) el ,1.»,=:: -:,)

pour obtenir la fonction /"('^) correspondant a la home exacte^ où (4)
est une égalité.

11. A partir de (4) ou de (i) il est possible de donner des majo-
rantes de/(^) commodes, valables non, plus dans tout le domaine ï),
mais dans des domaines A intérieurs à I) et ayant avec î') des points
frontière communs. En voici un exemple simple.

Envisageons la majorante ( î ) dans un sec teur , l'y de sommet, Oy de
même bissectrice que Dy l i m i t é au même arc de Jo rdan ACB et par
deux rayons OA/y OW intérieurs à 1), faisant respectivement avec OA.
et OB r angle Tj. On a^ dans W, [ r.o 1 < ' Y]. Donc

^ . * 'fi- /"^vsin - h»\ a y<;o.s — ':> s m ( -
a ! \ a

par suite, log(^) étant négatif, on aura dans TV

fW
1

\ a, / m p \"- . / r\ •
^ .sin( -.H / \a,<^[M.(n

Si, l'on compare cette formule ( i / ) à. la formule de M. Carleman

îoa
/'Ï)I<•<H)•(.1

M:
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.valable lorsque ^ est sur la bissectrice de J), on voit que la /wijoranle
de M. Carlemarly multipliée par la constante sin ( "" ) est valable non seu-
lement sur la bissectrice mais dans tout le secteur l'y intérieur à D et dont
F écart angulaire à D est "/] de part et d'autre de la bissectrice commune
(Fécart angulaire est Tangle des rayons extrêmes des deux secteurs).

12. Il est possible de donner à la formule ( î ) une forme susceptible
de généralisation,

Reprenons la borne

i f(^U .1 Y^ (1) fPY• ; Io^ -^(<lo^(^^œ^^^)

' 1 1 ' ^ r • i,.,'"11

Dans l'expression cos^- (£ J nou&avonspu , au n011 ^ borner inté-

rieurement cos"^ par la constante sin ^ lorsq'ue ^ restai t dasis î)/ infé-
rieur à D et d'écart angulaire TJ à I), et f a i r e apparai t re» dans ) f t inajo-
rante (i^ le point ^ par sa seule distance o a 0^ les a î î t res terînes de la
majorante (V) ne dépendant plus du po in t .^ mais seu lement de ^'el
de la figure globale, (D et D'). Cela est impossible lorsque le domaine (Y
intérieur à D n ' a pas. un \ écart ^angulaire f in i . avee-î),ear cogÏ

1 1 reçoit alors1 dans11 l.y1 'des valeurs: arbitrairement voisines de %éro. Mais
ilesÈpossible^^^mptec^Z'an^fe^par qui se prête mieux

^que^cLi à la, généralisation .qui fera'l'objet du, deuxième.11 cliapitre de ce
^Mémoire. :0,n::: est condui.t à introduire1 une,distance qui, tende verg %éro
^avee'cos ̂ ' c'est-à-dire 'la distance de s au côté AO au'OQ du secteur le

plus voisin. D'une façon précise, /nous appellerons ̂  la plw courle -dû»
tance du point s à la partie rectiligne AOB de la frontière de 1), mr
laquelle on a, par hypothèse l/l^M; On â'pliiSiieîirs cas à1 d i s t inguer .

13. ,1° |(o|^Ç - î avec a>i , alors il1 est , clair1 'que les rayons

d'argument ̂ +^ et a)— ^ sont lutérieurs à I) ou confondus avec an
' rayon frontière AO ou OB. Tout chemin conduisant de ..; à la frontière
'AOB doit donc. franchir au înoins un des rayons ci-dessus, si ledit
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chemin n'est pas confondu avec le segment sO : la plus courte dis tance
de z à la frontière rectiligne AOB est donc ici la d is tance z O y et Fou
a d == p.

2° Lorsque a^—- ' <^ co|<;^" en supposant a ^ > i , ou lorsque

1 CL) | <^ — en supposant a^i (c'est-à-dire alors dans tout I))? il est clair
que la plus courte distance de .; à la partie AOB de la f ront ière , tout au
moins lorsque z est à, une distance de 0 infér ieure à lî.o (K() rn in i lDuni
de la distance à 0 d'un point de l'arc f ront iè re ACB), est le segment
mené par ^ pe rpend icu la i r e -à AO si co ^> o et à OB si û)<^o. On a
donc

, . f'TT 0)'"d == p s'i n a — --- —
' [ ',>- a

en supposant par exemple co^>o, ce.qui est possible sans in t roduire
clé restrictions.

11 faut étudier le rapport ——• Nous poserons n — ^ == 0
cos —

/. 7To <" U <" •-1— s» a >> /1 ' " '^a
en sorte que

, n ^ " • /-o •< U < — si a '"••• i
'2

et le rapport précédent devient
d ^my.Q

(>) "' l""~t ' s in 0

Une étude élémentaire de la fonction —"— prouve que si a^>i elle

décroît lorsque 0 croît de o à -;• et Fon a dans cet intervalle

i ^ hinoî^
Tt ' smôs in -—

9. a

si a^ i elle croit lorsque Q croît de o à ;- et l'on a dans cet intervalle
sma^ . a7r

ûC -< ——.-• << Sitl -1-11- •
siny ^
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On aura donc, dans les deux cas, dans l ' i n te rva l l e de var ia t ion d^ 0
qu^il faut envisager

,,. , ^na0 ,1 1 1 1 ! ' ! , • K, ( a ) <"" —.-— <" Kj a » ,
" y nir/

K,i(a) et K2(a) étant deux fondions positives de a seul don t l'expres-
sion nous est connue.

On aura donc dans ce deuxième cas :
//

<:: K.» ( a "\
'0 CO S -

et par suite
,/

p K a ( a ) , 'ii"1" ' " « 1 1 1 ' 1 " 1 " ùK^ï)1*

14. .Reprenons main tenant la majorante
, . , /(:.,S) /m\ W / pY
1 0 ^ ̂  <IO^M^COh^^

valable dans tout 1) et q u i provient par élargissenwnh successifs d^ ta
majorante de hase égale a logM sur AOB, a log/// sur A(;B, i^^i-à-dir^,,
pour log ^ , de la majorante ̂  égale à zéro sur AOB elii ^1^ logf(,1 )
surACB* : , 1. ' : ,.'1 1 ï 1 1 1 , . 1 1 ', /. . ! ! , ! . • , 1 1 ' , , ! ! ! 1 1 : ' 1 '

' , ' i0 ; Dans Ïa^ partie ;de Doù, |û) J^aÏ— îlorsque;^^ ï,, 'on a

^» , . Trcos — >-sin - 1 1 1 - 1 ' 1 ' 1 »
. 1 1 (%. 1 '^.w.

:par suite,, log (Frétant ̂

(i') lo^ M
W\ 1 . 7T 1 ï

<log ^ .Si»-...', P.pî - .M. '2 a
R^

^ Dans la partie de ITôù
a7r 7C ^ ï ; - ̂  ' »<. i ̂  | <,1-11^— . '.lorsque a >• ? ,

]^ <
aîr

î ors que f5î .<'' î ,
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et pour laquelle p ^ R o ? on a

3i

a p i\.^ [ cf. )
par suite
( i " ' } /(.=) : î o t̂" V MM

.K^).^
.d.r^

a7:K,>(a) étant a si a ^> i et sin -^ lorsque a^ i . Les deux formules (i")
e t d " ' ) peuvent être réunies en une seule en désignant par A la plus
petite des deux quanti tés positives

— s ni --:- H, —..,,———» 5
-' 'A y. 1 h., { a )

H7- 1;̂  " " '

}. ^mZ une /onction de a .SY^/, (^est-à-dire ne dépendant que du
domaine D ;on a la majorante

M
m.\ - . —i
-M • /-^

où dans le second rûeœbre,'^ n'intervierït que par Pexprossilôn d^ . où
figurent ses deux distances p et ^ à 0 et à la frontière rectiligne de D-
(6) s'écrit encore

(O^ /(:.-)
M

( m
< " " " \ ̂ ,

i
l..U.^ i

)

la constante posùù'e A ne dépendant que du domaine I).

15. A. vrai dire^ en ce qui concerne les points ^ pour lesque-Is
^TT 77 . , ^ ar;
T ' " ï ^ i ( i ) ' '"11111"1 '<• "T lors^lue a >' i,

lorsrjiie a "^ i ,

nous avons dû nous borner à considérer seulement les points de î)
pour lesquels p^Ho (î 'niniïnum de ta dis tance à 0 d'un point de
Farc ACB) et, jusqu^ci, la formule (6) QU (Ô7) .n'est valable pour les
points en question qu/avec cette restriction.. • ,

Mais un raisonnement général va nous prouver que la formule (6)
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011(6^) est valable dans tout le domaine 1) b l /exception peti t-être de
la partie de D, intérieure à deux cercles de centres respect i fs A el.B,
de rayon arbitrairement petit £• Autrement (lit, excluons de I') la partie
intérieure à ces deux cercles et soit 1), le domaine restant, i l existe
alors une constante A, positive et non •nu l l e , ne dépendant que de J),
(c'est-à-dire; de D et de e) telle que pour tou t z dans I)g, on ait

(6) tt M:
m.,;>• i ........

^\M
^.d^'"

16. Nous poserons !^=Iog(^-) î*t considérerons la ('onction log
.harmonique dans D; on. à en vertu des hypothèses faites sur/(^)

f^
'""W""

lo^

loy

/
M

1
M:

<0 Hlîï* A.O.I^

<'^ sur ACH.

Elle est majorée dans I) par la fonct ion 9|j,(^)^ harmonique ci régu-
lière, dans D, égale à o sur AOB et à [x sur ACIL Si ^C^) désigne la
fonction harmonique et régulière dans l )y égale à o sur AOB, à i sur
ACB, on a évidemment

Ç^( Z ) ::;•--:„ ^ < I » i - S ) .

Il 'est'clair: que^î^z') ne dépend.que du daf'ndine'Ï)^ ^ est comprise
entre o1 et t 'en 1 tout: point1 ̂ intérieur à D» 1 1 ! 1 1 1 1 1 1 ' ' 1 •

Nous avons : : :
. : ' ^^f^) .—^.1. . 1 1

<li^{z)^ë M.

en tout point intérieur à Ï).
Il nous suffît de montrer que,, dans tout 1)̂  la fonction "-̂ .i. ^sf,

1 , 1 1 ^ ^ ' 1 1 , . 1 ! ! ! ! . 1 1 ' . ^.p^'1'11"1

bornée intérieurement par un nombre1 pûntif'k (lequel ne dépendra
évidemmentque de 1) et €) pour montrer la validité de (6) dans !),,.

17. Nous raisonnerons .par Pabsurde.. Si À, n'existait pas, il existe-
mit une suite z^ de points intérieurs à Dg pour lesquels -^^^^ tendrait ver^

'1 ; ^ , ! ' ! ! 4.PI'1'1""1

zéro.
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Ds étant bornéy ces ,̂ ont au moins un point l imite, et, en prélevant
au besoin parmi les z,, une suite partielle, •on peu t supposer que les Zn
ont un seul point l im i t e que nous appellerons ^ < » .

^o ne peut être intér ieur à D car <&(^) étant régulière en lout point
, . îl> ( 5 )

in tér ieur —;— a une l imi te positive f in ie et 7^0 si z tend vers un
^/.p^""'

point intér ieur .
^o est donc nécessairement un point f ront ière . Ce n'estpas un po in t

de l'arc ACB car <ï>(^/) tendrait vers i, d,, et ?„ ayant des l imi tes ̂ o
(car A et B sont exclus par les cercles de rayon s). Donc .^o est néces-
sairement un point de AOB dist inct , de A et IL Nous allons montrer
que cette hypothèse condui t à une cont radic t ion .

18. a. .D'abord, supposons que ^, en dàtinct de o et appar t ien t par
exemple à OA. La fonc t i on harmonique <1>(^) étant n u l l e sur OA y est
analytique et se prolonge au delà de OA par symétrie, conformément au
Schwarz. En deux points z et Ji symétriques par rapport à OA on aura
principe de <i>(^) = —<&(^). L'hypothèse fa i te sur les .̂  exige que ̂ ^1 * , ' ! ' u / i
ail pour l imi te ^m/lorsque ̂  ->^ (car p/, a pour l im i t e 0^7^ o) et des
que ̂  est assez vo is in de.?.,, d,, représente la distance de z,, à la droite OA,
Montrons que cela est impossible. Cela revient à prouver, <!>(:?) é tant
harmonique^ régulière et nulle sur un segment de droite OA, que le rap-

<Ï> ( z }port—^-- ne peut avoir pour l i m i t e zéro lorsque^ tend vers un poin ta ,
de OA, d étant la distance de s à OA.

Sans restreindre la, généralité, on peut supposer ma in tenan t queOA
est l'axe ' imaginaire, .appeler W la fonction conjuguée de <I> et
F.( j )=<|>+ iWy la fonction holomorphe sur OA dont <ï> est la partie
réelle. Qif arriverait-il si ^ •->. o lorsque s -> ̂ ; cela voudrait dire que,

<M>en ̂ , on a,-^ === o en posanty comme d'habitude, z == x 4- iy. Mais

sur Oy ou OA on .a (— = o, car ^{z) s o sur OA. Par conséquente en

vertu des équations de Cauchy-Riemann, on aurai t ̂  == ̂  = = o e n ^ o
et par suite F7^,,) •= o. , . , 1/ ° ,

Ànn. Éc. Norm., (3 ) , XLVUL — FI.VÏUKK 1 ^ 1 . 5
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Envisageons la correspondance % == F(^) entre les deux plans s el Z'
au voisinage de ^» auquel correspond u n point Zo de l 'axe imaghutire
d u p l a n Z = = X . 4 - ? ; Y . .

A cause de X==<1>(^), à tout poin t de Oy correspond un point
de OY, Par conséquent, à là direction ̂  orientée coînrne Oy corres-
pond une direction Z/F portée par OY. De plus^ pour ^^>o et assez
petit on a X. ^> o et pour x <^ o on a, en vertu, du principe de symétrie,
X<o, donc Z(,T est orientée aussi comme OY. Mais la fonct ion ¥ ( 3 )
holomorphe en ^o, ayant sa dérivée nu l l e en ^ e t />^ '2 é tan t Fordre de
la première dérivée '^(^quine ^annule pas en ̂  la transjbrma-
tion Z,== F(-Q niultiplie par /) les angles issus de s^ Si donc on env i -
sage1 une 'direction ^1 telleque ^ 0 ^ = ^ -+-ï, (y très petit), i l i u i

•̂-""••"•••̂
correspondra une direction Z< ,T , , lelle que TZ,,f, s= r. 4-^y'iî or S o f (
appartient au demi-plan x<^ o et Z«T( appartient au demi-plarï X, > o^
ce qui contredit le fa i t que les demi-plans^ ^> o et X ^> o ae correspon-
dent au voisinage de ^o ^t Z,, a insi que les demi-plan^ .r<' o et X <" o.
On ne peut donc supposer F^o") == o^ ni par conséquent — '!^ <1» en s^.

On a donc nécessairement ̂  ̂ o en ^ et par suite ̂ -p n une iimÙ€
pontw/irue et ̂  o lorsque^ lend mn s^ ce qui contredit l'hypotlièHe
faite surles.^. Donc z^ ne1 peut pas1 être-un 'point de AOB (li^linet.deO.
. b. .Montrons maintenant que ce^'est pas ' ; le 'poirî t0 lui-ffîêïïie. En

. effet,, la'formule (6) ^a-élé déjà 1 dérnontrée dans11 (oui l ' intérieur du s4:*<>
teurde même ouverture que lyetdeTayon \{^. ^ :

, On à, auvamna^deO, log j— < ̂ :^.d^ , A, étant une cer-M
i-<i' 'lame'constante positive ^o. En1 réalité, là manière même dont (HI a

obtenu-aux^ •i3,et suivants là, formule (6) par majontions mcc^
sives'àpartir 'd'une .majorante harmonique fondamenta le 1 qui ^f pré*
Gisement la fonction ç^ )= ^(D(^) prouve1 que, en tout point de » à
âne distance de 0 •moindre que R, on a

, , • , ^(^Xp../.,.^'"

c'est-à-dire,, ̂ étant <(•), 1 1 1

î
. 1 1 1 1 1 1 1 , 1 1 1 , 1 ^ < î > l (^ )>/n^ /^ a l " l l "
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donc, au voisinage de 0 dans D, —'—— reste supérieure au nombre
d . p ^ " '

positif Ào et par conséquent une suite ^ ayant 0 pour "limite et telle
que —L^— tende vers zéro ne peut pas exister.

^.pîT'

19. £'71 définitive^ il est prouvé qu'aucune suite i n f i n i e z,, telle
que —• tende vers zéro, ne peut exister dans 1)3. On en conclut donc

^n-P^

l'existence d'une constante positive et non nulle '/.(I), s) ne dépendant
({lie de D et s et telle que dans tout D^ on ait

1
^^(^X^.Â^/p^" ' ;

c'est-à-dire que la formule

(6) . lo^^ioj-y^.^-b j ^ j "——b^

est valable dans tout Dç.
Reste à voir si ̂ (D, s) peut tend re effectivement vers zéro lorsque £-><:s

c'est-à-dire s'il existe une suite z,, ayant A par exemple pour point
l imi te , et telle que ——-.tende vers zéro. Nous y reviendrons dans laua
su i t e (n° 29).

20. Mais, en. vue de la généralisation de (6) que nous ferons au
Chapitre I.,I\ nous al lons donner une démonstrat ion directe du fai t que
nous avons démontré au n° 18(6) en utilisant les résultats acquis dans
les n0813 et suivants.

Montrons pour cela qu 'une fonction ^(-s) harmonique et régulière
dans un secteur circulaire K'OW d'angle ar. (a ^> o) et sur sa frontière
sauf en 0, positive dans le secteur, n u l l e sur les serments A/0 et OH'
est tel le que dans tout le secteur

Â<5) .̂  -, ...——5—— > A, „><.),
! ^p21""1"1 '11

d étant la plus courte distance de . s à la frontière A/OB\
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En effet, si A() n'existait pas, i l v aurai t une,suite .̂ / tel le que -'•^/'-^
, ^pF11

tendrait vers zéro et l 'on verrait, coi'miie dan^ 18 (^), quelle ne peut p^
avoir d'autre l imite que le point 0.

Or, l'étude géométrique de d laite au n° 13 prouve que : 1° ou I)ieo ^(

est égal à i, ou bien 2° —dl— est compris entre deux l imi tes positives
, '"' • p^cos^

Ki(a) et Ka(a) ne dépendant que de a. D'ail leurs, ^ n'est ^ î que

si a^> i et cos^ *'> sin ̂  donc, le 1° rentre dans le 2°., - 1 -" . . . 1 , oc '̂ '̂  : 'Â-(X ! !

; 1 '1 On en conclut que, s iAo n'existait1 pa»^ il existerait une âuite 5/< te i î"
dant vers 0 pour laquelle ô^— tend vers ^éro.

. , . s ^1 • ! / ^ / /cos.^ , .
1

/ ^ ' a 1

Or, faisons la t r ans fo rmat ion // ̂  ( ^ ) » ç po in t de la bis^edriœ i î î té"
rieure du secteur; le secteur d e v i e n t lin deïni -cerc le A', < ) i 'H\ du
plan u à droi te de l 'axe i m a g i n a i r e et^'tJ) devimî t ime i u i î c t . i o i ï de ^^
^•[^(^y| ha rmonique et régulière dans le denii-cercle el. wv sa froîï-
tière^ sauf peut-être en 0'^ posit ive dans l e , denii-cereley n u l l e ^ur le
diamètre A^n^B'^'rnais alor^ ^[ ^(^)];eÂt aus^i ré^'yJièrtô,eîî ( ) j (p r i t i -
cipede'syniétrie)*'1'1:; - , 1 \ 1 1 ',' ' 1 , /1 : ^ ,1 : 1 ^ 1 ^ 1 , 1 1 1 ,

1 1 1 ' , 1 1 1 1/1 '- 1 - 1 1 , ! 1 ',' ! / ! ! - 4 ! ! ! ,^ ! , 1 1 , 1 1 1 , 1 1

11 1 1 1 1 - 1 1 1 1 1 ' 1 1 ' 1 1 1 ! ' ' r^ 1 ' 1 ^ < ! : !1 ; 1 : ! •-Le'niodule à^'u est p'^ ^ . ' ( r module1 de i ^ ' ) et MHÎ argunient
1 1 1 1 1 1' l i l ,/1,'':11 1 , 1'1 1 , l : i ' ; ^ ' 1 : 1 1 1 1 . l /" î . l l ' 1 1 l i l 1, / 1 . 1 . '1 1 1 '

est n/ =^si (o/^st'-l'angle'dcîja.1,1)issectrice;avec 0^. I^exiât-enee de
• la smte'des.^ entraîne donc t'existenee .d'il ne suite de.points u,, teiïdâiiit
. 'vers' 0,'et' tel s .que' ̂ ^àl, c'est-à-dire11 ̂ Si/^ ̂ mh^mm %éro,1 , ; ,, ,'111 . ; 1 1 1 1 , 1 ,.1, ^p/^COS1^,^ - 1 , 1 . 1 , , 1 , : 1 (1^ 1 1 , 1 1 '' i'' • 1 ; " • 1 ?

[ iÏ,, 'étant ia'distance de Un à A', 0^ B,. ' Or, ̂ l 3 (////)] étant'réguliére kn 0,
on1 a lvu:parle lra lis.o lnneffîB^t l lgéné lra ll du u^iS^a) que'cela e^t'impossibie,

, Donc, Ào positif'et ̂  o existe tel que dans 1e1 secteur A^ïB'd'ouver",
tare ai; (a ^>o) on ait ^ ^ • '

^>..>o,^"'
!;, y. V, 1» .
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2.1.. On peut remarquer maintenant que les démonstrations données
aux n0519 et 20 prouvent non seulement que -^^ est bornée inférieu-

r/p^'
rement dans D, par un nombre positif A ( D , £) ̂  o, mais encore que
cette fonction est bornée supérieurement dans De par un nombre positif
f lni . ) . i (D, e) car elles excluent l'hypothèse d'une suite Zn de points
de D, pour laquelle —{-2— deviendrait inf inie , une telle suite ^ ne

^p/^"1

pouvant, en vertu de ra isonnements analogues à ceux faits dans 19
et 20, avoir de point-limite intér ieur à D,., ou situé sur ACIi^ ou situé
surAOB.

On a donc dans D^
. ^D,£)<îliI<A,(D,£).

^

Nous aurons 1/occasion d'utiliser plus loin cette remarque (dans le cas
où m ̂ > My c'est-à-dire ^ ^> o).

Second cas : m > M.

22. Nous effectuons la t ransformation / / = ( ^ . 1 ) ' » Comme dans le
\ ^ /

premier cas, nous avons toujours dans D< la majoran te ^(u}
{^\f[z(^}\ ^ y ( ^ ) .

Mais la majoration de 9 par ç ,(^) effectuée au n0 2 du premier cas
n'est plus ici valable. Nous considérons alors, non plus Dp mais , à
droite de l'axe imaginaire , le domaine cî)', l imité par, le demi-cercle
AsCA de rayon. P^ P rê t an t Ummùnumde la distance à 0, d 'un po imt
d e r a r c A , C , B , :

Ro éteint le minimum de la dùtance à 0 d'un point de l'arc ACB, Le
domaine 0)\ est, in té r ieur à D,. Soit ^,(u) la fonction harmonique
régulière et harmonique dans CQ\, égale à logM sur l'axe imaginaire
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et à logm sur le demi-cercle A^C.-B, ; il est clair que, sur ce demi-cercle
on a ,1 1 1 ! , ! ^ ! ! ! ! i o^Mgîp i ( / / )â lo^m"
Par suite, . , . ... p ,

, ^ , , (̂  (//,)=: ̂ t ( K , " } , (<în toul poinl d^ Aa^ i ^yh
Q ( a ' } ^ ^ i (^) (eH loui P01"1 ^e ^s^'1^^-

Par suite, on aura ç, ̂ )^.0) en tout point de o^ réalité notant
possible que si A, C, B, se confond, avec A.C^B,, c-est-à-dire si ÂCB est
un arc de cercle de centre 0.

Donc, dans <©', on aura
1 1 1 " ^ ! ^ ! • 1 1 logl/l:^^)]!^^^^).

Dans la partie de D, extérieoreà (0', on pourrait prendra le prolon-
gement analyt ique de ^,(/Q comme majorante, mais cède majo.ranie
y serait > logm et il est plus simple de prendre la constante logm dl<^

. 'mémepour majorante de log|/|^(/0] | dam celte pûrtic de D i .
Le calcul d e 6 , ( / / ) dans Cî3\ est identique à celui des ri0' O et ^ î l î -

vants et Fon aura, en revenant à ^,

(7) ^ /(s)
M

^ïo^^,)A.rcsin

ou encore

(7/)

^ / p
2 CO S - ( ,—, 1 f(z) .^ /m\ , , , F %s\H<J1 lbg ̂ ^ ^ ̂ lo^M} Arc lang,———-——^^^^^a

\. %

f/>
a t 1J: ^les Arcsin et Arctang étant pris entre 0 et 7 pour ^etCX^H^

(W formules étant valables dans le plus grand secteur circulaire (W de
sommet 0 intérieur à D, c^ est-à-dire dans le secteur circulaire (R1 de
rayonR^ 1 1 1 1 1 : , 1 \ 1 1 , , . ,1 ! 1 '

I l faut remarquer'que les formules (7) et (7') ne donnent de majo-
rante précise,et simple-que.dans une partie de I) et même 'dans, une
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partie de D n'ayant pour Frontière qu 'une partie de la fronlière recli-
ligne de D; il y (i en général toute une partie de la /routière de D sur
laquelle (/'[^AI (frontière rectiligne) qui échappe ici au. domaine de la
majorante, aux extrémités A et B de cette partie de la fronlière.

23. On peut chercher des majorantes moins précises que (7) ou { ^ ' )
mais plus maniables. Nous chercherons pour cela, à majorer la fonction

A.rc s in

La quanti té entre { } e s t< i dans (Q1'. On peut d 'a i l leurs , le voir en
écrivant la quant i té sous le radical sous la. forme

^Rj ^y

évidemment supérieure au carré de^cos-^ ( , ' • ) ? excepté sur la fron*a \ î \ » y
tière circulaire de cW où elle l u i est é^'ale-

(h\ pour o^(K ï , on a
tière circulaire de cV où elle l u i est é^'ale-

o^ A. résina -0.
'*" 9.

On aura ainsi la nouvelle majorante, valable dans c0'\

(B)

légalité n^ étant pim possible à l'intérieur (le CV»
"Dans la formule (8) le facteur de I<^(^p au deuxième membre,

est toujours ^ i dans CD'\ Par conséquent, dans <J3^ la. formule (8)
entraîne)/^)] <^m et la majoration faite de (7) à (8") ne donne pas
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dans d3' un résultat moins bon que la majorante élémentaire1/(.-)| <w.
Nous allons faire une nouvelle majoration du deuxième membre

de (8) pour simplifier l'expression, mais, pour ne pas dépasser la
majorante élémentaire [/(s)) S/"-' la """w110 mîtioranl.e aura un
domaine de validité moins grand que W de (8).

•24. Nous écrivons en elïet (8) sous la forme
M / p Y

^^^(H;,)
log^l^s

et nous majorons le deuxième facteur du deuxième membre en sup-

primant la quantité 4 cos2^ ( j î - ) sous 1e radical, il v i en t

•' w '" ( 9 ' } 1

, . , y'^-» - > f ' 1 ' } ''''"^ \ iw(Q) (^ ___^___ <|,^^^_____.,.,^

/ p Y-
• (iU

^çi/^rf^^^f^^oir^poa/'p^o^uz1^ Mt», Nous pouvons d'ailletir^ aîné-
.liôrer^la.^rniale^c)1). en partanEi-mm l^ie,l( 7) mai^ de (7 /)» : - 1

^ . '.On1 a en effet ' ; 1 1 . 1 1 : 1 : ' 1 . 1 : ' ^ 1 ^ ^ , ^ 1 1 ' ; ^ ! ^ ! ! :1

.1 ! ' . : 1 , , 1 1 ' 1 1 1 1,.',, .ATC lan^Q1 1 1^^1 / : pour 0 << o< 1 1 . ' . 1 1

.Donc on élargit (7^) en écrivant . , ' . • ! . .

W) • i i '^, ̂ /^^^(k)<--, <-. (»o ( ,„„ \ 1»..,.,,.̂ .̂̂ , ̂ .̂,. „" / .̂,-,.^TC Yw -1 '1 , 1' "'""""" "i""'

'l'égalité étant impossible à l'intérieur de d^ et qui est u n e forme amé-
liorée de1^) due-au'coefficient ^ ^O rnais^ comme (9)^ devenant l l f u -

1 1 1 soire pour? voisin de R^1 Nous la restreindrons an secteur ̂  tiomo-
thétiqu-e de ̂  parrapport à'o et'de rayon î^ tel que, pour o? p ̂  K,,< îi<,ri».<1"..
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on ait
/ pV

•<Hj .

c'est-à-dire
t

A

0 ^ p ̂  ̂  avec R;a == K^ (v"^ — 1 )-

La formule (c)') sera donc valable dans c'y'de même ouverture
que D, de rayon B^=== Ro(\/2 — i)04, elle donnera 11110 m,ajorantede \f(z} \
plus étroite que la majorante élémentaire |/(^) | <^ rn et d'iin type ana-
logue au type simplifié donné pour le premier cas.

On aura, par conséquent, dans â5\

. { ^ Y " JPY ^p^ ^ P V
^\J^. < A!̂  ~. v.R" ) -1^ ,, , ^^ ^ rw-(^--y'"v/—. î
j — i „ i , , j — « , . i , , .

\L\}} V ^ o /

ce qui donne

(w) lo^ ^
M̂

, / w \ ^'î / ? Y'
'-̂ (.ç:::, 1

valable dans le secteur circulaire a)" de rayon ]\^= 1{,,(\ /2 — ï ) ' 7 et
intérieur à. D.

6^^ majorante est absolument, du type de la majorante ( i) donne dam
le premier cas., maù elle n^est valable que dans une partie CV du domaine 1)
primitif^ (^" et I) ayant une partie de frontière commune^ la partie des
segments A 0 et OB de longueur B^.

25. On peut alors se demander s ' i l ,n ' es t pas possible de remplacer
le coefficient ————- qui figure dans (ïo)/par un coefficient inférieury

^\y2 — ï )

notamment par ^ quitte à restreindre encore le rayon du secteur ^de
Aim. Êc. Norm., (3) , XLVïî l . — FÉVKIE)» i<:)3ï. 6
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validité de (10). On va voir (lue le choix de ^ n\'st, pas possihir f/finx

toute l'ouverture de D. C'est un coefficient trop faible.
Il faudrait en effet, la formule (7) ou (7') étant exacte, c'csi-a-dirc

susceptible de devenir égalité (lorsque 1 ) est un secteur circulaire
et/(5) une fonction convenable dont le calcul est indiqiu* au n" il»;,
que l'on eût

',> / p y
a ces — ,,

« VW 'S C <-'<'» ̂'- Arc la il g' % \ is,,
f . P - )
IH,J

P ^s'•

dans toute la région ? < K< 1{,,(R;, sut'nsainineiit ptstit) du secteur t),
pour que le coefficient C pût convenir dans une majorante d« i type ( î < » > .

En particulier, sur la bissectrice, <u =-- o, on devrait avoir

- Arc lan s' '
•K • \

/ P -
'-TH,, ^-(.y'

c/est-à-dire

^""^o^œ"-
C'est-à-dire

' A.r A.rc tang&$,C9 - 'pour ^ >" <;> ^^^-3 petite

Cela, exige C^ "î^Et, en effet, .-7-^—- > .^dansdû). Prenotis exac-

tement C=== ^* On a bien» sur la bissectrice^ 1 1 1 [ 1 1 1 1
7T , 1 1 1 : 1 1 1 1 1 , , !

! ! ! , • • ^ ^ . \

^rc^Ç0^{0 pour^H,

et10'== -( est,possible sur la bissectrice de D, pour p $ H ( » *
. Au contraire, 'sur un rayon du secteur I), distinct de la bissectrice^
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on devrait avoir, en posant. 0 == cos-^? (o <1 0 <^ i) et ^ == ( •.Ll-- ) î
5S l ' \ l^i» /

f--^)s^\ ï — rr / -- TT-:'- A, ix la il;-»'u & \ i — y/- / " TT

pour que G === ^ pût conveirir. On devrait, donc avoir

Or, on ;i

et,

Vrc ta n^ ( -——^-^ \ ̂  '>Jj-f\ pour ri assez pcUt.<- \ i —yr /

cr:;
Arc lancer :—: cr -—- -77- -4-. . .

-> /^y,
^ ̂  ——:——..^ ̂  ^ (/^ ( i ....,{„-.. y^ ...4..,. ^^ ,..)„„. . , . ).

ï »...„-„.

 t^-

0 étant pris fixe, cherchons le développement de Arc langer en puis-
sances de T] autour de T| = o.

Un calcul facile donne

Arc fcan^"—-"-^" ) == '26'^ -h rr (2^ — - ̂ : () 4- . . . .
\ 1 — 75- / \ .•i /

Donc
Arc ̂ ngf-^^ - ̂  = 3/9^^ ̂ i — | ̂

Pour quCy sur le rayon fixe cos-^ ===0; , on puisse trouver un seg-

ment o < " q < y ] o ( Û ) sur lequel Arc tang (-1^ l ^Or^ il faut et il

suffit que dans le développement qui précède, le coefficient 2Û ( i — ^ O 3 )
de ïf soit < o, c'est-à-dire que l'on ait

f^l OU. ^^l^,
0 "A

c'est-à-dire
.̂  ^ 7r.
a '""'• 6

'.<
On voi.t donc que le choix de C == ^ ^'î^11 ^?a<y valable dans lout un sec-

teur d'ouverture ar. comme D» mais seulement dans un secteur d'ouver-
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ture <^ et de même bissectrice que D; celte ouverUm1 peut (Urc
0

aussi voisine de ̂  que l'on voudra, à condition de réduire convena-
blement le rayon du secteur de validité d e l à majorante, le rayon de ce
secteur tendant vers zéro lorsque l'ouverture du secteur tend ver^ -y-

Au contraire, tout coefficient^ > ̂ p^ conwur dam un ^ctmr cir-
culaire de même bùsectrice et ouverture que I), mw de myon mfji^am-
ment petit. \\ faut montrer pour cela que

1 1 1 . ' . 1 ^ 1 , :\/ ' '^'.^ArclangQ^

'est possible quel que soit Ô .entre o et •t pour o <^ rj < T| ( (ïi ^ as^e^ (wtit )
dès que C ^> -l-

A l'aide du développement précédent, en puissancen de r^ on aimi
/ ^•f] \ Crc, ( C7r\., •" /, ,/ !\ ̂ \ ,Arc tan^f •——- •— — Or) ̂  ->. — ~ On 4- ^W î — - ̂  -+•'. . *

^ V i — y r / ^ \ '̂  / \ î>' /.,.,,rr,.-^->-,,,.f,^,^....i.
i.

7, "' ^ TC
9 étant prisfixe et > o,,si -i7r > 2 ou C^> : î-? le premier terme du cro-

'A 7T

chetdu second membre est négatif; par conséquent, la 'diiÏêrerïci» qui
est au premier, rnembre sera < o, pour. o <^r^ <^ ïio(ô)» ^^) exù^mt
pour toutevaleur\positwe''de ô.
, D'ailleurs, le- crochet|2 - c^ ̂  ^rf ( i ~ ̂ }+^.. | étant tioln-1 1 1 - 1 1 L* ! ! ! ! ^ ! \1 ! 1 . 1 / 1 , ! • J .
'morphe'en^ïi'yO1)11 au voisinage1 de'tout point ïi1 î= o» 0 ssss^, (0^ quel-
'conque: dans 0,1 ^extrémités^comprïses^-gardera'ia/sigmie^—) de §ôri
'-•premier termedans toute une région [ï i l^yi^quel que'soit^ dâ î3s< '»y î» 1

Par.suite . . • 1 1 , : , \ [ - . 1 , , \ , : -
1 / 1 1 1 . 1 ' 1 l i i l 1 1 : 1 ' ' ; - 1 , 1 1 1 1 1 1 . . ' . .1 / ^ ^ \ C w . 1 1 1 : 1 1 1 1 1 . ! "1 , ; 1 ' ; 1 1 : 1 ; 1 ' 1 1 1 ; 1 1 1 1 , 1 ' ' , 1 1 1 •.•:, Arctang^^^^»^1^ , 1 ,

' sera ̂ 'o corn me'oo.'le. désire, 'pour r|, <^ r^ quel que soit 0 dans (n, î).
On aura donc bien

( IC/)
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4pour toute constante C > -en se bornant à f p << p o ( C ) j , c'est-à-dire à
un secteur convenable de même bissectrice et ouverture que Dy mais
dont le rayon po(C)<^R.o dépend naturel lement de la constante C et
tend vers zéro lorsque C tend vers -!-•i ^

26. On peut, à partir d ' ic i , ra isonner comme au n0 H du premkT
cas, pour avoir des majorantes valables dans des domaines in té r i eurs
à D et aboutissant en 0 avec un écart angulaire arbitrairement petit,
mais 7^0, des segments OA et OB. Nous n' insisterons pas là-dessus,
Nous remarquerons ensuite, comme au n0 13, que l'on peut rem-
placer cos- en fonction des distances d et p et l'on a vu que dans tout

le secteur (^' le rapport ——^ est compris entre deux l imi tes positives
p cos —

K,(a)e tK, (a) .
On en conclut comme au n° i4 que la formule (n/) peut être rem-

placée pa r , ,
; , ' ! : \^^<\^^d^'

dans un certain secteur homothétique à I.) par rapport à o et dans un
rapport convenable, la constante positive V ne dépendant que du
domaine D.

27. Mais on peut élargir le domaine de val idi té d 'une telle formule,
car les raisonnements généraux fa i t s aux n^ d9 et 20 nous ont montré
que la fonct ion harmonique et, régulière fondamen ta l e <!>(,:?) in t rodui te
alors satisfait dans le domaine D, obtenu en retranchant de I.) la partie
intérieure aux cerclea de centres A et B de rayon £ (arbi trairement
petit) à l 'inégalité double

^ ! 1 ! ! A(D, £•)< ̂ iil </.,(»:), ,£ ) ,

. 1 . , ^~-

les deux constantes positives À(D, £) et À,,(Ï), ,£) ne dépendant que
de D et de s. Or 9^) == u^(s) où a -= log ( / n ) majore îo^ ̂  dans
tout.D. - ^ i / . 11"11
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On a donc ici, dans tout Ds,

(") log .A .s)
M

< i/tiMî) < (o M

qui est une formule analogue à h fomiule ((;) du premier cas, valable
dansDgpourM>M.

28. Dans les deux cas M<M et w>M, nous avons f'n dfjïnitive
prouvé l'existence d'une constante positive A(D. s) dépendant sculmriil
de D et s, telle que dans tout D, fln M( /</ majorante

log
m/(^O <iom A(.Î), .p/p-M

fo^^^ w<M to constante A(0, s) ̂  ̂  6^/w inférieure pwtw /<

^ ̂ ,M dans D,; lonque m > M, A(l), £') ^m/ ̂  ôom^ mpmm^ )H^
d^

live A..) de la même qiuïntilé dans l)̂

29. Remarque. — Examinons mainlenarU si A(I), £) peut tendre
vers'xéro'et si, X,(D, £),peut tendre .vers 1̂ , lorsque € tend yer^xérc^
^finde savoir.si ^les formules telles'quô (0) et (11) peuvent, s'étende
- àtoutle domaine D. ïl'fautpo'îlrcela'exaîBÎrwr si le f apport —^) peut

avoir pour l imite xéro ou l'co'pour les points1^1 d'iirie suite (erîdatîl11

'vers-A oi3i\B,:A: par exemple. On voit1 d'abord11 qu'une suite telle que
.^^^ ^.oc1 existe loujours, 'En eiïet.<i>(^) ayant poiirliïîiiiU* i Iom:|iîe ^^rt , . , ' ' 1 ' ',1 < 1 1 1 1 1 , 1 1 , 1 . 1 ' '1 1 1 1 tend vers un point de l'arc ACB, distinct de'A et B, on: peut1 ûtiaisir

1 1 .d'abord une'suite de points C(1 ,1 Ça,1 — ^C^ - 1 . 1 . de l'arc ACB ayant, A
pour limite, puis^ une suite-positive ̂  tendant vers %éro étairt. donnée
ârbîtraiTem'ent, choisir, dans D, 3, tel que la distance 1 1

^t

^ !< I» ( s / )(,^^3/<^ &{. î < Si.

'Alors, la'suite des^^aura pour seul point l i m i t e A ^ d o n e ^ / , - ^ ^éro$
<l»(^)de plus.<Ï>(5/) tendra vers ï , donc ——• tendra vers l'x.
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Examinons main tenant le cas de la limite zéro poiir^-2.^" • D'abord,
n H

on pourra, par la transformation déjà employée u = = ( • " ) ? ramener au
domaine D< situé dans le plan u à droite de l'axe imaginaire;, l imité
par l'arc de Jordan, A^, Ci B, et par le segment A, G, B,i de taxe imagi-
naire. $[^(^)] est la fonction ^(u) harmonique et régulière dans Ï),
égaleà^ro s u r A , 0 , B , , a ^ m sur A, C ,B , . Les points Ai et A, les seg-
ments A, 0, e tAOse correspondent, (a transformation z(u) é tant régu-
lière en A ( , Par suite, si // et z sont deux points correspondants, dont
les plus courtes distances respectives à A, 0, et à AO sont 5 el rf, le rap-

"s 1 lli ' s .

p o r t ^ a p o u r l i m i t e l a v a l e u r a b s o l u e l i n i e e l ^ o de dl- au points = A.
Donc, si la suite ^ existe dans le plan z , la suite ^ correspondante
sera telle que ̂ ^ -> o. Considérons la fonction y (//) égale à zéro

V//, »'••» ^ / '-'

.mrA,0.., et son•prolongement aa delà de O^/a^u'à rin/mi, égale à un
aur le prolongement de 0,A, depuis K Jusqu'à rinjtm, ̂ (u) étant liar-
monique et régulière adroite de l'axe imaginaire. %(a) est bien déter-
minée, c'est la fonction^, 8 étant l'angle du vecteur ÂTû^ avec le

vecteur A , / / . Sur A , C , B , on a

par suite, ,<005;4<//). Donc dans î), on a

°<X«) <^(1^1}.

Par suite, si la suite u,, existe, on devra avoir

! ! lini^l^^f^

Or, -so i t une suite quelconque ^ du demi-plan H droite terniant
vers Ai , on a

! . ! ^ ! ! '^u^l -.,.,- A.
1 , . 1 1 1 <î// '"'" m'n

Si la limite d u ' q u o t i e n t est ^éro, il f audra que l imO/^o puisque
limô/ ,=== o. * ' i " '
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Dès que O/, est assez petit, on a
• ! , 1 , ^ o/,=. 0,1 s in^;

par suite
. . , , ; . ! , ! . ^ f ^ / / ) ,,,„„, ! ^//

Ô/, " 1 " ' 1 1 1 " 1 " 7:f^SUt^

(jui devient infini longue 0/( > o. On arrive donc à uneec.Hïtradh'tion en
supposant, l'existence d'une, suite ̂  ayant A pour limite telle qiu*

'̂ •-
1 30. Conclusion. — 1° Lorsque /^ <^1 il résulte de, ci» qui précède

q^^ —L^- a îmé? borne inférieure pwitw-e^^V)^ non setlIbnHMit dîins 1).
d^

mais dans D lui-même (/). Il existe <lone1 d^ns ce caîs un noïnbr^ /^
positif et T^- o tel que

(6) l^^-' «o.(^>,,,^-

dans lout I)., c'est-à-dire que, pour m <^ M, la formule ((,i) WÎT ïî,^H
1 1 TOUT D 1 pour1 une constante convenable Ao(D) ^^ dépendant ^uc de l.h

^^.-ïl.u'ôst.pas-sans^intérét de noter. lqu(^Ton l:a l lo l l :<^A,/./ l^ l ' l ' l l ' l l ' l î <f î daifô
^tout'D. , , 1 ; ; 1 1 1 1 1 ' 1 ' . ^ 1 1 ; 1 1 1 1 1 1 1 1 , 1 1 1 1 1 111. ,,; 1 1 : 1 1 ^ 1 1 , ' 1 , , [1 ' 1 ^ , ; l t ', : 1 K

- 'En effet, :1,,: étante la borne Jnfériewe de 10^^^^ D o n ' au ra r nî
; 1 1 , 11 ' 1 1 1 1 ' 1 1 ; 1 1 : ; < 1 ' • • 1 :., 1 ' 1 ' -, ' - 1 1 1 1 1 1 1 / , 1 1 1 1 1 ^/p1"1 1 1 1 1 1 , . ,

'tout ^oint- ' intérieur à.D, Â,,$•.^il.^c'eât-à"dire'/.,4%^ ei
, ^ ,,, ^ , ., ,^ ^ , ^ ^ , ^ ^ llll^<""l'îl'll ; , ' ! 1 1 ' l 1 , 1 . 1 " 1 1 ' 1 " '•

^ puisque^en tout point Intérieur à D, 'm a < > < < l K ^ ) < ï , il réstilte
bien que-' 1 1 1 ^ 1 . ; 1 \, 1 1 , • ! ^ ,! ! ! , ! , ' ! - 1 ! ! , , ' ! i ! ! ! !

: 1 ' 1 1 ^ 1 1 1 1 1 . 1 1 1 , <><À1^P % 1 ~ 1 1 < î .

1 (1 ) À ( D ,s), borne înteneure de ̂ i5.! <Ja ns Lh t(în<,l. en dwroih^ 1 1 1 . ve»^ )., 1 ll)j,,. o,
C/û^

îoTS,que:s —>o.
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La majorante (6) est donc bien da type •—• < ^ ( , / ~ " ) avec o <^ p <^ i ^
signalé au début.

Mais i l convient de noter que, sur l'arc ACBy on a <t>(^) == î, par
suite

7,<____L_..__.
rn a x. fîa^ s ri r A. C ! '̂

1
Par suite, en tout po in t de A.CB, où d^ n'est pas m,ax ïmum, on aura

P^À^/p^"""^!:

la majorante obtenue pour \f\ étant
j j^^p^i-^^^^My'-^

•s -s - i /MV'1"1 '? , . , . . ,le deuxième membre rn \ — j est, en ces points, supérieur a m par
conséquent, la fo rmule (6) donne sur AC'B une înajorante en général
trop forte, comme c'était à, prévoir : il sera donc bon de- ne l 'u t i l i ser
que dans des domaines faisant partie de .1), pouvant avoir avec 1) des
points ou segments frontière situés sur AOB, mais non surACB.

2° Lorsque m. ^> M, il résul te de ce qui précède ( n° 29) que —^Sl- n ' n
f/p^""""

peis de borne supérieure finie clans tout 1.) et par conséquente /'annule (î ï ")
n'est valable que pour IXel non pour î) tout entier., le nombre Xi("D, s)
qui y ligure devenant i n f i n i lorsque £ •1'-1/- o. On peut aussi le voir en
plaçant z sur la partie y de l'arc frontière ACB q u i l imile 1),, et sur
laquel le <î>(^) = î ; on a alors

} /• î ) p ' } '••> .„ ^^ _1
""'! \ ' • " • ) c' ) ^ ! """" 1 "'""' "" •-^•"--•~-"———-"••-—

rnin de dû^ sur y
i

et il est clair que, si s •"̂  o, le m i n i m u m de d^ sur y tend vers m"0y
doncÀ, i (D, £) ->-OD.

Déplus, Pô étant le point de y où d^' at teint son m i n i m u m , on aura,
1 , 1 î

en tout autre po in t de y, d^ > d^ o^ . .DorK;
.,l..,..i 1 2 ,..,

}.i d^ >X,^p^ Z î ,
Ann. Éc. Norm., (3) , XLV1ÎÎ . — F K V K I R R K^I, 7
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par conséquent 'la majorante ( ï i) conduit pour ces points (le Y (ei/nir
; mite pour les points de 'D^qui en sont voùins) à une majorante (le ".^

, qui, est ^> jtp c'est-à-dire à une majorante de(/(.3?)[ q u i , étant ^>w-y
est moins bonne que la majorante élérxientaire |/(^) ^/^

On de^ra donc y dans l'emploi de la formule ('ï 1)9 se borne/' aux par-
ties deî)^ pour lesquelles ?4 df' <^ ï , c'est-à-dire à un wùi nage plus ou
moins étendu de la partie rectiligne AOli,

: 3° Les formules précédentes (6) ou ( ï r ) ne sonf. donc ̂ avanta^u^s
que pour des domaines A, intérieurs à D^ mais {XHmnf avoir avec 1)

. un ûu plusieurs segments frontière reclHignes c o m m u n s Y, mr les-
quels on a suppose I/] ̂ M. Lorsque w<^M, ce ou ces segmenta Y
peuvent coïncider avec la totalité ' d e la ̂ frontière rcculi^/ie^OB de .1).
Lorsque m>M, 7 doit exclure les points A. et B, mais peut corn porter
un ou des segments quelconques intérieurs à A.OB.

A chaque domaine, tel que A. correspondent deux co notante s l(à, D),
À ^ ( A , D), bornes inférimire et supérieure de ^•1(^ daîïs à 'et tel les que

^"lllli!

dan s A on ail •»^<.<^
sïrn<^W [tormule-âTOntageuBe daîî,s tout A] et, 1 1

'IO^<Ks)^STOl

si TO> M [formule avantageuse seulement dans la partie de A
oùX,^"1^],

CHAPITRE II.
DOMAINES QUiaCOKQUES,

1. Montrons maintenant que, sous certaines proprictf'ïs <raH!curs
très générales des frontières, les formules (6), ( ï r ), <, a) s'<;te«d(>n(, à
un domaine quelconque D.
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D sera supposé simplement ou mul t ip lement connexe, ses frontières
étant formées d'arcs de courbes de Jordan. Sur une partie F^ de la
frontière^ on suppose \f ^M et sur le reste Fa on suppose \f\^w'
Alors log -M— est majorée "par la fonction (J-<t>(^), <I>(^) harmonique
et régulière dans D, prenant sur F-, la valeur zérOy sur Fa la valeur un^
p- désignant.la constante l o g ( — ) ' Lesmajorations (6), ( ï i ) , ( i 2 )
résultent, comme on Fa vu au chapitre précédent, de l 'étude de l'ordre
inf ini tés imal de ̂ (s) lorsque s tend vers un point ^o de F < . Nous dési-
gnons par d la plus courte distance de z à F,;, et nous supposons que^
tend vers un point z^ de Fi. Il, y a plusieurs cas à examiner selon que^
est intérieur à un arc de F,, ou bien appar t ien t à la fois à F.i et à F^
c'est-à-dire sépare deux arcs frontière appar tenant Fun à Fi, Faxitre à F^

'ï. Supposons cr abord ^o intérieur à un arc de F^ — Nous suppose-
rons cet. arc recuflable, doué en chaque point d ' une tangente variant à
la Lipschilz. De façon préciser étant l'arc de Fi, compté à partir de^y
la courbe Fi étant, au voisinage de s ^ y représentée par ^,==,^(.y), on
supposera que 5'=== ^satisfait à la condition (L)

| ^ ( , )~^(o)[<K, | ,ç |v ,

v é tan t une constante telle que o <^^i, pour \s\ < r^ Dans ces con-
ditions, si à l'aide d 'un tel arc A^u B do F, vo is in de ^o et d ' u n deuxième
arcdeJordan ACB intér ieur à I), on dél imite un don-iaine c0 simple-
ment connexe, la fonction de Green g { z ) de 0S, s ingul ière en un po in ta
arbitrairement fixé dans (Q, possède en tout points de l'arc A^B une
dérivée normale ̂  comprise entre deux limites pontife ̂  g^ etg\ loraque s

décrit, un arc quelconque K'zJV intérieur (extrémités comprises)
à A-Su.B.

Par û == e^^, le domaine ^dev ien t le cercle û3,, (| u \ < i) du
plan u (A est la fonction conjuguée de g ) . A Farc A.sji correspond, un
arc A, u^K\ du cercle précédent. Comme

. ^:=-.^^^^^^^
dz \^dz ' d&Y
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il s'ensuit, lorsqu'on dérive suivant la normale dn, que
du
dn

dg
dn'

puisque
dh
dn

^
' A

et ^tf^fh) 1 : ,ï sur A,s« B,

1 1 • La'fonction u{z) holomorphe dans (0 est: une fonetbn ccmtimift
dans (©et, sur sa frontière,, ayant une dérivée en tout point intérieur
de rare A^B, ayant pour valeur

du1^-..:»< Q^<-a//

6 étant l'angle avec l'axe réel de1 la normale extérieure à iQ. En tout
•point intérieur de l'arc A^,'I^ la dérivée de ^ (prise vers l ' intérieur

•s /^\ •« •s dn. d^de û?) a pour module —, === y-
Soientalors z etu deux points correspondants de cOeKÎ)», ^e t^ l eu r s

plus courtes distances aux arcs A^B el A ^ / ( » B ( . I.or^que ^ at ^ sof î t
suffisamment voisins de ,Jo e t ^o , ces p lus courtes distances ^oni rwr-
mâles aux arcs précédent ((*t tendent vers zéro avec s ~ s^ et u — n^ ;h
Soient ^,^1 et un\ ces plus courtes distances* A^i la tr<inslori«at ioi î
u ='u(s) fait,correspondre11 un arc uUi 'a l lant<(e a à un certain poi«(, i / ,
de Ar^B'i^on.aura'donc 1 1 • 1 , , , . 1 1 ^ 1 1 , ! ; 1 1 ^ '1

. : 1 : 1 1 : 1 ' ' - •'1;•1:111 ^ • ' - 1 1 ; ^ 11 1 1 ' 1 1 1 1 1 ^f^.da'I I - • • 1 , ! ' , 1 1 1 1 1 . . , ! Q^^rcilUi^ I ' -r- dz},
I I I 1 1 ::/ .lil:il 1 1 ' 1 , / • , 1 1 / , 1 1 1 1 1 ' " " 1 . 1 1 1 1 1 J^ ds

• Lorsque ̂  reste1 à11 rintérieur d'un- domaine .d3^in terreur à (ffy ayant
avec (©un arc frontière commun A/ ^o'B'1 intérieur à I^ire A^,/B (les
.autres'pointstrontièrede W étant'intérieurs à-c©1)^ on •aiira dans. cV ^t
sur sa frontière

, 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ' - 1 1 , ! ^ 1 ; ' 1 1 1 1 ,/., 1 du 1 /,, 11 1 ; • • . 1 , , • 1 ; - ':'1 ' . ^< 'dz. <IG1- 1 1 1

Go et G^ étant deux nombres posi.tifs finis et =^ o,
On en déduit d^abord

•5<dG,.

Ensuite, en envisageant le chemin ^3 qui correspond, par la trâna-
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formation [5 [ u],. à la plus courte distance o == uu^ on aura
/*" ^

</ ^ arc^.Si ==| _ [ ^^ ]
v Ht

et par suite

"S 5,-

En définitive, on a^ pourvu que ^ soit assez voisin, de 2^ dans c'O,

^GO^Ô^/GI.

Considérons <l>(-s); par [z \u\ elle devient

^( /Q :=<!)[,3(^)"|,

harmonique, positive et régulière dans 10,5 prenant la valeur %éro sur
l'arc A i ^ o B i , de la frontière du cercle à?,!. Donc ^(u) (principe de
symétrie) est analytique sur rare A, ^0.8, et le raisonnement fait anté-
rieurement. (Chapitre I, n° 18) montre que J-^- a une limite finie

et =^:o lorsque u tend versu^; wtte l imite étant la valeur 7^0 de OT

prise en u^ suivant la normale 3n intérieure au cercle c î> i . Il en résulte
que, dans tout le domaine (0\ correspondant a CD'y on aura

^ ( < ( }y.<^<y.

^o et y, étant deux constantes positives f in ies et ̂  o. Par suite
< I > ( ^ ) ^ <!>[ . s ( ^ ) " | o ^ o
""TT" ^ —^•--~~ ,/ = j ̂

restera dans cD' compris entre deux bornes positives f inies et ^o
^(^

1"'11^"1ynGo< ":••1••7>" <yi ̂ r

Notre première, conclusion est donc que -—- / ne peut tendre ni vers
zéro^ ni vers l'ao, lorsque z tend vers un point ^o intérieur à un arc de F»
doué d^une tangente variant à la LipschitZy et dans tout domaine CO'
intérieur à 1), ayant en coiiomun avec D iun arc frontière formé de
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points tels que ^o de V^ le rapport<^" admet une borne supérieure
et une borne inférieure finies et ̂  o.

3. Supposons maintenant -s« point de jonction de 'deux arcs de F<
possédant chacun les propriétés du n° 2y mais fa i san t enin* eux un
angle ari (c'est-à-dire que l'ensemble des directions émanées de -:̂
vers rinlérieur de D couvre un angle ar., a peut èire une constante
quelconque positive, car-ce que nous disons d ' u n d o m a i n e I) sup-
plique évidemment à des surfaces de B i e m a n n ) » Ici. F( est rec l i fh ib fe
aux environs de z^^ si $ est l'arc compté à part ir de s ^ y ^(.^) est con-
tinue pour |.y[<^o, ^(s) cont inue saii-f en o est telle que s ' C - h o )
et z^Ç — o) sont diffcrenis ; on a

mais

On a aussi

|^(+0)|=|^/(-0)|::::1:^,

ar^.G /(- l•ho)^=^u^5 /(— l o) — T Ï — aîr,

[ z'^'} — z' (4« o) | •< K, [ .<? |7' pour o -< ^ <r ,v,,, n -,::• v, - , ' \,
[ 5 /(,ç) — ,^(— o) [ < K.J ,v 1'^ pour - .̂  < .y -•:' o, o < v,<:^ } ,

Nous désignerons par AOB l 'ensemble des deux arcs F, a ins i envi"
'sages1 au voisinage de ^o, ^o.po'want^'sans1 nuire à la généralité, être

, supposé placé a Torigme. : . , ' . , ^ ^ .
\: Faisonsia transformation ^^= ̂  le domaine 1) devieu t .un^Jomai î ïe À
du'plan ^(on une surface'de tiiemann étalée'sur hrplan P), {es ares l^
et F^ de la frontière de D deviennent des arcs frontière o , - e t i^ de A.
^(z) devient V(c) = ^(^^^h.armonique'et régulière dans A, prenant
la valeur ^m^surles arcs C i , la valeur ^7^ sur les arcs ©g.

' L e point ,^==o devient^ =r o et l'arc/AOB (le P , coîitenaiil s^-^o
devient un , arc A, ,(.(1,1^ •composé: de'deux arcs y.» tan^e/iu m ^s'^o,
(Les'ârcs de;F^ et 9, voisins de l 'origine.sont désignés1 par s et a . ) On

• a entre les arcs-correspondants la relation A = a| cj^-1^ proveriaril
de ' d z ^ w ^ ' d y puisque A== |A? | etâfcr==|^|. On n aussi"

1 1 1 , ^ 1 : , - ,' . \ ' , ^rg^==( la l-i) larçp+•arg^ l ,

les modules ^ et ^ étant égaux à l 'unité. / , ^ .
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On a
a, rg (J / ( -h o ) == — a rg s ' ( 4- o ) == - î î m a rç ,^,

y- ' a A'==--|-O

arg ^(-— o) == TC + - li f f î arg.3,

car

et comme

il vient

Donc

arg^-i-- o) =-- lim arg.3,
A'=:4-(>

arg ̂ (— o) "„•= lin-i, ar^'.s + rr,

Sun arç'^ === liiii an;',s -|- ^TT,

arg P^— o) =: aTT ••-I- — Si m arg-s =: ai '̂ (^(-5- o) --î- 'ATT.
^c A" ==+0 " 1

(^(4-o)==(^(—o).

1/arcA.i (,),i Bi possède donc.les propriétés de l'arc F( envisagé au n0^,
Si, donc <^i désigne la plus courte distance de P à cet are y, , le rap-
port-—— restez-en vertu du n0 2 précédente compris entre deux. limiter
positives finie!! et non nulles dans tout le', domaine ^r découpé dans A par
un arc A i C i î i i j o ignan t dans A les p o i n t s , Ai et B, extrémités du
deuxième arc frontière A.| Oi Bi de A^

II reste à trouver dans le plan, z un inf in iment pe t i t qui, soit cons-
t amment du même ordre que r/ i , lorsque z décrit la part ie I)' de I),
voisine de ^,, qui correspond, à A', î)' est l imi tée par A..OB et par l'arc
de Jordan AC.B q u i a travers I) r é u n i t A a B.

L'étude du. Chapitre 1 fait pressentir que d^ (oh r fdés i^ne la, plus
courte distance du, point s à Parc AOB et p sa, d is tance à ^o) est du

^ -,.. î

même ordre que rf , . Démontrons, en toute rigueur, que le rapport c^——1 1 ' . . ! ! . .."" ' " 11

reste, compris entre deux l imites positives finies et ̂  o lorsque^ reste
dans D/ vois in , de ^o-

Nous désignons par p i la distance de c à l 'origine, en sorte que p == p^'.
11 faut donc prouver que, lorsque r parcourt A^ le rapport

d ^ " " . d
d, "'" d, pï-1-1

reste compris entre deux limites positives finies et ̂ o.
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Si cela notait pas vrai, il existerait une suite i n f i n i e ̂  de po in t s de à:
pour laquelle le rapport f—U tendrait vers zéro ou versée. Une te l le
suite aurait,un point- l imite dans A7 ou sur sa f ron t iè re» Ce p o i n i - . l i m i l e
ne peut être ailleurs qu'à l'origine 0,, sans quoi, en vertu de ce qu^m
a vu au n° 2 précédent, p , ne tendant pas vers zéro, le rapport (^J
resterait compris entre deux limites finies et y^o, puisque autour du
point-limite la transformation ^=^ et son, inverse ^oni toutes les
deux holomorphes. Prouvons donc que, lorsque z est assez wlwi d f ' n ,
le rapport précédent reste compris entre deux l imi tes positives thnes
et 7^0.

Nous pouvons toujours'supposer, en res t re ignant au besoin à\ que
Farc A , C , B , qui le délimite avec A,(VB, est un arc de cercle de
centre 0, de rayon suffisamment petit. I I en eat alors de même de
l'arc ACB qui, avec AOB, dél imite le petit domaine IV voisin de 0, On
peut aussi supposer pour la brièveté de l'exposition que la nommie
intérieure en 0, à l'arc A i O , B , est l'axe réel du plan ^ h bissectrice
intérieure du secteur curvi l igne l)' é t an t l'axe réel. du p lan ^

L'arc Ai OJi, ayantunetangenie continue àla Lip^cli t i lz, l a p l u s couru»
distance rf, de v à cet arc sera fournie par une normale ri1!, menée de r
à l'arc A i C t B i lorsque P est as^ez voisin de O t . l îvideminent, ^i e(. e
tendent'vers 0, en même temps. Au segment de normale r^ correh-
pond, par s === ^a, un arc allant de s au point 2^ homologue de e, et i l
est clair que rfS arc zz ^ .

Donc
/"**' /f» /*if

d ̂  arc^ == j ^ 1 d^ \ == ^ 1 \ v ̂  \ civ \,

intégrale prise sur le segment e^/Sur ce segment, r j estcertaineîïierîl
au plus égal à la plus grande des deux distances 0^ ou 0^,^ e'est-à-
dire à la plus grande des deux quantités p < = |p| (*(, Q\ == h^ L

Donc
/ / i , , , » * , ? ^PÏ'"'""' ^/na S; I?» plus grand.e des deux qijiantïies •

' ap1^'111'"^/},

Or, oj désignant l'angle, inf in iment petit avec l'arc A, 0^, que ia i f .
0^ e^ avec, la tangente en Pi à cet arc, p , COSQJ représente la distance de
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Oi à la normale ^ ̂  par suite
pi^P'i cosr,).

Donc, si l'arc A| 0, B, est pris assez petit, on a cosco ^> î —' £ sur tout
cet arc, par suite p , > p^i — £). Donc,

( ^p^"""1 ^/i
<^ sera < la plus grande des deux quantités • _

^7—7"^
£ étant arbitrairement petit, /•-^-—^rr sera arbitrairement vois in de
l'unité.

Donc dans tout A^ on a
d

< a -l- e ,,^pa~i - - • .

le deuxième membre étant un nombre quelconque supérieur à a d'aussi
peu qu'on le voudra, pourvu que l'arc A, Oi ,Bi soit assez petit.

Envisageons main tenan t la plus courte distance </de z à AOB lorsque
s est très voisin de 0. Ce peut être le segment Os lorsque a ^> ï ainsi
qu'on l'a vu au n° 13 du chapitre précédent, alors rf== p, ou. bien une
normale ^3 menée de 0 à un des deux arcs OA ou OB, OA. par exemple.

^,/Qa"'""1

Le rapport à étudier étant comme on sait la quantité —— se réduit à
<7(

1

£— == ^ lorsque d= G . Ckm'nne rfi <^ 0 , 5 le rapport étudié est certaine-
ment ^> i toutes les fois que r/== p.

Lorsque cl est une normale -^j'j menée de 0 à l 'arc OA. par exemple ,
en considérant l'arc w. que décrit r lorsque z décrit ^a? on a évidem-
ment d\ ^arc w^.

Donc e^-'^ri5'-'"-./,- / (ùî !^|^-i / 1 ^ 1 " •|./,c
</^ a

lîn désignant par c^ la distance ^)^y , i l est clair que, sur^.j, | ^ I se r î ' i
inférieur à la plus grande des deux quant i tés p et ^ . Donc

:•} sera

..„ pa ,̂
a l

c/i ^ la pi us ^raiide des deux (|iianli(és

.^/î/î. Éc, Norm., (3) , XI.VÏÏI. — yiÉvRïER i^^i. 8
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' L'arc OA ayant une tangente lipschitelenne on voit .» comme précé-
demment que;, si cet arc OA est assez peti t (ainsi que OB) on a toujours
p > p / ( i _ ^

Donc

l a
<^< la plus grande des deux quant i tés / ^ j., 1 / ' 1 - , -1 1 1 , j af '—

irfp^"" ,a
j1,/p^1"'1. ,—..„,...-. L ,.„

a .. - .
( t ^ ^ f

c'est-à-dire
//, < ——^..^p^' a ..-...-< Ê' l

[£/ arbitrairement peti t , puisque, ^ étant arbitraireirîtent pcti l» le

nombre —' est arbi trairement-voisin de î, |*
i

//û a

Dans le cas présent, le rapport ^^^^^^^^^^ est^^a—a'), ù ' a r b i t r a i r c î t i e n t
^

petit pouirvu que AOB soit assez petit .

Le rapport f-^—— est donc dans A7 supér ieur à la (dus pet i te des d e u x
îquantités, Ka-e^

En définitive, si a^> î y on a

,,/fA
- ̂  < a -1 1 -1 1 £t

Si a< î, on a
r/p"-^ ._ g <^ ^J _ <^ ^ ,.,{,„ g^

''^î

£ étant arbitrairement petit pourvu que l'are AOB soit assez peti t .
î

II est donc prouvé qu'au voisinage de 0 le rapport ^/p..•/-......-» reste crrni"
^i

pris entre deuxlimites positives finies et ^ o. I I eu résulte immédia-
tement que le rapport

^lÛ. - îi^î. , " ~ 1 ' {
^ a ~ ' d f " '
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est comme le rapport •—— compris entre deux limites positives finies et

^ o dans tout le domaine A7.

4. Excluons maintenant de D le voisinage (de rayon £) de tous les
points de jonction des arcs frontière F, (sur lesquels <1> === o) et des
arcs frontière .F^ (sur lesquels <& == ï) et supposons d'abord que les
arcs/rentière F, soient tous des arcs rectifiables à tangente lips-
chitzienne et sans. points anguleux. Désignons par d la plus courte
distance de z aux arcs front ière F , , et par De le domaine q u i résulte
de D lorsqu'on enlève le voisinage (s) des points dejonct ion. Il résul te
de l'étude faite aux n0" 2 et 3 que dans 1)̂  —"^ a une borne in fé r ieure
A(D, £) et une .borne supérieure ?^(.D, s) ne dépendanl ' .quede I) et £ :

W^^^iC^e).

On sait d 'a i l leurs^ par l 'exemple du n° 29 (Chapitre ï) que X, (D, s)
devient i n f i n i si £ tend vers zéro.

D'ailleurs, en faisant déplacer z sur les arcs frontière Fg qui bornent
Ds et sur lesquels <D(^) == ï on voit que

} (D s)>—— î——-,
' ' ' - n il ri d sur 1^

et lorsque £ tend vers zéro i l est clair que le m i n i m u m d e r / s u r F ^ ; tend
vers zéro, donc X, (D, s) devient i n f i n i lorsque c tend vers zéro.

La question de savoir si X(D, s) peut tendre vers zéro avec & dépend
des hypothèses faites sur la frontière de D aux, points de jonc t ion de F,
avec F^. Nous ne rétudierons pas en détail . Disons seulement que , si
un tel point C est, par exemple^ situé sur un arc fronticre de D possé-
dant une tangente con t inue lipschitzienne autour de G, on verra aisé-
ment par une représentation conforme auxil iaire transformant la par t ie
de D voisine de C en un cercle que -. ne peut tendre vers zéro pour
aucune suite de points de D tendant vers C.

On utilisera pour cela d'une part l 'étude faite au a0 2 du présent
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chapitre (sur les limites du rapport / par représentâliori ccMifonne) ci
d'autre part l'étude faite du n0 29 du Chapitre I.

' Si tous les points de jonction sont du type de C, alors A ( D , s) reste
/>)^(D)>o, lorsque £^0, et par suite la formule ^(s)^(û^ est
bonne dans îoutÏ).

5. De .ce qui précède, on dédui t (si le» arcs F,, sont a tangente
lipschitzienne) la majorante

(i3) ' myL ..^_
M: "" V M

A(ï),a^
pour /n < M df '»ns 1^,

et, éventuellement dans Dy si, /.(D, £) >/-o(^0^> 0 P01"' £ •11^ ̂

( î^) M^ dans iout D*

Si. m> M on a, au contraire»
f f^w

04) ^ <,^^)

valable seulement dans !),.
Lorsque les arcs frontière Ï^ présentent des ( ïoinf .s a n g u l e u x en

nombre f in i C i C ^ , . . . ,(J/ ,- où se rencontrent dûs arcs de F,( a (arigeîî le
lipschitzienne faisant en (^ l'angle a/î:, on voit tout d e - M ï i U * en dési-
gnant par p, la distance de z à .G, que

^(.,3)

/'/nr-?
a deux bornes inférieure //(l), s), et. supérieure /.',(!), c ) (lans (,ont.
domaine Dg, d'où les formules

K , ^ li ,^n^ <^<^fl'^^^
1 i

valables dans IX et les majorations correspondantes

'^n^./^)(i5) w
, M I»oNr ^ <-:: îM <
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et
K J_

f(^ /w \^ I I r^~ ,,,(I6) ^ <(3) 1 i-11-^1'
les formules précédentes n'étant avantageuses (comme on l'a déjà f a i t
remarquer au n° 30 du Chapitre I) que dans des domaines A intérieurs
à D, ayant en commun avec D des points ou arcs frontière appartenant
tousà F^ (et excluant les points de jonc t ion de Fi avec Fa). Gomme on
l'a vu (n° 30, Chapitre ,1), on a en tout point intérieur à I).,

A^D, e) ^ ——îl^ < ————,——,„-., car <ï>(,c) <i ;

w~
on en déduit

^(D^^/IIp^

dansD et par suite ( i^ )ou (i5)est avantageuse lorsque rn<^'M. quel que
soit à pourvu qu'il n'ait pas de point frontière sur Fy car sur Fy on voit
en raisonnant comme au n° 30, Chapitre I, i% qu'en général la for-
mule (i3) ou (i5) donne une majorante de |/[ qui surpasse m; sur Fa
(i3) ou (i5) n'est donc pas avantageuse). De nieme, lorsque m^> IVÏon
verra q u e (i4) ou (16) ne sont avantageuses que dansh î partie de A où
Xi d<^ i ou bien

K- 1
A. ̂ 11 ̂  "''<.,

i

car on a vu (n° 30, Chapitre I, 2°) qu'au voisinage de F.^ les produits
X i r f o u

K 1_.,.,

\d[f^ î

i

peuvent devenir > î et fournir dans certaines parties de A une majo-
rante de |/| quisurpasse la majorante élémentaire |/|<m.

6. Dans ce qui précède, moyennant deshypothèses sur les arcs fron-
tière Fi, où l'on a | /(^))^M, nous avons obtenu une majorante de |/|
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dans des domaines A intérieurs à I) et ayant en co/ninun weci) des arcs
frontière appartenant tous à F^ (et excluant les points de Jonct ion des
arcs F.) et Fa). On peut maintenant à condition de faire sur les arcs
frontière Fi (où Von suppose |/(^)|^^) ICK mêmes hypothèses que fmr
les arcs Fa {tangente continue et lipschitsienne avec points anguleux pos-
sibles en nombre fini) obtenir, à partir de la précédente^ une majorante
meilleure que la précédente, valable dans tout le domaine 1), obtenu
en excluant de D le voisinage (de rayon £) des points do Jonct ion de
Fi et Fa, et, a fortiori dans des domaines à intérieurs à Dy ayant wea 1)
des arcs frontière communs appartenant à V^ et, à F*,;.

7* Considérons en effet <I>(^) harmonique et régulière* dan^ D»
prenant sur F.) et Fa respectivement les valeurs sém et un. Alors
ï —^K^) harmonique et régulière dans D prendra sur F( la valeur un,
et sur Fy la valeur ^m>; s étant M point de î), on appellera d^ sa plus
courte distance à F, y d.^ sa p lus courte distance à F^ Povr s imp lHîc ry
nous supposerons F,, à tangente lipschitzienne mais sans poir'ît angu-
leux; de même Fy ; nous admettons des points anguleux à. la Jonc t ion
de F, et Fy. Si F, par exemple présenta i t des points anguleux i l fau-
drait remplacer, dans la sui te , d^ par un terme tel qu(»

' ' ^IlP '̂'1^1

i

Ci , Cy, . . . , C/, étant les points anguleux (voir le numéro préeédent).
Alors, il résulte de ce qui précède que t)^ reste* cômprfô âmm !.),,

entre deux bornes a, (D, €) et b^Ï), 2) positives, finies et ^o, et en
permutant les rôles de Fi et F^ que .Lr̂ Li} ^gte comprig dans D.
entre deux bornes

^(1), 5) et ^(D, s) :
. <î? < ,.„.„..,, ̂

^i <(;17- < ̂ 1, a^ <. —,"— < ̂ ,
<"^i ^^

II en résulte que
a^ d^ ^ <I) ^ /^ ^
^ ^ 1 ^ i ...,..„., <Ïi'^ ^ ^ î
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, rf, <I>
^^T-^< ,̂

pour des valeurs convenables A(D, s) et A((D, s) positives et finies.
Puisque <I> est entre o et i , il résulte de ce qui précède la double borne

AS <-<I»^ A l 0
, 1 "S "̂  '»•- '"s». ————————t————?"? en posant, o :i"

1 -";- A. 0 l -S- A , Ô

La double borneoblerme pour ra l'avantage de se réduire, coinme<I>,
à zéro sur F,i (puisque, sur F,, o === o) et à un sur Fy (sur F^, 3 === oo) et
par conséquent, de conduire à une majorante de |/*| se réduisant à M.
sur F, et à rn sur Fa. Cette majorante est

('7)

08)

si m < JVÎ,

si m > M,

log

log

./'(3)
M

/(s)
M1

<l"s(

< 10^

//«\
\M /

/ / / ( \
IM^

A.

A.

0

A o '

,0

A, à '

^oùâ== —? A(D5£)<^A,i(D,£), constantespositives finies. (17)01(18) sont
A,f3 . A,rî— — e l ——-r~ sont coin-valables dans tout D. et les deux quanti tés ——— el —'—— sont coin-1 î 4- A o ï, •+• A, ùi 4- A o î -f- A, ù
fprises entre o et i comme le ? de la formule
M <

fil

,M rappelée au
début du mémoire en sorte que les formules (17) et ( i<S) sont avanta-
geuses dans tout I),.

Mais en vertu des formules A ===?-? A^ == / À 1 » on voit (puisque /^ el
^2 deviennent inf in is quand £ - > o , alors que a^ et a^ restent, finis),
que A tend vers zéro et A^ vers l'infinie lorsque e -> o, en sorte (lue les
formules (17) et (18) ne s'étendent pas à tout D, mais exigent toujours
qi^on écarte le voisinage £ des points de jonction de F, et F.^.

8. Disons un mot du cas où l'on fait sur les frontières de I) des hypo-
thèses moins restrictives que les précédentes. O n - p e u t ob tenir encore des
majorantes des types précédents, valables seulement dans des
domaines A ayant encore des points frontière, mais non des arcs f ron -
tière communs avec D. A cause de la grande diversité des cas qu'on
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peut envisager, nous nous bornerons ici à quelques indica t ions Sup-
posons, par exemple, F, et Fy arcs de Jordan mm points fnultiples^ avec
f\^M. sur Fi et f\^ rnsw Fy. Soit 0 un point appar lenaul à un arc F(

et non jonction d'un F,, avec un Fy. Supposons qu ' i l soit possible de
trouver un secteur circulaire S d'angle 074 de sommet 0, de rayon
assez petit pour que tous ses points sauf 0 soient intérieurs à D» AO et,
OB seront les côtés rectilignes du secteur. Si par exemple ^F>///, on
aura ] / ' [<M sur AO et OÏL Sur l'arc ci rculaire ACB, on aura
|/|<OTI ^m^M' '^ (avec [Ï constante, o<[;S<ï^ Puisque m, <^1,
on pourra, dans Je secteur S, avoir la majorante (6;

/I

l,„..,.., . ' . ,
^A^01 /mX^^^"f^V

\M7
•1

Ml"" l"!VI'1 ] ^"V'M

et par conséquent, dans tout domaine A in tér ieur à I), aboutissant en 0
par l ' intérieur de S(1) et pouvant d'ailleurs aboutir a des arcs Fy
(mais sur ces arcs la majorante n'est pas avantageuse), an aura eneore
u n e m a j o ra n l e d 11 ty p e (( >)

/ ^^t/^
M ^\M}

A, === constante positivOy p.=^ distance Ô^^ fl == distancé de 5 h AOB*

9. Conclusion. — En règle généraley lorsque F^ et 1̂  sont simple-
ment des arcs de J'ordan, il suffira donc, pour pouvoir uti l iser le^ majo-
rantes établies dans ce mémoire sous les'conditions de. frontière envi-
sagées1 an Chapitre I ou au Chapitre II (n0' i à 7), de1 considérer de^
domaines A intérieurs à D, l imités par exemple par des courbes arialy"
tiques aboutissant à des points de F^ ou F^ d'établir d'abord yne pre-
mière limitation élémentaire sur les courbes frontière de Ây à par t i r de
laquelle, par application des formules du présent mémoircy on
obtiendra des limitations plus précises valables dans tout A,

(1) C'est-à-dire que la pariie de A suffisamment yoidtte de ô devra être inté-
rieure à 2,


