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ANNALES

SCIENTIFIQUES

DE

- LECOLE NORMALE SUPERIEURE

FONCTIONS CONTINUES SANS DERIVEES

FORMEBES
AVEC LES ITEREES D'UNE FRACTION RATIONNELLE

Par M. Gasron JULIA

Introduction. — L’étude des séries du type £a,R,.(z), ot les a, sont
des constantes, et les R, les itérées d’une fraction rationnelle R(z)
[ voir €. R. Acad. Sc., 180 et 181, et Acta Mathematica, (. 56 ( Mémodre
sur la consvergence. ..)| m’a conduit, de la facon la plus naturelle, & un
type tres géndral de fonctions continues sans dérivées, dans lequel
figure 'exemple céléhre que Weierstrass a, le premier, donné de ce
fait. On s’est borné ici aux fractions les plus simples, a savoir les frac-
tions rationnelles & cercle fondamental réguliéres de la premicre
espéce.

On a porté son attention d'une maniére toute spéciale sur les anté-
cédents successifs d’un point double (ici le point + 1) situé sur le
cercle fondamental €, lesquels, on le sait (voir n° 1 du présent
Mémoire), ont pour ensemble dérivé la circonférence entiére.

En considérant les valeurs de
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aux antécédents consécutifs d’ordre p, L1 el LI qui encadrent un
point L, arbitraire de C, on voit d’abord que Z et Lzl teudent vers Z,
pourp= =, onévalue sommairement 'ordre infinitésimal de]Z” —Z7 |
etde|S(Z7) — S(Z/)| d’ou on déduit, sous certaines conditions, que
le quotient diflérentiel devientinfini avee p au point Zq.

1. Soit R(Z) une fraction de degré «, rationnelle, & cercle fonda-
mental C[|Z|=1], régulitre et de premibre espéce (voir Principes
géométriques d’Analyse, 1, p. 58, a, et aussi Acta, t. 56, p. 160, n° 7).
Elle admet deux points doubles attractifs o et 3 symétriques par rap-
port & Cla=R(a); |s=R'(a)|<1] et d —1 points doubles répul-
sifs situés sur €. Sans restreindre la généralité, on peul supposer
que +1 en est un [R(+1) =41, R'(+1)>1]. Vai démontré ail-
leurs [voir Mémoires sur Uitération des fractions rationnelles (J. de Jor-
dan, 1918, n°21) et Principes géométriques d’Analyse, 1, p. 3, ot |
que sur € on a [R'(Z)[> k> 1 tout au moins lorsque || est assez
petit (). Les antécédents successifs d’'un point quelconque de €
forment un ensemble dénombrable admettant tout point de ¢ pour
point limite. En effet, lorsque Z déerit un arc quelconque (4,7, ) de €

———
dans le sens positif, de longueur ¢, R, (Z)décrit unarc \ R, (%), R, (_Z.j))
dans le sens positif, dont la longueur est >>£"2. Par conséquent,
quelque petit que soit (Z,Z,), son conséquent d’ordre n est, pour n
assez grand, plus long que la longueur de G, recouvre tout €, et par
conséquent renferme au moins 1 antécédent d’ordre n de 1. Clest
sur ces antécédents que nous allons porter notre attention. Le point -1
posséde sur € (d —1) antécédents d’ordre un ¢; distincts de lui-méme
[R(C)=~+1, {;£1]. Nous les numérotons ¢,, {,, ..., L., dans
Pordre ot mous les rencontrons & partiv de -1 dans le sens positif

N GO G 9T v,
chacun des ares 14,, (,C,, ..., {uy1est < - Considérons, en par-

courant € dans le sens positif, deux antécédents consécutils d’ordre n
de + 1 ce sont dans l'ordre, deux points Z,Z, tels que

])‘u(y‘l ) == “/L (Z;) ==,

(*) Lorsque Z=R(z) est fonction rationnelle & cercle fondamental @(1 71 - )
réguliére et de premiére espéce, avec Uorigine et linfini pour poinds doubles
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et tels que entre Z, et Z, il n’y ait aucune racine de R, (Z) =+ 1.
Désignons par ¢ la longueur de I'arc Z, Z, décrit comme nous I'avons
dit dans le sens positif. Lorsque Z décrit cet arc Z, Z,, R,(Z) décrit,
dans le sens positif, un arc allant de + 1 4 41, ¢’est-a-dire exacte-
ment une circonférence entiére, tandis que les points R(Z), R.(Z), ...,
R,-,(Z) décrivent des arcs de longueurs ¢, ¢, ..., S, ,, tous inf¢-
rieurs i une circonférence : en particulier R,— (%) décrira un arc
compris entre deux antécédents d’ordre un de + 1, consécuttfs sur C
[R.(Z) déerivant un are de longueur 27 on aura ¢, =27 > I"2].

2. Envisageons la série
(1) Z bR, (1) avee | b <1,
1]

Elle est uniformément convergente sur € et y représente une fonc-

attractifs, on a (loc, ¢il.) sur G,

R/(5)| == A > 1. Examinous le cas ol Ies points

raméne au cas précédent par Ja transformation

I— gy U—ua
Alors U () admet les points doubles atiractifs o et 3 == .
On a
dU | 1dU]|dZ //»:
du |7 d7 || dz || du
Or
ds| _1—]a] I
o) o) K
o~
=%
et expression analogue pour L
expres alogue pour | = |-
D’ort
, LU l ) U IV B -
dU ' l"’* . ’fﬁl B
du dz " 1 s 7 l
o 7

Le point (»- T) est extérieur & €; il est alors clair que, lorsque o est assez
o
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tion S(Z), fonction continue de Z ou de ['arc 0, abscisse curviligne
de Z sur C[Z =¢®]. Montrons que sous certaines conditions d’iné-
galité pour b, ¢’est-d-dire, si b assez voisin de 1, S(Z) n’a de dérivée
[finie par rapport @ Z ou 8 en aucun point de C. Nous ferons le caleul
't a7, pui AL ; ercle une limite finie

par rapport & Z, puisque ; a en tout point du (‘Jel_“,l(, une limite finie

Lo o ave Lo cannopt S =SE) L
qui est z¢"” et nous montrerons que le rapport ——fF—5— na de
limite finie en aucun point Z' du cercle lorsque Z” tend vers Z'.

Deux cas sont & distinguer :

1° Le point envisagé est antécédent d’ordre n de -+ 1;
2° Le point envisageé n’est pas antéciédent de 1.

3. PREMIER cas : Le point envisagé est antécédent d’ordre n de 1.
— Appelons-le Z,. Il est clair, alors, que R,(Z,)==- 1 entraine
R..x(Z,) =-+1 pour tout K>o. Nous appellerons Z, I'antécédent
d’ordre n + p de -+ 1 quise rencontre apres Z, lorsqu’on déerit € dans
le sens positif. EvidemmentZ, — Z,lorsquep - » 2. Ona R, ((Z,)-= |1
pour K=p >1 mais R, (Z,) £+ 1 pour o “K < p.

.. . 1 . ,
voisin de zéro, — est assez loin pour que le rapport entre le minimum ct le
o

. , 1, . . 1

maximum de la distance de —=- 4 un point quelcongue du cercle € soit 2 7 et
o ‘ ¢

par suite, lorsque Z(z) est fixé, on peut disposer de o dans un certain cercle de

centre O pour que la substitution transformée [« |U] possede la propriété

d’avoir, sur €, une dérivée

ij—U— > k.
du

I1 est également clair que, Z(z) étant fixée, on pourrait aussi choisir « assez

voisin du cercle € pour que

R

& ]
AR

73

soit en certains points 5 du cercle €, arbitrairement petit, c'est-a-dire pour e

en certains points u de € on ait

a e ,
H—z‘t—\ <Z1; la restriction 1mposee a o n'est done

reste partout sur € - A 1.

pas artificielle, si 'on veut que
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Alors
noe=pp =
(2) S(Zy)—S(Zy)= D, VM Ru(Z,) — Ryu(Zg)] -+ b= Ry (%) — 1.
. Poz=0
Donc

g -

(’J’) l S(Z/l) o (Zn) ] = I b |'H I’—JI R/H»/}—«l (7’/: : l — E ] [' [ I ]'U (/‘/') H'_""/‘u) ,,’

a condition que la X qui figure au deuxiéme membre soit inférieure
au premier terme de ce deuxieme membre.

. Or, 1 ,,-.,,-A,(Z,,) est un antécédent d’ordre un de + 1, ¢’est ¢,
pumque Ryiper (Z,) ==1. Done | R, ({,) — 1] est la corde de Pare,
1¢, déerit dans le sens poslm pour allu de 1 al,. ()n avuantérieu-

rement que clmcun des arcs 14.,“, 0y .. .,C,, 1 1 est < - Henrésulte
que, en désignant par o la longueur de cet are ICls 0N aura

.o . T
2SI — S11 =

| Roippey (L)) 1] o 2 T T
—— s P avee O« ‘-)- /;'
arci1g, 0L 4 ” '
i 2

I en résulte que

LT .
S :)' A Sin /‘
e e
P /e
et par suite
sm;
ll""/’ 1(/‘/' o | ]Cx 1]' Ao avee —.}’;.'. AT
Zl

Remarquons que A et 5 ne dépendent que des coefficients de R(Z)
et nullement de n, p ou Z,.
Le premier terme du deuxiéme membre de (3) est alors

s l b Ill et A .

5. Considérons, dans chacun des termes de la X suivante, la diffé-
rence |Ry(Z,) — R,.(Zy)| avec ol p."n~+p — 2. Cest la corde de Iarc
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décrit par R,(Z) lorsque Z va de Z, & Z,, elle est inférieure & cet are,
lequel est lui-méme désigné par o,.

Donc
[ Ry(Zy) — Ry (Zy) | < dy, pour o Zp<n & p o a.

’ Ly ’ : E] /r‘\ 7, ’ . ) ?
D’autre part, lorsque Z décrit I'arc Z,7Z,, Ry p—i (Z)décrit 'arc 15, =0,
¢’est-a-dire

6n+//—1: a.
Et puisque, comme on I'a vu, on a 5, > k2, il viendra
/ﬂt—k/}«—-l a < 7.
M

De méme, pour o<uSn—+p — 2, lorsque Z décrit Vave R, (Z, ) R,(7,)
le point Ry, (2) décrira I'arc 1{, = o. Par consc¢quent on a aussi
/\,11-{-/1——-@—»-1 6[!. \.( a,

¢’est-a-dire

1) 9y, < /T“‘“""".uq/?-;n - e I I I L L D
En définitive
IL—F‘/i‘—‘.! g e 2 Mg et
AR " ’ " N N [ T N
z | O] “p.(/‘/') - “y.(/mﬂ << Z O o e T z [ b4,
L—‘o A} /\
o= Yozt [
¢’est-a-dire
g ==
N0 Ry (%) — Ry (Z) | < 72 |bkprt—1 bt
= ) Jervp= [ Ok] 1 T b
Donc
(5) 1S(Zy) — S(Zy) | = o] b 1o [,,\ SR
s

- I
en supposant, bien entendu, A > —————, c’est-h-dire
R Tl

(6) lm/.‘>1+_ (
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NG

(6. On a d’autre part

R P N "
| Z),— 7| == corde de arc Z, 7, == corde de <7 § < T
Donc
S(Z/,)*—"S(Z“)' Tt I
J Y A A L . o et p—1 SRS BN
Z/‘“VV Z“ >l—|//!/ |t ,_,,A‘ ] b}/‘ ol

Or, avec I'hypothese faite,

le deuxitme membre devient infini lorsque p tend vers U'infini. Done
S(Z) n’a pas de dérivée en 7,, le quotient différentiel devenant infini
lorsque Z, tend vers Z,.

Nous reviendrons tout & 'heure sur la discussion de la condition (6).

7. Druxiime cAs : Le point encisagé n'est pas antécédent de -1, —
On peut alors, pour chaque indice n, le comprendre entre deux anté-
cédents d’ordre n de + 1, consécutifs sur @; et lorsque n augmente
indéfiniment, 4 cause de /"0 < 2m; ¢ étant I'arc qui sépare les deux
antécédents envisagés, les deux antécédents précédents (endent
vers Z,. Nous les appellerons Z, et Z,, omettant 'indice n qui rappelle
que ce sont des antécédents d’ordre n de + 1. On a alors

Ru(Z ) = W7y = pour h-n.
Les deux points R, (Z,) et R, (Z,) sont deux points consécutifs de

la suite 1, ¢y, ..., {4 formée des antécédents d’ordre un de 1. 11
vient, par conséquent,

Tt
S(%y) —S(7y) :":'42 DU Ry (Zg) = Ry (L) | b7V [ Ry (Zy ) R (Zy) |
[ 2514

8. ¢ désignant toujours I'arc Z,Z., 'arc R, (Z)R,(Z,) sera 5, et par

suite
[Ry (7)) - Ry (Z4y) | < r')‘[,, pour ol pln - 9.

En désignant par o, are R, (Z)R, (L), (ui est, comme nous
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I'avons dit, I'arc compris entre deux certains points conséeutifs de la
suite 1, ¢, ..., (4o, On aura, évidemment, 2,_., = o, ; lorsque Z décrit
Iarc &, compris entre R, (Z,) et R,.(Z,)le point Ry, (%) décrit I'are o,
compris entre R, (Z,) et R, , (Zs).

Donc N
Oy it < g, pour 0 Ty (3, 9),
¢’est-a-dire
~ - 'J']
ROy TR T

D’ou l'on tire

n--=3 ) 2oy

T r . 7o 2 T ul T
BB R (Z) — Ry (Z) | <X B bs == s Dokl
h=z0 L] 0

et, comme précédemment,

e

Z D Ry (L) By (L) ]

[Eal]

'71!/’ i/: 1
SR

D’ailleurs |R,_,(Z,) — R, (Z.)| représente la corde de are 7,
, T STy ./’"'« 0T .
lequel étant un des ares 1¢,, £,%,, ..., {41, sera < ~7 5 par suile, en
raisonnant comme au n° & pour s, on aura
. . T
k280

[ Ry (Z)) — By () | = Ay oy avec ~7’—er <7 AT,

/‘4
Il en résulte
D= | Ryeey () == Ry (Zig)) | =2 Aoy | 0 et

9. En définitive, on aura

S(Z,) —S(Z,) | > b =t E_}_H’ e e | ‘ I
[S(Z,) —S(Z,)|> Aoy b] T =a,|b| 1‘)\1 el

en supposant A, > TZI—;: » ¢’est-a-dire

(7) b1+ "/\""

!
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Comme d’ailleurs

TN .
| Z, — Z, | = corde de P'arc Z,Z,== corde de 0 << 6 <C —-;O:'_—]a
on aura
S(Z,) — S (Zy) » N
Tl AN T4 IS N B SO S TS B (L N — I
7,7, | Pl Ry v

Sous I'hypothese (7) faite précédemment, le deuxieme membre
devient infini avec n, donc S(Z) n’a pas de dérivée en Z,, le quotient
différentiel devenant infini lorsque Z, et Z, tendent vers Z, a la maniere
indiquée, en comprenant entre eux le point Z,, ce qui n’est possible
que si, en Z,, le quotient différentiel est lui-méme infini i la limite.

10. L’analyse précédente montre que S(Z) n’a de dérivée en aucun
point du cercle lorsque | 6|k est supérieur au plus grand des deux

I 1 \ . 1 1
nombres 1 - X ¢t 1 - —- Mais on a vu que ¢ et - sont tous les deux
A IS 1

A A ,"\|
compris entre 1 ¢t ———- /I su/fira donc que l'on ait
/e sin &
/“
(3) O et — T
. T
Losin 5

pour que S(ZL) n’ait de dérivée en aucun point de C.

11. Mais il faut, d’autre part, que | 6| <1 pour qu’on puisse consi-
dérer S(Z) fonction continue sur C, il faut done savoir si (8) est com-
patible avee | b| <1.

. 1 s . , ..
I faut pour cela que - + ———i-—E soit <1 et I'on choisira alors & de

/."'sinT
maniére que
g i
¢ A
(9) 7 P SRR
# sin

et 'on aura pour toutes ces valeurs de 6 une fonction S(Z) continue
sans dérivée.

Ann. Ee. Norm., (3), XLVIIL, — JANviER 1gi1. 2
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Envisageons la quantité

Jk) = /i 4+ —F pour k>1.

2 sm —

3

Puisque ————71——% déeroit lorsque £ croit, f(£) décroit constamment

/ sin 7

- lorsque £ croit de 1 & + =, et /(4 =) = o. Il existe donc une valeur
k,> 1 telle que f(k,) =1 et une scule. On devra avoir k> £, pour
que (9) soit possible. [1l est immédiatement visible que = <7k, <3|

Par conséquentune fraction quelconque R(Z) i cercle fondamental,
réguliére, de premiére espéce, pour laquelle | R'(Z) | = & >/, sur € con-
duira & une S(Z) sans dérivée pourvu que 0 satisfasse & (). On a une
formule () trés maniable en prenant ~==23. On prendra une R(%Z)
telle que |R'(Z) |23 sur C et des b tels que

4 am\/3
(lfT);_\'/’ < b

“/

Est-il possible d’avoir des R(Z) du type précédent?

12. C’est évident avec les remarques suivantes.
Prenons une fraction rationnelle ¢(Z) quelconque i cercle fonda-
mental C, réguliére et de premiére espéce i elle est du type classique
il l Sy
.I. - (1,,L
n==1
les a, étant intérieurs & C et les a, étant les conjugués des @ |» pour
laquelle [¢'(Z)|2X >1sur €
L'itérée p,(Z) &’ ordrepde p(Z) est une fraction du méme type pour

laquelle, en vertu de

(L) =p"(Z) o' (%) . 0/ (L) vee Tyz=pu(Z) [ty oo (1)),

onasur C
[op(Z) |2 X0

Par conséquent, pour p2p, on aura X* > k,, et (g) deviendra pos-
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sible en prenant R(Z)=5,(%Z) et £ =Xr. Par exemple, on pourra
prendre pzZp, tel que Xr >3 et R(Z) =p,(Z) avec

Qq—awvg

<|b| <t
o
“/
13. Généralisation. — Soit Xa, une séric absolument convergente.

Alors

”

S(7) = E R NYA

0

est une fonction continue sur €. En raisonnant comme aux n* 7, 8, 9,
on aura

S(Zy) S(ZJ):Z ([I‘IAIA_T}[),(,/‘],)”“ ])‘IJ:(Z‘,!)]’J'(’H Il‘“ll'-l(,'/‘l) Ry |(7‘z)|'

Pour la premiére partie du deuxiéme membre, on aura

2[({ R (7)) — Ry (7)) | \7%2{(/[L|A /7 Sy
=0

en posant, pour abréger

PAATES

=0

Pour la deuxiéme partie, on aura
Spq = Sp—y
Lt | Ry () = R (Z) | == Aoy |t [ Ay Pt
Et par suite

IS(Zy) —S(7y) | > Ay (S = Sns) = Sns |

/u -1 l
avec

/"] e /n 0"
Done
‘3(/11 ...... S (Zy)

- = A Sy (0 A ) S
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1l 0’y aura donc de dérivée en aucun point du cercle si

Hm (A spe— (1 A)) $pmy | == 0 (aussi bien pour A, que pour A).

n—m

Ceci n’est possible que si lims, = .

n=w

14. La condition précédente s’écrit encore

(10) Hm [ Ay a | h— s,y =,

n-=om

Or, le crochet précédent s’écrit

. Sy
Ak | | Ay e e
) l{ll l _Al l”ll l/‘,,,»
avec, comme on satt,
sin &

pm < <! (égalite exclue).
R |

k

Il suffira done d’avoir & partir d’un certain rang

sin &
: Sne Sk
11 [P S
(o) lanibr ™ x
/..
pour étre stir que la limite envisagée (10) est infinie.
. T
Sin -

v

En effet, puisque

p- < 1, 0n aura

A.
‘(,Z ‘/fn>) T R . T .
n \ S pmt avee A== o

. T
Losin —
A.

Done
Sn= (7 -+ ')Sn-w
et, par récurrence
. Sp>> 8, (1~ Ay
et par suite

lim §, = co.
n==w

Donc aussi

Hm | @, |kt
n=w
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il en résulte (10) car (11) entraine

Ay | B — Sy > |t | A7 [AA, — 71\ l ’

. . . . . 1
et le deuxieme membre devient infini puisque A, > -

Mais d’autre part il faut aussi, pour que 'exemple soit bon, que | a,|
converge et (11) n’y suffit pas caril ne fournit qu’une linute inférieure
de | a,] en fonction de s5,_,. Nous adjoindrons donc une deuxiéme con-
dition en imposant par excmple

I S e I - ™
—— BT avee [ > ) ——" —_ > 1.

(12) P an AT .
/.‘51:)7

On a alors | a,| k"< js,-, et par suite, comme précédemment,

sy (1 D)V | ety | A< sy (1 =4 )t

7

Dy (LA RNt o Sy (1
s _I( ._._.._../.. ) .\Ill/(_i ~ I - P‘( /I )

\
\

(13)

Ceci implique une certaine régularité des|a,|, et entraine la conver-
gence désirée pour Z|a,| lorsque £> 1 + p.

15. Endéfinitive, un choix des «, satisfaisant a (13) [ s, queleconque |
a partir d’un certain rang, pourvu que & > 1 -, fournira une S(Z)
continue et sans dérivée.

La condition £ > 1 + p. équivaul visiblement &

.
A - g
fosin -
5 /‘
car alors on peut choisir p. tel que
T
/ - SV A
. T
Asin —
II/.‘
Or, la condition
hoer - I

[ain T
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est précisément la condition (g) a laquelle onava (n® 1) qu'on satis-
faisait pour £ > k,. Avec un tel choix de £ et des «, on peut trouver,
comme au n° 12, une R(Z) convenable pour que la S(Z) correspon-

dante soit sans dérivée.

w

14 v ror [ K 1 r
16. Série de Weuerstrass. — Revenons i) cxemple}_‘/;"H,,(_/,) el sup-

L]
posons que R(Z)=7"laquelle est bien régulicre et de premiére

espéce dans le cercle C[|Z]=1]. On a alors

S(Z) ”2 g '/,’/"7
b

laquelle est la série classique de Weierstrass qui a fourni le premier

exemple de fonction continue sans dérivée. Ici
R(L) ==l et R d sur €.

On prendra k=d et il suffira que

pour que Uexemple soit hon, et il 'est en particulier pour d =

9+2my3
27

et

<Jh|< 1.

~—



