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LA DEFORMATION DES SYSTEMES CYCLIQUES

Par M. P. VINCENSINI

A. Ribaucour a mentré, qu'élant donnée une congruence normale
de courbes planes,” cette congruence ne cesse de rester normale
lorsqu’on déforme arbitrairement la surface enveloppe de ses »* plans,
chaque plan tangent a4 I’enveloppe étant supposé entrainé dans la
déformation et formant avec la courbe qu’il contient un systéme inva-
riable.

G. Darboux a étudié plus spécialement le cas ou les courbes de la
congruence sont des cercles (systémes cycliques) et a trouvé une
construction géométrique remarquable de tous les systémes cycliques
formés de cercles situés dans les plans tangents & une surface quel-
conque, systémes qui ne cessent de rester cycliques lorsqu’on déforme
arbitrairement la surface conformément a la proposition de Ribaucour.

La construction de Darboux est formulée dans Iénoncé suivant :

A, Les systemes cycliques formés de cercles situés dans les plans tan-
gents @ une surface donnée (S) [arbitratrement dé formables avec (S)],
s'obliennent en envisageant une déformée arbitraire (S,) de (S), en
construisant les cercles d’intersection des plans tangents & (S,) avec une
sphére [ixe de rayon nul, puis en déformant (S,) de fagon a ['amener
sur(S). Les cercles ci-dessus, entrainés dans la dé formation, s’assemblent,
lorsque (Sy) coincide avcec (S), suivant l'un des systemes cycliques
cherchés.

D'une facon générale, nous dirons d'un systeme cyclique qu’il est
. arbitrairement dé formable avec une surface déterminée (S), s'il est
possible d’associer, en systéme invariable, chaque cercle du systeme
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a un élément de contact de (S), de telle sorte que lorsqu’on déforme (S)
d’une facon quelconque, les différents cercles du systéme, entrainés
dans la déformation, ne cessent de constituer un systéme cyclique.

Tout systéme cyclique est arbitrairement déformable au moins d'une
facon.

Il suflit d’associer chacun de ses cercles au plan qui le contient, et
deprendre, conformément au théoréme de Ribaucour, pour surface (S),
la surface enveloppe de ses divers plans.

Le probléeme que nous nous proposons de résoudre dans la premiére
partie de ce travail est un cas particulier du suivant :

Déterminer toutes les surfaces (S), telles qu’on puisse leur attacher des
systémes cycliques arbitrairement dé formables («u sens qui a été précisé
plus haut), autres que ceux: fournis par la construction (A) de Darboua.

Nous n’avons pas, pour le moment, approfondi ce probleme général,
bien qu’il semble que les seules solutions soient celles auxquelles
nous allons parvenir. Dans ce (ui suit nous nous limitons au probléme
particulier suivant :

Détermuner tous les systémes cyliques formés de cercles situés dans des
plans normauzx a une surface (S) en ses différents points. ne cessant de
rester cycliques lorsque (S) se dé forme en enirainant ses divers plans tun-
gents et par suite les différents pluns normaux associés.

Un cas particulier de ce probléeme a été étudié par L. Bianchi ().
C’est celui ou les cercles du systéme coupent normalement (S).

Les surfaces (S) sont alors les surfaces applicables sur les surfaces
de révolution, et les cercles des systémes cycliques associés (qui
dépendent d’une constante abritraire) sont situés dans les plans per-
pendiculaires aux plans tangents le long des tangentes aux courbes
transformées des méridiens.

e probléme plus général que nous nous proposons conduit & ce
résultat intéressant que les surfaces (8) auxquelles on puisse associer

(") L. Biancur, Lesiond di geometria difjerenziale, 1. 11, p. 708.
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des systémes cycliques arbitrairement déformables formés de cercles
situés dans =* de leurs plans normaux sont les surfaces applicables
sur les surfaces de révolution. ‘

Les plans des cercles sont, comme dans le probléme de Bianchi,
perpendiculaires aux plans tangents & ¢S) le long des tangentes aux
transformées des méridiens.

Les systemes cycliques “correspondant 2 une méme surface (S)
constituent une famille dépendant de deux constantes arbitraires.
Les centres des cercles sont dans les plans tangents & (S). En fixant
P'une des deux constantes on obtient «' familles de =' systémes
cycliques. Sur les =* trajectoires orthogonales des systemes cycliques
de I'une quelconque de ces familles les lignes de courbure se corres-
pondent. Une particularisation trés simple des constantes redonne
immédiatement les systémes étudiés par Bianchi.

Dans la deuxiéme partie, nous étudions une déformation particuliére
de certains systéemes cycliques formés de cercles situés dans des plans
passant par un point fixe.

Dans un article du Bulletin des Sciences muathématiques ('), nous
avons établi que si I'on fait tourner chaque rayvon d’une congruence
d’Appell relative & un certain point O (congruence de normales &
enveloppée moyenne point O), autour de sa parallele isssue de O,
d'un angle constant «, on transforme la congruence en une autre
congruence d’Appell relative au point O. Les congruences d’Appell
sont les seules congruences rectilignes normales restant normales si
'on fait tourner leurs rayons d’un angle constant autour de leurs
paralleles issues d’un point fixe de I’espace.

Le probléeme que nous nous proposons est une généralisation immé-
diate du précédent, et consiste en la recherche de tous les systémes
cycliques formés de cercles situés dans des plans passant par un point
fixe O, ne cessant de rester cycliques lorsqu’on fait tourner chaque
cercle de I'angle constant « autour de la droite de son plan perpendi-
culaire en O au diametre passant par O.

Analytiquement, la solution de ce probleme dépend de I'é¢quation

(*) Les congruences de normales dans leurs relations avec les congruences
a enveloppée moyenne donnée, ¢ série, t. LIII, février 1g2ag.
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aux dérivées partielles du deuxieme ordre :

rt—s*—i,

r, s, tayantles significations habituelles. ’

Une famille de solutions particuliéres du probléme (systémes
cycliques formés de cercles issus d’un point fixe O) s’obtient immeé-
diatement en transformant par inversion par rapport & O I’ensemble
des congruences d’Appell relatives au point O.

La solution la plus générale se déduit de ces solutions particuliéres
par une construction géométrique trés simple. A cette construction
et & linversion prés, on peut donc regarder le probléeme que nous
nous sommes posé et le probléme de M. Appell comme des problémes
équivalents. ‘ '

Ceci donne une méme origine & 'équation r7—s*=1, et a celle
dont dépendent les congruences d’Appell qui peul ¢tre mise sous la
forme r + t=o.

PREMIERE PARTIE.

. Mise du probléme en équations. — Supposons trouvé un systéeme
cyclique (C), arbitrairement déformable avec une certaine surface (S),
les plans des différents cercles C du systéme étant normaux aux diffe-
rents éléments de contact de (S) aux points correspondants.

Le plan du cercle relatif au point M dc¢ (S) coupe le plan tangent
en M suivant une certaine droite. A chaque point M de (S) correspond
ainsi une tangente &4 (S). L'ensemble de ces tangentes forme une con-
gruence rectiligne (I') dont (S) est 'une des nappes focales. Rappor-
tons (S) au systéme formé par les arétes de rebroussement de I'une
des familles de developpables de (I') (v =const.), et leurs trajectoires
orthogonales (« = const.). ' '

Son élément linéaire aura la forme

’ ds*=E du* + G d 2.

Désignons par X,, Y,, Z, les cosinus directeurs de la tangente a la
courbe ¢=const. au point M, par X,, Y,, Z, ceux de la tangente
4 la coarbé u = const., par X, Y,, Z, ceux de la normale en M
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2 (S), enfin par D, D', D" les coefficients de la deuxiéme forme fonda-
mentale de la surface

— SdX,dr =D du*+ 2D'dude + D"ds?

[, y, 5 fonctions de u et de =, sont les Loordonnees du point courant
sur (S)].
Pendant toute déformation de (S), les coefficients des deux formes
ci-dessus ne cessent de vérifier les trois équations de Gauss-Codazzi :
| DD'— D
TEG

v Jd /D o /Dy D oG D'IyE _
(1) - \f‘E)—?f" “)"”—— -G =0

\EG du G oe
( ) /D D' oyE __ D oyG
Jy WG, ()u (/ a VEG 9v E "ou —
Enfin, rappelons les formules exprimant les dérivées des cosinus
directeurs X,, Y,, ..., Z;, au moyen des cosinus eux-mémes et des

éléments des deux premiéres formes fondamentales, dontnous aurons
a faire usage :

=K (courbure),

' . T D 1_1- ,,'— 7
&:H%—d\’_lsz“‘”?xm ()\2:,—[—“1\“—}{-1‘5’ D_<X';y
du VG Jy v E du VG U VG

X D D" .
» du —\vﬁk_v_f}x"
R oX 2y G D’ IX /G D’
p L0y X, 1 0y _ Db
dv T \ B u \2+\ ':\ ! de \F“ du X+ \«(-}\
Y a4
D 2 x,— X,
vE e

Sia et b sont les coordonnées du centre du cercle C du systéme
cyclique envisagé situé dans le plan (X, X,) relatif au point M(z, y, 5)
si p désigne le rayon de C et t Pangle que fait le rayon aboutissant a un
point quelconque du cercle avec I'axe X,; les coordonnées I, m du
point envisagé dans le plan (X, X;) sont:

{ l=a-+pcost.

(8 | m=b -+ psint,

a, b, o sont certaines fonctions des deux variables « et ¢.
Ann. Ec. Norm., (3), XLVIl. — NovemBre 1930. 49
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Les coordonnées %, v, £ du méme point du cercle G par rapport aux
axes fixes sont ‘

e

‘ E=2r+1X,+ mX,,
(4) =y + 1Y, +mY,,

{ ==z +lL,+mZ,,
<n posant :

,,,_;'()fgy N - L UE 0%
r=S(3), U=Syon. V=Sgon

on sait que pour que I’ensemble des cercles (C) constitue un systéme
cyclique, il faut et il suffit que la condition

) /U OVN 7OV 9T\ /dT QU

L2 I\2)7‘9_&;)*‘”’<W“7)7>""\(55_7)?>‘_°

- soit identiquement satisfaite.

En outre pour que le systéme soit arbitrairement déformable avec
la surface (S) il faut que la condition (5) reste identiquement vérifiée
lorsque les coefficients de la deuxi¢me forme fondamentale D, D', D"
varient en satisfaisant aux équations (1) de Gauss-Codazzi.

T se détermine immédiatement. On trouve :

T =rc2

Calculons U :

GO O _( oo dmy N[ O Omy oX, 90X,
U=s% g =S(5%+ T0% ) (Gn = g Nor e (50 v m 52

. z)__l - dx ~ ()_l 'r)( 2/71 om ( {){11 . ()l ; &

I Rl TR T PR TR T pY o) N gu

En tenant compte de ce que .

D -

IV

en remplacant i — par son expression déduite des formules (2), L et

par leurs expressions (3), on obtient :

. . S . ()(l. I)/) . . D
Uz osintyE — gsint < + 0cosl — ~- (0* -+ apcost + bosint) —-
‘ ! du ' du : ' : VE

Un calcul analogue donne pour V :
. da db . | . D’
Ve pSINl—— -+ 0 COSL~— 4 (0% o cosl + bp sint ) — -

dv dy VE
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Nous poserons :

D
U=—M=<+N—,
VE
\_,l’~—<\2,
VE

M, N, P ayant des expressions évidentes.
[.a condition (5) s’écrit alors :

N TN 0‘(\1“ "F)Z(\F) |
(gP aT oON D7y \ joT  dM  ON D |
Ia\VEN T

R i v < R i T

D’aprés les formules (1) de Codazzi, on peut écrire :

d(D) J D“) D' oyG D' oE

VE du WE \ EG D G or

Sil'on tient compte de cette relation, on constate que les dérivées
de D et de D’ disparaissent de la condition ci-dessus, qui s’écrit :

oM oP ON D N dyG  IN\ D" NE
—_— e o S = Ty -+ D"
oy du dp v E (\,‘G du du ) VE G o
L yuler 9T oN D JT oM  ON D
e A T 5 WMW"Wﬁ

En remplacant T, M, P, N par leurs expressions, on obtient apres
un calcul qui ne présente aucune difficulté :

do D H o d = bp IVE dp = deda  da dp i .
_ 1 M — ) i) I I N
~ 9 U T EG ow (1 &)+ G o D oV E+ 00 00— e aa | ™
i LD / a ()(0\’G3 v g E ., dpdb  dpdb .
AAAAA “oe VE JE <\“0 a VEG du b’ G de b4 da v~ de gu |
C /9« , 06\ D ( o0 G . a da b 90 ,
e — )= + [ == + = = = 4a D
(\ “5 b ()V> VE i VEG Ju VE du — E du )
L p ()VL L EL b d_(r o da db |
TG o e T oudv v dul|T

La forme linéaire en sint, cost, de I'équation (6), montre que pour
qu'elle soit identiquement vérifiée, il faut et il suffit que les coefficients
desinz, de cost, et le terme indépendant de z soientidentiquement nuls.
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Les trois conditions auxquelles on est ainsi conduit sont toutes les
trois de la forme :

(7) aD + D'+ yD'+d=o,

ot o, B, v, ¢ sont des fonctions des deux variables u et ¢ qui déter-
minent un point quelconque de la surface inconnue (8).

On sait quune relation linéaire de la forme (7) ne peut étre vérifiée
-pour toutes les déformations de (S) sans se réduire 4 une identite.

Les conditions qui expriment que le systéme cyclique (C) envisagé
est arbitrairement déformable avec (S) s’obtiennent donc en annulant
les coefficients des trois formes linéaires en D, D', D” qui constituent
les coefficients de sinz et de cost, et le terme indépendant de ¢ dans
(6). On obtient ainsi le systéme des douze équations aux inconnues
a, b,0,E; G:

(8) | b % =0,
(0 b3 (VB =0,
(10) bpd—{\)/;:o.
(12) ag—izo,
(13) a_d(py/G)
‘ /EG du '
(14) a0 E —,
8 ERCTT
(16) ‘ ag%—i—bgg:o,
(17) ;;—O,-%%}/;?+agg,—x~/>gg+avﬁ:o.
u T
) LT
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[I. Résolution du systéme précédent. — L’équation (18)donne immé-
diatement :

JvE

oy

=o, E= f(u),

En changeant le paramétre « on peut supposer E=1.

(10) et (14) sont vérifites en méme temps que (18). (12) donne,
soit a=o, soit o = f(u).

On ne peut avoir a = o d’apres (13), par suite :

o= f{u),
Dans ces conditions (8) est vérifiée; (9) montre que : ou bien

b=o,

oubien
%(W'G):O-
On ne peut avoir d% (¢y/G) = o d’apres (13), donc :
b=o,

Alors (16) prouve que a= f(u), (11) est vérifiée, et le systeme &
résoudre se réduit au systéme des deux équations suivantes :

a 0 IR
(13) p—%—\——/G 7(9\/(})_0,
‘ o* VG da .
(1/) V—/G—_*u +(13-L2+a——01

ot a, p et G sont des fonctions & déterminer, les deux premiéres ne
dépendant que de u.
(17) peut s’écrire :

(a"“ va)
0 — “ ou , d ' .
a—{—‘log\/G.._—— —PT—— = 3 logU (U =fonction de u seul).

On en déduit :
VG=V.U (V =fonction de ¢ seul),
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Moyennant un changement de parametre ¢, on peut prendre V=
L'élément linéaire de (S) a alors la forme

i

ds*=du*+ Giu)de,

caractéristique des surfaces applicables sur les surfaces de révolution
rapportées aux transformées des paralleles ct des méridiens.

(S) est donc nécessairement applicable sur une surface de révolution
et les courbes ¢ = const., dont les tangentes sont les droites suivant
lesquelles les plans des cercles des systémes cycliques arbitrairement
déformables cherchés coupent les plans tangents correspondant a (§),
sont les transformées des méridien‘

[l est d’ailleurs facile de voir qu’a toute surface (S) applicable sur
une surface de révolution, on peut attacher =* systémes cycliques du
genre étudié.

Il suffit d’intégrer le systéme (13), (17), ol G est une fonction con-
nue de u.

L’intégration ne présente pas dedifficulté et conduit aux expressions
suivantes de a et de ¢ '

i e
il [Vigee]

ou . et u sont deux constantes arbitraires.
Alnsi :

{(20)

Les seules surfaces solutions du probleme que nous nous sommes
posé sont les surfaces applicables sur les surfaces de révolution, et a
chaque surface de cette espéce on peut attacher «* systémes cycliques
arbitrairement déformables définies par les formules.(20).

Si A =o0, 0naa=¢. Les cercles des systémes cycliques correspon-
dants sont normaux a (S). Les systémes cycliques -obtenus sont ceux
étudiés par Bianchi (loc. cit).

LIL. Surfaces orthogonales aux systémes cycliques obtenus. — Les '
systémes cycliques formés de cercles normaux a (S), correspondant &
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fa valeur zéro du paramétre 2, jouissent comme on sait de cette pro-
priété importante :

Sur les oo* surfaces orthogonales leslignes de courbure se correspondent.

Nous nous proposons d’établir que cette propriété s’applique, non
seulement aux =c' systémes correspondant & 4 = o, mais aussi aux =
systémes correspondant & une valeur fixe quelconque du paramétre 7.

Envisageons dans la famille définie par les formules (20) un sys-
téme cyclique correspondant a des valeurs déterminées quelconques
de 7 et de u. Sur les oc' surfaces orthogonales aux cercles de ce sys-
téme les lignes de courbure se correspondent. Cherchons leslignes de
la surface (S) correspondant aux lignes de courbure des =' surfaces
orthogonales ci-dessus.

Nous utiliserons & cet effet le théoréme connu suivant -

La congruence rectiligne formée par les axes des cercles d’un systéme
cyclique quelconque (I') a ses développables réelles, et ces développables
correspondent aux lignes de courbure des surfaces orthogonales aux
cercles.

[axe du cercle (C) défini par les équations (20) a pour équations :
K=u+aX,+ [(X..

Yy +a¥,+ (Y,

S= s +al, + (1,

z, y, s sont les coordonnées du point M de (S) auquel correspond le
cercle (C), a 'abscisse de son centre donnée par la premiéredes équa-
tions (20), [ un paramétre arbitraire. ’

Soit Z un point de I’axe précédent d’abscisse / (u. v).

Nous obtiendrons les développables de la congruence des axes des
cercles du systéme (C) en exprimant que lorsque z et ¢ varient, le
déplacement du point I s’effectue suivant la direction de I'axe, et a par
suite pour paramétres directeurs X,, Y,, Z,. '

Les composantes du déplacement en question sont :

A = da + da X, + a dX |+ d{X,+ [ dX,,
dY =dy +da¥, +ad¥, + dlY,+ 1dY,,
dS = ds +daly+ adl, + dlZ,+ 1dL,.
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Ecrivons que ces composantes sont proportionnelles 2 X,, Y,, Z,;
nous obtenons les relations

do+ daX, + adX, + (dX, dy +da¥,+ad¥,+1dY,

(21)

X, Y,
ds +daly + adl, + [ d7.,
—_ = T .

Multipliant successivement les deux termes de chacun des rapports
(21) par X,, Y,, Z;; X, Y., Z, et ajoutant, on obtient les deux
relations : ' /

SN, dx + da + (8X,dX,= o,
aSX,dX, 4+ (SX,dX,= o,
qui s’écrivent, en observant que, d’aprés les formules (2) dun*I:

t/X, = F)X:;({lt -+ (.()_.v/_(-;. X-_»"ll" [),X;;> [/"’,

Jdu
DY D WG
dXy= 7= X, du + —i; X, — e G X, >dsn
: VG VG du /
sous la forme suivante :
du + da — /()V G dy — 0,
du

S
(22)
|

l
a(Ddie+Ddey+ 7= (D'du+ D"dv)=o.
VG

L’élimination de [ entre les deux équations ( 22)conduit a ’équation
définissant les lignes cherchées sur (S).
En tenant compte de la valeur (20) de «, et aprés suppression du

s _’T
facteur[p. ——f \/Tma’u] , on trouve :

(23) D'de?+[D"— G+ 1GVD )i ddp — G (14 1GYD dp? = 0.

On constate, & titre de vérification, que si 2 = o, auquel cas (S) est
I'une des surfaces orthogonales aux cercles du systéme comme nous
I'avons déja fait observer, (23) n’est autre chose que I'équation des
lignes de courbure de (S) :

du Gdy

(oh . = 0.
(24) D du + D' dy Didu + D"dp o
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L’équation (23), ne renfermant pas 1., met en évidence le résultat
énoncé au début de ce paragraphe :

Les =" systémes cycliques correspondant ¢ une valeur déternunée de 1.
et aux =o' valeurs posstbles de u. sont tels que, sur leurs <* surfaces ortho-
gonales, les lignes de courbure, qui ont toutes pour image sur(S) le sys-
téme défini par (23), se correspondent, la correspondance ne cessant de
subsister lorsqu’on dé forme (S de facon quelconque.

a ’ w
Le rapport - ne dépend pas de 1. Les x' cercles des o' systémes
] . -
cycliques correspondant & une méme valeur de 7., situés dans le plan

normal correspondant & un point quelconque M de (S), constituent
une famille homothétique, le centre d’homothétie étant M.

IV. Cas particulier des systémes cycliques dégénérés (congruences de
normales). — Reprenons les formules (20) définissant les systémes
cycliques arbitrairement déformables de Iespéce étudiée attachés &
une surface applicable sur une surface de révolution :

/ o /1—%—1(} “ G /
‘ \ (I...._\ ——G—— ‘LLM[ \/:‘m_(ll ’
20) ) i ""‘OG
1
( p:f:-\Tjr [g -A.',[,l \//-l—_l_j—G(/uJ

et cherchons, & partir de ces formules, les systémes cycliques dégé-
nérés (congruences de normales) arbitrairement déformables avec (S ).
Pour que les formules (20) représententune droite, il estnécessaire

—

que p. == .
Pour que la droite soit située a distance finie, il faut, comme ons’en
rend compte immédiatement, que @ — ¢ soit fini.
Ona:

. . " G / 1+ 1.G 1
(25) a—p= ‘u-—f [ chl B A YA EaNTe

Yy

e 1+ .G I )
a — 5 est finisi [\/——G—— — \_G] Iest.

Ann. Ec. Norm., (3), XLVIl. — DEcEMBRE 1930. 50
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On peut écrire cette expression :

G

(26) e
VI 2.G 1

On voit ainsi apparaitre la nécessité de lier u. & 7 par la relation
( K=const.).

Pour obtenir les congruences rectilignes normales arbitrairement
déformables avec (8), incluses dans les systémes cycliques généraux

) . K . - - ,
(20), il suffit de poser p. = - puis de faire tendre /. vers zéro.

L’abscisse du point I ot le rayon d’une telle congruence perce le
plan tangent correspondant en M & (S) est la limite de @ — ¢ lorsque
S = 0.

On obtient d’apres (25) et (26) :

Mi= nn(amo)_l-\(x—nz\b
L=0
m étant une constante arbitraire.

Les congruences rectilignes normales qui viennent d’étre détermi-
nées, que nous appellerons pour abréger congruences (N), sont les
seules congruences normales formées de droites perpendiculaires aux
plans tangents a une surface (S) applicable sur une surface de
révolution, arbitrairement déformables avec (S).

Il est d’ailleurs facile d’établir que les seules surfaces auxquelles on
puisse attacher des congruences (N) arbitrairement déformables for-
mées de droites perpendiculaires aux plans tangents, sont les surfaces
applicables sur les surfaces de révolution.

Si (S) est & courbure totale constante, I’ensemble des con-
gruences (N) qui dans le cas général est =<' devient =*.

Construction des congruences (N) attachées a une surface applicable
sur une surface de révolution. — Soit (X) une déformée de mvolutlon
d’axe A d’une surface (S) d’¢lément linéaire :

ds*=du*+ G(u) de?,
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wétant 'arc de méridien compté i partir d’un paralléle fixe etel’angle
d’un plan méridien quelconque avec un plan méridien origine.

M étant un point quelconque de (X), de coordonnées (u, ¢), /G est sa
distance a 'axe A.

La distance MI, comptée sur la tangente au méridien, du point M
au point ol le rayon d’une congruence (N) attachée a (Z) coupe
le plan tangent en M, étant comme on ’a vu plus haut m VG, on voit
que :

St sur la tangente en chaque pornt M de (X) au méridien passant par M,
on porte une longueur MI provortionnelle & la distance du point a l'axe
de révolution, et st 'on éléve au point L ainsi obtenu la perpendiculaire
au plan tangent a la surface, on obtient la congruence (N) la plus géné-
rale arbitrairement dé formable avec (X).

Si MI est prise égale a la distance de M a 'axe A, la perpendiculaire
au plan tangent en M au point I coupe A en 'un de ses points d’inter-
section avec la sphére inscrite 4 (X) le long du paralléle du point M.

On déduit simplement de cette remarque que :

St l"on regarde (X) comme Uenceloppe d’une famille de sphéres ayant
leurs centres sur A, st 'on fait rouler (L) sur une surface applicable quel--
conque (S), et st 'on abaisse a chaque instant de l'un des points o la
sphére inscrite a (X) passant par le point de contact coupe A la perpendi-
culaire au plan de contact, on obtient une congruence normale (N) arbi-
tratrement dé formable avec (S).

Toutes les autres congruences (N) attachées i (S) s’obtiennent
d’ailleurs en remplacant dans 'énoncé ci-dessus chaque sphére
inscrite par une sphére concentrique les rayons de deux sphéres asso-
ciées quelconques étant en rapport constant.
~ Dans le cas particulier olt (S) est & courbure totale constante posi-

. T . . o,
tive 30 on peut prendre pour (X) une sphére de rayon R. Les diffé-

rentes congruences (N) attachées 2 () s’obtiennent alors en abaissant
d’un point fixe quelconque de I'espace les perpendiculaires aux diffé-
rents plans tangents.



396 P. VINCENSINI.
Il en résulte que :

Les différentes congruences (N) attachées a (S) s'obtiennent en faisant
rouler (X) sur (8) de facon que les deux surfaces sotent constamment en
contact par deux points homologues dans une application déterminée
des deux surfaces l'une sur ['autre, et en abaissant & chaque instant,
d’un point quelconque tnvartablement lié a (X), la perpendiculaire sur le
plan de contact.

Cette derniére proposition se rattache & la suivante établie par
G. Darboux (Théorie des Surfuces, t. IV, p. 125 § 938) :

St d’un pornt incariablement lié @ une surface (X) qui roule sur une
surface applicable (S) on abaisse la perpendiculaire sur le plan de
contact, la droite obtenue engendre une congruence dont les dévelop-
pables correspondent au systéme conjugué commun a (X) et @ (S).

Dans le cas qui nous occupe, on peut ajouter que la congruence ci-
dessus de Darboux est normale; en outre (X) étant une sphere les
courbes du systéme conjugué commun sont, sur (S), les lignes de
courbure. ‘

On peut donc énoncer cette propriété des «=* congruences (N) atta-
chées 4 (S):

Sur ces x* congruences normales les développables se correspondent et
correspondent aux lignes de courbure de ().

Il est facile d’étendre ce résultat aux «' congruences (N) attachées
4 une surface applicable sur une surface de révolution quelconque.

Nous avons vu que si I'on fixe 2 et si 'on donne & 1. toutes les
valeurs possibles, les ' systemes cycliques (20) jouissent de cette
propriété que sur leurs »* trajectoires orthogonales les lignes de cour-
bure se correspondent.

K .. I . .

Si I'on pose p = 5 (K = constante arbitraire) et si I’on fait tendre
4 vers zéro la propriété subsiste. A la limite les o' systémes cycliques
ci-dessus deviennent les ' congruences (N) correspondant aux diffé-

rentes valeurs de m. Sur les «* trajectoires orthogonales de ces
=' congruences (N) les lignes de courbure se correspondent.
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Les normales & (S) constituant une congruence (N) particuliére
(tn = o), on voit, ce qui résulte aussi de I'équation (23) ot 7.=o0, que
les lignes de courbure des = surfaces orthogonales aux rayons des
x' congruences (N) attachées a (S), correspondent aux lignes de cour-
buare de (8). .

Cette proposition fournit «' solutions du probléme de la recherche
des surfaces (¥) admettant méme représentation sphérique pour leurs
lignes de courbure qu'une surface quelconque (S) applicable sur une
surface de révolution (nous ne considérons pas comme distinctes les
solutions formées de surfaces paralleles) ('). On obtient ces solutions
en prenant les surfaces orthogonales aux =’ congruences (N) attachées
a(s).

Si (S) est a courbure totale constante, le nombre des solutions du
probléme qui vient d’étre mentionné s’éléve a =o®.

Le cas ol1 (S) est & courbure totale constante positive est particulie-
rement intéressant. Les surfaces (X) orthogonales aux différentes con-
gruences (N) attachées a (S) sont alors autant de surfaces admettant
une déformation finie dans laquelle le réseau des lignes de courbure
reste de courbure (*).

Si 'on suppose les géodésiques connues sur(S) et]'élément lincéaire
mis sous la forme

‘ ds?= du®—+ sin*u dyv?,

la détermination des surfaces (£) s’acheve, comme 1l est facile de le
constater, par la quadrature

j\/é(D du + D' dy).

La quantité sous le signefest une différentielle totale exacte en

vertu des formules de Codazzi.
On peut d’ailleurs, dans ce dernier cas doubler le nombre oc* des

surfaces attachées a (S) se correspondant avec correspondance de

(') Voir G. Darsoux, Théorie des Surfaces, t. IV, § VIL
(*) Voir par exemple B. Gausigr, Applicabilité des surfaces étudiée au
point de vue fini, fasc. XXXI du Mémorial des Sciences mathémaliques.
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leurs lignes de courbure par I'introduction de la transformée d’Hazzi-
dakis (S,) de (S).

Nous n’insisterons pas davantage sur des problémes analogues de
représentation sphérique relatifs aux surfaces applicables sur les sur-
faces de révolution pour lesquels la considération des congruences (N)
entraine la connaissance de o' solutions nouvelles. Signalons simple-
ment ce résultat :

La connaissance d’une déformée de surjfuace de récolution (S), admet-
tant un systéme de lignes de courbure planes, entraine celle d’une infiniié
d’autres surfaces jouissant de la méme propriéié |les surfaces orthogo-
nales aux o' congruences (N) attachées a (S)|. '

Le fait, que la propriété que possédent les développables des o'
congruences (N), relatives 2 une méme surface (S) de se correspondre,
se conserve lorsqu’on déforme (S), présente lui aussi un certain
intérét.

G. Darboux (') a montré que :

Si deux droites paralléles engendrent des congruences sur lesquelles les
développables se correspondent, et si (X) est l’enceloppe de leur plan, les
deux droites ne cessent d’engendrer des congruences sur lesquelles les
développables se correspondent lorsque (L) se déforme en les entrainant.

Pour les congruences (N) attachées 2 une méme surface (S), il
existe, en dehors de la déformation envisagée par Darboux de la sur-
face (X) enveloppe des plans contenant les rayons homologues (para-
leles) des différentes congruences (N), une autre déformation intéres:
sante au cours de laquelle les développables des congruences (N) en
¢uestion ne cessent de se correspondre. .

Cette autre déformation est celle de la surface (S) elle-méme (*).

V. Sur une propriété des congruences (N). — Les congruences nor-

(") Voir G. Darsouvx, Théorie des Surfaces, t. IV, p. 133.

(*) Pour d’autres congruences engendrées par des droites paralléles sur
lesquelles les développables ne cessent de se correspondre au cours d’une défor-
mation convenable, woir G. Daksoux, t. IV, p. 127. L'intérét de nos con-
gruences (IN) tient & ce qu’elles restent normales au cours de la déformation
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males (N) attachées a4 une surface quelconque applicable sur une
surface (S) de révolution jouissent de la propriété suivante :

Le produit des distances des deux foyers situés sur un méme rayon, au
plan tangent correspondant a (8), est invartant au cours de toute dé for-
mation de (S).

Cette proposition présente un intérét particulier dans le cas ou (8).
est une surface pseudosphérique. Elle permet de relier, de facon
simple, les congruences (N) au probléme de la transformation des
surfaces & courbure totale constante négative en surfaces du méme
type. Nous nous placerons & ce point de vue dans un autre Mémoire.

Désignons par 1 le point ot un rayon quelconque d’une con-
gruence (N) coupe le plan tangent au point correspondant M(z, y, z)
de (S).

I est situé (vozrn®1V), sur la tangente a la transformée de méridien
passant par M (¢ = const.) & une distance MI de M telle que :

MI =m\G (m constante arbitraire).

Si P est un point quelconque du rayon envisagé, et si I'on pose

[J.:‘I_P.,

les coordonnées &, 9, % du point P sont :

L=z +m VGX, + e X,
;}j —=y-+m \_:'“GY1 Y,

S =s5+m \,"EZ,—.L— (2.

On obtient les développables des congruences (N) correspondant aux

diverses valeurs de m en déterminant la fonction u.(u, ¢) de facon

que le déplacement du point P soit tangent au rayon correspondant.
Le calcul ne présente aucune difficulté. En écrivant que

de  dy  d3
—_ = = 5

peih

multipliant les deux termes de chague rapport successivement par
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Xy, Y Zs Xo, Y, Zy, et ajoutant, en tenant compte des formules (2)
du n°I, on obtient le systeme

oy G

< L+ m — D> du — | D'dv = o,

NG D"
—pD'du+ G —— — = | dv=o.
pDidu 1+ I b ) o]

En éliminant p. entre les deux équations du systeme; on obtient
’équation différentielle des lignes de courbure de (S), ce qui établit
a nouveau le résultat obtenu au n® IV d'aprés lequel, sur les oo? sur-
faces orthogonales aux ' congruences (N) attachées a (S) les lignes

de courbure se correspondent.
. RTI du . . . . .

Si 'on élimine —, on obtient I'équation aux abscisses des foyers
situés sur le rayon (u, ¢), comptées 4 partir du point I ou le rayon
perce le plan tangent correspondant a (S).

On trouve, tous calculs faits, en tenant compte de 'expression de
la courbure totale K donnée par les formules (1) du n° I, et en intro-

' ED"+ GD

EG )

- - VG DG\
(E) K +ll<r+m-()” )[.L—%—(l—i—lll D =o.

Le produit des racines de I’équation (E), ne dépendant pour une
congruence (N) déterminée (m donné) que de I'élément linéaire
de (S), reste bien constant au cours de toute déformation de (S) comme
on 'avait annoncé.

St K> o, et sil’on porte sur le rayon N de part et d’autre de I des

=

duisant également la courbure moyenne = —

longueurs égales i\————;}t—————, on obtient deux points A et B décri-
vant deux surfaces (A) et (B).

Les différentes cordes AB que ces surfaces déterminent sur (N)
divisent harmoniquement les différents segments focaux de la con-
gruence, et cette propriété se conserve lorsque (S) se déforme en
entrainant les points des surfaces (A) et (B), ces points étant consi-
dérés comme invariablement liés aux éléments de contact correspon-

dants de (S).
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tels que, st le module d’'une fonction [(z) dela famille est moindre que
7 <t en des points de D qui ne peuvent étre enfermés dans une
sutte de cercles dont la somine des rayons est v, on a dans tout )’

fizy << hn®.

En particulier, D, D’ et & étant donnés ainsi qu’un petit arc de
courbe I' dans D', il existe un nombre ¢ ne dépendant que de ces
quatre éléments tel que, toute fonction de la famille dont le module
est inférieur & ¢ sur T' est holomorphe et de module inférieur & 1
dans D". !

Addition au n° 3. — Lafonction algébrique définie par
WA wtas — (14 as)u+1=—0

ne prend pas les valeurs o et 1 ; ses trois branches sont finies et indé-
pendantes de a pour = = o; les quatre points de ramification tendent
vers = = o lorsque a croit indéfiniment. |« (3)| n’est borné dans
aucun cercle |z| <r lorsque a croit indéfliniment. L’hypothese faite
dans I'énoncé IV sur les points de ramification ne peut étre remplacée
par une autre limitant le nombre de ces points.
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VI. Systémes cycliques arbitrairement déformables atiachés aux sur-
Sfaces déceloppables. — Supposons que (S) soit une surface dévelop-
pable. Envisageons sur (S) un systéme formé de lignes géodésiques
paralléles orthogonales (u= const., ¢ = const.), de sorte que I'élé-
ment linéaire prenne la forme

ds? = du?+ ds?.

Les expressions (20) de « et de g du n° II deviennent ici :

— " du ; -
a:\1+7.[p—f v,l_i‘)]:\fl—l—l;p—/(,
PERY ,

u
lo:(.;.——f L - [\/}}4-7.”——11].
0

Vieh o iR
Posons ’

on obtient :

a=1— 1/,‘
(27)

o =K (l—u),

[ et K sont deux constantes arbitraires.
On constate sur les équations (27) que :

St, conservant le plan ct le centre d’un cercle quelconque d’un systéme
cyclique (C) de U'espéce étudice attaché i (S), on multiplie son rayon
par un nombre constant, on obtient un autre systéme cyclique (concen-
irique)) de la méme espeéce.

La construction des systemes cycliques (C) est extrémement simple,
et résulte immédiatement des formules (27). Nous nous bornerons a
I'énoncer :

Sur la surface (S) envisageons un systéme orthogonal formé de lignes
géodésiques paralléles (o) et (B). Soient 3, une courbe particuliére
du systéme (8); y la développante d’une courbe quelconque =z issue
du point ol « coupe 3,. Pour aveir un systéme cyclique (C) attaché
4 (8), il suffit de tracer dans les plans osculateurs aux courbes (a)
des cercles ayant pour centres les points correspondants de la déve-
loppante v, les rayons de ces cercles étant proportionnels & la portion
de tangente & « limitée au point de contact et & la développante.
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En faisant varier le coefticient de proportionnalité, la courbe 3,, et
le systéme () (3) de départ, on obtient tous les systémes cycliques (C)
(en nombre ") attachés a (S).

Notons que nous venons incidemment de mettre en évidence une
infinité de solutions de ce probleme :

Déterminer les systémes cycliques tels, qu’en soumettant chaque
cercle du systéme & une homothétie de rapport déterminé quelconque
par rapport & son centre, on obtienne un autre systéme cyclique.

Les congruences des axes des cercles des systémes cycliques ci-
dessus (congruences rectilignes cycliques) appartiennent i la famille
des congruences = fois cycliques étudiées en détail par Ribaucour,
C. Guichard et Bianchi (*).

VIL. Cas des surfaces (S) @ courbure totale constante. — Aun° 1V
nous avons indiqué une construction géométrique intéressante des
congruences (N) attachées & une surface applicable sur une surface
de révolution quelconque. Dans le paragraphe précédent nous
avons vu que les systémes cycliques qui font 'objet"de notre étude,
relatifs aux surfaces développables, sont susceptibles d’une construe-
tion trés simple. 1l semble assez difficile d’interpréter géométrique-
ment les formules (20) du n° I, de facon & en déduire une construc-
tion des systémes cycliques généraux étudiés, relatifs & une surface
applicable sur une surface quelconque de révolution.

A cet égard, le cas des surfaces & courbure totale constante présente
un certain intérét.

En se limitantau cas des systémes cycliques normaux aux déformées
des surfaces & courbure totale constante, on peut obtenir des construc-
tions trés simples de ces systéemes.

Surfaces & courbure totale constante positice. — Envisageons une
surface (S) & courbure totale constante positive, que sans nuire 2 la

(") Voir, par exemple, G. GuicaarD, Les systémes cycliques et les systémes
orthogonaux (Annales de I’Ecole Normale supérieure, 1897, 1898, 1903) ou -
L. Buxcsr, Geometria differensiale, t. 11, p. 251.
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généralité nous pouvons prendre égale & + 1, d’élément linéaire ;

ds? = du® = sin*u dv?.

Avec les notations du n° I, les systémes cycliques (C) normaux &
(S) arbitrairement déformables avec (S) sont définis par les formules

1 “ .
1=z p=— . — od == — —~cotu.
a=p N [(J ‘[ VG (/u] S ot

Le paramétre 7 est nul dans le cas actuel.

Considérons la sphére (S,) de ravon 1, et appliquons (S) sur (S,).

Les différents systemes (C), entrainés dans la déformation de (S),
deviennent des systémes cycliques orthogonaux a (S,). ’

Etudions la configuration du systéme (C) correspondant i une valeur

Fig. 1.
P
=0
M
123
0
w
H T
wl

déterminée de p.. Il suffit de voir comment sont disposés les cercles
du systéme dans un plan méridien quelconque de (S,) ( fig. 1).
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Soit T le centre du cercle du systéme (C), normal en M 4 (S,),

|

oo o8
I = -+ cotu.
sin

>3

Projetons le contour (OMT) en OH sur le diamétre Oz, nous trouvons :

o~

I = — I,

OH ne dépendant pas du cercle envisagé, on voit que tous les cercles
du systeme (C), situés dans le plan méridien considéré, ont leurs
centres alignés sur la perpendiculaire menée de H & Oz, et constituent
par suite un faisceau d’axe radical Os.

Le systéme (C) s’obtient par rotation de ce faisceau autour de Os.

Pour avoir les différents systémes (C) correspondant aux différentes
valeurs de v, il suffit de déplacer la droite HT parallelement i elle-
meme.

Cela étant, placons (8,) sur (8S) de facon que M soit sur son homo-
logue dans Papplication, les éléments linéaires homologues étant
confondus dans le plan de contact.

MT se placera suivant la tangente a la transformée du meéridien
de M, et le centre T se trouvera & I'intersection de cette tangente avec
la perpendiculaire en H au diameétre Oz de (S,).

Le cercle de centre T peut évidemment étre défini comme passant
“par M et ayant pour axe I'intersection du plan de contact de (S) et
de (S,) avec le plan perpendiculaire cn H au diamétre Oz de (S,).

- La sphére (S,) roulant sur (S) en entrainant le diameétre Oz et le
plan (=) perpendiculaire & Oz en H [(S,), 0= et (=) forment une figure
invariable], les cercles passant par les différents points de contact et
ayant pour axes les intersections des différentes positions de (=) avec
le plan de contact correspondant constituent un systeme cyclique (C)
de I'espéce étudiée.

En faisant varier le plan (=) invariablementlié & (S,), on obtient
tous les systemes cycliques normaux a (S,) arbitrairement déformables
avec (8).

Ainsi :

Les différents systémes (C) normaux @ une surface (S) a courbure totale
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I
R ¢
en faisant rouler sur (S) unc sphére de rayon R et en construisant les
cercles passant par les points de contact successifs et ayant pour axes les
intersections d’un plan invariablement lié a la sphére avec les plans de
contact.

constante positive wbitratrement dé formables avec (S) s’obtiennent

Le résultat qui vient d’étre énoncé peut étre présenté sous une
forme légérement différente.

Envisageons un cercle quelconque del’un des systéemes (C)attachés
a (S). Le cercle qui lui correspond aprés la déformation de (S) en
(S,) passe par deux points fixes w, o' (fig. 1), réels ou imaginaires,
du diamétre Oz de (S,), conjugués par rapport dla sphére, et 'on voit
que :

Pourobtenir le systéme cyclique le plus général orthogonal a (S) arbi-
trairement dé formable avec (S), il suffit d’attacher a une sphére (S,) de
méme rayon que (S), un diamétre quelconque, de prendre sur ce dramétre
un couple quelconque de points w, ' conjugués par rapport a (S,), puis
de jaire rouler (S,) sur (S) en construisant pour chaque position de (S,)
le cercle déterminé par le point de contact et les deux points w, o', '

Ayant égard & la premiére des deux constructions qui viennent
d’étre indiquées, on retrouve dans le cas particulier des surfaces a
courbure totale constante positive la conclusion générale suivante de
G. Darboux (') :

.« 81 une surface'(Su) roule sur une surface applicable (S), les
différentes droites coplanaires, intersections dua plan de contact avec
les différents plans invariablement liés 2 (S,), engendrent des con-
gruences sur lesquelles les développables se correspondent. »

Dans le cas ot (S) est & courbure (otale constante positive et (S,)
une sphére de méme rayon, les dilférents plans invariablement liés
4 (S), qui interviennent dans la premiére construction ci-dessus
indiquée, engendrent des congruences surlesquelles les développables
se correspondent et correspondent toutes aux lignes de courbure de (S).

(') G. Darsoux, Théorie des Surfaces, t. 1V, p. 135.
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Dans le cas général envisagé par G. Darboux, les congruences &
rayons homologues coplanaires dont il vient d’étre question ne sont
pas des congruences cycliques arbitrairement dé formables avec (S).

Les congruences particuliéres attachées aux surfaces a4 courbure
totale constante positive que nous venons de signaler jouissent au
contraire de cette intéressante propriété.

Surface & courbure totale constante négative. — Si I'on rapporte une
telle surface (S) au systeme des géodésiques passant par un méme point
a Pinfini (¢ == const.) et & leurs trajectoires orthogonales (u=const.),
I’élément linéaire se présente sous la forme :

dst = du® -+ e dv?

(nous supposons la courbure égaled —1).
En faisant 2= o dans les formules (20) du n°II, on trouve pour le
cas actuel :
A== g6==— 14 e~ ",

Appliquons la surface (S) considérée sur la pseudo-spheére (S,) de
méme rayon, et voyons comment viennent se disposer les cercles des
systémes cycliques correspondant aux diversesvaleurs de ..

Il suffit d’étudier la configuration des cercles du systéeme (C) cor-
respondant & une valeur quelconque de 1, dans un plan méridien
quelconque de (S,) (fig. 2).

Soit T le centre du cercle du systeme (L) normal en M4 (S,). On a

!

=

It =— 1+ pe .

Soit OH la projection du contour (OMT) sur ox

OT1 = Proj. O —+ Proj. MT,

o 2%

solt:

H=—ect+¢"(—1+ p.c)“” ) = | = const.

Dans le plan de la figure (2), les centres des cercles C sont alignés
(comme dans le cas des surfaces & courbure constante positive), sur
une paralléle A & 'axe de la pseudo-sphére. .

Les centres des différents cercles du systéme cyclique envisagé,
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relatif a la pseudo-sphére, sont disposés sur un cylindre de révolution
de rayon wayant I'asymptote pour axe.

De [i résulte la construction suivante des différents systémes
cycliques arbitrairement déformables normaux & une surface a cour-
bure totale constante négative :

Faisons rouler sur une telle surface (S) la figure formée par une

Fig. 2.

ty

pseudo-sphére de méme courbure (otale et un cylindre de révolution
coaxial. Le plan déterminé par le point de contact et I'asymptote coupe
le cylindre suivant deux génératrices. Le cercle du plan précédent
passant par le point de contact et ayant pour centre le point ot 'une
des deux génératrices ci-dessus coupe le plan de contact engendre,
pendant le roulement, le systeme cyclique arbitrairement déformable
le plus général normal & (S).

Le cas ou =0 nous raméne aux systémes cycliques de rayon
constant de Ribaucour et Bianchi, au moyen desquels on fait corres-
pondre & une surface quelconque & courbure totale constante négative
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LN tres surfaces d S e ‘bure. Ces =' surfaces s e
—» ' autres surfaces de méme courbure. Ces =' surfaces sont les

surfaces orthogonales aux cercles du systéme evelique de rayon «
attaché a (S).

Ayant égard aux systémes () dégénérés |congruences (N) du
n® IV |, nous ferons observer que les =' congruences de cette nature
attachées a une surface pseudo-sphérique quelconque, jouissent dela
double propriéte d’étre cycliques el normales, ainsi que cela résulte du
théoréme suivant (') :

Les congruences rectilignes normales et cycliques sont les congruences
des normales aux surfaces ayant méme unage sphérique pour leurs lignes
! o C </
de courbure que les surfaces pseudo-sphériques.

DEUXIEME PARTIE.

Le probleme que nous proposons de résoudre dans cette deuxiéme
partie est le suivant :

Rechercher tous les systemes cycliques formés de cercles dont les
plans passent par un pointfixe O, ne cessant de restercycliques, lors-
qu'on fait tourner chaque cercle autour de la perpendiculaire menée
dansson plan au diameétre issu de O, d’un angle constant arbitraire.

L. Mise du probléme en équations. — Prenons le point fixe O comme
origine d’un systéme d’axes rectangulairves fixes O (x, y, 7). Atta-
chons au cercle générateur de I'un des systémes cycliques cherchés,
un triedre mobile O (%, 7, ), Of étant dirigé suivant le diamétre du
cercle issu de O, Oy suivant la perpendiculaire en O au plan du
cercle, OZsuivant la normale dans ce méme plan a OFf.

Fixons la position du triédre mobile par les trois angles d’Euler :
4 angle de précision, § angle de nutation, o angle de rotation
propre.

~ oy

(") L. Buaxcui, GGéométria différensziale, t. 11, p. 253.

Ann. Fe. Norm., (3), XLVIl. — DiceMBrE 1930, ’ 22
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Les cosinus directeurs z, 3, v; «”, 87, v de 0% et de O relative-
ment aux axes fixes ont pour expressions:

7 == coswcos — cosfsing sind,
5 =cosFsing -+ coslfsing cos .
y =sinfsingy: )
z"==sinfsin.

= — sinf cosl,

V' =cosf.

Les coordonnées d'un point quelconque M du cercle générateur du
systeme evelique, parrapport aux axes mobiles sont

I=a g cost, 1 =0, Z==nsinl,

aétant abscisse du centre, ¢ le rayon, ¢ Uangle du ravon aboutissant
au point M avec OZ. ,
Les coordonnées de M parrapport aux axes f{ixes sont:

o 12 I
Vo= 3z -+ 3" L.
- — o) i
s=yrr S

soit en remplacant ', 3, ..., v" par leurs expressions en fonction des

i

angles d’Euler, eten tenant compte des expressions de Zet de Z,

== (cosy cosd -— cosFsing sind )« -+ v cost) - osin@sin g sint,
V== (C0sD :ain'up - cosfsing cos¥)(a + pcost) - psinf cosd sind,

s=sinfsinu(a - gcost) + ocosfsing;

0, », ¥ sont des fonctions de deux variables indépendantes « et ¢,
ainsi que a el z.

Nous supposerons que les deux variables soient o et 4, et nous
poserons

g":: l, ',I/r;:(‘:

dans ces conditions 0 sera une certaine fonction de v et de ¢, de méme
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que a et . Nous écrirons done :

.

L= (cosu cosy — cossinu sin o) (e« 4 g cost )+ osinfsin ¢ sing,
V== (cosusin ¢+ cosf sinw cose)(a -+ pcost) — psingcosy sint,

s=sinlsinuia + pcost) + o cosdsind.

Pour que le systeme de cercles envisagé soit cyelique, il faut et il
suffit, comme nous "avons dit dans la premiére partie, que si 'on
pose:

T\ . dr dr L dx dr
T = ___,> S =S = V=S ==
( a )’ > . du’ Jdt oy’
la condition
T ( A U (()\" JTY ‘ <()T I )
\ v du ) RN, ()(.') “ du Ji

\ /

() =o0
soit identiquement vérifiée.

En outre, pour que le systeme cyelique puisse étre déformé confor-
mément & I'énoncé du probléme, la relation (1) doit rester identi-
quement vérifiée si on remplace « par « + o (« = const. arbitraire).
Formons la condition (1). Des calculs simples donnent:

T =2,
)
- . [ i . [
U=-—psint o + p(o—+ acosl)sinu >
! Jdu ' du
. . da S /] .
V—=— 0 sin/ )— +olo -+« cosl)| sinw -)— — SIn7 cosu |-
‘ de ! dv

En tenant compte de ces valeurs deT, U, V, (1) s’éerit :
D[ da do o da’ “in

[ e e e e~ I sind

du dv du dv

—+ VL ¢ 99 osin@)sin u
‘ \du ¢ Jdv duF

’ s} do ., 5
(2) { —+—-<ncos'9~ e =t SINY 0 - JCOS U | COSE
' \ . Jdu du C e
( [Wda 99 da 09 ot sind | ina

T I 1 S A A

T\ e 9¢ T 00 du ! | :

. 77 , 0 . pda

+{p2cosh - —n?-~ — @sinfi—— bt cosu | =o.
i du 7 de du ]

La forme linéaire en sin¢, cos¢, de (2), montre que pour que la
condition soit identiquement vérifiée les fonctions a, ¢, O de u et ¢
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doivent vérifier le systéme suivant :

dre do do da .
du o " da dr =
( do 9 do 5
a

FIARE
IS v J> sin
du dy dv du 7

o adb do . b
i3 / - a ( peosf = — sinf — 5 <2 Y eosu == o,
X du  du T dv
| ( da d5 ~ da 99 tsing ) | .
Jal = == — 2o o p2sinf ) Lsinw
1"\ Ou de ™ e du 7 I
P 7] L4 . da
- geas? Tl @8N - COS =0,
i s

R A
i S e

Pour les systemes cycliques particuliers que nous avons en vue, les
équations du systeme (3) doivent rester vérifices lorsqu’on remplace «
par u+ = (z constante arbitraire).

Cela exige, comme on s’en rend compte immédiatement, que les
coefficients de sin « et de cos «, dans les deux dernibéres équations,
soient nuls.

En définitive les systémes eycliques cherchés s’obtiendront par la
résolution dn systéme: '

da dp do da

(4 D D == 0.
du de du de
. do b do JI . f‘)
D) 14 P e e e s G SINT ) 2O
‘ du dy de du 7 y
. A9 do . ]
(A { (6) rl( peosh ol %P sing —»->:—:0.
: ' du du " e
(=) ((){/ 9 da 95 > 2 in?
- | = 55— D) s p2sinf = o.
/ A de o de du v
] 5 ., da
(8 ARy S0t e ( SIN - == 0,
: du e du

I1. Résolution du systéme (A). — Si a = o (cercles concentriques ),
le systéeme (A)se réduit a:
o*sinf == o.

( , 99 ()9>
O 08T = e O,

du I

La premieére ¢quation donne fi=o, et pour cette valeur de 6 la
deuxiéme est vérifiée.
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On obtient la solution, évidente & priori, constituée par =* cercles
concentriques ayant un diametre sur une droite fixe Os. Les surfaces
orthogonales aux »? cerclessont les cones de révolution de sommet O
et d’axe Oz. Nous supposerons dans la suite a = o.

Multiplions les deux nombres de (6) par ¢, ceux de (8)par « el
retranchons membre & membre, nous ohtenons:

.y da do
SING{ = — o= )::(,).
du T du

Si sinfl = o, le systeme (\) se réduit & l'unique équation (4), qui
fournit les systemes cycliques obtenus en envisageant une famille
arbitraire 4 un parametre de cercles situés dans un plan passant
par Oz centrés sur une perpendiculaire 2 Oz, et en faisant tourner le
plan autour de Oz. Cette solution était évidente & priori.

Supposons donc sin i =£o. Alors:

du Jo
Ty e e T O,
“ou Y on ‘ .
el parsuite:
(g - ot== [,

Nous envisageons deux cas suivant que / (v) est ellectivement
fonction de ¢ ou se réduit & une simple constante.

Supposons d’abord que / (¢) soit effectivement fonction de «.
1.’¢quation (4) montre que « et z sont fonctions I'un de l'autre, et (¢)
que a et z sont séparémentfonctions de v, I'une de ces deux fonctions
pouvant d’ailleurs se réduire 4 une constante.

Les équations (5) et (7) donnent, aprés multiplication de (5) par
o .

” et soustraction,
da ()p\ 9

el B e—a I
s Yo ) du
Oun ne peut avoir
e o
il X0
“Coe T

puisqu’on suppose a*—g*=f(v). Il faut donc que

f=uoiv).
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(6) montre alors que 0 est une constante, et (5) ou (7) que
sinf=o, ce qui est contraire & I'hypotheése sinfl =£o.
Onne peut done pas avoir

= pr=f(v).

Envisageons maintenant le cas ou @®>—¢* est une constante.
Posons :

(10) ar—p* =K.

D’apres ce qui précede, le systeme (A) se réduit aux équations
(10), (5), (6), et (7). Mais on voit immédiatement que (7) est con-
séquence de (5), de sorte que le systéme (A) se réduit au systeme
des trois équations :

s(lo') a*—p*=NK,
. do 9 dp J6 s
(a1 di o dv gu T PSmI=0s
9 o . Ji
2) s == — S=sinfl— p - = o.
((10) pco»)()” Ja sin’ Po; =0

(11) et (12) déterminent ¢ et O en fonction de « et ¢, aprés quoi (10)
donne a.

Les deux derniéres équations (B)ne renferment pas K. Il en
résulte que si par un procédé quelconque, on peut déterminer les
systtmes cycliques’ de 'espece étudiée correspondant 4 une valeur
déterminée du parameétre K (K=o par exemple), on en fera dériver
tous les autres par I'équation (10), d'une interprétation géométrique
d’ailleurs fort simple. ’

Nousreviendrons un peu plus loin sur ce point de vue. Pour 'instant
nous allons montrer que le systeme [(11)-(12)] se raméne a I'inté-
gration de I'équation aux dérivées partielles du deuxieme ordre :

rd—s*=1,

ou r, s, ¢t sont les notations habituelles de Monge.
L’équation (12) peut s’écrire.:

d (sinf> J0
( P ) . ()(,y

sinf  ~ sinf’

Ju.
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J 1(; sin% | d loe tan 5
- — — | logtang - |.
e S I dv v T g

soit :

Cette derniere égalité prouve que on peut poser

( sinf u
—_— = o ?
(13) v ‘
} g e
tang~ = ou?
2 e

® étant une certaine fonction 4 déterminer de « et de «.
Pour déterminer ®, on tire ¢ et 0 du systéeme ( 13) et I'on remplace
o et 0 par les expressions trouvées dans (11). On obtient facilement

. 0 i
sinf = T —@ — ik
,,()ziﬁf. e ou ‘711’{“)‘["
) i
O e e oy e
) o 0Y (,,dzz+ PR u/ e Jv ch ﬁ(]_)
du

En portant dans (11), celle-ci devient apres un caleul facile :

2d P L IS

R (A R
duz Je? \ du ()('/)
soit, en posant

755 e D -
PIE der T dude — 7
(4) . rlo—-§* == 1.

Telle est 'équation du deuxicme ordre dont dépendent les systémes
cycliques cherchés.

Toute intégrale @ de cette ¢quation détermine =! systemes cycliques
de l'espece étudiée, définis par les formules

Gy

== o

¢ 9 ch —

X du

(o) &
1 - - . .
’ = —5—— + 1N { Ik = constante arbitraire).

255,04
e 9 ch?—
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1. Détermination des systemes cycliques étudiés. — L'équation (14)
ne differe que par le signe du second membre de celle (72 — s* =—1)

que l'on rencontre dans la théorie mécanique de la chaleur. Pour ce
qui concerne son intégration, nous renvoyons aux Lecons sur les
équations aux dérivées partielles du deuxiéme ordre de M. E. Goursat,
nous bornant ici & noter la signification géomcétrique que lui attribue
le probléme sur les systémes cycliques qui nous occupe.

A cette signification géomeétrique on peut d’ailleurs joindre la sui-
rante : (14) est 'équation des surfaces telles que la courbure totale en

. . 1 ,
un point quelconque soit —;- , v étant 'angle de la normale avec une
costy | o

droite fixe.

Plutot que de poursuivre analytiquement la détermination des sys-
temes cycliques cherchés, nous allons, développant.une remarque
faite un peu plus haut, effectuer cette détermination géométriquement
en rattachant le probleme & un probleme résolu par M. P. Appell.

“Donnons & la constante arbitraire K la valeur zéro. On a alors

(= p*,

Les systemes cycliques correspondants sont formés de cercles
passant par le point fixe O.

Soumettons ces systemes particuliers & une inversion de pole O et
de puissance quelconque; nous obtenons une famille de congruences
de normales. v

Ces congruences jouissent évidemment de la propriété dontjouissent
les systémes cycliques inverses :

St lon fait tourner chaque rayon de Uune quelconque de ces con-
gruences d’un angle constant autour de sa parallele tssue de O, on trans-
forme la congruence en une autre congruence normale.

Nous avons établi (') que les seules congruences normales jouissant
de la propriété énoncée sont les congruences d’Appell (normales a
enveloppée moyenne point) relatives au point O.

(") Les congruences de normales dans leurs relations avec les congruences a
enveloppée moyenne donnée (Bulletin des Sciences mathématiques, février 1929).
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De Ia résulte la construction suivante des systémes cycliques de
Uespeéce étudiée formeés de cercles passant par O :

Pour avoir tous ces systémes, il suffit de transformer par incersion
Uensemble des congruences d’Appell relatives au point 0.

Il nous reste maintenant & montrer comment on obtiendra tous les -
systémes cycliques qui font I'objet de la présente étude.

Ils se déduisent des systemes cycliques particuliers inverses des
congruences normales d’Appell, par une construction géométrique
trés simple, conséquence immédiate de la relation (10). _

Envisageons I'un quelconque des systémes cycliques définis par les
formules (15), correspondant & une valeur déterminée du parameétre K.
Le rayon ¢ du cercle générateur est une certaine fonction des deux
variables « et ¢. Désignons par (C,) ce systéme. Associons & (C;) le sys-
teme (C,) correspondant & K == o, dont le rayon du cercle générateur a
la méme expression g(u, ) que pour (C;). Soit (I')) un cercle quel-
conque de (G, ), (I';) le cercle correspondant de (C,).

La puissance de O par rapport a (I',) est manifestement K [vozr
I’équation (10)]. Portons sur la tangente en O & (I')), de part et d’autre
de 0, 01 = 0J = ¢ — K (I et J sont réels ou imaginaires). (I';) est égal
a (I'y) et passe par T etJ. On peut donc dire :

(C@). — Les différents cercles du systéme (C,) s’obtiennent en déplacant
chaque cercle du systéme (C,) par translation le long du diamétre passant
par O, jusqu'a ce qu’il coupe la tangente en O auzx points 1 et ] tels que

- [ a——
Ol =0l =y —K.

Notons que tous les cercles d'un systeme (C;) sont orthogonaux i
la sphere de centre O et de rayon K si K est positif, et coupent la
sphere de centre O et de rayon [K| en deux points diamétralement
opposés si K est négatif.

L.e probleme que nous nous étions posé est résolu :

Les différents systemes cycliques de U'espéce étudiée dérivent des con-
gruences d' Appell relatives @ O (qui constituent d’ ailleurs des solutions
particuliéres), par une inversion de pole O suisie de Uopération géome-
trigue (C).

Ann. Ee. Norm., (3), XLVII. — DiceMBRE 1930. : 5:

(7
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Les équations des systémes cycliques (C;) peuvent se déduire sim-
plement des équations définissant les congruences d’Appell.

Si X(u, v), Y, Z sontles cosinus directeurs d'un rayon quelconque N
d’une congruence d’Appell relative 4 origine O des coordonnées, et
st &, ¥, = sont les coordonnées de la projection I de O sur N,ona ('):
(16) r=A(M, \) =AM, YY), s==A(M, 7).

A étant le parametre différentiel mixte du premier ordre relatit au ds?
de la représentation sphérique de la congruence :

st =S dX2 =E du® -+ 2F du dy + G de2,

et M(u, ¢) une solution de I'équation

A, M =o.

A, M étant le parametre différentiel du second ordre de M.
Le cercle inverse de (N), dans une inversion de pole O et de puis-
sance 24, a4 pour rayon :
7. }
p= ==

O V/STAM, X) P

En introduisant le parametre du premier ordre de M, on peut écrire :

2
) TED e e

Le cercle déduit du précédent par Popération (C) est défini dans le
plan OIN par '

'

p=

VA .

(a est I'abscisse du centre sur Ol, ¢ le rayon, K une constante).
Les coordonnées d’un point quelconque du cercle ci-dessus, par

(") Bulletin des Sciences mathématigues, février 1g2g.
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rapport aux axes fixes, ont pour expressions :

( VKA M 72 47cost)A(M, Xy 2N sin/
- - E—
AM VAN

¢ est 'angle du rayon aboutissant au point envisagé avec OL.

Les équations (17) ott M est une solation quelconque de A, M = o
définissent les systémes cycliques étudiés.

Si M est une fonction arbitratre de wu et de ¢, et non plus une solu-
tion de A,M = o, la congruence (16) est la congruence rectiligne nor-
male la plus générale, et les formules (17) ot K = o représentent le
systeme eyclique le plus général formé de cercles issus de O.

Jai etabli, dans Particle cité plus haut du Bulletin des Sciences mathé-
matiques, que si I'on fait tourner chaque rayon de la congruence nor-
male la plus générale, de go° autour de sa parallele issue d’un point
fixe quelconque O, on obtient la congruence la plus générale admet-
tant pour enveloppée moyenne le point O.

De cette remarque et de ce qui précéde, résulte une solution géome-
trique simple du probleme de la détermination des congruences de
cercles, issus d’un point fixe O, et touchant les deux nappes focalesen
deux points équidistants du point O. '

Pour obtenir la congruence de Uespéce indiquée, la plus générale, on
se donne une surface quelconque, on transforme par inversion le systeme
de ses normales, enfin on fait tourner chacun des cercles obtenus de go°
autour de sa tangente en O.

Comme exemple simple, citons la congruence (de révolution) formée
des cercles issus d’un point O et tangents a deux surfaces de révolution,
de méme axe passant par O, symétriques par rapport a 0.

Les systemes cycliques formés de cercles issus d’un point O et tan-
cents aux deux nappes focales en deux points ¢quidistants du point O

‘'sont les inverses des congruences d’Appell relatives au point O. Ceux
d’entre eux qui sont de révolution (I’axe passantnécessairement par 0)
ont pour nappes focales les surfaces engendrées par deux cardioides
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quelconques avant méme axe de symétrie A, méme point de rebrousse-
ment O et des dispositions différentes, tournant autour de A.

Si les deux cardioides ci-dessus sont égales. on peut donner une
définition géométrique intéressante des surfaces de la famille de Lamé
associée aux cercles du systeme. La définition se déduit par inversion
de celle des surfaces orthogonales aux congruences normales a sur-
face moyenne plane et a4 fovers associ¢s équidistants d’un point du
plan moyen et de la normale au plan en ce point, que j’ai donnée dans
un précédent Mémoire ('), Je me borne a Uindiquer :

. On obtientunesurface génératrice de la famille de Lamé en question,
en prenant 'enveloppe d’un tore de cercle de gorge nul fixe O, tournant
autour d’une perpendiculaire en O & son axe, la variation du rayon ¢
du cercle générateur étant inversement proportionnelle a celle de

) . I
I'angle de rotation 6(; = ,)\)

NOTE

SUR LA DETERMIMATION DES CORRESPONDANCES PAR AIRES CONSTANTES
ENTRE DEUX POINTS ’UNE SPHERE.

Les correspondances ponctuelles sur une sphere, avec égalité des
aires homologues, ont été [’objet d’un certain nombre d’études.

Dans ses Lecons de Géométrie différenticlle, L. Bianchiindique que le
probleme.de la détermination des correspondances par aires constantes
entre deux points d’une sphére est identique & celui de la recherche
des congruences a enveloppée moyenne point.

Dans le Mémoire des Annales de Toulouse, cité plus haut, j'ai montré
comment on pouvait oblenir toutes les correspondances par aires cons-
tantes sur la sphére en introduisant une surface arbitraire.

(Y Sur trois types de congruences rectilignes (dnnales de la Faculté des
sciences de Toulouse, 1927, §18). :
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M. R. Bricard, dans un article des Nowuvelles Annales de Mathéma-
tiques : Surle moucement & deux paramétres autour d'un point fixe
(Juin 1925), a montré qu’a tout mouvement (M) & deux paramétres
autour d'un point fixe, on peut faire correspondre une correspondance
par aires constantes sur une sphére et a posé la question de savoir si
toute correspondance de cette nature peut étre rattachée a un certain
mouvement M, autour d'un point fixe.

Cette (uestion a été résolue par M. E. Cartan, dans un article du
meéme recuell : Sur le mouvement a deux paramétres (novembre 1925).

M. E. Cartan a montré, en utilisant la méthode du triedre mobile,
qu'étant donnée une correspondance ponctuelle avec conservation des
aives sur une sphere, il existe une infinité de mouvements i deux para-
metres fournissant cette correspondance.

Le théoreme relatif a la construction des congruences i enveloppée
moyenne, point que j'ai signalé au numéro précédent, fournit une
construction géométrique tres simple de toutes les correspondances
par aires constantes entre deux points d’une sphére, que je me
permets de signaler : '

Pour obtenir une telle correspondance sur une sphére de centre O, 1l
suffit de se donner une surface quelconque et de faire tourner chacune
de ses normales de 0° autour de sa paralléle tssue de 0.

Les droites obtenues déterininent sur la sphére deux svstémes de
points se correspondant avec égalité des aires.

En adoptant la convention de signe indiquée par M. Vessiot (') dans
ses Lecons de Géométrie supérieure, le vapport de deux éléments d’aire -
homologues fournis par la construction qui vient d’étre indiquée est
positif. Pour avoir toutes les correspondances pour lesquelles le rap-
port est négatil, il suffit de remplacer I'un des deux systéemes de points

_ci-dessus déterminés par son symétrique parrapportaun plan diamétral
quelconque de la sphére.

De la construction qui vient d’étre indiquée, on déduit immédiate-
ment la construction curieuse suivante d’une infinité de contours fermés

(') Lecons de (réométrie supérieure, p. 155,
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tracés sur une sphere de centre O et partageant (S) en deux aires
équivalentes.

Donnons-nous une portion réguliére de sur /uce Y, dont toutes les
normales coupent (S ). Envisageons les normales @ (L) tangentes i (S),
touchant (S) le long d’une courbe fermée (C). Faisons tourner chaque
pount de (G) de go°, dans un sens déterminé autour de lu normale corres-
pondant @ (X). Nous obtenons une nouvelle courbe fermée (I') tracée
sur (S). (') détermine sur (3) deuz aires équivalentes.

En faisant varter (X), on obtient sur (S) autant de courbes que I'on
veut divisant I'aire de (5, ) en deux parties cqunvalentes.

Si 'on se donne & priori la courbe (C) sur (S), et que I'on envisage
les normales & (C) tangentes i (8), ces droites constituent une surface
réglée limitant une infinité de portions de congruences normales.

La courbe (I'), correspondant i (C), s'obtient, en portant sur tous les
grands cercles tangents a (C), d pm‘tu des points de contact, et dans le

méme sens, des longueurs égales 4 — [li = rayon de (S)].

On retrouve ainsi, comme cas particulier de la construction générale
ci-dessus indiquée, une propriété donnée par M. R. Bricard dans un
article des Nouvelles Annales : Sur les aires et les courbes supplémen-
tatres en géométrie sphérique (novembre 1924), auquel nous renvoyons
pour une étude précise de la question.



