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SUR

LES
N O N A R C H . 1 M É . D I E N N E S

PAR M. JEAN 1TA11D

Soit un plan sur lequel se trouvent vérifiés les axiomes 'de Hilbert
s u i v a n t s ( ' ) :

I. — Axiomes d'association.

.1. Deux points dist incts A, B dé t e rminen t toujours une droite- a.

2. Deux points d i s t i nc t s quelconques d 'une droite déterminent
cette droite, et sur toute droite il y a au moins deux points.

II. — Axiomes de distribution.

1 . 'A, B, .G désignant trois points en ligne droite, si B est situé
entre A et C il l'est aussi entre C et A.

2. A et C désignant deux points d'une droite il y a au moins un
point B situé entre A et C et au moins un point D tel que C soit entre
A e tD .

3. De trois points d'une droite, il en est toujours un et un seul
situé entre les deux autres.

• 4. Quatre points quelconques A, B, C, D d'une droite peuvent tou-
jours être distribués d'une manière telle que B soit situé entre A et C

( î) Cf. HîLBElîT, Les principes fondamentaux clé la Géométrie^ traduction
française par Laug'el (Gauthier-Villars, 1900).
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et aussi entre A et I), el, que C soit situé entre A. et I) et aussi entre
B.e tD.

5. Soient A, B, G trois points non en l igne droite et (a) une droite .
qui ne passe par a u c u n des A, B, G : si la droite (^) passe par un point
du segment AB, elle passera toujours ou bien par un point du segment
BC ou bien par un point du segment AC.

III. — Axiomes de congruence.

1. Si l'on désigne par A, B deux points crime droite a, et par A un
point de cette même droite ou bien d 'une autre droite a1, on pourra
toujours sur la droite a / , d'un côté donné du point A/ trouver un point
et un seul B7, tel que le segment A..B soit congroent au segment A/B'.
Tout segment est congruent à lui-même. Le segment AB est toujours
congruent au segment BA.

î. Lorsqu^un segment AB est congruent au segment K^W et de
même au segment A/'B", alors A' W estaussi congruent au segment A" B".

3. Sur la droite a, soient AB et BC deux segments sans points com-
muns, et soient ensuite deux segments A/B'e tB^C/ situés sur la même
droite ou sur une autre droite a''5 également sans points communs; si
l'on a AB-EEEA^B' et BC s^B^7 on aura toujours aussi AC == A/C'.

4. Soit un angle (/?/, 7c) et soit une droite a ' . Supposons encore
qu 'uncôté déterminé de la droite a' soit assigné. Désignons par h' une
demi-droite prise sur la droite a' et issue d'un point Or de cette droite.
Il existera alors une demi-droite k' et une seule tel le que l'angle (h. À*)
soit congruent à l'angle (A/, A") et qu'en même temps tous les po in î s à
l'intérieur de l 'angle (A/, k^ soient situés du côté assigné de a\

Tout angle est congruent à lui-même. L'angle (/^ k) est toujours
congruent à l'angle (Âr, A).

5. Un angle (Ji, k) étant congruent à l'angle (À', k ' y ainsi qu'à
l'angle (Jf If), l'angle (À//.7) le sera aussi à l'angle (/f, k'}.

6. Dans deux triangles ABC et K'WC si les congruences

- 1 1 . ' • ; , ' ; ' 'AB^-ÀW. : 1 ACssA/Cy. BAC.^A^^' •: : 1 , -
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sont vérifiées, les congruences

ABC^JVB'T/ et ACB^A^B'

le sont toujours également.
Nous ne. supposerons pas vérifiés l 'axiome d'Euclide sur les droites

parallèles ou axiome Ht de Hilberl, ni l'axiome d'Archimède ou
axiome V de Hilbert.

Le but de ce Mémoire est de montrer que l'on peut considérer ce
plan comme appartenant à un cspace-projectif à trois dimensions dans
lequel se trouve vérifié le théorème de Pappus :

<( Si les deux triples de sommets alternés d'un hexagone sont
chacun formés de points alignés, les points diagonaux principaux de
cet hexagone sont aussi alignés », et de ramener le groupe des dépla-
cements au groupe des homographies qui conservent une certaine
polarité.

Déplacements^ symétries. — En appelant déplacements directs ceux
qui conservent les sens de rotation^ déplacements indirects ceux qui
les changent, on sait que tout déplacement direct peut se ramènera
deux symétries par rapport à des droites, tout déplacement indirect
à trois.

C'est sur cette remarque que nous nous appuierons, et pour abréger
nous réserverons le nom de symétrie à la symétrie par rapport à une
droite. S'il nous arrive de parler de la symétrie par rapport à un point
nous l ' ind iquerons en toutes lettres. Une symétrœ sera désignée par
la même lettre que son axe.

Faisceaux de droites. — Deux droites u. et ^ déterminent un dépla-
cement direct

obtenu en effectuant successivement les symétrie u et <',
• _ ( ̂ 0^== K V .

Si ^e t ^ définissentle même déplacement, c'est-à-dire si
y f u.' •==. vu^ • . 1 1

nous dirons que ^appartient au faisceau (<^)-
A'nn. Êc. Norm., (3), XLVIL — N O V E M I Ï R E 19.30. . 4^
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La condi t ion pour que w appartienne au faisceau (<'^) est donc que
t7W

définisse une symétrie ou que
i7/(ï ' == (ïw,

les symétries étant les seuls déplacements indirect qui soient invo"
lutifs.

Si ^' est la symétrie ainsi déterminée
vuw == tï^,

soient A un point pris sur cette droite. A , son symétrique par rapport,
à n-', As le symétrique de Ai par rapport à u A'^ et A doivent être symé-
triques par rapport à rpu ique la symétrie w' laisse A fixe- Ainsi :

Si \v appartient au faisceau (<^)? u, F, (P sont les médiatrices des
côtés d\in triangle.

Réciproquement si n, ^, ^v sont les médiatrices du triangle AA.jA,,
m^ laisse A fixe. Parmi les déplacements indirects seules les symé-
tries laissent un point fixe. Donc w appa r t i en t au faisceau (^').
Uf ^ <P jouent des rôles symétriques et non seulement on a

^l(W==. (Ï' ( . { { ' ,

mais aussi
7/(w ==: «'/«' et //(î 'r == ctï'^,

ce que l'on aurait pu établir par le calcul. Par exemple de

on tire

ou

et

^ItW •-==: ^Vff^

c/m'. ̂ ' ~=~ w//'w

^((. =r wumv

wvif, == {f^w,

c'est-à-dire que si w appartient au faisceau (^^), n appartient au fais-
ceau (w) et <' au faisceau (iw).

Si
uv •==: ww\

(l^ =r W\W'^VW')
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et comme w'tnr est une symétrie, (v appartient comme u' au fais-
ceau (u^).

Soient M un po in t quelconque du plan et M; son transformé par le
déplacement w. Soit IF la médiatr ice de MM, ; imv laisse M fixe. C/est
donc une symétrie ^ f dont l'axe passe par M et qui appartient au
faisceau (^r). Ainsi : Par tout p o i n t du plan il passe une droite 'du
faisceau n\

Soient «•',, et 1^2 deux droites quelconques du faisceau (w) :
f/i'. (ï'i tï '2 == /^c ' t r ; . w.,

•==. H1, ̂ u .w.^ puisque //m', •===. n', ('//

== (ï'i u\_;. u^ puisque tï'.^ //r =rr c// iï'.^

Les deux déplacements {v^ u\. ei ^f sont permutables. Réciproque-
ment^ soient <:0i et 0)2 deux déplacements directs permutables :
a), <io^ == ro^^r

Soient A un poin t du plan, B son transformé par C D ) , 0 son trans-
formé par cî^ et C le transformé de B par cî\ ou de D par cî),. Le
déplacement d?i amène en coïncidence les segments AD et BC, le
déplacement d).j les segments AB et DC, donc AD = BC; AB== DC et
les deux triangles ABD et BCD ayant leurs trois côtés égaux sont
égaux. Deux.positions sont possibles : ou bien A et C sont de part et
d'autre de BD ou bien ils sont du même côté.

Premier cas (jig. i). — A et C sont de part et d'autre de BD. Le qua-
Fig. r .

B ,______H______c '

drilatère ABCD est alors convexe. Ses diagonales se coupent en leur
mil ieu. Soient 0 ce point, M, N, P, Q les milieux de AB, BC, CD, DA.
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En désignant par So la symétrie par rapport au point 0 on voit que :

C'f) ^ ZZZ: Ï-IQ ï"3]\' == Ï^Q S() ,

(LO.^ :== SQ bp == b^ b(),

<D, cPa^ SoSp.

d)ad)(:== S.^SK.

Pour que <^i ^2 ̂  ^12^1 i l ?aut donc que dans le même déplace-
ment deux droites QP et AIN glissent sur elles-mêmes.

Ceci n'est possible que si la somme des angles d'un t r iangle est
é^ale à'-deux droi ts et lorsque cO,, o^ et d)i<lî^ sont des translat ions
rectiligiies. Réservons pour le moment ce cas particulier.

Deuxième cas [cas général {fi g . 2)]. — A et C sont du même côté
deBD.

Alors B et D, A et C sont symétriques par rapport à une même
droite u. Si <1 est la médiatrice de AB et w celle de AD,

Cî).i =: m.r, , cP^ = u^.

Les trois droites u.^ ^, w médiatrices des trois côtés d 'un tr iangle
appartiennent à un même faisceau.

Nous avons vu que si ^'i et tï^ appart iennent au faisceau (w) les
déplacements ( ï ' i ^ ' a et w sont permutables. Soient A un point de la

Fis. a.

droite <' et B son transformé par le déplacement w. Le segment AB a
pour médiatrice u. Si D est le transformé de A par le déplacement
(P^PS et si x est la médiatrice de BD,j celle de AD il résulte de ce qui
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précède que
( / { ' -==z ̂ r, w, t-r^ == xn

OU
tr, iï'.^/ ==r,r

donc u appartient au faiscenu (wii i^) ; même raisonnement pour r.
Parla ni :

Si n-'i et (^ appart iennent au faisceau {uv\ u et v appart iennent au
faisceau (n\i ̂ ), ou :

Un faisceau est déterminé par deux quelconques de ses droites.
Les propriétés des faisceaux sont ainsi la général isat ion de celles

des droites-concourantes. D'ailleurs si u et F concourent en un point 0
il en est de même de toutes les droites du faisceau.

Nous pourrons dire que les droites d 'un faisceau concourent idéale-
ment et déterminent un point idéal. Si u et <• sont deux droites du
faisceau nous dirons aussi que le déplacement ^u a pour centre idéal
le centre du faisceau (w).

Les ra isonnements précédents s 'appliquent encore au cas réservé où
la somme des angles d 'un t r iangle est égale à deux droits. Mais dans
ce cas il y a lieu de considérer à côté des faisceaux de droites concou-
rant idéalement les faisceaux formés par les droi tes perpendiculai res
à une droite donnée. Nous réserverons à ces faisceaux le nom de ^aù-
ceaux de droites parallèlesy deux droites <( parallèles » étant deux
droites perpendiculaires à une même troisième et par su i te à toutes
ses « paral lè les ». Une t rans la t ion est alors le déplacement direct
obtenu en faisant le produi t de deux symétries dont les axes sont
parallèles et nous avons vu que deux translations sont permutables,
c^est-à-dire que-%i %a = î?2^ . 1

Déplacements indirects. — Soient iiy i\ n' trois droites non concou-
rantes ( rée l lement ou idéalement , ni « parallèles » dans le cas parti-
culier).

J •==. (wu est un déplacement indirect et tout déplacementindirect
peut se ramener a cette forme. Par un point réel quelconque de i ï ' ('), 0,
menons la d ro i t ep t du faisceau (w) et soit c, ^ i ^ ç l 1 ' , alors J == n'^i u^

( 1 ) On est prié de faire une ligure.
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Par 0 menons p perpendiculaire à / / , et soit rp = HY, : J = rpii^ Si Û
est le pied de p sur / / , , pu^ est une symétrie directe de centre £L De
ce po in t abaissons CT perpendiculaire à r et m perpendiculaire à CT ;

p i f ̂  == OTÇT et : FCT OT.

La droite ^ glisse sur elle-même puisqu'elle est perpendiculaire aux
deux droites r et CT'. ^ peut d 'a i l leurs être remplacée par toute autre
droite perpendiculaire à CT, rse trouve alors parfaitement déterminée.
Si A est un point quelconque on peut donc toujours le supposer sur CT'.
Le déplacement ô •==. r^m1 agil sur lu i . comme la symétrie par rapport
à un point S ==TO. Cette symétrie ayant son centre sur CT nous voyons
. -, « •, ri •que :

Dans tout déplacement indirect une droite glisse sur elle-même.

C'est le l ieu des mil ieux des segments qui unissent deux points cor-
respondants dans le déplacement.

Si ma in tenan t cp désigne un déplacement direct et ii une droite
quelconque, comme

(Du^D~1 •==-- a) / / . / / . ^a? - 1 ,

c'est-à-dire comme le déplacement indirect cD^ agit sur les points de
cette droite? comme le déplacement donné on voit que : dans tout
déplacement le lieu des milieux des segments qui unissent les points
d'une droite à leurs correspondants est une droite.

Comme les médiatrices de ces segments concourent au centre de
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rotation, il en résulte^ dans le cas particulier où ce centre est réel,
que(/^. 3) :

Étant donnés un point 0 et une droite ^, si l'on jo in t un po in t quel-

conque M de u à 0,, que l'on mène Qx telle que MO a? soit constant, le
pied de la perpendiculaire abaissée de M sur Ox décrit une droite qui
coupe // au pied de la perpendiculaire abaissée deO sur cette dernière
droite.

Considérons t rois droites d 'un même faisceau u, ^ iï-s A un point
réel de u^ B son symétrique par rapport à r et C son symétrique par
rapport à o' {fig\ 4). Si ^u = Ur, t est la médiatrice de BC. Appelons

encore M le mi l i eu de AB, N celui de AC et désignons la droite AB
parj^, la droite AC parj^.

Soit .z1 la droite issue de A tel le que up^ =p^,x ou up^ =p^ x, c'est-

à-dire telle que l'angle i/AC égale l 'angle BA.r.
Si y est la symétr ique de ^ par rapport au point M, elle passera

par B et l'on aura
y =:S^^SM; ! 1 „
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mais
SM==^i==/-^t',

d'où
J==: t^i^SM,

et, comme pi x ==7/p^
j==r^SM

ou, en remplaçant vu par ^ï\
vz= twp^S^,

et, puisque ^pa == S^,
r̂ ==: / b.\ b;\[

on
^ 1 ^ - tj'=S^.

Le déplacement ^y fait donc glisser la droite NM sur elle-même. Par
suite t et y sont perpendiculaires à cette droite et il en est évidem-
ment de même de x :

Pour qu 'une droite // concoure rée l lement ou idéalement avec deux
droites données ^ et u' il faut et il suffit que si d 'un po in t réel A de u
on abaisse les perpendiculaires p\ etp^ sur ces deux droites et la per-
pendicu la i re x sur la droite de jonc t ion de leurs pieds up^=p^x,

c'est-à-dire que les angles ^Ap, e lpaAa? soient égaux ( j ).
Soient alors ^ 1 5 u^y . . ., Un des droi tes appar tenan t à un même fais-

ceau. D'un poin t réel 0 abaissons OA,, OAy, . . ., OA,, perpendicu-
laires sur ces droites et menons OB,, OliL, . . . , OB/, te l les que les

angles A/OB<- soient tous égaux entre eux. Si des points A/ nous abais-
sons les perpendiculaires A/B/- sur les droi tes OBJe dis que toutes ces
perpendiculaires appar t iennent à un même faisceau.

En effet soit ^ la droite du faisceau des ///• passant par 0. Considé-
rons deux droites ///- quelconques, par exemple u\ et u^. Si p est la
perpendiculaire abaissée de 0 sur A, Aa nous savons d'après la der-
nière proposition établie que les angles ^OAi e t 'A^Ojo sont égaux
(J ig ' . 5). D'autre part d'après l 'avant-dernière proposi t ion la droite Bi By

( 1 ) Ce théorème est une généralisation du leim'ne utilisé par Hilbert pour
démontrer au moyen des axiomes métriques et du postulat d\Euclide le théo-
rème de Pappus (voir: Les Principes foïicîamefitau.ï: de Ici Géométrie),
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passe par le pied de p sur Ai.A^ et, si p ' est la perpendicula i re abaissée

de 0 sur B,Ba Fangle p O p ' est égal a A/OB^. .Menons alors par 0 la
droite V qui fait avec i1 un angle égal a A/OB; :

t^OB, == K)A^, '^0^=: A^Op ;

donc, puisque A^Op == <'OA,, on trouve B ^ O p ' == ^OB, et les droites
Fi g. 5.

0

v', A(B. I et A ^ B ^ concourent au même point réel ou idéal. Comme il en
serait de même de. (/, A.(B, et A/B/-quel q u e - s o i t ? la proposition est
établ ie .

Espace des rotations. -— Nous appelons rotation tout déplacement
direct à centre réel. Nous allons montrer que l'ensemble des rotations
jouit de certaines propriétés de l'espace projectîf à trois dimensions.

Séries de rotations. — Étant donnés une rotation déterminée R et un
déplacement 6 variable mais de centre réel ou idéal fixe nous dirons
que les rotations OR appart iennent à une même série.

Comme si ô^ R ^ Ô R ce nouveau déplacement variable a lu i aussi
un centre fixe les rotations R6' appartiennent également à une même
série.

Le cent re fixe de 9 sera appelé ïe foyer ïe la série. Deux rotations
R, et Ra âppâr t iennentà une série et à une seule.

Afin. Rc. Nomi.^ (3 ) , XLVIL — NOVEMBRE loSo. 47
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'Les centres des rotations d'une même série sont alignés. Nous
appellerons droite de support 'de la série la ligne des centres. Une
série est parfaitement déterminée par son foyer et, sa droite de
support.

Si u est la droite de support et 0 un de ses points la rotation de
centre () est vu si e est la droite qui jo int 0 au foyer.

.Réseaux de rotations. — En désignant par D un déplacement direct
déterminé, par S u n e symétrie par rapport à un centre variable, nous
dirons que les rotations Bielles que RD == S appartiennent auréseaiiï).
Si le centre de R est donné , soit A, et si A7 est son transformé par le
déplacement D~"', la symétrie S aura pour centre le milieu de A'A, ce
qui la dé termine parfaifcem.ent , ainsi que II puisque R==SD~1 . Si le
réseau D contient deux rotations de la série 6R, soit R. et, O/R, on a

d'où
R.D=:S et ^ ,RD=: S,,

0 ,==S,S.

A i n s i - d a n s le déplacement 61 une droite ' glisse sur elle-même. La
même droite glissera sur elle-même dans tous les déplacements con-
centriques et si 82 est l 'un quelconque d'entre eux. on aura

^:=S.^S (les centres de S, S, et S., étant alignés )
OU

^RD==S,.

Le réseau (D) con t ien t donc toutes les rotations de la série 6R. .Nous
voyons en même temps qu'un réseau D ne contient que des séries dont
les-foyers soient les pôles métr iques de droites du plan. (En désignant
par pôle mét r ique d 'une droite le point de concours idéal de ses per-
pendiculaires.) En part icul ier lorsque la somme des angles d'un
triangle est égale à deux dro i t s les déplacements 6 sont des transla-
tions et toutes les ro ta t ions du réseau ont la même ampl i t ude . (Ampl i -
tude est pris pour synonyne d^angle de rotation.')

En désignant par 1 un déplacement indirect déterminé, par u une
symétrie par rapport à un axe variable, nous dirons que les rotations R
telles que RI ==// appart iennent au réseau T. Si A est le centre de R
'et si A.' est son transformé dans le déplacement 1 -1, u est la médiatrice
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de AA', ce qui détermine R = ^I"~1 . Si le réseau contient deux rotations
de la série 6R, soitR et 9, R, c'est-à-dire si RI =1^, 6, RI === u^ 6, = u.^ u
et le centre de 6 1 5 foyer de la série est sur la droite u. La série tout
entière appartient au réseau 1.

Enfin nous dirons que les symétries par rapport aux points du plan
appart iennent au réseau des symétries. Une symétrie est parfai tement
dé te rminée par son centre et si le réseau des symétries contient deux
rotations d 'une série, il contient la série tout entière. En effet son
foyer est alors le pôle métr ique de sa droite de support .

On peut en somme considérer le réseau des symétries comme un
cas particulier des réseaux (D), D se réduisan t ici à la transformation
ident ique.

S'i deux réseaux ont une rotation commune , ils ont en commun
toutes les ro ta t ions d 'une série.

a. Deux réseauxD^ e t Ï ) ^ . — Si R est.la rotation commune RD,, ==. S, 5
RD.a = Sa, la série commune O R a pour foyer le pôle "métrique de la
droite S, Sa. — (Si la somme des angles d'un triangle est égale à deux
droits les rotations de chacun des deux réseaux ont même amplitude
que R, les deux réseaux sont donc confondus et deux réseaux distincts
n'ont aucune rotation commune . ) — Un des deux réseaux peut
d'ailleurs être celui des symétries.

b. Deux réseaux I , et L. — R I , == u^ RL =u.^ la série commune O R
a pour foyer l ' interseclion de u^ et de ^j.

c. Un réseau D et un réseau \. — RD= S; R.I== // , la série OR a pour
foyer le pôle métr ique de la perpendiculaire abaissée du centre S
sur u. Si le réseau D est celui des symétries la série commune existe
toujours : c'est celle formée par les symétries centrées sur la droite
que le déplacement indirect 1 fait glisser sur elle-même.

Pour que deux séries 6R et coR ayant en commun la rotation R soient
dans un même réseau D il faut que leurs foyers soient les pôles métri-
ques de deux droites sécantes ( leur intersection sera le centre de la
symétrie S telle que RD == S). Pour qu'elles soient dan un même réseau 1
il faut que leurs foyers soient sur la même droite réelle u (RI == u),

Comme il n'en est pas toujours ainsi, les séries et réseaux de rota-
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t i ens ne. possèdent pas les propriétés des droites et plans de l'espace
projectif à trois dimensions dans toute leur généralité. Nous allons
toutefois nous en servir pour démontrer le théorème de Desargues.

Théorème de Desargues. — Soient deux triangles ABC et A i B i C i
dont les sommets homologues A et A , , - B e t . B i , C et C, sont alignés
avec un point réelO, et dont les côtés homologues AB et A,, B, , BC et
a, Ci 7 AC et'A, C i . se coupent en des .points réels M, N5 P.

Nous voulons montrer que ces trois points sont alignés.

i° Étant données une rotat ion R de centre quelconque et d 'ampl i -
tude suffisamment faible, el une série de symétries quelconque, il
existe un réseau 1 contenant la rotation et la série.

Soient û le centre de la rotation et u la droite de support de la série.
Si CTI est la perpendiculaire abaissée de f2 sur u et si R== mi, on peut
toujours, en d i m i n u a n t au besoin l 'ampli tude de R^c'est-à-dire l 'angle

CTI OP, considérer que P coupe // en un point réel M. Si alors nï.j est la
perpend icu la i re élevée de M à // i l suffit de prendre 1 == î77i -c^^u. On
aura bien

RI === r CTI . ?îï] ̂  if •= ^ w^ //

et, si ^ est la perpendiculaire à ^ i s sue de M,

et
w == vj.^n

Ri^t'.rr^r.

Chacune des droites de la figure que nous é tudions peut être prise
comme support d'une série de symétries. Le po in t û u n e fois choisi,
ces droites étant un nombre fini, il nous sera possible de dé terminer
l 'amplitude de R de façon que cette rotat ion et chacune de ces
séries appart iennent à un même réseau I. Libre à nous de d iminuer
par la suite si besoin se fait sent i r l 'ampli tude a ins i dé te rminée .

2° Soit R, une rotation de la série OB, c'est-à-dire de la série qu i
comprend la rotation R et la symétrie de centre 0. Il est possible de
choisirR, de telle façon que les séries RjA et RAi a ient une rotation
commune pa» lôss séries R ,B et RBi une ro ta t ion commune o^ les
séries R i C et RCi , une rotation commune ?„.
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Les symétries 0, A. et .4; et les rotations H , et R son! dans un même
réseau I. Si nous prenons le centre Qi de R i sur sur la droite OÙ de.
telle sorte que les droi tes AD, et A. iûse rencontrent en un point
réel. a les séries Bi A et A, R auront en commun la rotation pa de centre
a appartenant au réseau 1 ( ! ).

Or prenons II, à Pextérieur du segment Où et du côté de û de
façon que ces trois points se rencontrent dans l'ordre OQûc Si A est
entre 0 et.A,,, la droite Au, qui, coupe le côté OA, du triangle O A j û
et ne coupe pas le côté 00 coupe OA^ en un point, a (axiome II, 5 de
Hilbert). Si 0 est entre A et A ) , les points A et. Osent d'un même côté
d e A ) û , i î , de l 'autre côté. La droite Au, coupe doncA.iû en un point,
réel a. "Enfin si A, est entre 0 et A soit a un point de A.sûdans l'ordre
A ^ û a . A et a sont de part -et d'autre de 00, la droite A a coupe donc-
Où en un point réel Qi et A i étant sur le périmètre du t r iangle 00, A,
a à l'extérieur, û -est sur le segment OÛi en vertu de Faxiome 11^5.

ûi ainsi déterminé il est loisible de le rapprocher de û, opération
qui ne fait que rapprocher également a de ce point . Nous pouvons.
donc le dé te rminer de tel le sorte que les rotations pa? ps^ ?y existent
effectivement toutes trois.

Remarquons aussi que a et Û sont toujours du même côté de A i .
Fis. 6.

Wa

Si alors Res t une rotation de sens positif il en est de même de pa. En
effet (^. 6) le foyer delà série RAi à laquelle appartient pa est un

( 1 ) On est prié pour tous les développements suivants de faire les figures.
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point réel ou idéal de la perpendiculaire //. élevée en A| à la droite A, 0
ou d. Si r et w sont les 'droites qui jo ignent ce point à û et a, on a
R ==: çd, p^ == wd et l'on voit par le seul examen de la figure que R et pa
sont deux rotations de même sens.

3° Cherchons s'il existe un réseau 1 contenant les trois rotat ions
pa? F?» Fr

Nous avons vu qu'il fallait pour cela que les foyers des séries con-
courantes Cy. pp e tpa p^ soient sur une même droite réelle^ ce qui. a lieu
dès que Pun d'eux est réel.

Remarquons que dans le seul cas où A est compris entre 0 et A,
les points A.iaf} se présentent dans l'ordre où ils sont écrits, tandis
que dans les autres cas ils se présententdans l'ordre A, ûa. La rotat ion
paR-"""' centrée au foyer co^de la série A, R est de sens négatif dans le
premier cas, de sens positif dans les autres comme le montre le premier
examen de la figure 6. (En d iminuant au besoin l 'amplitude de R on
peut supposer le point co^ réel,, ce que., nous ferons désormais. Une
nouvelle diminution de cette amplitude ne ferait que le rapprocher
de A,.)

Supposons alors qu 'un des trois points A, R, C soit in tér ieur au
segment OA,, OB, o u - O C , correspondant, par exemple A et qu'un
autre, par exemple B, soit extérieur au serment OR, .

Alors les deux rotations paR-^ et p^R 1 sont de sens contraire- Le
foyer de la série pa ?^ est le centre de p.a p p ' ou paR""'. R p p ' , les deux
rotations p a R ~ ' et Rp3 1 étant de même sens et centrées en co^ et 003.

Considérons un polygone convexe enveloppant les quatre points
réels A , , R i , oja, co^ et s o i t / u n segment de droite supérieur à son
périmèire et par suite supérieur au segment 00^(03 et à tous ceux qui
joignent un po in t de A l C o ^ à un point de B,co3. Construisons un
triangle EFG dont le côté FG égale /. Si les ampli tudes de OaR"' et
de Rji' sont en valeurs absolues inférieures aux angles F et G de ce
triangle il est évident que le centre de paR~ 1 .Rpji ' sera réel puisqu'il
est le troisième sommet d'un triangle de base o-^ojs et dont les angles
en co^ et (D^ sont précisément les valeurs absolues de ces amplitudes.

Or nous pouvons toujours considérer le segment ûa comme infé-
rieur au segment aAy (il suffît de rapprocher si besoin û; de û).
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Comme dans un tr iangle les côtés et les angles opposés sont' clans le
même ordre de grandeur et que

i2 a •< a A. i << y. u ̂  {^ fi^. 6}.

l 'angle (w,f) a m p l i t u d e de paR""' est inférieur en valeur absolue à
l 'amplitude de R. De nièmedans le t r i ang le analogue ûRcoy l'amplitude
de H., angle extérieur, est supérieure en valeur absolue à celle de R p g ' »

II suffira donc de prendre raolplitude de R infér ieure au plus peti t
des deux angles F et G pour que le foyer cherché soit réel et qu'il
existe un réseau 1 c o n t e n a n t pco 03, p.,.

Examinons à présent les cas réservés où : :i° aucun des points A, B, G
n'est sur le segment correspondant OA,, OB,, O C i ; 2° tous les trois
s'y trouvent.

Les seuls ordres possibles sont alors ( ' ) :
OA-i.A- , OBi'B , OC,,C ,
,AO A,, BO B,, CO C i , -
OA A ^ , OB Bi, OC G,,

le premier n 'é tan t d'ailleurs pas dis t inct du troisième.
Si, M, N, P sont respectivement les intersections de BC et Bi C i , AC

et A| G ) AB et A, B ( , ces trois points sont extérieurs au périmètre de
chacun des deux triangles car par exemple dans les deux dernières
disposi t ions la droite A i B i M n'ayant ni A, ni Bi sur le pourtour de
ABC ne peut y avoir son troisème point .

Si les trois points OAA, se présentent dans l'ordre où ils sont
écrits, les deux triangles APN et O C i B i ont leurs sommets alignés
deux à deux avec le point A, et le sommet A du premier est sur le
segment A.i 0, alors que le sommet P est extérieur au segment A ^ B i .
Nous sommes donc ramenés au cas particulier résolu tout à l'heure
avec toutefois cette variante que si les côtés homologues AP et OBi,
AN et C^ se coupent aux points réels B et C, le côté B, Ci coupe la
droite BG en M et non pas le côté homologue PN. On pourrait ramener
les deux autres cas à une figure analogue et nous pouvons désormais
admettre que les trois rotations pa, p^, py appartiennent à un même

( 1 ) En faisant au besoin jouer au second triang-le, le rôle joué par le premier.
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réseau L mais l'hypothèse d'où nous sommes part is devra être géné-
ralisée comme suit :

Les côtés homologues AB et A , i B , , BG et B , C , , AC el A i C , se
coupent en trois points réels ou les côtés AB et A, ,Bi , BC et B; G,
se coupent en deux points réels P et, M et le côté AC coupe la droite
PM en un point réel N.
. Dans le premier cas il nous faut montrer que les trois intersections
sont alignées, dans le second que A, C, passe par N.

4,° Diminuons si nécessaire l 'amplitude de R i / e t par suite celle de
R (les trois points G, û, û, étant situés comme A, au dans la figure 6'),
suffisamment pour que.nous puissions admettre/en vertu du premier
point de cette démonstra t ion, qu ' i l passeun ré&eau 1 par cette rotation
R< et chacune'des séries de symétries AB, BC, AC.

5° Si les trois couples de côtés homologues se coupent en trois
points réels M, N, P :

Les réseaux (B-i AB) et (RA, B| ) o n t en commun, la .symétrie P qu i
appartient aux deux séries de symétries AB et A, B , , la rotation py. com-
mune aux deux séries R,A. et RAi, la rotation 03 commune aux deux
séries Ri B et RB|. La symétrie de centre P appartient donc à la série
p a p p , donc au réseau (pap^p./). De mêa^epour les symétries de centres
M et N. Ces trois symétries appartiennent donc à la série commune au
réseau (c^p^p, , ) et au réseau des symétr ies , et leurs centres M, N et P
sont alignés.

6° Si les côtés AB et A , B ^ se coupent en P, tes côtés AC et A ^ C i
en N et que le côté BC coupe la droite PN en M, i l faut montrer que
B.i Ci passe aussi par M. Or, comme précédemment, les symétries de
centres P et N, et par suite celle de centre M appartiennent à l'inter-
section du réseau ( p a p ^ p Y ) et du réseau des symétries. M étant sur la
droite BC appartient de plus au réseau (RBC). Les deux réseaux (RBC)
et (RBi Ci ) ont en commun la rotation pa et la rotation pp, donc la série
(pap.s) qui appartenant par ailleurs aux réseaux (RBC) et (pappp^) con-
tient la symétrie M. Donc cette symétrie appartient au réseau (RBid)
et la droite Bt C^ passe par M.

Le théorème de Desargues est démontré et : si deux triangles ont
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leurs sommets al ignés deux à deux avec un point donné el si leurs côtés
homologues se rencontrent, les trois.intersections sont alignées-

Cet énoncé restreint du théorème suffit pour établir que le plan con-
sidéré peut être considéré comme plongé dans on espace à trois dimen-
sio.ns(').

De même cet énoncé permet de montrer l'existence de faisceaux de
droites non concourantes' jou issant des propriétés projectives des
droites concourantes. Trois droites appar t iennent à un faisceau pro-
jeclif (ou concourent idéalement dans le sens projectif), si elles
oignent les sommets homologues de deux tr iangles dont les côtés se
coupent en trois po in ts alignés.

Cette notion projective coïncide- t -e t léavecla not ion de faisceaux de
droites introduite ici d 'une façon métrique ?

Pour nous en rendre compte reprenons la démonstration du ' théo-
rème de Desargues avec cette variante que le point 0 seul ne soit pas
réel, c'est-à-dire que lesdroi tes AA( , BB,, CC, appart iennent a un
faisceau, métric[ue. Nous nous bornerons au cas où A. est. sur le segment
OA, et où B est extérieur au segment. OBi , ce qui suffira pour le but
que nous nous proposons. La démons t ra t ion sera alors la même que
celle donnée précédemment pourvu que nous puissions montrer que
les réseaux (RAA,) , CRBBi) , (RCCi) cont iennent tous une même série
issue de B et dont l a -d ro i t e de support soit la droite issue de û et,
appartenant au faisceau des trois droites ÂA,, BB( et CCi -

Désignons par 1 le déplacement indirect dont le produit avec une
rotation quelconque du réseau (B, AA/) soit une symétrie axiale et
par I , le déplacement indirect relat if au réseau ( R , B B i ) .

Le premier point de la démonstration du théorème de Desargues
montre que si OT| est la perpendiculaire abaissée de û sur AA, et si
R==^c^ on a RI == t^, ^ étant la perpendiculaire à p élevée à cette
droite en son intersection avecAA(. De même si ^', est la perpendicu-
laire abaissée de û sur BB, et si -R == ^ ^)\ on a ï l l i '^^, , ^ étant la
perpendiculaire élevée à < ' i en son intersection avec BB,. La série com-

( 1 ) Cf. par exemple, Frédéric William OWENS, Thé introduction of idéal élé-
ments and a nea'définition of projectile n-space {Trans. À meneau. Math.
Society 11-, 3, april 1910, p. 1 4 1 - 1 7 1 ) .

Ânn. Éc. Norm., (3), X.LVÏL — NOVEMBRE 1900. 4^
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nmne aux deux réseaux a pour foyer Tinlerseci ion des deux droites ^
et v\. Cette série .contenant ia ro t a t ion B sa droite de support s 'obtient
en menant de 0 la droite n.-' qui passe par le foyer, puis la droite n' i
telle que îw, =R.

En se reportant au r a i s o n n e m e n t du bas de la page 368 on vo i t b i en
que. i.rs concourt avec AA, et BB|, ce qu'il nous f a l l a i t é tabl i r .

Ainsi : les not ions mét r ique et projective de faisceaux de droites et
de points idéaux coïnc ident .

[Cela'était d 'a i l leurs presque évident pour les faisceaux de droites
perpendiculaires à une droite donnée, deux triangles symétriques par
rapport à cette droite étant deux triangles homologiques. En. parti-
culier si la somme des angles d'un t r i ang le vaut deux droits, les
« droites parallèles » sont concourantes au sens projectif . j

Le théorème de Desargues permet de parlerde p o i n t s idéaux alignés :
Si les côtés correspondants de deux triangles homologiques ne se.
coupent pas réellement, nous disons que les trois points idéaux de
rencontre sont alignés idéalement (avec cette extension de la not ion de
dro i t e toutes les droites se rencontrent) .

Soient //, v, w trois droites réelles d'un faisceau. Ce sont les média-
trices des trois côtés d'un tr iangle, ABC par exemple, u é tant la média-
trice de AB, ^ celle de BC, ^ celle de ÇA. Par A il passe une droi te u^
dit faisceau telle que uu\ =<w^ par B une droite ^, telle que w, =(ro,
par C une droite n'i telle que mv\ = m\ En prenant un second triangle
A'B^C^ ayant //, c, w pour médiatrices on retrouve donc les mêmes
droites concourantes u^ < 5 , , q^ i . Ces deux triangles sont par suite
homologiques et les.points de concours de AB etA'B^ BC et B^7, AC
et A^C^ c'est-à-dire les pôles métriques de u de v et de \v sont alignés
idéalement. Ainsi : les pôles métriques de droites concourantes sont
alignés.

Hilbert , dans l 'ouvrage déjà cité (!), é tab l i t le théorème de Pappus
en s'appuyant sur un lemrne dont nous avons donné une généralisation
(page 368, note i). Sa démonstration est donc valable pour nous dans
le cas où les deux droites de support des sommets a l ignés de l'hexa-
gone se coupent en un point réel ayant pour polaire métrique ladroite

(1) HILBERT, Les principes fondamentaux de la Géométrie.
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idéale de jonct ion de deux points diagonauxprincipaux. Par projections
successives nous pouvons aff i rmer qu'il est général et. que les géomé-
tries métriques étudiées sont pappusiennes.

Toujours dans le même ouvrage Hi lber tcrée , en ne s'appuyant que
sur les axiomes dissociation et de d is t r ibu t ion et, sur les deux théo-
rèmes de Desargues et de Pappus, un calcul segmentaire dans lequel
sont possibles et douées des propriétés ordinaires l 'addition, la sous-
traction, la multiplication et. la division. En prenant deux axes de coor-
données l 'équation d 'une droite est alors ux 4- <-;r -h- w == o^ sauf pour
une certaine droite choisie pour « droite à l ' i n f in i ».

Si nous prenons pour origine un point réel, pour axes des^etdesy
deux droites rectangulaires et pour droite à l ' i o f în i la polaire métrique
de l 'origine, le calcul mont re dans les cas qu i nous intéressent :

i° Qu'en plus des opérations élémentaires précédentes l'opération
\I(F -4- b2 est encore possible.

2° Que l'on. peut ramener purement et s implement le cas où la
somme des angles d 'un t r iangle égale deux droits à la géométrie eucli-
dienne non archimédienne (').

3° Dans les autres cas tout point réel ou idéal de coordonnées ^p Vo
est le pôle d 'une droite d 'équation

••^o+^^'o—./^O,

le segmenfy étant positif lorsque la somme des angles d 'un triangle
est inférieure à deux droits, négatiflorsque cette somme dépasse deux
droits.

Tout déplacement est alors une homographie conservant cette
polarité.

Les géométries « non legendr ienne », « ell iptique » et « hyperbo-
l ique » de Dehn ( ^ ) sont des cas particuliers de ces géométries plus
générales.

( i ) Cf. B. L. MOORE. Geometry in (W/i fhe su m of (fie ang'îes of every
triangle is i^vori^ht angles (Transactions of thé Âmerican Math. Society,
vol. 8, n0 3, Jiily 1907, p. 367).

( ' 2 ) Cf. HÎLBKRT, Les principes fondamentaux delà Géométrie, appendice
rédigé pour la version française, traduction Laugel.


