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P R O B L E M E S D ' E X T R E M T J M S
RELATIFS AUX COURBES CONVEXES

(PrcmilT .\[(''moii'p i

PAR M. L FAVARD
Maître de Conférences u i;i Fitculté des Sciences de Grenoble

L La théorie des courbes planes convexes fermées f o u r n i t un ^rand
nombre de problèmes qui, aujourd 'hui encore, ne peuvent pas être
résolus par l 'analyse : les recherches des cercles circonscrit ou ins-
crits, par exemple, sont des problèmes qu'on sait poser, mais on ne
possède pas de méthode générale pour les résoudre. L'inégalité isopé-
r imétr ique elle-niêrne n'a été démontrée pour la première fols, que
par Weierstrass. Après les recherches de Steiner, on avait abandonné
les méthodes géométriques élémentaires pour cette démonstrat ion;
M. Bonnesen (') a montré que l'on pouvait sauver ces méthodes, il en a
créé d'autres et la variété des aspects sous lesquels le problème est
envisagé et résolu forme un ensemble des plus bri l lants, que l'analyse
peut sans doute donner mais au prix de bien des efforts.

C'est donc au moyen de considérat ions géométriques que seront
ob tenus les résultats qui vont suivre.

2. Soit (C) une courbe convexe bornée et fermée, je rappelle que la
distance d de deux droites d'appui de (C) parallèles s'appelle une l a r - -
geur de la courbe; le m i n i m u m A de la longueur s'appelle l'épaisseur
et le maximum le diamètre D de la courbe- Le plus petit, cercle, de

( 1 ) M. Bonnesen a exposé ses méthodes dans son Livre : Les problèmes des isopé-
rirnetres et des ùepiphunes (Collection de M. Borel; Gauthièr-Vil îars) .
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rayon R, tel q u ' a u c u n po in t de ( ( Y ) ne l u i soit' extér ieur s'appelle le
cercle circonscrit" clé {C) et ce cercle est u n i q u e ; les rayons des cercles
dont aucun point n'est extérieur à ( C) on t un maximum /' et u n cercle,
au moins , de1 rayon /' est i n sc r i t à ( C ) ; si une courbe a p lus ieurs cercles
inscrits on a A = = 2 r e t les droites d'appui dont la distance est A ou i
chacune un segment en commun avec la f ront ière de (T/).

M. Bonneseu a, de plus, atlaché à une courbe ( C ) une couronne
circulaire : c'est, parmi toutes les couronnes dans lesquelles chemine
la f ront ière de ( C ) , celle qui a la plus petite épaisseur; cette couronne
r n i n i m a est: unique, les cercles qui ia l im i t en t ' touchent chacun la
courbe ( G ) en deux po in t s au moins et ces ,points se séparent mutuel-
l emen t , c'est-à-dire que l 'on ne peut pas t r o u v e r de droite du p lan telle
que, d'un côté de cette droite se trouvent les points de contact de !a
courbe avec le petit cercle de la couronne, et de l 'autre les po in t s de
contact avec le grand cercle.

Nous désignerons 'par H et r ( H ^ r ) les rayons des cercles de celle
couronne quand la confusion avec les rayons des cercles circonscrit
et inscrits ne sera. pas à craindre.

3. Soit maintenant L la longueur de la courbe (C) et S sa surface
intérieure, considérons une fonc t ion homogène par rapport à l 'en-
semble des variables I., \/S, des éléments géométriques linéaires que
nous venons d'introduire el supposons de plus que -ce t t e fonction est
non décroissante par rapport à. L et non croissante par rapport à y S.
On s'est surtout préoccupé de rechercher le n u n i m u m de telles fonc-
tions : l ' inégali té i sopér imétr ique classique est u n problème de ce
genre.

Quant à la recherche de leur max imum il n'existe, à ma connais-
sance (à part quelques inégali tés évidentes ), que peu d'exemples d 'une
telle déterminat ion. Je ne puis citer que la recherche de l'orbiforme de
largeur donnée et de surface min imum faite par MM. W. Blaschke et
11. Lebesgue ('.); le résultat de M. J. Pal (') : parmi toutes les courbes
convexes de même épaisseur c'est le triangle équilatéral q u i a la plus

( 1 ) II. LERKSGUK, Journ. di* Liof/vi'l/e, <<st' série, t. 4-, Kpi, p. (>7"-96.—W.BLASGHKR,
Math. Annal., t. 76, njl 5, p. 5o4-3ï3. —•^ PAL, Math. Armai.. t. 83, i9'2i, p. 3i 1 -319*
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pe t i t e aire :
^

^S^

el, quelques inégal i tés de A!. Kubota ( ' ) .
Dans tous ces travaux le résultai a é t é ' o b t e n u par des considérations

géométric[ues.

4. Je nie propose ici de rechercher le maximum de certaines fonc-
t ions ' t rès s imples de l'espèce dont je viens de parler; la. courbe ' ( (Y)
sera assujettie à certaines cond i t i onsqa i a s s u r e r o n t q u ' e l l e e s t b o r n é e ;
^existence du maximum est alors assurée en vertu d 'un théorème de
.VI. Blaschke : de toute suite infinie de courbes convexes fermées et
également, bornées on peut extraire une sui te de courbes qui tendent
vers une courbe limite el le-même convexe.

Il faut remarquer cependant que, pour une infini té de figures peut-
être, le maximum sera réalisé. A titre d'exemple citons l'inégalité sui-
vante où r désigne te rayon d'un cercle inscrit

r 'L— aS^o ,

el où l'égalité n'a lieu que pour les capuchons du cercle de rayon r,
c'est-à-dire pour les figures obtenues en enlevant, d'un nombre quel-
conque de points extérieurs au cercle, les parties du cercle vues de
•chacun de ces points et en les remplaçant par les tangentes issues de
chacun de ces points, a condition que la nouvelle figure obtenue soil
convexe. Si L et / - son t données (L > 2î;r') le cercle a une inf ini té de
capuchons de longueur 1..

5. Nous commencerons par résoudre le problème suivant qui est
fondamenta l pour la sui te :

/A .Soit ABC un triangle ^B::;;C^ parmi tous les arcs,convexes BMC qui
vont de B à C, dont aucun po in t n'est extérieur au tr iangle et qu i
l imi t en t avec BC une aire donnée (plus petite que Paire du
triangle ABC) quel est celui dont la longueur est là plus grande ?

( l) KGBOTA (Tadahiko), Thé Science Reports of Tôhoku^ t. 1^, Kp3, p. 45-65;
Elue Ungleichheit fur die Eilinien (Math. Zcitschriff. t . ^0, î y ^ î ) .
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Soit B1IC un arc convexe que lconque al lant de B à C, M é tant le
point de cet arc le p lus éloigné de BC; une paral lèle à BC coupe cet
arc en deux points au. p l u s El" efc K et la droite A.C an po in t K7 ; nous
porterons à partir de K' et à l ' i n t é r i eu r du t r iangle une longueur

ïrK^HK.

Lorsque la droite HK se déplace à partir de BC, le point ET décrit un
arc convexe BAF non extérieur an triangle ABC et les deux aires

BFrivrCB el BMCB

sont les mêmes. Ce. dernier point résulte de la construction; quant au,
fait que l'arc B.VF est convexe i l se démontre de la façon suivante :
soient 1:1 |K| et 1;L1L deux. segments découpés par deux parallèles à BC
dans Paire BMC, p u i s q u e rare est convexe la parallèle a BC équidis-
tante de .H| K | et t-LK...; découpe dans l 'aire un segment .11K, et l'on a

i ..,. , H,K, -4- ILK.IIK:1

de là
., ir, K/, -4- il :> iv'..

et cette inégal i té démontre notre assertion.
Nous a l lons montrer m a i n t e n a n t que

( 1 ) lon^. BMGsio l i^ . arc Bir--r- lon^. se^iiient M/C

lorsque
( 2 ) AIîC^A.CB.

La longueur d 'un arc convexe étant la l imi te des longueurs d'une
suite de lignes polygonales convexes qu i tendent vers l'arc, il suf f i t de
considérer le cas où l'arc est une l igne polygonale. Supposons donc que
la portion de l'arc B.VIC comprise entre les deux parallèles H^ K, e t ïLKa
à BC se compose de deux segments ,H.i Ha et Ki K^ {voir figure ci-après ),
l 'opération que n o u s venons de décrire remplace le trapèze H.iKi K^ IL
par le trapèze ïi\ K\ ]C,H!,, il suffit alors de vérifier que
(, 3 ) H, ! j, -j- K, K, ̂  IF, II, 4- K, K,, .

ce qui est très facile.
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. Si l'on retranche une même longueur aux deux bases du trapèze
H i K i K ^ H a , ou si l'on fait subir à ce trapèze une translation parallèle
à BC, les diverses quant i tés qui f igurent dans (3) ne changent pas. Si

H H'

^ B

nous supposons, de plus, que H'aKs est plus éloigné de BC que H ,K^
alors . H s K û ^ I i l K i et nous pouvons nous borner au cas où Ki et K\
coïncident ainsi que Ha et K ^ ; il en est alors de même pour Hi et îl\ et
pour H^ et K^ et il faut montrer que

• HI H, -4- I-L K, ̂  H, K4 -4- K, K'3.

Or, nous avons supposé que ABC^ACB, donc, on a

ï-Uî K, < HJ<JC, ;

de sorte que le symétrique de IL. par rapport a la médiatrice de H ^ K s
tombe entre I-L et K,, et l 'inégalité (3) est démontrée; (i) s'en déduit
par pas-sage à la limite.

On voil, de plus, que le signe d'égalité n'est valable dans ('i) que si
le point M est sur AC ou bien sur AB, mais dans ce dernier cas, il faut
aussi ABC=ACB.

De toute façon, par l 'opération que nous venons de faire, nous
sommes passé de l'arc BMC à un nouvel arc dont la longueur n'est pas
plus petite et BArC comprend le serment de droite M'C, tandis que la
parallèle à BC menée par M7 est une droite d'appui de cet arc. Si l'arc
qui va de B à AF n'est pas le segment BM\ nous pouvons recommencer
l'opération sur l'arc BMT en considérant cette fois-ci le triangle AEA'F
et en menan t -des parallèles au segment BM'7; par cette dernière opé-
ration, nous passerons d'un arcBM' à un autre arc de longueur certai"
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nement pins grande, car on. a AM'B > ÀBA'f, et le point M' est le seul
point de cet arc situé sur AJMT.

On pourra cont inuer a ins i , et à la l imite on obtiendra un arc formé
de deux segments de droites, ce que nous énoncerons :

^ / A ^ ^\Unrc com'exe le plus long^ non cxtérirfir an triangle A B C t B ^ C ^ , cl
oui /imite avec BC une aire donnée^ ^e conwosr de deux segments de
droites BM et MC, le point étant sur AC ( 1 ).

A A . ,., , v

Lorsque B == G, on voit qu il y a deux arcs maxim.a symétriques par
rapport à la médiatrice de BC. La démonstrat ion est aussi valable
lorsque le sommetA du triangle ABC est à l ' inl ini . C/est en. appl iquant
ce résultat que nous al lons résoudre un certain nombre de problèmes
de max imum.

6. Auparavant je me permets de faire remarquer que la solution du
problème inverse du précédent (quel est l'arc dont la longueur est la
plus petite?) n'a pas encore été publ iée dans je cas général; voici
quel est le résultat que j ' indique sans démonstration : si l'aire donnée
est assez grande, l'arc m i n i m u m se compose de deux segments portés
par les côtés AB et AC du triangle et d'un arc de cercle ta-ngent à ces
deux côtés, si l 'aire est assez faible, on obtient un arc de cercle joi-
gnant B et C; enfin, comme cas intermédiaire , on a un arc 'de cercle
par lant de C tangent à AB et un segment porté par le côté AB.

7. Problèmes d^extremums dans la couronne minima. — Soit une
courbe ( c ) , dont la couronne min ima de centre 0 et de rayons R et r
est donnée ; considérons une fonct ion f{K, r, L, S) homogène par rap-
port à l'ensemble des variables R, r, L, vS, non décroissante par rap-
port à L et non croissante par rapport à S; on pourra déterminer les

( 1 ) Le résnUat obtenu dans le texte peut être traduit analytiqaement comme il suit :
Soi t^y (.r) une fonction continue positive et bornée pour o^./ '^i:, qui sa t î s f . î i t aux
conditions

v(o) = o, y{\} •=- o

et qui possède une dérivée décroissante clans cet intervalle, alors on a
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exfcremumsdes fonctions /les plus simples. Le m i n i m u m s'obtient par
la méthode de syniétrisation de M. Bonnesen ( ' ) , et l'on pourra faire
la recherche du maximum au, moyen du résultat ciné je viens d'établir.
Une figure (F) qui fournira le max imum se composera, éventuel-
lement, d'arcs du grand^ et du petit cercle de la couronne et de lignes
polygonales qui chemineront à l'intérieur de cette couronne.

On trouve fac i lement que le maximum de la longueur et de la sur-
face a lieu pour les figures formées par des arcs du grand cercle et
deux tangentes au petit qui se coupent à l 'extérieur du grand; le mini-
mum de la longueur et de la surface est réalisé pour les figures
l imitées par des arcs du pe t i t cercle et deux paires de tangentes à
celui-ci issues de deux points du grand cercle.

8. Comme exemple ( 2 ) , je vais faire la recherche du maximum du
L2

rapport ~ ; le développement est un peu long mais les résul tats sont tous
0 ! ' ""'

obtenus par la même méthode; on étudie la va r i a t i on de ~ pour une
variation de la figure compatible avec les cond i t ions qu'on lu i impose.

L2

i° La figure (F), qui fourni t le m a x i m u m d e — - 5 ne comprend pas-
d'arc du grand cercle.

Supposons qu'une courbe con t ienne un arc du grand cercle d'angle
au centre sa; 2 a peut être supposé assez petit pour que la variation
qui consiste à rem placer'cet arc par sa corde soit légitime. Après cette
opéra t ion , les var ia t ions subies 'par L et S sont

AL =:-"- :>.i\( ^ - s ' ï ï ï y . ' j ^

AS =~ — R'2 (,' a — sin a ces a ),

d'où la variation du rapport — ==-• u^

L'2 P».2 (' a — sin y. cos a ) — -/} L SR ( a — sin a ) -4- A L2
^ ̂  _ _ - . , ^ . ^ ^ , . . .

( 1 ) T. BONNESEN, Ueber das isoperifnetrische DeJÏzif, ebener Fi^nren {Math.
Ann^ t. 91, 1924, p. 252).

( < 2 ) J'di Imité un ;njti'e exemple dans mon arlicie : Sur fe dé^lcif isopérifnétrique
/naximu.Di dans u/ie couronne circulaire {Ma!efn,aU:>k Tidssîcriff. B. i ()•-»,()).



•352 ,L FA VA Kl).

Lorsque a est suffisamment petit, celte expression est équivalente à

•3 , . L R ( L R — S )
r"——s-——-

ce qui est positif, car aS^LR.

2° (F) ne comprend pas d'arc du petit cercle.
Si une courbe convexe comprend un arc du petit cercle d'angle au

centre 20, en remplaçant cet arc par les deux tangentes à chacune de
ses extrémités, on obtient une nouvelle courbe convexe qui a la même
couronne minima que la courbe, de départ, et l 'on a

d'où

AL == 2 r ( tang a — a ),
AS == r2 ( tan0 'a — a) ,

. _ ( tang a — a ) i Lr ( \ S — .Lr) 4- 4 r 1 ( tang- a —- a )
i,A.I,{, .————— -——•——"" 1 " " 1 " "" """"""1 ""•"-"•——————llll'.II l..ll..,.l.....l...l..,.l__.l llll.l.n.__ !.. 1111111,1l , . , .——„„„„„ „ „ „ _i,,.,n..l........,——,. iii.iii.... , 1 1 . 1 II, l llili i .liiiii... iiii.iiii.iii, i.i.i

S(S-h-AS)

or, 28 ̂ L?\ c'est-à-dire que ^u est positif.
La figure (F) est donc un. polygone.

3° Le polygone (F) n'a pas deux sommets consécutifs intérieurs à
la couronne, à moins que le coté correspondant ne touche le petit
cercle.

Soient, en effet, A et B deux sommets consécutifs situés à l 'inté-
rieur de la couronne, désignons par r i — A Pan^le en A du poly-
gone . . .MABC. ... En faisant tourner la droite BA autour de B d 'un
angle a compté positivement dans le sens où S augmente, on obtient
un nouveau polygone . . .MA'BC. . .Je point A' étantsur MA et Von
trouve en désignant par l la longueur de AB,

( 7 A j, } 2 / tang— ,. f
du { b 3 l2 >
— == dy, ï ——-y——— — — \ •

/-/- f L 2 S 1

Dans les hypothèses où nous nous sommes placés, on peut prendre rfa
positif ou négatif; alors si

4 S tang A. -^/L,
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on p e u t faire en sorte que du soit posit if , ce qui prouve notre asser-
t ion. Par contre , si l 'on a
( 4 ) 4 S l a n g ^ - = = / L ,

un nouveau calcul est nécessaire; siA^Bse déduit de AB par une rota-
tion de a, on trouve

^L^/r^i^^^gL^.ir, r s in A — s in a j )"2

[ sin(A 4- a) * j i__< ' '^ J j _ L2

/ \ S — /•' siriA sina ( ^
/ ' ' ! sin(A. — a ) )

d'où., en tenant compte de (4),
. y. Af Asin'-2 — cc£:2 —\ tang''- —

A// ==- -———.—.-.„—.—.——— ——-———- < 1̂  -i- S, ( ,.., . sin ;\ sin a ^ ,.A 1-1- a ) A 4- a^ } S -{- /2 -——,———— cas ——— f cos ———
f sin ( A. -}~ y . } \ 'À \ 2

et cette dernière expression montre que A^ est positif.

4° Deux sommets consécutifs du polygone (F) ne sont pas inté-
rieurs à la couronne.

D'après 3°, s'il en était ainsi , on pourrait dire cependant que les
deux sommets A et B en question sont tels que le côté AB est tangent
an petit cercle en C et que les autres côtés qui partent respectivement
de A et B sont aussi tangents à ce cercle aux points T et U . P a r u n e
rotat ion d'un angle a de la tangente ACB du petit cercle autour de 0,
nous obtenons an nouveau polygone A'BTIMTA'.

Désignons par À la longueur de la ligne TMU, .et par / la longueur
de la ligne TABU, par a Faire 0. TMU et s Faire 0. TABU.

Pour l 'opération indiquée, L' su-bit un accroissement AL = M, et
Faire une variation AS = A.s-^ el Fon a

A^=^A/,
2

de sorte que ,<S.,^-î)-^;
A^/ ==- — ' 'S [S-+-AS) •

Ann. Êc. TVo/'//?., (3), XLV Î . -— DÉCEMBRE 1929. 4^
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^r? T " ^ ; » °t par la rotation que nous venons d'effectuer on peut
augmenter Z, donc a.

5° Le polygone (F) ne peut avoir p lus d'un côté non tangent au
petit cercle.

D'après 3°, un côté de (F), qui n'est pas tangent au petit cercle, a
ses deux sommets sur le grand cercle.

Si un. polygone a deux côtés non tangents .au pet i t cercle, dont les
sommets sont sur le grand et dont les demi-angles au centre sont a
et b, la variation qui consiste à remplacer a par a + da et b paré —da
est compatible avec les conditions du problème pourvu que rfa ne soit
pas trop grand.

Si a ̂ É 6, on trouve

du _ .1. Pi( cos a — cos b ) R2 (cos 'î a — cas •.' b )
// cly. ~~~ L ' S "

Le second membre de cette égalité n'est jamais nu l , car s'il Tétai t ,
on devrait avoir -,^/../,.
en désignant par // et /- les distances des deux côtés à 0 ; si r^ K, cette

égalité est manifestement impossible, car on a 2SSLR; si / ' ^^en
désignant par ^Tangle sous lequel on voit le petit cercle d 'un point
du grand, on a

// -4- /»' > 'ii\ cos/f.

Or, ici, // ^ 60°, donc, // 4- k ^> R .
Si a = b, en remplaçant a par a + a et b par b — a, on trouve

A ^ 8 RLS sin g (cos a — i ) — L2 R2 sin 2 a ( cos 2 a — i ) -r- •! (\ R.sin a ( cos a — i ) J 2

,—— — S ( S ^ A S ) ~ ?

et, lorsque a est faible, cette expression est équivalente à

x , . L'^R/ - , «2S\• A/-/. = -2 a2 sin ûf -^- ( a R cos a — -.— ;
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or, d'après ce que nous venons de voir, ~ <2Rcos^ donc lu est,

positif. Dans ,1e premier cas, il suffira de choisir convenablement le
signe dy, pour obtenir une variation de // positive.

6° Le polygone (F) a un sommet, au plus, intér ieur à la couronne.
Si (F) a un sommet A intérieur à la couronne, les deux côtés AB

et AC qui partent de ce point sont tangents au petit cercle, et les som-
mets consécutifs sont sur le grand cercle 3°, et l'on "peut supposer
.que le côté BD du polygone, au t re que AB partant deB,'est tangent au
petit cercle 5°.

Remplaçant alors AB par A'B' symétrique do AB par rapport à la
bissectrice de l'angle des deux droites qui por tent AC e tBD, on. rein-
place le polygone . . .CABD. . . par le polygone .. .CB^-VD. . . qui à le
même périmètre et la même aire que le précédent et dont la cou-
ronne, min ima est a'ussi la couronne (R, r ) , car si les points de contact
du premier polygone avec les deux cercles de la couronne se séparent,
il en est de même pour les points dé contact du nouveau polygone.

Par cette opération, nous avons fait (( gagner » un rang au sommet
intérieur. Si (F) avait deux sommets intérieurs, on voit que, en appli-
quant cette opération autant de fois que cela serait nécessaire, on pour-
rait amener ces deux sommets a être consécutifs, car il n'y a qu'un
côté du polygone non tangent au petit cercle; mais nous arriverions à
une contradiction avec 4°-

7° En définitive, tous les côtés du polygone, sauf un au plus, sont
tangents au petit cercle et tous ses sommets, sauf un au plus, sont sur
le grand cercle. Le problème.est presque entièrement résolu : il ne
reste plus qu'à chercher le maximum de

( ''n \ H3 — r'1 --1- 2 H sinf/ -4- 9. / ' tan^'A )""

/?/ 'y R^ — r'1 -{- -H-"-2 siua cas a -4--r2 l.o.n^b

avec
2 TT — 'ï a— \>. b =='2 n arc cos -^ ( n entier ^ r)

et
n '< arc cos';- 5 ' b <" arc cos -,-• '"

-' R ~ ' R

Afin. Èc. Norm,, ( 3 ) , XLVI. — DÉCEMBRE np<). 43 •
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En prenant a pour var iable , on trouve que l'on peut toujours aug-
menter u par une variation convenable de. signe convenable donnée
à a, à moins que

- /'-
lï'2 C { } s ' > a — ———-

^ _ ' ces"2/?

'->. H cas a — —-——
co s'- î.)

Mais, dans ce cas, en calculant la dérivée seconde de 11 par rapport
à ^, on trouve qu'elle a le signe de

-2 L" ̂  — S' -h ^ L'2 b > ri."— S ' ' :
Ju Ju~

*'or,
rL" -- S^ == Pi"2 sm ^ a — K /> cos ̂  4- /•2 ——7

cos-' ô

,. . ,, , sinb
:.=: [\ si n <''/ ( '>. \\ wsa — /" ) -I- /''- ———r >• <,>.

cos-' h

Donc, le rnaximuni w peut avoir l ieu que pour a == o ou h =- o, et l 'on
trouve qu'il a lieu pour b ==. o.

Le polygone ( F ) est donc inscr i t an grand cercle;, et tous ses côtés,
sauf un au plus, touchent le p e l i t . Si r. est un mul t ip le de arc cos p î
un polygone régulier est insc r ip t ib le au grand cercle et circonscrip-
t ib le au pe t i t ; c'est lu i qui fourn i t le m a x i m u n î de u.

9. Quant aux problèmes de inax i i r iumdans là couronne, le premier
problème à résoudre serait : Trouver le maximum de L lorsque S est
donné [mais compris entre la limite inférieure et la l imi te supérieure
de S dans la couronne (R,r)^

Nous remarquerons d'abord que Fon a toujours

II suit de là que, siS est inférieur à l 'aire du polygone circonscrit au
petit cercle qui a tous ses sommets, sauf un au plus sur le grand cercle,
il sera possible de déterminer des figures convexes circonscrites au
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petit cercle et d'aire S, et l 'on aura

•>. ̂max I. =.= — •/•

Dans le cas général, je. n'ai pas réussi à résoudre le problème, mais
on montre que la figure qui donnera le maximum de L sera constituée
par une ligne polygonale et des arcs du grand cercle; d'un sommet de
la ligne polygonale intérieur à la couronne,, devra partir un côté au
moins tangent au peti t cercle.

10. Problèmes d'extremums dans le cercle circonscrit. — En dési-
gnant par B. le rayon du cercle circonscrit à une courbe convexe, si
l'on se propose de rech'ercher le maximum des fonct ions f ( R, L, S) ,
homogènes par rapport à l'ensemble des variables R, L, \S, non
décroissantes par rapport à.L et non croissantes par rapport à S, le
problème f o n d a m e n t a l à résoudre est le suivant : La surface S d 'une
courbe convexe étant donnée-, ainsi que son cercle circonscrit de
rayon R, trouver le max imum de LCS^-r .R2 1) .

Ce problème peut être résolu complètement.
Montrons d'abord que la figure correspondante est nécessairement

un polygone (P).
Les points de contact du cercle circonscrit à une courbe convexe

avec celle-ci sont tels qu'on ne peut pas trouver de droite passant par
le centre du cercle et qui laisse ces points dans u n demi-plan : c'est
dire que sTI n'v a que deux points de contact, ils sont diamétralement
opposés; s'il v en a plus de deux, on peut en trouver trois, au moins ,
qui forment un triangle non obfcusangle.

La figure que nous cherchons se compose éventue l lement d'arcs du
cercle circonscrit et d'arcs qui cheminent à l ' intérieur du cercle; pour
ces derniers, il est immédiat que ce sont des lignes polygonales :

i° Je dis que ces diverses lignes polygonales doivent avoir leurs
sommets sur le cercle.

D'abord il ne peut y avoir deux sommets consécutifs intérieurs au
cercle. Soit, par exemple, ABCD la l igne polygonale, A et D étant sur
le cercle, et B et G intérieurs; les deux droites AB et CD se coupent
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dans le. demi-plan déterminé par AD qui contient B et C, d'après la
propriété des points de contact.

Si la réduction du quadri latère ABCD, par rapport au triangle déter-
miné AD, AB et CD, faite comme il a été dit au paragraphe 5, donne
un triangle dont le sommet, autre que A et D, n'est pas extérieur au
cercle, le résultat est obtenu; dans le cas contraire, on pourra trouver
une droite A ' D ' a l l an t d'un po in t du segment AB à un point du seg-
ment CD, et telle que la réduction du quadrilatère A'BCD' conduise à
un triangle dont un sommet est sur le cercle. En tout cas, nous
passons d'une l igne polygonale à un autre qui n^a qu 'un sommet inté-
rieur au cercle, et la longueur de celle-ci est plus grande que la lon-
gueur de celle-là.

Il n'y a pas de sommet intérieur au cercle. Soit C un tel sommet, les
sommets consécutifs A et B sont sur le cercle; en menant par C la
parallèle à AB, et prenant l 'une des intersections C^ de cette parallèle
avec le cercle, on a

A^y+C^I^ÀC+CB,

car G est plus éloigné que C de la médiatrice de AB.

2° La figure cherchée ne peut comprendre d'arc du cercle.
Soit ABC un triangle mixtil igne, AB étant un segment de droite
BC un arc de cercle circonscrit; si BC est suffisamment petit , il

existe dans l'arc CBA un point B' tel que

aire triangle mixtilig-ne ABC == aire triangle rectiîi^ne B^ A ;

suffît alors de montrer que, dans ces conditions, on a

AB-f-cî^CB'+B^A.

Soient a et a', ^ et ^ les demi-angles au centre de AB, BC^ AB\
B'C respectivement, on a

a-r-a^p-s.-^ (o^.a^,?,?^^,

• sina cosa -t- (/.•'= sin |3 coi-ip -4- sinp^cosiS'',

et i l faut montrer que

sin a -4- yJ < sin p 4- sin §•' ;
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ou encore que l'égalité

( i > ) ) ^y- — sin^ •== ( 2 6 — s i n 2 ^ ) -r- (^p '— sin 3 5')

entraîne l'inégalité

(^) y. ~ s in a >(5 —- s i n â ) -— (^ / —- sin 5').

Considérons l'expression

u ==: { a — si n a ) — ( p — sin 5 ) — (' 5' — si n S^ )

lorsque a, ?, p' sont liés par la relation (5); laissant alors a fixe,
faisons varier (3 de o à a; pour ? = o, on a u -=^ o, et, d'aiitre part,

, 3111
au _
^=:

' ces2

^ ._ ̂ .̂  ̂  \ .—^-, cos-— -— cos"

donc, la fonction commence par croître avec p à partir de zéro jusqu'à
ce que ? = R7, puis elle décroît ensui te jusqu'à zéro ; l'inégalité (6) est
donc démontrée.

3° Montrons maintenant que, parmi trois côtés du polygone (P),
deux, au mo ins^ sont égaux.

Nous voulons montrer que lorsque trois côtés d'un polygone inscrit
dans un cercle sont inégaux, on peut déterminer un autre polygone de
même aire et de périmètre supérieur.

Sans qu'il soit nécessaire d'insister davantage, on voit que ce pro-
blème revient à montrer que l'on peut augmenter la quantité

f=z s m a 4- sin 3 — s in y

par des variations convenables de a, p, y sous les conditions

(o<a, j3, y< ̂ \, (a-+- (3-4-7^7r), (a^p^-/) ,

y_ -^ ? _^. y -^ COnSt.,

sin 2 a 4- sin 2 j6 4~ sin 27==- consl.

Or, l'extremum dey ne peut être réalisé, dans ce cas, que si deux au
moins des quantités a, p, -y sont égales.
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4° Le problème est réduit an su ivan t :
Pour quelles valeurs entières et posit ives de x et y la fonct ion

( " ) x s in y. 4-" v s in |3

est-elle maximum sous les condi t ions
( 8 3 .:r y, — y ^ -= TT ( a, 5 >» o ), •

( 9 ) .r si n -2 a 4- v si n -2 S == — (" a. ,3 >• a ).

Adjoignons aux deux dernières équa t ions la re la t ion
<

( 10 ) ^' -h Y = H ( <7 > (,) ^ .

Si ii est supposé constant , les équa t ions ( 8 ) , ( 9 ) , ( i o ) définissent trois
des inconnues <r, J/, a., p en fonct ion de la qua t r ième, lorsque

J' >• (,», ;,)' > o, a r^ p.

Si ̂  croît d ^ u n e façon con t inue , à partir d 'une valeur entière jusqu'à
la valeur entière consécutive et que y soit p lus grand que un, peut-il
arriver que a devienne égal à S?

Pour cela, i l faudra i t que l'on eût
. ••i TT '.-* S

»s,n-^-=^

lorsque u est entier; ce fait ne peut se produire que lorsque S est l 'aire
d'un polygone régulier de u côtés inscr i t dans le cercle; dans ce cas,
c'est ce polygone qui donne le max imum de L; si S n'est pas l'aire
d'un polygone régulier, l ' égal i té précédente ne sera Jamais réalisée
avec ^ entier.

Peu t - i l arriver que, au cours de la var ia t ion que nous faisons subir
à .2', l 'un des deux angles a ou ^ (soit a) , dev i enne égal à zéro? On
aura i t alors

II y a une valeur de ? comprise entre o et i- et une seule pour

laquelle cette égalité est vérifiée; supposons-la comprise entre—— '-—
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et -̂'- ; on do i t alors prendre // entier et au m o i n s égal à n pour que lesTT

•~>. Il

équations (8) et (9) donnen t avec x et ;r entiers des valeurs de a
et de ^ positives, car le polygone régulier de ( n — ï ) côtés à une aire
supérieure à celle de tout autre polygone inscr i t à (7?,— i) côtés.

D'autre part, Textremum de (7) sous les condit ions (8), (9), (ïo),
n'a lieu que si a == ?, ou bien lorsque des variables prennent des
valeurs limites. Si. l'aire donnée S n'est pas celle d 'un polygone régu-
lier, i l faut donc prendre y = ï et .r = n — ï , car le maximum ne peut
avoir lieu pour .:r ou y in f in i s , d'après (3°).

Le polygone (P) a donc n côtés parmi lesquels /? — ï, au moins , sont
égaux entre eux.

1 1 . Nous pouvons ma in t enan t dire que le problème posé au début
du n° 10 est résolu, mais;, comme on le voit, le maximum de L est une
fonc t ion assez compliquée de S et le calcul peut être pénible.

Nous a l lons cependant donner quelques exemples.
Démontrons que l'on a, par exemple,

( i i ) RL—S^4R,^

le signe d'égalité n'ayant lieu que si la courbe se rédu i t , à un diamètre
(L== 41^8^0).

La 'figure qui réalise le maximum du premier membre de (n) est à
rechercher parmi les polygones inscrits dans le cercle; or, un calcul
s imple montre que, si l'on remplace deux côtés consécutifs AB et BC
d'un tel polygone, qui font entre eux un angle obtus ou droit, par la
corde AC, le nouveau polygone ainsi obtenu donne au premier membre
d e ( i ï ) une valeur supérieure à celle obtenue pour le polygone de
départ. La figure est donc à rechercher parmi les triangles isoscèles non
obtusangles, et l'on parvient ainsi au résultat annoncé.

Remarquons que l'on a aussi
R L — /'S^ 1-^

lorsque / t '^ ï .
Lorsque /" est plus petit que l y la question est plus difficile à

résoudre. Résolvons d'abord le problème suivant :

« Aquelle condition doit satisfaire yi 'pourque laf îgurepour laquelle
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le maximum de
( i 2 ) , " R L — Â - S

est réalisé, ne con t i enne pas deux cordes dont la somme des. demi-
angles au centre soit / / ( < ^ ) lorsque // est d o n n é ? »\ y /

II suffit pour cela que, en posant

< ï ^ ) , , y. == 5 -h y ( a < // ; y., 3. / > o),

on ait
2 sin a — /; si il a cas a >• 2 (' s in 5 •+1 sin y ) -~ -'- ( s m 9. 5 -+- s in '2 y),

' ' 2 ' • '

ce qui donne
/.-> ________ ^______î______

a p '/ ' a / a ,6 -- y \ '
9 cas - cas — cas /- cas -( cos — 4- cos '———•

•-Î 2 'A '.> \ '1 'A )

inégal i té qui doit être vérifiée pour toutes les valeurs de a, j3, y» q111

satisfont à (i3), ce qui donne
/. > ——'——.

"~ ï -!- c^s //

On voit que, pour u = ̂  nous sommes conduits à f inégal i té ( ï ï ) ;

le cas ou a == o, /• = - nous donne la nouvel le i n é g a l i t é

(.i.4) a R L — S ^ 3 7 : i ^ ,

le signe d'égalité ne pouvant avoir l ieu que si la courbe coïncide avec
son cercle circonscrit; on tire de ' là ,

•i m RL — S ̂  ( •<> m. — \ ) TT R2 ( ni ^ ï, ).

Lorsque k est plus grand que ^ on voit faci lement que la figure que
nous cherchons ne peut pas conteni r d'arc du cercle circonscrit, car,
en remplaçant cet are par sa corde, on augmente la quan t i t é (12),
du moins lorsque tare est suff isamment petit, comme le montre
l'inégalité

'2 si ri 0 — k si n 0 cos 0 >• 2 0 — /• 0 ( k
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valable au moins lorsque 9 est faible : c'est une nouvel le démonstration
de 2° (§10). _ !

Lorsque k == ——î——? la fmire qui fournit le maximum de (12) est11 ï — COS // ^ " 1

donc un polygone tel que la somme des demi-angles au centre de. deux
côtésquelconques n'est pas inférieure à n, tandis que le demi-angle au
centre de chaque côté n'est pas supérieur à u^ et en raisonnant comme
au paragraphe -10, on montre que, parmi trois côtés quelconques de ce
polygone, deux, au moins, sont égaux. '

De plus, on peut montrer aussi que l'on pourra toujours augmenter
(12), si, parmi deux- côtés d'un polygone inscrit, l 'un , au moins, n'a
pas pour demi-angle au centre //. Soient, en effet, a et p les demi-
angles au centre de deux côtés, l'extremum de (12) ne peut être réalisé
que si

':>, cos y. — A' cos 3 a •= {). cos p — À" cos 2 i5,

c'est-à-dire lorsque a == 3, ou bien
( î: 5 ) 1 '1 î -!- cas // ~== cos y. 4- cos S.

ou lorsque l 'un des deux angles est égal à u; si deux côtés sont égaux
et ont pour demi-angles un centre a, il faut que

//
cos y. < cos2 — •~ '̂

Si deux côtés sont inégaux, et si aucun d'eux n'a pour demi-angle au
centre //, on voit, en comparant la dernière inégalité avec (i5), que
l'on en déduirai t cosp^cos2 --; donc, i l y a seulement un côté de demi-
angle au centre p. D'autre part, s i ( i5 ) est vérifiée, on se rend éga-
lement compte, par la considération de la dérivée seconde que l'on
peut augmenter ( ï 2) lorsque a <^//.

Lorsque // est compris entre —:— et i- ( —:— > u^. -^ n entier h la1 i n — ï ri \ n — î ~ n ]
figure qui réalisera le maximum de (12) sera un polygone à n côtés
parmi lesquels n — s au moins seront égaux et ce seront les plus
grands :

a -==. ( { . (3 == TT — ( n — ï ) u.

Nous avons obtenu ainsi une nouvelle démonstration du résultat du
paragraphe lOplus simple à certains égards que celle-ci, et finalement

Ann, Ec, Norm., (3), XL VI. — DÉCEMBRE 1929. 4^
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nous avons ( ' )
( 1 -1- CO? !f ) KL — S ̂  ( // — 1 ) 1'^ SlÏt li { •:>. -r CO^ // )

-•-h H'2 si 1 1 r'îT — ( n — i ) // | \ '> -4-- ••'.{'os// -—- cos| T": --- ( // -— 1 ) / /

> // 2 — ( // entier ).
fl \ ~ //

En part iculier ,

( i -+- cos '— }l\L —•• S < n \\ï si ii —' ( •;» + cos -^ j 5
\ fi j ~ n \ ti /

l 'égalité n'ayant l ieu que p o u r le polygone régul ier inscr i t à n côtés.

1^. Problèmes d\\Ftf'e/m/ms da/is les baîîdcs cire ans en tes. — Soit une
bande circonscrite à 'une courbe convexe ( C) et de larg'eur d^ et a et y
deux points d 'appui des droites q u i l i m i t e n t la bande avec la courbe.

Nous nous proposons d'abord de chercher le maximum de la
quan t i t é

W-4S.

Le théorème du paragraphe 5, nous montre que cette quant i té ne
saurait dépasser celle correspondante à un quadrilatère afdyo, dont
deux côtés opposés o^3 et yo sont. sur les deux. droites qui, l i m i t e n t la
bande; nous désignerons par / la distance ay; remarquons, de plus,.
que ' " .

< "s ^>.^r.^y==ayaZ;—

Pour un tel quadrilatère, on a
L /•/ — 4 S == [( Sy — a? ) 4~ ( w — 7 à )] d $ 2 ay. d.

Finalement, on a
• Ld — ^S^ ' - ï t d . 1 ^

et le signe d'égalité n'a lieu que si la courbe se réduit au segment
aY(L==2^.S '=o) . ' , ! !

Supposons, en particulier, que la largeur d soit égale au diamètre D
ou à l'épaisseur A de la courbe; dans chacun de ces deux cas, on peut

(i) Au moyen de cette inégalité on peut facilement, résoudre le problème de cou-
vercle sluvînU : Quel est le plus petit de tous les cercles circonscrits aux courbes
convexes fermées de longueur L et de surface S 2 ?
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choisir les points (Pappui de te l le façon que la droite qui les joint soit
perpendiculaire aux droites d 'appui, c'est-à-dire que l'on peut prendre
t == D ou A, et l'on obtient les inégali tés
< i ( ) ) LD — î S ^ - > 3 ) 2 .
( ' 7 ) . LA. . . - - . ; {S^ :>A^

Le sig-ne d'égalité ne peut avoir lieu dans la première que lorsque la
courbe se réduit à un segment de longueur ,D(L=2D) ; dans la
deuxième, Pégalilé ne peut avoir lieu que si A === o.

13. L'inégalité ( î6 ) ne devient une. égalité que si S=o; nous
sommes alors condui ts à chercher si l'on ne pourrait pas, dans cette
inégali té , remplacer le coefficient de S par un autre plus peti t .
M. Kubota (loc. cit.) a démontré Finég'alité meil leure

( î 8 » . LJ) • - — S < ^ IX

le signe d'égalité n'ayant lieu que pour le triangle équilatéral de côté I)
et pour le segment de droite de longueur 1).

Avec notre méthode., la démonstration de cette inégali té ne présente
pas de difficulté.

Posons
\i=:zL'D— -LS,

y3 • .

et soit afJ un diamètre de la courbe qui la divise en deux part ies de
longueurs L, et L* et d'aire S, et S,, respectivement

( Li 4- JL --==- L ; S; -+- S.̂  =: S ).

Les quanticés correspondantes à ces deux parties sont

, \ , : = ( ] . , + • D ) l ) ~ - ~i"S,,

et l'on a

V ù

V.={ j^-r- 1 ) ) D — -i-S...
V'3

\ ,+ V .^V—' iD^

Si donc; nous démontrons que les quanti tés \ \ e tV,>sont inférieures
à 2l)2, i l en sera de même pour V.
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Nous pouvons donc nous borner à considérer le cas où une partie
de la frontière de (C) est const i tuée par un segment de droite de lon-
gueur D. Soit (F) une telle figure, elle peut être mise à l ' intér ieur
d'un triangle mixtil igne formé par un segment de longueur D et de
deux arcs de cercle de rayons I) ayant pour centres chacune des extré-
mités du segment.

i° La figure (F) qui fourn i t le maximum cleV, se compose éventuel-
lement d'arcs des deux cercles, de cordes de ces arcs et d'un segment
de droite joignant un po in t d'un arc à un point de l'autre.

Les deux derniers po in t s sont immédiats d'après le raisonnement
fait bien souvent déjà.

2° La figure (F) ne contient aucun arc de cercle.
En remplaçant , en effet, un arc de demi-angle au centre o^^o")

par sa corde, V éprouve la variation

Y1 9 s in a — ';-» y.L)'-2 ':î s in a — ';-» y. — — ( s in y. cos a — a )

r f f <)- \ . / •-> \ 1== l-y~ —^ — i 'î a — 'i s s il a j —r- cosa — i )
LW3 ) W3 ) \

^ D2 ( — cos^ — i ) ( 9. a — 2 s in a ) >> o.
\ \ 3 j

Et ce calcul montre aussi pour quelle raison on a pu remplacer le
coefficient 4 dans (16) par ~L dans ('18).

V'3 . !

3° La figure (F) ne contient pas p lus d 'une corde de chaque arc de
cercle.

En remplaçante en effet, deux cordes consécutives d'un même arc
de cercle et d'angles au centre de a et p(a 4- P^3o°) par la corde joi-
gnant les extrémités de celles-ci, V éprouve une variation

D2 î a sin ( a -i" (3 ) — 2 sin a •— -2 sin ̂  — -— [ sin 2 ( a 4- (3 ") — sin 2 <y. — sin 2 6] (
( ' V3 1- " 1 ' l 'i •

== 4 D^ —=. sin (' a -+- 6 ') sin a sin 6 — sin ———!- sin - sin -Lv» ' • 1 ' ^ " •>-\
. a+ p . a . S ( i f ..a+iS a + (3 a — f i l )

== 4 D-sin ———- sin - sin - .' —= cos2 ———••- -1- cos ———- cos ———!- — i ' -^n
••'• • - î ( v 3 L "• •t •î J ^
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4° La (îgure (F) est donc à rechercher parmi les quadrilatères ins-
crits dans le tr iangle mix t i l ignedon t im des côtés est le côté rectiligne
de ce tr iangle.

Il est évident que V est une fonction symétrique des deux demi-
angles au centre des côtés qui sont des cordes des deux arcs de
cercle; donc V ne peut être extremum que si ces deux angles sont
égaux (dans ce cas, le quadrilatère est un trapèze), ou bien si l 'un des
deux angles au moins prend une valeur l im i t e , le quadri latère se
rédui t alors à un triangle équilatéral ou à un segment, et ces deux der1

niers cas fournissent le maximum cherché comme le montre un calcul
facile.

14. L'inégalité ("17) n'est pas la meilleure possible; ici, c^est le
deuxième membre que l 'on peut cer ta inement remplacer par une
quantité inférieure. Je n'ai pas réussi a démontrer l 'inégalité suivante
que je crois vraie :
(19 ) • ! LA^S^,

V/o

l'égalité n'ayant lieu que pour le triangle équi lafcéral de hauteur A.

15. Je rappellerai l'inégalité due à M. Blaschke ( ' )

A^3 r ,

où 7* désigne le rayon d'un cercle inscrit à la courbe. Il est évident que
l'on a d'abord sr^A, et l'on sait de plus que, dans le cas où le signe
d'égalité n'a pas lieu, on peut trouver un triangle circonscrit à la fois
au cercle et à la courbe et les contenant tous deux.

En désignant par a, b, c, les côtés de ce triangle (<^6^c), et par h
la hauteur relative au côté û (A^Â) , on a

ah == ( a -4- b 4- c ) r,
d'où

A<A^f^^),<3r.
\ a -

( 1 ) Jahresbericht der Deittschen Math. F<?/\, t. 23, i9ï5, p. 36Q.
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On voit, de plus, que l'on aura A ==37- seulement dans le cas où
A == li, a ==6 ==c, c'est-à-dire lorsque la figure sera un triangle équi-
latéral de hauteur A.

De ce. résultat, nous t irons l ' inégal i té
{•:îo ) LA — 6 S ̂  3 !.. /' — 6 S ^ o.

le signe d'égalité n 'ayant l ieu que lorsque la ligure est un tr iangle
équilatéral.

Si l ' inégal i té ( i < ) ) était démontrée, on en d é d u i r a i t l ' inégal i té ( 2 0 )
au moyen du résultat de M. Pal (,^ 3 ) ; en tout cas, on a, pour ^'o,

i ^ — { 6 + / - ) S ^ - / - ^ .
\3

K). Je me permets de parler ici de questions 'de géométrie dans
l'espace, analogues à celles auxquelles je viens de faire allusion et
relatives aux corps convexes.

Le contour apparent d 'un corps convexe d'épaisseur A sur un plan
quelconque est une courbe convexe d'épaisseur au moins égale à A;
d'autre p a r t 5 les points de contact d 'une sphère inscrite à un corps
convexe avec la frontière du corps ne sont pas tous situés dans un
même demi-espace ouvert déterminé par un plan passant par le centre
de la sphère. Donc, si tous ces po in ts sont situés dans un même
demi-espace fermé déterminé par un plan passant par le centre de la
sphère, on aA^3r. Dans le cas contraire, on peut trouver un tétraèdre
circonscrit à la fois a la sphère et au corps et les contenant tous les
Tieux. !

On démontre alors que la largeur d'un tétraèdre circonscrit à une
sphère de rayonrne saurait dépasser 2\/3r etqifelle n'est égale à cette
quantité,que lorsque le tétraèdre est régulier; en efïet, en désignant
par / / , , /^, //;.., I ) ; les hauteurs et par {1^ d.^ dy les p lus courtes dis-
tances des trois couples d'arêtes opposées, on sait que

i r i i i i i.-„. ._.j_ - „. ,_j,_ -.y.̂  -^_^_ ^ . .....^ -.--^ .....j..,,- .— ~i- ... ^
d^ dr, d^ h^ //-, lî^ !i^

d'autre part,
1 : 1 1 1 , 1 1 ^ :r _ T. • • i i r: - == y- --1- .- -r- -.~-l--i.-.. - ,-, , ^ , , , ! ,

/• A, /f.^ A:; h,,
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'où l'on tire
i .„,. i
ï2 ":i: ~7^'1

le s igne d'égalité n'ayant l i eu que si les quatre hauteurs sont égales
entre elles ainsi que les trois p lus courtes distances; c 'est-à-dire-dans
le cas où le tétraèdre est régulier.

En désignant par S la surface d 'un corps convexe, par Y son volume
et par A son épaisseur et r a i sonnan t comme au paragraphe précédent,
on obt ien t
( ^ i ) SA — 6\/3 \ '^o,

l'égalité n'ayant l ieu que pour le tétraèdre régulier dont la d i s t ance de
deux arêtes opposées est égale à A.

17. Pour les problèmes relatifs aux courbes orbiformes, la
recherche fondamenta le à faire est celle de l 'orbiforine passant par
quatre points et dont l'aire est minima. Cette recherche a été faite par
M. Blaschke(76'c. cit.)^ moyennant ce résultat, i l , est facile de résoudre
alors tous les problèmes d 'extremums (en pe t i t nombre d 'a i l leurs )
qui se posent à propos des orbiformes.

18. Problèmes de probabilités et de moyennes. — En t e rminan t , je
désire a t t i rer l 'attention sur de nouveaux problèmes de probabilités
géométriques ou p lu tô t de probabil i tés fonct ionnel les .

La d i f f i c u l t é consiste sur tout , dans ces sortes de problèmes, dans le
choix de la probabil i té é lémenta i re ; je ne sais d 'ai l leurs pas si ce
choix peut être fait d'une façon convenable. Cependant, il semble rai-
sonnable de se poser des problèmes comme les suivants :

Quelle est la valeur moyenne de l'aire des orbiforines de largeur
d o n n é e ?

Quelle est la probabi l i té pour que l'épaisseur d 'une courbe convexe
dont le ravon du cercle inscri t est donné ne dépasse pas une valeur
donnée ? 1^ !

Quelle est la valeur moyenne du rapport — dans une couronne
minima (R;, r ) donnée ?


