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LES CÀ RACT É R 1SÏ 1 Q L'ES 1) 01' B LES

h'r

LE DE DES
PAU M.E. GOlmSAT

• 1.. Les caractéristiques mul t ip les des équations aux dérivées par-
t ie l les d/ordre quelconque ont été étudiées par E. Levi (r). La
démonstration des théorèmes d^existence présente des d i f f icu l tés
spéciales qu i ne paraissent pas. encore complètement, surmontées.

Ces caractérist iques mul t ip l e s i n t e r v i e n n e n t dans un problème
i m p o r t a n t de la théorie des surfaces^ la recherche des surfaces admet-
t an t un élément l inéa i r e donné . Leur é tude permet d 'expl iquer d'une
façon très simple cer ta ines déformations d'une surface où une courbe
de cette surface devient , après déchirure, une courbe plane de rebrous-
sement. Dans le cas par t i cu l i e r où la courbe considérée est une l igne
géodésique, on ob t ien t , .en général, au lieu d 'une ligne de rebrous-
sernent , des s ingu la r i t és t ranscendantes q u i n 'avaient été signalées
(lue dans quelques rares cas particuliers.

Ce t ravai l cons t i tue le complément na tu re l d 'un Mémoire anté-
r ieure") , où j'avais é tudié le problème de Cauchy relatif à la défor-
ma t ion d 'une surface dans le cas d 'une caractér is t ique s imple. ( ; i ) .

"2. Soit ( E * j ) u n e é q u a t i o n d e Monge-Ampère
( i )• ! , 1.1 r .4- i K s — L t — M -r- N ( ri — ^ ) •=- o, 1

( ï ) Anna II' di Mateniatica^ t. 16, 1909. p* 1 6 1 .
('" ) innales de Icc /•''acuité clés Sciences clé J"'oulouse» 3'" ^<*rie, t . !, i^<( ) . p. i~^i.
f 3 ) Les principaux résultats du nouveau Méjïloirc oui clé résumés dans deux Notes

pi'tîscïitécs <ï Î^Acadéinie des Sciences {Comptes rendus^ t. 186, .̂B; p. ^7'>."275
et 665-668).
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où nous supposons^ pour préciser, que les coefficients H, K, L, M, N
sont des fonctions analyt iques de .r, j, ;?, p, q et q u e N est différent de
zéro. Une caractéristique du premier orare ( ' } JTli de cette équation est
une suite s implement inf inie d 'é léments du premier ordre satisfaisant
aux trois relations ''.

i Nc./p •-;- }^(ia! -h- ̂  f i } ' == < > ,

( 9. ) • ^\dq -i- \ da; -h 1 î dv •=- o,

I dz — p ('/,:/• — (f dv ~=^ c»,

}.i et 7^ étant les deux racines de l 'équation du second, degré
( 3 ) A2 -4- 2K/ . 4" 1IL — IMN = o.

Lorsque l^expression
F=K2--•HL .4- MN ,

n'est, pas iden t iquemen t nulle (cas général qui se présentera seul dans
la suite), l 'équation (i) possède deux familles dis t inctes de caracté-
ristiques du premier ordre, les équations des deux familles se dédui-
sant l 'une de l'autre en permutant A , e t A ^ . Mais il peut arriver que
tous les é léments d 'une caractéristique vér i f îent la relation 'F == o, et
l'on a, en chacun de ces,éléments, A,, == A.^ === — K. Nous appellerons
caractérùticfue double de l'équation (i) tou te mult ipl ici té de ce1 élé-
ments du premier ordre sat isfaisant aux relations

. i î  =:'Nc/.p -t- \^dx — K.dy^= o,

(• .1 ) F =- K.^ - HL -h MN -==: o ; ( 5 ) ! & == N dq — K dx -+- H dv = o,
f ,̂; == dz , -— p dx — q dj' = o ;

les démonstrat ions relatives aux théorèmes d'existence des intégrales
r e n f e r m a n t tous les éléments d 'une caractéristique du premier ordre
ne s'appliquent pas aux caractérist iques doubles (tr). Dans les cas que
nous allons étudier, l 'existence de ces intégrales sera établie d'une
façon indirecte.

3. Toute équation (E.^), qui admet deux famil les distinctes de

( r) Voir mes Leçons sur V intégration des écfucdions aux dérivées partielles du
second ordre, î.. J, Chap. îl. JTindiquerai simplement par le mot Leçons le renvoi à
cet OuvraQe.

(2) Leçons, t. I, Chap.IV, ,
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caractéristiques du premier ordre, possède aussi une famil le de carac-
téristiques doubles. Mais il peut se présenter deux cas b ien distincts.
Si, de l 'équation (4), on tire l 'une des variables ..r, r, ^, p. ̂  exprimée
au moyen de.s autres et qu'on porte cette expression dans les rela-
t ions (5), on obt ient , en généraly un système de trois équations diffé-
rentielles du premier ordre entre quatre variables; les caractéristiques
doubles dépendent donc de trois constantes arbitraires- Supposons,
par exemple,

ii=p, K = = L = = o . M=./—r, N ^ r i .

Les équations (4) et (,5) dev i ennen t
j- •4-- y :== o, //// == o, (îq — p ( I Y •== o, c/3 ~= p dx 4~ q dv,

et l'on en t ire '
y

C i , Ça? C;i é tan t des constantes arbitraires.
11 en est autrement si toutes ( ' l) les intégrales de l 'équation du pre-

mier ordre (Ei), obtenue en égalant à zéro l'expression F, sont aussi
des intégrales de (Es). Dans ce cas, en effet, tous les éléments d^.une
caractéristique de (E<) appartiennent à une inf in i té d'intégrales de (E,)
qui. sont aussi des intégrales de (Ea). Comme tous ces éléments véri-
fient la relation F = o, ce sont des caractéristiques, doubles de (Ea).
Or, les équations d i f férent ie l les des Caractéristiques de (E i ) sont , avec
les no ta t ions habituelles,

{ l x __ dy _ ds _ - •- dp _ — de]
( b ) -p- = -^ = ̂ .^-^ =. ̂ -^ .— Y-i-^z *

Les équations (5) devant être des conséquences de ces nouvelles
re la t ions^ on doit avoir

N ( X -h p Z ) = L P — K.Q. :N ( Y + q Z ) == --, ,K •P -r- \i Q,

f 1 ) II peut, se faire que F se décompose en deux facteurs analytiquement, distinct
P'==FiP\. ies intégrales de F 1 == o vérifiant seules l'équatioli^E^). Tous les raîson-
nernenis du î,cx te s'appliquent, en remplaçant F par Fi {-voir plu? loni un exemple
au n0 4).
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en tenant compte de réqual ion F == o, ce ([lie nous écr i rons
{ ^ ) N ( X - ,-^Z)— LP — KQ. N f Y - . - r - - -yZ)-: — K P ..{- I I Q (mod. F ) ,

D'ai l leurs , on a
:\ //F r=r N ( \ //./• 4- Y ̂ r -!- Z ^3 -1-- S ) dp -41- n dq \

— \ ( \ ••4- // Z ) //.r ^4- 'N ( Y — y Z ) ̂  r -4- \Zi2,
1 - 1 1 ; - - I1' ( Î.3:, " - 1. //.r — K dy i -{- <1} (' iL • -1-1 - I\ ^r -- 1 1 </r ),

11.. IL, Û3 désignant respectiverneni les preruiers înernbrcs des équa-
t ions (5). En tenant compte des. r e l a t i ons (7 j, on a donc

N ^/F E- NZÛ:, .-,"- S^, -4- Q^, (' mod F).

H s'ensuit que les trois équat ions 12, === o, 12,» == o, û;; •== o se réduisent
a deux é q u a t i o n s distinctes en t enan t compte de la r e l a t ion F = o el le-
même. Si donc, on t i re l ' u n e (les variables ^, y, ^ ^ p , q en. fonct ion des
quatre autres de l 'équat ion F == o et qu'on porte cette valeur dans les
équations ( 5 ) , o'n sera cond.ui.t à un système de deux équa t ions de
Pfaff à quatre var iables . Ces caractéristiques doubles dépenden t donc
d'une fonc t ion arbitraire d 'une var iable . I l peut y avoir d 'autres carac-
tér is t iques doubles ne dépendant que de constantes a rb i t ra i res si F est
divisible par un facteur F._> tel que les intégrales de F-j = o ne vé r i f i en t
pas (Ea).

Inversement , supposons q u e les quatre équat ions ^/F==o, 12, ==; o,
12.^=o, i2:.. === o se réduisent à, î 'rois seulement' en tenant compte
de F = = o . On aura alors une iden t i té

'N dV ̂  Ai2, -i- B^ + Ci2, • (mod F).

et l 'on voit innnédialem.ent, en comparant les coefficients de dp, dq, dz,
que l'on do i t prendre A= P, B == Q, G = Z, et la re la t ion précédente
s'écrira, en s i m p l i f i a n t ,

[X4-^Z- PL, -^Q I K]^-4- [Y. -4~yZ+.PK I — HQ' |Y / r—o (mod V ) ,

Les coefficients de dx et de dy sont donc nuls en tenant compte,
de F==,o , et si l'on se reporte aux équations di f férent ie l les (T^) des
caractéristiques de (Ei), on 'voit qu'elles satisfont a ussi aux rela-
tiens. (5). Elies'font donc partie1 des caractéristiques doubles de ('Ey).
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Toute intégrale non singulière de (lîi") est donc un lieu de caracté-
ristiques doubles de (E.j.)y et, par suite, une intégrale ( s ') de (E,»V

Remarque. — On peut encore établir le résultat précédent en etïec-
tuan t une transformation de contact de façon que l'équation (E i )
devienne? = o. Pour que toutes les intégrales de ( .E) ) soient aussi des
intégrales de (Ë,)), il faut que L et M contiennent le facteur p. Pour
que F soit n u l aussi lorsque p==o, il faudra, clé-plus, que K soit aussi
divis ib le par p. Les équations différentielles des caractéristiques
doubles se réduisent bien à deux

tîff -r- il (IY ~=- 0. f/S — f/ fi'}' == O*

où l'on a remplacé p par zéro dans H. On peut choisir pour z une
onc t ion a r b i t r a i r e de j', et l 'on t irera y et ^ des r e l a t i ons précé-
dentes.

4. Considérons , en par t i cu l ie r , l 'équat ion ^E. j ) à l a q u e l l e condu i t
la recherche des surfaces admet tan t un élément l inéaire d o n n é , q u a n d
on prend pour i nconnue l ' u n e des coordonnées rectangulaires d 'un
po in tde la surface cherchée. Nous désignerons m a i n t e n a n t les var iab les
indépendan tes par // et <' , la le t t re z représentant toujours la fonc t ion
i n c o n n u e . L 'é lément l inéa i re é tant pris sous la forme simple

( 8 ) f/^-^dir- -+- C'^/r2.

où G est une fonct ion connue de //, r, l ' équat ion ( E ^ ) s 'obt ient en
expr iman t q u e la forme quadrat ique
( 9 ) ( { s 1 — tl^ ==^ ( î — pï ) (fa'1 — ïpq dn d^

, , . ^ <)z
-M,(.-.V-)./<-, p=^ ^=^ '

est à courbure totale nulle, ce qui condu i t à l 'équation classique (:i),
, ' (~ ,^âC ôC 1 ôC

do) C(r / - -^ )~^L-^^-^<7J^-^^^

,^^c , "^c î / ^ C Y - ] ., ^ ^ c
~-{^ ̂ P- - ^ ̂  + c l^J J y-+ (" 7^ ̂  ot

( '1 ) Leçons, t. t, p. 43-49-
( î } G. DARBOUX. Leçons sur la Théorie ^énéraie des surfat'e^, t. 1 1 1 , p. î6^.
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C'est une é q u a t i o n (E^)où les coefficients H, K, L, M', N on t les valeurs
suivantes :

,, ,,^C ()C .... ()C - ,, .....
1 1 == L-2 — p — -y- q, K == — q, L =--• o. .i\ = G.,

au c/c ou
,,^c f^c i / ' ()CY , ,,,^cM.=-^^ ̂ -- ̂ -,^(^^ ^,-(^^.

On a, dans ce cas,

•p =, K2 — ML -r- MN = C ̂ fC^.- (^/^ -.- //^|.
Ô!^ t-

Toutes les intégrales de l 'équation du premier ordre ( K i ) ,
( 1 1 ) ^r^lXl—p2}—</2==:0.

sont aussi des intégrales (' ) de (Ea). L'équation (10) admet donc une
famille de caractéristiques doubles dépendant d'une fonction arbi-
traire, ce qu ' i l est aisé de vériiîer. En effet, les équations (5) devien-
nent ici

., , <)C . ,-, , âC , /p^C ()C \
( :-) } Lap — — <] ( i ^ =--, <^/y - - -y- €{ dif 4" L- -i~ // — — q ^c =- o,t au ' ' à ii • \ oit ' (h9 j

fis. -~- p du. -- f] d^ ==-- o.

Pour avoir tous les systèmes de trois fonctions u,p, q de la variable r
satisfaisant à la relation (n) et aux deux premières équations (5), il
est indiqué, d'après la forme même de la relation (11), de poser
p == sinV, q = CcosV, V étant une inconnue auxiliaire. Les deux pre-
mières équations (5') se réduisent à une seule r/Y = —cù\ Les carac-
téristiques doubles sont donc représentées par les équations

- . „, „ ,, ._ àV . ()C
( 1 2 ) p=sm\, ç=:LcosV, V==-^-=^,

.ï == î si n ¥ du -+•- G cos V r/c ;

on peut choisir arbitrairement la fonction u == ^O')? e^ V s'oblient par
une quadrature

,, / " ~ à C ,
V = ; — €h\

J ^u

(r) G. DARBOUX, Leçons sur Ici théorie ^'énércife des surfaces. 1 . 11!. p. '.-'51
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où y- représente ce que devient <— quand on y remplace u par ^(v).
On peut aussi choisir arbitrairement, la fonc t ion V(r") ,el // s 'obtient en
résolvant l ' équat ion

àC
x =Ju'

Remarques. — 1° Les formules (12) ont été établies en supposant
que P n'est pas constant le long d 'une caractéristique double. Si r est
égal à une constante (\p les équations ( 1 2 ) d o i v e n t être remplacées par
les suivantes

t.' z= t 'o. p =?(,. (f === G ( //. F(, ) V î— pÏ. .= == ,5o 4" /^ ̂ ,

po» ^ 'o? ^o étant des constantes arbitraires :
2° On obt ient d'autres caractéristiques doubles en adjoignant la

relation —— =o aux équations (o'"). Ces caractéristiques qui dépen-
dent de trois constantes arbitraires et qui. ne vér i f ient pas en général
Téquation (i i"), ont beaucoup moins d ' intérêt que les premières pour
la suite de ce travail..

3° Pour vérifier que les caractéristiques de (E/) font partie des
caractéristiques doubles de (lîa)? il suffit de poser? === sin V-, q = C cosV
dans les équat ions différentielles de ces caractéristiques :

( i3 i du d\' _ dp _ d(]
^C^p ' > . < / . , dC , ~ „ âC1 ' 2(^ ( i -, - n 2 ) - : :» ( , ( •i, -..„. 7^)

au t à^ '

et l'on trouve cainsi qu'elles se réduisent aux deux suivantes
du ^ ^ d\ âC. — = (,,. tang \ , — == —,
a F r/r ou

dont la seconde est iden t ique à la relation obtenue plus haut. I/élimi-
nation de V condui t bien à l 'équation différentielle des lignes géode-

1 siques. .

5. Ces caractéristiques doubles jouent un rôle important dans la
recherche des surfaces admettant l'élément linéaire (8). Nous sup-
posons que C(uy c) est une fonction analytique réelle et holomorphe

Ann. Ec. Norm.., (3) , XLVÏ. — OCTOBRE 1929. ^7
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des variables réelles u^ \-\ dans un domaine D du plan (^, ^) et que
^( //, i') est, une intégrale réelle de réquatloïi(io), holomo-rphe dans le
même domaine. D'e cette intégrale z\u, ^), on peut, sous certasnes
conditions qui vont être rappelées, déduire une surface réelle (2)
admettant l'élément linéaire (8).

D'après la façon même dont on a obtenu l 'équation ( E^), la fonction
z{ u, < ' ) est telle que la différence
< 1 4 ( ^/.ç-2 — d^ =z dj^ 4- C2 d^ •-- (p du -4- q di-V

est décomposable en une somme de carrés de deux différentielles
exactes clx1 4- dy\ si z { u , ^ " } -n 'est pas une intégrale de (^E<). Pour
que-t- ety soient elles-mêmes des fonctions réelles des variables u, r
dans le domaine considéré, il est nécessaire que, dans ce domaine ,
l ' intégrale z ( u ^ v ) vér i f ie les inégalités
( i5 » ;7 — (^ (, i — p^ ) — //î > o, p'1 <; t . cf- -< (.^'2.

dont la première ent ra îne les deux autres. Ces conditions sont d'ailleurs
suffisantes. En effet, si elles sont remplies, la forme quadratique
ds1 — d^ est décomposable en u n produit de deux facteurs l inéaires
imaginaires conjugués
( î 6 ) ds1 - (l^ = [ a du 4- ( b 4- ri' ) d^ ] [ a du -h { / / — ci ) r/c j,

où l'on a 1 ________
- ,•/ -=: • - - 1 ^ h =z "^ . r = V'C2!!—?')-"-1^2.

V'I—^ V'i-"/?2

Cela é tant , soit (^,,, Pô ) un poin t quelconque du domaine D y a, b^ c
sont des fonct ions réelles et holomorphes de Uy ^ dans le voisinage de
ce point, a et c ne s 'annulant pas. Puisque la forme (16) est réduc-
tible à une somme de carrés de deux différentielles

da^ -A- d y 1 1 ==: 6/(.r 4" l'y } d{x — n'"),

les deux formes linéaires
(( dft 4- ( b 4- c i } d{\ a du 4- ( b - — c i ) d^

doivent admettre respectivement deux facteurs intégrants imaginaires
conjugués dont le produit est égal à un^ que l'on peut représenter
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par e^ ' , e^1, ;x étant réel. Les conditions d'intégrabilité conduisent aux
deux relations suivantes pour déterminer a :

àb àci àb àa
„ an. au àv au, i )c , 'au àc( l 8 ) ~p =z——————, -'==- -4-^———————;

r/^ c ^r a ^/z ^c1

a et c ne pouvant être nuls dan s le domaine du point (/V-'o), on a pour ~^?

-^'î e ty par suite, pour [J., des fonctions holomorphes dans le même
domaine. Il v ien t enf in

a1 -h- (r = f €^f[a du ~h (b -+- ci) rfc],

x ~ ir =z Çe-^[aciu •4- ( b — c i ) c/c],

d'où l'on tire pour a? et y deux fonctions réelles et holomorphes deu, v
dans le voisinage du point (^o? ^o)- La. surface représentée par les
équations .

x=^(iI^,i•'), y==y{u, v), z=s(u,v)

admet bien l 'élément linéaire (8) et ne présente aucune singularité au
point Mo qui correspond aux valeurs (^0 ,^0) , car lejacobien ĵ T-T1—"^
par exemple, n'est pas nul pour ce système de valeurs.

Les fonctions^, y ne sont déterminées qu'à des constantes additives
près quand on a choisi la valeur de la constante qui entre dans ;j.(^, c).
Quand on change les valeurs des constantes dont dépendent x etj, la
nouvelle surface se déduit de (2) par une translation parallèle au plan
des XY, tandis que le changement de la constante qui entre dans (x
correspond, on le voit aisément, à une rotation autour de 0^. Remar-
quons encore qu 'une permutation de x -}- ly en , r— ly revient à chan-
gçî. y en —y, c'est-à-dire à remplacer la surface (S) par une surface
symétrique. En définitive, la surface (S), qui correspond à une inté-
grale z(u, i^) de (Es), n'est pas complètement déterminée, mais toutes
ces surfaces se déduisent de l'une d'elles par une symétrie, ou par une
rotation autour d'un axe parallèle à 0^. Cette remarque s'applique à
tous les cas qui seront examinés dans la suite*

Considérons le cas plus général d'une intégrale réelle zÇu, p}, satis-
faisant aux inégalités (i.')) dans le domaine D, mais non uniforme
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dans ce domaine. Supposons, par exemple, qu 'un chemin fermé situé
dans D, parlant du point (^o, ^,) et y revenant, conduise de la valeur
^U^) de l ' intégrale à une valeur différente ^(//, r ) de la, même
intégrale; j , ( / / , ^)et^(^ ^fournissent deux portions de surface OL^)
et (Sa)» q^i correspondent point par po in t à une région du plan ( a, ^ )
entourant le point (^o, i ' , ,). Ces deux port ions de surface, qui appar-
t iennent ii une même surface analytique, se correspondent point par
point avec conservation des éléments linéaires, sans être, en général,
snperposables. C'est ce que M. Gambier appelle une auto-application.
L'existence de surfaces admettant une auto-application est une con-
séquence i m m é d i a t e de ce qu ' i l existe des intégrales non uniformes
pour une équation aux dérivées par t ie l les . 11 peut y avoir auto-appli-
cation dans d'autres circonstances comme nous le verrons plus loin .

6. Une port ion du domaine D où les inégalités ( i5) ne sont pas
toutes vérifiées ne peut correspondre à une portion de surface réelle
admettant l 'élément l inéai re (8). Supposons, pour fixer les idées, qu' i l
existe dans le domaine D une ligne A, le long de laquelle ëF s'annule
en changeant de signe. Cette l igne A est nécessairement analytique;
elle décompose le domaine D en deux régions D^ Da, ^ étant positif
dans D, et négatif dans Dy. On aura aussi, dans la région D^ p^ < i,
q ' 2 <C2 . Dans ces condi t ions , à la région D, du plan ( / / , <'), corres-
pond une portion de surface S, sans points singuliers, admettant
l'élément linéaire (8), pour laquelle on peut prendre z = sÇu, <•'). Le
but essentiel de ce travail est /a recherche des ntigularùés que présente
la surface (S, ) lorsque le point ( iiy < 1 ) vient sur la ligne de séparation A.

Le long de cette ligne u^ \\ p == — - q == — » z sont des fonct ions .
d'une variable indépendante , formant une multiplicité Jlli, dont tous
les éléments satisfont à la relation ^ == o. Cette multiplicité appartient
donc à une intégrale z ' Ç u ^ i ' )de l 'équation (E,), qui est aussi une inté-
grale de (E/). Celte intégrale ̂ (u, ̂ ) est différente de z(u, v}^ puisque,
par hypothèse, z { u . , ^ ' ) ne satisfait pas à la relation 3^ '=o . Les élé-
ments de 311i appartiennent donc à deux intégrales distinctes de (Ey) ,
et par conséquent JII, est une caractéristique de (Ea). Or tous ses
éléments satisfont à l 'équation ? F = = o ; c'est donc une caractéristique
double de (E.^). ^ , 1 1 1 ! • 1 ^ , .. , ! ! ' , / . ! „ ! ! ••
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Nous sommes donc conduits à é tudier successivement les deux pro-
blèmes suivants :

i° Déterminer les intégrales de ( E n } ( / a i contiennent tous les élér/ients
d'une caractéristique double de cette équation. Nous nous l imiterons à
îa recherche des intégrales holomorphes;

2° Connaissant une intégrale holomorphe zÇu^ ^ ) r en fe rman t tous
les éléments d'une caractéristique double Jtli, ayant pour support une
ligne A du plan (;/, c), étudier la nature des fonctions x ( u , r), yÇu, ^},
déduites de hî relation ds1 — d^ == dx^ -+- r/r2, dans le ï^oi^inage de' la
ligne A.

7. Pour étudier le premier problème, nous supposerons que, t o u t
le long de la caractéristique double considérée, la relation entre 11 et \'
se réduit à u == o. On satisfait à cette condition en prenant pour courbes
coordonnées les parallèles à la courbe qui sert de support ponctuel à
la caractéristique, double sur une surface admettant l'élément linéaire
donné et les géodésiques orthogonales. Pour préciser les hypothèses,
nous supposons que ' C ( u , v ) est représentée, dans le voisinage de la
ligne u -== o, par un développement
( 1 9 ) C -=. \ -r C, ( t.' )// -i- (,.̂  ( (•' ) U 1 -r .. . -I- (J///,,(- { / ' l t - } - - . . . .

C i , €2, • . ., C,n, . . . étant des fonctions holomorphes de ^ dans un
intervalle (('o, t5,), et la série ( 19) étant convergente dans le domaine
défini par les inégal i tés

ff 1 <; r. (\i ̂  <' ̂  F) , , ,

où À et /• sont des nombres positifs assez petits.
Pour // = o, on a A2 = d^, de sorte que v représente, au signe près,

l 'arc de la courbe // = o, comptée à par t i r d 'une origine que l'on peut
choisir arbitrairement.

Les caractéristiques doubles, dont tous les éléments vérif ient la
relation // == o, sont représentées ( \) (n0 4), par les équations
(20 ) // == o, p =- si n V. (f -==-• cos V ,

V^f^ =€,. • ̂  f cosWr.4-:,,
\ au' } d J\,

\ 1 ) î.orsqu<î G; -= o. les formules u == o./? ~= /// sin V , q == wcosV. z — j m co>\ r/c,
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et dépendent de deux constantes arbitraires qui figurent dans ^ et
dans z. Il est évident que la constante ,.^o correspond à- une translation
parallèle à Qz. Nous verrons aussi un peu plus lo in que, 'sauf dans un
cas particulier, l'autre constante n ' intervient pas dans la forme des
surfaces obtenues. Nous pouvons encore écrire les équations (19)
et (20) :
(ig^ G -==- l -r V^/, 4- C^ l / '1 -+-... -4- C/^^, -••i- ....

( 20' ) fi --= o. p"-==^ sin V. q -==. cos V. z ==- j cos V dv -+- .^0,

en supposant connue la fonction V. Une intégrale holoniorphe de(Ea),
contenant tons les éléments de la caractéristique double définie par
les équations (2C/), est représentée, en négligeant la constante s^ par
un développement de la forme

. ( 2 1 ) • z == 1 cos V d^ -S- il sin V -4- qa^ tf^ 4- îp:i M^ -i--...-+- 9« { / n -+-1. • • 5
^p,,

ça, 9 ; ^ , . . . . , y,,, . . . étant des fonctions holornorphes de v dans un
certain domaine, et nous avons d'abord à déterminer ces coefficients
de façon à obtenir un développement satisfaisant formel lement à
l'équation (Ea).

I l est commode, pour la sui te des calculs., de poser

z == cos Vclv ,-4- u sin V 4- Z ;

les grandes lettres P, Q, R, S, T désignant les dérivées de Z, on a

^rrrsin'V -4- P, , - ! 1 1 1 . ! ' : ! !

( y r ^ C O s Y ^ Ï - i - ^ V ^ - h - Q ^ 1 1 , . • , - '
1 1 1 1 . 1 ^ ' ' 1 1 1 r=R, 1 1 ^ 1 ; 1 . 1 . 1 1 ^ 1 ; 1 , 1 1 1 , • 1 1 1 . 1 1 ! • , 1 1 / •

- . , .s>===cosV.V /•+- S, , , ' . ,
. t=— sinYJi 4~- u^')^'' ~\- /<cosV.V / / -^- T, ^

où V a la même signification et où m est une constante quelconque, représentent
aussi une caractéristique double, mais les éléments de cette multiplicité ne vérifient
la relation ^ = o que pour m === d= i. <f
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et l'équation {10} est remplacée par l 'équation
(21) C ( R T — S 2 )

4- B C u cos V. V'" — G sin V V '( i -h if- V / )

4- G2 )L ( P -+- sin V ) .— àc f 0 4- cos V ( i — u V / > • )
€?« '• ! ^F L ' '

.̂ . 2 S [ àc [ Q 4- cos Y(i - u \ }] - G cos VV't

- - C cos2 V V72 -r- a ̂ c cos V. VÏ Q -4- cos V ( ï .4- /,/ V / 1 1
ou L v

^C^tP.-sinV^
r^/2

^C ï /^CV ,-,, , ,., ,., y, ^C| ^C ï /'^CV ..., , ,., ,.,-^ -4- [ < ) 4- cos V ( î -ï- //, \ 1- ) 2

| r^/2 L \ au /
-4- [ < ) — cos V ( î -ï- //, \ !' ) 2 •4- G -,— = o.

r^/2 L \ à u ) ~ au-

Si l'on ordonne les coefficients défi et de S, et le. terme indépendant
de R, S, T, suivant les puissances de u, P, Q, l 'équation (21) peut
encore s^écnre
(-.î ï / ) G( RT — S2 ) -l- (. VT -4- a C^ sin Va -4-...) R- -i- ^ ^ VQ -+- ^ Ça cos V /^ -i-...) S

-- 4 Cs sin Y.P — 4 Ça cos VQ -+-...=: o,

les termes non écrits étant au moins du second degré en / / , P, Q. En
substi tuant dans cette équation un développement
( 22 ) Z = îp^ ̂ 2 "{- <0:; ̂ :i •4- - . . -i~ ©/î U'1 -4- . . . ,

les seuls termes du premier degré en ^proviennent du terme en R et
de - 4C^ sinVP, et le coefficient de u est égal à

-^[a'V^ -r- -iC^ siïlV"| —SC^s i l ïVOsr r r ^p^ lV 'p^ - - {^ sin v ]•

La fonction 92 ( ^ ) doit donc être racine de réquat ion
( 2s3 ) cp^O^pï -li" ^a sinV =:. o.

Pour la suite des calculs, nous distinguerons trois cas :

Premier cas (cas général) : V^ et €3 sont différents de zéro. -— Sur
une surface, dont l'élément linéaire est donné par la formule (8), la
courbe u == o n^est ni une ligne géodésique, ni une ligne de courbure
totale nulle.
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Deuxième cay : C_, •==• o et V/ est différent de zéro. — Là courbe // --= o
est une ligne de courbure [otale nulle, sans être une ligne géode-
s ique .

Troisième cas : ^ ' = 0 . — L a courbe / /= o est une l igne géode"
sique.

II.

8. Nous supposerons que la fonct ion C ( u , ^ ) est holomorphe dans
le rectangle (fi l imité par les droites u == ± r, v == ± h et qu'elle est
représentée dans ce rectangle par une série (19) où les coefficients
C/(r) sont holomorphes dans l ' intervalle (—A, -+• h). Si V^ et C^ ne
sont pas iden t iquemen t nu l s , on peut , en outre, choisir rorigine des
arcs sur la courbe // == o et le nombre h de façon que V^ et C.^ ne s'an-
nulent pas dans cet interval le; enfin, nous supposerons h assez petit
pour que l'on puisse choisir la constante qui figure dans V, de façon
que s inV et cosV ne s 'annulent pas non plus dans le même intervalle.

La valeur de Vê tan t choisie de cette façon, on peut prendre pour y^
une des deux valeurs <pa == o, ©3 = ^—. Prenons d'abord pourç_> cette
seconde expression qui représente une fonction holomorphe de P dans
l ' intervalle ( — À , 4- h), ne s ' annulan t pas dans cet Intervalle, Pour
calculer les autres coefficients o:;, y/,, ..., y/, du développement (22),
remarquons qu'après-la substi tut ion de ce développement dans le pre-
mier membre de l 'équation (21), les termes qui dépendent de y,, sont
au moins du degré n — i en u efc les termes en o/j^""1 proviennent
u n i q u e m e n t de

R[ V7 P .+- 2 0 sin V IL \ — 4a'sm VF.

En remplaçant P et R parleurs développements et V^Ça par C^ sinV, on
obtient pour coefficient de y/j/^' le produit 2/1(27% — 3 )C,> sinV. On
a donc, pour déterminer ®/^ une relat ion de la forme

2 n ('-s n — 3 ) C,_, sin V <p^ 4--.. . =- o.

lés termes non écrits dépendant des C/ et de ç^, 03, ..., 9^-4. En pre-
nant successivement n == 3, 4? • — » on obtient de proche en proche
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tous les coefficients, et,l 'on a un développement unique

''~t{ 2.4') ^ === I cos \ eu- -7- // sin V -i- o.j ^-'2 — o;; //:i — . . . -4- Qn u 1 1 --T- . • -1 •..

dont tous les coefficients sont des fonctions holomorphes de ^ dans
l'intervalle ( — h, 4- h), satisfaisant, formellement à l'équation (10).
Nous admettrons provisoirement la convergence de ce développement
qui sera établie plus loin d'une façon indirecte.

Si dans ^ Qn remplace z par le développement précédent (24), et
qu'on ordonne le résultat suivant les puissances de //, on obtient, en
n'écrivant que le premier terme de la série obtenue,

_ _ ^C^sin'^V

de sorte que 37 change de signe avec a.
Prenons, en second lieu, ©,>=-= o et cherchons une solution de

l'équation (21) représentée par un développement de la forme

( 26 ) Z == ©:; ( ^ ) /r' +-. . . -4- y/, ( P ) ̂ /' -h • . . .

Après substi tution de ce développement dans le premier membre, on
voit immédiatement que le coefficient de //2 ne dépend pas de 93. On
pourrait vérifier directement que ce coefficient est nu l ; nous le prou-
verons un peu plus loin d'une autre façon en montrant qu'il existe au
moins une intégrale de l 'équation (21) représentée par un dévelop-
pement de la forme (26). Nous pouvons donc, pour la suite des cal-
culs, choisir arbitrairement le coefficient ©:(. Cette fonction étant
choisie, les coefficients suivants y.», Ço, . . . sont déterminés de proche
en proche par récurrence. Après subs t i tu t ion , -y / , ne figure dans le
résultat que dans des termes de degré n.— \ au moins, et les termes
en <p/^"""1 proviennent u n i q u e m e n t de

2C,smVR^—4CiS inVP,

et le coefficient de ^fi" - ' est 'zn^n — 3 )C., s inV. En égalant à zéro le
coefficient de ^l""1, on a donc une relation

2 n ( n — 3 ) C^sin \^n. 4- . . . == o! ( n ̂  4. i'

.4nn. Éc. ^orm., (3) , XLVI. — OCTOBRE 1929. 38
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où les ternies non écrits dépendent des coefficients y / d ' i n d i c é infé-
rieur à n.

.// ne peut y a^oir impossibilité pour le calcul de f^. — Nous savons,
en effet, que l 'équation (E|") admet u n e intégrale particulière contenant
tous les éléments de la caractéristique double (ao7), qui est aussi une
intégrale de (E.>). Cette intégrale est représentée aussi par une série
de la forme (^î'), dont on peut déterminer les coefficients Ç a ? ?:i? • • • <
en substituant ce développement dans ^. Dans le résultat de la sub-
sti tution, i l y a un terme du premier degré en u, qui est — ^ s i n V ç s / Y . ;
on doit donc prendre o_> == o. En égalant ensui te à xéro le coefficient
de u2^ on trouve qu'on doit prendre

G.ces2 V
( 2 7 ) . •• ?.- 3sinV ;

les autres coefficients y,», ç;,, . . . se déterminent ensuite de proche en
proche sans aucune ambiguïté.

Il y a donc une infinité de sérîes de la forme

( 28 ) z == f cos V dv 4- « sin V -4" cp:; //:i -h . . . -+-y« ff'1 +•. • .,
,JQ •

dont tous les coefficients sont des fonctions holomorphes de P dans
l'intervalle (—h, 4- À) et qui satisfait formellement a l'équation (ïo).
La convergence de ces développements sera aussi établie plus loin
pour une in f in i t é de formes de la fonct ion ©3. Cettefonction y;i peut
être choisie arbi t rairement , et si l'on ne la choisit pas égale à———.—?

.: ' 0 S1ÏÎ V

la fonction représentée par la série (28) ne peut être une intégrale
de (E/). Si l'on remplace, dans ë?s z par ce développement, le résultat
de la substitution commence par un terme en //%
( -29 ) ^ = 2 ( 0^ cos2 V == 3 sin V ̂ ^} i^ 4- . .., ,

de sorte que S1 s^ annule avec IL sans changer de signe.
En résumé, l 'équation (E./) admet une infini té d'intégrales holo-

morphes ne vérifiant pas l'équation ( E i ) et renfermant tous les élé-
ments de. la caractéristique double ( 1 7 ) . On a d'abord une intégrale
isolée, pour laquelle ^ change de signe avec //, puis une famille d'in-
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fcégrales dépendant d 'une fonction arbitraire pour lesquelles ^ ne
change pas de signe avec u.

. 9. Considérons d'abord la première intégrale, dont, le dévelop-
pement commence par u n . terme du second degré en u. D'après la
relation ('25), C^i —p 2 ) — q ' 2 change de signe avec a. Supposons que
l'on ait pris les nombres h et r assez petits pour que, dans le rec-
tangle tK défini plus haut, S7 conserve le signe de son premier terme;
nous admettrons encore, pour préciser, que Ca.^ est négatif dans Fin-
tervalle ( — A, + h), de sorte que 37 n'est positif que dans la partie du
rectangle ((Jl où // est positif. Cette partie peut seule fournir une nappe
réelle de surface (S), dont l 'élément linéaire est donné par la for-
mule (8), telle que la coordonnée s(u, ̂ ) soit égale à l'intégrale (24).
Nous allons, pour cela, reprendre les calculs du n° 5, afin de déter-
miner deux autres intégrales x{u, c), y{u, v) telles que

daf1 -4- dv'1 -4- ^s2 == du '•i -4- C'2^/^.

Les premiers termes des développements de p , q, a, b sont les
suivants :

p -==. sin V -4- 2 cp^ a -4-. . ., (f ~=- cos \ -+- cos \ . \ f / /+ . . . ,

a == \/ ï — f/1 == cos \ — s Q)^ tan^' V^ //- --j- . . .,

h == —— I J — ==. — sin V — —T— -+- sin V. V ' \ n — ... :
V I — D 2 COS-V j

ii
\ ï -P'

c est de la forme ir^, ̂  étant une fonction réelle holomorphe dans Jl
qui ne s'annule pas pour u == o et qu'on peut' supposer positive pour
u = o. Si l'on reprend le calcul du facteur intégrant ^ les for-
mules (ï 8) donnent pour -^ —^ des expressions de la forme suivante :

- ^ A ^ B
(••3o) -•-==— 5 — = "-"=:»

au ^n c)v ^ u

A et B éfant des fonctions régulières dans le rectangle c%. Le numé-
, , , àb ÔQ » j - ,ra teurAne s annule pas pour u = o, car , — -^7 se r e d u î t , p o u r ^ = = o,



300 . E. COURSAT.

à — y.j tangV. La cond i t i on d ' intégrabil i té des équations (3o )
/ ^ A (}B\ ,,

•À!f ( —— — ——• -p B=0
\ àv (/u 1

prouve que B est de la forme //G, la fonction G{^u, ^ ) étant régulière
dans le même domaine; ^ est donné par l ' intégration d'une différen-
tielle totale

du. == —^ du --{- G \ u dv,
v^

et Fon peut prendre
r " AA

^o V u
( 3 ï ) jj.== f —— du == î 1 ( u. ( ' ) \ ( { .

Ja { u

H(//, <1) étant aussi une fonction holomorphe dans dl. Le facteur inté-
grant e^ est de la forme a 4- ^i\lu, a et ? étant des fonctions réelles et
régulières dans ai. Le produi t

( a -\~ j3 /' y // ) [ a clif -^- b dv -\~ y ï \ u dv \

devant être une diiîérentielle exacte d{x -4- iy ), on a donc
dx == a( a du. 4- b dv -— (3'y/v <'/(',

<'/v =: ^ // f j3 ( <7 du -r- /> </i1 ) -i- / ̂  </(' [ ;

De la première, on tire pour x une fonction holomorphe dans tfl,
tandis que l 'on peut prendre pour y l'expression

r 1 1

y -=. f a^ \ u dif.
' • /<»

qui est de la tonne
( 3'2 ) r == u2^ ( //. c \,

^ ( U y t ' ) étant une fonc t ion holomorphe dans le même domaine.
En résumé, on peut associer à l'intégrale s( u, ̂ ) deux autres inté-

grales de (Ea )^( ^, r), y(^ ^ ' ) satisfaisant à la relation
dx^ --i- dr'1 -r- d^ =- du'1 — G'2 dv^

l 'une d'elles x{iiy v ) étant holomorphe dans cR,, tandis que\y(u^\) a
ne expression de la forme (3a) et n'est réelle que pour les valeurs

positives de u.
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10. La conclusion précédente suppose, toutefois, qu'on' à'établi la
convergence de' la série (24 ) , d'où l'on est parti. Pour démontrer
cette convergence, nous suivrons une marche inverse en démontrant

:{
d'abord F existence d'une intégrale de (E.,) de la forme ^^(u, 1'), la
fonction ô( u. r) étant holomorphe dans le domaine de l'origine. On ne
peut appliquer ici les théorèmes classiques d'existence, puisque cette
intégrale n'est pas holomorphe dans le voisinage des valeurs u = c = o
et un artifice est nécessaire pour être ramené à la forme normale.

Cette intégrale renferme tous les éléments de la multiplicité nngu-
lière (' ')JI'l, représentée par les équations

Les valeurs des dérivées secondes r, .y, / le long de OVi, sont fournies
par l'équation ( 10) et les relations

dp ~=- r du -\~ s /7c, ( ! ( / -=-. s du 4- t d{\

q u i , donnent immédiatement s = t= o, tandis que l'équation ( i o )
donne pour rune valeur infinie si C^ n'est pas nul comme on l'a sup-
posé. 11 n'existe donc pas d' intégrale holomorphe renfermant tous les
éléments de la multiplicité 3Ti^ On obt ien t une intégrale non holo-
morphe satisfaisant à cette condition au moyen de la transformation
d ampère

X =:p, Y z== i\ Z == z — p i / . P = — f/, 0 = q,

d'où Pon tire inversement
/ / ^=—P. rr=Y, ^ ^ - Z — P X . p=\, q=q.

La transformation prolongée donne les dérivées secondes
i S RT — S2 ! T

1 '^-ÏT1 ^-R' t=—————. rt-^=^^

( l l J'appelle ainsi toute multiplicité d'éléments du premier ordre telle que Inéqua-
tion ( ' 10 ) jo in te aux deux équations

dp --= r d.r — s dy, dq == s dx — t dy- !

donne pour Pime au moins des dérivées du second ordre /*, A', t une valeur infinie
(voir pins loin, n0 2?>).
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et réquatio-n (io) est remplacée par la suivante :

(33 ) -CT-^C^X-^Q"-^QS
au â^ ^ ' au

F.,^C -,^c r^c , i/^cvi (+ C-^-G-^-X- j^+^^J JÇ^R=O,

où l'on' a remplacé u par — P et y par Y dans C, <—? —? !—— La mult i-r r r au àv àu^
plicité 3Ti^ est remplacée elle-même par une mul t ip l i c i t é d'éléments
du premier ordre J\l\ définie par les relations

X = = Z = = = P = Ç " =0.

La nouvelle équation (33) possède une intégrale holomorphe qui ren-
ferme tous les éléments de 3TL\, car le coefficient de B est différent de
zéro pour u n élément de 3TC\ si €3 n'est pas nul, ainsi qu'on le sup-
pose. Si l'on développe cette intégrale suivant les puissances de X, le
développement commence par un terme du Iroisième degré
(34) Z^O^^X^-..,.

dont le premier coefficient <t^ n'est pas nul pour Y = o, si^/ n est pas
nul, ainsi que le prouve un calcul facile. Il est essentiel de remarquer
que ce développement ne renferme que des puissances impaires de X. En
effet, si l'on prend pour Z une fonction impaire de X,
( 35 ) , , Z =: (î), X:1 -i- <t». X r t -(-. .. -r <^+i X2^:1 -+-. , ..

Q, R, T sont aussi des fonctions impaires, tandis que P et S sont des
fonctions paires. Après la substitution dans le premier membre de
l'équation (33), on n'aura que des termes de degré impair en X. On
peut donc déterminer par identification un développement (35) satis-
faisant formellement à l 'équation (33), et ce développement est forcé-
ment identique à celui de l'intégrale holomorphe qui commence par
un terme en u3.

De la formule (35), on tire ensui te
-^^P^S^X^-hS^X 4 -^ . . . , ^ '

. G ^ Z — P X ^ r — ^ ^ X ^ - - 4^X^-4- . . . . , .

L^élimination de X e t de Y ==(' conduira à rexpression de z en ?/, ç\
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De la première des relations précédentes, on tire . :

//] = X \/— 3 <!»;; — 5€»., X2 —...= r-i X -r- c-gX0- ^...,

le second membre ne renfermant que des puissances impaires de X,
e t c , , C3, . . . étant des fonctions holomorphes de ^ dans le domaine
de l 'origine et réelles si <!>;( est négatif, dont la première n'est pas nul le
pour c= o. Par inversion, on en déduira un développement de X sui-

\
vaut les puissances de ir ne renfermant que les puissances impaires (1)

de /r'
X == i l '2 { y , 4- y.j // -4- . . . -4- y n f^ -4--. . . ).

En remplaçant X par la série précédente dans l'expression de ^,
on obtient le développement d 'une intégrale non holomorphe de
l ' équa t ion (33')
( 36 ) 3 == // "-' [" Oo ( t' ") -- ^1 < r ) // -t- • • • --T- ^n ' . t ' ) // /' •— ... "|,

4'o, ^ « » * * " » ^/^ * • • é^0^ des fonctions holomorphes de c dans le
voisinage de c==0y et la série étant convergente dans le domaine de
l'origine, et ces fonctions étant réelles, si <ï^ est *négalif, comme on
peut le supposer.

I I . Si l'on remplace j par cette intégrale dans la forme quadra t ique
du1 -+- C2^2— d^ elle se décompose en deux facteurs linéaires

et les formules générales du n" 5 mont ren t immédiatement que a, A, c
sont des fonctions réelles et régulières dans un certain domaine
entourant la ligne // = o, a et c n'étant pas nuls pour u == o.Le raison-
nement s'achève comme au n" 5: on pent adjoindre à l'intégrale (36)

i 1 ) II suftit d'observer qu'une courbe représeniée par iine équation

y =- Ci x' -i- C;̂ 3 —. . . -4- G2/,-M ̂ 2"-M -- ... . <Ct ̂  o)

admet pour centre rongîne, et par suite, le développement de .y ne renferme que des
puissances impaires dey.
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deux intégrales holomorphes de l'équation ( îo)
\ X -==: .2-(, ( (•' ) + ̂ '.i ( t ' } // --r- . . . .

] Y==y^^} -4-Ji( P ) / / -4-. . .,
(37,)

telles que l'on ait ident iquement
( 38 ) ^r2 4- d}'11 -4- dz2^ du^ -+- C2 ̂ P2.

La surface (S) représentée par les équations (36) et (37) admet
bien l'élément linéaire donné. Le plan^===.o est un plan de symétrie
de cette surface, et la section par ce plan est une courbe plane F
représentée par les équations

./•==:. r^ ( ( ' ) , _r-==;>'o(( t , )-

De l'identité (38) on dédu i t , en égalant les coefficients de du2, dudv, d^
dans les deux membres, les relations

^ f + r ï = = ï . .ï',.f^~}-v,v'Q=o. (.r;,)2^-^1)^)2^!, x^\ ̂ .yo-y^v/-

Des trois premières relations, on déduit que l'on a

.y, == .sin G..). • ) \ = cos &) * .^ ~== cos G) . r^ = — si n <^.

co étant une fonction de la variable <', et la dernière devient ̂  = W.
On a donc

G.) == 'V 4- CO^,

ojo étant une constante arbitraire. La courbe F est donc représentée
par les équations

,:r=:.̂ ,+ ? cos(¥-4--û0o)<:/p, _r=:;)/r,-(-| :sin(V-4-^«) ̂ ;
«Ai " o

par une translation et une rotation convenable, on peut faire coïncider
cette courbe avec la courbe qui a pour équations

/'p r "
( 3 c ) ) .r==: / cos V dt^ r •==- ) ^inV^/t.'. , ,

J^ J Q

•Ce sont précisément les équations d'une courbe plane dont l'arc est
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égal à r, et dont le rayon de courbure est égal à —, == — 5 c'est-à-dire\ Gi
au rayon de courbure géodésique de la courbe u == o sur une surface
admet tan t l ' é lément l inéai re (8). On sait en effet, que. cette courbe est
complètement déf inie de forme et que les constantes dont elle dépend
n ' in f luen t que su r la pos i t ion . Quelle que soil la valeur de la cons-
tante coo, les intégrales ,.r et r admettent, l 'une et, l ' autre , tous les
éléments d 'une caractéristique double ayant pour support ponctuel
dans le plan {u, ^) la courbe // == o, telle que

// r= o. ,-~ =: sm ( V -h- Q),, ). — = cos ( Y -h (,.)„), .z- -==- f ces (' V-r- î«.)o') ^fi -+- .i^'o.

Nous voyons en même temps, comme on Y'c\ a n n o n c é y que le choix de
la constante qui. figure dans V n ' inf lue pas sur la forme de la surface
obtenue (E), mais seulement sur la position de cette surface.

-1.2. Reprenons les notat ions primitives. L'intégrale (32) n'est
réelle, pour les valeurs de //- voisines de zéro, que si u est positif,
lorsque le produit C.jV est négatif dans l'intervalle^—h, + h} comme
on l'a supposé. A chaque point de cette région correspondent deux
points symétriques par rapport au p lany== o, et nous avons ainsi un
autre exemple (^auto-application. On peut donner du résultat précédent
un énoncé physique déjà connu, mais dont on ne semble pas avoir
bien pénétré j u squ ' i c i la signification analytique. Soient (S) une
port ion de surface a d m e t t a n t l 'élément linéaire (8), (2 une ligne située
sur cette por t ion de surface, qui n^est n i une lignç géodésique ni une
l i gne de courbure totale n u l l e , r une courbe plane dont le rayon de
courbure en chaque poin t est égal au rayon de courbure géodésique
de (3 au po in t correspondant, quand on fait correspondre les points
des deux courbes par égalité des arcs. On peut déformer la surf ace ^'S)
ou du moins une portion assez voisine de <3 pour que cette courbe €•
vienne s 'appliquer sur ï\ chaque point de Q venant coïncider avec le
po in t correspondant de F, mais dans cette déformation il se produit
une déchirure de la surface (S) le long de la courbe (3, de sorte que la
déformation ne s 'applique qu'à l 'un des côtés de la surface (S) l imité
parla courbe (î.

^nfi. Ef. !\'orm., ( 3 ) , X L V L — OCTOBRE 19^9. ;>()
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Pour reconnaître quel le est la portion de surface conservée dans la
déformation il faut savoir la signification 'géométrique de l'inéga-
l i té CaV^ <o (n° 9). Rappelons d'abord ce qu'on entend par région
de convexité géodésique et région de concavité géodésique d'une
portion de surface relativement à une courbe. Soit, sur une surface (H),
un arc de courbe AB dont le rayon de courbure géodésique n'est ni
nul ni infini en aucun de ses points. Soit ! le centre de courbure
géodésique de cet, arc AB en un de ses points M. Le plan normal en M
à cette courbe coupe la surface (S) su ivan t deux arcs Ma, Mp don t
l'un Ma se projette sur le plan tangent en M du même côté que le
point I, tandis que. l'arc M,p se projette sur le prolongement de IM
au delà de M. Lorsque le point M décri t l'arc AB, ces deux arcs Ma, Mp
engendrent respectivement deux portions de la surface (S) voisines
de l'arc AB, dont l'une (engendrée par Ma) est dite région de concavité
géodénque^ relativement à l'arc AB, tandis que la portion de surface
engendrée par M[3 est la région de convexité géodésie/lie.

Reprenons le rectangle (R défini plus haut (n° 8) qui entoure un
segment de l'axe u=o dans le plan ( / / , i1) et proposons-nous de
reconnaître quelle est la portion de ce rectangle qui correspond à la
région de convexité géodésique sur une surface (S) admettant l 'élément
linéaire (8), relativement à la courbe u == o. Prenons pour origine un
point M de (2) sur la ligne u === o, pour axe des ^ la normale, pour axe
des .x la tangente à la courbe ^ = = 0 , et pour axe des y la perpen-
diculaire à l'axe ox, la direction étant choisie de telle façon que y soit
positif pour les valeurs positives de u voisines de zéro. Avec ce système
d^axes^ on ây à l 'origine des coordonnées,

àx _ • àœ _ ày _ 'à^ _ -c^ _ , à^1_ ..
•^ — °» ^ — --ï ? -^ — • ^ — • » ^ » ,̂ -1 -

Des formules classiques

,. /c^V , ,., àx àoc ^(àx^-b —— ==.r, • b — — == o, S — === t.- ,
\àu-) au. àv \à^j

1 à'2 v 1 1 ' ! 'on déduit aisément, pour u = o, la relation — ==—V 7 . D'autre part,
rordonnée du centre de courbure à l 'origine de la projection sur le
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n des xy de la courbe u == o a pour expressionpla

On aura donc Y ^> o si V est négatif et inversement. En d 'autres
termes, si N1 est positif, la région de convexité géodésique correspond
à la région n'^>o du plan ( / / , r') et la région de concavité géodésique
à la région n<^o. Ce sera l'inverse si, V^^o. Cela posé, Pinéga-
lité Ça V7// <^ o est équivalente à l ' inégal i té KV'^7>o, .K dés ignant la
courbure totale en un point de la ligne ^=o. Supposons la région ̂
assez petite pour que la courbure totale ne change pas de signe dans
cette région. La discussion de l ' inégali té précédente se fait aisément,
et l 'on arrive à cette conclusion que Von a C.j V^H <^ o dnns la région de
convexité géodésique si la courbure totale est positive., et dans In région
de concavité géodésique n la courbure totale est négative,

Telle est, dans chaque cas, la région voisine de la l igne u === o, q u i
est conservée dans fa déformation ( !).

Un exemple de cette déformation avait déjà été signalé par
Darboux (2 ) pour les surfaces de révolut ion. La surface (ï) représentée
par les équations

*

z { { / , c ) == — cos ( ^ ' i (' '). .̂  ( f/i f ) == — sin ( c - i r ). ^•,== j { / i — -—• ̂ lf'
( i f 1 • u V <"\

où U est une fonct ion de la seule variable //

l • r== I. -4- ( ' \ U ~\- C''.^ { { ï -r- . . . ,

les coefficients Ci et Ça étant , différents de zéro, est une surface de
révolution pour laquelle on a d.r = du^ 4- IPÀ52, et la ligne // == o est un
parallèle de rebroussernent. Les intégrales.2-(//, ^ ) Qts(u, r) renferment
tous les éléments d 'une caractéristique double. Par exemple J(/^ ^)

(^ Voir le fascicule XXX Ï du Mémorial des Sciences mathématiques, par
M. B. Gambier {Applicabilité des sur/cices au point clé vue fini. p. 'j'3 et suiv.).

( 2 ) Leçons sur la théorie des surfaces, t. i, 2e édition, p. g3 et suiv.
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contient tous les éléments de la caractérist ique double
' , cos( Y', r )

// ==o, p -==- ces ( c'i c ). q == — s m ( r', r ), z ==• —————

13'. Considérons maintenant une intégrale de l 'équation représentée
f~^ - " *) \ ~

par un développement (78) où ©3 est d i f férent de -——.- ^ et admettons
encore la convergence de cette série dans un rectangle CR, de dimensions
assez ! petites autour de ta droi te u=o. On. peut supposer ces
dimensions assez pet i tes • pour que ^ conserve un signe constant
dans cR, celui de (C^cosV ~ 3 sinVcp^/.r et, pour avoir une surface (S)
réelle il est nécessaire de prendre pour ©3 une fonction [elle que le
coefficient de u'2 soit/positif: Cette condit ion é tant supposée remplie
êP est nul pour //. = o, mais reste positif pour les valeurs de u voisines
de zéro, et cela conduit à des conclus ions tout à fait différentes de celles
des paragraphes précédents.

Quand on décompose la forme quadratique dir + C 2 / / ^ — d ^ 2 en
deux facteurs l inéaires, on ob t ien t pour a, ôy c des séries

a :=r cos V -+-. . ., b == — îïiïi V — sin V V1 / n •-(- . . ., (:'. == y, // -i- . . .

a coefficients réels, tous les termes non écrits é tan t au moins du
second degré en u^ ,et le coefficient V i n 'étant pas n u l ; -y- — — est

divis ible par u et les formules (18) donnent pour -^-> -^ des fonctions
régulières dans le domaine de l 'origine. Il en sera donc de même de \s^
et par conséquent on peut adjoindre à l 'intégrale holomorphe z(u^ e)
de l'équation (10) deux autres intégrales liolomorphes.2"(^, y\y(ii^ ç1),
telles que l 'on ait

d^ — dr'14" d^- —- du'- -h G2 A2.

La surface (2) ne présente aucune singularité le long de la courbe F
de cette surface qui correspond à la droite // = o, mais le plan tangent
à ççîte surface en un point quelconque de F est parallèle à 1} axe oz.

En effet, on a d'après l ' ident i té de Lagrange

p^ y..i\ ' > ' î z^fj r rî jjiL ĵ 1 î
ÎT(7// r ) | 1 D ( / / . c) | [ [ . ) ( / / . r } |
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ce qui prouve que ' les trois jacobiens ne peuvent être nuls à la fois
pour // == o. D'autre part, en égalant les d iscr iminants des deux formes
quadrat iques ^^•2+ r/y% d/r-}- C2^'2 — A?2, on obt ient l ' identité

,- / - [D(.T, nT2 ,,,
( ,0 ) —————__ -= (;2 ( i ..._, pi ( ....,„.... ^-,

[ D ( u, i ' ) J ' i • 1 '

ce q u i montre que , . . " " ' ' , est nu l pour 11 = o. Le plan tangentestdonc
bien parallèle à oz en tons points de la courbe u =- o.

Inversement, soit (S) une surface dont l 'élément linéaire est, donné
par la formule r/.r= di.r+ G2^2 et soit F la courbe de contact du
cylindre circonscri t ayant ses génératrices parallèles à oz. En tout
p o i n t de cette courbe on a •p——— == cret par suite, diaprés l 'iden-
tité (4-o),

C2 ( i 1 — p 1 } — q'1 ~==- <1 ' ) .

et cela prouve, d'après les ra isonnements du n0 ô, que la suite des
valeurs de //, v, z , —L? —: le long de F forme une caractéristique double
de (Es). On pouvait donc prévoir a priori que les caractéristiques
doubles in terviennent dans la solution du problème suivant : Déformer
une surface (S) de façon qu'une courbe donnée (F) de cette surface
devienne la courbe de contact d'un cylindre circonscrit à la nouvelle sur-
faceC).

11. 11 est aisé de ramener ce problème au problème classique
de Cauchv. Soit en effet (S7) la surface déformée circonscrite à un

i 1 ) D 'une façon ^énéraîe l 'angle 0 que fai t avec os la normale à la surface ( ^ )
d é d u i t e de rmtégraîe z ( a . v ) de l 'équation (10) est donné par la formule

cos^0= ^[^(i--^2)—^].

Cet angle sera constant, tout le long de la courbe u == o. si les valeurs init iales /?y( r),
<7i,f (') des dérivées — 9 ' ^ pour u =- o vérifient une relation de la forme pn -r- q^ == m2.7 / ()u ()v
m étant une constante dont la valeur absolue est plus petite que l ' un i t é . La détermi-
nation des surfaces (S) satisfaisant à cette condition se ramène encore au problème
classique; il suffi t de remplacer dans le raisonnement du texte, le cylindre <2 par une
surface dévelôppable dont le plan tangent fait un angle constant avec o s.
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cylindre (5 le long d ' u n e courbe ( F') sur laquel le v ient s'appliquer la
courbe (T) après la déformation. Le cylindre € é tant choisi, arbitraire-
ment, la courbe ( F ' ) est déterminée par les condi t ions-dû problème.
En effet, les courbures géodésiques des deux courbes (F) et (F7)
doivent être égales aux points correspondants. Si l'on développe la
surface du cylindre- C sur un plan, la courbe (F') devient une courbe
plane y dont le rayon de courbure est égal au rayon de courbure
géodésique de (F\ si l 'on fa i t correspondre ces deux courbes par
égalité des arcs. Cette courbe y est donc déterminée de forme, et l'on
obtiendra la courbe (F^) en enroulan t le plan de la courber sur la sur-
face du cy l indre c?. On est a i n s i ramené au problème classique :
déformer une surface (-S) de façon qu 'une courbe donnée F de cette
surface v i enne s'appliq uer sur une autre courbe (F ' ) , la correspondance
entre les poin ts des deux courbes é tant donnée , de façon à conserver
les longueurs des arcs.

Il n'y aura i t d ' impossibil i té que si la courbure géodésique de (F')
étai t égale à sa courbure. I l faudrai t pour cela q u e le cy l indre se
réduise à un plan. C'est précisément le cas t ra i té d 'abord, qui se pré-
sente ainsi comme un cas singulier du problème général.

Nous voyons donc que l'on peut choisir d 'une i n f i n i t é de façons la
fonct ion 9;}(^') de façon que le développement (28) soit convergent.

ill.

15. Supposons V^ o, C.j == o; la courbe u = o est, sur une surface
admettant Pélément linéaire (8), une ligne de courbure totale nu l l e ,
sans être une ligne géodésique. Pour plus de généralité, supposons
que le premier des coefficients C/ qui n'est pas nul est C///(w,^3), de
sorte que le développement de C est de la forme

, 'Cy-zr t + // V^- Cmf/"1 -1- C/// ,., ^w-^•l -r-. . . . . '

Les autres hypothèses du n° 8 étant, conservées, la formule (23 )
donne <?y == o, de sorte que le développement de Z commence par un
terme du troisième degré au moins.

Nous aurons besoin, pour la suite des calculs, de connaiire un
certain nombre de coefficients dans l 'équation (21). Dans le coefficient
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de R, le terme du moindre degré en u est. mC^s inV u^'"' y et l'on peut
écrire ce terme

RI^P - r -wC^s inV^^ - 1 - 1 —.. .],

les termes non écrits étant divisibles par Fun des fadeurs ^P<» uQ^ u"1 ;
le terme en S est de même

^[V Q.+ / / /C^cosV/^ - 1 "+-... ],

les termes non écrits étant divisibles par l 'un des facteurs îiQ, ^m.
lîntin l 'ensemble des termes indépendants des dérivées R, S, T est
égal à

— 2 ///, ( n / — i ) C/,/ sin V P {/m—'1 — ^ m (' //;, — i ) C///cos \ \) ^//^~'2 -— . . .

lesautres termesétant divisiblespar l 'un des facteurs ^//i'""' P, î^Q, P^ Q2

ou étant indépendants de P et de Q. Un calcul direct prouve que ces
derniers termes sont de degré 2 / n — 2 au moins en u, mais on peut
l'établir plus rapidement de la façon suivante. Inéquation (E,) admet

• une intégrale particulière admettant tous les éléments de la mult ipl i -
cité 311,,

Z == f cos V ^/r 4- sin V // -r- o^^2--}- o:;^-^-. ..

et l'on peut déterminer les coefficients Q( en substituant ce dévelop-
pement dans t^, et en écrivant que le résultat est identiquement nu l .
On trouve ainsi que cette série commence par un terme de degré m 4- ï ,
ou

G0.,=r <». Q,//,,j:=0, ©^==0,
_ C^cos^V"

9//^i~ (/n+I)sinV7t

La fonction
Z^ç»//,^^-1^-...

est aussi une intégrale de l'équation (21). Si l'on substitue cette
intégrale dans le premier membre de l 'équation, tous les termes qui
dépendent des dérivées de Z sont de degré 2m.—2 au moins en ?/.
Les coefficients de u, //\ . . . ^2m'"'3, et le terme indépendant de u dans le
premier membre de V équation.('il ) sont donc identiquement nuls.

Gela posé, si l'on substitue dans l'équation au développement de la
forme
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le coefficient de «3 dans le résultat , e^ t 18 ̂ ^ ( V ' 9 ; ; — C ^ s i n V ) . On doit
i j G., sin V ,,^. ^ ,. ,donc prendre cp:; = o, ou 03 == ——— • Si G:; =-: o, on a forcement ç;; = o,

et le développement de Z commence par un terme du ,qua t r i ème degré
au moins. En substi tuant le développement

Z = ç^ u ' 1 4- y..; /r1 -r-. . ..

on voi t de même que le coefficient de //•"' dans le résultat , de la substi-
tut ion est égal à

.1.8 ̂ .[V7 o ,— C,sinV'|;

on doit donc prendre pour ç/,. u n e des va leurs
C/ si(] V

9,=o, y,= —^——.

Si GA==: o, on a forcément, ç,, = o, et le déve loppement commence par
un terme du c inquième degré au moins. En c o n t i n u a n t ainsi, on voit
que si les coefficients Ça, Cy, . . . ^ €//,,.„, sont t -ous n u l s , C//, é t a n t d i f fé ren t
de zéro, fc développement de Z commence par un tenne de degré rn (in
moins, et, le coefficient y/ / ,peut awir une des deux valeurs

Cy/i sin V
0^==———_—— , r?^-=zzo.

16. Cherchons d'abord un développement
, , ,, ^/// sin \

( .4 .1) /= ——^—— ^^ - l -O / / / , , . , ^ ^ ' 1 1 1 ' 1 1 - 1 - 1 1 - 1 ' - . . .4 -0 / / / , „ , / / / / / T • / /4•" . . .

satisfaisant formellement à l 'équation (21). Après la subs t i tu t ion , tous
les termes qui dépendent de ç^,^ sont au moins de degré 2m + n — 3
et la partie du coefficient de u^"^1'^ qui dépend de 9^,,^ est é^aleà

m(m — \.)(fn 4- /QV'' Q,n^m.+.n^- m.(m,-{~- n)(/n+ n — i ) V i'(û^Qm+n
4- m ( w -4- n ) ( rn 4- ri ~ i ) G//, sin V cp//,,^

— a //•?, ( yn — i ) ( /n .-h- /^ ) G,//, sin V © //,..(.„./,,

ou, en remplaçant ç^V par G^s inV,

C^sin V["w('m ~ï,)(/n 4" n"} 4- ^/ni/n - ^ - n ^ i n i - ^ / ' i — i )

— a w ( l m — I ) ( / ? ^ 4 m ^ ) ] Q ^ / « - ^ \
=== /n ( /7?. 4- /^ ) ( 772 4- 2 /z ~ ï ) G//, si n 'V^ 9 „-/.+,<.
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Le coefficient, de ç^.+,// n'est jamais n u l , quel que soil n, el en écrivant
que le résultat de la substitution est iden t iquement nul , on détermsne
de proche en proche, sans aucune amiyiguïté, tous les coefficients ç/«, i ,
©/ / ,4-25 . . . . En subs t i t uan t la série ainsi obtenue dans

le résultat ordonné suivant les puissances de // commence par un terme
de degré m — i

C^sirrN ,
— 2 ///. s in \ 9/// ̂ ///-! =: — •>. m ——,7—— {{'"t-\

qu i donne son signe à ^ pour les valeurs de u voisines de zéro. Deux
cas sont à distinguer suivant la parité de ni.

Si m est pair , /// — i est impair , et. ̂  n 'estposi t ifque pour les valeurs
de //. telles que C^V7^ soit négatif.

Si m est pair, ^ est toujours du signe de - C^V pour les valeurs
de u voisines de zéro. Ces valeurs de // ne peuvent fourn i r une portion
de surface réelle (S) que lorsque C^Y'est négatif.

17. Supposons que l 'on puisse donne r à u des valeurs telles que ^
soit positif dans le voisinage de u=o. Pour trouver les autres in té-
grales de l 'équation ( ïo" ' ) telles que rte1 + dy^-+- d^-^dir-^r- C2^,
reprenons encore les calculs du n0 5. On a, dans ce cas,

p = sin V 4- m cp//,.^"'-^- . . .,

q = ces V ( ï 4- u V ' ) 4- 9^ i i " 1 4 - . . .,

a = v ' 1 1 — p^-=. ces V — ///. tang Vo/,,,^"'1 4- ....

/. = -P'I =-- sin \ ( ï + V;, > - m^- «"- + .
yi-^2 ' cos-v

"'-' ^
: il 1 • lan.V/

a m G ni (
- — — ^ — 4 - . . . j :

les ternies non écrits dans cette dernière série contenant // en facteur.
Nous supposerons que C///V' est négatif, de sorte que c sera réel pour
les valeurs positives de //, si m est pair, et que! que soit le signe de I L
si m est impair.

Diaprés les valeurs de // et de b, ̂  — ^ est divisible par ii"1^ de

Ann. Ec. Norm., (3 ) , XLVL — OCTOBRE 1929. 4^
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sorte que l'on a
( , . , ^/—.lî,

' A r/^/

H étant une fonct ion holomorphe ne s 'annulant pas pour 11=0.
On a ensuite

àc , ( à b ()a\„ _ _i / > j _ __ ___ j
()p. àïf \àn à\'j
à^ ac

Des expressions précédentes de a, b, Cy on déduit que le numérateur
de <-^ est divisible par u ' 1 1 - . de sorte que —Â est de la forme

à^ i ' i o^
x , / / / - 1^-",,

111 é t a n t une fonct ion holomorphe. Les formules (4^) et(43) donnen t
pour F une expression telle que

_ / / / ~ , \
( 4 4 } . ! ^==f(.~~K(u, r), .,

où K(u, c ) est holornorphe dans le voisinage de l 'or igine, et n'est pas
nul pour u == o.

Pour achever la discussion, nous d is t inguerons deux cas, suivant.
la parité de m. Si m est pair, ——- est impair , et l 'on a

m. — 1

0.^'-==- cosp. 4- / sin [j.= a 4-- ?j3 /Y. 2 , • .

a et ? étant des fonctions holomorphes qui ne sont pas nu l l es pour u == o.
De l'identité

d { x -r- fV ) = (^•l | a du 4- ( h -h <r<f ) d^ ],
on tire /» — i

c/.y == a( a du ~\- h civ} — j3 d ï c </(',
m -••-' i

dr=^u ^ { a du -|- ^ ̂ ?) -1- ff.(.:dv\ , ,

d'après la valeur de c, ces formules peuvent s'écrire
, ! , . ! d^a? == A- ^/./. 4- B d^\

/// •-" 1 1 ,1 1 , - •
. </r==://~~^~(ICJ//4-^^t) l. : 1 ' ! ! ' ! ! ! ! l i l : :
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A, B, C, D étant liolomorphes dans le voisinage de u === o, et C n 'étant
pas n u l pour n = o. On en déduira comme plus haut les expressions
suivantes de x et dey :

i x { [ { , p ) == y.^ { r ) -4- x, ( r ) / /—. . . . - , - a» ( r } i t " -r-. . .,
( 4 5 ) - ^_i

1 v { u, r ) == a 2 [ 5,, (^ v '} 4- ^i ( 1 r K/ -r-. . . 4- 3/z ( r ") //" -r". . . | :

x{u, v) est holomorphe, t and i s quer ("^ r) con t i en t en facteur une

puissance fract ionnaire de //, u 2 . Les conclusions sont ' les mêmes
que celles qui ont été développées au n° ,1 ,J . La courbe u •= ode la sur-
face obtenue (S) est une courbe plane (F) dont le rayon de courinire
est égal au rayon de courbure géodésiquede la courbe u == o sur toute
autre surface admet tan t le même élément l inéaire. La surface (•!;) se
compose encore de deux nappes symétr iques par rapport au plan de
la courbe (F) et tangentes à ce p l a n tout le long de (T) qui est une-
courbe de rebroussemenl.

Les conclusions sont d i f férentes si in est impair , m = 2/ 4- i, en sup-
posant C^V^ négat i f . On obtient pour^' une expression

ey-1^ a -r- ( ^ { ( f ,

a et [3 étant des fonctions liolomorphes réelles, et l'on en déduit encore
pour x et y des expressions de la forme (45)? où /-n-^- doit être rem-
placée par//^ ' .

Pour / / = = = o , on obtient encore la courbe plane (F) définie tout à
l'heure, et la surface (I.) 'est tangente au plan de cette courbe tout le
long de (F) qu i n'est p l u s une courbe de rebroussement. Le plan tan-
gent ne traverse pas la surlace (I;) si m—I est pair, et traverse la sur-

face tout le long de (F) si ^—î- est impair.
On peut encore énoncer le résultat comme il suit. Etant donnée sur

une surface une ligne .€ de courbure totale nulle, non géodésique, si
l'on veut détonner cette surface de façon que i? v ienne s^appliquer sur
une courbe p lane dont le rayon de courbure est égal au rayon de cour-
bure géodésique de .€, il se produira nécessairement une déchirure le
long de la lig'ne .C, n la courbure totale de la surface ne change pas de
signe quand on traverse la ligne C. Cette courbure totale est en effet du
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signe de — G/,, lorsque /// est pair. .1.1 ne se ' produira pas de déchirure
le long de C" si la courbure létale change de1 signe quand on traverse
la ligne ^, pourvu que cette déformation soit possible-

. Pour avoir un énoncé 'plus précis, il est nécessaire de connaitre le
signe des valeurs de //. voisines de zéro,.pour lesquelles on a

C^\'/{^~i^Q^

pour ces valeurs de //, la courbure totale K a le s igne de — G,/ , / /^2 , et
l 'inégalité précédente est équivalente à KV^/^o. Si m. est pair, K con-
serve un signe constant dans le voisinage de la l igne // == o, et la conclu-
sion est identique à celle qui a été formulée plus haut. Mais si ni est
impairK. change de signe avec //, de sorte que le p rodu i t KV' / / conserve
un signe constant pour les valeurs de // vo i s ines de zéro. Pour que
l'inégalité soit vérifiée, i l f au t que le signe de K'u so i t le même que

•celui de T et, en examinan t tous les cas possibles, on voit sans peine
que la déformation n'est possible que lorsque la courbure totale est
positive dam' la région de cowexité géodésie lie, on négative dans la région
de concavité g'éodésu/ae. Le résultat est bien d'accord avec celui qui a
été établ i plus h a u t .

Exemple. — Supposons que G se réduise à u n e fonction U de la
seule variable //

I..J =: i 4-- G, ( ( -i~ Cft/ff" •+•... (' Cli C///^ o ),

les coefficients G, étant des constantes. Les formules (pa^e 307 )

Ï.J ces ( G, (? ) U sin (G, P) /" / C 7 2 ,
.^——, —-—c—' ^j V 1 - -^^-

représentent une surface de révolution pour laquelle r/.r == du2 +- U3^.
^j^ ^ ^ • ^-i

Le déve loppement de i —• pr; commence par le terme — 2, --11 u"1"^.
Si m est pair, le parallèle // == o sera un parallèle de rebroussement.
Si m est impair, m == 2/-4- i, y n e 1 sera réel que si, C^ C^, est négatif .
Lorsque cette c o n d i t i o n est satisfaite, le développement dey commence
par un terme en n ' y qui change de signe avec u si / e s t i m p a i r / e t ne
change pas de signe si l est pair. Tout ceci est bien d'accord avec les
conclusions générales.
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Remarque. — L'intégrale r ( u , c), qu'elle soit. holoniorplie 011 non,
renferme tous les éléments de la earactéristiqu.e double

à Y àv
II .==0. —— == 0, — --= 0. •}•==: 0,

an w

dont les éléments vér i f ient la relation —7 = o (note de là page 29,3).
On voi t que ces caractérist iques doubles i n t e r v i e n n e n t aussi dans le
problème en ques t ion .

i8. Supposons ma in l enan t 9//,=== o, et cherchons un développement

( 46 ) Z = ©///,„, /////-Î-I -4-. . . 4- ^n,+n ̂ "ll —. - .

satisfaisant formel lement à l'équation (21). Après subst i tut ion, les
termes " d e moindre-degré qui dépenden t de o^/r sont de degré
im +• n— 3, et la partie qui dépend de "^rn-n ^st égale à

/// ( /// 4- n } { r n -Ji- i l — i } C,u sin \' o///4,-/<, //2///4-/'-;î

— 2 ni [ in 1— i ) ( ///. -4- ri ) C/// sin V®^/,^/; ̂ ^ii-n-^ ,

==: fn { n i -4- î i } \fi — [ in — î ) | C/,/ sin V Om^n ^ï'n~' n ; î-

En égalant à zéro le coefficïent de ^^/'-7/-^ on a une relation de la forme

. ///. ( m -\- n ) [/?. — ( /// •— ï ) | C/f, sin V ^/n.^/i ~r~ - ' •== 0^

les termes non écrits dépendant des coefficients C/ et des fonct ions
^,,,, . . . , d ' ind ice ' in fé r i eu r à m, 4- n. Tous ces coefficients sont
déterminés jusqu'à 92^-1 qui est indéterminé., puisque,- comme on ' Fa
remarqué, il ne peut y avoir impossibi l i té . Une fois 9^-( choisi, les
coefficients suivants ©2,^ ^.-.-i, 1. - se ca lculent sans ambiguïté. II y
a donc u n e in f in i t é de développements de la forme (46) satisfaisant
formellement,à l 'équation (21). Les coefficients y/^,.,, . . . » 9^-,-2 sont
déterminés d 'une façon un ivoque , tandis que le coeff icient y^-i P^
être-pris à volonté.

Subs t i tuons ce développement (4^) dans 57 ' =C2 •( ï — p 2 ) — (/\
Les termes dont les coefficients dépenden t seulement de

seulement disparaissent puisque ces coefficients sont les mêmes que
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pour l ' intégrale (le (Ei ) q u i a un développement de la même forme. Le
ternie, du p lus bas degré dont le coef f ic ien t n'est pas nul identique-
ment est donc le premier terme où tîgure o^-r Ce ternie, on le voi î
aisément en écrivant l 'expression de ^t7, est de degré 2 ni—2, et le
coefficient de // '2 / / / '2 est

— 2 ( 2 m ~ i ) s in V Q.^,, ^ 4- o.),

co dépendant des coefficients précédents çwi? - • . ? ? 2 / / < - - 2 - Si l'on prend
po-uro^_.i la valeur q u i a n n u l e ce coefficient, on retrouve forcément
l ' intégrale de (E i ) . Mais si l 'on prend pour 3 , , / / /_ i une fonct ion te l le
que co — 2(2 / /z — i) sinVcp^,., soit posi t i f , on voit que 37 sera positif
pour les valeurs de // voisines de zéro. Le ca lcul s'achève comme
au n° 13; on obtient les valeurs de a, 6, c en changeant /// en ni+ i
dans les formules de la page 3 î 3 , ce qui d o n n e

a ==: ces V — [ n i 4- i.) tari^' Vo ̂ ^ i l ' 1 ' 4- . . .,

/ • '̂ / ^ - i ! • C în + r )CP// / - r -1b =-- — s in V ( i 4- // V ) -— — — — — — ' • l i n , - \ - ~ . . . .
co^v

Y étant une fonction régulière qui n^est pas n u l l e pour u = o. Dans ce
cas, — — <— est divis ible par u ' 1 1 " ' , et l 'on ob t i en t pour ̂ , ̂  desvu a^ t r OK ov
fonctions régulières. On en d é d u i t aussi pour ;j- et par suite pour x et y
des fonctions régulières. La conclusion est la même que celle qui a été
développée au n° i3. La courbe // = o est sur la surface correspon-
dante (S), la courbe de contact d\in c y l i n d r e circonscrit .

^ ' , ' IV.

19. Soit ^=0; la l igne // == o est une géodésique sur toute surface
admettant l'élément linéaire (8). Le développement de G ne cont ient
pas de terme du premier degré e n / /
( 4.7 ). ' C = l 4- C/,, // / / / 4-: C/,/,.1 ^//-4"' 4-, . . . ( m. ̂  9.}

et les équat ions générales des caractéristiques doubles pour les-
quelles u -== o sont alors
(.48) 1 \ . u == o, p z= sinrj.), </ =cosr^, r == i'cosû,),4- ^y, . ; ,
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(o e t ^ o é tan t deux constantes .arbitraires. Nous examinerons d'abord
le cas où co = o, et en négligeant la constante de t ransla t ion ^o, on a là
caractéristique double DVC^ représentée par les équations

( 49 ) .. // =p = o. // •=-i, .3 == r,

' . qu i est aussi une caractéristique pour l 'équation du premier ordre (E().
Toute intégrale holomorphe de l 'équation (10) qui contient tous les
'éléments de M, f^t représentée par un développement

( 5o ) Z zzz C 4- 9.j ( C ) / /2 -4- . . .4- V>n { ( ' ) (^t -r- • . • ;

l 'équation (23) qui détermine le coefficient ç^ se réduit à une identité.
En procédant par ident i f ica t ion, on voit aisément que les coefficients
successifs 03, 03, . . ., o/,, . . . sont déterminés par des équations diffé-
rentielles du second ordre. Nous a l lons montrer d'abord que l'on peut,
et d'une in f in i t é de manières, choisir les constantes arbitraires dont
dépendent ces coefficients, de façon que la série (5o) soit convergente
dans un rectangle c?l renfermant un segment de la ligne u ^=o.

En posant
1 .; == r 4- Z, on a , p •=. P, q -=- i 4- Q, r =R, s=S, / = T,

et l'équation (10 ) devient

(- C(RT-S^[C^P-^.,.-Q,]^..,..-..>,^S

-C-Ç^P--^ÇC+-^yT^.-.Q)
( ) { i ~ [^ ôa- C \ on ) I

.̂ C ^C ifàGY4- G2 ——, — —, — . - ; — — = = ô.
à il - ou - L \ ou J

Soit C^ le premier coefficient G/ qu i n'est pas nu l . Le terme indépen-
d a n t des dérivées de Z est égal à

<^C i /^Cy(G-_,)^ _^^j

et son développement commence par uu terme de degré, 2 m — 2 , et
de degré 3, siw= 2. Les coefficients de P^et de Q*-̂  2 Q ont des déve-
loppements qui commencent par des termes de degré m — 2-
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D'après le théorème fondamenta l d'existence de Cauchy, l'équa-
tion (5i) admet une in f in i t é d ' in tégrales holomorphes dans le domaine
de l 'or igine Çu == ^ == 0)5 représentées par des séries en t iè res en r
( 5-2 ) Z -= IJ, 4- V, < • -1- . . . 4- Vn F" -r- . . . .

où UQ, U i , . . ., IL, . . . sont des fonct ions holomorphes de // dans le
domaine du poin t // = o, et dont les deux premières peuvent être
choisies a rb i t r a i r emen t pourvu que l,r(o) ne soit pas n u l * En effet, si
l'on résout l 'équation ( 5 i ) par rapport à T, le coeff icient de T se rédui t
à ir(o) pour il = ^ = o.

Parmi ces intégrales, il en existe une i n f i n i t é où tous les coeffi-
cients U,,., U i , . . ., [ ] „ , . . . sont divisibles par ir. D'une façon plus
générale, soit C/n le premier des coefficients C, qu i n'est pas n u l
(m ̂ 2) ; si v est un nombre entier au inoins é^al à 2 et an plus ég'al à ///,
F équation (51) admet une in/înité ( 1 " intégrales de la forme Z === u'T! (u, <'),
ou 7JÇu^ ^) est une /onction holomorphe dans le domaine de l'origine.

Posons en effet Z ^/^Z^ en désignant par Z" la n o u v e l l e fonc t ion
inconnue . Des formules de t r ans fo rma t ion

P = {^P'-^-vf^-17.\ Q == (^Q\ T = /^T\
R== //^R'-h-1 -.ïy//'^-1?^ y (v — t)/^"12//, S= /^S^-- ̂ ^-^(y,

on t j r e
RT^u^-^u^R' +2^P /--h^---I)Z /]T,

S^rr: ̂ -^^(y -1- 2y^(VS /+ ^S^];

RT — S2 est donc divisible par y/2''"2. On voit de même qu'en substi-
tuant les expressions précéd-entes de P, Q, R, S dans le premier
membre de l 'équatiom ^5i ) tous les termes obtenus sont d iv is ib les
par / / 2 ' ' " 2 . Il en est de même du terme indépendan t , puisque ce terme
contient en facteur /r^2, et par hypothèse /n^v. Après la suppression
du facteur /r^"2, i l reste une équat ion du second ordre où le coefficient
de Test , • , . .

[ • •^—i)Z '+ ay^P ' -h - / / ^ .R ' ] .

Cette équation admet une i n f i n i t é d ' in tégrales holomorphes dans le
domaine de l'origine

• .. ',, , Z /==Z,+%,t • •4• - l • • . . . - • IT--Z,^^ / \ ; ,



Z(p Z^, . . ., Z/,9 . . . étant des fondions holomorphes deu dont on peu t
choisir les deux premières a rb i t ra i rement , pourvu que Zo(o') ne soit.
pas nul. il est clair que toutes les intégrales ^ == F-4-- u ' Z ' ( n , r) con-
t i ennen t tous les éléments de la caractéristique double (4,9).

Si en particulier on prend v = 2, ce qu'on peut toujours faire quel
que soit m, on obtient une intégrale représentée par une série (52 ) où
tous les coefficients U/ sont divisibles par ?r\ Comme la connaissance
des deux premiers coefficients Uo et U, ent ra îne celle de tous les
autres; il résulte aussi de la démons t ra t ion précédente que. si l'on
prend pour L\ et Ui deux séries entières en u commençant par un

-terme en u2, il en sera de même de toutes les séries L^, . . ., U/,; ce
qu'il serait facile de vérifier directement.

20. Si l'on ordonne la série (52 ' ) suivant les puissances de u, on
obtient pour ̂  un développe ment de la forme (5o),, où les fonctions o/( 'c)
sont holomorphes dans le domaine de l ' o r i g ine et qui est convergent
dans un rectangle cR, entourant un segment de la droite n==o. Ces
fonctions ç/(c) sont développables en séries entières
(53) _9,(^)=aî;-+-a^.<-i-...+4r / /-i-... 0*=2, 3, . .. ),

où l'on peut choisir arbi trairement (sous des conditions qui seront
indiquées tout à l'heure) le terme constant a;^ et le coefficient cy.\ de F.
Les deux séries !

, „ ( a;-; //'2 + a?, // : ! -r-. . . 4- a;; d " -4~ . . ..
( oz^ ) ',

( a^ u2 -4- af ^-î-... 4- ̂  u ' 1 + . . .,

sont identiques respectivement aux fonct ions Uo, U i , et par conséquent
les coefficients a^, o^ doivent être pris de façon que les deux séries
entières (54) aient un rayon de convergence d i f fé ren t de zéro, o^
n'étant pas nul. Il résulte de la démonstrat ion précédente que la con-
naissance de ces ôoefllcients a^, a^ permet de déterminer tous les
autres coefficients, a^(7/^>i). On peut le vérifier en substi tuant
directement la série (5o) dans le premier membre de l'équation (5ï) et
égalant à zéro les coefficients des diverses puissances d e ^ / . E n égalant
à zéro le coefficient de ir, on voit que ça( <-') doit être une intégrale de
l'équation différentielle
( 5 S ") 9.,; cp", — a (' 9 ̂  )2 -i~ 2 Os 9 [> — C^ 92= ° ?

Ann. Éc. N'orm^ (3) , XLVL "- NOVEMBRE 1929. 41
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et cette intégrale est bien déterminée si l'on connait les deux premiers
coefficients du, développement a;-;., a^ pourvu que a^ ne soit pas nu l .
Connaissant ^2(1'), les coefficients suivants y:^)? . - . ? ̂ (^ • • • se

déterminent de proche en proche par-dès équations différentielles du
second ordre, où le coefficient de la dérivée seconde est égal, à un
facteur constant près, à ç^)' Ces fonctions sont donc déterminées si
l'on connaît les valeurs ini t ia les 9/,(o), ç^,(o), satisfaisant aux condi-
tions qui ont été expliquées.

Soit z ( n , r) une intégrale de l 'équat ion (10) représentée par une
série de cette espèce. Pour que de cette intégrale , on puisse déduire
une surface (S) réelle dans le voisinage de la ligne // == o/il faut que
dans ce voisinage cette intégrale vérifie les condit ions

( 56 ) i — p2 > o, 0 > <i 'l. C'2 ( s ---- p 1 } — f]'1 > o ;

d'après l'expression de z, on a '
i — p1 m i — 4 ̂  ( f ' 1 - - ^ - . . . .

( ̂  — ̂  ;=_ o, ( C^ •— 9'.» ) i f 1 -\-...,
C-2 ( i __ pî ) __ ^ '2 ̂  j- i 4. ^ (";̂  ,/'2 „„{„ _ , j [ t —— 4 <?;; (^ + . . . ] —— [ I + îp'^ ^2 ̂  _ , y

=== [' 2s C.ĵ  —- ,'i o:i — '2 <p^ ] //,2 -4-. . . .

les termes non écrits é lant d ' un degré supérieur au second en u. La
condit ion i — p ^ ^ o est certainenîenfc vérifiée pour les valeurs de //
voisines de zéro. Quant aux deux autres, elles peuvent s^écrire

3 S\. Q1, ( ( ï H- . . . >• 0, î ( K — 2 11) Cp^ ( f ' 1 4- . . . > 0,

en remarquant que l'équation (53) admet l'intégrale première

(07) Ça— 9^ -=Ko^

où K est une constante a r b i t r a i r e . Il suffira donc de prendre pour y-j
une in tégra le de l 'équat ion Cï^), où la constante K est supérieure à 2
pour que les condi t ions ( 56) soient, vérifiées dans le domaine de l'ori-
gine. Remarquons de plus que C '^ i—p 2 ) — y s 'annule avec //, mais
sans changer de signe. La forme quadratique du1 ̂  C2^2 — dz1 se

décompose alors en un produi t de deux formes l inéaires
[ a du -h ( b 4- a') <'/r][ffi dî( 4- ( h — c i ) d^\^
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où l'on a
a = \ i —- p'1 == i — a îp2, n'1 —-. . .

/, ̂  •"- /^ ^—292^ -4 - . . _. — , ̂  . _
\ / l—p 2 \ I_-^

y C^ i —^ ) — <f- _ ^ -2 ( K. - -- 2 ) o-; // 'J -4- . . . _

\ \ — [ ) 1 y ''i ~ ̂

H étant une fonction régulière qui n'est pas nul le pour u = o. Dans ce
cas . —., n'est pas nul pour u==o, et les formules (18) donnent

av. au. ipour —5 — des expressions

( 5 8 ) à^ _ A <^ __ B
an (i àa if

où A et B sont des fonctions régulières dans la région considérée et
où A n'est pas nul. pour //- = o. La condition d'intégrabilité

1 ̂  — 1 àB. B-
! / ()^ U à If K ' 1

prouve que B est de la forme / /G, G étant aussi une fonction régulière,
et les formules (58) deviennent

, . . Ô[M A au.( 69 } -i- -=, - , • -L- ==• (.x.
au n de

Soient
A == €ÎQ ( C) -r- rti (' t ' ) H -i- . . . -4- €ln ( (• ) ! / " 4-- . . . ,

G == ̂ o ( r ) + ̂ ', ( c ) // - [ - . . . .-r- ̂  ( c ) i i " 4- ... ;

la condi t ion dMntégrabilité des équations (SQ ) conduit aux relat ions
a^( f - ' )= :o , a^=:/z^ ( ' / z = = i , 2 , 3 , . . . ,o ; ) .

On a par suite pour a(r^ <') une expression de la forme»1,»
p. == r^Log-( | ?/ [ ) — ^( //, f ),

a^ étant une constante et ^{u, ^) une fonction régulière dans le voisi-
nage de u ===o. .

La constante a^ est différente de zéro. — En effet, pour qu'elle fût
nulle, il faudrait que — — —? fu t divisible par //, ce qui n'a pas l ieu
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comme on l'a déjà remarqué . On peut vérifier aussi que le coefficient
de -ï- dans ̂  est indépendant de. r. En effet le- développement de ccom-î

 Vlt l i*0 ̂

mence par un terme du premier degré en //, ^(^ ~ 2 ) ? 2 ^ ? tandis que
le terme indépendant de n dans -r" — r est é^al à — 20.). On a donc1 au à^ ~ " ^ 1 -
pour le résidu de ̂  relatif au pôle // == o la valeur constante — 2 = -1 àf/- l 1 ^ 2 ( K ~ 2 )

Connaissant ^ ( / / , <'), les deux autres fonctions x { u y r), y(^, <'),
qu'il faut adjoindre à l 'intégrale 2(11, <') , sontdonnées par l ' intégrat ion
des équations aux différentielles totales

dj1 == a œs^j- du -|- ( h cosp. -— <':• sin a) ('/F,

f/j- == (r/ s in a du -•{- ( h sin a 4" <" cos a ) ('/F.

On peut prendre par exemple, en négligeant des constantes additives,
et remarquant que b et c sont nu l s pour u === o,

r "/.« ^u
: ^ a cos^- du, r == / ^ sin ̂ . (T/// ;
Jn i./()

(60) ;r^=^ a cos [M du^ r

lorsque n fend vers xrro, .z'et.j tendent !:ien vers zéro, mais ce ne sont
pas des fonct ions régulières dans le domaine de Forigine à cause du
terme logarithmique dans [j.(u, f), et les coordonnées x et y ont une
infinité de maxima et de minima dans l'intervalle (o, À), aussi petit
que soit A.

1/axe des z est donc une singulari té t ranscendante de la surface (S).
Pour étudier la forme de la surface dans le voisinage de cette droite,
posons x •+• iy=- ̂ (P 4- Qî); les formules qui donnent dx et dy con-
du i sen t à l'équation aux différent iel les totales du premier ordre
( 61 ) cl{ P — Q i ) -\- i{ P -i- Q 0 d[j. = a du --1- ( b + c i ) d^y

d'où l'on tire
P -+- Q / === a ---^ fe^' [ a du 4- ( b 4- c i ) dv}.

D'après l'expression de ;J-, on a sous le signe d'intégration une diffé-
rentielle totale de la forme

• ^ ' ^^'(M^4- N ^),.
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M et N étant des fonctions holomorphes dans là région considérée. En
utilisant la condition d'intégrabilité, on voit aisément que M et N ont
des développements de la forme

-+-W ^ . -4- se

Vl "̂  • , -\- V ^C l")//^'"1M, = y sy.n( F) u 1 1 . .[\ •==. y —î-——?
A4 " • ^ n -r- i — OQ
n=u ^-=u

et l'on en déduit une fonction pr imit ive

f'u^ ( M du -4- N dv ) = u^1 V a^//^l'T'l .
J ' • ^ n -î- î -+- i/o f

n —.. 0

En mult ipl iant cette intégrale par e"^, on obtient pour P et Q des fonc-
tions holomorphes qui sont nul les p o u r ^ = o , quel que soit P. On
peut donc écrire les formules (60)

(02)
i .r == P co s ̂ . — (̂ ) sin^j-,

( y -=i P s in [ j , -h Q CGS^J-,

P et Q ayant la signification précédente. Si l'on donne à r une valeur
constante, et que l'on fasse tendre u vers zéro, x et y tendent aussi
vers zéro tandis que la valeur absolue de p. augmente indéfiniment (r).
Le point (^ y, o) décrit une spirale ayant l'origine pour point asym-
ptote (1 ). La surface (S) tend donc asymptotiquement vers l'axe 0^,
autour duquel elle s'enroule une i n f i n i t é de fois.

On peut se faire une idée de la forme de cette surface, en se repré-
sentant un cylindre dont la section droite est une spirale logarithmique.

Le résultat obtenu est vrai pour une géodésique quelconque d 'une
surface, quel que soit le signe de la courbure totale. Il avait été
remarqué par Petersen pour u n e section principale d'un ellipsoïde.

'V
( 1 ) Des formules (6 ' -»)on tire en effet, en posant taiia^ùj == ~—^ la relation

Qtang p. -: - -^

et par suite

tangco = ——————ç ?
ï — tang^Ji -c

Q
a> == y. -r- arc tan g — •
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Il est facile de le vérifier pour une surface hélicoïde. Prenons en
effet les formules générales qui représentent une surface hélicoïde
admettant l 'élément linéaire

c/^^cli^-^U2^^,

où U est une fonction de la seule variable // ( ^ ) et faisons dans les for-
mules h= m. Elles deviennent

/-// ̂ —i—m^v^
——^i ~—————U———-5

p == 77?, ^ ' ' (J2—^ ,

,,,=^ „ f—T——^———^^-î-m^U^y^
m ' J m [.) ( LP— i ) •

où l'on a posé x == p ces \\, y -=- p sin <^. Si U == î + Cy u2 4- C^ ̂ 3 + ... „
où C 2 > * o , o n a U2 — î — m ' U ' U 7 ^ =.(203 — ^î.^C;;)//2^. . ., et, en
choisissant m de telle façon que 2Cj—4m : 2C; soit^> o, on voit que Vi
devient in f in i comme log | / / lorsque u tend vers zéro, tandis que p
tend vers zéro. i/axe des z est bien pour la surface une ligne singu-
lière de la nature qui vient d'être indiquée. Cette surface est engen-
drée par le mouvement hélicoïdal d 'un profil plan asymptote à 0^?,
représenté par les équations

,_____• / ' l'T ^___________________
.v — m \/ I..J ••i — - 1 , r-= o. z == f ..—— \/ U '1 — î — m1 IJî U l ï.

21. Lorsque ^2 est une intégrale de l'équation du premier ordre (57),
où l'on a pris K== 2, le résultat de la substitution de l'intégrale s(u, t1)
dans fy = C ^ C ï —p2) — q1 commence par un terme du troisième degré
au moins en u. On peut choisir les fonct ions suivantes 0:5, c^,, . . ., de
te l le sorte que ^ soit d'un degré infini tésimal aussi élevé qu'on le
voudra par rapport à / / .

Nous avons déjà remarqué que la multiplicité Jll^ (u=:s=p=..q=o)
est une mult ip l ic i té caractéristique pour l 'équation du premier
ordre Ê? = o. Il existe donc une infinité d^intégrales de cette éqjuatioa
représentées par une série de la forme (5o). Enégalant à zéro les coef-

( 1 ) G. DARBOUX, Leçons sur la Théorie générale des surfaces^ t. I, p. 90 et suiv.
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fîcients des diverses puissances d e / / d a n s le résul ta t de la subst i tut ion
de cette série dans ^3

[ i -4- •:•» C.i i l ' 1 -r- ... "| |" i — ( ••> 92 // — ... — n Q/, f ! " " ^ 1 -4- . . • Y1 ]

— f l T- 0^ //ï-}-. . . 4- q>^ ^-4-. . . 'l-'.

on obtient d'abord, en prenant le terme en //% réquation (.37).
En égalant à zéro le coefficient du terme en ^ / /, on obt ient en général

une relation où f igurent -pa? ?:s? • • • » ?n? et leurs dérivées, et où — 2ç>^
est le seul terme qui dépend de o^. Ces coefficients sont donc déter-
minés de proche en proche, par des équations différentiel les du pre-
mier ordre, et chacun d'eux dépend d'une conslante arbitraire nou-
velle. Les intégrales de(E,i) .ainsi obtenues sont aussi des intégrales
de l'équation (Ea) . Par conséquent , si 93, ç.,, . . .", ç// forment un sys-
tème de coefficients satisfaisant aux dernières conditions dont il v i e n t
d'être question, ces coefficients vérifient aussi les é€[uations différen-
tielles du second ordre obtenues en écrivant que le développement
représente une intégrale de (Ea). On peut, donc, et d'une in f in i t é de
façons, choisir les constantes qui figurent dans 92, .. . , ^//, de façon
que le développement de ^commence par un terme en // de degré
aussi élevé qu'on le voudra, 57' = ^ / l ' ^ , FI n ' é tan t pas nul pour / / .<<o.

Supposons d'abord n = 2 m , les constantes étant choisies de façon
que le coefficient de i r " 1 dans ^ soit positif pour les valeurs de // voi-
sines de zéro. Les expressions de a et de b ne seraient pas modifiées
(ou du moins leurs premiers termes), mais c sera égal au produit de
u"1 par une fonc t ion holomorphe réelle qui n'est pas nul le pour n = o,
et l'on aura pour -^? (J^ des expressions de la forme

^ — A ^—Jl
Ju //m? an ~~~ i f ' "

{rn > î )

A et B étant des fonctions régulières dans le domaine de l'origine dont
la première A n'est pas nulle pour / /==o . On en déduit pour ;;. une
fonction qui est inf in ie pour / /==o, et qui contient toujours un terme
eïi _ - elle peut contenir d'ailleurs des termes en H ' où v<^m — î,

Ttlî)l~—1. ' S. .

et un terme logarithmique. Les coordonnées x et y sont encore don-
nées par les formules ( 60 ' ) , et l'axe des ^ est pour la surface (S) une
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singularité t ranscendante de même na tu re que pins haut ( ' ). Si n est
impai r , on est condui t à un résultat analogue, mais il, n'y a, qu'une
nappe de surface s ' enroulan t a symplo t iquement autour de 0<?, puisque
Pon ne peut donne r à u que des valeurs de même signe dans le voisi-
nage de l 'origine.

22. Supposons ma in tenan t que l'on ait à la fois C; = C.j=o, et plus

( ' ' } La d é m o n s t r a t i o n repose sar le Icnime s u i v a n t :

LKALME. — Soient F f< f ) , f^f) deux fonctions continues de la variable t, dont la
première F(^) est croissante pour t > /o. augmente indéfiniment avec £y et adfnct
une dérivée 'F'Çt) continue et positive; les deux' intégrales

(0 K'O- f cos[F(Q]/(/W/. J ( / ) - f s i n [ F ( / ) ] / ( / ) < / / ,
<- /(I ••• /U

sont convergentes lorsque ici limite supérieure augmente indéfiniment^ pourvu

que la valeur absolue du rapport "—'- soit une fonction décroissctnfe y ui tend

j
vers zéro avec - •

La relation F(/').==- 0 donne par inversion une fonction / = ç ( 0 ) (|ui esl continue et
croissante lorsque 0 croît de Oo =F(/o) y r- co. et au^inente indéfuïinient avec 0. et dont la

dérivée ç'(0) est égale a •——• Les intégrales ( 1 ; deviennent, quand on fait le chan-

ge m eut de variable /•=•-. ç ( 0),

--('-"î - '-.(-'^r"-
par hypothèse, la fonct ion , ' . * .—- == ' — - tend vers zéro lorsque 0 augmente indé-1 " A • F / [ 9 ( 0 ) J y [ t ) i b

finiment. et sa valeur absolue* est décroissante. D'après un résultat élémentaire bien
connu, les inlé^'raies précédentes tendent vers deux limites l(i et Jo qui sont représen-
tées par les sommes de deux séries alternées, où la valeur absolue du terme g'énéral
va constamment en diminuant. La démonstration classique prouve aussi que les inté-
grales ( 1 ) sont des fonctions de / qui passent par une infinité de maxima allant en
décroissant, et par une innnité de miiïiïna qui vont en croissant. Par exemple, J(^)
est maximum pour jes valeurs de / telles que F(/) soit un multiple impair de 7:,
s'ï/Çt) est positif, et minimum pour les valeurs de t telles que F(^) soit un multiple
pair de TC.
Il est clair que le résultat subsiste si la fonction F(/} est décroissante et tend

vers —os lorsque / augmente indéfiniment, la dérivée F^(/) étant continue et négative.
Remarquons qu'il ne suffit pas que F(/) soit une fonction croissante augmentant

indéfiniment avec /, tandis que / ( / ) est une fonction croissante ou décroissaiïte qui
tend vers xérô, pour que les intégrales ( I ) soient convergentes. Par exempie l'inté-
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'généralement que le développement de C — ï commence par un terme
de degré m en u (m ^> 2). On a démontré plus liant ( n° 19) que l'équa-
tion (10) admet u n e infinité d^intégrales de la forme
(63) -s == ^ + o,,//1 '^-o,._^ ^ 1 1 ' 4 " ' 1 — . . . (o^^o).

r étant un nombre entier supérieur à i et auplus ég'al 'à m (nous venons
d'examiner le cas où Fou prend r=2"). Les coefficients successifs ç,,,

/l ^ //
g'rale j cos[log/'| n'a pas de limite, quoique ïo^f augmente indéfiniment: tandis

^f» f

que — tend vers zéro.
Cela étant, nous pouvons écrire les formules (60) comme H suit

r 1 1 r "
(II) .r == .r,)--s- I acos[jLf/if^ y = yo~ / ^zsinu. du,

• ^fi ''"" tlQ

UQ étant un nombre aussi voisin de zéro qu'on le voudra, et où l'on a posé

-//» ^
./:•() = = 1 a cos [J. c///, J'H == j a s in y. du^

«--•0 ^ 0

Lorsque u tend vers zéro, les intégrales qui figurent dans les formules (II) tendent
respectivement vers —,ro G1 —y<>- ^Nous supposerons, pour fixer les idées, que u tend
vers zéro par valeurs positives; a est une fonction continue dans le domaine de l'ori-
gine, tandis que \J. est la somme d'une fonction admettant l'origine pour pôle et d^un

terme logarithmique. Si {'on fait le changement de variable u == " ? les formules

deviennent

(ir) x :=.ro— f COS[F ( / }V ( /W/. y=,yy_ / sin[F(/)]/(/K//.
*-' 1 ' . *" '

où l'on a posé

Fo)—(1) . /'^-HO-
On peut choisir «<j assez petit pour que les fonctions F( ' / ) etf(t) vérifient les con-

ditions du lemmc, car ia partie principale de UL ( - ) est un polynôme entier en ^ ou

un logarithme dans le cas déjà étudié où y. ne contient que le logarithme comme

terme infini. Dans les deux cas, le rapport ——. tend bien vers zéro avec - et sa

valeur absolue est décroissante.
On voit donc que x ,et y tendent vers zéro avec ?/, en passant par une infinité de

maxima positifs qui vont en décroissant et de minima négatifs qui vont en croissant.
Entre un maximum et un minimum consécutifs de .r, il y a un maximum ou un
minimum dey et un seul, et inversement. La courbe de (S) obtenue en donnant a t*
une valeur constante se projette donc sur le plan des xy suivant une courbe en forme
de spirale admettant l'origine pour point asymptote.

Ami» Ec. Norm.^ (3) , XL VI. — NOVEMBRE 1929. i42
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ç\._-o . . . 5 sont. dé terminés de proche en proche par des équations dif-
férentielles du second, ordre^ et chacun d'eux cont ient par conséquent
deux constantes a rb i t ra i res qui ne figuraient pas dans les précédents.
Si l'on substitue ce développement dans ^, on démontre, comme au
paragraphe précédent, que l'on peut disposer de ces 'constantes de
façon que ^ soit d'un degré in f in i t é s ima l aussi élevé qu'on le voudra
par rapport à //.

Supposons que ^ soit du degré p en //„ ^7 ='ii^li, H étant , une fonc-
t i o n réelle et holomorphe, qui n'est pas nu l l e pour / /=o , et qui est
positive pour cette valeur de u si c est pair . Les coefficients a et 6 ont
pour expressions

a _":•;= i — ——'' u'^-^ 4- . _ . I ) z-= — v ̂  /r-'~' — . . .,

t a n d i s que c est d'ordre ^ en / / : ̂  ~ t l a est divisible par //^"^ et les
1 '>. ' OU ()^ I

fo rn'i iï 1 e s ( 18 ) d o n n e n t .

'̂J- _ À ^ _ p)

( ) { / ^^..v-^./ 1 ()^ ^_.^.)../
/ / 2 // '1

A et B étant des fonctions hoiomorplies don t la première A c'est -pas
nu l l e pour // == o. Si. l 'exposant ^ — ^-|-2 est supérieur ou égal. à un,
a est in f in i pour n = o, et l ' o n . - a u n e singulari té transcendante de la
même nature que plus haut. Si ^ — v -{- 2 est plus petit que un ,

ou o <; 2 v — 2s, l 'exposant de // au dénominateur est au plus égal à ;-?
mais il peut être négatif. Dans tous les cas possibles, on aura pour [M
une fonction qui est nu l l e pour ;j- == o.,

p,= n^Lt ( / , <.-').

L(// , c) étant one fonction holomorphe qu i n'est pas nulle pour / / == o,
et a un nombre en t i e r ou la moi t ié d 'un nombre impair . Les raisonne-
ments du n° 17 peuvent être appliqués ici, et l'on peut adjoindre à
l'intégrale ^(^, i^) deux autres intégrales

x { u . v) •= y . Q ( v ' ) -r- a,i(P) u 4- .* . ,
y ( u , ̂  == ̂ ^[P^ P) 4- 6^ (P) U -+., . . ],
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telles que. dx1-^-dy1 ==. dir'-^C1 d^—d=^. En ident i f iant les coeffi-
cients de du-" et de d^2 dans les deux mernbresy on voit que l'on doit
avoir a^ -=^ Oy af == i. On peut donc prendre

et la surface (S) est tangente au planr=o tout, le long de la droite
.y:==y=o. Lorsque o- est la moi t ié d'un nombre impair, l'axe 0.^ est
une droite de rebroussement. Lorsque cr est un nombre entier, tous les
points de cette droite sont des poin ts ordinaires de la surface (E) qui
n'est pas traversée par son plan tangent lorsque cr est impair, tandis
qu'elle traverse le plan tangent le long- de la droite de contact lorsque
a" est pair.

Exemples : i° Si //'/ ==3, on a aussi v== 3; si l'on prend pour o;; une
fonction telle que c/.;—C;>. soit difierentîlë zéro, on a

p==3, p — ^ — 2}==: ̂

et par suite a == - • La surface a une droite de rebroussement. Si ç^ ==€:',,

p ^ 4 ^ tj — I ^ ï ? l'^^ d^s z est une singularité transcendante.
2° Soi tm=4- On peut prendre pour v lesdeuxvaleurs^ == 3, v=4-

Si l'on prend v == 3 et si 9^ n'est pas nu l , on a c ===-3, et i l y a une
droite de rebronssemenL Si o^ = o, on a p^4? ^ il y ^ uue singularité
t ranscendante .

Prenons v ==4 î ^i- ?'. est d i t Ïe ren t de C.,, o === 4> ^ —( v — <-ï) == û? ^
la surface (ï) est tangente à un plan tout le long d'une droite.
Si cp^ === C,,, p est au moins égal à, 5 ; si p = 5/on a une droite de rebrous-
sement, et une s ingular i té transcendante si ? > 5.

Heman/ne. — Des trois intégrales x, y, ^, la première et la dernière
renferment tous les éléments d 'une caractéristique double satisfaisant
à la condit ion ^==o, tandis que y renferme tous les éléments de la
caractéristique double u ===?== q ==;y = o, qui satisfont à la relation
g=o(c/.n»17).



332 E. G DUR S AT.

^3. Supposons enfin que l'on ait Y'=o, V==oj, surco^o. Pour
trouver des intégrales de l'équation (je/) con tenan t tous les éléments
de la caractéristique (48), posons encore

Z zzz COS&t 1.' + SI II (^ ( ( 4- Z;

l 'équation en sera Z

( 64) C ( I J R T — S 2 ) 4- | G2 •rxj ( P 4~ si n G) ) — ̂  ( 0 4- cos w ) | R
| ( ) n à^ ' [

^C „ . . , ., /-,, <Ï1 G ,,-.
4- 'î -r- ( ° -{-- cos'c») ) S — C,̂  ——7- ( P "r- s'in ûj ) 2

^// , ' à a ' 1

f^C i /^CVI-/., „, ,.,,^C„„ ———^4, [ < ) .+- cos G.) ]-2 -h L2 -.—;- =: o.
L au- L\ou j \ ' an1

Dans les coefficients de R et de S les termes de moindre degré en //
sont respectivement mC/nSinco//^'"1 etamC^cos co^""-1 tandis que dans
le terme indépendant on a ie terme

— '-» Di ( ni — i ) G/// sin G») F /////"" " ' î ,

les termes en // é tant de degré 'im — 2 au moins, si l'on désigne par C//,
le premier des coefficients C/ qui n'est pas nu l .

Soit

(65') ' , %== o^/'^i- Ov-M^^11 '1^-. . . (9^0)

le développement d^une intégrale holomorphe de l 'équation (63),
v étant au moins égal à -4. Deux cas sont à distinguer suivant que v est
infér ieur à m, ou égal ou supérieur à m.

Supposons d'abord v<^m, ce qui ne peut avoir lieu dans le cas
général où m =="2. On reconnaît faci lement que les coefficients suc-
cessifs o,/, 9'/-, o - • • » doivent satisfaire à des équations différentielles
du second ordre que l'on peut former de proche en proche. Admettons
que l'on ait choisi les constantes dont dépendent ces fonctions de façon
que la série (65) soit convergente. En substituant l'intégrale

.' cosoj P 4- sin ̂  a 4- Oy^ 4- . . ..

dans ^^(^(i—p2) — y2, le résultât est en u de l'ordre infinitésimal
v -- i, si ç,, n^est pas'nul comme on l'a supposé; on a donc p = 1—^
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tandis que ̂  —• j^ est de degré v — 2 en u. On en déduit des expres-

sions de ̂ , ̂
f)(l ÔC

ày' — , ' ̂  1— • :
•—— =^ !{.. - M. -,'- •==: H ^ ^
Ôff (}^

M et N étant des fonctions holomorphes dont la première M n'est pas
nul le pour / /=o. Par suite, on peut prendre pour a une fonction de

V — 1

degré -—— en u, ^==u î P, P étant aussi une fonction régulière. Les
raisonnements déjà faits plusieurs fois prouvent que l'on peut adjoindre
à l'intégrale z{u, r) deux autres intégrales

(66)
^ 4-1

r(^, ^}-=-u -J ; ̂ +p^/-+-. .. ;.

.r(M, (") == a^-4- ai //, -+-. . .,

telles que l'on ait dx2 -+- dy1 = rf/z2+ C^l^ — d^\ En égalant les coef-
ficients de du:2 et de dy2 dans les deux membres de l'identité

c/^ -h d^ •= du'1 -h O^r2 — r / r 1 ,

on voit facilement que l'on peut prendre ao=^sin co, a ,==—ces co.
Là surface (2) ainsi obtenue est tangente tout le long de la droite
^=psinco, ^==<-cosco au plan des xz, avec rebroussement ou non
suivant la parité de v. Si l'on fait tourner cette surface d'un angle eu
autour de l'axe Or, on peut remplacer les coordonnées x et s par
.y^^sinco—.rcosco, ^^^cosco 4-^sinoj, et la nouvelle intégrale
de l'équation (10) z ' Ç u , r) a un développement de la forme

les termes non écrits étant au moins du second degré en //. Cette inté-
grale renferme tous les éléments de la caractéristique double (49), et
nous retombons sur le cas qui v i e n t d'être étudié en détail.

24. Si le développement d'une intégrale de l'équation (64) com-
mence par un terme de degré m au moins
( 6; ,) Z == 0,,, U 1 1 1 -\- Q^U"1^ -h . < . , '
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ces coefficients se déterminent de proche en proche sans équations
différentielles. En égalant à zéro le coefficient de u2"1"3 dans le
résultat de la subs t i tu t ion , on trouve qu'il faut prendre 0^=0. Le
développement commence donc par un ternie de degré m 4-1. Les
coefficients 9^4-1, ?///-,-2? • • • ? se dé t e rminen t sans ambiguï té jusqu'à
?2w-2» mais le coefficient suivant ç^/// , est indé terminé . Les calculs
sont tout à fait pareils à ceux du n° 18, et conduisent à la même con-
clusion. On peut choisir d 'une infini té de façons la fonction 9,>^._i de
façon à obtenir un développement convergent

et, sur la surface (^ ) déduite de cette intégrale, la courbe // = o est la
courbe de contact d'un cylindre circonscrit C. Comme cette ligne est
une géodésique, elle coïncide nécessairement avec une hélice de ce
cylindre.

V.

25. L'étude des caractéristiques doubles de l 'équation ( 10) explique,,
nous l'avons vu, Inexistence de cer ta ines s ingular i tés des surfaces
admettant un élément l inéaire donné , courbes planes de rebrousse-
ment ou singulari tés transcendantes. M?iis ces surfaces peuvent aussi
posséder des courbes gauches de rebroussement, qu i se rattachent
analytiquement à des intégrales d'une autre espèce de l 'équation ( ïo) .
Reprenons une équation quelconque de Monge-Ampère
{ 67 ) , 1 1 /• --i- '->, K s 4-- L f --1- -M! -!-- ^ (" /'/ — ̂  ") =- o ;

conservant les notations antérieures, nous désignerons par u é t a l e s
variables indépendantes et par ^ la fonction. Une multiplicité d'élé-
ments de contact<7Hi définie par les formules

//=:/,(}.), ('=-:/.(/:), Z ^^/^(A), />r=.çJ/.), ({ =;r ©2 (/."),

où A est un paramètre variable, est u n e fmiUiplicité singulière si les
équat ions

© \ ( / ) == //; ( / ) -i.- ̂  ( >. ) , 9; ( /. ) ==. .\/\ ( À ) 4- tf\ ( À ), ^

qui, jointes à l 'équation de Monge-Ampère, déterminent les valeurs
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de 7', .y, t le long de Jtl,, donnent pour l 'une au moins de ces inconnues
une valeur infinie. Pour étudier les intégrales s'ii en existe^ renfer-
mant tous les éléments de 3ÏL^ nous pouvons toujours, en effectuant
d'abord une transformation ponctuelle convenable, supposer la .multi-
plicité Jlli définie par les équations

Les relations dp = rdii -+- s dv^ dq == s du -+- t fù' donnen t s = t == o
tout le long de Jll,. Quant , à la valeur de r, elle se déduira de l'équa-
tion (67), où l'on remplacera u, z , p, q, s, t par zéro. Cette équation
devient a ins i

1 !',/•+ M, =o.

Ho et Aîo se déduisant des coefficients H et M par la substitution.
indiquée. Si H,., n'est pas nul ident iquement , JTLi est une multiplicité
ordinaire à laquelle on peut appliquer le théorème classique deCauchy.
Si l 'on a à la fois H() = M,, == o. Jll, estime m u l t i p l i c i t é caractéristique.
Enfin lorsque H o = = o , sans que M^ soit nui , Jlti est une multiplicité
sin^uliè'rCy il n'existe pas d'intégrale holoraorphe renfermant tous les
éléments de JTL|, mais il. existe en général une in tégra le non holo-
morphe satisfaisant à cette c o n d i t i o n .

Pour le démontrer, appliquons à l 'équation (67) la t ransformation
d'Ampère (voir n0 10)
(68) / /==? , r=Y, ^ = = P X — Z , p=X, ^=—(},

d'où l'on tire inversement
X =r:j?, Y == c, Z •=-pn. — .;, P •==- i l , { } -=:— q ;

en la prolongeant, on a les valeurs des dérivées secondes
_ i __ S _ S2—!^ ,_ ï

.... • r—^ ' '—"R 5 / — — — R — — ? ri-s-^.-^

et l'équation de iVIonge-Ampère devient, après la t ransformation,
(67)' ir— ^KfS-^Lf(SÎ---K^)-^MfR—NtrT=-o,

où H7, K7, L', M7, N' se déduisent de II, K, L, M, N par la transforma-
. tien de contact ((>8). La mult ipl ic i té OTI| est elle-même remplacée par
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une multiplicité 3Ti.\ définie par les formules
X == Z == P = o = o.

. Toute intégrale de l'équation (67) renfermant tous les éléments
de 3TLi se change en une intégrale de la nouvelle équation (6^y renfer-
mant tous les éléments de JIVp et inversement. Par hypothèse M7 n'est
pas nul pour les éléments de 3Ti\, t andis que I-F = o. L'équation (67)'
donne donc R ,==o pour tous les éléments de Jlc^ mais on peut appl iquer
à la nouvelle équation le théorème de Cauchy. Elle admet donc une
intégrale holomorphe don t le développement suivant les puissances
de X commence par un terme du 3e degré au moins. Le degré de ce
terme, on le voit aisément, est égal au degré du terme de moindre
degré en X ( indépendant deP, Q, Z) dans H' augmenté de deux unités.
Si dans IF ne figure aucun terme indépendant de P, Q, Z, l 'équation
transformée n'admet pas d'autre intégrale holomorphe renfermant tous
les éléments de 3Ti\ que Z = o, et l 'on ne peut en déduire aucune inté-
grale de l'équation (67)\

Laissant de côté ce cas particulier, supposons que l 'équation en Z
admette l'intégrale

Z = <I>^ ( f ) X^ -4- <î^4-i 0' ) ^ ' " " ' î ~t- • •• • , fn ï 3, <Ï>//, ( c ) yd o,

^m? ^m+i? . . . » é tan t des fonctions holomorphes de < 1 dans le domaine
de l'origine, par exemple, dont la première n'est pas nulle pour v == o.
On en déduit

u -=-. F = m X^-1 <&/„ ( v )+ . . . ,
z == F X— Z == ( m — i ) X^ <Ï»^ ( p ) -h. ...

De la première décès formules on tire un développement de X suivant

les puissances de u^"1, et en substituant ce développement de X
dans z, on obtient une intégrale non holomorphe de l 'équation (67),
qui contient tous les éléments de Jlii,

^-^^(p)^,^)^-1-

rtnc^innc TïAinimm^r^îir'kc r1^o? ^i • — ' étant des fonctions holomorphes de v. Dans le cas général
: ! , , ! - 'à

où m .= 3 le développement commence par un terme en u\
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26. Appliquons ces généralités à l 'équation (10). Soit Jlli une mul-
tiplicité d'éléments de contact définie par les relations

(69) / /==0, p = z p ^ ( ^ } . q ̂ ^ ( r ) , ,;= j //(.(cWr,

poQ') ^t yoO') étant des fonctions de la variable <\ que nous supposons
holomorphes dans le domaine où. l 'on fai t varier c. Cherchons d'abord
à quelles conditions doivent satisfaire1 ces fonct ions pour que JTCi soit
une multiplicité singulière. En posant

G =r f q^ch' —p^ff. 4- ^'',

et désignant parj/, y', /•', ,9\ t ' les dérivées de la nouvelle fonction.
inconnue, l 'équation (10) se change en une nouvelle équation de
Monge-Arnpère où le coefficient de r ' est

,/ . ,..-,, àC . , OC .
C (^ 4-7>o // )-+- L' j^ {.Pô —P ) — ̂  ( ^/o —./^ // — q ),

tandis que le terme indépendant de //, ^ t ' est

^ - , , - <)C , , , , . ..-,, ()G .
— ^(Po)- + ^ ~^fP^ y0 ^^o // ^ ^ }~ (^ J^ ( P ^ P ' )"

r^c i /^c\2"], , / - _ ^c
- [^ - c ̂ ) J ̂ 1+^(' -4- ̂ - c" ^TB

Pour ^ =pf == y'== o, le coefficient de ^ se réduit à y,, 4- V^o? tandis
que le terme indépendan t est égal à sC^O — p ' i — y ^ ) — (p\, — V^n) 2 *
Pour que la multiplici té JTl^ déf inie par les formules (69) soit une
multiplicité singulière de l 'équation (10), il faut donc que l'on ait

( 70 ) <7o -r- y p , = 0, 9. G., ( 1 — /^ — q l ' } — {po — V^o )2 ̂  0.

Supposons ces condit ions remplies. La transformation de contact
// = P, r = Y. ^^ P X - Z, ^^ X, ^= - Q,

condui t enfin à une troisième équation de Monge-Ampère où le seul
terme de îT indépendant de P, Q, est, en tenant compte de la condi-
tion ( 7 0 ) ? V^X. Si V^o, la dernière équation n'admet pas diantre
intégrale que Z = o, renfermant tous les éléments de la multipli-

Ann. Éc. Norm., (3 ) , XLVI. — NOVEMBRE 1929. A3
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cité JTL,. Si V n'est pas nu l , l 'équation en Z admet une intégrale holo-
morphe

Z==ÀX ;• ;-4-BX;^-+-. . . ,

dont les coefficients sont des fonc t ions réelles et holomorphes de r,
où le premier coefficient A a pour expression

, -_ i ________^________ .
h a G, ( i — /) ̂  — f{ ̂  ) — ( //, ~ \ ' y, ̂

Supposons A ^> o ; de la relation // === P == 3AX 3 . . . , on tire pour X un
i

développement suivant les puissances de ir

X. == 5<, /<^ --!- ^., ^ -i- . . . ,

dont les coefficients sont des fonct ions réelles et holomorphes de F,
^ n'étant pas nu l . On en dédui t pour ^ un développement de même

3

espèce commençan t par un terme en ir, et par sui te l 'équat ion (10)
admet une intégrale de la forme

( 7 1 ) ; === f 7o ( ( '} <fv 4- RQ ( i ' } u + o^ ( t1 ) // ^ -4~ ©3 ( c ) (f2 --\- ....
<-•'

o^, ©3, . . . , étant des fonct ions réelles et holomorphes de c. Cette
intégrale contient bien tous les éléments de la mul t ip l ic i t é JTl,, mais
elle r^est réelle que pour les valeurs positives de // dans le voisinage
de la valeur u = o.

Pour que cette intégrale conduise à une surface (S), réelle pour les
valeurs de ?/, v dans le domaine du plan (//, P), l i m i t é par un serment
de l'axe u==o, ou contenant un tel segment à l ' intérieur, il faut que
pour les valeurs de c comprises entre certaines limites, l'expres-
sion i — p^ — y; ne soit pas négative, d'après les conditions ( i5). Nous
pouvons écarter le cas où l'on aurait

P Ï ^ ^ / Ï ^ ^
des deux équations

//;,-{- V7^==o, ^-+.^—1^:0, .
on tire en effet

^Q-== cos ( V -4- ^ ), po = sin ( V" -4- c.) ).
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co étant cons tan t , et la mu l t i p l i c i t é J1li serait une caractéristique
double, et non une mult ipl ici té s ingulière. Supposons donc que pour
les valeurs de r comprises dans un intervalle. (— /^+A)par exemple,'
on aitp;;+ yl<^ i - Donc l ' ident i té
( 7'') rf.r1 4- d } • " = dn' -r- < ̂  //r2 --•• ^/;2,

remplaçons n par «"!, el le devient

( ^V ^r2 4- f/î-^ r= 4 // '2 [ r -,. ( ̂  Y 1 ̂
L \^7 J

4---^^if^ /^'.4-[c--(^y1^
on c/r [ \ ^c/ J

La forme quadratique du second membre peut être décomposée en
deux formes l inéaires conjuguées

| a du 4- I ) d\' + ic c/c 1 1 (i du -+- b dv — ic dv ],
où l'on a

o . /.r /^v' / ' i h ' ( ) z ' r. y^2 /.a2^ 4 ^ ~ î - —— ? ah = —- ^ u — —? c ' 1 = C- — —— — /^ ;
| \àu/ au <){' v^/

—? ^:? se réduisent à^o et à q^ pour ///=== o. Il s 'ensui t que a et & sont
des fonctions réelles holomorphes de u'\ \\ qui contiennent u' en
facteur, tandis que c est une fonc t ion réelle et holomorphe qui,
pour u''== o, prend une valeur positive \li — jo; — y^. Si l'on cherche
deux facteurs intégrants ^/a, ^~/'J' ponr ces deux formes linéaires, on
est conduit à une équation aux différentielles totales

r/^=A du'14~ B^/P,

où A et B sont des fonctions réelles et holomorphes dans le domaine
de l'origine. On en déduit pour ̂  et par suite pour x et y , des fonc-
tions de même nature

t .r =- OQ 4- /'/î //.''4- ^2 ̂ ^-î- ... î
( 1 7 t ' ) '( ^r == ^o 4- Z/i ^'-t- h. u^ -+-....

L<?^ coefficients a^ et b^ sont nuls; en effet dx^ -4- r/r2 contient le
^epme g< 4" }i du2 qui ne se réduit avec aucun autre, tandis que le
coefficient de du^ dans <^r-{-• C2^2—A" ne renferme pas de terme
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en ^- On a donc a^=b^=o, et en remplaçant ^ / par u\ on obtientii"
pour x etj des développements su ivan t les puissances de ir commen-
çant par un terme en //-, dont tous les coefficients sont des fonctions
réelles et holomorph-es de (\ dans l ' in terval le (— h, -4- //). Les conclu-
sions sont analogues à celles du n° •KL En d o n n a n t à 11 des valeurs
positives voisines de zéro, et en a t t r ibuant au radical \ ' u ses deux
déterminat ions, 'on obtient deux portions de surfaces, applicables
l 'une sur l 'autre qui se rejoignent suivant une arête de rebrousse-
ment (F), dont on obt ient les équat ions en faisant u == o dans les for-
mules qui donnent les coordonnées d'un point de la surface. Cette
courbe (F) est en général une courbe g-auche ; pour le démontrer, nous
allons calculer le rayon de courbure et le rayon de torsion.

27. Soient, d 'une façon générale
, œ = ,r^ ( v ) -h .x'i ( r ) ̂  -l- . . .,

(74) j-^roO^-r-^O.Q^-t-... ,

( z-==. ^oM— .^OQ^~i-.. .,

des formules qui expriment au moyen des deux paramètres u, F, les
coordonnées rectangulaires d'un point d 'une surface (S) dont l 'élément
linéaire est donné par la formule (8); les termes non écrits dans les
séries (74) ne cont iennent que des puissances de u supérieures à la
première, mais peuvent contenir des puissances fractionnaires comme
dans le cas que nous étudions. En ident i f iant les coefficients de dn.^,
dudç\ rfp2 dans les deux membres de l ' ident i té

^ 4_ ^-2 -̂ . d^- = du2 -4-' C2 ^/F2,

on obtient quatre relations entre les six fonctions
.z",('c), ,n(c), . ï /(c) (/==:o, i),

^ i .rj-4- rï -t- .̂  =. ï , ( ̂ ;, )' + (.;';> )2 -4- ( ̂ o )2 =1.
/0 ( X'^\ -~\- J-o.y'l ~r- ̂ i = v' ^ ̂ 0 -^JlJo -+- ^1 ^0 = °?

qui permettent de déterminer .r^ Yo? '^'i? y\ connaissant ^o? z \ ' Des
équations (75) on tire en effet, en les diflerentiant, les relations

^o ̂  -L" J'oJo = — ̂  ̂ o - ^i '^o + J.i J'o ̂  —- ̂ i ̂ S — V7>
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On en déduit, après quelques réductions faciles, l'expression du rayon
de courbure R de là courbe ( T ) décrite par le po in t de coordonnées
^u(^ ro (^ )? ^o (< ' )

(76) ^^(^)--(r.^-(^)^(l^)^•2^•$i».- i — — - ^ .--o

On voit que.(^)2 - t -^yy)2 s'exprime un iquement au moyen des fonc-
tions z ^ , ,3,1 et de leurs dérivées. Comme d'autre part? on a

x^ ety<j s 'obtiendront par des quadratures. Le calcul est tout pareil à
celui qui donne les coordonnées d 'un point d 'une courbe plane dont
on connaît le rayon de courbure en fonct ion de l'arc, ce qui s'explique
aisément.

Dans le cas que nous étudions, nous avons

et la formule (76) devient ̂  ='\''\ d'où Von t ire R= ^ • Le rayon
de courbure de la courbe (F) au point correspondant à la valeur ^ du
paramètre est donc égal au rayon de courbure géodésique de la
courbe / /==--o au point correspondant sur une surface quelconque
admettant l 'élément l inéaire (8). On vérifie d'ailleurs immédia tement
que la condition ^-h- V7/?., = o est nécessaire pour qu'il en soit ainsi.

Conservant les notations habituelles de la théorie des courbes
gauches, désignons par a, fJ, y, a\ ?\ y', a", V, ^! les cosinus des
angles que font avec les axes les arêtes du tr iedre de Frenet re lat iFà la
courbe (F). On peut prendre y == ̂  = yo- DGS relations

^- iV^ //o-r-V^^O, ^-^

on déduit- + Tpo = o; on a donc p,= c^, £ étant égal a ± ï , sui-
vant le si^ne de V^. On a ensuite

7"= ± ̂ --y—y^ = ±: ̂  ï -pï - ̂
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et là formule de Frenet ^~ === ^ devient ici
a^ l

^''T-^^—rh Al

\ 1 — / ^ - ^ ri

ou, en remplaçant y^ par V/v,

./^I/^»,:::^0,^^ —-4-f£.
V i — p^—^ T

On a donc, sijpo n'est pas nu l ,

/ ^ 1 ' /^> ~ ( ! o \ // -71-; \ .— —^- _ / "_/ "__\, y y. ' ?p —•-.-— . •===- ?
\ •i — p^~ q^

et cette formule subsiste, même si p o est nu l . Dans ce cas en effet , v
et Y sont constants, la courbe(r )es tune hélice située sur un cylindre
dont les génératrices sont parallèles a 0^ et le rapport - est égal

•y /y

à ± -^ == ± . _ / u , conformément à la formule (76).
7 v^-^

Pour que la courbe (F) fut une courbe plane, il faudrait que l 'on
eût à la fois

^EEE'V^,, /^——^.Tr^O;

on tire de ces équations différentielles

p^ == ni s in ( V -i- w ), //„:=:: /// cos( V + c^o ),

/n et co é tant deux constantes et \m < ,i. 'En se reportant au n° il, on
voit a i sément que l'intégrale de l 'équation (10) qui a un développe-
ment de la formé

/"* , , . 'A
; r~: î /^. cosC \ -t- o.) ) < ' A ' — / / / sin( V -+- GJ ) ̂ . 4-- o>, ?/,-' -4- , . .,

se dédui t par un changement de coordonnées des intégrales x, y, ;?,
qui ont été définies à ce paragraphe, et l'on retombe sur le premier
cas examiné.

28. Supposons maintenant jpo — q ^ ' différent de zéro. L'arête de
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rebroussement(F) est une courbe gauche qui est complètement délime
de forme, à une symétrie près, quand on connaît deux fonctions p^
et <7,, de <' vérifiant les relations

^-4- v1 ' / /, ===<), pï—^Ï<1-

Les fonc t ions ^(11, ̂ \ y ( u , 1'), qu'il faut adjoindre à Fintégrale^Oi, ^)
pour avoir la surface (S), cont iennent aussi dans leurs développements
des puissances fractionnaires de n: nous avons remarqué en effet
qu'une intégrale de l 'équation (10) holomorphe dans le voisinage de
la l igne u === o, ne peut conduire à une surface (I;) ayant une courbe
gauche pour arête de rebroussement. Les intégrales .r{u, < ' ) , r(^ ^)
sont aussi des intégrales renfermant tous les éléments de deux multi-
plicités singulières que l'on déduirai t de JIIi en remplaçant <r/o et p.,
par .2^ et^' i ou pary, et r,. II s 'ensuit que les cosinus directeurs a, p, 7,
a', y , Y de la tangente et clé la normale p r i n c i p a l e à la courbe (F)
ont pour valeurs

_/^'\ -_ /^ ^—/^ ^^J^'}
c'~\^)^^ ''ws[^)^ ^^\J^)^ " ~ ' \^À/-03

f^\ /„ f0^
^-i^À^o5 ^-\^)^:

Les re la t ions
aa'-h SS'-r 7/==o, ^ ^ " - r - ^ ^ — y ' f ~ = o ,

montrent que la bi normale a la courbe (? ) coïncide avec la normale à
la surface (S) en t o u t po in t de (F ). Le plan tangent coïncide donc avec
le plan osculateur.

Étant donnée une portion de surface (S) d- n t l'élément linéaire
est donné par la formule (8), correspondant à un domaine D du
plan (u, ^) qui cont ient le segment de l'axe // = o, obtenu en faisant
varier r de —h à + h, soit G la courbe de (S) qui a pour équa-
tion u = o en coordonnées curvilignes, il résulte de ce qui précède
qu'on peut déformer la surface (S) de façon qu'une partie de cette
surface vienne s'appliquer sur la surface (2) que nous venons de
définir, la courbe (C) venant s'appliquer sur la courbe de rebrousse-
ment (F). Dans cette déformation, il se produit nécessairement une
déchirure suivant C. La partie de (S) qu i v i en t s'appliquer sur (S)
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correspond aux: valeurs de u telles que le produi t
________\_u__________

•^ C^ ( 1 — p Ï — y l ) — < p o — v/J ' 5

soit négatif, condi t ion qui. s'écrit en t enan t compte de la relation (77)

v-J^+.al^v-J^+K l>o,

K désignant la courbure totale de la surface. La discussion se fait
comme au n° Fi; la région de (I^ ) qui vient s 'appliquer sur (ï) après
la déformation est la région de convexi té géodésique si rp.; +K est

positif , et la région de convexité géodésique si ̂  4- K est négatif ( ' )
(voirie fascicule déjà cité de M. G-ambier, p. 43)-

liemarques. — 1° II résulte de la démonst ra t ion précédente que l 'on
peut déformer une surface (S ) de façon qu 'une courbe arbi t ra i re (G)
tracéesur cette surface p renne une conf igu ra t ion donnée à l 'avance (F),
pourvu que la courbure de (F) soit égale à la courbure géodôsique
de (C), et cette courbe (F) est;, pour la surface obtenue par la défor-
mat ion , une ligne de rebroussement.

2° Pour que la mult ipl ici té 3Vi\ soit une caractéristique de l'équa-
t ion (10) il faut que Fon ait à la fois, R et T étant les rayons de cour-
bure et de torsion de la courbe (F),

Y y — \'p,=o, ,?; 4-K =0.

Là première exprime;, nous Pavons vu, que le rayon de courbure de (F)
est égal à la courbure géodésique de la même courbe, tandis que la
seconde exprime que cette courbe (F) est une ligue asymptotique (1).

( 1 ) G. DARBOUX, Leçons sur la Théorie des KU./•faces, t. III, p. ^80.


