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LES CARACTERISTIQUES DOUBLES

LE PROBLEME DE LA DEFORMATION DES SURFACES

Par M. E. GOURSAT

l. Les cavactéristiques multiples des équations aux dérivées par-
tielles d’ordre quelconque ont été étudices par E. Levi ('). La
démonstration des théoremes d’existence présente des difficultés
spéciales qui ne paraissent pas encore complétement surmontées.

Ces caractéristiques multiples interviennent dans un probléme
important de la théorie des surfaces, la recherche des surfaces admet-
tant un élément linéaire donné. Leur étude permet d’expliquer d'une
facon tres simple certaines déformations d'une surface ot une courhe
de cette surface devient, apres déchirure, une courbe plane de rebrous-
sement. Dans le cas particulier ot la courbe considérée est une ligne
géodésique, on obtient, en général, au lieu d’une ligne de rebrous-
sement, des singularités (ranscendan(es qui n'avaient été signalées
que dans quelques rares cas particuliers.

Ce travail constitue le complément naturel d'un Mémoire anté-
rieur (%), ott javais étudié le probléme de Cauchy relatif a la défor-
mation d’une surface dans le cas d’une caractéristique simple. (*).

I.

2. Soit (Ky) une équation de Monge-Ampere

(1) Hr-a2ls -+ Lt + M- Nt —s7)=o,

(1) Annali di Matemeatica, t. 16, 1909, p. 161.

(%) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 3¢ série, t. L, 1gcg, p. =21,

(%) Les principaux résultats du nouveau Mémoire ont ¢1é résumes dans deux Notes
présentées o Académic des Sciences (Comptes rendus, L. 186, 128, p. 272-275
et 665-668).
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ol nous supposons, pour préciser, que les coefficients H, K, L, M, N
sont des fonctions analytiques de @, v, z, p, ¢ et que N est différent de
zéro. Une éametr’rz’stiqw du premier orare (1) 1L, de cette équation est
unc suite simplement infinie d’éléments du premier ordre satisfaisant

aux trois relations -
Nep + Ll + 3, =0,

(=) - Ndq + hyda = 1 dy =o,
dz— pde— qdy=o,

7, et 7., étant les deux racines de 'équation du second degré

(3) 22422 -+ L — MN = o.

Lorsque Uexpression
= K* - [L 4+ MN

n’est pas identiquement nulle (cas général qui se présentera seul dans
la suite), I'équation (1) possede deux familles distinctes de earacté-
ristiques du premier ordre, les équations des deux familles se dedui-
sant 'une de P'autre en permutant 7, et 2,. Mais il peut arriver que
tous les éléments d'une caractéristique vérifient la relation F = o, et
'on a, en chacun de ces éléments, 7., = 7., = — K. Nous appellerons
caractéristique double de I'équation (1) toute multiplicite de o' élé-
ments du premier ordre satisfaisant aux relations

‘ Q=Ndp+ Ldr—Kdy=o,
1) F=RK*—HL+MN=o0; (5) ¢« Q=Ndy—Kdzr+ Hdy=o,
{ Qo=ds —pdr —qdy =o;

les démonstrations relatives aux théorémes d’existence des intégrales
renfermant tous les éléments d’une caractéristique du premier ordre
ne s’appliquent pas aux caractéristiques doubles (*). Dans les cas que
nous allons étudier, existence de ces intégrales sera établie d’une
facon indirecte.

3. Toute équation (E,), qui admet deux familles distinctes de

(1) Voir mes Lecons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du
second ordre, t. I, Chap. Il. Jindiquerai simplement par le mot Legons le renvoi a
cet Ouvrage.

(%) Lecons, L. I, Chap. IV,
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caractéristiques du premier ordre, poss¢de aussi une famille de carac-
téristiques doubles. Mais il peut se présenter deux cas bien distinets.
Si, de I’équation (4), on tire 'une des variables x, y, 5, p, ¢, exprimée
au moyen des autres et qu’on porte cette expression dans les rela-
tions (5), on obtient, en général, un systéme de trois équations diffe-
rentielles du premier ordre entre quatre variables; les caractéristiques
doubles dépendent done de trois constantes arbitraires. Supposons,
par exemple, ‘

H=p, K=IL=o. M=+, N=1.

Les équations (4) et (5) deviennent

N =] dp =o, dg - pdy=o, d:=pdx -+ gdyr,

et l'on en tire’
. - . L . .
V=, p =0, ¢ = U =, 3= (i — + (G, — Gy + Gy,

Gy, Cy, C, étant des constantes arbitraires.

Il en est autrement si toutes (') les intégrales de I'équation du pre-
mier ordre (E,), obtenue en égalant a zéro I’expression F, sont aussi
des intégrales de (E,). Dans ce cas, en elfet, tous les éléments d’une
caractéristique de (K,) appartiennent & une infinité d’intégrales de (E,)
qui sont aussi des intégrales de (E,). Comme tous ces éléments véri-
fient la relation F == o, ce sont des caractéristiques doubles de (E,).
Or, les équations différentielles des caractéristiques de (E,)sont, avec
les notations habituelles,

" de_dv 2 dp

P Q “P[)ﬁ‘—l;)—(;':.\+/»Z—\'+(/Z'

Les équations (5) devant étre des conséquences de ces nouvelles
relations, on doit avoir

N(X 4+ pZ)=LP —KQ.  N(Y+¢gZ) = —KP+ HQ,

(V) Il peut se faire que I se décompose en deux facteurs analytiquement distinct
F = I, F,, les intégrales de I'y= o vérifiant seules I"équation (E,). Tous les raison-
nements du texte sappliquent, en remplacant ' par F, (voir plus loin un exemple
au n® 4).
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en tenant compte de I'équation F = o, ce ((ue nous ¢erirons

(7) N(X + pZ)y=LP — KkQ, NOY - gZy= — KP + 11O {mod. F),

D’ailleurs, on a

Nl = NNl =Yl = Lodz = Poedp Q) dly
= NN - plydr - NOY = gLy oy - NZAL

PO e e = Ny e QU2 e N e ey,

Q.. Q,, Q. désignant respectivement les premiers membres des équa-
1y &y &y 3 I |
tions (5). En tenant compte des relations (7), on a donce

NIV = NZQ, + PQ, 4+ QQ, tmod ).

Il s’ensuit que les trois ¢quations Q, = o, 2, = 0, Q, = o se réduisent
a deux équations distinctes en tenant compte de la relation F = o elle-
méme. Si done, on tire F'une des variables &, y, =, p, ¢ en fonetion des
quatre autres de I'équation F = o0 et qu'on porte cette valenr dans les
¢quations (5), on sera conduit & un systtme de deux équations de
Pfaff 4 quatre variables. Ces caractéristiques doubles dépendent done
d’une fonction arbitraire d’une variable. 1l peul y avoir d’autres carac-
téristiques doubles ne dépendant que de constantes arbitraires si F est
divisible par un facteur F, tel que les intégrales de F, = o ne vérifient
pas (E,).

Inversement, supposons que les quatre équations dF=o, Q, = o,
Q,=o0, Q,=o0 se réduisent i trois seulement en tenant compte
de I'=1o0. On aura alors une identité

NdlF = AQ, + BQ, + CQ, (miod I,

etl'on voit immédiatement, en comparant les coeflicients de dp, dg, ds,
que I'on doil prendre A= P, B=Q, C=1Z, ¢t la relation précédente
s’écrira, en simplifiant,

[N pZ — PL 4 QK)da 4| Y 4 ¢+ PK — HOQ)dv =0 (mod ).

Les coefficients de da et de dy sont donc nuls en tenant compte
de F=o, et si I'on se reporte aux équations différentielles () des
caractéristiques de (E,), on voit qu'elles satisfont aussi aux rela-
tions (5). Elles font donc partie des caractéristiques doubles de (E,).
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Toute intégrale non singuliére de (E)) est done un lieu de caracté-
ristiques doubles de (E.), et, par suite, une intégrale (') de (E,).

Remarque. — On peut encore établir le résultat précédent en eflec-
tuant une transformation de contact de facon que I'équation (E,)
devienne p=o. Pour que toutes les intégrales de (E,) soient aussi des
intégrales de (I,), il faut que L et M contiennent le facteur p. Pour
que F soit nul aussi lorsque p =o, il faudra, de plus, que K soit aussi
divisible par p. Les ¢équations diftférentielles des caractéristiques
doubles se réduisent bien & deux

dy +—Hdy=o. ds — ¢ dv = o.

ol 'on a remplacé p par zéro dans H. On peut choisir pour s une
onction arbitraire de y, et 'on tirera ¢ et & des relations précé-
dentes

. Considérons, en particulier, I'équation (L, ) a laquelle conduit
la recherche des surfaces admettant un élément linéaire donne, quand
on prend pour inconnue 'une des coordonnées rectangulaires d’un
pointde lasurface cherchée. Nous désignerons maintenant les variables
indépendantes par « et ¢, la lettre 5 representant toujours la fonction
inconnue. L’¢lément linéaire étant pris sous la forme simple

(8) ds? = du* + C* 2,
ot C est une fonction connue de «, ¢, Péquation (E,) s’obtient en
exprimant que la forme quadratique

(9) ds* — d3* = (1 — p*ydu* —opg du dy
Js dJs

= (G2 g et P=ga v =5

est & courbure totale nulle, ce qui conduit & I'équation classique (*),

(10) Grt -M—x'z;-‘~[ ()(‘[ — ()(:/] T2 ——)L
o Ju e Jdu
L, 20 e ()( LG
o ] Je ) . ()// ] g Dz

(ty Lecons, t. I, p. 48-49.
(2y G, Darsoux. Lecons sur la Théorie générale des surfaces, t. I, p. 262,
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("est une équation (E,)ou les coefficients H, K, L, M, N ont les valeurs
suivantes :

oG [0 oG , .

ll = U m, — ()“ '(-)'1'('1 5 L = 0. A .._(1,
. N " N2 O '()(A]y . L 020
W=l | G S5 | e

On a, dans ce cas,

P K L \1\:<,7).£‘| Gt Grpt gt

Toutes les intégrales de 'équation du premier ordre (K,),

(11) F=C1—p?)—qg*=o.

sont aussi des intégrales (') de (E,). L’équation (10) admet donc une
famille de caractéristiques doubles dépendant d’une fonction arbi-
traire, ce qu'il est aisé de vérifier. En effet, les équations (5) devien-

nent ici

G \
(5)  Udp — —)— R dy = Cdyg — ;( q du + ((J () — (()) dy == 0,

ds —pdu — g dy=o.

Pour avoir tous les systemes de trois fonctions wu, p, ¢ de la variable ¢
satisfaisant i la relation (11) et aux deux premiéres équations (5), il
est indiqué, d’aprés la forme méme de la relation (11), de poser

p=sinV, g =CcosV, V étant une inconnue auxiliaire. Les deux pre-
aC

mieres équations (5") se réduisent & une seule dV = =, dv- Les carac-
téristiques doubles sont donc représentées par les equatxons

7A% dG

(12) p=smnV, q="CcosV, \ =y T

= | sinVdu-+ CcosVdv;

on peut choisir arbltraxrement la fonction w =4 (¢), et V s’obtient par
une quadrature
()(A
/ du

(1) G. Darsoux, Lecons sur la théorie générale des surfaces. 1. 1L, p. 23,




LES CARACTERISTIQUES DOUBLES ET LA DEFORMATION DES SURFACES. .’.89

<

ou [ 2 représente ce que devient 9% quand on v remplace u par U(o)
du | ' ' q v o qué A ple par ).
On peutaussi choisir arbitrairement la fonetion V(¢), et  s’obtient en

résolvant I’équation

v 0,
du
Remarques. — 1° Les formules (12) ont été établies en supposant

que ¢ n’est pas constant le long d’une caractéristique double. Si ¢ est
égal & une constante ¢,, les équations (12) doivent étre remplacées par
les suivantes

© = ¢, P = Py- ¢ =Clu. )y 1— pi. IT==3, - Polls

Pos ¥o» 5, élant des constantes arbitraires :
2° On obtient d’autres caractéristiques doubles en adjoignant la

. 0*C , . R s e .
relation —— = o aux équations (5'). Ces caractéristiques qui dépen-
dent de trois constantes arbitraires et qui ne vérifient pas en général
’équation (11), ont beaucoup moins d'intércét que les premiéres pour
la suite de ce travail.

3° Pour véritier que les caractéristiques de (E,) font partie des
caractéristiques doubles de (I,), il suffit de poserp = sinV, g = CcosV
dansles équations différentielles de ces caractéristiques :

(13 di de dp . dyg
: '7,(‘]‘-‘/)_@_.)(,()(3“” " _‘)(—.()(]”_ '2’7
M ou ! et

et 'on trouve ainsi qu’elles se réduisent aux deux suivantes

du—(ﬁl‘\w\v (/_V_()C
de RIS Yy dv — ou’

dont la seconde est identique & la relation obtenue plus haut. L’élimi-
nation de V conduit bien & 'équation différentielle des lignes géodé-
siques.

5. Ces caractéristiques doubles jouent un rdle important dans la
recherche des surfaces admettant I’élément linéaire (8). Nous sup-
posons que C(u, ¢) est une fonction analytique réelle et holomorphe

Ann. Ee. Norm., (3), XLVI. — OcCTOBRE 1929. 37
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des variables réelles «, v, dans un domaine D du plan (u, v) et que
s(u,v) est une intégrale réelle de ’équation (10), holomorphe dans le
méme domaine. De cette intégrale =(u, ‘), on peut, sous certaines
conditions qui vont étre rappelées, déduire une surface réelle (X)
admettant I’élément linéaire (8).

D’aprés la facon méme dont on a obtenu I'équation (E, ) la fonction
z(u, ¢) est telle que la différence

() As? — d=* = du* 4+ (2 de? — (pdu < g dv ?

est décomposable en une somme de carrés de deux différentielles
exactes da* + dy*, si s(u,¢) n’est pas une intégrale de (E,). Pour
que = et y soient elles-mémes des fonctions réelles des variables u, ¢
dans le domaine considéré, il est nécessaire que, dans ce domaine,
'intégrale 5(u, ¢) vérifie les inégalités

1) F =21 p?)— 2 > 0, pr<i, g2 < G

dont la premiére entraine les deux autres. Ces conditions sont d’ailleurs
suffisantes. LEn effet, si elles sont remplies, la forme quadratique
ds* — dz* est décomposable en un produit de deux facteurs linéaires
imaginaires conjugués

(16) ds* —ds*={adu+ (b +cHrdvl| adu -+ (b —ci)de,

ou l'on a
P— — 1 _\CGlu—p)—

7 d=\1—=p° % ——

\i1—p? Vi pt

Cela étant, soit (u,, ¢) un point quelconque du domaine D; a, b, ¢
sont des fonctions réelles et holomorphes de u, v dans le voisinage de
ce point, a et ¢ ne s’annulant pas. Puisque la forme (16) est réduc-
tible 4 une somme de carrés de deux différentielles

dat - cdyr*=d (v -+ Iv)d(ix —1v),
les deux formes linéaires
«die 4~ (b <+ ciydy, adi-+(b— ct)dy

doivent admettre respectivement deux facteurs intégrants imaginaires
conjugués dont le produit est égal 4 un, que I'on peut représenter
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par e, 7, u. étant réel. Les conditions d’intégrabilité conduisent aux
deux relations suivantes pour déterminer u. :

9o da db  da
) Vo _Ju 00 de_1de 0o
du ¢ Jde adu ac
aetcne pouvant étre nuls dansle domaine du point (#,,), on a pour 3—{:,

17J33 . . . .
J5 et, par suite, pour 1, des fonctions holomorphes dans le méme

domaine. Il vien! enfin

xr 4+ iy = fep-i[a du -+ (b + e) dv].

x— iy = fe*“i[adll + (b—ci)de].

d’olt 'on tire pour & et y deux fonctions réelles et holomorphes de u, ¢
dans le voisinage du point (u,, ¢,). La surface représentée par les
équations : :

x=ax(u, ), y=yl{u,v), z=z(w©,v)

admet bien I'élément linéaire (8) et ne présente aucune singularité au
point M, qui correspond aux valeurs (u,,,), car le jacobien %—2%}—27
par exemple, n’est pas nul pour ce systéme de valeurs.
~ Les fonctions @, y ne sont déterminées qu’a des constantes additives
prés quand on a choisi lavaleur de la constante qui entre dans w(u, ¢).
Quand on change les valeurs des constantes dont dépendent = et y, la
nouvelle surface se déduit de (2) par une translation paralléle au plan
des xy, tandis que le changement de la constante qui entre dans p.
correspond, on le voit aisément, & une rotation autour de Os. Remar-
quons encore qu’une permutation de & + £y en .r — 7y revient a chan-
gery en — y, c¢’est-a-dire & remplacer la surface (X) par une surface
symétrique. En définitive, la surface (X), qui correspond a une inté-
grale 5(u, ¢) de (E,), n’est pas complétement déterminée, mais toutes
ces surfaces se déduisent de I'une d’elles par une symétrie, ou par une
rotation autour d’un axe paralléle & Oz. Cette remarque s’applique &
tous les cas qui seront examinés dans la suite.
Considérons le cas plus général d’une intégrale réelle z(u, ¢), satis-
faisant aux inégalités (1) dans le domaine D, mais non uniforme
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dans ee domaine. Supposons, par exemple, qu'un chemin fermé situé
dans D, partant du point («,, v,) et y revenant, conduise de la valeur
s(u,v) de l'intégrale & une valeur différente 5,(«, ¢) de la méme
intégrale; =, (u«, v) et 5,(u, v) fournissent deux portions de surface (X,)
et (X,), qui correspondent point par point & une région du plan (4, v)
entourant le point (u,, v,). Ces deux portions de surface, qui appar-
tiennent & une méme surface analytique, se correspondent point par
point avec conservation des éléments linéaires, sans étre, en général,
superposables. C’est ce que M. Gambier appelle une auto-application.
L’existence de surfaces admettant une auto-application est une con-
séquence immédiate de ce qu’il existe des intégrales non uniformes
pour une équation aux dérivées partielles. 1l peut y avoir auto-appli-
cation dans d’autres circonstances comme nous le verrons plus loin.

6. Une portion du domaine D ou les inégalités (15) ne sont pas
loutes vérifiées ne peut correspondre & une portion de surface réelle
admettant I'élément linéaire (8). Supposons, pour fixer les idées, qu’il
existe dans le domaine D une ligne .\, le long de laquelle & s’annule
en changeant de signe. Cette Jigne A\ est nécessairement analytique;
elle décompose le domaine D en deux régions D,, D,, & étant positif
dans D, et négatif dans D,. On aura aussi, dans la région D,, p* <1,
¢* < C*. Dans ces conditions, & la région D, du plan (u, ¢), corres-
pond une portion de surface X, sans points singuliers, admettant
’élément linéaire (8), pour laquelle on peut prendre z = z(u, ¢). Le
but essentiel de ce travail est la recherche des singularités que présente

la surface (X)) lorsque le point (u, v) vient sur la ligne de séparation A.

. 0z Jz . .
Le long de cette ligne u, ¢, p = T =50 3 sont des fonctions.

d’une variable iﬁd(&pex'lclarlte, formant une multiplicité 211, dont tous
les éléments satisfont & la relation & = o. Cette multiplicité appartient
donc & une intégrale z'(u«, v) de I'équation (E,), qui est aussi une inté-
gralede (E,). Cette intégrale z'(u, ¢) est différente de z(u, ¢), puisque,
par hypothese, s(wu, ) ne satisfait pas a la relation & = o. Les élé-
ments de J1T, appartiennent donc & deux intégrales distinctes de (E,),
et par conséquent I, est une caractéristique de (E,). Or tous ses
éléments satisfont & 'équation F =o; c’est donc une caractéristique
double de (E,).
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Nous sommes donc¢ conduits 4 étudier successivement les deux pro-
blemes suivants :

1° Détermaner les intégrales de (E, ) qui contiennent tous les éléments
d’une caractéristique double de cette équation. Nous nous limiterons i
la recherche des intégrales holomorphes;

2° Connaissant une intégrale holomorphe s(«, ) renfermant tous
les éléments d’une caractéristique double J1T,, ayant pour support une
ligne \ du plan (u, ¢), étudier la nature des fonctions x(u, ), y(u, ),
déduites de le relation ds* — dz* = dx® + dy*, dans le voistnage de la
ligne \.

7. Pour étudier le premier probleme. nous supposerons (ue, tout
le long de la caractéristique double considérée, la relation entre u et
se réduita « = o. On satisfait a cette condition en prenant pour courbes
coordonnées les paralléles & la courbe qui sert de support ponctuel a
la caractéristique double sur une surface admettant I’élément linéaire
donné et les géodésiques orthogonales. Pour préciser les hypothéses,
nous supposons que C(u«, ¢) est représentée, dans le voisinage de la
ligne . = o, par un développement

(19) G+ Cioeyee == Cotea? oo Uppp 18" -+

Gyy Cyy ooy G+ .. étant des fonctions holomorphes de ¢ dans un
intervalle (¢,, ¢,), et la série (19) étant convergente dans le domaine
défini par les inégalités

o<, CaS Sy,
ou ket r sont des nombres positifs assez petits.

Pour « =0, on a ds* = dv*, de sorte que ¢ représente, au signe pres,
I'arc de la courbe u = o, comptée a partir d’une origine que I'on peut
choisir arbitrairement.

Les caractéristiques doubles, dont tous les éléments véritient la
relation « = o, sont représentées (') (n° %), par les équations

(20) w=o. p=sinV, g=cosV,
, 90 - Y
Vi= ( 7)7) =, 5= / cos N e - 3,

(1) Lorsque G, = o, les formules 2 == o.p = msinV, g = meosV. 5 = fm co~Vde,
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et dépendent de deux constantes arbitraires qui figurent dans V et
dans z. Il est évident que la constante =, correspond a une translation
parallele & Oz. Nous verrons aussi un peu plus loin que, sauf dans un
cas particulier, 'autre constante n’intervient pas dans la forme des
surfaces obtenues. Nous pouvons encore écrire les équations (19)
et (20):

" (19") C=1+Vu—+Cut+...+Cpum .. ..

(20) w==nao. p=sin\, g =cosV, — / cos Vdv + 3,,

en supposant connue la fonction V. Une intégrale holomorphe de (E,),
contenant tous les éléments de la caractéristique double définie par
les équations (20"), est représentée, en négligeant la constante z,, par
un développement de la forme
(21) 5= cos Vo + wusinV 40, u® + @qu 4. ..+ 0, 1" - . .,
Day Pysevvey Py -.. etant des fonctions holomorphes de ¢ dans un
certain domaine, et nous avons d’abord i déterminer ces coefficients
de fagcon a obtenir un développement satisfaisant formellement &
I'équation (E,).

[l est commode, pour la suite des calculs, de poser

oV
5= cosVdv +usinV+17Z;

les grandes lettres P, Q, R, S, T désignant les dérivées de Z, on a

p=sinV + P,
g=cosV(1-+u V') Q,

r=R,
s=cosV.V 4+ 8,
t=-—smm V.(1+uV )V 4 ucosV.V' T,

ot V a la méme signification et ol m est une constante quelconque, représentent
aussi une caractéristique double, mais les éléments de cette multiplicité ne vérifient
la relation & = o que pour m = =1, ' ' ; -
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et I'équation (10) est remplacée par I'équation
(21) C(RT — S2)

+R [Cucos VoV — CsinVV/ (1 V')

e JC o dC . iy
-:~C-a-l;(P-:~sm\)——B—;[Q—}-cos\(l~.—u\y)']
«[aC_ S i .
.T.zb[d—u[(‘)-&-cos\/(x—%u\1]«—(‘.(:05\‘\"}

- CGeostVV2 2%—2 cos V.VTQ +cosV(x—+uV'|

— G2 d-(}(}’ -+ sin V)2
di?
0:C 1 /JdCN\Y), : ; L 00
e | — A = [ — () 4 cos -+ TGP -0 — =
kv ()u) ][ JHcosVit—+uV )~ =™

Si ’on ordonne les coefficients de Ret de S, et le terme indépendant
de R, S, T, suivant les puissances de u, P, Q, 'équation (21) peut
encore s'écrire
(21") G(RT —S2) 4+ (V'P+2C,sin Vi .. ) R = 2(V'Q+2Cycos Vi +...)8

- 4C,sin VP — 4C,cos VQ +.. .= o,

les termes non écrits étant au moins du second degré en «, P, Q. En
substituant dans cette équation un développement
(22) L=g, > +o,u +. . .+ 0u +. ..,

les seuls termes du premier degré en « proviennent du terme en R et
de - 4C,sinVP, et le coefficient de u est égal a

7!

20,[2 V0, +2C,sin V] —8C,sinVo,=49,[ Vg, — CysinV .
La fonction ©,(«) doit donc étre racine de I'équation

(23) 9,(V'o, — CysinV = o.

Pour la suite des caleuls, nous distinguerons trois cas :

Premier cas (cas général) : V' et C, sont différents de zéro. — Sur
une surface, dont I’élément linéaire est donné par la formule (8), la
courbe z = o n’est ni une ligne géodésique, ni une ligne de courbure
totale nulle.
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Deuxiéme cas : G, = o et V' est différent de zéro. — La courbeu =o
est une ligne de courbure totale nulle, sans étre une ligne géodé-
sique. ‘

Troisiéme cas : V'=o0. — La courbe u=o0 est une ligne géodé-
sique. '

II.

8. Nous supposerons que la fonction G(u, v) est holomorphe dans
le rectangle ® limité par les droites u = %=r, ¢ = == h et qu’elle est
représentée dans ce rectangle par une série (19) ou les coefficients
C;(v) sont holomorphes dans lintervalle (— /4, +%). St V' et C, ne
sont pas identiquement nuls, on peut, en outre, choisir 'origine des
arcs sur la courbe « = o et le nombre /4 de facon que V" et C, ne s’an-
nulent pas dans cel intervalle; enfin, nous supposerons / assez petit
pour que l'on puisse choisir la constante qui figure dans V, de facon
que sinV et cos V ne s’annulent pas non plus dans le méme intervalle.

La valeur de V étant choisie de cette facon, on peut prendre pour o,

sin 'V
une desdeux valeurs ¢, = 0, 9, = ~ Prenons d’abord pour o, cette

seconde expression qui représente une fonction holomorphe de ¢ dans
I'intervalle (— A, + ), ne s’annulant pas dans cet intervalle. Pour
calculer les autres coefflicients oy, 0,, ..., o, du développement (22),
remarquons qu’aprés-la substitution de ce développement dans le pre-
mier membre de I'équation (21), les termes qui dépendent de ¢, sont
au moins du degré n — 1 enu et les termes en z,u""' proviennent

uniquement de
R[V'P +2C,sinVu]— 40, sin VP.

En remplacantP et R par leurs développements et V' o, par C, sin'V, on
obtient pour coefficient de o,u"" le produit 2n(2n — 3)(,sinV. On
a donc, pour déterminer o,, une relation de la forme

an(on —3)C,sinVo, +...=o0.

les termes non écrits dépendant des C; et de @., o, ..., 9,-,. En pre-
nant successivement n =3, 4, ..., on obtient de proche en proche
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tous les coefficients, et 'on a un développement unique

(24) 5= cosVdy -+ usinV 4+ o u* — o 0 — . 4 out ...,
“0

dont tous les coefficients sont des fonctions holomorphes de « dans
Uintervalle ( — A, + &), satisfaisant formellement a I"équation (10).
Nous admettrons provisoirement la convergence de ce développement
qui sera établie plus loin d’une fagon indirecte. .

Si dans & on remplace z par le développement précédent (24), et
qu'on ordonne le résultat suivant les puissances de «, on obtient, en
n’écrivant que le premier terme de la série obtenue.

. 4G, sin?
(29 P = ’-\—»,"* - U

de sorte que F change de signe avec u.
= -
Prenons, en second lieu, o, =0 et cherchons une solution de
I’équation (21) représentée par un développement de la forme

(26) ) L=o,(¢)t’ ...~ oulv)u" = ...

Apres substitution de ce développement dans le premier membre, on
voit immeédiatement que le coefficient de «* ne dépend pas de 9,. On
pourrait vérifier directement que ce coefficient est nul; nous le prou-
verons un peu plus loin d’une autre facon en montrant qu’il existe au
moins une intégrale de I’équation (21) représentée par un dévelop-
pement de la forme (26). Nous pouvons donc, pour la suite des cal-
culs, choisir arbitrairement le coefficient ¢,. Cette fonction étant
choisie, les coefficients suivants 9., o, ... sont déterminés de proche
en proche par récurrence. Aprés substitution, ¢, ne figure dans le
résultat que dans des termes de degré n — 1 au moins, et les termes
en g,u"" proviennent uniquement de

2C,sin VRu — 4C,sin VP,
et le coefficient de o, ' est 2n(n — 3)C,sinV. En égalant a zéro le
coefficient de "', on a donc une relation

an(n—3)C,sinVg,+...=o0 (n24),

Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — OcroBre 1y2q. . 38
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ot les termes non écrits dépendent des coefticients o, d’indice infé-
rieur a n.

Il ne peut y avorr umpossibilité pour le calcul de o,. — Nous savons,
en effet, que 'équation (E,) admet une intégrale particuliére contenant
tous les éléments de la caractéristique double (20"), qui est aussi une
intégrale de (E,). Cette intégrale est représentée aussi par une série
de la forme (27%), dont on peut déterminer les coefficients ¢,, 2., ...,
en substituant ce développement dans . Dans le résultat de la sub-
stitution, il y a un terme du premier degré en «, qui est — 2 sinVo,u;
on doit donc prendre o, = o. En égalant ensuite a zéro le coefficient
de u?, on trouve qu’on doit prendre

(o- o Gycos? Vo
27 | 77 3sinv
les autres coefficients o, o, ... se déterminent ensuite de proche en

proche sans aucune ambiguité.
Il yadonc une infinité de séries de la forme
(28) 5 == cos Vo -+ usinV o, 0 ... +@ut -+ ...,
()
dont tous les coefficients sont des fonctions holomorphes de ¢ dans
- - P
intervalle (— %, + k) et qui satisfait formellement & ’équation (10).
La convergence de ces développements sera aussi établie plus loin
g |

pour une infinité de formes de la fonction p,. Cette fonction ¢, peut
C,cos?V
. v 3sinV
la fonction représentée par la série (28) ne peut étre une intégrale
de (E,). Si Pon remplace, dans &, = par ce développement, le résultat
de la substitution commence par un terme en «?,

étre choisie arbitrairement, et si l'on ne la choisit pas égale a

2

(29) F=12(C,cos*Y =3sinVo,)uz+...,

de sorte que F s'annule avec 1 sans changer de signe.

En résumé, ’équation (E,) admet une infinité d’intégrales holo-
morphes ne vérifiant pas I'équation (E,) et renfermant tous les élé-
ments de la caractéristique double (17). On a d’abord une intégrale
isolée, pour laquelle & change de signe avec «, puis une famille d’in-
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tégrales dépendant d'une fonction arbitraire pour lesquelles F ne
change pas de signe avec «. '

-9. Considérons d’abord la premiere intégrale, dont le dévelop-
pement commence par un terme du second degré en u. D’apres la
relation (25), G* (1 — p*) — ¢* change de signe avec u. Supposons que
'on ait pris les nombres % et r assez petits pour que, dans le rec-
tangle R défini plus haut, & conserve le signe de son premier terme;
nous admettrons encore, pour préciser, que C, V' est négatif dans I'in-
tervalle (— A, + %), de sorte que & n’est positif que dans la partie du
rectangle (R ou u est positif. Cette partie peut seule fournir une nappe
réelle de surface (X), dont I'élément linéaire est donné par la for-
mule (8), telle que la coordonnée z(u, v') soit égale & I'intégrale (24).
Nous allons, pour cela, reprendre les calculs du n° 5, afin de déter-
miner deux autres intégrales x(u, ¢), y(u, v) telles que

dx* + v + dz? = du* -+ Crdp2.

Les premiers termes des développements de p, ¢, a, 6 sont les
suivants :

p=sinV +a2q,u+..., ¢ =cos\V +cosV.V'u—+....
a:\‘i--p‘l:cos\'——chztang\'u-%..‘,-
b= P9 — oV — &f,+si,}\.\"}lt+...:
V1—p? cos? \

I
c est de la forme «*y, v étant une fonction réelle holomorphe dans ®
qui ne s’annule pas pour « = o et qu’on peul supposer positive pour
u=o. Si l'on reprend le calcul du facteur intégrant ¢*, les for-

mules (18) donnent pour It O fos expressions de la forme suivante :
‘ du’ dv
A Ju B
(30) ()—[l' = —= —‘U: = ===
e ds \ 1

A et B étant des fonctions réguliéres dans le rectangle (R. Le numé-

ab oda y i
» 54 ~ » Ju— h —_—— v ———
rateur A ne s’annule pas pour « = o, car o se réduit, pouru=o,
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a -- o, tang V. La condition d’intégrabilité des équations (30)

"OA ()B v
eN{4 (W — m>“r b—-L)
prouve que B est de la forme «G, la fonction G(u, ) étant réguliére
dans le méme domaine; u est donné par I'intégration d’une différen-
tielle totale

dp. = —§_- du + G\ uds.

\
et ’on peut prendre .
(31) p= [ [‘—\_.(/u:ll(u.u',)\‘/?.
Jy oyvu

H(u, ¢) étant aussi une fonction holomorphe dans R. Le facteur inté-

grant e est de la forme o« + (37\/u, o et B étant des fonctions réelles et
réguliéres dans R. Le produit

(o +Biy ;\[rz die + b dy + iy u dv]

devant étre une diltérentielle exacte d(x + ¢y), on a donc

de=awdu+ bdv — Byude,
dv =\ ul[Bladu-+bde)+ v de |

De la premiere, on tire pour x une fonction holomorphe dans R,
tandis que I'on peut prendre pour y I'expression

s
= [ By di,
iy

)

qui est de la forme

(32) RN VIN7A N

Y(u, v)étant une fonction holomorphe dans le méme domaine.
En résumé, on peut associer 4 I'intégrale z(u, ¢) deux autres inté-
grales de (E,)a(u, ¢), ¥(u, ¢) satisfaisant & la relation

dx? + dy? + dz* = du® -+ C* de*,
Pune d’elles z(w, v) étant holomorphe dans R, tandis que y(u,¢) a

ne expression de la forme (32) et n’est réelle que pour les valeurs
positives de u.
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10. La conclusion précédente suppose, toutefois, qu'on a établi la
convergence de la série (24), d’ou l'on est parti. Pour démontrer
cette convergence, nous suivrons une marche inverse en démontrant

d’abord I’existence d’une intégrale de (E,) de la forme u*{y(u, ¢), la
fonction Y(u, ¢) étant holomorphe dans le domaine de 'origine. On ne
peut appliquer ici les théorémes classiques d’existence, puisque cette
intégrale n’est pas holomorphe dans le voisinage des valeursu = ¢ =o
et un artifice est nécessaire pour étre ramené a la forme normale.

Cette intégrale renferme tous les éléments de la muluplicité singu-
liere (") O, représentée par les équations

(32) U=s=p=g=o.

Les valeurs des dérivées secondes r, s, ¢ le long de J1L, sont fournies
par 'équation (10) et les relations

(/p —rdu - sdy, gy =sdu + tdv,

qui donnent immeédiatement s =¢= o, tandis que l'équation (10)
donne pour rune valeur infinie si C, n’est pas nul comme on I'a sup-
posé. Il n’existe donc pas d’intégrale holomorphe renfermant tous les
éléments de la multiplicité J1L,. On obtient une intégrale non holo-

morphe satisfaisant & cette condition au moyen de la transformation
"Ampére

X =p. Y =, 7 =1:5— pu, P=—u. Q=gq.
d’ou I'on tire inversement

0= -—P. =Y. s==7 — P\, p= \, c/:(‘\).

La transformation prolongée donne les dérivées secondes

RT — §2 .
— rt —st—= —

T
R R’

Sgp— e S
r—-—gx .S__‘-*v}—{, ==

(') Jappelle ainsi toute multiplicité d’éléments du premier ordre telle que P'équa-
tion (10) jointe aux deux équations

dp = rde—+sdy, dg = sde-—tdy,

donne pour I'une au moins des dérivées du second ordre r, s, ¢ une valeur infinie
(wvoir plus loin, n® 25).
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et ’équation (10) est remplacée par la suivante :

~rp oy ()(; - o i
(33) — 1~IL...xﬂ-_}‘ ()J_ % s
) o ()JC 92 C e 0:C 1 ICA 2 2\' B
-+4C B Sy e X I:Z?F -C < (91/) ]Q sp\—O-_.

2C 0C 02C
Y ou’ dv du
plicité J1, est remplacée elle-méme par une multiplicité d'éléments
du premier ordre O, définie par les relations

- La multi-

ot 'on a remplacé u par — P et ¢ par Y dans C

X=Z=P=Q=o.

La nouvelle équation (33) posséde une intégrale holomorphe qui ren-
ferme tous les éléments de 01U, car le coefficient de R est différent de
zéro pour un élément de O si C, n’est pas nul, ainsi qu’on le sup-
pose. Sil'on développe cette intégrale suivant les puissances de X, le
développement commence par un terme du (roisiéme degré

(34) Z==@,(Y)N? 4. ..

dont le premier coefticient ®, r'est pas nul pour Y = o, st V' n’est pas
nul, ainsi que le prouve un calcul facile. Il est essentiel de remarquer
que ce développement ne renferme que des puissances impaires de X. En
effet, si 'on prend pour Z une fonction impaire de X,

(35) ‘ =0, X% D@ X" ...+ Dy, X |

Q, R, T sont aussi des fonctions impaires, tandis que P et S sont des
fonctions paires. Aprés la substitution dans le premier membre de
I'équation (33), on n’aura que des termes de degré impair en X. On
peut donc déterminer par identification un développement (35) satis-
faisant formellement & I'équation (33), et ce développement est forcé-
ment identique 4 celui de I'intégrale holomorphe qui commence par
un terme en «°.
De la formule (35), on tire ensuite

—u =P =3P, X> 5D, X+ ...,
s=L—PX=—020,X?-- 10, X> . ...

L’élimination de X et de Y = ¢ conduira & I'expression de z en u, ¢.
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De la premiére des relations précédentes, on tire

1
)1'—':7\: \’/—" 3P, —HP N2 | = X NP L

le second membre ne renfermant que des puissances impaires de X,
etc,, ¢;, ... étant des fonctions holomorphes de ¢ dans le domaine
de l'origine et réelles si ®, est négatif, dont la premiére n’est pas nulle

pour ¢ = o. Par inversion, on en déduira un développement de X sui-
1

vant les puissances de u* ne renfermant que les puissances impaires (')
1

de «”

1
N==w?(y -yt eyt L),

En remplacant X par la série précédente dans l'expression de s,
on obtient le développement d’une intégrale non holomorphe de
Péquation (33)

(36) s=u* g ey 4 bl - o e et L,

bor Giy ..., bus ... étant des fonctions holomorphes de ¢ dans le
voisinage de ¢ = o, et la série étant convergente dans le domaine de
I'origine, et ces fonctions étant réelles, si @, est négatif, comme on
peut le supposer.

1. Silon remplace 5 par cette intégrale dans la forme quad ratique’
du* + C*de* — dz* elle se décompose en deux facteurs linéaires

[t e~ (b —deydel|adu <= (b —ic)de)

el les formules générales du n 5 montrent immédiatement que «, b, ¢
sont des fonctions réelles et réguliéres dans un certain domaine
entourant la ligne «# = o, a et ¢ n’étant pas nuls pour v = o. Leraison-
nement s’achéve comme au n° 5 on peut adjoindre a I'intégrale (36)

(1) Il suftit d’observer qu'une courbe représentée par une équation
.}v' = lel" -t C;;x3 T o C'_l,)+1 xntl on (C] ,——f ()}

admet pour centre lorigine, et par suite. le développement de .z ne renferme que des
puissanees impaires de y.
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deux intégrales holomorphes de I'équation (10)
V==, (0) ey (e

(37)

[ Y= (0) ey +. ..,

telles que I’on ait identiquement

(38) da? + dry?+ d=*=du*+ Crds?.

La surface (Z) représentée par les équations (36) et (37) admet
bien I'élément linéaire donné. Le plan s =0 est un plan de symétrie
de cette surface, et la section par ce plan est une courbe plane I
représentée par les équations

e A V==Y #).

De I'identité (38)on déduit, en égalantles coefficients de du*, du dv, d¢*
dans les deux membres, les relations .

2 E - - BN e Ne PR S —
LA Yi=1. oy =V Vg == 0. (P == (=1, Zoxy 4+ yory= V"

Des trois premiéres relations, on déduit que I'on a

&, == sino. V== Ccosm, & = cosm, V== sino.

i . . . . ol ,
w étant une fonction de la variable ¢, et la derniére devient :/—?’ = V.

On a donc
w=V 4 w,,

w, étant une constante arbitraire. La courbe I' est donc représentée
par les équations

- . 3
€r =, + f cos(V 4 wy) do, K% =, +f sin(V 4+ m,) de;
i 0

par une translation et une rotation convenable, on peut faire coincider
cette courbe avec la courbe qui a pour équations

(39) ' .r:/ cos V do, ‘\':/ sin'V dy.
7 “0

b

‘Ce sont précisément les équations d’une courbe plane dont I'arc est
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égal i ¢, et dont le ravon de courbure est égal & — = L, ¢’est-a-dire
- 8 VTG

au rayon de courbure géodésique de la courbe « = o sur une surface
admettant 'élément linéaire (8). On sait en effet que cette courbe est
completement définie de forme et que les constantes dont elle dépend
n’influent que sur la position. Quelle que soit la valeur de la cons-
tante o, les intégrales . et y admettent, I'une et I'autre, tous les
¢léments d'une caractéristique double ayant pour support ponctuel
dans le plan («, ¢) la courbe v = o, telle que

ox . e : : . .

U =0, = sin(V -+ o)), o = o V4w o= / cos (V) due +— 2.
0

Nous voyons en méme temps, comme on I’a annoncé, que le choix de

la constante qui ligure dans V n’influe pas sur la forme de la surface

obtenue (X), mais seulement sur la position de cette surface.

12. Reprenons les notations primitives. L’intégrale (32) n’est
réelle, pour les valeurs de « voisines de zéro, que si u est positif,
lorsque le produit C, V' est négatif dans I'intervalle (— A, + /) comme
on I'a supposé. A chaque point de cette région correspondent deux
points symétriques par rapport au plan y = o, et nous avons ainsi un
autre exemple d’auto-application. On peut donner du résultat précédent
un énoncé physique déjh connu, mais dont on ne semble pas avoir
bien péneéwré jusqu’ici la signification analytique. Soient (X) une
portion de surface admettant I'élément linéaire (8), € une ligne située
sur cette portion de surface, qui n’est ni une ligne géodésique ni une
ligne de courbure totale nulle, I' une courbe plane dont le rayon de
courbure en chaque point est égal au rayon de courbure géodésique
de € au point correspondant, quand on fait correspondre les points
des deux courbes par égalité des arcs. On peut déformer la surface (X)
ou du moins une portion asscz voisine de € pour que cette courbe €
vienne s’appliquer sur I', chaque point de C venant coincider avec le
point correspondant de I', mais dans cette déformation il se produit
une déchirure de la surface (X) le long de la courbe &, de sorte que la
déformation ne s’applique qu’a I'un des cotés de la surface (X) limité
par la courbe €.

. o
Ann. Ee. Norm., (3), XLVL. — Ocroere 1g2g. 20
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Pour reconnaitre quelle est la portion de surface conservée dans la
déformation il faut savoir la signification géométrique de I'inéga-
lite C,V'u <o (n*9). Rappelons d’abord ce qu'on entend par région
de convexité géodésique ct région de concavité géodésique dune
portion de surface relativement 4 une courbe. Soit, sur une surface (),
un arc de courbe AB dont le rayon de courbure géodésique n’est ni
nul ni infini en aucun de ses points. Soit I le centre de courbure
géodésique de cet arc AB en un de ses points M. Le plan normal en M
a cette courbe coupe la surface (X) suivant deux arcs Mo, Mf3 dont
I'un M« se projette sur le plan tangent en M du méme coté que le
point I, tandis que I'arc M3 se projette sur le prolongement de IM
au deld de M. Lorsque le point M décrit 'arc AB, ces deuxarcs Ma, M[3
engendrent respectivement deux portions de la sarface (X) voisines
de I'arc AB, dont I'une (engendrée par Ma) est dite région de concavité

géodésique, relativement i I'arc AB, tandis que la portion de surface
engendrée par M3 est la région de convexité géodésique.

Reprenons le rectangle ® déflini plus haut (n°8) qui entoure un
segment de 'axe u=o dans le plan («, ¢) et proposons-nous de
reconnaitre quelle est la portion de ce rectangle qui correspond i la
région de convexité géodésique sur une surface (X) admettantl’élément
linéaire (8), relativement & la courbe u = o. Prenons pour origine un
point M de (X) sur la ligne « = o, pour axe des s lanormale, pouraxe
des x la tangente a la courbe ¢ = o0, et pour axe des y la perpen-
diculaire a I’axe ox, la dircction étant choisie de telle facon que y soit
positif pour les valeurs positives de « voisines de zéro. Avec ce systéme
d’axes, on a, & I'origine des coordonnées, |

dx de Jdy dy Js ()_z

= 0.

—_— 0 —_— = I —_— =1, —_— =0 _— =0
due ! dy ’ du dv ’ it ’ ¢

Des formules classiques

S (UJ;).: I, S oz Jz =0, S ( ()—J> = (2

Ju Y ou dv

1

, . ., . 9%y . s
on déduit aisément, pour v = o, la relation S =— V’. D'autre part,

Pordonnée du centre de courbure a I'origine de la projection sur le



LES CARACTERISTIQUES DOUBLES ET LA DEFORMATION DES SURFACES. 307
plan des xy de la courbe # = o a pour expression

da\?

o)

! b
v TN
',)TE

On aura donc Y >o si V' est négatif et inversement. En d’autres
termes, si V' est positif, la région de convexité géodésique correspond
a larégion u >>o du plan (u, ¢) et la région de concavite géodésique
a la région u<Co. Ce sera Uinverse si V'<o. Cela posé Pinéga-
lité C, Vu <o est équivalente a Pinégalité KV« >o0, K désignant la
courbure totale en un point de la lwne 1 =o0. Supposons la région (R
assez petite pour que la courbure totalv ne change pas de signe dans
cette région. La discussion de U'inégalité précédente se fait aisément,
et’on arrive & cette conclusion que lon a C, V'« < o dans la régron de
convexité géodésique st la courbure totale est positive, et dans la région
de concavité géodéstque si la courbure totale est négative.

Telle est, dans chaque cas, la région voisine de la ligne « = o, qui
st conservée dans la déformation (').

Un e\'vmplu de cette déformation avait déja ¢té signalé par
Darboux (*) pour les surfaces de révolution. La surface (X) représentée
par les équations

U _ ) U .
s(uyp)=—cos(e ), el )= —sm(ec ). = 1_,__.(//1
7 \

1
ot U est une fonction de la seule variable «
| R R R i o N L U
les coefficients ¢, et ¢, étant différents de zéro, est une surface de
révolution pour laquelleon a ds* = du* + U*dv*, et la ligne w = o est un

parallélede rebroussement. Les intégrales z(u, ) et z(u, ) renferment
tous les éléments d’une caracteéristique double. Par exemple z(u, )

(1) Voir le fascicule XXXI du Mémorial des Sciences mathématiques. par
M. B. Gambier (Applicabilité des surfaces au point de vue fini. p. {3 et suiv. .
() Legons sur la théorie des surfaces. t. I, »* édition, p. g3 et suiv.
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contient tous les éléments de la caractéristique double

. . cCos ()4
(=20, P =Ccos{cy), o = —s1n(cy ), I= —
1

13. Considérons maintenant une intégrale de I'équation représentée
par un développement (78) ot g, est différent de %—EE—\\— et admettons
encore la convergence de cette séric dans un rectangle (R de dimensions
assez petites autour de la droite w=o0. On peut supposer ces
dimensions assez pctites pour que & conserve un signe constant
dans R, celuide (C,cosV — 3sinVo,)u? et, pour avoir une surface (X)
réelle 1l est nécessaire de prendre pour ¢, une fonction telle que le
coefficient de «* soit positif: Cette condition étant supposée remplie
F est nul pour v = o, mais reste positif pour les valeurs de u voisines
de zéro, et cela conduita des conclusions tout i fait différentes de celles
des paragraphes précédents.

Quand on décompose la forme quadratique du®—+ C*dv? — dz* en
deux facteurs linéaires, on obtient pour «, b, ¢ des séries

a=cosV ..., b=-—smV —sinVV'u—+.. ., cE=uA

A coefficients réels, tous les termes non écrits étant au moins du

. . X ), dua
second degré en u, et le coefficient v, n’étant pas nul; :)/: — =, est
... . . Jp . .
divisible par u et les formules (18) donnent pour ==, == des fonctions

: du’ dv

réguliéres dans le domaine de 'origine. Il en sera donc de méme de 1,
et par conséquent on peut adjoindre a I'intégrale holomorphe z(u, ¢)
de I'équation (ro) deux autres intégrales holomorphes x(u, ¢), y(u,v),

telles que I'on ait .
da? 4= dy? 4 d 3t == i - G .

La surface (X) ne présente aucune singularité le long de la courbe I

de cette surface qui correspond & la droite = o, mais le plan tangent

a cette surfuace en un point quelconque de 1 est paralléle ¢ Uaxe os.
En effet, on a d’aprés I'identité de Lagrange

Dex )t [ DOy s 1 Dz, )] C
Diu.oy) | Dlu. o) Diwo vy 77
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ce qui prouve que les trois jacobiens ne peuvent étre nuls a la fois
pour « = o. D’autre part, en égalant les discriminants des deux formes
quadratiques da® + dy*, du* - C*dv® — d=*, on obtient I'identité

) D(a, y)]®
(40) — e | =G — pty g,
1O l,_'“(“’ ‘,)J (I Vi AR

D
ce ui montre que est nul pour v = o. Le plan tangentestdonc

X
D,
bien parallele 4 0z en tous points de la courbe v = o.

Inversement, soit (X) une surface dont ['élément linéaire est donné
par la formule ds* = du*+ C*ds* et soit I la courbe de contact du
cylindre circonscrit ayant ses génératrices paralleles a4 oz. En tout
Dz, )

Dra ) = © et par suite, d’apres I'iden-

point de cette courbe on a
tité (40), \
G — p?) — g2== o,
et cela prouve, d’aprc‘-\s les raisonnements du n* 5, que la suite des

)~
valeurs de u«, v, 3, 5o le long de I forme une caractéristique double
de (Ey). On pouvait donc prévoir a priori que les caractéristiques
doubles interviennent dans la solution du probléme suivant: Dé former

une surface (X) de facon qu'une courbe donnée (1') de cette surface
devienne la courbe de contact d’un cylindre circonscrit a la nouvelle sur-

Jace ().

14, 11 est aisé de ramener ce probleme au probleme classique
de Cauchy. Soit en effet (X') la surface déformée circonscrite a un

(1) D’une facon générale I'angle 0 que fait avec oz la normale a la surface (X)
déduite de I'intégrale z(u, ¢) de 'équation {10) est donné par la formule

cos2l = _Cl_l [C21— pH— q2].

Cet angle sera constant tout Ie long de la courbe u = o, si les valeurs initiales p,{ ¢},

go(e) des dérivées T’ gp POUr ¥ =o0 vérifient une relation de la forme pj + ¢ = m?2,
' Ju 14

m étant une constante dont la valeur absolue est plus petite que 'unité. La détermi-

nation des surfaces (%) satisfaisant a cette condition se rameéne encore au probleme

classique; il suffit de remplacer dans le raisonnement du texte, le cylindre € par une

surface développable dont le plan tangent fait un angle constant avec o s.
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cylindre € le long d'une courbe (I'") sur laquelle vient s"appliquer la
courbe (I') apres la déformation. Le eylindre € étant choisi arbitraire-
ment, la courbe (I) est déterminée par les conditions du probléme.
En effet, les courbures géodésiques des deux courbes (I') et (I'")
doivent étre égales aux points correspondants. Si 'on développe la
surface du eylindre € sur un plan, la courbe (I") devient une courbe
plane v dont le rayon de courbure est égal au rayon de courbure
géodésique de (I'), sil’on fait correspondre ces deux courbes par
egalité des arcs. Cette courbe vy est done déterminée de forme, et I'on
obtiendra la courbe (I) en enroulant le plan de la courbe y sur la sur-
face du cylindre G. On est ainsi ramené au probleme classique :
déformer une surface (£) de facon qu’une courbe donnée I' de cette
surface vienne s’appliquer sur une autre courbe (I), la correspondance
entre les points des deux courbes étant donnée, de facon a conserver
les longueurs des arcs. :

Il n’y aurait d'impossibilité que si la courbure géodésique de (1)
était égale a sa courbure. Il faudrait pour cela que le eylindre se
réduise & un plan. C’est précisément le cas traité d’abord, qui se pré-
sente ainsi comme un cas singulier du probléme général.

Nous voyons donc que I'on peut choisir d’une infinité de facons la
fonction o,(v) de facon que le développement (28) soil convergent.

I11.

15. Supposons V'=£ 0, C, =03 la courbe u = o est, sur une surface
admettant I'élément linéaire (8), une ligne de courbure (otale nulle,
sans étre une ligne géodésique. Pour plus de généralité, supposons
que le premier des coefficients C; qui n’est pas nul est C,,(mez3), de
sorte que le développement de C est de la forme

Gzt u V= G - Gyt e

Les autres hypothéses du n® 8 étant conservées, la formule (23)
donne o, = o, de sorte que le développement de Z commence par un
terme du troisieme degré au moins.

Nous aurons hesoin, pour la suite des calculs, de connaitre un
certain nombre de coefficients dans I’équation (21). Dans le coefficient
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de R, le terme du moindre degré en « est 7:C,sinVu"~', et Pon peut

écrire ce terme
REV'P e Cpsin Vet 0],

les termes non écrits étant divisibles par I'un des facteurs uP, uQ, u";
le terme en S est de méme

aSIV Q4+ mCpeos Vit L],

les termes non écrits étant divisibles par I'un des facteurs uQ, w™.
Entin I'ensemble des termes indépendants des dérivées R, S, T est
égal a |

----- am(n —1)Gysin VP =2 —om(m — 1)C,cos VQ a2+

lesautrestermes étant divisibles par I'un desfacteurs ™' P, u"Q, P*, Q?
ou étant indépendants de P et de Q. Un calcul direct prouve que ces
derniers termes sont de degré 2m — 2 au moins en u, mais on peut
["établir plus rapidement de la facon suivante. L'équation (E,) admet
une intégrale particuliére admettant tous les éléments de la multipli-
cité I,
7= / cosVde +-sinVu -+ o, 4 o0+ ..

et lon peut déterminer les coefficients g; en substituant ce dévelop-
pement dans &, et en écrivant que le résulitat est identiquement nul.
On trouve ainsi que cette série commence par un terme de degrém —+ 1,

oll
Cpcos?\
(m —41)sinV’

Do== 0, ceey Qo) = 0, Q== 0, Gy —
;

La fonction

L= paq "t

est aussi une intégrale de I'équation (21). Si I'on substitue cette
. intégrale dans le premier membre de I’équation, tous les termes qui
dépendent des dérivées de Z sont de degré 27— 2 au moins en u.
Les coef ficients de u, u*, ... w*", et le terme tndépendant de u dans le
premier membre de Uéquation (21) sont donc identiquement nuls.

Gela posé, si ’on substitue dans I'équation au développement de la
forme
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le coefficient de «* dans le résultat est 182,(V'z,— CysinV). On doit
C,sin )

\‘/
et le développement de Z commence par un terme du.quatricme degré
au moins. En substituant le développement

done prendre o, = 0, ou g, = - S1C, == o,0on aforcément o, = o,

L—=o,u"+ o0 +. ...

on voit de méme que le coefficient de «* dans le résultat de la substi-

tution est égal &
8o, Ve, — CsinV|;

on doit donc prendre pour z, une des valeurs

C,sin
9,==0, 9= N
Si G,=o, on a forcément o, = o, ¢t le développement commence par
un terme du cinquieme degré au moins. En continuant ainsi, on voit
que siles coefficients C,, C;, ..., C,, sonttous nuls, (,, étant différent
de zéro, le déceloppement de L commence par un lerme de degré m au
moins, ct le coefficient o, peut acoir une des deuwx valeurs

Y= ——77> D == 0.

16. Cherchons d’abord un développement

CsinV
— 1 e un 1 I
—‘—“‘—\ 7 = Qi e Qapnd

(4 1) 7, g
satisfaisant formellement & I'équation (21). Apres la substitution, tous
les termes qui dépendent de g,,., sont au moins de degré 2m +n — 3
et la partie du coefficient de u*"+"~* qui dépend de ¢,,, , est égalea

m(m — 1) (m 4+ n)V'0, 0+ m(m+n)(m—+n—1)V'0,0,, .,
A=m(m = n)(m 4+ n-—1)C,,sin Voun

—am(m —1)(m-+n)C,sin Vo,
ou, en remplacant »,, V' par G, sinV, :

CpsinV{m{ne — ) (m-4=n)-=a2m(m -+ n)(n—+-n—1)
—am{m—1)(m -+ n) o,

=m(m—+n)(m-+a2n—1)C,sin Vo, ,.
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[Le coefficient de g, n'est jamais nul, quel que soit n, et en écrivant
que le résultat de la substitution est identiquement nul, on détermine
de proche en proche, sans aucune ambiguité, tous les coefficients g, .1,
Opsas « ... BEn substituant la série ainst obtenue dans

F=0C*1— Py — 3,

le résultat ordonné suivant les puissances de « commence par un terme
de degré m — 1
(asin?y

7

“m~1.

qui donne son signe & & pour les valeurs de « voisines de zérvo. Deux
cas sont 4 distinguer suivant la parité de m.

St m est pair, e — 1 est impair, et F n’est positif que pour les valeurs
de u telles que C,, V'u soit négatif.

Sim est pair, & est toujours du signe de — €, V' pour les valeurs
de u voisines de zéro. Ces valeurs de « ne peuvent fournir une portion
de surface réelle (X) que lorsque G, V' est négatif.

7. Supposons que 'on puisse donner & « des valeurs telles que &
soit positif dans le voisinage de u = o. Pour trouver les autres inté-
grales de P'équation (10) telles que da' —+ dy*+ dz* = du*+ C*d+*,
reprenons encore les caleculs dun® 5. On a, dans ce cas,

P =sinV 4= mo, w41,
g=cos V(1 +uV')y+ g w"—+...,
=\ 1—p*==cos\ — mtang Vo, u" "~ . _.
— e . . . mo
b — ____[__L =—sinV {1+ V,)— ——,,'—'\' a4
/ 2 cos?
ViI—p
— 1 e i
=\ i amCGm |
c=u * '(lang\ —————v,——‘r—...{:.

les termes non écrits dans cette derniére série contenant « en facteur.
Nous supposcrons que (,, V' est négatif, de sorte que ¢ sera réel pour
les valears positives de u, si m est pair, et quel que soit le signe de «
si m est impair.
D'apres les valeurs de « et de b, :—j—g — S—‘(’ est divisible par «* de
Ann, Ec. Norm., (3), XLVL. — OcTOBRE 192(). 4o
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sorte que l'on a

()I'J_ Illv i
J2 = I,
12 du

H étant une fonction holomorphe ne s'annulant pas pour « =o.

On a ensulte
: de b (()/} ()a>
dp. “ou T "\ou " oy

dv ac

Des expressions précédentes de a, b, ¢, on déduit que le numérateur
o e o
de Fi‘ est divisible par u~', de sorte que (—)’(— est de la forme
n -1

I ;‘II.TII1.

(43 —=u
1) Je

I, étant une fonction holomorphe. Les formules (42) et (43) donnent
pour . une expression telle que

RSN

(i p=u * K(u v),

ou K(u, ¢)est holomorphe dans le voisinage de I'origine, et n'est pas
nul pour # = o.
Pour achever la discussion, nous distinguerons deux cas, suivant.

.« . - n — 1 . .
la parité de m. Si m est pair, —— est impair, et I'on a

m—1
—_

e == cosp -1 sinp==o +iBu *

aet 3étantdesfonctions holomorphes qui ne sont pas nulles pour « = o.
De I'identité

d{x =3y = e adu 4 (b + i) dv],
on tire ' :

|
—_—

de=oa(adu-+bde)y—Bu * cde,

n -1

dy="10u * (adu+bdv)+ acde;

d’apres la valeur de ¢, ces formules peuvent s’écrire

dz = A du + B dy,
M-

dy=u * (Cdu—+Ddyv),
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A, B, G, D étant holomorphes dans le voisinage de u = o, et C n’étant
pasnul pour# =o. On en déduira comme plus haut les expressions
suivantesde retdey :

‘ (u, o)== () o (e st

I

’ Ylu,v)y=u * [B,(¢)+DBiviu—. . =Sl s

x(u, ¢) est holomorphe, tandis que y(u«, ¢) contient en facteur une

R
puissance fractionnaire de «, # * . Les conclusions sont-les mémes
que celles qui ont été développées au n° 11. Lacourbe v = odelasur-
face obtenue (X) est une courbe plane (I') dont le ravon de courbure
est égal au rayon de courbure géodésique de la courbe u = o sur toute
autre surface admettant le méme élément linéaire. La surface (X) se
compose encore de deux nappes symétriques par rapport au plan de
la courbe (I') et tangentes & ce plan tout le long de (I') qui est une
courbe de rebroussement.

Les conclusions sont différentes sim est impair, m = 2[4+ 1, en sup-
posant C, V' négatit. On obticnt pour ¢* une expression

evl—g i Bul,

z et B étant des fonctions holomorphes réelles, et 'on en déduitencore
pour x et y des expressions de la forme (45), ou {)ﬂf-j——l doit étre rem-
placée paru’'.

Pour # =0, on obtient encore la courbe plane (I') définie tout a
’heure, et la surface (X) est tangente au plan de cette courbe tout le

long de (I') qui n’est plus une courbe de rebroussement. Le plan tan-
n —+x

gent ne traverse pas la surface () si est pair, et traverse la sur-
ne -1 e

2 :

On peut encore énoncer le résultat comme il suit. Etant donnée sur
une surface une ligne £ de courbure totale nulle, non géodésique, si
I'on veut déformer cette surface de fagon que £ vienne s’appliquer sur
une courbe plane dont le rayon de courbure est égal au rayon de cour-
bure géodésique de 2, il se produira nécessairement une déchirure le
long de la ligne 2, st la courbure totale de la surface ne change pas de
signe quand on traverse la ligne 1. Cette courbure totale esten effet du

face tout le long de (I') si st impair.
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signe de — C,, lorsque m est pair. Il ne se ;noduna pas de déchirure
le lonu de 7 si la courbure totale change de signe quand on traverse
la llgne 17, pourvu que cetle déformation soit possible.

Pour avoir un énoncé plus procis, il est nécessaire de connaitre le
signe des valeurs de « voisines de zéro, pour lesquelles on a

G, Vum—1< o;

pour ces valeurs de «, la courbure totale K a le signe de — C,, "2, et
inégalité précédente est équivalente & KV« > o. Sim est pair, K con-
serve un signe constant dans le voisinage de laligne « = o, et laconclu-
sion est identique 4 celle qui a été formulée plus haut. Mais si m est
impairK change de signe avec «, de sorte que le produit KV'« conserve
un signe constant pour les valeurs de « voisines de zéro. Pour que
Pinégalité soit vérifiée, il faut que le signe de Ku soit le méme que
celui de V' et, en examinant tous les cas possibles, on voit sans peine
que la déformation n’est possible que lorsque la courbure totale est
positive dans la région de convexité géodésique, ou négative dans la région
de concavité géodésique. Le rmultdt est bien ' .xu,ord avec celui qui a
été établi plus haut.

fixemple. — Supposons que G se réduise 2 une fonction U de la
seule variable «

Uz=1-4C, - Chum—-. .. (GG 00,

les coeflicients C; élant des constantes. Les formules (page 307 )

Ucos(Cyr) U sin( L ) / /
g 5= — g== I—~—1—,Ii
(41 . ’ Cl ’ \/

représentent une surface derévolution pour laquelle ds? = du® + U* do.

Le développement de 1 - ’CL' commence par le terme — 2 {T' umt.
Sim est pair, le parallele « = o sera un paralléle de rebroussement.
St m est impair, m =2/[+1, y ne sera réel quesi C,C,, est négatif.
Lorsque cette condition est satisfaite, le développement de v commence
par un terme en «, qui change de signe avec « si [ est impair, et ne
change pas de signe si [ est pair. Tout ceci est bien d’accord avec les
conclusions générales.
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Remarque. — L'intégrale v (u, v), qu’elle soit holomorphe ou non,
renferme tous les ¢léments de la ca actéristique double

o o

I :(), —— _—.47, == 0. V — O,
du o .

.y Lo . 0* G p o
dont les éléements véritient la relation = = o (note de la page 293).

On voit que ces caractéristiques doubles interviennent auassi dans le
probléme en question.

I8. Supposons mainlenant z,, = o, et cherchons un développement

I r o ) o .
(46) A e 2 T 2L S

satisfaisant formellement & I'équation (21). Aprés substitution, les
termes de moindre degré qui dépendent de z,., sont de degré
am + n—3, el la partie qui dépend de 3, , est égale &

(e == 1) (e =1 — 1) Gy sin N 0y, 0200700
—am(m—1)(m—+ n)Gy sin Vo, , (2703

=m(m-=n)n—(m—1)]C,sinN g, 203

En égalant & zéro le coefficient de «*~"=* on a une relation de la forme

cmim—= [ n-—(m—1)]CusinV o, 4. . .=0,

les termes non écrits dépendant des coefficients C; et des fonctions
Dy « oo d’indice inférieur & m + n. Tous ces coefficients sont
déterminés jusqu’d 9,,-, qui est indéterminé, puisque, comme on I'a
remarqué, il ne peut y avoir impossibilité. Une fois o,,_, choisi, les
coefficients suivants ., <s,.(, ... se calculent sans ambiguité. 11y
a donc une infinité de développements de la forme (46) satisfaisant

formellement & I'équation (21). Les coeflicients @,.,, ..., 9,0 sONt
déterminés d’une facon univoque, tandis que le coefticient o,,, ., peut

étre pris & volonté.
Substitaons ce développement (46) dans & =C* (1 —p*)—¢*.
Les termes dont les coefficients dépendent seulement de

Oty v oy Damez

seulement disparaissent puisque ces coefficients sont les mémes que
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pour I'intégrale de (E, ) qui a un développement de la meme forme. Le
terme du plus bas degré dont le coefficient n’est pas nul identique-
ment est donc le premier terme ot tigure ©,, ,. Ce terme, on le voil
aisément en écrivant 'expression de &, est de degré 2m—2, et le
coefficient de w*"=* est |

—af2m —1)sin N oy, + o,
w dépendant des coefflicients précédents s,y - . ., Gapn. Si’on prend
P P Pri1 Pan-—2 I
pour o,,—, la valeur qui annule ce coefficient, on retrouve forcément

I'intégrale de (E,). Mais si 'on prend pour o,, , une fonction telle
que o — 2(2m — 1)sinVo,, _, soit positif, on voit que F sera positif
pour les valeurs de « voisines de zéro. Le calcul s’achéve comme
au n°13; on obtient les valeurs de a, b, ¢ en changeant n en m —+1
dans les formules de la page 313, ce qui donne ‘

a=cosV —(m 4 )tang Vo, u" +. ..,

A=)

. T T
cos®\

b=—sin V(1 4+ u\V') -

e —1
co=utThy,

étant une fonction réguliére gui n’est pas nulle pour « = o. Dans ce
Y g q I p

. 0 da c _ et . o dp O .
as, oo — oo est divisible par «"', et Pon obtient pour 5=, - des

fonctions réguliéres. Onen déduit aussi pour . et par suite pour x et y
des fonctions réguliéres. La conclusion est laméme que celle qui a été
développée au n° 13. La courbe « = o est sur la surface correspon-
dante (X) la courbe de contact d’un cylindre circonserit.

V.

19. Soit V=103 laligne u = o est une géodésique sur toute surface
admettant I'élément linéaire (8). Le développement de C ne contient
pas de terme du premier degré en u

(47) C=14+C "4 Cpygum 4= .. (m22)
et les équations générales des caractéristiques doubles pour les-
quelles u = o sont alors

(48) u=—o

, P =sinw, ¢ == Ccosm, I'T= 6 COS O - 5y,
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w el s, étant deux constantes arbitraires. Nous examinerons d’abord
le cas ot w = o, et en négligeant la constante de translation z,, on ala
caractéristique double 01, représentée par les équations

(49) u=p=o. ¢ =1, =1,

‘qui estaussi une caractéristique pour I’équation du premier ordre (E,).
Toute intégrale holomorphe de I'équation (ro) qui contient tous les
¢léments de M, est représentée par un développement

CE N R . . 2 ~ ) .
(50) e - T D T S o (R TACE ST

I"équation (23) qui détermine le coefficient o, se réduithuneidentité.
En procédant par identilication, on voit aisément que les coefficients
successifs @y, @, ..., 9, ... sontdéterminés par des équations diffeé- -
rentielles du second ordre. Nous allons montrer d’abord que 'on peut,
et d’une infinité de manicres, choisir les constantes arbitraires dont
dépendent ces coefficients, de facon quela série (50) soit convergente
dans un rectangle R renfermant un segment de la ligne u =o.
lin posant

s=¢ 7, on a p=P,g=1+0Q,r=R,s=8,r=T,

- et Péquation (ro) devient

(51) C(RT — %) 4+ C'—'i-‘Pa(iL—‘(H-Q) Rf‘-t%(lﬂ'--‘))i)(—‘s
' Jdu v | Jdu
L, 02C 020G 1/ 0C\?
(P T e =2 ()2 a9 (N
¢ (u‘-’l |_1)111_L—(1<()1/)}("+)‘)

Soit C,, le premier coefficient C; qui n’est pas nul. Le terme indépen-
dant des dérivées de Z est ¢gal a
0:C 1 (()C« \)2

(=755 — ¢

et son développement commence par un terme de degré, 2m — 2, et
de degré 3, sim = 2. Les coefficients de P* et de Q* + 2Q ont des déve-
loppements qui commencent par des termes de degré n — 2.
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D’aprés le théoreme fondamental d’existence de Cauchy, I'équa-
tion (51) admet unc infinité d’intégrales holomorphes dans le domaine
de I'origine (# = v = 0), représentées par des séries entieres en ¢

(52) Z=U,+U ¢+...+U,;r+..

ou U,, U, ..., U, ... sont des fonctions holomorphes de « dans le
domaine du point «# =o, et dont les deux premiéres peuvent étre
choisies arbitrairement pourvu que U”(0) ne soit pas nul. En effet, si
Uon résout I’équation (51) par rapport a T, le coefficient de T se réduit
a U"(o) pour u=v¢=o.

Parmi ces intégrales, il en existe une infinité o tous les coeffi-
cients U,, U,, ..., U,, ... sont divisibles par «*. D'une facon plus
_générale, soit C,, le premier des coefficients C; qui n’est pas nul
(mz22); sty est un nombre entier au moins égal a 2 et au plus égal @ m,
léquation (51) admet une infinité d’intégrales dela forme .= w7/ (u, ¢),
ot Z'(u, ¢) est une fonction holomorphe dans le domaine de Uorigine.

Posons en eflet Z = u’Z/, en désignant par Z' la nouvelle fonction
inconnue. Des formules de transformation

P=wP 4+ vur—7, Q=u?(), T=1wT,
Re=w/R 4+ ave" P+ vy —1yur27/, S= 'S 4 vur—r()
on tire
RT = w2 w* R 4+ 2vu P+ v(v—1)Z" T,

S 2 [ v -2y ()'S 4 1282

RT — S* est done divisible par «*7*. On voit de méme qu’en substi-
tuant les expressions précédentes de P, Q, R, S dans le premier
membre de 'équation (51) tous les termes obtenus sont divisibles
par «*=*. 1l en est de méme du terme indépendant, puisque ce terme
contient en facteur «*”~*, et par hypothése m2v. Apréslasuppression
du facteur «*~*, il reste une équation du second ordre ot le coefficient
de T est
[v(v—1)Z" 4-avu P 4 «*R').

Cette ¢quation admet une infinité d’intégrales holomorphes dans le
domaine de I'origine

A A A R 2T S SN



ZowZyy ooy 2y, ... étantdes fonctions holomorphes de « dont on peut
choisir les deux premiéres arbitrairement, pourvu que Z,(0) ne soit
pas nul. 1l est clair que toutes les intégrales s = ¢+ wZ'(u, ¢) con-
tiennent tous les éléments de la caractéristique double (49).

Sien particulier on prend v = 2, ce qu'on peut toujours faire quel
que soit m, on obtient une intégrale représentée par une série (52) ou
tous les coefficients U; sont divisibles par «*. Comme la connaissance
des deux premiers coefficients U, et U, entraine celle de tous les
autres, il résulte aussi de la démonstration précédente que si 'on
prend pour U, et U, deux séries entiéres en ¢ commencant par un
terme en 2, il en sera de méme de toutes les séries U,, ..., U,; ce
qu’il serait facile de vérifier directement.

20. Sil'on ordonne la série (52) suivant les puissances de u, on
obtientpour = un developpcmentdolatorme( 50), ol les fonctions o;(¢)
sont holomorphes dans le domaine de 'origine et qui est convergent
dans un rectangle R entourant un segment de la droite u =o. Ces
fonctions ¢;(¢) sont développables en séries entiéres

(53) () =ab el gl (i=2,3,...),

ol I'on peut choisir arbitrairement (sous des conditions qui seront
indiquées tout a 'heure) le terme constant o), et le coefficient o de .
Les deux séries _
(34) { af-;u"—%:/..f,w-— R (A
Po?ut4ad . o+ afut—+. ..,

sont identiques respectivement aux fonetions Uy, U, et par conséquent
les coefficients o, o' doivent étre pris de facon que les deux séries
enticres (54) aient un rayon de convergence différent de zéro, o
n’étant pas nul. Il résulte de la démonstration précédente que la con-
naissance de ces coeflicients o/, o) permet de déterminer tous les
autres coefficients, «j,(A>1). On peut le vérifier en substituant
directement la série (50) dans le premier membre de I'équation (51) et
égalant  zéro les coefficients des diverses puissances de «. En égalant
a zéro le coefficient de u2, on voit que 3.(¢) doit étre une intégrale de
I'équation différentielle

(53) 2, )2 2G5 — CL9,=0o,

P
72

Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — NOVEMBRE 1020.

"
oy —2(9;

9
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et cette intégrale est bien déterminée si I'on connait les deux premiers
coefficients du développement 2, «, pourvu que %, ne soit pas nul.
Connaissant o,(+), les coefficients suivants 2,(¢), ..., 9,(¢), ... se
déterminent de proche en proche par des équations différentielles du
second ordre, ou le coefficient de la dérivée seconde est égal, & un
facteur constant prés, & g,(¢). Ces fonctions sont donc déterminées si
I'on connait les valeurs initiales 2,(0), 2,(0), satisfaisant aux condi-
tions qui ont été expliquées.

Soit z(u, ¢) une intégrale de I'équation (10) représentée par une
série de cette espéee. Pour que de cette intégrale on puisse déduire
une surface (X) réelle dans le voisinage de la ligne « = o,’il faut que
dans ce voisinage cette intégrale vérifie les conditions

(56) 1— p?> 0, (OERY7ER CHu—p?) — ¢*> 03
d’apres 'expression de z, on a

T i1 — 4o u— .
(= ( Gy — ol -

Cli—pr)— =14+ 20,0+ 1 —qodw 4. ] — |1+ g, .

=[2C,— joi —a0, Jut+4. ...

es termes non écrits élant d'un degré supérieur au second en w. Ls
les terme ts étant d leg I Le La
condition 1 — p*> o est certainement vérifiée pour les valeurs de u
voisines de zéro. Quant aux deux autres, elles peuvent s’écrire

2k

w0 >0, (K —a)olu+...>o0,

~ o

en remarquant que I’équation (55) admet I'intégrale premiére

(57) Cy,— o, =Koi,
ol K est une constante arbitraire. 1l suffira donc de prendre pour v,
une intégrale de 'équation (57), ot la constante K est supérieure i 2
pour que les conditions (56) soient vérifiées dans le domaine de ori-
gine. Remarquons de plus que C2*(1— p*) — ¢* s’annule avec «, mais
sans changer de signe. La forme quadratique du*+ C*de* — ds® se
décompose alors en un produit de deux formes linéaires

Ladu (b ciydeladu =+ (b —ci)ds],
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oul'on a
' A=\ L—pr==1— 2930+ ..
: — 1 = 20, ...
b == /__i_:———d—,l_,j =20, ...
y1—p? Vit
CCE(L— pty gt 20K oot ..
(‘:::\ __!__ / :\ 72 ::l(“,
\ I—pF V11— p*

H étant une fonction régulicre qui n’est pas nulle pour « = o. Dans ce
db da

cas 5 — - n’est pas nul pour u=o, et les formules (18) donnent
our 2%, % des expression

p o’ o¢ (es expressions

(58) dep_ A oy B

du ' du u’
ou A et B sont des fonctions régulieres dans la région considérée et
olt A n’est pas nul pour = o. La condition d’intégrabilité

1t dA 1 0B B

u de o du "

prouve que B est de la forme « G, G étant aussi unefonction réguliere,
et les formules (58) deviennent

, du. A -
(H _— = —— = G
9) du w’ oy *
Soient
A==a, ()= a, () ...+ ay( ey’ ...,
Gomg,(0) 4 2 (0 ). (a1

la condition d’intégrabilité des équations (5¢9) conduit aux relations
a,(9)=o, a, =ng, (R==1.2,3, ..., %)
On a par suite pour w.(u, ¢) une expression de la forme
== a,Log(|uw|) 4 2(u, o),
a, étant une constante et €(u, ¢) une fonction réguliére dans le voisi-

nage de #z = o.

La constante a, est différente de zéro. — En eflet, pour qu’elle fut
ab

a o . . .
i (7))7 fut divisible par u, ce qui n’a paslieu

nulle, il faudrait que
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comme on ['a déja remarqué. On peut vérifier aussi que le coefficient

1 ) . , - ,
de - dans (f,i: est indépendant de ¢. En effetle développementde ccom-

)

mence par un terme du premier degré en «, V2(h — 2)2,u, tandis que

. , ab dre , . -
le terme indépendant de w dans 5> — =~ est ¢gal & — 29,. On a donc
du ds 2 i

- 0. . R — 2
pour le résidude Z){? relatifau pole v = ola valeur constante

yo(lK—2)

Connaissant w(u, ), les deux autres fonctions & (u, ¢), y(u, ¢),
qu'il faut adjoindre a I'intégrale = (u, ¢), sont données par I'intégration
des équations aux différentielles totales

drx=qacospdu -+ (b cosp — ¢ sinp.) ds',

dy =asinpdu + (bsinp + ¢ cos ) ds.

On peut prendre par exemple, en négligeant des constantes additives,
et remarquant que & et ¢ sont nuls pour u =o,

7 2l
(60) e ::f a cos . du, > :/ asinpdu
[ 0

lorsque « tend vers zéro, x et ¥ tendent hien vers zéro, mais ce ne sont
pas des fonctions réguliéres dans le domaine de I'origine & cause du
terme logarithmique dans w(u, ¢), et les coordonnées z et y ont une
infinité de maxima et de minima dans I'intervalle (o, /), aussi petit
que soit /.

I’axe des s est donc une singularité transcendante de la surface ().
Pour étudier la forme de la surface dans le voisinage de cette droite,
posons & + 1y = ¢*(P + Q¢); lesformules qui donnent dx et dy con-
duisent a I’équation aux différentielles totales du premier ordre

(61) d(P -+ Qi)+ (P 4+ Qi)ydp=adu -+ (b -+ ci)dp,

d’ott 'on tire
P-Qi= (3‘"'!‘-"feWLa du + (b + el de].

D’apres I'expression de u., on a sous le signe d’intégration une diffé-
rentielle totale de la forme

w (M duw —+ Ndyp),
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M et N étant des fonctions holomorphes dans la région considérée. En
utilisant la condition d’intégrabilité, on voit aisément que M et Nont
des développements de la forme

-+ ©

. - .
. . ol () e
M= z:anu"u". N=3 2T
e A k)
n=J( j/ =]

et on en déduit une fonection primitive

m/ wi (M du =4 Ndvy= 1/”»"2 n—:oii‘luj:—:lol
n=0

En multipliant cette intégrale par ¢7*, on obtient pour P et Q des fonec-
tions holomorphes qui sont nulles pour # = o, quel que soit ¢. On
peut donc écrire les formules (Go)
(62 [ &= P Cj)sn'" — Q sinp,
’ [ y=Psinp + Q cosp,
P et Q ayant la signification précédente. Sil'on donne a ¢ une valeur
constante, et que I’on fasse tendre u vers zéro, x et y tendent aussi
vers zéro tandis que la valeur absolue de p. augmente indéfiniment (*).
Le point (&, v, o) décrit une spirale ayant’origine pour point asym-
ptote (*). La surface (X) tend donc asymptotiquement vers I'axe Oz,
autour duquel elle s’enroule une infinité de fois.

On peut se faire une idée de la forme de cette surface, en se repré-
sentant un cylindre dont la section droite est une spirale logarithmique.

Le résultat obtenu est vrai pour une géodésique quelconque d’une
surface, quel que soit le signe de la courbure totale. Il avait été
remarqué par Petersen pour une section principale d’un ellipsoide.

(1) Des formules (62 ) on tire en effet, en posant tangw = Z, la relation
X . o
tang p =~ T
tangw = ———————=

. 1 —tangn P
et par suite

w = @ - arc tang

-l
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Il est facile de le vérifier pour une surface hélicoide. Prenons en
effet les formules générales qui représentent une surface hélicoide
admettant ’élément linéaire

ds* = du*+ Urdy?,

ou U est une fonction de la seule variable « (') et faisons dans les for-
mules 4= m. Elles deviennent

AU — et U U
I/ -+ - )
0 '

U

p==m\U?—1,

du

4 * ( -
() — /]2 ERDER B
)= - U — 1 — 2 U2 U
' m / m U (U2 — Iv)\ ’

oul’on a pos¢ z =gcosv,, ¥y =psing,. Si U =1+ Cyu*+ Cyu* 4 ..

ott C,>0,0na U —1—m* 02U =(2C, — 4m*C2)u*~+. .., et, en
choisissant m de telle facon que 2C, — 4m*C; soit > o, on voit que ¢,
devient infini comme log|«| lorsque « tend vers zéro, tandis que o
tend vers zéro. L’axe des =z est bien pour la surface une ligne singu-
liére de la nature qui vient d’étre indiquée. Cette surface est engen-
drée par le mouvement hélicoidal d’un proﬁl plan asymptote 4 Oz,
représenté par les équations

.1‘:112\"'1”"—'-—-1,‘ =0, A,__/ -—-——-\ U2 —1— m2UU"™

21.L orsque ¢, estune intégrale de I'équation du premier ordre (57),
ou I'on a pris h_. 2, le l‘bbultdtdb la substitution de I'intégrale z(u, ¢)
dans & = C*(1—p*) — ¢* commence par un terme du troisi¢me degré
au moins en «. On peut choisir les fonctions suivantes o,, o,, ..., de
telle sorte que & soit d’un degré infinitésimal aussi élevé qu’on le
voudra par rapport & «.

Nousavons déja remarqué que la multiplicité M, (u=5=p=¢g=0)
est une multiplicité caractéristique pour I’équation du premier
ordre & = o. Il existe donc une infinité d'intégrales de cette équation
représentées par une série delaforme (50). En égalant & zéro les coef-

(1) G. DarBoux, Lecons sur la Théorie générale des surfaces, t. I, p. go et suiv.
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ficients des diverses puissances de « dans le résultat de la substitution
de cette série dans 7,

[1 oG [t — gyt .o no = )]

10

el et N s S S A T B S LN

on obtient d’abord, en prenant le terme en «*, I"équation (57).

En égalant i zéro le coefficient du terme en ¢, on obtient en général
une relation ou figurent 9., 5., ..., o,, et leurs dérivées, et ot — 29,
est le seul terme qui dépend de z,. Ces coefficients sont donc déter-
minés de proche en proche par des équations différentielles du pre-
mier ordre, et chacun d’eux dépend d’une constante arbitraire nou-
velle. Les intégrales de (E,) ainsi obtenues sont aussi des intégrales
de I'équation (E,). Par conséquent, si ., ., .. s, o, forment un sys-
teme de coefficients satisfaisant aux derniéres conditions dont il vient
d’étre question, ces coefficients vérifient aussi les équations différen-
tielles du second ordre obtenues en écrivant que le développement
représente une intégrale de (E,). On peut done, et d’une infinité de
facons, choisir les constantes qui figurent dans 2., ..., z,, de facon
que le développement de & commeénce par un terme en « de degré
aussi élevé qu’on le voudra, & = «"H, H n’étant pas nul pour z<<o.

Supposons d’abord n = 2m, les constantes étant choisies de facon
que le coefficient de «*™ dans & soit positif pour les valeurs de « voi-
sines de zéro. Les expressions de « et de b ne seraient pas modifiées
(ou du moins leurs premiers termes), mais ¢ sera égal au produit de
u™ par une fonction holomorphe réelle qui n’est pas nulle pour « = o,

y dp. Jdp. . .
et 'on aura pour T o des expressions de la forme
du. A du. B (m 1)
du — u’ du " T

A et B étant des fonctions réguliéres dans le domaine de 'origine dont
la premiére A n’est pas nulle pour «=0. On en déduit pour y. une
fonction qui est infinie pour #=o0, et qui contient toujours un terme

I . , . . .
en ——; elle peut contenir d’ailleurs des termes en v’ ot v<m — 1,

um—1i?
et un terme logarithmique. Les coordonnées « et ) sont encore don-
nées par les formules (60), ct Paxe des = est pour la surface (X) une
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singularité transcendante de méme nature que plus haut (). Si n est
impair, on est conduit & un résultat analogue, mais il n’y a qu'une
nappe de surface s’enrvoulant asymptotiquement autour de Oz, puisque
'on ne peut donnera u que des valenrs de méme signe dans le voisi-
nage de 'origine.

22. Supposons maintenant que I'on ait & la fois C; = C,=o, et plus

(') La démonstration repose sur le lemme suivant :

Lemmi. — Soient F(t), f(t) dewr jfonctions continues de la variable t, dont la
premiére F(t) est croissante pour t > ly. auwgmente indéfiniment avec t, et adm et
une dérivée F'( 1) continue et positive; les deux intégrales

’ ! ¢
(n [(¢) = / cos[ F(e)] /(). J(1) = [ sin[F ()] /() dt,
4, e, ,
sont convergentes lorsque la limile supérieure augmente indéfiniment, pourvu

(1 . . Lo .
que la valeur absolue du rapport S, soit une fonction décroissante qui tend

00
, 1
vers Sero avec —/—-

La relation F(¢) = 0 donne par inversion une fonction / = z(0) qui est continue et
croissante lorsque 0 croit de 0y =T (¢y) & - =. et augmente indéliniment avec 0, ct dont la

dérivée ¢'(0) est égale & F'E/ - Les intégrales (1) deviennent, quand on fait le chan-
gement de variable = < (0).
: J1e(0)] o /Le0)]
(1 - [ so LRy g o [ VAR ALY T
o Jy, % [?Ul)]’ i, SO Te(0)]

Jlo(H] /(/
Fle(0)]  Fi(7)
finiment, et sa valeur absolue est décroissante. D’aprs un résultat élémentaire bien
connu, Ics intégrales précédentes tendent vers deux limites I, et J; qui sont représen-
tées par les sommes de deux séries alternées, ot la valeur absolue du terme général
va constamment c¢n diminuant. La démonstration classique prouve aussi que les inté-
grales (I) sont des fonctions de ¢ qui passent par une infinité de maxima allant en
décroissant, et par unc infinité de minima qui vont en croissant. Par exemple, J(7)
est maximum pour les valeurs de ¢ telles que F(/) soit_un multiple impair de =,
si f(¢) est positif, et minimum pour les valeurs de ¢ telles que F(¢) soit un multiple
pair de =.

Il est clair que ‘le résultat subsiste si la fonction F(7) est décroissante et tend
vers —oo lorsque 7 augmente indéfiniment. la dérivée F'(¢) étant continue et négative.

Remarquons qu'il ne suffit pas que F(¢) soit une fonction croissante augmentant
indéfiniment avec ¢, tandis que f(¢) est une fonction croissante ou décroissante qui
tend vers zéro, pour que les intégrales (I) soient convergentes. Par exemple P'inté-

par hypothese, la fonction tend vers zéro Jorsque 0 augmente indé-
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‘généralement que le développement de C — 1 commence par un terme
de degré men « (m >2). Onadémontré plus haut (n° 19) que I'équa-
tion (10) admet une infinité d’intégrales de la forme

i 1 [t S

(63) S=0 4 9.u Qe U +—. . (wy=0).

¢ étant un nombre entier supérieur & 2 et au plus égal @ m (nous venons
d’examiner le cas ot I'on prend ¢ =2). Les coefficients successifs o,,

t
< dt - . C - .
grale cos[logs]- - n’a pas de limite. quoique log/ augmente indéfiniment tandis
ty ¢ ~
1 .
que - tend vers zéro.
Cela étant, nous pouvons écrire les formules (60) comme il suit

"

o
(1) T =, f acosu du. V=34 [ asinu du,
. u,

<y

g étant un nombre aussi voisin de zéro qu’on le voudra, et oli 'on a posé

i "y
£y= [ acosu du, Yo= / asinyp du,

0 “ 0
Lorsque w« tend vers zéro, les intégrales qui figurent dans les formules (II) tendent
respectivement vers — 'y et — ;. Nous supposerons, pour fixer les idées, que « tend
vers zéro par valeurs positives; « est une fonction continue dans le domaine de l'ori-
gine, tandis que . est la somme d'une fonction admettant 'origine pour pole et d’un

terme logarithmique, Si ['on fait le changement de variable « = 7 les formules

deviennent

‘ '
() &= - [ cos[F ()] f e di. ¥ :.J‘U»—rf sin[ F ()] /(1) dt.

1

ey

F(l/')::y, <{l>’ ‘f.(':[):~7171(’<.[£>'

On peut choisir u, assez petit pour que les fonctions F(¢) et f(¢) vérifient les con-

iy

ol 'on a posé

. - . 1 .
ditions du lemme, car la partie principale de <7> est un polynome entier en ¢, ou
un logarithme dans le cas déja étudié ot p ne contient que le logarithme comme

terme infini. Dans les deux cas. le rapport-’l{‘,((—[,)) tend bien vers zéro avec[iet sa
valeur absolue est décroissante. ' )

On voit donc que .« et y tendent vers zéro avec u, en passant par une infinité de
maxima positifs qui vont en décroissant et de minima négatifs qui vont en croissant.
Entre un maximum et un minimum conséeutifs de #, il y a un maximum ou un
minimum de » et un seul, et inversement. La courbe de (£) obtenue en donnant a ¢
une valeur constante se projette donc sur le plan des 2y suivant une courbe en forme

de spirale admettant I'origine pour point asymptote.
Anrn. Ec. Norm., (3), XLVL. — NOVEMBRE 192g. 42
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Duets .., sonLdéterminés de proche en proche par des équations dif-
férentielles du second ordre, et chacun d’eux contient par conséquent
deux constantes arbitraires qui ne figuraient pas dans les précédents.
Si Pon substitue ce développement dans &, on démontre, comme au
paragraphe précédent, que Pon peut disposer de ces constantes de
facon que & soit d'un degré infimtésimal aussi élevé qu'on le voudra
par rapport a u.

Supposons gue & soit du degré ¢ en u, F = u*H, H étant une fonc-
tion réelle et holomorphe, qui n’est pas nulle pour « =0, et qui est
positive pour cette valeur de « si ¢ est pair. Les coefficients « et b ont
pour expressions

Yol
o ==1 — -

IS S b=-—vo,u" " 4. ..,
0

. y I Ja e N
tandis que ¢ est d’ordre Cenu:’? — 2% est divisible par & *, et les

’ 9, Y du v ’
formules (18) donnent

. A . B

e T e e I ——

i Yy e Yy
w* "

A et B étant des fonctions holomorphes dontla premiére A n’est pas
nulle pour v =o. Si l’cxpnsmxt% — v 2 est supérieur ou égal & un,
. estinfini pour =0, et 'on a une singularité transcendante de la
méme nature que plus haut. Si %—v + 2 est plus petit que un,
ou g < 2v—=2, l'exposant de v au dénominateur est au plus égal & —E,

mais il peut etre négatif. Dans tous les cas possibles, on aura pour u.
une fonction qui est nulle pour 1. = o, '

p=uLu. ).

L(u, ¢) étant une fonction holomorphe qui n’est pas nulle pouru = o,
et 7 un nombre entier ou la moitié d’un nombre impair. Les raisonne-
ments du n° {7 peuvent étre appliqués ici, et I'on peut adjoindre a
I'intégrale z(u, ¢) deux autres intégrales

xlu, 9y=o,(¢)+ o (¢)u—+...,

yiwu, 0)=u B, (¢)+ Ly(0)u—+...],
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telles que da*+ dy* = du*+ C*de* — d=*. En identifiant les coeffi-
cients de du* et de dv* dans les deax membres, on voit que on doit
avoir «, == 0, o =1. On peut donc prendre

Nt T S T

et la surface (X) est tangente au plan v = o tout le long de la droite
x =y =o. Lorsque 5 est la moiti¢ d’'un nombre impair, 'axe Oz est
une droite de rebroussement. Lorsque = est un nombre entier, tous les
points de cette droite sont des points ordinaires de la surface (X) qui
n’est pas traversée par son plan tangent lorsque 5 est impair, tandis
qu’elle traverse le plan tangent le long de la droite de contact lorsque
5 est pair.

Exemples = 1° St =13, on a aussiv=3; si 'on prend pour ¢, une
fonction telle que ¢/, — C, soit différent de zéro, on a

3

. - , . . -
et parsuite 5= -- La surface a une droite de rebroussement. Si =, =C,,
o ~ . -,
¢ 24, % — 121, 'axe des 5 est une singularité transcendante.

Pl

2° Soit m=/4. On peut prendre pour v les deuxvaleursv =23, v=14.

]

Sil’on prend v=23 et si ¢, n’est pas nul, ona g=3, etily a une
droite de rebroussement. Si 2, =0, onag=4, et il y a une singularité

3

transcendante.

~
d
2

Prenons v =/4; si ¢, est différent de C,, s =4, >~ —(v—2n)=o0, et

o )
la surface (X) est tangente & un plan tout le long d'une droite.
Sio, = C,, ¢ estaumoins égala 5; si g =5, onaunedroite de re -
Sig,=0C,, ¢ est gala 1 ,onaunedroite de rebrous

sement, et une singularité transcendante si z > 5.

Remarque. — Des trois intégrales a, y, 3, la premieére et la derniére
renferment tous les élements d’ane caractéristique double satisfaisant
a la condition & = o, tandis que y renferme tous les éléments de la
caractéristique double u=p=¢ =y =o, qui satisfont & la relation
0:C —_

=o (cf. n°17).

du?
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23. Supposons enfin que I'on ait V=10, V=, sur @ % o. Pour
trouver des intégrales de I’équation (10) contenant tous les éléments
de la caractéristique (48), posons encore

Z==COoSm ¢ - sinmu -+ 7
Péquation en sera Z

\1 ()(1

(64) C(RT —S2)+ (P -+ sinm)ﬁi)—("-' () 4+ cosm) | R
( p (L
oG 02 G R

- ‘)——(”-»-«,n:o))\m- C2—— (P —+sinwm)*

du du?
,,,,, [(2;(: 4+ %(?E)- }[(’) - cosm |* -+ .-’) (‘ - =—o.

du? du our*

Dans les coefficients de R et de S les termes de moindre degré en «
sont respectivement mC,,sinw e~ et 2mC, cos mu"" tandis que dans
le terme indépendant on a le terme

—am (m—1)C,,sine P a2,

les termes en « étant de degré 2m — = au moins, sil’on désigne par C,,
le premier des coefficients C; qui n’est pas nul.
Soit

(65) L= oyt ~= Gyt e (0975 0)

le développement dune intégrale holomorphe de ['équation (63),
v étant au moins égal & 2. Deux cas sont a distinguer suivant que v est
inférieur & mz, ou en'al ou supérieur & .

Supposons &’ ahord v<m, ce qui ne peut avoir lieu dans le cas
général ot m=-2. On reconnait facilement que les coefficients suc-
cessds Ty Tuats - - -, dolvent satisfaire a des équations différentielles
du second ordre que I'on peut former de proche en proche. Admettons
que l’on ait choisiles constantes dont dépendent ces fonctions de facon
que la série (65) soit convergente. En substituant 'intégrale

5= €08 - Sinm i+ oyu’ 4. ..,

dans & =C*(x1 —p*) — ¢*, le résultat est en « de 'ordre infinitésimal

. , V1
v —1, si g, n’est pas'nul comme on I'a supposé; on a donc p= —»
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. )b Ja .
tandis oo __ 22 L ; < avrrec.
que 5~ — =5-est de degré v — 2 en «. On en déduit des expres
sions de 2%, 2
dic ov
)(. 4 - . ) -3
& M. QP—....I’I * N
du dJs

M et N étant des fonctions holomorphes dont Ja premiére M n’est pas
nulle pour u=o. Par suite, on peut prendre pour v une fonction de

Vo1
V—1I e

degré —— en u, uu=u * P, P étant aussi une fonction réguliére. Les

)
raisonnements déja faits plusieurs fois prouvent que I’on peutadjoindre
a l'intégrale s (u, ) deux autres intégrales

V-1
=

(66) RS Py=u *
: x(u, ey=mog+ o u—+. ..,

Vo Bru ..

telles que I'on ait da* + dy* = du® + C*dv* — d=*. En égalant les coef-
ficients de du* et de dy* dans les deux membres de 'identité

da? 4+ dz* = du*+ Crddet — 2,

on voit facilement que I'on peut prendre «,= ¢sin w, &, =— cos w.
La surface (X) ainsi obtenue est tangente tout le long de la droite
r=y¢sinw, s=y¢cosw au plan des xz, avec rebroussement ou non
suivant la parité de v. Si U'on fait tourner cette surface d’un angle w
autour de I'axe Oy, on peut remplacer les coordonnées x et 5 par
x'=3slnw —xcosw, 3’=3c08m + rsinw, et la nouvelle intégrale
de I'équation (10) z'(1, ¢) a un développement de la forme

= 4.

les termes non écrits étant au moins du second degré en «. Cette inté-
grale renferme (ous les éléments de [a caractéristique double (49), et
nous retombons sur le cas qui vient d’étre étudié en détail.

24. Si le développement d'une intégrale de I’équation (64) com-
mence par un terme de degré m au moins

: . ) a1
(67) L= "= QW =L
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ces coefficients se déterminent de proche en proche sans équations
différentielles. En égalant & zéro le coefficient de u*"~ dans le
résultat de la substitution, on trouve qu’il faut prendre 3, = o. Le
développement commence donc par un terme de degré m—1. Les
coefticients 2,1, 2.2, ..., se déterminent sans ambiguité jusqu’a
Dams, mais le coefficient suivant 2., , est indéterminé. Les calculs
sont tout & fait pareils & ceux du n* 18, et conduisent & la méme con-
clusion. On peut choisir d’une infinité de facons la fonction z,, , de
facon 4 obtenir un développement convergent

I = COSM Y 4= SInn i —- Dy W i D TR L

et, sur la surface (X) déduite de cette intégrale, la courbe n =o est la
courbe de contact d’un cylindre circonscrit C. Comme cette ligne est
une géodésique, elle coincide nécessairement avec vne hélice de ce
eylindre.

V.

25. L’étude des caractéristiques doubles del'équation (10) explique,
nous I'avons vu, 'existence de certaines singularités des surfaces
admettant un élément linéaire donné, courbes planes de rebrousse-
ment ou singularités transcendantes. Mais ces surfaces peuvent aussi
posséder des courbes gauches de rebroussement, qui se rattachent
analytiquement & des intégrales d’une autre espece de I'équation (10).
Reprenons une équation quelconque de Monge-Ampeére

(67) Hra-olks—a- 74 M- N(71 —s2)==0:

conservant les notations antérieures, nous désignerons par u et ¢ les
variables indépendantes et par z la fonction. Une multiplicité d’éle-
ments de contact 01U, définie par les formules

== f(7), o= [y (7). == fy (0, P=9,(1), o == o, L),

ol / est un parametre variable, est une multiplicité singuliére si les
équations

O\ (h)y=rf{ (L)y=-sfy( 1), O (L) =51 ()= Lf5 (1),

qui, jointes a I'équation de Monge-Ampere, déterminent les valeurs
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de r, s, ¢le long de J1T,, donnent pour I'une au moins de ces inconnues
une valeur infinie. Pour étudier les intégrales, s’it en existe, renfer-
mant tous les éléments de I1L,, nous pouvons toujours, en effectuant
d’abord une transformation ponctuelle convenable, supposer la multi-
plicité O, définie par les équations -

[/:S:l):(/:().

Les relations dp = rdu+sdv, dg=sdu -+ tde donnent s=t=o
tout le long de J1,. Quant a la valeur de 7, elle se déduira de I'équa-
tion (67), ot I'on remplacera u, 3, p, g, s, ¢ par zéro. Cette équation

devient ainsi
”nl' —+ Z\I" = 0.

H, et M, se déduisant des coefficients H et M par la substitution
indiquée. Si H, n'est pas nul identiquement, J1L, est une multiplicité
ordinaire a laquelle on peut appliquer le théoréme classique de Cauchy.
Sil'ona ala fois H, = M, = 0. 1L, estune multiplicité caractéristique.
Enfin lorsque H, = o, sans que M, soit nul, T, est une multiplicité
singuliére, il n’existe pas d’intégrale holomorphe renfermant tous les
¢léments de J1L,, mais il existe en général une intégrale non holo-
morphe satisfaisant a cette condition.

Pour le démontrer, appliquons a I'équation (67) la transformation
d’Ampére (voir n° 10)

(68) w=1>"r, =Y, s=PX —7Z, P =X, qg=—1

1
d’ou 'on tire inversement

N =p, Y =, 1 =pu-—z P=u, Om=—q;

S
en la prolongeant, on a les valeurs des dérivées secondes

S ,_ S*—RT ) e T
R’ - R TR

) e

) S —

=| -

et I'équation de Monge-Ampére devient, apres la transformation,

(67) H—aKR'S +L(S2— RT)+ MR —NT=o,

ou I, K, L', M, N" se déduisent de H, K, L, M, N par la transforma-
tion de contact (68). La multiplicité 1, est elle-méme remplacée par
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une multiplicité N, définie par les formules

.\:Z:[’:(\)::n,

Toute intégrale de I'équation (67) renfermant tous les éléments
de J1L, se change en une intégrale de la nouvelle équation (67)" renfer-
mant tous les éléments de 21U}, etinversement. Par hypothése M' n’est
pas nul pour les éléments de J1L|, tandis que H'= o. L’équation (67
donne donc R =o pour tous les éléments de 1|, mais on peutappliquer
a la nouvelle équation le théoréme de Cauchy. Elle admet donc une
intégrale holomorphe dont le développement suivant les puissances
de X commence par un terme du 3° degré au moins. Le degré de ce
terme, on le voit aisément, est égal au degré du terme de mcindre
degré en X (indépendant de P, Q,Z) dans Il augmenté de deux unités.
St dans U’ ne figure aucun terme indépendant de P, Q, Z, '¢équation
transformée n’admet pas d’autre intégrale holomorphe renfermant tous
les éléments de O, que Z = o, etl’on ne peut en déduire aucune inté-
grale de I'équation (67)'.

Laissant de coté ce cas particulier, supposons que I’équation en Z

~admette I'intégrale

=0, (¢)NX" 4@, (v) X2 mz3, B, (¢)o,

®,, ®,.., ..., étant des fonctions holomorphes de ¢ dans le domaine
de l'origine, par exemple, dont la premiére n’est pas nulle pour v =o..

On en déduit
u=P=mX"®,(0)+...,

s=PX—Z=(m—1)X"®,,(¢)+....

De la premiére de ces formules on tire un développement de X suivant

1
les puissances de w”~', et en substituant ce développement de X
dans 5, on obtient une intégrale non holomorphe de I'¢quation (67),
qui contient tous les éléments de J1L,,

m L
5= 1 -(%j(p)_‘_ «‘l‘)l (p)[("‘_] - .. ,],

Lo, b1 ..., étant des fonctions holomorphes de ¢. Dans le cas général

3

ou m =3 le développement commence par un terme en u*.
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26. Appliquons ces généralités a I'équation (10). Soit U, une mul-
tiplicité d’¢léments de contact définie par les relations

(69) " =o, D=py (5. q=agale, = / qutedde,

Po(¥)et go(v) étant des fonctions de la variable ¢, que nous supposons
holomorphes dans le domaine ou I'on fait varier ¢. Cherchons d’abord
a quelles conditions doivent satisfaire ces fonctions pour que I, soit
une multiplicité singuliére. En posant

3= / qulds 4+ pyue 437,
et désignant par p’, ¢/, 7/, s, ¢’ les dérivées de la nouvelle fonction
inconnue, l’équation (10) se change en une nouvelle équation de
Monge-Ampére ou le coefficient de »' est

al

ot dC L 9C
gy pou)+ G2 o (po+p")— L (o= pott == q"),

tandis que le terme indépendant de 7/, s’ ¢ est

e, L oC . . ., 0C .
=GP+ 2 S polqn+piu =+ q')— G 5= ( pop'y?

G 1 oG\ Ay PG
[T)u— ) (d_u_) }l'/"_]—p”‘ A e

1 / ’ LPEEY ’ T M
Pour u =p' = ¢'= o, le coefficient de " se réduit a g, + V'p,, tandis
que le terme indépendant est égal & 2C,(1 — p;—q3) — (p, — V'g,)*.
Pour que la multiplicité M1, définie par les formules (69) soit une
multiplicité singulitre de I'équation (10), il faut donc que I'on ait

(o) et V=0 oGt pi— g — (Vg P

Supposons ces conditions remplies. La transformation de contact

w="~"P, =Y. s’=PX -7, p'=X. G =—Q

Y

conduit enfin a une troisicme équation de Monge-Ampére ou le seul

terme de H' indépendant de P, Q, est, en tenant compte de la condi-

tion (70), V'X. Si V'=o, la derniére équation n’admet pas d’autre

intégrale que Z = o, renfermant tous les éléments de la multipli-
Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — NovEMBRE 1929. L3
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cité L. Si V' n'est pas nul, I'équation en Z admet unc intégrale holo-

morphe
Z=AN+ BN ..,

dont les coefficients sont des fonctions réelles et holomorphes de «,
ou le premier coefficient A a pour expression

1 VY
6 aC,(1—pi—gi)—(py-—Vy,—

1

\ =

Supposons A > o; de la relation # = P=3AX2..., on tire pour X un
1
développement suivant les puissances de #*

1
N =, w00 4. ..,

dont les coefficients sont des fonctions réelles et holomorphes de ¢,
o, n’'¢tant pas nul. On en déduit pour " un développement de méme

“ D
espeéce commencant par un terme en ©*, et par suite I'équation (10)
admet une intégrale de la forme
(51) s= | qgo(eyde -+ pylv)yu—+ f;a,_.(c')u"'7~;~ Oy ()= .,

/
o

Dy Oy, ..., étant des fonctions réelles et holomorphes de ¢. Cette
intégrale contient bien tous les ¢léments de la multiplicité 01T, mais
elle n’est réelle que pour les valeurs positives de « dans le voisinage
de la valeur = o.

Pour que cette intégrale conduise i une surface (X), réelle pour les
valeurs de «, ¢ dans le domaine du plan («, ¢), limité par un segment
de I'axe u = o, ou contenant un tel segment a I'intéricur, il faut que
peur les valeurs de ¢ comprises entre certaines limites, 'expres-
ston 1 — ps — g, ne soit pas négative, d’aprés les conditions (15). Nous
pouvons écarter le cas ot I'on aurait
_ , Pyt i=1;
des deux équations

‘ Y — 2 2 —
’/0+\ 0= 0, Po gy —1=0, |

on tire en effet

Jo==cos(\ 0}, po=sin{V + o),
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w étant constant, et la multiplicité I, serait une caractéristique
double, et non une multiplicité singuliére. Supposons done que pour
les valeurs de ¢ comprises dans un intervalle (— /2, /) par exemple,
on ait pi—+4 ¢;< 1. Donc I'identité

(7o) la® //‘l': et Gl o 32,

remplacons u par «'*, elle devient

- e
(=) Aot dyi=ju Lr —{ s ) ]a’u':

u
, 0z Jdz . . s\
Bl L did s —r[C - (7(—> ](/\’ .

La forme cuadratique du second membre peut étre décomposée en
deux formes linéaires conjuguées

[adu—Ues = i de || adu -+ b de — i de],
oul'ona

[L—a 15 ()E‘ + —_ ! (): Q_E PR — 2 !z_: :__ 2.
at=4u [1 (d/() —|> alh == L Pl '=GC Je b2

Jz ds T . . , . .
5 e seré luisent a p, et & ¢, pour u'=o. Il s’ensuit que a et b sont
es fonctions réelles holomorphes de «/, v, qui contiennent u' en
des fonct lles hol hes de «’ tie t w
acteur, tandis que ¢ est une lonction réelle et holomor ul,
fact tand t fonct lle et hol phe q
pour u'= o, prend une valeur positive v — p2 — ¢2. Si I'on cherche
deux facteurs intégrants ¢*, e~ pour ces deux formes linéaires, on

est conduit & une équation aux différentielles totales
dp. =\ du’ -+ B dy,

ou A et B sont des fonctions réelles et holomorphes dans le domaine
de I'origine. On en déduit pour y., et par suite pour x et y, des fonc-
tions de méme nature

(| v=dy+ a0 = ayu 4L,

(73) , ,
U ovr==by= byt + bou'* 4. . ..

Les coefficients a; et b, sont nuls: en effet dz®—+ dy* contient le

at—+ 0 . -, . .
terme ——‘——-—(;—‘ du? qul ne se réduit avec aucun autre, tandis que le
.

D)

coefficient de du® dans du* + C*d¢® — dz* ne renferme pas de terme
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1]

1 o
en —. On a donc a,=b,=o0, et en remplacant «' par «*, on obtient

pour x et y des développements suivant les puissances de u* commen-
cant par un terme en u, dont tous les coefficients sont des fonctions
réelles et holomorphes de ¢, dans I'intervalle (— A, + /). Les conclu-
sions sont analogues & celles du n° 10. En donnant a « des valeurs
positives voisines de zéro, et en attribuant au radical \/1_1 ses deux
déterminations, on obtient deux portions de surfaces, applicables
I'une sur 'autre qui se rejoignent suivant une aréte de rebrousse-
ment (I'), dont on obtient les équations en faisant « = o dans les for-
mules qui donnent les coordonnées d’un point de la surface. Cette
courbe (I") est en général une courbe gauche; pour le démontrer, nous
allons calculer [e rayon de courbure et le rayon de torsion.

27. Soient, d’une facon générale

s’ = (¢) - ()4
(74) a=onle)+ v+,
f. s=5(0)+ 5 {v)u ...,

des formules qui expriment au moyen des deux paramétres u, ¢, les
coordonnées rectangulaires d'un point d’une surface (X) dont I’élément
linéaire est donné par la formule (8); les termes non écrits dans les
séries (74) ne contiennent que des puissances de u supérieures a la
premiére, mais peuvent contenir des puissances fractionnaires comme
dans le cas que nous étudions. En identifiant les coefficients de du?,
du de, de* dans les deux membres de U'identité

Adx® + dy? 4 dz* = du* 4+ G dv?,

on obtient quatre relations entre les six fonctions

20, i), 3i(0) (i=0, 1),
I T S S Y Y R
(-3) e e e N ('7’n) +() n) "I_(‘O =1,
7 g S N, e Lo I
Zy &y 000 T+ E5 5=V, Ty Xy Y1Vt 515y =0,

qui permettent de déterminer z,, y,, @,, ¥, connaissant z;, 5,. Des
équations (75) on tire en effet, en les différentiant, les relations

o A o " U " N7
o o - o . e
Lo Xy— Vo) o= " %%y Xy ry = 0 )y =— 55— V'



LES CARACTERISTIQUES DOUBLES ET LA DEFORMATION DES SURFACES. 3;./11

On en déduit, apres quelques réductions faciles, 'expression durayon
de courbure R de la courbe (T') décrite par le point de coordonnées

£o(9)s ¥o(#); 50 (%)

; 1 . . L (= Vs s = Vi — 5
. PNR A e ) 0 1=~a0 7 1 [
(76 ) R ( J‘()T) (Ve ) (5 )= [ =22 °
- "1 =0

51

On voit que (x, )* + (), )* s’exprime uniquement au moyen des fonc-
tions z,, 3, et de leurs dérivées. Comme d’autre part, on a

’ e PR
0) =1 —1{5,)%

(2 )=
z, et y, s'obtiendront par des quadratures. Le calcul est tout pareil &
celui qui donne les coordonnées d’un point d’une courbe plane dont
on connait le rayon de courbure en fonction de I’arc, ce qui s’explique
aisément.
Dans le cas que nous étudions, nous avons

o o o /
So==4w S1==Ln So=Yo=— " A Lo

)

et la formule (70) devient % =\, d'oul'on tire R= IYL,! Le rayon

de courbure de la courbe (I") au point correspondant a la valeur ¢ du
paramétre est donc égal au rayon de courbure géodésique de la
courbe « = o0 au point correspondant sur une surface quelconque
admettant I’élément linéairve (8). On vérifie d’ailleurs immédiatement
que la condition ¢, + V'p, = o est nécessaire pour qu’il en soit ainsi.

Conservant les notations habituelles de la théorie des courbes
gauches, désignons par «, 3, v, o/, 3, ¥/, 2", 3", ¥" les cosinus des
angles que font avec les axes les arétes du triedre de Frenet relatif a la
courbe (I'). On peut prendre v = 5, = ¢,. Des relations

oy ‘/:
de TR’

=V Jo+ N pe=o0,

==

ol .
on déduit]% + V'p, = 0; on a donc p,= =Y/, ¢ étant égal & =1, sui-
L

vant le signe de V'. On a ensuite

M JTTTTT T IT— 2 — o2
==Vt =RV = pi— 4G
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et la formule de Frenet (1—/‘— = /l— devient ici
Y2 /Y T
=i 1
ou, en remplacant ¢, par \V'p,,
Lol o= N) L pe
\L— i g !
On a donc, si p, n’est pas nul,
» B ) ot V'
(77 ) ,‘l: [ >
VP 4

et cette formule subsiste, méme si p, est nul. Dans ce cas en eﬁ'e't, ¥
et v sont constants, la courbe (I") est une hélice située sur un cylindre
dont les génératrices sont paralléles Oz, et le rapport IT{ est égal
a = 7/,, == \—I—"’;—/:, conformément & la formule (76).
[
Pour que la cour(:be (I') fut une courbe plane, il faudrait que ’on

eut a la fois
go=V'p, Po—qa Vi=0;

on tire de ces équations différentielles

po==msin(\ - w ), o= m cos( N —+ w,),
m et w étant deux constantes et |m| < 1. En se reportant au n° 11, on
voit aisément que I'intégrale de I'équation (10) qui a un développe-
ment de la forme

» 3
&= / neeos( N mde = pmesin(N A w4 gyt -,
o

se déduit par un changemecnt de coordonnées des intégrales ., y, s,
qui ont été définies & ce paragraphe, et 'on retombe sur le premier

cas examiné.

28. Supposons maintenant p, — ¢, V' différent de zéro. L’aréte de
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rebroussement (I') est une courbe gauche qui est complétementdéfinie
de forme, & une symétric pres, quand on connait deux fonctions p,
et g, de ¢ vérifiant les relations

' A b u
o+ N po=o0, Po—Fo=<1t-

Les fonctions x(u, ), ¥(u, ), qu'il faut adjoindre & I'intégrale s (u, ¢)
pour avoir la surface (X), contiennent aussi dans leurs développements
des puissances fractionnaires de u: nous avons remarqué en effet
qu'une intégrale de I'équation (10) holomorphe dans le voisinage de
la ligne u = o, ne peut conduire 2 une surface (X) ayant une coarbe
gauche pour aréte de rebroussement. Les intégrales x(u, ), y(u, ¢
sont aussi des intégrales renfermant tous les éléments de deux multi-
plicités singulieres que I'on déduirait de O1L, en remplacant ¢, et p,
par.x, et.r, oupary, et y,. Il s’ensuit que les cosinus directeurs«, 3, v,
#', 3, v de la tangente et de la normale principale & la courbe (I")
ont pour valeurs

- da Y — ¢ ox 0*(()1 P ())'>
T ()t’),,::o’ "W"<du s e 0“)117:0’ R 7

o [03) 'IW"/()E>
/‘~_<J;,‘)IIT‘.U7 / - ‘:(;)”" u;u.

L T R L
a2 4= 35"+ gy =, a2 - By =0,

Les relations

montrent que la binormale i la courbe (I") coincide avec la normale &
la surface (X) en tout point de (I'). Le plan tangent coincide donc avec
le plan osculateur.

Etant donnée une portion de surface (S) d-nt I’élément linéaire
est donné par la formule (8), correspondant & un domaine D du
plan (u, ) qui contient le segment de 'axe « = o, obtenu en faisant
varier ¢ de —A & -+ /4, soit C la courbe de (S) qui a pour équa-
tion z = o en coordonnées curvilignes, il résulte de ce qui précéde
qu'on peut déformer la surface (S) de facon qu’une partie de cette
surface vienne s’appliquer sur la surface (X) que nous venons de
définir, la courbe (C) venant s’appliquer sur la courbe de rebrousse-.
ment (T'). Dans cette déformation, il se produit nécessairement une
- déchirure suivant C. La partie de (S) qui vient s’appliquer sur (X)
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correspond aux valeurs de « telles que le produit

Vi
20, (L= pi— i) po— Vi)

b

soit négatif, condition qui s’écrit en tenant compte de la relation (77)

Vi L'— + tz(l._,—l: V' [li* K]>o,

K désignant la courbure totale de la surface. La discussion se fait
comme au n° 12; la région de (') qui vient s'appliquer sur (X) aprés

P p . , . .-, , , . . I -
la déformation est la région de convexité géodésique si ., + K est

positif, et la région de convexité géodésique si o + K est négatif (')

rln,

(voir le fascicule déja cité de M. Gambier, p. 43).

Remarques. — 1° Il résulte de la démonstration précédente que I'on
peut déformer une surface (S) de facon qu'une courbe arbitraire (C)
tracéesur cette surface prenne une confliguration donnée a 'avance (1),
pourvu que la courbure de (I") soit égale a la courbure géodésique
de (C), et cette courbe (1') est, pour la surface obtenue par la défor-
mation, une ligne de rebroussement.

2° Pour que la multiplicit¢ I, soit une caractéristique de I'équa-
tion (10) il faut que I'on ait & [a fois, R et T étant les rayons de cour-
bure et de torsion de la courbe (1),

/ 1
’/,U = =1, o N =
La premiére exprime, nous I'avons vu, que le rayon de courbure de (I')

est égal 4 la courbure géodésique de la méme courbe, tandis que la
seconde exprime que cette courbe (I') est une ligne asymptotique (*).

(1) G. DamrBoux, Lecons sur le Théorie des surfaces, L. 11, p. 280.



