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E X T E N S I O N

DE LA

DE SAINT-VENANT
A U X ' F ILS É L A S T I Q U E S

PAK M. J. HAA (x
(à Besançon)

On sait que toute la théorie des ressorts repose sur la proportionna-
lité du couple de flexion à l 'accroissement de courbure et sur la pro-
portionnalité du couple de torsion à l 'accroissement de torsion. Ces
lois fondamentales sont ordinairement établies par les raisonnements
approchés de la résistance des matériaux ou bien par simple extrapo-
lation de la théorie de Saint-Venant sur la flexion et la torsion des
prismes. Dans son Mémoire sur le spiral réglant, Phillips a démontré,
pour le spiral plat, que la première de ces deux lois est une consé-
quence rigoureuse de la théorie mathématique de l'élasticité, à condi-
tion de supposer les dimensions de la section droite très petites vis-à-vis
du rayon de courbure et de supposer en outre que le moment fléchis-
sant est constant tout le long du ressort.

Dans ce qui va suivre, nous allons démontrer simultanément les
deux lois sans autre hypothèse que ̂ petiîess'e de la section vù-à-vis du
rayon de courbure et du rayon de torsion. Nous verrons toutefois que,
dans certains cas, la formule de la flexion doit être légèrement modifiée.

Avant d'aborder le problème proprement dit, il nous sera utile d'éta-
blir, au moyen du calcul tensoriel, les équations générales de Télasti-
cité, dans un système quelconque de coordonnées curvilignes (r).

( r) Cf. GALBRUN; Introduction à Ici théorie de la relativité. Calcul différentiel
absolu et Géométrie(Gauthier-Villars, 192.3 ),

Mn. Éc. Norm^ (3), XLVI. — AVIHL 1929. ï4
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î. — Équations générales de l'élasticité, en coordonnées curvilignes
quelconques.

i. Calcul de la déformation pure. — Soit un système quelconque de
coordonnées curvilignes contrevariantes x^ ,2"2, x^ et soit

cis2 === ̂  dx^x1^

le carré de l'élément l inéaire correspondant.
Considérons maintenant un milieu élastique rapporté à ce système

et donnons-lui une déformation mfîjrnment petite. Nous supposerons
que, sous l'action de cette déformation, les coordonnées x1 d'un point
quelconque subissent les accroissements in f in iment petits //'. Nous
supposerons, déplus, que le système de coordonnées est légèrement
modifié, de telle sorte que les ^/, subissent les accroissements infini-
ment petits £,A..

Cela posé, nous allons calculer les coefficients de la déformation
pure.

Soient, à l'état naturel, deux points voisins M {x1} et P (^-+- a'), les a'
étant des variables indépendantes infiniment pe t i tes /Le carré de la
distance de ces deux points est
( î ) • , ; ' ! , ds^^^k^1^.

Après la déformation, il a subi l'accroissement

Or
<î(^ï):^:^a/^4- ^(^ûa^.-h'^ô^) -+• a1^0^1^ u\1 ^ ' ' 1 àx'

, \ . ^=d(o^)=^a/. • :
1 1 . ' . ! ! ! ' ! / ! à^i 1 1 ^ !

D ' o ù 1 1 1 1 \'1- ; 1 1 : ' 1 ' 1 ' . 1 ', ^ ' : ' 1 1 ,1 1 . 1 1 ' 1 1 . 1 1 . , : ' 1 1 1 : ,
W ^ ! •ô(^)^^a^4-^f^^a/+^

' \à.c1 au/ ) f)^i '
OU

àu^ . au1

ô(^)-^^+^a,a/4-^.a,a/+a'a^/(rYl+[Y1V

OU

ô( ̂ ) ==^^ 4- ̂  a.a-+ ̂  a,^ + W (̂  j ̂  + ̂ ,{ ̂  j.) ,
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Le dernier terme peut s'écrire

. ^./^}-.^«/^^.,.///^J4-a,^«/jyi.
En portant dans la formule précédente, il vient

§ ( ds^- ) •== £;•/, 'yJa^' -4- a/, a' D/ //x' -4- a/ a^' .0 .̂ ̂ ',

en représentant par D/ le symbole des dérivées covariantes. Ceci peut
s^écrire enfin
( 3 ) QÇds^^'.ihi/.a1^, .

en posant . .

( 4 ) a // u- =- ï->/- ifk ~+-1^/. ^/ --̂ - £//.-

Tels sont les coefficients Je la dé formation pure ( { ) .

2. Dilatation cubique. — Un volume V quelconque^ pris à l'état
naturel , devient, après la déformation.

^-fff^^^^^-
On en déduit la dilatation cubique

— / ^u^

o^^lj!^^
l 0- f}^'1 1 0 -V » , ! , v o

au second ordre près. Or,

v/^'-•_v^•^, ̂ (v^)^ ; 1 0^
r'77 i /^ ^t/- 1 2 '̂ ?

^ \. ,̂  . \ ̂  ^

en appelant 5 '̂ l'accroissernent de g ' dû aux £/•/.. Donc,

. ( 5 ) ; ; r '-^i^+^'î^^ ' •
. 1 , a ^ V^- ^/ , . • !

( 1 ) Pour È//;.=== o, on retrouve fcine formule établie par M. Gaibnm (loe. cit^.
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ou encore, d'après des formules connues,

( 6 ) ^ 0 == ^ ( ̂ £^.) -+- D^== ̂  -+- D, ̂ ".•" • s

3. Loi" de Hooke. — Soit un vecteur unitaire a'. L'effort exercé sur
l'unité de surface normale à ce vecteur a pour composantes covariantes

• ( 7 ) - . TW.

En coordonnées cartésiennes, on a

W , T,,=}^+^/^.

Gomme cette relation est invariante, elle est générale. En se repor-
tant à la formule (4), on a donc

( 9 ) • T/-/- = A ^ ffik 4- [J. ( D, Uf, 4- D/- ILi 4- £//,),

Au lieu de remplacer h^ par (4), on peut aussi lui garder la forme
déduite de (2), ce qui donne

(-) ^o^,^^^^^^^^.

Sous cette forme, le caractère d'invariance n'est pas évident. Mais
la formule est d'une application pratique plus commode.

4. Équations indéfinies d'équilibre. — Soient X, les composantes
covariantes de la force extérieure appliquée à l 'unité de volume. Les
trois équations

i " , X ,+D^Tf=o • '

sont les équations indéfinies d'équilibre en coordonnées cartésiennes.
Comme ellessont invariantes, elles sont générales. Le tenseur T-/.
étant symétrique, on peut aussi écrire

(.)• ... x^^'n^-^^ ^ ! ' . '
\/^ à^ -2 àx1

II serait facile d'expliciter ces équations en fonction des ///, en utilisant €

les formules (10). Mais, cela ne nous est pas nécessaire pour la suite,
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5. Énergie de déformation. — Elle est donnée par la formule inva-
riante
( 1 2 ) ' V=^f^fT^h^^^^cl,ï\

qui , dans le cas des coordonnées cartésiennes, se réduit, à la formule
de Clapeyron. D'après (8), elle peut aussi s^écrire

( 13 ) ' V -= ^ [ 1 ( aCh ', 4- 2 p. h'fM ';} y ̂ ^r' d^ d.v\

On peut aussi l 'exprimer en fonction des T//,. En contractant (8),
on a

T; -=:3AÔ+ 2^A|.

D'autre part, en contractant (4) et en comparant à (6), on voit que
h\=-Q.,

Donc,
1 3 7. + a [j.5

et, par suite,

^^^(^"sT^^)*

En portant dans (12 ), il vient

(.4) ^=^///[T^"-^A^(T^3^^^•^:1^3- •

II est facile de vériûer qu'en coordonnées cartésiennes, les formules
(i3) et ( 14 ) redonnent bien les diverses formes connues de la formule
de Clapeyron.

II. — Application au fil élastique.

6. Définition des coordonnées. — Nous considérerons notre fil comme
l i m i t é par une surface canal, c'est-à-dire engendrée par une courbe
plane ï\ dont le plan reste normal aux trajectoires de tous ses points,
Nous appellerons fibre neutre (F) celle de ces trajectoires qui est
décrite par le centre de gravité de la section droite (A) limitée par F.
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•Soit AI un point quelconque du fil à l 'état nature). Nous définirons
ses coordonnées de la manière suivante. Projetons-le en 0 sur la fibre
neutre et soit <r l'abscisse curviligne de 0 sur cette courbe. Menons le
trièdre de Frenet O x ' y z , Oz étant la tangente, Ox la normale princi-
pale et Oy la binormale. Soient (.r, j, o ) les coordonnées cartésiennes
de M par rapport à ce trièdre. Nous prendrons les trois nombres^
v^ s pour coordonnées cwvilignes de M, soit

7. Calcul du û?.r. — Si l'on fait jouer à.y le rôle du temps, on sait que
les rotations du trièdre Oxv^ sont

p^o, , y=^ r=z—^

en appelant R et T les rayons de courbure et de torsion.
Si les x11 augmentent de d^', le déplacement élémentaire de M a pour

composantes cartésienpes par rapport à 0«ry^

ci^ — r y ds. dy "+- rx ds^ ds — qx ds^
OU

( i 5 ) cî^ — r x^ dx^, d^-^rx^d^, d^{i — ^.:y1),

On a donc
ds2^^^1 — r<r^/.r3)2+ (dx^- rx^lx^-^- (i —q^^{d^y-

D'OÙ . • •
^ . \ ̂ lî  ̂  , , S^^ ̂  ^^ (i — q^f^ ̂ (^^•J2),

( g^^rx, ^-==:—ry,- g^=Q- •, , • . ,

Le discriminant g a pour valeur

( ï -7 1 ) ! \ \ ! • ; 1 1 1 ff=h\. h=i —qx. ' 1 - . ! . , , 1 : 1 1 ! , ' ,

Les composantes contrevariantes du tenseur fondamental sont

( 1 8 )

yS1 1.''2 y."2 ,y<2 ^ ,.

^^I+7^, ^=,+i,f,, -- •
••' ^ > 6 •" ^^

———, «•"=¥> .--̂ .^
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8. Déformation du fil, — La nouvelle forme de la fibre neutre @ât
entièrement déterminée si l'on se donne, pour chaque point 0 :

• ^ i° la dilatation linéaire e\ , .
2°L'accroissement de courbure p ; "
3° L^accroissement de torsion — T . ,

La dilatation linéaire permet, en effet, de calculer le nouvel arc ^
en fonction de s; puis, p et T permet tent de calculer la nouvelle cour-
bure et la nouvelle torsion en fonction de ^ et Von sait que cela suffit
pour déterminer la forme et la grandeur de la nouvelle fibre (P).

Considérons maintenant le point M du n0 6. Après déformation, il
occupe la position M7. Au point M'y nous faisons correspondre, au
moyen de la courbe F/ et par le procédé indiqué au n° 6, les nouvelles
coordonnées x ' , y ' ^ ./, Nous poserons

/./. ==: x — .z1, p ===j" — j\ , M:' •==. s' —- .s",

de sorte que
// '==://, u " == p, u " == < y.

Remarquons tout de suite que, pour .2"==^= o, on.â nécessaire-
ment u === v •==- o. Quant à w, il devient une certaine fonction w^ de .y,
qui mesure l'accroissement de longueur subi par l 'arec pendant la
déformation de la.fibre neutre. La dérivée de cette fonction n'est autre
que la dilatation e. Nous poserons

»,ï-=:^,+W,

de sorte que la fonction W devra s'annuler ident iquement pour
x == y == o.

Observons main tenant que la valeur de ̂  dépend essentiellement
du choix de l 'origine des arcs sur F. Nous supposerons que eette ori-
gine coïncide avec le point '0 correspondant au point M pour lequel
.sont écrites les équations d'équilibre.Ceci ne veut pas dire évidem-
ment que la fonction WQ sera identiquement nulle. En particulier,
sa dérivée oûniinuem a être. égale à .e. De sorte que nous remplacerons ̂

1 1 ,,„ 1 ' . 1 1 . . . . . , 1 ,. 1, 1 , ( m . ' 1 . 1 dW , ••par VV, mais en faisant la convention de remplacer —par e + --y~-

• 9,-Calcul dw^ — Ils résultent des formules. (iG)^siTon connaît
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les accroissements oy et or. Or, oy, par exemple, représente l'accrois-
sement subi par la rotation q quand on passe du point 0 de (F)'au
point Of de ( F ' } qui a même abscisse curviligne. D'autre part, nous
avons appelé p Faccroissement de q entre le point 0 et ' . le point (Y
de (FQ où v ien t se placer 0 après la déformation. Comme Farc (Y (y est
égal à <ï\p on a, en se rappelant la convention faite à la fin du numéro
précédent,

d( ôq ) do dq
^P- —î^-=•à~e7ts'

De même pour or.
En différentiant (16), on en dédui t

( £:;:l==:—2^p.:^4-~2(..r24-J/2)rT,

avec la convention de remplacer, s'il y a l i eu , ^ et <— par —^ — < ? ̂ /
1 ' J ds ds A ds ds

, ch dret -7- — e —»ds as

10. Calcul de la. dilatation cubique. —Elle est donnée par la for-
mule (5 ) :

x { p -4- W ̂  ) + u q ,
/ . a \ ds au. ( } y (}\\(20 0 =— —ï——————/-———— -+- — 4- — 4- e -4- ——-•

fi àx ()y ()s

II est à remarquer qu'on peut y dériver p et W par rapport à s sans
faire les deux corrections indiquées précédemment, car ces deux cor-
rections se détruisent.

il. Conditions aux limites. — Nous supposons qu'aucune force n'est
appliquée sur la surface latérale du fil. L'une des extrémités A est
encastrée dans un appui fixe. L'autre extrémité B est soumise à une
force F et à un couple C. Nous conviendrons que le senspositif sur (F)
est le sens de A vers B.

Considérons maintenant les efîorts exercés sur la section droite (A)
par la portion du fil située du côté des s croissants. Ils consti tuent un
système équivalent au système des forces extérieures appliquées entre
(A) et l'extrémité B. Nous appellerons X, Y, Z, L, M, N les coordon-
nées cartésiennes de ce système par rapport au trièdre de FrenetO^y^j.
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\ oyons comment vont s'écrire les condi t ions aux l i . rni tesresul . tant
de ces Ilypothèses.

il faut , au préalable, calculer les composantes cartésiennes T.,, T,,, T,
clé ré/fort exercé sur F élément dont la normale a pour connus directeurs
a, 3, T.

D'après les formules ' ( i5) , on a, en appelant a'les composantes con"
trevariantes du, vecteur cartésien (a, |3, y') :

y. -==: ^'.— /-j-a^ j3 === ̂  --h r.rcc\ y =: a-1 ( i — f/.r) ;

( a i ) T,= T^-— rrï;^-, 1\.= T -̂..̂  r.rT^, T,== (i-- ^riT^a^ .

En é l i m i n a n t Ie.s a' entre ces formules, on aura T,,, T,., T, en fonct ion
linéaire de a, p, y. • ., '

Pour la sur face latérale^ on a 'Y===o; donc a^ == o, a' == a, a2 === p.
En portant dans (21) e t a n n u k n t T , , ï^ T,, on obt ient trois condit ions
qui doivent être vérifiées le long, de F.

Sur Ici section droite, on a a = ^ == o, v === 4-- i ; donc

(^ ^=J. ^-.r^ a^^

En por t an t dans (21), on ob t ien t T,., 1\., T, et l'on d o i t avoir

\= f f T.. dx d} ' , -Y •= 1 i Ty ̂  ,/;) ', '[' == f f T.^ da; <-()',

(,23) < L == / 1 rTzcla4 dr, . . M =r= — / j a/ï^d^dy,

N-=. j j (^r[\.—J'T.,.)A•^)'.

i'2. .Hypothèses sur les di/ne/mons tra/u^er^riles du fil. —Nous al lons
supposer main tenant que les dimensions de la section droite sont très
petites vis-à-vis des rayons de courbure et de torsion R et '/F et nous al lons
chercher une solution approchée du problème.

D'une manière plus précise, imaginons que le contour F se déduise
d'une courbe fixe l^ du plan .2'0y, par une homothé t ie de centre 0 et
de rapport r. Supposons ^ i n f i n i m e n t petit et cherchons la partie prin'-
cipale de la solution.

13. Forme de la solution asy/np/otù/ue. —Comme on le lait habituel"
Ann. Èc. Norm^ (3), XLVL —AVIUL 1929. 1 3
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lement dans les problèmes, d'équilibre élastique, nons allons nous
donner a priori la forme de la solution et nous vérifierons que cette
solution satisfait aux équations, indéfinies d'équilibre et aux conditions
aux limites. Mais, b ien entendu, cette vérification ne devra avoir lieu
qu'asymptotiquement, pour rinfîniment petit.

La forme de la solution nous est tout naturellement suggérée par le
problème de Saint-Venant.

Posons, en premier lieu,

(2,4)
• u -=: mx — n y -4- a ('.:r2 — r^-} 4- 2 b x r.
p =r: m y 4- nx 4- a ax y 4- b ( y2 — .:'r2 ).

/n, n, ^7 et b désignant des fonctions de s.
Posons ensuite

( a5 ) • W = Â-(.r2 -+- .r2) 4- c q?,

ou A* et c désignent deux nouvelles fonctions de s et y une fonction de
^ et de y, déterminée par la condit ion de vérifier Inéquation

/ /, (f-Q â^CD
(2t)) 1 ——•- + ——î ==0

à^ ày2

à l ' intérieur de r et l 'équation

àço - ào ^( 2 7 ) • . y.— 4- S —r ==ar~ 6.r
^ l ^}f '

tout du long de F, a et ? désignant les cosinus directeurs de la normale
extérieure.

Soit co(.r,y) la fonction harmonique à l'intérieur deP et qui satis-
fait, sur P, à l'équation
/ 0' ^^ ^ ̂  /3( 28} a — 4~ 8 — = a y —•p,r.

.̂'r . ' ày ' . , ' .:
Je dis que l'on a

/r r\ »
(29) Q):=^C«) l y ' y ) -

En effet, l 'équation (26) est évidemment vérifiée par cette fonction.
On a maintenant
/o s dcp à(^ ào au(30) . „ , , -ï ==:<—,• : — =/ -,—. ^ , ! ,

àx àx' ày , ày'
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en posant.

L'équation ( • 4 7 ) s'écrit donc

i i:)

/ âw ^ ()(t\\ . -. ,
/ ^ .— -h- ^ -— z= /.( a r — ^x ).
\ àx. i ^-/ • • -

Comme les valeurs de a et p sont les mêmes au poin t W(.r\ y ' ' }
de P et au po in t M('.r^r) de r, l'équation ci-dessus ne diffère pas de ('2(S)
et se trouve vérif îée 'par hypothèse.

Lorsque M décrit l 'aire (A), M' décrit l 'aire homologue (A") et co
û^arde une valeur f in ie , ainsi que ses dérivées partielles premières e t ,
secondes. Dès lors, les formules (29) et ("3o") nous montrent que 9 est
un i n f i n i m e n t petit du second ordre; ses dérivées premières sont des
i n f i n i m e n t pe t i t s du premier ordre et ses dérivées secondes sont des
quant i tés f i n i e s .

II. Vérijication des équations indélinies. — Cherchons la l imi te du
premier .membre de ('i i), lorsque / tend. vers zéro.

Remarquons d'abord que, d'après (17 ), J— tend vers zéro, sauf

pour /• = i, qui donne —, == — y. D'après ( 16), on voit de même que

1 es<J1Z/: tendent tous vers zéro. sauf les suivants :
f}.V'Ox1

ô^
^r(Si) dr1 • * dv^

Dès lors, les équations (11) se réduisent à

( 3 - 2 )

X,̂ ^^--^^-^^-•rr^

X,4^IT^-.....^T^4-rT-^o,
" 1 ^

X....4-
^T;

^T^o.

On a maintenant
Tf^^T^
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D'où
^-^^Ili . . ..
à^ ~~'^ ' (h^ ^ ''^
^^^!Eli ,-T..^7.

Or, dans les formules ( 3 i ) , l ' indice infér ieur n'estjamais égal à l 'un
des indices supérieurs. On en conclut que le second terme de la for-
mule ci-dessus tend vers zéro avec t. Comme les ^'•/ tendent vers un
ou zéro,suivant que k est égal à j ou en diffère, on voit qu'on peut,
dans les équations (32'), remplacer toutes les composantes mixtes ou
contrevariantes par les composantes covamntes; de sorte que les
équations indéfinies s'écrivent, à la limite,

| X,+^+^(T,,---T,,)-/-T.,=:O. , 1 1 ,a </,z^ • / , • • •
1 w

1 3 3 ) •,''.-^-y--'/'rl•+'•T.:l:="•

fx^-^,-0.

Reportons-nous maintenant aux formules (10) et négligeons-y les
termes du second ordre en t.

Calculons d'abord 6, d'après (20). Comme W est du second ordre et
n ' in te rv ien t pas par ses dérivées*par rapport à A-ou à j, nous pou-
vons l 'annuler. Il nous reste alors, en u t i l i s an t (^4)?

' ( 341) / h r= e 4- 2 m -+- x ( 4 ̂  •— p — <i w ) -r-.'»' ( 4. ̂  -t- ^ n )•

Remarquons maintenant que tous les //'/ étant au moins du premier
ordre, nous pouvons, dans (10), remplacerles —^ parles valeurs (3i).
On trouve f inalement

Tl.^:=T.^==.Âe-4- :2/7^(/..•+•^) ~<- .Z - [4^( .X - r -^) 1— Â f ' p -4~ 7.^)1

, ^ ~!-,r[4^(A-r- p . ) -+- A<7/l],

T;;̂  == ( A 4- 2 ̂ .) ^? -4~ 2 7. m -4-- <r [ '4 a À —, ( )..•+ 3 ̂ . ) (' p 4-^7 m -~\- s /7 <'•'') — 41 / f'/ w J
-+-.r[4/.^ + (A+2^ )Y / /À ] ,

(35) ^T,^o, ' „ , ; " ; ' " ; .

r,. à^ (dm \ f fdn \ ,., , "|
^•^^àx + fj' ̂  '4' 2/^^--r ^ l ^4 -T Î+ (À 4- ̂ r(e + 27n} ,

^ ^o . /^^ . A ( /^ \ - "•( :
1,3=^^ 4-^^-^-4- a/.jy+.r pl-^ -+" r j 4- (.}. 4-^)r(e + 2/n) .
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Portons ces valeurs dans ("33'). Nous ne commettons que des erreurs
in f in imen t petites sur les dérivées (——, puisque l'erreur sur T,/.- est du
second ordre et devient au plus du premier ordre parla dérivation. En
passant à la l imi t e , il vient

( X. î -4- j ci ( À 4- [J.} — A p 4- 2 ,a q e — ( A —• 2 [j. ) c/ m. = o.
^ . ) X, -h 4. b ( '/. 4- p.} 4- /. ({ n = o,

j „ - de „ dm , ,
f X..,. -4- ( /. -4- ^ u ) — -i- ':-• ( À -1- U ) ——- -t~ . 1 1 P- /«' == <'.>.^ ( n^ i as '

là. Vérification des conditions sur la surface kitérale, — Nous
allons vérifier ces condi t ions au second ordre près par rapport à t.

I l faut, au préalable, calculer T,,., 1\., T^ par les formules (21), ce
qui nécessite l 'évaluat ion des composantes mixtes T^ par la formule

•Tf=^/T^.

Pour/^z*, Ti/ est au moins du premier ordre; donc ̂  peut être
remplacé par un ou zéro, suivant quey égale/• ou en diffère. D'autre
part, si l'on néglige le second ordre, les formules (18) se réduisent à

On a, dès lors;, avec l 'approximation convenue, »
T;=.T,^ T^T^ Tï==T,,+/«rlV,,

(38:) ] T^T^ T^T,^ Tî=:T,,—/-.rT,,.
1 T'^-r T;i -h /'j'T;;;;. 1 : T^:=T^—./'.rT:i;;. T^==('i4~-'2y.-(")T:t:;.

En remplaçant, dans (21), a ' para , a2 par p, a^ par zéro et les ï^ par^
les valeurs ci-dessus, on obt ient les cond i t ions relatives à la surface
latérale sous la formesuivante :

aT.i,i 4-- |3'i.\2==o. aT^4- pT.^== o. .

a (^ 'l'-i 3 4- /4 ' l'î .î ) ~t~ ^ (; T ï :;1-- / ' -v 'I.1 ̂  ̂  ) ===! <•).

ou, puisque T i ^ est nul,
,(39) 1 . , T^^T^=o. ^

(4o) / , ^ aTi:i4" p1\;;==:o. , -

La condit ion (39) doit, être YériHée quels que soient ^••et j"',..car le
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contour F ne peut être une droite. On a dono
/ \e A . . , lq/t( 4 1 ) în •= — —:———— , a -=z ————— ( p 4- a m ). b -=-— -,-.—1———.

' - 2 ( À 4 - ^ ) 4 ( / . 4 - ^ ) ' 1 7 / ' 4 ( / 4 - - ^ }

La condi t ion (4o) s^écrit ensui te , en tenant compte de (27 ),

.. I" dn - 1( y. Y — p ̂  ) ^ 6- — [j. —, — y. T — ( /. -i- ^ ) r ( e -{- 2 //< )
L ( l s J

/ <'///// , \ ..+ ^ ̂  -^- ̂  o, /•J ( ̂ r 4- ?,)•) = 0.

En l'intégrant le long der, le premier terme disparaît et le deuxième
devient ^ [M (^- + 2 / - I S , en appelant S l'aire de la section droite.
Comme cette aire n'est pas nulle, on en conclut .
, fini .,

( 4 2 ) ' ~,~ ~\~ 9./-==:0
//.S'

et
/ / o <Ïtl [ }. \( 45 ) , ( - r=: —.- -.(- T 4- i 4- - /• (' e 4- 2 m ) .

ds \ [jj

En portant (4^)01 (4i) dans (36), on obtient ;

J 4 4 ) X, .4- E e y = (.>, X.. r== o. X.- ..-l- ]•-: de = o,, • ' - " ^^

en désignant par E le module de Young :

E -=- ^^^dl̂ J^). /
/. 4- p.

De même, les équat ions (,35 ) se réduisent aux suivantes

i TI ^ == 1\^== T., ̂  === o, 1':;;; == 1^ [^ 4- </ ny — ̂  ( p 4~ <y m 4- a <y <? Ï '],

^ Ti,r=^ ^ • ^ — (ô 4- /^)^' ,, . 1'^=^. c-^ 4- ( © 4 - /^)^. >

en posant
(46) - . : :ô=,4-^.'

<^

16. Vérification des conditions sur la section droite. — En portant (22)
'dans (21), tenant compte de (43) et négligeant le second ordre en t,
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on a
1\, ===: T ̂  „ T^, =^ ï ̂ , T.;. == T;; ;( •— 2 <y ̂  E e,

OU

|ï.c=^[^~-(Ô+r<)r],

(47) ' .p r ^ n. i .1 ,. == p. (-- — -j- ( © 4- /• ç ) ̂ - ,

• " T ̂  == E [ e -r- q n } • -— { p -r- ([ n i } y ].

Portons ces valeurs dans (23). Nous avons à évaluer les deux inté-
grales doubles 1 f — d x d y ^ i 1 1 ^ d x d y . Soit4 la fonct ion conju-
guée de 9. La première intégrale^ par exemple, s'écrit

\
1 i ^^^y^, fa^^.

J J ày 1 Jp1 1

D'autre part, d'après ( 2 7 ) , on a, le long de F,

^ / ^ /— d.r -\- — dv •==: x cix -r- ')' a v ;ôx à y '
d'où

Donc,

, ,r-4-r-^ ̂ i ———;— _;„ const.
' '2

F 0^ ds = ( ^-^y Qds= 1 ( r cla- dy — o.
Jr ' ^r 2 1 J J '

On verrait de même que l 'autre intégrale est nul le .
Dès lors, on a

(48) . X=Yr=o, ^ Z=E<-S. •

Puis
[ L == E('Ai7/^ — Go ) -h ——^——- C/y^*
| " ' ' '̂ '7- -+-^) '

(49) ' j M = = = E ( B o — C < 7 ^ ) — —L^——B^.
1 - t ' / / 2( / . - r -^ ) /

\ N == ̂  ( P -4~ 1. ) © 4" .̂ 1. r c\

en appelant A, B, 1 les moments d'inertie de la section droite par
rapport à 0^, Oy, 0; C son produit d'inertie et P l ' intégralo double,
^ , „ ^ r r ( àr •à^"\ , ,
(00} ' .p=©JJ("^-'lr<É^^)'•
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Observons que les formules (47) è^nt exactes au second ordre
près, .les formules (""4<S ) et (49) •1^ sont respectivement au quatrième et
au cinquième ordre près.

En é l i m i n a n t e entre (4i) ̂  (48)?.on a, au troisième ordre près^
,, ^ » ^ - ri ry •\- -» •• r-< U,/J( ;.) ï ) -\ i b -h q L =o \ o -==- o, X. S -h- — == o.

' " • " / { s

On voit qu'a c^ degré d'approximation, r équilibre n est possible
que si les forces extérieures satisfont aux deux premières équations (48 )
et aux trois équations (5i). Si ces condi t ions sont remplies, la troisième
équat ion (48) permet de c a l c u l e r a ; les deux premières équations (4q)
donnent p et n, et enf in la troisième donne 0, donc T, d'après (46).
Les constantes de la dé/ormaUon peuvent donc être calculées de manière
à satisfaire à toutes les conditions aux limites ( ' )<"/ le problème est résolu,

1.7. Le jll par fait. — Supposons not re fi l en équ i l ib re sous l 'action
de certaines forces extérieures; pu i s , réduisons l iomothét iquement la
section droi te du fi l dans le rapport t et faisons en même temps varier
les torces propor t ionnel lement à t'\

D'après (48)? <0 varie propor t ionne l lement à ^; et, d'après (49)» ̂  ^ T
sont de la forme ^ -+• bt, a et b é tant des constantes. Il s 'ensuit ,
d'après (45), q u e l e s efforts T^, T^, T^ . tendent vers des l imites finies
et non nul les , lorsque t tend 'vers zéro. Supposons que ces limites
soient en deçà de la limite d'élasticité. Nous voyons que l'on peni,sans
atteindre la dé formeitiqn permanente^ prendre /assez petit pour que //,
p, T deviennent arbitrairement grands. Bien en tendu , toute notre
théorie cesse, à ce moment , d'être applicable, puisqu'elle suppose

' essentiellemelîtque'n, p, T, sont très petits,. Mais notre raisonnement
n'en prouve pas moins que la déformation de Ja fibre neutre ne peut
plus être in f in imen t petite. Un telfil, soumis à de telles forces, peut

( 1 ) Bien entendu, nous ne sommes pas certains qu'à l'extrémité du fil les forces
extérieures sont réparties sur la section droite, suivant les formules (47). Seule,
l'équivalence de ce système de forces avec celui des efforts (47) est assurée. La
déformation ci-dessus calculée peut donc être inexacte vers les extrémités du fiî. maî's,
nous admettons, comine on le fait pour le problème de Saint-Venant, qu'elle le devient,
pratiquement à une certaine* distance,
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donc prendre une forme totalement différente de sa forme naturelle^ tout
en restante en chacun de ses points, dans les limites de la déformation
élastique. Nous aboutissons ainsi à la notion de /if par fait ou infiniment
flexible.

18. On peut la présenter aussi de la manière suivante.
•Supposons que, la dilatation linéaire e de la fibre neutre restant

constante, t tende'vers zéro. Les'formules (4.8) et (49) nous mont ren t
que X, Y, L., M, N sont des inf in imeni , petits du quatrième,ordre, tandis
que Z est du. second ordre. A la l i m i t e , les efforts s u r / a section droite
adfne'ttent donc une résultante tangente à la fibre neutre. On sait que
cette propriété caractérise précisément h fil parfait et Fon reconnaî t ,
dans les équations ( 5 i ) y les éc/untions indéfinies d'équilibre d'an tel fil.

A vrai dire, ces équat ions n'ont été justifiées que pour la forme
naturelle du f i l ; niais, on sait qu'elles sont une conséquence nécessaire
d é - l à null i té des moments L, M, N. On peut d'ailleurs observer que,
dans le cas du fil parfait, la forme n a t u r e l l e est indé te rminée et peut
toujours être -identifiée avec la f o r m e d 'équi l ibre .

11). D'après ce qui a été dit au n° 17 , on voit que la notion de parfaite
flexibilité est essentiellement relatu'e. Elle dépend à la fois des dimensions
de la section droite et de la grandeur des forces extérieures.

Po'ur qu'il y" ^.it déformation f inie , il faut que les valeurs
0 0de /^. , l i-~ et - déduites de (49) soient, par exemple,, de l 'ordre de

l 'un i té . Or, supposons, pour fixer les idées, que la section du fil soit
un cercle de ' rayon'£. L'ordre de grandeur des quantités ci-dessus est
comparable à celui de —j- II s 'ensuit que le moment au point 0 doi t

être de l'ordre de ——
II faut main tenant que Ee etEc/nz^ par exemple, ne dépassent pas la

" charge .limite d'élasticité. Si P désigne cette dernière, on/voit que la
somme, géométrique,et le moment résultant des efforts doivent être, en
gros, respec t ivement , inférieurs à ' P ^ et Pr5. Si nous 'p renons le
" 1 ! 1 ' 'Es4 • ! . . !

moment égal. à -—> nous devons avoir^<i-
• ' , 4^4 ̂  ^o/7/z,,/(3), XLVI,--AVRI.Î, i9-,>9. , , , 1 , l6
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OU ^ ' .
/ . , € F(,).) . ^<-g.

Ceci montre bien que les dimensions de la section droite doivent être
assez petites compamîwenient à celles du rayon de courbure de la fibre
neutre.

Mais, en outre, il faut que le moment soil as'sez grand.
Pour fixer les idées, prenons un exemple concret. Supposons que

l'on ait affaire à un fil de fer d 'un mi l l imètre de diamètre. On a, dans
ce cas, en prenant le kilogramme-poids pour u n i t é de force et le
mill imètre pour unité de longueur ,

P=:I^, E,==20000, £ : = : - . .

L'inégalité ( 52)1 devient . ,
. 10000 . . ,n ;>——^—:= ^oo, soit 70 centimètres.

Quant au moment, il doit être de l'ordre de a0000. Si R a sa valeuribn ! .
minimum, ceci vaut -7 kg x mm, soit environ 200 gr x cm.

Supposons que le fil soit demi-circulaire à l'état na ture l ; suspen-
dons-le librement par ses deux extrémités et cherchons la condition
pour qu'il soit flexible sous Faction de pesanteur dans sa moit ié infé-
rieure.

Le moment min imum est approximati veinent sIP mg x mm. On
doit donc avoir

• aK2^-^- x 10^ soit R >-i<:!00.

Donc, le rayon minimum du fil doit être de l'ordre de un mètre.
Bien entendu, il ne faut attacher aucune valeur précise à ces calculs.

Ils ne peuvent donner qi^une vague ind ica t ion sur les condit ions dans
lesquelles on peut s'attendre à. voir le fi l se comporter approxîmative-
ment comme un fil parfait. Seules, une théor ie rigoureuse ou bien
l'expérience pourraient trancher la question. Mais^ il est bien évident
néanmoins que le fil précédent se rapprochera beaucoup plus de la
chaînette qu'un fil de même section qui n'aurait qu'un ravon de 10^ et
beaucoup moins qu'un fil qui aurait un rayon de lô"1.
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'^0. Fil élastique. — Supposons ma in tenan t que les quant i tés 71,
^ -^ déduites de (49) soient très petites. Notre fil se comporte alors
comme un. fil élastique et c'est, à cette hypothèse que nous allons
désormais nous tenir .

Dans la pratique^ X, Y, Z sont au plus de l'ordre du quotient du.
moment par le rayon de courbure B, sauf au voisinage de l 'extrémité
du f i l e t lorsque aucun couple ne s'y trouve appliqué. Ceci résulte du
fait que le bras de levier est. comparable àR , si ton écarte F exception
mentionnée. Dès lors, on voit d'abord que les deux premières équa-
tions (4.8) sont véridées^ comme i l doit, au quatr ième ordre près en t.
La troisième de ces équations nous apprend ensuite que lîe et, par
conséquent, y.e sont de tordre de —^-s —^ —/- Le deuxième terme de

0 0 0

chacune des équations (49) est, par rapport au premier, au plus de
tordre de -|—î soit ( — ) ? en appelant s le rayon de gyration de la
section droite par rapport à son centre de gravité. Donc, ce deuxième
terme est négligeable. Il en est de même, dans (43), pour le troisième
terme, de sorte que c = 0. F ina lement , les formules (4-9) nous donnent

,.,, MA.4-LC(..) p=^^^^,

, , , , , ,, LB-+-MC •( 5 4 ) , /^H ~ , , — — ^ - , •
JM A l"> —- tj" ;

^ ^pW
avec
(.„> p^y(^.-,.^) .,,.„,.

Quant aux équations indéf inies (44)? fi les sont vérif iées au premier
ordre près. En ef ïe ty les.X/ sont au plus de l'ordre de ^- —? c'est-à-dire' ' o as

fiedu second ordre en t et il en est. de même de E.ef./ et de E , •

21. Interprétation des résultats. — La formule (55) est identique a
la formule classique de la torsion des cylindres. Pour s'en rendre
compte, il suffit de remarquer que la quanti té © = M •+• -r n'est autre
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que la torsion physique (cf. BOITASSE, Bésistance des matériaux,
p. 2<)4). En effet , si l'on suppose fixe le t r i èd re 0;ry-7, .la section droite
d'abscisse ds tourne, peu dan t. la déformation, de l 'angle ̂ ds-^-dn == @ds.

Quant au terme F, qui est une constante entièrement dé te rminée par
là connaissance du contour F, on ne l ' in trodui t généralement pas dans
la pratique, parce qu'on suppose qu'on a affaire à u n e section
circulaire ou de forme voisine. Mais, i l faut en t en i r compte pour les
sections de forme' allongée (cf. BOUASSE, foc. cit., p. 274 a '-^5). .11
figure d 'a i l leurs dans la théorie de Sain t -Venant .

22. La formule (53") nous donne la variation de la courbure. Elle se
réduit à la formule bien connue
^7) ' • ^ P-it^

dans le seul cas où G est nu l . Donc, In formule classique de la flexion
est applicable à un /ilélastique de forme quelconque^ pourvu que sa
section droite admette pour axes principaux d^ inertie la normale princi-
pale et la binormale de la fibre neiitre.

Si cette condition n'est pas remplie, on voit que la var ia t ion de
courbure dépend non seulement du couple de flexion, mais encore du
moment par rapport à la normale principale. On en conclut que, si un
ressort est exposée être soumise de tels moments , il f au t bien prendre
garde à la condit ion ci-dessus énoncée, si l'on veut avoir le droit
d'appliquer la formule o rd ina i r e de la f lexion.

Ceci présente un certain intérêt prat ique pour le spiral cylindrique
des chronomètres. On sait, en effet , que, si le spiral n^est pas parfaite-
ment centré, la réaction du balancier n'est pas nul le . Elle i n t rodu i t
dès lors un moment perturbateur L, dont l'effet s'ajoute à celui du
moment fléchissant M,' suivant la formule (53). Cet effet ne disparaît
que si C= o. Cette condition est, fort heureusement, toujours remplie
dans la pratiquer puisque la section droite du spiral cyl indr ique es tun
rectangle /dont les axes sont respectivement tangent et normal au
cylindre rectifiant de la libre neutre.

23. La formule (54) nous donne Fangle n dont on a tourné la section
droite par rapport à la normale principale. On voit qu'il est proportionnel
au rayon de courbure. Il est indépendant du moment fléchissant dans
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le seul cas où C est nul. Il se rédui t alors à

(^) ' //:=,H~

Cette formule , qui ressemble à ̂ ^), nqus montre que l'angle n est
inversement proport ionnel à A. -Dans le cas du spiral cylindrique,
A est le inornent (l ' inertie de la section droite par rapport à son petit

•axe . Il est beaucoup plus g rand 'que B. Comme, d'autre part, L est
toujours très petit, on voit que la rotation est ins ignif iante et l'on peut,
dire que les parois du spiral restent pratiquement cylindriques, comme le
confirme l'expérience.

La port ion physique globale © est donnée par la formule (55). La
formule (54.)? donnant l'angle n en chaque point, permet de calculer la
dérivée -T-el, par suite, - == 0—<-n• Nous connaissons donc, en

déf ini t ive , la courbure et la torsion de la nouvelle fibre neutre en
fonction de .son arc et nous pouvons en déterminer la forme et la
grandeur.

Dans la théorie dn 'ressort à hondin^ on admet comme un fai t
expérimental que la torsion physique est en t iè rement d'origine géomé-
trique, de manière à pouvoir calculer le nouveau rayon et le nouveau
pas. La jus t i f i ca t ion - théor ique de cette hypothèse résulte de la
formule (54)- si l'on suppose que C et L sont nuls , comme il arrive
dans les habituelles conditions d'emploi dud i t ressort.

24. Energie'de dé''formation. —Appliquons la formule (14) dans le
seul cas du fil élastique. Si l'on se rappelle que Tu , Ïaa, Tia sont nuls
et que l\..i. Ta:;, T:;^ sont du premier ordre, on a, au troisième ordre

•près, , , - , '• , , ! , ! ! ^

aV== Ç Ç C\ E(- p^-.h/7//.r^+ ̂ ©^^--rY+ ̂ ©^S + .^~\^c!rds.

La densité linéaire d^énergie est donnée par la formule
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L'intégrale double peut. s^écrire, puisque o est harmonique,
r r r ^ / ^ \ à ( ( ) ' 3 \ 1 , \ r [ 6b . à^ \ ,\ —(o — + — o . ^Wr ==: J Q a y-1 -+-13 ,--- ) ds

J J ià ' v \ 'd r / 6h'\ ( h ' j \ • Jp \ ^-<" ^'/

ou, d'après (27)5

fo(ar~p.'r)^=- f F (r-^ - .r ^Y:Âr.7T = - P.
J p 1 < J J V ^ ^r/ • .

Donc,
( 5Q ) ——•==.—( O'2 B + //^ //,2 À. — 9.0n // G ) •+ - Ui. ( I -r- P ) 02... .. . , .̂ ^ '. > / i ./ . ,' ,,̂  » \ ^

En tenant compte de (53), (5.4) et (55), on peut aussi, écrire
d^_ _ .A M2'-!- BL^- 2CMI. • _ _N2__(bo) ^-—^-^^-^^4.^.^^.

25. La formule habituellernent admise est ce que devient (5p) pour
n == o. On l^établit par un . ra i sonnement élémentaire.» qui suppose
implic i tement que cette dernière condition est remplie. Pour contrôler
l 'exactitude de notre théorie, i l est ind ispensab le de voir ce que donne
ce raisonnement quand on t i en t compte de la rotat ion n.

L'énergie de déformation du fil est opposée au travail total accompli
par les forces intérieures de ce fil entre l'état naturel ( E(») et l'état
déformé (Ei). Ce travail doit d'ailleurs être indépendant des états
intermédiaires^ puisqu'il y a potentiel. C'est ce nous allons vérifier en
le calculant.

Il uous suffît de faire le calcul pour un élément 00'== ds. Il n'y aura
plus ensuite qa^à intégrer le long du fil.

Pour évaluer le travail T des forces intér ieures de cet élément, nous
pouvons choisir arbùrclirement le trièdre de différence. Prenons, dès lors,
le trièdre de Frenet relatif au point 0 et évaluons le travail élémentaire
oT correspondant au passage de l'état intermédiaire (E) à l'état inf in i -
ment voisin (E+oE). Ce travail est opposé au travail des couples
extérieurs appliqués en 0 et en O'.

Le travail du couple — N appliqué en 0 est — No/i.
Le couple appliqué en 0/ a pour composantes, par rapport au trièdre

: de-FrenetO^'y^Y • , • ' ^ " ' \ -
1 ' L+ dL, M-^-dM., N4-<^N. 1 . .
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D'autre part, la rotation élémentaire subie par la section droite O''a
pour composantes suivant les même axes '

o,, ôp^7.s\ o ' : c i s — 6 ( / i : 4- (..in'\.
On a donc

— ôT -===. ( M -4- dM ) opds -t- ( ,N -r- / / N ) ( o-ds -+- ô/i -i~ oc/n } — .N on

ou, en négligeant le second ordre en ds,

— oT == M oo ds -4- N ds o© 4" ^N on == r/s ( M ôo •-+- N oQ --r- ^Is o^ ^ -
' '!, i ris !

C'est le terme en o/i de la parenthèse qui est généralement oublié.
Remarquons main tenant que l'on a

(6.) " ^L,

comme on le voit en exprimant que le système des efforts appliqués
sur la section droite reste équivalent à lui-même, quand s varie
i n f i n i m e n t peu. Portons cette valeur de— dans la fo rmule ci-dessus-*• as
et appl iquons en même temps (49); il v i e n t

. —oT==^[ .E(Bp- -C<7 / i )ôp+^( [4 - P ) © o © - + - ^ E ( A . < 7 / i t — C p ^ o n - ]
OU , 1 ' . "

—" aT=ds[E(Bpop -+- A^nàn] — ECyô(/ip) 4- p.(ï -+- P) ©ô©'|. '

Par rapport au symbole o, le crochet est une différentielle exacte. H
y a donc bien potentiel et la densi té linéaire d'énergie de déformat ion
s'obtient en in tégrant ledit crochet entre l'état (Eo) et l'état (E, ). On
voit qu'on retrouve bien la formule (Sç).

26. Si l'on suppose C == o, la formule (60) devient
,/. , d\ î /M2 L^\ N2 , '(6.) ^^^^+^,J+^^^ , ,.

Elle diffère de la formule habituellement admise par le terme en L2.
Autrement dit, la formule classique qui donne Vénergie dhm fil
déformé n^est exacte que si le couple appliqué en chaque point ci son
moment dans le plan rectifiant de la fibre neutre,

II serait intéressant d'établir la théorie exacte du spiral réglant
cylindrique, à partir de la formule (62), suivant la méthode que nous
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avons adoptée, dans un précédent travail;, pour le spiral, plat. Ceci. fera
l'objet d'un autre Mémoire.

27. Cas particulier du fil plan. — On a alors 7'.== o et l'on voit que
les g,i, définis par les formules (ï6) ne cont iennent plus ;r. Dès lors, les
équations (33) con t inuen t à s'appliquer même si y n'est pas inf in i -
ment petit. On est alors condu i t à se demander à q u e l l e condit ion les
résultats précédents demeurent exacts quand on suppose seulement que
les d imens ions de la section droite sont petites dans la direction
de la normale principale 0<r, les dimensions suivantla binonnale ' O y
poumni rester finie s, I! faut . et il , suffit pour cela que tous les termes
en y disparaissent dans les diverses équations, ainsi que la fonction cp.
Cette dernière do i t être identiquement nul le , car le raisonnement fait
au n° 13 ne lui est plus applicable, rhomothétie qui nous a 'servi de
base ayant-disparu. ' •

En annulan t les coefficients de y. dans (34) et (35), on obtient
î dm
î '~ds a

Les équations ( 39) e t ( 4 i ) subs i s ten t ; l 'équation (4o ) étant vérifiée
identiqu^înenL Les conclusions du n" ;15 sont toujours valables , a insi
que celles du n° 16; les formules ( 4 e ) ) ^ réduisent s implement , si
l'on néglige e, à
(63) ! ! L = = — E C p , ' M = r E J : i p , ' :N=:o.

D'autre, part, l 'équation (61) nous montre <:.[ue L e s t -nu l . Donc, te
moment en chaque point doit se réduire au moment de flexion. '.D'après
la première équation .(63), on voi t ensuite que^ G est nécessairement
nul et l'on aboutit à la conclusion suivante :

La théorie de-Saint-Venant peut ,s"1étendre'à un j l l élastique dont la
Jibre neutre est plane et dont la section, droite a des dimensiom finies
pefpendiciLiclirement au plan de cette fibrey dans le seul cas de la jle.mon
plane'et à condition que F un des axes centraux d'1 inertie soit perpendi-
culaire au plan de/lésion.

. Ces. conditions1 sont , précisément remplies- pour. le spiral plat. La
formule fondamentale de la Chronométrie peut donc lui être appliquée
en toute rigueur, pourvu gué l''épaisseur du spiral soit .très petite vis-
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vis de son. rayon de courbure^ la largeur pouvant être aussi grande que
l'on veut. (Yest ce qui a été démontré pour la première fois par
Phillips, dans le cas particulier où le moment fléchissant est constant.

28. Hypothèse de Bernoulli. — Elle consiste à admettre que les
sections droites restent planes pendant la déformation. Cela revient à
supposer W = o.

La fonct ion x2 4- y2 n'étant pas harmonique, on voit déjà que k est
nul ; donc, m et e sont constants, d'après (42) et (4i\ II faut ensuite
que co soit nu l . Cela donne deux solutions :

i° y ==^ o. ITaprès (27), on doit avoir xdx-\-ydy-=.o sur F; la
section droite est un cercle.

2° c == o. Diaprés (43) et (40» ceci nous donne
© 4- re == o.

Or^ on vérifie facilement que le premier membre est égal à la torsion
physique^ même si e n'est pas nul .

Finalement, pour que l'hypothèse de Bernoulli soit exacte^ il faut et il
suffit:

i0 Que la dilatation de Ici fibre neutre soit uni forme ;
2° Ç)ue la section droite soit circulaire ou bien qu'il n'y ait pas de

torsion.
Lorsque la deuxième condit ion est seule réalisée, on a

^- i dm ,w=~-^(•a-"+-r')
ou, d'après (4i) et (44)»

^'=7^} Ï^^-wL^)^^^-
Le plan de chaque section droite se transforme^ par la déformation^ en

un paraboloïde de révolution^ ayant pour axe la tangente à la fibre neutre
, , , 2 U. ( 3 À -4- 2 U. )et pour,paramètre—-J——_— i—.

Par exemple, pour un fil pesant et homogène, suspendu par une de
ses extrémités, tous les paraboloïdes sont égaux, car Xy est le poids
spécifique du fil. Ils tournent leur concavité vers le haut.

Ànn. Éc.Norm.^ (3), XLVL — MAI 1929. ^7


