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EXTENSION

THEORIE DE SAINT-VENANT
AUX FILS F;LASTJ,QUES

Par M. J. HAAG

(& Besancon)

On sait que toute la théorie des ressorts repose sur la proportionna-
lité du couple de flexion i l'accroissement de courbure et sur la pro-
portionnalité du couple de torsion a l'accroissement de torsion. Ces
lois fondamentales sont ordinairement établies par les raisonnements
approchés de la résistance des matériaux ou bien par simple extrapo-
lation de la théorie de Saint-Venant sur la flexion et la torsion des
prismes. Dans son Mémoire sur le spiral réglant, Phillips a démontré,
pour le spiral plat, que la premiére de ces deux lois est une consé-
quence rigoureuse de la théorie mathématique de I’¢lasticité, a condi-
tion de supposerles dimensions de la section droite tres petites vis-a-vis
du rayon de courbure et de supposer en outre que le moment [léchis-
sant est constant tout le long du ressort.

Dans ce qui va suivre, nous allons démontrer simultanément les
deux lois sans autre hypothése que la peutesse de la section vis-a-vis du
rayon de courbure et du rayon de torsion. Nous verrons toutefois que,
dans certains cas, la _formule de la flexion dott étre légérement modifiée.

Avant d’aborder le probléme proprement dit, il nous sera utile d’éta-
blir, au moyen du calcul tensoriel, les équations générales de I'élasti-
cité, dans un systéme quelconque de coordonnées curvilignes (*).

(1) Cf. GaLBRUN, Introduction & la théorie de la relativité. Caleul différentiel
absolu et Géomélrie (Gauthier-Villars, 1923).
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106 J. HAAG.

1. — Equations générales de 1'élasticité, en coordonnées curvilignes
quelconques.

1. Calcul de la déformation pure. — Soit un systéme quelconque de
coordonnées curvilignes contrevariantes x*, x*, 2" et soit

dsﬂzgikdwid.r“

le carré de I’élément linéaire correspondant.

Considérons maintenant un milieu élastique rapporté a ce systéme
et donnons-lui une déformation infiniment petite. Nous supposerons
que, sous I’action de cette déformation, les coordonnées 2/ d’un point
quelconque subissent les accroissements infiniment petits «’. Nous
supposerons, de plus, que le systéme de coordonnées est légérement
modifié, de telle sorte que les gy, subissent les accroissements infini-
ment petits ;.

Cela posé, nous allons calculer les coefficients de la déformation
pure.

Soient, a I’état naturel, deux points voisins M( DetP(a'+ o), les o
étant des variables indépendantes infiniment petites. Le carré de la
distance de ces deux points est

(1) i ds? = gy ot ok,
Apres la déformation, il a subi 'accroissement

5 3 PN ke =N i [ ()u- a
d(ds*) = eyal ot -+ gy (o Gok 4~ otk Gatl) — ol ork AL

dx/
Or, .
dut
Otk = d( 0x*) = — o/
(dz5) dal
D’ou
N o dur . . | Jdg
2) O ds?y =gtk o oo [ 2l gl G ki) i g 95
(2) (ds?) =&y +‘:”L<().L'/ a4 ot al o ()‘/u,
ou
ourt . Qgu o [if " kj
o(ds?) = epoiof+ —— oot/ 4+ — a;otf + ol oty
(ds?) i dmjk‘i"dwjz‘i—lll l\'—*,-z' s
ou

k

. Ju . out iy ky
A 2\ —— ol kL k ./I_ . /(
S(ds*) =eppaiak + Wo',‘o"—k— Tk Hi + alakyl (,v,r,k.,,l % m - g,-,,,j m | .
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Le dernier terme peut s’écrire

t J

zx'a,,,u’j J l —i—uc’wc,, 11/ :ocksc‘uﬁS [‘/I’—f—a,-:xku/fs A,j .
lm n | |7

LA
En portant dans la formule précédente, il vient

O(ds?) = eyotfof + aro! Dk 4+ ook Dy,

1-0

~

/

en représentant par D, le symbole des dérivées covariantes. Ceci peut

s’écrire enfin

(3) o(ds?) =2 hyaiat
en posant
(%) o= D+ Dju;~+ €.

Tels sont les coefficients de la déformation pure (*).

2. Dilatation cubique. — Un volume V quelconque, pris a 'état

naturel, devient, apres la déformation.

- ——D(1 \
f/[ D2 (/z dx?dx?.

On en déduit la dilatation cubique

(1 Jul > —
\ ‘5 ot Vs - (){[{ { \v"_,‘,.' - /f’f

§ = = A
o ; 74
\ ON% |
au second ordre preés. Or,
Ve —ve 1t olig) 1oy
Vo —‘\ o ox 2 o

en appelant 5g 'aceroissement de g du aux g;. Donc,

o , 1 0y 1 d(uiyg
(5) '9:5—,,.*-*——7—-,-‘(7);\%—
& Vg .

(1) Pour &= 0,-on retrouve une formule établie par M. Galbrun (/oc. cit.).
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ou encore, d'aprés des formules connues,

i, . . . : ) :
(6) i ;(g-"‘em)—k— l),-u.':;e}+ D;ul.

3. Lot de Hooke. — Soit un vecteur unitaire «’. L'effort exercé sur
I'unité de surface normale & ce vecteur a pour composantes covariantes
(7) . Ty k.

En coordonnées cartésiennes, on a

(8) ‘ 'rik:).{)éri/.:_*“ '_'),‘U./li/.'-

Comme cette relation est invariante, elle est générale. En se repor-
tant & la formule (4), on a donc

(9) W Ty=19git=+ p-(Ditep+ Dy ei).

Au lieu de remplacer /. par (4), on peut aussi lui garder la forme
déduite de (2), ce qui donne

du’ dul Ogu .
(10) T,-k:—_Mg,-/;—%— - (gi”(Ek -+ 'g'/"'_d‘a_:" —+ ().:/. ul—-¢gj ).

Sous cette forme, le caractére d’invariance n’est pas évident. Mais
la formule est d’une application pratique plus commode.

4. Equations indéfinies d’équilibre. — Soient X; les composantes
covariantes de la force extérieure appliquée 4 'unité de volume. Les
trois équations

X[‘I" D/LT{\: 0]

sont les équations indéfinies d’équilibre en coordonnées cartésiennes.
Comme elles sont invariantes, elles sont générales. Le tenseur T
étant symétrique, on peut aussi écrire

1 o(Th /g I, Ok
11 X; 4+ — Lve s Tk h/‘ —_
(11) ‘ o Oxt 2 Jzt
Il serait facile d’expliciter ces équations en fonction des «/, en utilisant
les formules (10). Mais, cela ne nous est pas nécessaire pour la suite.

@
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. Energie de déformation. — Elle est donnée par la formule inva-
rlante

(12) v V= ;f/‘ /‘T""/Lm\ gdrt dr dr.

qui, dans le cas des coordonnées cartésiennes, se réduit a la formule
de Clapeyron. D’aprés (8), elle peut aussi s’écrire

(13) ‘ \ :é / / /(7.’7/1}—%— 2 hihb) gdr dxt dzt,
On peut aussi U'exprimer en fonction des T. En contractant (8).
on a

T) =310+ aphl.

D'autre part, en contractant (4) et en comparant a (6), on voit que

hi=0
Donec,
T
[ ——— s
32+ 2
et, par suite,
1 214 A
hip=—= — | Tiyp— s—-T— i)+
i 2p.< e 3)—}—2[.;6/‘)

En portant dans (12), il vient

A ik A Ty o [ O P e}
(14) /”JL///[F T! iy ')IJ( ,)]\br/.r. dax® dxs.

Il est facile de vérifier qu’en coordonnées cartésiennes, les formules
(13) et (14) redonnent bien les diverses formes connues de la formule

de Clapeyron.
IT. — Application au fil élastique.

6. Définition des coordonnées. — Nous considérerons notre fil comme
limité par une surface canal, c’est-a-dire engendrée par une courbe
plane I, dont le plan reste normal aux trajectoires de tous ses points.
Nous appellerons fibre neutre (F) celle de ces trajectoires qui est
décrite par le centre de gravité de la section droite (A) limitée par I'.
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‘Soit M un point quelconque du fil & I'état naturel. Nous définirons
ses coordonnées de la maniére suivante. Projetons-le en O sur la fibre
neutre et soit s I’abscisse curviligne de O sur cette courbe. Menons le
triedre de Frenet O.xys, Os étant la tangente, Ox la normale princi-
pale et Oy la binormale. Soient (., ¥, o) les coordonnées cartésiennes
de M par rapport a ce triedre. Nous prendrons les trois nombres 2,
v, s pour coordonnées curvilignes de M, soit

7. Calcul du ds*. — Sil'on fait jouer a s le role du temps, on sait que
les rotations du triedre Oy = sont

1 1
P ==0, (/:—1—{, ;== — T,

en appelant R et T les rayons de courbure et de torsion.
Si les ' augmentent de dx’, le déplacement élémentaire de M a pour
composantes cartésiennes par rapport 3 Oxrys

dex —ryds, dy-+rxds, ds—qxds,

ou
(15) dx' — rax*det, de*—retdet,  det (o —qz').
On adonc
ds*==(dx' — rz*dx® )+ (dr* + rzt dr?)? 4+ (1 — gz )2 (dx’)t.
D’ou
(16) } Sin=—1, Saa—1, ;;":m:(I"*’]-17>2+7'2(.l’:—!—")'2),
| go=ra, Zis=—T), &ia== 0.

Le discriminant g a pour valeur

(17) ,g':‘/zz, h=1—qu.

Les composantes contrevariantes du tenseur fondamental sont

riy® 2t 1
gll:I+ ?1 g??.:x - —> c‘,”"‘“'—‘:—’
o
\ o vl
18 ;
( ) rxT ry r'_’ T
28 e o3 — o 12— )
&= > gil= =, o — .
o < o o T o
=] 5 f=]
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8. Déformation du fil. — La nouvelle forme de la fibre neutre est
entiérement déterminée sil'on se donne, pour chaque point O :

1¢ Ja dilatation linéaire e;
2° L'accroissement de courbure ¢;
3¢ L’accroissement de torsion — <. |

La dilatation linéaire permet, en effet, de calculer le nouvel arc s’
en fonction de s; puis, ¢ et = permettent de calculer la nouvelle-cour-
bure et la nouvelle torsion en fonction de s et 'on sait que cela suffit
pour déterminer la forme et la grandeur de la nouvelle fibre (F').

Considérons maintenant le point M du n° 6. Apres déformation, il
occupe la position M'. Au point M', nous faisons carrespondre, au
moyen de la courbe F' et par le procédé indiqué au n° 6, les nouvelles
coordonnées 2/, ), s'. Nous poserons

u=ux'—.r, p=)'—y, =g —s,

de sorte que
w' = u, ut=—=p, 10t = v,

Remarquons tout de suite que, pour =7y =0, on a nécessaire-
ment « = ¢ = o. Quant & &, il devient une certaine fonction ¢, de s,
qui mesure J’accroissement de longueur subi par I'arc s pendant la
déformation de la.fibre neutre. La dérivée de cette fonction n’est autre
que la dilatation e. Nous poserons

=y 4 W,

de sorte que la fonction W devra s’annuler identiquement pour
Xx =y =0.

Observons maintenant que la valeur de w, dépend essentiellement
du choix de l'origine des arcs sur F. Nous supposerons que cette ori-
gine coincide avec le point'O correspondant au point M pour lequel
sont écrites les équations d’équilibre. Ceci ne veut pas dire évidem-
ment que la fonction s, sera identiquement nulle. En particulier,

sa dérivée continuera « éire égale a e. De sorte que nous remplacerons
‘ . \ - ; IW dW
par W, mais en faisant la convention de remplacer oy Pare+ o

O, Calcul des ¢ — 1ls résultent des formules (16), si I’on connait
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les aceroissements 2¢ et or. Or, 2¢, par exemple, représente I'acerois-
sement subi par la rotation ¢ quand on passe du point O de (I) au
point O’ de (F') qui a méme abscisse curviligne. D’autre part, nous
avons appelé ¢ 'accroissement de ¢ entre le point O et le point 0"
de (F) ou vient se placer O aprés la déformation. Comme 'are 0’0" est
égal 4 ¢, on a, en se rappelant la convention faite a la fin du numéro
précédent, ‘

d(oy) _do . (_/1_

ds  — ds ds

[w¥)
]

I
e)

De méme pour 2r-.
En différentiant (16), on en déduit

} 1y =8 =8 =0, Eay =T, Ey=——7T)"
(19) f ep=-—2hpr 4+ 2(x* 4 )*)re,
la convention d lacer, $'il v a lieu, %2 et % par 22— o 71
avec la convention de remplacer, s'il y a lieu, == et = par =& — e —
¢ dr dr
LT
10. Calcul de la dilatation cubique. — Elle est donnée par la for-
mule (5) : .
A dy
(209 . "L<‘J+VV_6—IE> “+ uq du . oy L IW
= i Tox oy T s

Il est & remarquer qu'on peut y dériver ¢ et W par rapport & s sans
faire les deux corrections indiquées précédemment, car ces deux cor-
rections se détruisent.

11. Condritions aux limites. — Nous supposons qu’aucune force n’est
~appliquée sur la surface latérale du fil. L'une des extrémités A est
encastrée dans un appui fixe. L’autre extrémité B est soumise i une
force I et & un couple C. Nous conviendrons que le sens positif sur (F)
est le sens de A vers B.

Considérons maintenant les efforts exercés sur la section droite (A)
par la portion du fil située du coté des s croissants. Ils constituent un
systéme équivalent au systéme des forces extérieures appliquées entre
(A) et 'extrémité B. Nous appellerons X, Y, Z, L, M, N les coordon-
nées cartésiennes de ce systéme parrapport au tricdre de Frenet Ozy z.
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Voyons comment vont s’écrire les conditions aux limites résultant
de ces hypothéses. '

Il faut, au préalable, calculer les composantes cartésiennes T, Ty, T.
de Ueffort exercé sur Uélément dont la normale a pour cosinus directeurs

"

~r
%y 3 Y-

ot . . .
Dapres les formules (15), on a, en appelaiit 2/ les composantes con-
trevariantes du vecteur cartésien (=, 2,7

g==ol— ryad, e R A V=AU R ED

(21) To="T]ar— ryTizt Ty= T3 2k 4 e 'U3 2k, T.=(1— qr) T35
En éliminant les " entre ces formules, on aura T,, T,, T. en fonction
linéaire de =, 3, v. '
Pour la surface latérale, on a v =o; done 2" =0, ' =, 2°= 3.
En portant dans (21) etannulantT,, T,, T., on obtient trois conditions
qui doivent étre vérilices le long de I
Sur la section droite, on a =73 = o, v =+ 1; done

. 7y . . I
( 29) ol e, OL= oo ST —

h n T h

En portant dans (21), on obtient T, T,, T, et 'on doit avoir

A e

= / / Todacdy, Y == / /I“ i dy, T= / /]'l’::(/.xr dy,

(23) ¢ L= / / ylsdedy, M= / / al.dxdy.
N = / / (.1:'1‘.,. =y Ty da oy,

12. Hypothéses sur les dimensions transversales du fil. — Nous allons
supposer maintenant que les dimensions de la section drotte sont trés
petites vis-a-vis des rayons de courbure et de torston R et'T et nous allons
chercher une solution approchée du probléme.

D’une maniére plus précise, imaginons que le contour I' se déduise
d’une courbe fixe I' du plan 20y, par une homothétie de centre O et
de rapport z. Supposons ¢ infiniment petit et cherchons la partie prin-
cipale de la solution.

13. Forme de la solution asymptotique. — Comme on le fait habituel-
Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — AvmiL 1929. 1H
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lement dans les problemes d’équilibre élastique, nons allons nous
donner a priori la forme de la solution et nous vérifierons que cette
solution satisfait aux équations indéfinies d’équilibre et aux conditions
aux limites. Mais, bien entendu, cette vérification ne devra avoir lieu
(quasymptotiquement, pour ¢ infiniment petit.

La forme de la solution nous est tout naturellement suggérée par le
probléme de Saint-Venant.

Posons, en prefnier lieu,
(a5) H=mx—ny +alrt —1+a2baxy.
o P=my -+ nx 4+ 2axy + b(y:—a?),
m, n, a et b désignant des fonctions de s.

Posons ensuite

(25) W =17X(x*+ 1?) + co,

ol 4 et ¢ désignent deux nouvelles fonctions de s et 5 une fonction de
x et de y, determmee par la condition de vérifier l’equatlon

Po o

26 : =

(26) gz g T

a l'intérieur de I' et I'équation

. do do

(27) aa;‘*‘ﬁa;——“)“f’“’

tout du long de I, « et désignant les cosinus directeurs de lanormale
extérieure.

Soit w(z, y) la fonction harmonique al intérieur de I" et qui satis-
fait, sur IV, & I'équation

do . dn

(28) Oﬂ—(}.—i-‘l—l.la;

—=ay—f.r.

Je dis que I'on a
(29) ' o=1{"w <—;>l[>

En effet, 'équation (26) est évidemment vérifiée par celte fonction.
On a maintenant :

(30) Jdo __ Odw 00 20)

oz o oy Tl
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en posant

L’équation (2~) s’écrit donc

/(z L)E -+ B L)(—‘)-> = (o) — 5.
d dy S o

Comme les valeurs de = et 3 sont les mémes au point M (.2, »")
de I etau point M(.r, yv)de I, 'équation ci-dessus ne différe pas de (28)
et se trouve vérifiée par hypothése.

Lorsque M décrit 'aire (A), M’ décrit 'aire homologue (A') et «
garde une valeur finie, ainsi que ses dérivées partielles premiéres et
secondes. Dés lors, les formules (29) et (30) nous montrent que o est
un infiniment petit du second ordre; ses dérivées premiéres sont des
infiniment petits du premier ordre et ses dérivées secondes sont des
quantités finies.

14. Vérification des équations inddfinies. — Cherchons la limite du
premier membre de (11), lorsque ¢ tend vers zéro.

Remarquons d’abord que, d’apres (17\ tend vers zéro, sauf

our k=1, qui donne 2% — _ 4. D'aprés '16) on voit de méme que
pour i =1, qui ¢ o — — - Papres|(  {
les ()“’/ tendent tous vers zéro, sauf les suivants :
D&os e

'3 — 9 228 —p, LU -
(21) 7 dx! ozt

Dés lors, les équations (11) se réduisent &

Tk
X, - 3: L g Tl e g T3 12 -2 0,
¥ . OJTk . »
(32) Xy A+ (}7/: e T - r T == 0,
: ()l’
Ny+ = —qgTi=o.
“ dxrk 71s==0

On a maintenant
: Thew ghiT,

(A
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Dot
AV LYy T dgtl
ork T & 1)1 Yok

Or, dans les formules (31), 'indice inférieur n’est jamais égal a I'un
des indices supérieurs. On en conclut que le second terme de la for-
mule ci-dessus tend vers zéro avec t. Comme les g*/ tendent vers un
ou zéro, suivant que 4 est égal 4 j ou en différe, on voit qu'on peut,
dans les équations (32), 1t-mp1acer toutes les composantes mixtes ou
contrevariantes par les composantes covariantes; de sorte que les
équations indéfinies s’écrivent, i la limite, '

) I \ m
Ny +(; 1/~/ -{“’/(l — Ty —rTy=o.
A , T, .
(33) <\, %—A—A — gl 4 rT=o0.
, AT g —
RE R v q ly3=o0.

Reportons- nous maintenant aux formules (10) et négligeons-y les
termes du second ordre en .

Calculons d’abord 6, d’aprés (20). Comme W est du second ordre et
n'intervient pas par ses dérivées.par rapport & 2 ou i y, nous pou-
vons 'annuler. Il nous reste alors, en utilisant (24),

(34) - f=e-2m—+2(fja—o—qgm)+13y(4b~+qgn).

Remarquons maintenant que tous les «/ étant au moins du premier

h ik

ordre, nous pouvons, dans (10), remp]acerles =7 parlesvaleurs (31).

On trouve finalement

Ty=Ta=1le-+a2m(dh~+p)+r[la(h+p) —iip+qgm)]
A+ [ 46 (1 + )+ hgn],
Typ=0 +ope-+2tm+z[fal— (h+2p)(p 4+ gm—+ 2qe) — [lgm|
R + 2 [420 4+ (1 4+ 2)gn],
(33) { T,,=o,

dm

r +2/.>‘r—‘1[ —Zi+ )+ 7+p)7(e+2m)]

- 09
'1.13_-[.1.(,5‘_—1:"—*“[J< \

\ do . {m .
'Iﬂ:[.:.r,;(—f: -+ <(—I—+9/l\} —{~.1|v ( ~>+(‘).+1J,')/‘(é+2m)].
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Portons ces valeurs dans (33). Nous ne commettons que des erreurs

. . A , o
infiniment petites sur les dérivées ()—M/’ puisque 'erreur sur T, est du
second ordre et devient au plus du premier ordre parla dérivation. En
passant a la limite, il vient

\ No+da(h+p)—to+2pge— (1 ~+2migm=o.
Ny 40(0 4+ p) -+ dgn=o,

(36) .
. N de - dm
Nyt (h4ou)— 4 2 (h+ p) —— + jph=o.
s s
15, Vérdfication des conditions sur la surface latérale. — Nous

allons vérifier ces conditions au second ordre prés par rapport a t.
Il faut, au préalable, calculer T,, T,, T, par les formules (21), ce
qui nécessite 'évaluation des composantes mixtes T} par la formule

. Tf — ,-';"/"f'[‘ih

Pour j=£17, T;; est au moins du premier ordre; donc g% peut étre
remplacé par un ou zéro, suivant que; égale £ ou en différe. D’autre
part, si 'on néglige le second ordre, les formules (18) se réduisent a

(37) gV=g¥=1. g =14 aq.x, GV — gV=ry, g1r=o.
On a, dés lors, avec "approximation convenue, .
Ty, =Ty TI=T, T,
(38) ) Ti==Ty.  TimTa. T3 Ty— reTa.
T Ty Ty T2=T — raly, Th=(1 4+ age) Ty,

En remplacant, dans (21), 2' para, «* par 3, «* parzéro et les Tf par,
les valeurs ci-dessus, on obtient les conditions relatives i la surface
latérale sous la forme suivante :

o Ty -+ 6T =0, 2T+ B Ty=o.
ATy 7y Ty )+ BTy — Ty = o,
ou, puisque T, est nul,

(39) T“: T._,._,: 0.

(o) . aTy—+ BTy=o.

La condition (3¢) doit étre vériliée quels que soient . et y, car le
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contour I' ne peut étre une droite. On a done

Pe

4 M= ——————
) 2(h+ )

v— \ (0 o m) ) — rqn
”;’;(7--‘:~Iuhp 4 ). R R

La condition (fo) s’écrit ensuite, en tenant compte de (27 ),

(oy— Bu) lfJ.c Py e T (L A (e - 2m )J
[&

A,

l
- ( (—(—/,?- -+ /.') (o + By)=—=o.
En I'intégrant le long de I', [e premier terme disparait et le deuxiéme
. dmn AU . . .
devient . <7!T =+ 245, en appelant S P'aire de la section droite.

Comme cette aire n’est pas nulle, on en conclut

tm
(42) an 4-ok=—o0
s
et
. dn / 2\
(43 (= — —{—-74-(1+ —)r(c +am).
s .

En portant (42 )et (41) dans (36), on obtient
(4 Xy +Eey =0, \,==o0. N, 4 E° 7 =o,
en désignant par B le module de Young :

[ P ( 3/ =) )

7o

De méme, les équations (35) se réduisent aux suivantes

i T, =T,="T,.,=o0, Tu=~E[e+qgny —a(o+gm-+2qey],
(45) . T o } . T do .
( Pyy= e l’ ()'L — (A(") G- e )‘1'7 3 | e l_(::)? -;T (@) 4 re )J.:I s
en posant
dn
(46) O=7+ —.
ds

16. Vértfication des conditions sur la section droite. — En portant (22)
‘dans (21), tenant compte de (45) et négligeant le second ordre en ¢,
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on a
Te=Ty.  T,=Ty  T.=T,+a2gxke,
ou '

[ ——‘ — (O +re ))‘]:
s
(47) ( ‘ l:g?;.__(@_t.leu]

Ele +~qgnrny — (o+qgm)x].

ll

Portons ces valeura dans (23). \ous avons & évaluer les deux inté-
grales doubles j / Zdr dv et / -dxa’y Soit+ Ia fonction conju-
guée de 0. La premiére 1nte<rrale par e\emplc s'écrit

<]

PR
/ /.(.).l/(/,l't[)': [ISJJ ds.
) dy ’ Jro

D’autre part, d’aprés (27), on a, le long de I,

Jd Ju
L dr - sFdy =z dr+ ydy;

dx dy

.

-+ ) .
b= ——— -+ const.

7

/‘;3'_[/(15: - (/s—/ / y e dy =o.
Jp Ji

- ., v N - "
On verrait de méme que 'autre intégrale est nulle.
Deés lors, on a

(48) XN=Y =o, Z—FEeS
Puis
/ . . E2 ,
L=E(Agn—Cp)-+ ———Cyqye
27+ )
49) ‘ 7.
( ! 9) Byge.

2(h—+ )

’IM:I (Bp—Cyn)— —
\ N=p(P +1)0 + plre,

en appelant A, B, I les moments dmertm de la section droite par
rapport & Oz, Oy, O; C son produit d’inertie et P I'intégrale double,

. Ay - ()
(50) P__Off ()” . ’) d.L(/}
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Observons que les formules (47) étant exactes au second ordre
prés, les formules (48) et (49) le sont respectivement au quatriéme et
au cinquiéme ordre pres. . ’ 4

En éliminant e entre (44) et (48), on a, au troisiéme ordre prés,

. . - A7z,
{51y NyS+qgZl=o, \,=— o0, LS - s =
' s

On voit qu'a ce degré d’approximation, Uéquilibre n’est possible
que st les forces extérieures satis font aux dewx premicres équations (48 )
et aux trois équations (51). Sices conditions sontremplies, la troisiéme
équation (48) permet de caleuler ¢; les deux premieres équations (49)
donnent ¢ et n, et enfin la troisiécme donne ©, done =, d’aprés (46).

Les constantes de la dé formation peusvent donc étre calculées de manicére
a satisfaire a toutes les conditions awx limates () et le probleme est résolu.

L7. Le fil parfait. — Supposons notre il en équilibre sous Iaction
de certaines forces extérieures; puis, réduisons homothétiquement la
section droite du fil dans le rapport z et faisons en méme temps varier
les torces proportionnellement & .

D’aprés (48), e varie proportionnellement a ¢; et, dapres (49D, n, 2, =
sont de la forme (—;+bt, a et O étant des constantes. .ll s’ensuit,
d’apres (45), que les efforts Tyy, Ty, Tay tendentvers des limites finies
et non nulles, lorsque ¢ tend vers zéro. Supposons que ees limites
soient en deca de la limite d’¢lasticité. Nous voyons que I'on peut, sans
atteindre la dé formation permanente, prendre ¢ assez petit pour que 2,
¢, = deviennent arbitrairement grands. Bien entendu, toute notre
théorie cesse, & ce moment, d'étre applicable, puisqu’elle suppose
essentiellement que n, 5, = sont trés petits. Mais notre raisonnement
n’en prouve pas moins que la déformation de la fibre neutre ne peut
plus étre infiniment petite. Un tel fil, soumis & de telles forces, peut

(1) Bien entendu, nous ne sommes pas certains qua I'extrémité du fil les forces
extéricures sont réparties sur la section droite, suivant les formules (47). Seule,
Iéquivalence de ce systéme de forces avec celui des efforts (47) est assurée. La
déformation ci-dessus calculée peut donc étre inexacte vers les extrémités du fil. mais,
nous admettons, comme on le fait pourle probléme de Saint-Venant, qu’elle le devient
pratiquement & une certaine distance,
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done prendre une forme totalement différente de sa forme naturelle, tout
en restant, en chacun de ses ponts, dans les limites de la déformation
élastique. Nous aboutissons ainsi & lanotion de /il par/fait ou infiniment

flexible.

18. On peut la présenter aussi de la maniere suivante.

Supposons que, la dilatation linéaire ¢ de la fibre neutre restant
constante, ¢ tende vers zéro. Les formules (48) et ( 19) nous montrent
que X, Y, L, M, Nsontdes infiniment petitsdu quatricme ordre, tandis
que Z est du second ordre. A la limite, les efforts sur lu section drotte
admettent donc une résultante tangente @ la [ibre neutre. On sait que
celte propriété caractérise précisément le /il parfait et on reconnait,
dans les équations (51), les équations indé fintes d’équilibre d’un tel fil.

A vrai dire, ces équations n’ont été justifiées que pour la forme
naturelle du fil; mais, on sait qu’elles sont une conséquence nécessaire
de la nullité des moments L, M, N. On peut d’ailleurs observer que,
dans le cas du fil parfait, la forme naturelle est indéterminée et peut
toujours ¢tre identifiée avec la forme d’équilibre.

19. D’aprés ce qui a été dit au n® 17, on voit que la notion de parfaite
Slextbilité est essenticllement relatice. Elle dépend ala fois des dimensions
de la section droite et de la grandeur des forces extérieures.

Pour qu’il y ait déformation finic, il faut que les valeurs
de n,% et (7) déduites de (49) soient, par exemple, de 'ovdre de
Punité. Or, supposons, pour fixer les idées, que la section du fil soit
un cercle de rayon z. L’ordre de grandeur des quantités ci-dessus est

| ., LR . . . .
comparable & celut de —- Il s’énsuit que le moment au point O doit
. , [k ‘

étre de 'ordre de

Il faut maintenant que Ee et Egne, par exemple, ne dépassent pas la
charge limite d’élasticité. Si P désigne cette derniére, on voit que la
somme géométrique et le moment résultant des efforts doivent étre, en
gros, respectivement inférieurs & Pe* et Pe®. Si nous prenons le

Tk
o

> nous devons avoir

moment égal &

et -

]‘ < }')51:

dnn, Ee. Norm,, (3), XLVI, — AvmiL 192q. 16

==
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g

- P
(o2) i B < E-

Ceci montre bien que les dimensions de la section droite doivent étre
ussez petites comparativement a celles du rayon de courbure de lu fibre
neutre.

Mais, en outre, il faut que le moment soit assez grand.

Pour fixer les idées, prenons un exemple concret. Supposons que
'on ait affaire & un {il de fer d’un millimetre de diameétre. On a, dans
ce cas, en prenant le kilogramme-poids pour unité de force et le
millimétre pour unité de longueur,

; 1
P=14, E =20000, g= =
9
L’'inégalité (52) devient
10000 . .
R> — 7~ =700, s0il70 centimétres.
4 . .
« . A. 20000 -
Quant au moment, 1l doit étre de 'ordre de “OR Si R a sa valeur

minimum, cect vaut % kg > mm, soit environ 200 gr > cm.

Supposons que le fil soit demi-circulaire & I’état naturel; suspen-
dons-le librement par ses deux extrémités et cherchons la condition
pour qu’il soit flexible sous 'action de pesanteur dans sa moitié infé-
rieure.

Le moment minimum est approximativement 2R* mg > mm. On
~ doit donc avoir

2R*> < < 10%,  soit R>1coo.
4

Donc, le rayon minimum du fil doit étre de 'ordre de un métre.

Bien entendu, il ne faut attacher aucune valeur précise a ces calculs.
lls ne peuvent donner qu'une vague indication sur les conditions dans
lesquelles on peut s’attendre & voir le fil se comporter approximative-
ment comme un fil parfait. Seules, une théorie rigourcuse ou bien
I'expérience pourraient trancher la question. Mais, il est bien évident
néanmoins que le fil précédent se rapprochera beaucoup plus de la
chainette qu’un fil de méme section qui n’aurait qu'un rayon de 10™ et
beaucoup moins qu'un fil qui aurait un rayon de 10™.
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')U Fil élastique. — Supposons maintenant que les quantités n,
&, — dedultes de (49) soient trés petites. Notre [il se comporte alors
comme un fil élastique et c¢’est a cette hypothése que nous allons
désormais nous tenir.

Dans la pratique, X, Y, Z sont au plus de l'ordre du quotient du
moment par le rayon de courbure R, sauf au voisinage de I'extrémité
du fil et lorsque aucun couple ne s’y trouve appliqué. Ceci résulte du
" fait que le bras de levier est comparable 4 R, si 'on écarte ['exception
mentionnée. Dés lors, on voit d’abord que les deux premigres équa-
tions (48) sont vériliées, comme il doif, au quatriéme ordre prés en ¢
La troisieme de ces équations nous apprend ensuite que Ee et, par
L(/ My Ny
chacune dos équations (4 19) est, par rapport au premier, au plus de
Pordre de .

section droite par rapport & son centre de gravité. Donc, ce deuxieme
terme est négligeable. Il en est de méme, dans (43), pour le troisieme
terme, de sorte que ¢ = 0. Finalement, les formules (49) nous donnent

conséquent, we sont de I'ordre de - Le deuxieme terme de

_, » Soit (I—% > en appelant ¢ le rayon de gyration de la

(53 P MA + LC
22 "= R(AB — ()’
« LB -+ MC
(34) =R o ‘
N
4% ) — —
09 0=
avec .

- 929N vy
(56) I //( Jr )()‘zr>(/'“/)'

Quant aux ¢quations indéfinies (44), elles sont vérifiées au premier

e X, T
ordre pres. En effet, les X; sont au plus de Pordre de < g o Cest-a-dire

. . 5 . de
du second ordre enzet il en est de méme de Eeget de E - -

21. Interprétation des résultats. — La formule (55) est identique &
la formule classique de la torsion des cylindres. Pour s’en rendre

compte, il suffit de remarquer que la quantité € = < + D est autre

ds
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que la torsion physique (cf. Bouasse, Résistance des  malériaur,
p- 294). En elfet, si 'on suppose fixe le triedre Oxys, la section droite
d’abscisse dstourne, pendantla déformation, de 'angle ~ds+dn =0 ds.

Quant au terme P, qui est une constante enti¢crement déterminée par
la connaissance du contour I', on ne 'introduit généralement pas dans
la pratique, parce quon suppose qu'on a affaire & une section
circulaire ou de forme voisine. Mais, il faut en tenir compte pour les
sections de forme allongée (cf. Bouasse, loc. cit., p. 274 & 285). 1l
figure d’ailleurs dans la théorie de Saint-Venant.

22. La formule (53) nous donne la variation de la courbure. Elle se
réduit & la formule bien connue

(57) ¢ =1

dans le seul cas ou C est nul. Done, lu formule classique de la flexion
est applicable a un [il élastque de forme quelconque, pourcu que sa
section droite admette pour axes principaux d’inertie la normale princt-
pale et la binormale de la fibre neutre.

Si cette condition n’est pas remplie, on voit que la variation de
courbure dépend non seulement du couple de flexion, maisencore du
moment par rapport « la normale principale. On en conclut que, si un
ressort est exposé a étre soumis.i de tels moments, il faut bien prendre
garde a la condition ci-dessus énoncée, si I'on veut avoir le droit
dappliquer la formule ordinaire de la flexion.

Cecl présente un certain intérét pratique pour le spiral cylindrique
des chronométres. On sait, en elfet, que, si le spiral n’est pas parfaite-
ment centré, la réaction du balancier n’est pas nulle. Elle introduit
des lors un moment perturbateur L, dont Ueffet s’ajoute i celui du
moment {léchissant M, suivant la formule (53). Cet effet ne disparait
que si C = o. Cette condition est, fort heureusement, toujours remplie
dans la pratique, puisque la section droite du spiral cylindrique estun
rectangle, dont les axes sont reSpectivemenl tangent et normal au
cylindre rectifiant de la fibre neutre.

23. La formule (54) nous donne langle n dont on a tourné la section
drotte par rapport a la normale principale. On voit qu’il est proportionnel
au rayon de courbure. Il est indépendant du moment {léchissant dans
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le seul cas ot C est nul. 11 se réduit alors a :

e L
(H8) n=~R B

Cette formule, qui ressemble & (37), nous montre que P'angle n est
inversement proportionnel 4 A. Dans le cas du spiral eylindrique,
Aest [e moment d’inertie de la section droite par rapport & son petit
axe. Il est beaucoup plus grand que B. Comme, d’autre part, L est
toujours trés petit, en voit que la rotation est insignifiante et 'on peut
dive que les parots du spiral restent pratiquement cylindriques, comme le
confirme 'expérience.

La portion physique globale © est donnée par la formule (55). La
formule (54), donnant 'angle n en chaque point, permet de calculer la

L, dn . . dn - .
dérivée 77 el par suite, < =06-——-- Nous connaissons donce, en
B s

définitive, la courbure et la torsion de la nouvelle fibre neutre en
fonction de son arc et nous pouvons en déterminer la forme et la
grandeur.

Dans' la théorie du ressort @ boudin, on admet comme un fait
expérimental que la torsion physique est enticrement d’origine géomé-
trique, de maniére & pouvoir calculer le nouveau rayon et le nouveau
pas. La justification théorique de cette hypothese résulte de la
formule (54). si 'on suppose que C et L sont nuls, comme 1l arrive
dans les habituelles conditions d’emploi dudit ressort.

24. Energie de dé formation. — Appliquons la formule (14) dans le
seul cas du fil élastique. Si I'on se rappelle que T,,, Ts., T,, sont nuls
et que T,,, T.;, Ty; sont du premier ordre, on a, au troisieme ordre

pres, :
B VAR a N ‘, ) 2 . ) 2
2V -_//{ !-Iu( — 2 = N ) p.(*)-(% - g‘) + - 0? <:)? 4 ,r> ] f/.l'{(l'(/b‘f'

La densité linéaire d’énergie est donnée par la formule

ay oo Ve
2 = E(o*B 4 22 A ——opqn (i)

-+ {J-('i)'-'} 40P+ [ [ [<3’~:>2 - <g~?—>l] dxdy ;
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L'intégrale double peut s’écrire, puisque 3 est harmonique,

cor o dox 0 do\ . do L do\
/ / [()l (J();) o W( ()) ]([”h —f ( o +e i»}:)d.s

, dapres (27),

: APy 9\
[(Dld)'*—- ‘IB.I')(/.S':/ /()i)j ——Il—)—?- drdy =— — P.
Jp Jo\ de v ~
Done,
V I
(59) f—{%—:—(ol#—f-(/ n-\—)oqn()—T:u(lf—P 0.

En tenant compte de (53), (54) et (55), on peut aussi écrire

AV AM!4 BL* 2 CML Ne

(60} T gl(,\l»—-(f‘ +1zlu.(I—i—P).

25. La formule habituellement admise est ce que devient ( 59) pour
n=o. On 'établit par un raisonnement élémentaire, qui suppose
implicitement que cette derniére condition est remplie. Pour controler
I'exactitude de notre théorie, il est indispensable de voir ce que donne
ce raisonnement quand on tient compte de la rotation .

L’énergie de déformation du fil est opposée au travail total accompli
par les forces intérieures de ce fil entre Pétat naturel (E,) et I'état
déformeé (I,). Ce travail doit d’ailleurs étre indépendant des états
tntermédiaires, puisqu’il y a potentiel. C'est ce nous allons vérifier en
le calculant.

Il nous suffit de faire le calcul pour un élément 00’ =ds. Il n’y aura
plus ensuite qu’a intégrer le long du fil.

Pour évaluer le travail T des forces intérieures de cet élément, nous
pouvons chotsir arbitrairement le triedre de différence. Prenons, dés lors,
le tricdre de Frenet relatif au point O et évaluons le travail élémentaire
oT correspondant au passage de ’état intermédiaire (E) a I’état infini-
ment voisin (E+ cE). Ce travail est opposé au travail des couples
extérieurs appliqués en O eten O'.

Le travail du couple — N appliqué en O est — Nan.

Le couple appliqué en O’ a pour composantes, par rapport au triedre
de Frenet O'x'y' =/,

L+dL, M+4dM, N+ dN.
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D’auatre part, la rotation élémentaire subie par la section droite 0'a
pour composantes suivant les méme axes

‘ o, Opds, &tds +o(n+dn).
On a done

— 0T = (M -+ dM) dods + (N + N} (dtvds - on +- dn ) — Nén
ou, en négligeant le second ordre en ds,
—dl =Mosds + Ndso® + /Ndn = (/.s'( Mds + No@ + L )
: : ds )
Cest le terme en cn de la parenthése qui est généralement oublié.

Remarquons maintenant que I’on a
dN

(61) s =ql,

@

comme on le voit en exprimant que le systeme des efforts appliqués
sur la section droite reste équivalent a lui-méme, quand s varie

« s N .
infiniment peu. Portons cette valeur de% dans la formule ci-dessus
et appliquons en méme temps (49); il vient '
— 8T =ds[E(Bp — Cygn)dp 4+ p(L+ P )00 +~ g E(\yn — Co)dn]
ou :
— 0T =ds[E(Bpdo + Ag*nin) — ECgi(np) + (I +P)060].

Par rapport au symbole 2, le crochet est une différentielle cxacte. Il
¥ a donc bien potenticl et la densité linéaire d’énergie de déformation
s’obtient en intégrant ledit crochet entre I’état (E,) et I'état (E,). On
voit qu’on retrouve bien la formule (59).

26. Sil'on suppose C = o, la formule (60) devient
(62) fll:_l_<_\_l_+l,>+___\_i___

ds 26\ B A 2u(l+P)

Elle differe de la formule habituellement admise par le terme en L=,
Autrement dit, la formule classique qui donne ['énergie d’un fil
déformé n’est exacte que si le couple appliqué en chaque point a son
moment dans le plan rectifiant de la fibre neutre. .

Il serait intéressant d’établir la théorie exacte du spiral réglant
cylindrique, & partir de la formule (62), suivant la méthode que nous
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avons adoptée, dans un précédent travail, pour le spiral plat. Ceci fera
['objet d’un autre Mémoire.

27. Cas particulier du fil’ plan. — On a alors r=o0 et 'on voit que
les gy définis par les formules (16) ne contiennent plus y. Déslors, les
équations (33) continuent a s’appliquer méme si y n’est pas infini-
ment pelit. On est alors conduit & se demander & quelle condition les
résultats précédents demeurent exacts quand on suppose seulement que
les dimensions de la section droite sont petites dans la direction
de la normale principale Owx, les dunensions suivant la binormale O y
pousvant rester finies. 1l faut et il suffit pour cela que tous les termes
en y disparaissent dans les diverses équations, ainsi que la fonction .
Cette derniére doit étre identiquement nulle, car le raisonnement fait
au n° 13 ne lui est plus applicable, 'homothétie qui nous a servi de
base ayant disparu. ”

En annulant les coeflicients de y dans (34) et (35), on obtient

h==n =—=7z==0, e e

Les équations (39) et (41) subsistent; 'équation (4o ) étant vérifice
identiquement. Les conclusions du n” 15 sont toujours valables, ainsi
que celles du n° 165 les formules (4¢) se réduisent simplement, si
'on néglige e, a o
(63) L= LCp, M= EBs, N=o.

D’autre part, I'équation (G1) nous montre que L est nul. Donc, le
moment en chaque point doit se réduire au moment de flexion. D’aprés
la premieére équation (63), on voit ensuite que C est nécessairement
nul et 'on aboutit & la conclusion suivante : , ‘

La théorie de Saint-Venant peut s'étendre a un fil élastique dont la
Jibre neutre est plane et dont la section drotte « des dimensions finies
perpendiculairement ali plan de cette fibre, dans le seul cas de la flexion
plane.et a condition que U'un des axes centraux d'inertie soit perpendi-
culaire au plan de flexion.

Ces.conditions sont précisément remplies pour.le spiral plat. La
. formule fondamentale de la Chronométrie peut done lui étre appliquée
en toute rigueur, pourcu que ['épaisseur du spiral soit trés petite vis-
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vis de son rayon de courbure, la largeur pouvant étre aussi grande que
Pon veut. C’est ce qui a été démontré pour la premiére fois par
Phillips, dans le cas particulier ot le moment fléchissant est constant.

28. Hypothése de Bernoulli. — Elle consiste & admettre que les
sections droites restent planes pendant la déformation. Cela revient a
supposer W = o.

La fonction x* + 3* n’étant pas harmonique, on voit déja que £ est
nul; done, m et ¢ sont constants, d’aprés (42) et (41). 1l faut ensuite
que co soit nul. Cela donne deux solutions :

1° o = o. D’aprés (27), on doit avoir xdx + ydy =o sur I'; la
section droite est un cercle.

“2°¢ = 0. D'aprés (43) et (41), ceci nous donne

0O+ re—o.

Or, on vérifie facilement que le premier membre est égal 2 latorsion
physique, méme si e n’est pas nul.
Finalement, pour que I"hypothése de Bernoulli sott caxacte, il faut et il
suffit :
1° Que la dilatation de la fibre neutre sott uniforme ;
2° Que la section drotte soit circulaire ou bien quil n’y ait pas de
torsion. _
Lorsque la deuxiéme condition est seule réalisée, on a
W= — —; -{%(.I;?%—)*’)
ou, d’aprés (41) et (44),
2. de 2

W = O — (£ )= — s

0+ @) ds f,[x<31+zp.))‘“‘»"“'"*“)"‘)'

Le plan de chaque section drotte se transforme, par la déformation, en
un paraboloide de révolution, ayant pour axe la tangente alafibre neutre

: 3A+ap
et pour parametre — 2“(3)\%_?_@. '

Par exemple, pour un fil pesant et homogéne, suspendu par une de
ses extrémités, tous les paraboloides sont égaux, car X, est le poids
spécilique du fil. Ils tournent leur concavité vers le haut.

e
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