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LE PARALLELISME

DE

LA CONNEXION DE M. WEYL

Par M. V. HLAVATY

INTRODUCTION.

Le travail présent a pour but I'étude des systémes différentiels qui
délinissentle déplacement parallele d’un veeteur le long d’une courbe @
dans P'espace & connexion W, de M. Weyl. Un tel systeme contient, en
général, n? coeflicients. Nous les réduisons en un systéme du méme
ordre qui n’en contient que n— 1. 8i 7 ==/ et si la connexion W, est’
celle de la théorie de la relativité, la méthode qui nous permet la
reduction du systeme différentiel en question nous donne aussi le
moyen de I'intégrer.

Le Mémoire est divisé en deux p-ll(leb Dans les deux premiers
paragraphes de la premiére partie, le lecteur trouvera un exposé bref
des notions fondamentales. Les deux paragraphes suivants sont con-
sacrés a l'étude de « la métrique » dans W, Ie.long de €. L’intro-
duction de cette notion nous permel de trouver les « formules de
Frenet » pour € (§5) et, par conséquent, de réduire le systtme en
question & une forme plus simple (§ 6). Le paragraphe suivant con-
tient deux corollaires du théoreme des réductions.

Dans la deuxiéme pm(u‘ on suppose que €soit un rayon de lumiére
donné “dans la connexion W, de la relativité. Dans ce cas, beaucoup
de simplifications se présentent et Pon en profite pour trouver I'inté-
grale générale du systeéme différentiel correspondant.

Quant i la symbolique, nous emploierons, dans la premiére partie,
celle qui est la plus usuelle, ¢’est-a-dire la symbolique du caleul por-
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tant sur les composantes des grandeurs ('). Dans la seconde partie,
nous avons jugé plus efficace d’employer le calcul direct.

I.

4. Deéfinitions.

1. Algébre. — Imaginons dans un espace 4 ndimensions un systéme
des coordonnées générales 2 et convenons de les transformer d’apres
les formules

(1) TV ="x"(r'y ...,

avec le jacobien différent de zéro,

o.r

J'.xr

Si ) est un point arbitraire, mais fixe, nous désignerons par A, la
valeur du jacobien A au point 7.

~ Le groupe (1) nous permet de définir les notions suivantes, dont
nous aurons besoin plus tard :

u

a. Le scalaire est I'invariant absolu du groupe (1).

b. La densité scalaire du poids p est V'invariant relatif du groupe (1),
dont le poids est p.

¢. La pscudodensité scalaire du poids p est chaque fonction qui se
transforme comme la valeur de la densité scalaire du poids p au point
Size x).

Nous conviendrons de désigner les scalaires para, A, b, B, c, ...,
les densités para, b, ..., et les pseudodensités par o, B, v, ....
Leur mode de transformation est

Ja=a. 'n = Aruq. ‘v =Alo.

(") Les indices de co- ou contrevariance, towjours grecs, seront affectés en has ou
en haut des lettres. On effectue la sommation d’aprés « les indices muets » en suppri-
mant les symboles =.
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Les fonetions scalaires qui se transforment autrement seront dési-
gnées par X, \, .. ..

A. L'affineur (/ fois covariant et r fois contrecariunt est 'ensemble
des fonctions ;" . qui se transforment d’apreés

et ot )l ot ().I'-‘h AR Pt

e e ) - — 'y at.
hieen by dac*t Qe ¥y ) Oty e

L'affineur unitaire, dont les cmnpn%u ntes sont o, 1, sera désigné par
Al(=o0sivsEry =180 v=17). Les cas spéciaux des afflineurs sont .
des vecteurs contrevariants o, /) s ot L., respectivement cova-
riants a,, b,, ..., 9, .... Un aflineur aux composantes symétriques
(par exemple, g, = ¢,;) sera dit tenseur. Chaque affineur, dont les
composantes se transforment comme le déterminant des composantes
des n veecteurs covariants, linéairement mdepend’mts, sera dit le
n-vecteur covariani.

B. Pseudodensité affinoriclle g [ois cocariante et r fois contrecariante
du poids p est veprésentée par ensemble des fonctions qui se (rans-
forment comme lo produit de ¢/ et d'une pseudodensité du poids p.

'4

Notations : « oy« ey Ty &5 e

Analyse. — En désignant par I', les coefficients de la con-
nexion de Pespace ('tmli(s, on parvient i la notion de la dérivée cova-
riante de affineur ¢5* s

) . ’
Vot e NV e . TR RERATS TS
AR ‘()[‘:,, Ly dg L Pueeehami bl gty Py ty I

La dérivée covariante d’un scalaire « ou d'une densité scalaire a du

poids p est définie par

v )
(3) Vot == L

— a—plin (2.
o P

7]
“; A e ——
v )y

(1) Cf. par v\unple ScaovreN, Der Ricei-Kalkil ( Berling 1924 ).
2y Voir ”LAVAI‘Y Théorie des densités dans le déplacement général (. Innah
di mathematica, 4° série, t. V, 1guy-1928. p. 73-83).
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Quant & la dérivée d’une pseudodensité scalaire « du poids p, nous
adoptons la loi

A Voo = —a,
(4) s o

qui laisse clairement voir que dz*V,« est & son tour une pseudoden-
sité scalaire du méme poids. Il s’ensuit immédiatement, d’aprés le
principe de M. Klein, pour une pseudodensité o;:-7" du poids p,-

2 »”

v S — () ' ~ 1 ‘1 ,..‘l,. . g Y VVsige Y
V ot = ,),p. e o E Iy, s % e 1---}-:,_'-2‘ Y,zL/ t :, 1y .
1 1
Les coefficients I}, I';, se transforment d’apres
() e — dat de Qb d'xe QY
' N [ L N B A NN LI IS
= ot 3 dlog A
5 M — 2 _(T% Z_n=),
) T < et >

A coté du symbole V,, nous emploierons encore le symbole @ qui
désigne la dérivée le long d’une courbe donnée z = 2(¢). On a sym-
boliquement

2. Généralités sur la connexion W,.

Soit donné un tenseur gy, (au déterminant || g, || £ 0) et un vec-
teur Q, qui n’est pas le vecteur gradient. A I'aide des positions

g = AL
on peut déduire de g, le tenseur contrevariant g”. Cela étant, les
coefficients

0o

v L (08 | 95w O
(6) rm— = ”,a<7}_ﬁf‘+ —()—;7 T O (() ‘\ - ”; A,,,— "'“6’/[:“ >
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~
~J

définissent la connexion dite « connexion de M. Weyl », que nous
désignerons par W,,. §

Si sest une fonction arbitraire indéterminée des coordonnées, et si
I'on prend, au lieu de g, et Q,, les grandeurs

— 0

(7) K= Sy Qu. — — logs.

)
S gk

les coefficients [, peuvent étre exprimés aussi

I J5 4 Oy, O,
(6) I‘,IL__; ( ora , o -"'“) (\H[L\ + AL — g7 g, ul)

\ dat -

On déduit de (6) respectivement (6)
( 7 ) Vm S == (\)f.:‘é'U,lj.a vm ‘;_1,“"/. Y= (L)m LgATA

et ces (':Quations peuvent étre envisagées comme délinissant la con-
nexion W,. On voit done qu'il y a une infinité de tenseurs gy, qui
(avec les vecteurs correspondants Q, ) fixent la méme connexion. Le
choix du facteur s a pour conséquence la détermination du tenseurb,u;

nous appellerons ce choix «le choix particulier du tenseur g,,, ».
Remarquons qu'un tel choix restreint forcément la généralité. On
peut exprimer cette propriété aussi en disant que la métrique de W,
est fixée a un facteur indéterniné pres.

Dans ce qui suit, nous verrons qu’en utilisant la notion des pseudo-
densités, on peut définir quand méme, dans W, une métrique le long
d’une courbe donnée.

2. Le pseudotenseur o;.

1. Le pseudotenseur a,,. -- Imaginons dans W, une courbe géné-
rale @ donnée par les ¢équalions paramétriques

(8) » :1:.‘:'17‘/([)7 l():/lilﬂ

et désignons parz’ le point £ =¢,. Cela étant, construisons la fonction
) l 0 9

!
e "
//. Ty dt

(9) | A=et
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En transformant les coordonnées d’apres (1), cette fonction devient '\,
et l'on a, en raison de (5'),

af 1/ /
[ s, da f v, davr [ dloga
A= el il = AAA

Or, en désignant par g* le déterminant de g;,, on trouve tout d’abord
que g (= la racine carrée positive de g*) est une densit¢ du poids 1,
et, par conséquent,

1
5

(107 =

= | o

est une pseudodensité du poids — 1. En effet, si 'on effectue la trans-
formation (1), la fonction =*”* devient ‘="', et 'on a

Il nous faudra encore déterminer le mode de transformation de <"/
pendant la transformation (7). Parce qu’on a, d’aprés (6), (6),

. - J n’ J n
) = s logg + = Qu= it

YRS a2
Jw- Qp==T5.

la fonction A ne change pas pendant (7), tandis que la densité g
devient

2=y

=S5 4.

Or, la fonction <" change & son tour et devient

" n "

0 Y
TTE=ITS

Il s’ensuit que

(12) Ly == i<

est un pseudotenseur deux fois covariant du poids — 2f n qui est inva-
riant par rapport a la trans formation (7).
En effet, on a pendant (1) et (7) respectivement
, dxrf Jx® | —=

Ly =— —=< T "y
©w ()/.L"‘ 0 v (i o5

L= %y

ce qlll prouve notre assertion.
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2. La dérivée (Du,,. — Plus tard, nous aurons besoin de Ia
dérivée Ma;,. On a, en raison de (12) et (7),
) d~ o dax* d~
O oty = (D &30 )7 + L dr = S <— Qu I T+ i ) .
. d~
D’autre part, en tenant compte de (10), on peut calculer o> etlon

obtient, en raison de (11) et de (9),

d~ o [ AN /n o da? o
S22 ) — Oy ) =70y ——
dt n\ g 2 STt N dt

'

et, par conséquent,

(13) @ oy, = 0.

Or, étant donnée une courbe C dans W, on peut toujours trouver un
pseudotenseur &, du poids — 2/n, invariant par rapport au choix par-
ticulier de g,,, dont la dérteée covariante le long de C est nulle. ("est ce

pseudotenseur qui nous sereira comme base pour « lu métrique » de W, le
long de €.

4. « La métrique » le long de €.

Le déterminant g* étant supposé différent de zéro, il en est de méme
du déterminant ||| du pseudotenseur o;,, el, par conséquent,
existe un pseudotenseur contrevariant «** du poids 2/ n, défini par les
positions '

3, i
AVE (== A\

Si I'indice d’inertie du tenseur &, est différent de zéro, ce que nous
supposerons, celui du pseudotenseur o, I’est & son tour.

A partir de ce moment, nous n’étudierons, parmi les pseudovec-
teurs, que des pseudovecteurs contrevariants du poids 1/n et des
pseudovecteurs covariunts du poids — [/ n. Or, il n’y aura aucune
ambiguité a craindre en convenant de supprimer la désignation du
poids des pseudovecteurs.

En chaque point de la courbe (8), ’équation

(14) Ly wh o= 0
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définit « le cone fondamental » dont les « pseudovecteurs fondamen-
taux » sont les génératrices. Remarquons que la propriété d’étre
« fondamental » s’étend aussi aux vecteurs ¢ qui satisfonta I’équation

(15) a',_,}n:"n’i*:: 0.

Les pseudovecteurs contrevariants étant, d’aprés la convention, du

poids 1/n, 'expression N
T

est un scalaire que nous appellerons le module de £v. Si, par hasard, le

module est égal & +1 ou —1, nous appellerons le pseudovecteur

correspondant pseudovecteur unitaire. (Le module du pseudovec-

teur fondamental égale & zéro par définition.)

Etant donnés deux pseudovecteurs contrevariants £ et 7”, on en
peut construire la forme quadratique w, Eh 1. Siocette forme égale
a zéro, nous dirons que &’ et v’ sont les pseudovecteurs conjugués.
Chaque pseudovecteur fondamental est conjugué a lui-méme ou auto-
conjugué. A coté des pseudovecteurs conjugués ou autocdnjugués, on
a aussi les vecteurs conjugués ou autoconjugués et leur définition est
la méme.

A chaque pseudovecteur contrevariant 2%, on peut adjoindre
intrinséquement le pseudovecteur covariant £, au moyen de I’équation

Te e oy he e T
2= Gyt = g

Il va sans dire que les notions intrinséques du pseudovecteur fon-
damental aussi bien que du pseudovecteur unitaire s’étendent aussi
au pseudovecteur covariant dont le module est défini par

-

. E,'l-C_}L: a'/.y.";"i,[’“-

N

Nous sommes parvenus ainsi aux notions analogues aux notions
métriques dans une connexion riemannienne. Dans ce qui suit, nous
les utiliserons pour en déduire les formules de Frenet de €.

'5. Les formules de Frenet.

L. Le pscudovecteur unitaire tangent. — Une courbe € étant donnée
par ses équations paramétriques (8), on a deux cas a distinguer. Ou
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bien son vecteur tangent

est un vecteur fondamental, ou bien il ne ['est pas. Nous examinerons
le premier cas plus tard en intégrant les équations du parallélisme le
long d’un rayon de lumiére dans W, relativistique.

Dans le second cas, nous pouvons construire ¢ cdté du vecteur tan-

gent ¢’ le pseudovecteur unitaire ¢* tangent & €. Nous introduirons
1

tout d’abord le paramétre auxiliaire
‘ e e e
'::f Vo, r/.‘,d,,e'*epl di, my = sign (o ehel) 1
lO
. . . da R

et ensuite nous construirons les expressions v Le paramétre 5 est
une pseudodensité du poids — 1/ n. En effet, on a, pendant la trans-
formation (1), ‘

{ 1 1 1
o :f Voo ey ey dit = A, "f Vo petet di =A, "o.
. Iy I
L]

, . . da” , .

Il s’ensuit que les expressions —— se transforment d’aprés
Az’ J'x drt de 2z dat
d'gt— Jxr do de T TV gzt do

, d.rv Y
et, par conséquent, —— est un pseudovecteur ¢
’ do X
. . .o

On constate aisément. que ce pseuadovecteur est un pseudovecteur uni-
taire. En effet, on a
clr . . dl

e —_— e
T do ‘dt o

e
|

et, par conséquent,
Ay el e

(16) o B e ==

—_— gy,
1t m,ocp,,-('Pe’r ’

~“ce qui prouve notre assertion.
Ann. Ee. Norm., (3), XLVI. — Mars 1g2g. 11
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Remarquons encore qu'a coté de ”, on peut construire le pseudo-
1

1
vecteur unitaire &, a 'aide’de I’équation

i

N — e 2l
== \'Z,.p.c- B
1

o)

2. Les formules de Frenct. — La dérivée covariante de ¢,
1

e’ —et VY, ",
1 1

donne naissance au pseudovecteur d<’, et 'on a deux cas a distin-
1
guer : ou bien e’ est un pseudovecteur fondamental, ou bien il ne

1
'est pas. Nous n’examinerons a présent que les courbes générales,

c’est-a-dire les courbes dont le pseudovecteur n’est pas tangent au
cone fondamental, et, par r'onsequent son module est, en général,
différent de zéro, et I'on peut écrire

fey==\ a2, DER@eY £ 0, I sig'n(oc',;p'ms Det
T i

o
L’application du symbole @ & I’équation (16), nous apprend que (D"
u |
résulte conjugué & ¢’ En effet, on trouve
1

(17) Doz gt =00z, ( e ) gh==o.
[ 1 1

Or, en désignant par ¢’ le pseudovecteur unitaire appartenant a ®z’,
a 1
on peut poser
D=k’ (1),
1

o

et si k£ o, ’équation (17) peut aussi s’écrire

(18) a,ue) e=o.

Nous appellerons &' le premier pseudosecteur normal de C et k, la
premiére courbure de €. Si k, = o sans que ¢’ soit un pseudovecteur

fondamental, le pseudovecteur ¢ est mdetermme.

(1) Par le choix du signe de la racine carrée de k), toute ambiguité quant a
I'orientation de =¥ est exclue.
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Si les trois pseudovecteurs z’, *, (<’ sont linéairement indépen-

1 2 2
dants, ils définissent en chaque point de € un espace a trois dimen-
stons. Nous voulons supposer — ce qu'il advient en général — qu'il
soit possible d’y trouver un pseudovecteur unitaire ¢’ conjugué a e, ¢’,

; 1

et, par conséquent, qu*on puisse mettre Dz’ sous la forme (*)

¥

I
=
B3
+
2

(19) )]

M

=
"

avec les coefficients a qui sont faciles 4 trouver. En appliquant le sym-
bole @ a (18), et en désignant par m; le module du pseudovecteur
unitaire '(j =1, ..., 3), on trouve, en raison de (19), (13),

i
0= Doy, etel =0, e D+ o, eh D=L, m, -+ a,m,,
Yo 2 1 ' 2

et, par conséquent, I’équation (19) peut étre mise sous la forme

<

. (1)) ¢

= mym, &+ aye
1 3

9

(1) Voici les cas différents qui pourraient se présenter en particulier : L'inter-
section du cone fondamental et de 'espace a trois dimensions, mentionné ci-dessus,
est un cone :

1° Dégénéré (réel ou imaginaire);
2° Non dégénéré (réel).
30 Non dégénéré (imaginaire).

Dans le cas sub. 1°, les pseudovecteurs e”, &

172

¥ étant conjugués, ¥ est un pseudo-
3

vecteur fondamental ¥ = w”, On aura & la place de (19) I'équation
3

D = a1+ o,
2 1

Dans le cas sub. 2¢, les modules m,, m, des pseudovecteurs 7, e” sont du signe égal
12

ou opposé, Dans ce cas-ci, le pseudovecteur Mz’ pourrait étre fondamental, et 'on
aurait i ) '
Mz = a(s" - &Y ou Me? =g [ ¥ — e,
2 1 3 2 1 3

S'il n'en est pas ainsi, ou-si les modules.m;, n2, sont du méme signe, ou enfin dans le
cas sub. 3°, on retombe sur (19).
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qui nous permet de calculer a,. En eifet, on trouve

Sy ( W@ s)~‘) (LDE[J‘) = A{m, + aimyg,

dou

{20 o, = Vv [“M- ( Dzt ) (LD s!’«) = h3m, J m,.

Si on prescrit d'acanece Uorientation du <7, ce choix nous permet de
[

fixer sans ambiguité le signe de la racine carrée dans (20). Nous dési-
gnerons par k, le coefficient «, ainsi fixé, Or, I'équation (19) appa-
rait sous la forme :

@DV = mym, g+ ke
2 1

= m

Nous appellerons ¢’ le deuzxiéme pseudovecteur unitaire normal et f,

la deuaciéme courbure de C.

Si k.20, on peut poursuivre le méme procédé plus loin, et I'on
parvienta lanotion du troisiéme, ..., (j —1)*", ..., (n — 1) pseudo-
vecteur unitaire normal ¢, ..., ¢, ..., . En désignant par m; le

t n

~

module du pseuvecteur &’(j =1, ..., n), on trouve les relations
i

v ) T
(21,) W=y mikjy & Lje
] j-1

/ j+1

(j=1, ....n: hy=/l,=0).

ot le scalaire &; désigne la j** courbure de € déterminée d’une maniére
analogue comme k, respectivement £,. Nous n’insisterons pas sur le
procédeé qui nous conduit a cette formule en le supposant assez connu.
Le lecteur intéressé en trouve d'ailleurs beaucoup d’exemples dans la
littérature ('):

Analogiquement, comme dans le cas d’'une connexion riemannienne,

(") FVoir. par exemple. Stavik 1 Grundszitye der mehrdimensionalen Differen-
tialgeometric in direkter Darstellung . p. 76 (Berlin, 1g22), ot sont exposées les for-
mules analogues pour le cas d’une connexion riecmannienne, dont le tenseur métrique a
Uindice d'inertic o. ou hien EISENUART : Riemanian geometry, p. 106 (Princeton
University Press. 19267, olt I'indice d'inertie = o. Dans son livre cité plus haut,
M. Schouten a déduit les formules analogues pour W,, dont le tenseur a lindice
d'inertie 0. en choisissant le facteur s d’une facon convenable. D'autre part, wvoir
aussi Huavary, Kin Beitrag sur Theorie der Weyl schen « Ubertragung » (Kon
AKkad. van Wetenschappen te Amsterdam, XXXI, n° 8, p. 878—881).
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nous appellerons les équations (21) les formules de Frenet. Dans ce
qui suit, nous emploierons ces formules pour simplifier le systéme
différentiel qui définit le déplacement paraliéle le long d’une courbe
donnée.

Remarque [.— En introduisant les pseudovecteurs unitaires cova-
j :
variants g,

7

&) == 2y, &

/

> (J==h.....10.

on déduit de (21). en raison de (13),

(21,)

i jt f+1
Dy == mjymihy & - ke,

(=0 ....n: by=1l,=0),

) i
ou, bien entendu, m; désigne aussi le module de ¢, :

X ., i i

mj = oy, e = z;,,,(a"“sl> (,a‘!—x"sg) = g2Bz,za.
i S : '
Remarque [1. — 11 faut mentionner que le procédé qui nous conduit
a (21) est indépendant de la supposition que ¥ soit un pseudovecteur
unitaire tangent & C. Il s’ensuit que les formules (21,) resp. (21.),
. i ,
sont valables méme pour un champ <, (.Ey‘) donné le long de C qui n’est
1

pas tangent ¢ C. Dans ce qui suit, nous utiliserons ce fait bien
important.

6. Les systémes D«’=o0, @b, = 0.

Le systeme différentiel

. do” . .
(22,) Do =~ Iy, et at=o,
respectivement
, A5 .
(2n0,) Dy, = —_/—;jl_/ — T, er 5, =0,

définitintrinséquement un pseudovecteuro’ respectivement 3, déplacé
parallélementalui-mémelelongde € dansW,. Il contient n* coefficients

T",’!,A o,
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Nous nous proposons de le simplifier, en le réduisant & un systéme
qui n’a que n — 1 coefficients. Si la courbe € ne satisfait pas les con-
ditions précédentes ('), on peut choisir quand méme un champ e le

long de € qui les Satlbfdlt En tout cas, on est toujours en etat de
construire 7 champs s g (] =1, ..., n)satisfaisant le systéme (21,)

resp. (2103 Or, d’ apres le principe de M. Klein, le pseudovecteur o”
resp. 3, peut étre écrit

n i
{
(23) ""_Z (1”‘" ‘3,:2 bigy,
i
)

les scalaires af, b; étant définis comme suit :
. i
A= m;a"e,, [J,—/)I,FJ_E .
i

On en déduit, en raison de (22),

. ddl ‘
U‘Jz’— —-'+am )::o,
i

( ,
@B 2(\—//— ,+/)u...,)_<
|

Or, sil’on tient compte de (21,) resp. (21,), on peut aussi écrire
n

~ [ dal
U’D:z":S < — gy my xo vl 4 k;a 6l )ev=o0
— —1 Yi— 1 e — 0y
i\l ‘ Y

n
Y (//)/ . /
nAa X v LI /RIS 5 b S R
0o = } <({l — gl 0 by Lyt 1',>€,<-u,

avec

(i, /=1,....n),

o pour 1 Z£
|

I » l‘:./'

(ty Citons, par exemple, parmi les autres, le cas d’une courbe géodésique. Nous
aurons plus tard Loccasion de I'étudier.
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et ce systeme exige que soit

dal
(24,) — = mymy kaltt— kg al
dt
. f/l)[
(24.) Tt =mymy hibrey — ki by
. 7,

(l=1,...,n; ky=h,==o0; my===1).

Le systéme (24)est équivalent & (22)et ne contient que n — 1 coef-
cients &, ..., k... Sil’on désigne par o’ resp. b, I'intégrale de (24),
I'intégrale de (22) est donnée sans ambiguité par (23).

Le résultat peut étre généralisé aussi pour les systémes

(25) @ =0, @ ="0

qui définissent le champ vectoriel ¢ resp. w, déplacé parallélement a
lui-méme le long de C. En effet, si ¢" resp. -, est I'intégrale de (25),
il en est de méme de ¢’ const. resp. w, const. D’autre part, si o est
une pseudodensité scalaire constante du poids 1/n ('), les vecteurs

/

M=c"lp. . e=g9
: i
satisfont aux équations
(at)) DeY=—mj mjhj e+ ke,
/ /!t J1
, i J—1 41
(213) D&y =M, mjhj_,er+ kje.
T
Or, sil'on pose
1 -
) ‘.ve" . O == 6y, et ;.
i

(1) Une telle pseadodensité est facile & construire. L'unique composante non nulle
d’un n-vecteur covariant arbitraire est une densité du poids 1, et la niéme vacine de sa
valeur au point 7 = ¢, est une pseudodensité du poids 1/n. Quel gue soit le n-vecteur
choisi, les pseudodensités ainsi construites ne différent que du facteur constant.
Cest ce qui résulte aussitdt du principe de M. Klein. (On en peut profiter pour
construire une pseudodensilé constante, dont la valeur dans le systéme choisi des
covrdonnées est égale d 1.) En résumé, si I'onne tient compte gque des nolions données
par le probléme lui-méme, les vecteurs e, é‘,' résultent définis & un facteur constant

. i
preés.
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les scalaires ¢/ resp. w,, définis ¢ un facteur constant prés, nous per-
mettent d’écrire sans aucune ambiguité pour ¢”, o

N
Ly

n

n
i
(26) A E pieY, oy, == E O
‘ i i
B 1

L
!

En employant la méthode exposée plus haut pour les pseudovectem:,
on réduit les systémes (22) aux systemes équivalents

(["‘/Y . (I+1i . 1—1i
(27,) o = nymy ke — ke
) vy, ] ‘
(272) T = Fooviyy— Ky iy

(l=1,...,n; ly=hk,=o: m==1),

ou ne figurent que n—r1 ooefficients 4,, ..., k,. En désignant
par ¢/, w,, les intég systéme, les intégrales de (25) sor
4 les intégrales de ce systéme, les intégrales de (25) sont
définies sans ambiguité par (26) (*).
Nous sommes donc parvenus a I’énoncé suivant :
Le systéme (25), qui définit un vecteur déplacé parallélement le long

d’une courbe donnée dans W, peut étre toujours réduit a un systéme plus
stmple (27) ne contenant que n— 1 coe fficients.

7. Les corollaires.

Nous voulens indiquer ici deux ('orollaires du théoreme énoncé plus

haut. Le premier se comprend de lui-méme et n’a pas besoin d’étre
~démontré.

(1) Chaque systeéme linéaire diflérentiel qui admet une intégrale quadratique est
susceptible de cette -réduction. Cf., par exemple, 'Huavary, Swlla riduzione dei
systemi ortogoneli di equasioni differenziali lineaari; Complementi.al teorema
di zuluemne dei sistemi differensziali ortogonali; Sui sistemi differenziali
lineari dotati di un integrale quadratico indefinito ( Rendiconti Aec. Lincet,
séances des 4 et 18 septembre 1927).

Pour une réduction analogue du systéme différentiel, qui définit le parallélisme
dans .une connexion non métrique, voir HrLavaTy,

courve in uno spasio a connesionne lineqre g
del Circolo di Palermo).

Proprieta differenziali delle
venerale (paraitra dans I{endwonu
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1

St les courbures k de la courbe C ou du champ donné <, (s-,) sont con-
1

stantes, l'tntégration du. systeme (25) s’effectue sans quadratures au
moyen des opérations algébriques.

Pour démontrer ce théoréme, on n’aurait qu’a réduire le systéme (25)
.4 la forme (27). Cela étant, le corollaire n’exprime qu’une des pro-
priétés fondamentales du systbme différentiel linéaire (25 ).
Quant au second corollaire, on peut I’énoncer comme suit :

St les premicres m — 1 courbures k., . .., k,_, sont différentes de séro,
tandis que k, = o, le systéme (27) peut étre réduit a deuz systémes, le
premier ayant m — 1 coefficients ki, . .., kg,

17

!0 o'l — Jo gl . ylez—-11

(27)) 7 == M My Ny S Ry § .
244

. diy g ) )

( 27.,) — T = M My KWy — Ky Wy
dt

(=1, ....m; hy==hk,,=o0; m-<n),

tandis que le second n’en a quen—m—1, 1, ., ..., [,

(27 dv ) [ ol ] [
27 =y Ly e T el
71) T Sty S
dw g,
(275%) T M e Ly py— Ly vy

(f=m—+1,...,n; l,=10=0).

En effet, si 4, est la premiere des « courbures » %, ..., £, qui est
nulle, le systéeme (21 )n’estvalable quepour/=r,...,metk, = £, =o,
et I'on obtient tout d’abord (27"). Dans ce cas, on peut choisir a volonté
le long de ¢ un pseudovecteur unitaire ¢’ conjugué aux pseudovec-

m-+-1
N ¥4
teurs ¥, ..., g,
1 n

(28) oy et =0 (a=1, ..., m).
Ya mel

L’application de l'opérateur @ & cette équation nous apprend que

méme (e’ est conjugué au pseudovecteur *. En effet, on obtient, en
m-t a :

raison de (21), (28) et (13),

@ oz 8" g% = oy, (~ My Mok, & -+ Ly et e 4 2@ et ] == oy, e @ e = o.
Ca mel ' a-—-1 a+1/m+1 @ mel Ta ol

Ann. Ee. Norm., (3), XLVI, — Mars 1929. 12
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Cela nous permet d’appliquer la méme méthode & < que nous venons

d’employer pour e

w1

v. Celle-14 nous conduit finalement au systéme

DV =—mpymyply_, &+ 1,
! =t s
J f- S
75 — My My //'_., &)+ [./' gy
(fJ=m+1,....n:l,=l,=o0).

qui, a son tour, nous permel d’arriver 4 (27").
Le théoréme ainsi démontré, remarquons qu’il est surtout avan-
tageux pourm =1, [n —1]ou m==2,[n— 2]. Dans le premier cas, le

- 1 “n . . .
vecteur e, l e ‘, ('e-,J [e;,]) est 'intégrale particuliére du systéme (25),
e L]\ \

n

carona k,=o, [k, =o], et le systéme donné se réduit a un systéme

d’ordre n — 1.

Dans le deuxiéme cas, si; par exemple, m = 2; on trouve facilement
deux intégrales particuliéres du systéme (25).
Sim,m, =1, ces intégrales sont

w=c cosf/x'l dt — e¥ sinf/f, dt, w=¢"sin /‘/\’1 dt + e cos//.', dt,
1 1 2 2 1 . 2
1 1 2 2 1 2
w,=e, cosf/f, dt — e, Slllf/fl dt, u, = e, smf/\'l dt + e, cos\//.‘l dt,

tandis que pour m, m, = — 1, on trouve

Uv— e COSf/x‘, dt — e s;n/k, dt, U ::—e"SmfA di o cos/A,m
1 1 ) .

1

1 ~ 9 » 2
Uy=e; COS/ kydt + e Sin//{l dt, U, ——C’f. Sin /A dt + e/ (J(’Sf/‘ dt.

En tout cas, ces vecteurs unitaires sont conjugués entre eux et aux

vecteurs ¢”,
3

ety .
dt

et le systéme (2

dt

, €. 0r, sion les prend pour ¢, ¢, on obtient
1 2

do? ( res dw,,, dw,,,
—_—— = 0, ' . = =
ot P dt dt

5) se simplifie en un systéme d’ordre n — 2

dett . .
=g by o — [ ol
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resp.
(/n'._,*,
dt

=yl — ey

(/:} ey lo=1{0,=o0).

1. —-- APPLICATION A LA CONNEXION RELATIVISTIQUE.

Nous voulons employer ici la méthode que nous venons d’exposer
pour intégrer le systeme différentiel dont I'intégrale générale est un
vecteur déplacé parallelement le long d’un rayon de lumiére dans la
connexion relativistique. Le probleme lui-méme nous permettant cer-
taines simplifications, nous ne ferons usage que de la méthode exposée
sans avolr recours aux résultats précédemment obtenus.

Avant tout, il nous faut exposer (uelques théorémes algébriques se
rattachant & «,, dans W, relativistiques.

8. Théorémes auxiliaires.

Dans W, relativistique, I'indice d’inertie de o;, est égal & 1. Cela
nous permet de démontrer facilement les théorémes algébriques sui-
vants dont nous aurons besoin plus tard :

I. 8¢ trocs psmz?/ovec:teurs linéairement indépendants o', o’, @, qui ne

1 3

”

sont pas fondamentaux, sont conjugués a un pseudovecteur fonda-
mental w", celur-ct est toujours combrnaison linéaire de =, o, ”.
1

o 2

II. Les trois pseudovecteurs 2, o’, %* ne peuvenl pas étre conjugués
1 3

o

. tous les trots entre euz.
III. Les modules des pscudovecteurs conjugués a o ont le méme
signe. \ ‘

La démonstration de ces théorémes est trés facile. Etant donné le
pseudovecteur fondamental w”, on peut trouver les pseudovecteurs z”
en résolvant les systémes

(29) Ly 2rot=0 ({=1, 2, 3).
; :
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Les pseudovecteurs «” trouvés, désignons par a; les scalaires

i

== (g == oty othor¥

i n

el posons

(30) =0, o + by’ + by,
1 2 i

Pour démontrer le premier théoréme, il suffit de prouver qu’on puisse
trouver les coefficients &,, b,, b, dont deux au moins sont =< 0. En
tenant compte de (29), on déduit de (30) le systéme

oz==b,a,, -+ bya,—+ bya.,
O== bty by tyy - 0, a1, B

o="0b,ty + bya,,+ U ay,,

dont la solution est 3£ o0, si son déterminant | «;| est

(31) | || =0 (7, /\':.x, 2, 3).

Cette équation est satisfaite pour n’importe quel systéme o, o, o

2

1 2 3
des pseudovecteurs (linéairement indépendants, non fondamentaux)
tiré de (29), car le premier membre de I'équation

X hihgag=o. (iy h=1,2,3)
1

(dont la solution A, : /1, : A, nous mene aux vecteurs fondamentaux de
I'espace & trois dimensions des pseudovecteurs o, «”, f/."‘) est forcé-
1 2 3

ment une-forme quadratique dégénérée. Il s’ensuit qu’on peut toujours
trouver les coefficients &, : b, : b,. Remarquons encore que d’aprés la
convention sur les o’ on doit avoir :

(317) . Ay o ({ =1, 2,3).

Le premier théoréme étant ainsi démontré, remarquons qu’en raison
de (31'), tous les coefficients ay (i< k) ne peuvent pas étre nuls
si (31) doit &tre satisfaite. Autrement dit, les trois pseudovecteurs o

1

ne peuvent pas étre conjugués tous les trois entre eux, ce qui prouve
que le deuxiéme théoréme est vrai & son tour.
Pour démontrer le troisiéme théoréme, choisissons d’abord deux
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pseudovecteurs ,’3', B” conjugueés entre eux et a o’ et deux pseudo-
vecteurs 3' 3’con]ugue= entre eux et a 3 ,{3 Ces quatre pseudovec-

teurs etant ]mealrement indépendants, on peut exprimer w’ en combi-
naison réelle linéaire de 3, ..., B,
1 4
W=, B+ a,f+ a,
1 2
En raison du choix spécial des pseudovecteurs 3’, on prouve sans
difficulté a, = a, = o, et, par conséquent,

n=a, f”+ a,

b

Parce que w’ est un pseudovecteur fondamental et 3’, 87 sont conju-

3

gués entre eux, on doit avoir

0= (/l;'; p‘;' @p‘ -+ % '{37'@1“ > Ay
3 L

1

ce qui montre que les modules a,, (J 3!‘-, Ly ,3’ {5‘* doivent avoir les

signes opposés. Or, le pseudotenseur J,U ayant Iindice d'inertie 1, les

pseudovecteurs 37, 87 ont forcément les modules de méme signe, et,
Y

par conséquent, chaque pseudovecteeur, qui — étant conjugué a o’ —

est forcément, d’apres le LheoremeI une combinaison linéaire deB’, 3’,_

®”, jouit de la propriété que son module a le méme signe que les

wodules des pseudovecteurs §¥, B7.

1
Le troisieme théoréme est ainsi démontré i son tour.

9. L'intégration du systéme D2'=o.

o

l. Le rayon de lumiére. — Si la courbe € réalise le trajet d'un
rayon de lumiére, ses coordonnées x”(¢) satisfont aux équations

(3 o2 v drh daxt p o

72 7 T T
. o da* dx? o

(33) Ly T/;— _(_/7 ==

p étant une fonction arbitraire.
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En introduisant le paramétre auxiliaire
Y
(34) = pf (u/[“‘"'// dt
. : "

ou ¢ est une pseudodensité scalaire constante du poids —1/4, les

1 da o t les osantes du pseudovecteur tangent
expressions — sont les composantes du p ang
dax
[ R—
» dX

qui, en raison de (33), est un pseudovecteur fondamental. Dans ce
cas. le systéme (32) devient équivalent au systéme

s . d v e
(35) @Y = mm’+ I"/'H'")LW = o,
et w’ est une intégrale particuliére du systéme

(36) D=0

qui définit le pseudovecteur Z* transporté par parallélisme le long du
rayon de lumiére.

Dans ce qui suit, nous 'nous proposons d’intégrer ce systéme que
nous écrirons simplement

(36) o =o,

en convenantdorénavant de désigner plus briévement par £ un pseudo-
vecteur aux composantes £’.

T e , \ .
2. Intégrales particuliéres M, 1. — Pour résoudre le systeme (36), il

suffit d’en trouver quatre intégrales particulieres. C’est ce que nous
ferons dans les lignes qui suivent.
Pour tirer quelques avantages de la nouvelle notation, désignons

> > .
par £.{ la forme o, 2+ ¥,
. > >
ot‘,.ggk’é"‘: £.C.
L’application de I'opérateur @ & cette équation nous donne
D 0ty EM L == oty ( D) EP+ oty S DLP

( '.T‘ > > > -
=(0%) 1+ ot =iz
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et cette formule prescrit-la régle d’application de @ a c Z Si, en par-
> >
ticulier, £.C = const., on obtient

(37) (0F).2=—(af) L -

A >
et si, de plus, { = w, cette formule donne, en raison de (35),

ey

(38) ((D-E).;:O.

- . . . \’
Cela posé, choisissons tout d’abord un pseudovecteur unitaire A con-
. [ ? 1
jugué a w,
(39) hoh=1, L.om=o.
1
b . b * gks :) . v . +
Il s’ensuit, d’aprés (35), que @~ est un pseudovecteur conjugué a w
- L, . ‘. . > >
et 2 /4. En général, le choix arbitraire de A ne nous donne pas @z
1 1 1
comme pseudovecteur fondamental. Or, on peut écrire

> >
(40) A= 1A% </i = \/LﬂA.LD) sign h 'Wx)
1 2

> >
ol A est un pseudovecteur unitaire conjugué a #, dont 'orientation
2 1

C . . >
est fixée par le ‘signe de la racine carrée 4. Le pseudovecteur A est
donc défini sans ambiguité toutes les fois que 1'on a k£ 0, ce qui

; g
advient en général ('), et I'on peut calculer le pseudovecteur @x en

tenant compte de l'équation
g
) = 0,

L 3
@

qui est la conséquence de (39) et de (35). L’application de l’opéra’
teur (@ a cette equanon nous apprend qu’en raison de (38)

pseudovecteur JD)\ est conjugué a o. Or, les pseudo-vecteur 7/ /\ )\ GM

> b
(1) Si, par hasard, & =0 sans que @ soit un vecteur fondamental, on aurait
1

> >
déja deux intégrales particuliéres du systéme (36), c’cst-a-dire o et A.
i
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étant conjugués i w, ce dernier est la combinaison linéaire de ceux-la
(vour le premier théoréme auxiliaire)

(41) "):1)17{ ~+ s +11 U"/

avec les coefficients scalaires p,, p., p, faciles a trouver. D'apres le

r oz
troisieme théoreme auxiliaire, les pseudovecteurs unitaires Ay A ont le

méme module que nous désignerons par m(==1). Or, on déduit
de (41), en raison de (39) et (40) '

> > >
w):o_[) ”"*'l’) Dr=p,m—p,

9

= \:*
'J

R 4

=m(p,— p; ).
D’autre part, le pseudovecteur c‘M étant conjugué au vecteur uni-

taire 7k, on trouve

> 3
W. A== O =p,m -+ py 7 DL=pym
2

9

+

et, par conséquent, I'équation (41) peut s’écrire

P > Zz re
(417 0 =py| A+ @RV ).
1 2

Les pseudovecteurs / LD7 w étant connus, cette équation nous
permet de calculer le facteur' de proportionnalité p,. Une au moins

~des composantes w’ de (o est différente de zéro, d’ouril suit que p, #o.
En désignant par /4 sa valeur réciproque ainsi calculée, on peut écrire
pour (41)

> > >
(42) Dh=— Lt 4 L.
2 1

Les équations (40)et (42) constntuent un systéme clos Nous enten-

dons par cela que ld dérivée cﬁq dun pseudovecteur q, qui est combi-
> >

naison lmealre de /., L, ©, est & son tour combinaison linéaire des

mémes pseudovecteuxs. On en peut profiter pour trouver deux inté-
grales particulicres du systeme (36).
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Quel que soit le choix des fonctions a, r, «, les pseudovecteurs uni-
taires

- »_\ - O

= A COSH - A SINA -+ 1"k,

1 1 2

o EY >
) M= A SINA — L COSA - U

2 1 2

sont conjugués entre eux. Kn tenant compte de (40), (42) et de (35),
on déduit, pour leurs dérivés,

e da >, z > /dr .

D= — + L) —Lsinag 4+ Jcosa)+m|— =+l sina),
1 244 2 di ’
> da A 2 >, 0 >/ du

@1 =: I -+ /;) L cosa -+ 1 sma) 4| — — hcosa).

dt
et, par conséquent, si I’on pose

o == 4] Lodi.
r ::«»//l, sine dl ::j /)‘ sin [/.' rl{] di.
[ f/l cosa dl — /lz[cos //c rIIJ dt,

les pseudovecteurs unitaires conjugués

/: — "’.cos//.' ot -«~A'/’. sinf.‘ ot 4 f::f/t [sin f/.' (//J dt,
1 2 -

> > > o

v = — 2 sin | kdt — % cusf/.' dt + h)j h l:r:os f/.‘ (/[:| dt
2 1 2

sont deux intégrales particulicres du systeme (36). On peut s’en servir
pour trouver deux autres intégrales particuliéres.

"

>ty

_-~

(43) :

> > :
3. Dewr intégrales partculicres v, 1. — Choisissons maintenant
> - . , N * . ;
deux pseudovecteurs 7, 7, qui, étant conjugués entre eux, sont con-
3 & )

> >
jugués aux pseudovecteurs conjugués v, 7,
1 2

., o > AP ;
(44) .l = o0, //._.-n:o (f=3,4; a=1, 2).
. a3 @

Ann. Ec. Norm., (3), XLVIL. — AvRIL 1920. 13
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L'application de I'opérateur @ & la deuxitme de ces équations nous

apprend qu'en raison de (43), le pseudovecteur (07; est conjugué

>

a T,
a
> > N
(45) n.Ah=—o0 (a=1, 2; =3, 4).
a f

> >

> > - -
En tout cas, (A peut étre écrit en combinaison linéaire de 7, 1, 4, %,
i 1 2 3 b

N > > > > >
(46) L=+ Gsi + G h =+ ¢ ]y
3 1 2 2 &

d’ou I'on déduit facilement, a cause de (44), (45),
¢ =q,=O0.
En désignant par 7 le pseudovecteur unitaire, dont le module est m.

. > Falg
(44" hobh=m, ok —=— m,
3 3 &

~r

.

on ohtient de cette équation, en raison de (46),

>\ >
<LD}V > =0 =mq,,
3 3

ainsi que I'on a

kg 2 N
<LDA>. ( D/.) =—m(q,)’
3 3
Le pseudovecteur 2 étant connu, il'en est de méme de (¢,).
: - . ! . .y j—— .
Le choix dusignedelaracine carrée K = y — m2( ¢, )* fixe A son tourle
> .
sens du pseudovecteur 4, et ’on peut écrire, pour (46),

(47) Dr=K7.

Analogiquement, on peut déduire que l'unique composante non

> ‘ >
nulle de X est dans la direction de 7.,

b

(48) Dk =

et pour calculer g, il suffit de tenir compte de (44), (44") et de (47),
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d’ou il suit
:P" :)- > > .
((TJ/.)./.:—~ <LD7.>. = — gm=—mK

= NIy

et, par conséquent, (48) peut étre écrite

L, > e
(49) @)=k
& 3

Le systéme des équations (48) et (49) est un systéeme clos, ce qui
nous permet de trouverdeux autres intégrales particuliéres de (36). En
appliquant un procédé analogue & celui que nous venons d’exposer

-

-
pour 7, 7, on trouve que les pseudovecteurs unitaires conjugués
1 2

g n - Co.s‘f]\' At — 1. Sin/l\ di.

3 o e

? = . Sin/l{ dl =0 (_]osf[{ dt
4 3 ;

sont deux autres intégrales particuliéres de (36).

(Do)

r r

4. Lintégrale particuliore w. — Les pseudovecteurs £, 4, étant con-

. S > . ) R

jugués a v, 7, le pseudovecteur w, qui est conjugué a son tour a 1> M,
[ E)

doit étre combinaison linéaire de 2, 7.,

b

o e e

W=7 k-1,
3 &

Pour troaver les coefficients r, appliquons I'opérateur @ i cette équa-
tion. Kn tenant compte de (47) et de (49), on trouve facilement

_; (l/'l 4 K 3 { '.7((//'2 - ] A
= 4| =~ "y ) = A —— *
e=\ @ ) w ot T )

et cette équation exige

dr o dr, .
Do Ko —i = K.

‘ dr dr
L'intégrale générale de ce systeme est
re= e ufK di + e (’«»-‘/li at
o 0, pfl( dat e P—jk ar

(¢ == consl.).



(53) 4

\
|

>

r,_,

fl_..

>

hn=
4

>
ie
t
>
A

~mf/.rl/—/umf/.(//+
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ainsi que l'on a
(51} Z:i((q (’A/Kln—i»- £y c_fﬂ ‘“) - 7(— & ('-[K IHJr s ei[K rn).
3 5

Le pseudovecteur w étant fondamental, on doit avoir

O

W= " INC ¢, == 0,

d’olt il suit que 'une ou I'autre des deux constantes doit étre nulle.
On obtient ainsi deux pseudovecteurs fondamentaux :

. f}hlt o7 - /.Kr// r r
(52) s /.—/.). eoe 1)

# 4

dont I'un seulement est le pseudovecteur tangent w du rayon de lumiere

. R - ‘ﬁrll .. > ,
donné. Le scalaire ¢ I , ainsi que les pseudovecteurs £, 4 étant

3 4
connus, il n'y a aucune difficulté & choisir entre (52) le pseudovee-
teur w et de fixer la constante correspondante. Dans ce qui suit, nous

. 7\ | » .
écrirons w dans la forme générale (51) en supposant que I'on ait déja
fait te calcul des constantes.

5. L'intégrale générale. — Nous sommes ainsi parvenus aux quatre
r > .,
intégrales particuliéres v, ..., 7, exprimées au moyen des pseudo-
1 b
> >
vecteurs 4, ..., ~. En effet, si 'on tient compte de (43) et de (50),
1 &
P ,
(51), on trouve

s > >l _ - :
f/-'(/['—iz Si“f/"f/f»—i-‘*."R‘C‘XGJ]"U ; fh “ + / \"‘r ef\‘“—l.—(:-_x((‘hfk“) : /h[sin/‘.‘d}}(ﬁ'

« («) e j : ‘“)—u/ (~—( ef '”—{- (rﬂ'(ewf . d’); f
S I
'/ fk dl —1 S
i %
? >
-3 Sin/lx’dt ~ 430 fhdz
3 13

Ces intégrales sont linéairement indépendantes, car elles sont con-
juguées entre elles. 11 s'ensuit que l'intégrale générale peut étre

Sin / Kdt,

cos | & (/{](II.
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>

écrite comme combinaison linéaire de 'k,, e T
3

> > N
—(‘1"1 +(1,n—+~(ln~&~(,n (G =const.)

).

ou bien, en tenant compte de (53),

— }T( C, cos // dr—C, sinf/.' (l[~,)
( C, sin j b dt 4 Cy cos / 2 df) ‘
47 ( :, Cos f K i — G, Sin f K d1>
( G hmfl\ di + C, (Jost(lt>
+—(1‘,-/]“// <‘——{>/‘lz[(,,smfl.dl+ 0\[/.(111
J“’“ +3 >f/, L(,, sin //. At C,cmfA a’z]

Le s\stvme (36) ainsi résolu, nous pouvons en déduire I'intégrale

WY

>

2

=~ \'W

generale du systéme D¢ = o.

10. L’intégrale du systéme @ o= o.

La pseudodensité ¢ du poids — 1/4 qui figure dans (34) étant cons-
tante, le vecteur contrevariant fondamental

> >
H':O)P.
Indépendant de lu constante ¢, est l'intégrale du systéme déduit
de (35),
>
D w = 0,
tandis que le vecteur contrevariant

> S

(55) v=1o
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est I'intégrale du systeme, déduit de (36),

(56 Dy =o.

Le vecteur fondamental «, dont les composantes sont

étant connu, il représente une intégrale particuliére du systéme (56),

et, par conséquent, si Uon substitue dans (55) le symbole % tiré

de (54), on parvient a 'intégrale générale du systéme (56). En intro-
duisant les vecteurs

¥

> .
(=1p (J=1, ..., 1)
i i

et les constantes ¢, a, C, A,

C,= ¢ cosa, C,= ¢ sina,

C,== C CosA, C,=—CSinA,

I'intégrale générale du systéme (56) peut done s’écrire

-

[/ms ((l +/A (I/> ———/ -.m<a -1—] k (/I)J

-+ G [/(ms -—l-‘/l\ dt ——/bm(\ - f[\ (l[)]
/’ /l\:/l_:_(’e‘/l\ll/)_ky(a(l fli/t —fx\lu //z[sm(u—t-//.d{)}

On adonc le théoréme suivant :

Lintégrale générale (57) du systéme (56), qui définit le vecteur con-
trevariant déplacé parallélement le long du rayon de lumiére donné dans
Lespace général de la relaticité, s’obiient par trois quadratures. lLes
constantes a, A, ¢, G sont arbitraires, tandis que l'une des constantes

ci, ¢y est nulle et I"autre déterminée par le fait que 'un des vecteurs -

K« Rar >
r.'lefl "<[——l> Cye fhl/</~4—7>

&
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. >
est udentique au vectewr w, dont les composantes sont

Remarque. — Quant i Uintégration du systeme de parallélisme duns
le cas général, on peut se servir du procédé analogue 4 celui de Cauchy
pour trouver la solution formelle du systeme linéaire

dzp
T “Z ryz (k=i ..., n).

C'est ce qu’a fait M. Dienes qui en a déduit beaucoup de résultats
intéressants (')

Dautre part, M. Godeaux (*) a intégré le systeme en question pour
une variété riemannienne S, & courbure constante R, dont la métrique
est définie par

ds*=—(dr, J*— K*sin® < >[(1/1)) Fsintay(diry Pl 4 ey )

(Y) P. Diengs, Sur l'intégration des équations du déplacement paralléle de
M. Levi-Civita ( Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XLVII, 1623,
p 1” 152).

(2) L. Gopeavx, L'Univers d'Finstein el la métrique cayleyenne elltplzque
(l)’ullean de la classe des sciences de U'Académie royale de Belgique, 3¢ série,
1924, p. 429-433).



