
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

V. HLAVATY
Le parallélisme de la connexion de M. Weyl

Annales scientifiques de l’É.N.S. 3e série, tome 46 (1929), p. 73-103
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1929_3_46__73_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1929, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1929_3_46__73_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


LE

LA
PAR M. V. .HLAVATY

INTRODUCTION.

Le travail, présent a pour but Fétode des systèmes différent ie ls qui
définissent le dép lacemen tpa ra l l è l e d 'un vecteur le long d 'une courbe €
dans respace a connex ion W,< de M. WeyI. Un tel système contient, en
général, n2 coeff ic ients . Nous les réduisons en un système du, même
ordre qui n'en cont ien t que n — i. Si n == 4 et si, la connexion W.» est'
celle de la théorie de la relativité, la méthode qui nous permet la :

réduc t ion du système d i f fé ren t i e l en question nous donne aussi la
moyen de Y intégrer. ! . • . '*

Le Mémoire est divisé en deux parties. Dans les d e u x premiers
paragraphes-de la première par t ie , le lecteur trouvera u n exposé bref
des notions fondamentales. Les deux paragraphes suivants sont con-
sacrés à l'étude de « la métrique » dans W/< leJong de (3. L'intro-
duction de cette not ion nous permet de trouver les « formules de '
Frenet » pour <3 (§ 5) et, par conséquent , de réduire le système en
question à, une forme plus simple (§<-)). Le paragraphe suivant con-
t ient deux corollaires du, théorème des réductions.

Dans la deuxième partie, on suppose que 0 soit un rayon, de lumière'
donné 'dans la connexion W;, de la relativité. Dans ce cas, beaucoup
de s impl i f ica t ions se présentent e t ' l ' on en profite pour trouver Vmlé-
gralc générale du système d i f fé ren t i e l correspondant. ; ,

Quant.à la symbolique, nous emploierons, dans la première partie,
celle qui. est la plus usuelle^ c'est-à-dire la symbolique du calcul pr"

Âw. Éc, Nûrm., (3), XLVL — MARS 1929. so



74 V. H LAVAT Y.

tant sur les composantes des grandeurs( 1 ) . Dans la seconde partie,
nous avons jugé plus efficace d'employer le calcul direct.

I.

1. Définitions.

1. Algèbre. — Imaginons dans un espace à n d imens ions un système
des coordonnées générales x ' et convenons de les transformer d'après
les formules

( i ) ' • ! f^=f^(.ï'l,. ../^),

avec le jacobien d i f fé ren t de zéro,

. [[^r |[ ,^= l ̂  o.

Si x^ est un point arbitraire, mais fixe, nous désignerons par Ao la
valeur du jacobien A au point .z^.

Le groupe (i) nous permet de définir les no t ions suivantes, dont
nous aurons besoin plus tard :

a. Le scalaire est l ' invar ian t absolu du groupe (Y).
è. La densité scalaire du poids p est l ' invariant relatif du groupe (i),

dont le poids est^?.
c. La, pscudodensité scalaire dupoids p est chaque fonct ion qui se

transforme comme la valeur de la densité scalaire du poids p au point
fixe x^. ! ^ ; ! ' ! ; ! ! , , ! ! ^ ., ,

Nous conviendrons de désigner les scalaires par a, A, 6, B, c, .. . 5
les densités par a, b, •• .., et les pseudodensités par a, ?, y, . . . .

Leur mode de transformation est
'€{.•== a. . ^z^A^a. , 'a=:,A{.;a1.

( ' ) Les indices de co- ou conirevariancc, toujours ^recs, ."seront affectés en bas on
en haut, des lettres. On effectue la sommation d'après « les indices muets ,)> en suppri-
mant les symboles S.
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Les fonc t ions scalaires q u i se t ransfonnent au t rement seront dési-
gnées par S, A,, . . . .

^ A. L'affineur q fois wariant et r fois contremriant est l 'ensemble
des fondions ^:^;' qui se transforment d'après

, ,/ , / _ à'.^1 à',^^ d'./''^' ()x^- dt'^'i ^...a,.
1 ^..'.•^ '̂ 7 ̂ T" ̂ 7 ^"^""TT^;^.,...^-

. Ifafjltiefir umtnire^ don t les composantes sont o, i-, sera désigné par
,^(=-==0 si ^^À ' , == i si V ' ^ A " ) . Les cas spéciaux des aiïmeurs sont .
des vecteurs contrevar iants ci\ /}\ . . ., i'\ . , . ., respect ivement cova-
r iants a^ &/,, . . .., n-'/., . . . . Un afTineur aux cbm.posantes symétriques
("par exemple, ^'/,j. == ^.,/.) ^1 .̂ d i t tenseur. Chaque a f f ineur , dont les
composantes se t r ans lo rment comme le d é t e r m i n a n t des composantes
des n vecteurs covariants, l inéa i rement indépendants, sera dit le
n-vecteur co^arianL

B. l^udo(/ensi/e n'flinonelle q fois covananfe et r fois conireyanante
du poids p est représentée 'par l ' ensemble des fonc t ions qu i se trans-
forment comme le produi t de ^;:^; et d 'une pseudodensi té du poids p ,
Nota t ions : a^:;;^, . . ., a^, £'\ .... : , ,

' : , 2. Analyse. — En dés ignan t par Y^ les coefficients de la con-
^ n e x i o n de l'espace é tudié , on pa rv ien t à la. no t ion de la dérivée cova"
r iante de l 'a f f inei i r c^^'\

'/ r

w •/ '/ ^ •/. v,, V •/,. . . ' / , . p/. , \^ ( ^ [ - • • ' ^ - ' i'^^ r-.'^T^r , ) i( • » > 7,,p;;:::,;;.^^-^//;.^---^^^,,/,^ •• ^4:;, i l .
1 , '•• l 1 , , .

La dérivée covariante d'un scalaire a. ou d'une densité, scalaire a du.
, poids/) est définie par

( 3 ) V,//^^/; ^n;-..^a-..~//r^,a ( r).

/ 1 ) Cf. par exemple, ScHOU'nîN, Der HIcci-Kaïki'd ( EîerJin, 19^4 ) -
f 2 ; Fc '̂r MLÀVATY, Théorie des densités dans le déplacement général (A nnali

dl /nalhematica, ^ série, t , V^; i^'^-ïc)'^. p. 73-83).
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Quant à la dérivée (Tune pseudodensité scalaire a du poids-p, nous
adoptons la loi

( 4 ) ^-^

qui laisse clairement voir que rf^V^a. est à son tour une pseudoden-
sité scalaire du même poids. Il s 'ensuit immédiatement, diaprés le
principe de M. Klein, pour une pseudodensité a :̂:̂  du poids p ,

Ï fa') ^^:;:^^<;:::^-2;/L,^:::t,/,/..,,,../,+2/^^:::^-l•'^l••"^•
1 1 '

Les coefficients F^, F^ se transforment d'après

m T° — ArÂ- <^(l{XL-r) ^ à l x L ()^v / (07Î~" r)^^ ^^^ ^•v ^"^ ^^ J^)-j7^>

< ^ ' 1 ' rS"=,^(^i^'^)•

A côté du symbole Vp,, nous emploierons encore le symbole (D qui
désigne la dérivée le long d'une courbe donnée x == x(t}. On a sym-
boliquement

, A-i- :, .
- 1 ^=-jr^" , , , 1 1

2. Généralités sur la connexion W,r

Soit donné un tenseur g\y, (au déterminant |t^'Ap.||^o) et un vec-
teur Qu. qui n'est pas le vecteur gradient. A l'aide des positions

g'^ff^^A^

on peut déduire de g\^ le tenseur contrevariant g-'"-. Cela étant, les
coefficients

(6) ^^(l̂  1Ï- 1^) - ï(Q.A^Q.A,-^,,Q.)
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. définissent la connexion dite « connexion de M. Weyl », que nous
désignerons par W/,.

Si,v'est une fonc t ion arbitraire indéterminée des coordonnées, et si
l'on prend, au lieu de g\^ el Q,,., les grandeurs

( 7 ) ^^= ̂ /.p ^== Op.— ̂  lo^.

les coefficients .P^ peuvent être exprimés aussi

<6) ^== ̂ a (H + à" - S?) ̂  (^ ^- ̂ A,.- ,̂ ,,̂ ):
On dédui t de (6) respectivement (6)

( 7 ) v(û^u/~=z~{-f(,lë},[lî Voj^Ap.^^"—^(rî,^/.a

et ces équations peuvent être envisagées comme définissant la con-
nexion1 W//. On voit donc. qu' i l y a une i n f i n i t é de tenseurs,^, qui
(avec les vecteurs correspondants Q,j.) f ixent la même connexion. Le
choix du facteur s a pour conséquence la détermination du tenseur^;
nous appellerons ce choix « le choix particulier du tenseur ̂  ».
Remarquons qu'un tel choix resireint forcément la générali té . On
peut exprimer cette propriété aussi, en disant que la métrique de W,,
est jixée à un facteur indéterminé près.

Dans ce qui suit, nous verrons qu'en util isant la not ion des pseudo-
' densités, on peut définir quand même, dans W//, une métr ique le long

d^ une courbe donnée.

2. Le pseudotenseur ay.a.

1. Le pseudotenseur a-^. — Imag inons dans "W/, une courhe géné-
rale C donnée par les équations paramétriques

(8 ) , , „ ^=:^(t), t^t^t^

et désignons parole point t=t^. Cela étant, construisons laîonction

r' ./ v^^'
(9) • . ,A=:^ . -
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En transformant. les coordonnées d'après (i), cette fonction devient 'A,
et l'on a, en raison de (ô''),

/ t / r f r'j t^î^^f^'t'• I r^^^-i- y dio^^
'A^e-^ 1 =e-^ -A ^ r=AAA, 1 . ' ' .

Or, en désignant par g2 le déterminant de g^, on trouve tout d'abord
que g (= la racine carrée posi t ive de g^) est une "densité du poids i,,
et, par conséquent ,

1 1 4
( lO- ) . ^^K

9

est une pseudodensité du poids — ï . En effet, si l 'on effectue la trans-
formation (i), la fonction ^l!î devient ^rll'\ et l'on a

" f\ \ A A ~ 1 »
—:=-":== A~o = -r" A-l

. . ^ 9^ , (1 '

II nous f aud ra encore déterminer le mode de transfora'iation de T''^
pendantia transformation (7). Pârce^ru'on a, d'après (6), (6),

• ( i l ) . r^^^^^ïQ^^j-^^-^
la fonction À ne change pas pendant (7), tandis que la densité g
devient

- ! ! , ! , n
! ! 1 ! ' , - ^=:^y. ,

Or, la fonction T"^ change à son tour et devient
// it n

II s'ensuit que 1 • • ^ 1 ' •
{ ^ } , ' 1 , ' : 1 • ' ! ., ^=^. . 1 , - . , 1 1 ' ! ^ ! /- 1 1

est. unpseudotenseur 'deux'fou coloriant du poids — 'il n qui est- iwa-
'riant par rapport à la tmns^or7nalion (^'V

En efîet, on a pendan t (] i) et (7) respectivement
, àa^ àx^ , -^ •

'^=^J^^ tt^

w qui prouve notre assertion.
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2. La dérivée rî)a^. — Plus tard, .nous aurons besoin de la
dérivée û)a^. On a, en raison de (12) et. (7) ,

d- ( ... dûc^ (h\
^ ^^,=(.^^uJ-+^^^=^^^-Qa-^ T+^ j .

D'autre part, en tenant compte de (10), on peut c a l c u l e r — . et Fou
obtient, en raison de (n) et de (9),

r / r ^ ^ /Ay " 7 fn ^\ _ d.^-
d / : ~ ~ n \ j ) \^JU^)'~~':^~~JF

et, par conséquent,

( i 3 ) J ^ c0a^:==o.

Or, étant donnée une courbe <3 dam' W/,, on peut toujours trouver un
pseudotenseur a>^ du poids — 2/ n, invariant par rapport au choix par-
ticulier de g'^ dont la deriçée co^ariante le long de'(5 est nulle. C\îst ce
pseudotenseur (lui nous se/vira comme base pour « la métrique » de W,, le
long de C.

4. « La métrique ï) le long de €.

Le déterminant Q2 étant supposé différent de zéro, il en est de même
du dé te rminan t | |a/u.l | du pseudolenseur a-,̂ :, et, par conséquent,
existe un pseudotenseur contrevarianfc 0 °̂'- du poids 2/ n, dé f in i parles
posit ions

/y va/ - / ! — 4 v
a (f-cn[j,—~ 'Y-p..

Si l ' indice d'inertie du tenseur ^.p/est différent de zéro^ ce que nous
supposerons, celui du pseudotenseur a/a l'est à son tour.

A partir de ce moment, nous n'étudierons, parmi les pseudovec-
teurs ̂  que des pseudovecteurs contremriants du poids if n et des
pseudovecteurs cowrianîs du poids — i f n . Or, il n'y aura aucune
.ambiguïté à craindre en convenant de supprimer la désignation du
poids des pseudo vecteurs.

En chaque point de la courbe (8), l'équation
( ï 4 ) . ! • a^ûi^OJ^rrr: 0
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définit « le cône ' fondamenta l » don t les « pseudovecteurs fondamen-
taux » sont les génératrices. Remarquons que ,ia propriété d'être
« fondamenta l » s'étend aussi aux vecteurs IF' qui satisfont à l ' équa t ion
( i5 ) , y.^^'^n^-==: o.

Les pseudovecteurs contrevariants é tan te d'après la convention, du
poids i /7&, l'expression

^y-'y'

est un scalaire que nous appellerons le module de E\ Si, par hasard, le
module est égal a -4-1 ou — i , nous appellerons le pseudovecteur
correspondant pseudovecteur unitaire. (Le module^ du pseudovec-
teur fondamental égale à zéro par déf ini t ion.)

Etant donnés deux .pseudovecteurs contrevariants ^/ et r^ on en
peut construire la forme quadrat ique a^rf. Si cette forme égale
à zéro, nous di rons que ^ et vf sont les pseudbvecteurs conjugués.
Chaque pseudovecleur fondamental est conjugué à lui-même ou. auto-
conjugué. A côté des pseudovecteurs conjugués ou autoconjugués, on
a aussi les vecteurs conjugués ou autoconjugués et leur déf ini t ion est
la même. «

A chaque pseudovecteur contrevariant ^\ on peut adjoindre
in t r insèquement le pseudovecteur covariant^. au moyen de l 'équation

^ 1 . : ' - c/,== a^=a-^.

.11 va sans dire que les notions in t r insèques du pseudovecteur fon-
damental aussi bien que du pseudovecteur un i t a i r e s'étendent aussi.
au. pseudovecteur covariant dont le module est défini par

.a^^^^a^.^^. .

Nous sommes parvenus ainsi : aux notions analogues aux .no t ions
• métriques dans une , connexion riemannienne. Dans ce qui suit, nous
les uti l iserons pour en déduire les.formu.les de Frenefc de (?.. 1 •

5. Les formules de Frenet.

i. Le pseudovecteur-umtaire tangent. — Une courbe C étant .donnée
par ses équations paramétriques <8) /on a deux cas à distiïwueïr. Ou
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bien son vecteur tangent
,'/ „ fiv'— -^- ^

est un vecteur fondamental, ou bien il ne l'est pas. Nous examinerons
le premier cas plus tard en intégrant les équations du parallélisme le
long d'un rayon de lumière dans W,< rektivistique.

Dans le second cas, nous pouvons construire à côté du vecteur tan-
gent c^ le pseudovecteur uni ta i re ^ tangent à <?. Nous introduironsi
tout d'abord le paramètre auxiliaire

F' ,_____
cr== f V ï^\ or^e^e^ dt, //?,i ==si^n {v.'^e^e^}. i

^/o

^/y.V

et ensuite nous construirons les expressions-—- Le paramètre a "est
une pseudodensité du poids — i / n . En effet, on a, pendant la trans-
formation (i),

p< ,_______ ,_ 2.' /l/ /____—— „.!
'a'= j \/fn^f^e^e^dt == ̂  n f \/rn^a^e^e^ di ==: A(, "o-.

J t^ k ' ^^

dr^II s'ensuit que les expressions — se transforment diaprés

d ' ^ ' ̂ , ̂ 1 dtï:h j^. „. A^ à f ' ^ ̂
(/'a-^ ôa^ da- d/a• ~~" 0 ^•À der

c! r^et, par conséquent, — est un pseudovecteur € '

, ' • 1 • ^^£.1 • l 1
0 ^0" 1 :

On constate aisément que ce pseudovecteur est un pseudovecteur uni -
taire. En effet, on a

^ _ d'^ _ fivli di _ € t

. i ^ d<7 ~~ •f/^ </!7 - / - _ — _ . ) 7 , ^
\ //if.) l./;/^j,<1 C-

et, par conséquent ,
, ^^e'-e^

('l6), , a)a£ />£u•==——————-—; r^:/n.,=r±: ï, :

• • / , • t . , , , m^^e^e^ •'•

'ce qui prouve notre assertion.
^(nn. Éc. ^orm^ ÇZ), XLVî.—MABS 192^. 1 , . \, ï î
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Remarquons encore qu'à côté de z\ on peut construire le pseudô-.

vecteur unitaire £>. à l'aide de l'équation
i
£7== a^sS-1-.

i

'2. Les formuler (île Frenet. — La dérivée covariante de £',

tOs'^^V,^,i l i
donne naissance au pseudovecteur d?s\ et l'on a deux cas a distin-
guer : ou b ien cW est un pseudovecteur fondamental, ou bien il ne
l'est pas. Nous n'examinerons à présent que les courbes générales,
c'est-à-dire les courbes dont le pseudovecteur n^est pas tangent au
cône fondamenta l , et, par conséquent, son module est, en général,
différent de zéro, et l'on peut écrire

/^== y /n.^y.-f^^^c^EV'^éo, /?^2=: si^n/a^^COs^COs^Yî
: i , \ i «,i /

L'application du symbole d) à Inéquat ion (16), nous apprend que d)^
résulte conjugué à a'^ En effet^ on trouve

( 1 7 ) a) çî- ĵ. £^- === ^ a,.̂  / c^ e1 \ ̂  ̂ = o.

Or, en désignant par ^ le pseudovecteur unitaire appartenant à CDe\î ' . ^ • ' . i
on peut poser

a)^=/^^ ( 1 ) ,
i ï ^ - 1 .

et si ^i T^ o, l'équation (17) peut aussi s'écrire
(18) • a^^£^=o. 1 • , ^ .•1 l ï . i : ^ , ^ ^ ^

Nous appellerons ^ le premier pseudwectew normal de € et /^ la
"-! ' 1 ' ' ' , •

première courbure de <?. Si Â-i == o sans que ^ soit un pseudovecteur
fondamental, le pseudovecteur ^ est indéterminé.

( 1 ) Par le choix du si^ne de la racine carrée clé /Ci, toute ambiguïté quant à
l'orientation de s^ est exclue.



LE PARALLÉLISME DE LA CONNEXION DE M. -WEYL. 83

Si les trois pseudovecteurs £\ s'̂  d?^ sont linéairement indépen-
dants, ils définissent en chaque po in t de (5 un espace à trois dimen-
sions. Nous voulons supposer —ce qu'il advient en général— qu^il
soit possible d'y trouver un pseudovecteur unitaire a' conjugué à €\ €\
et, par conséquent, qu'on puisse mettre o)^ sous la forme ( 4 )

(19) - 0)^==^ s^-t-^£'•'-4- a^^

avec les coefficients a qui sont faciles à trouver. En appl iquant le sym-
bole <® à (18), et en désignant par m, le module du pseudovecteur
unitaire £''(/= i , ,. ., 3), on trouve, en raison de (19), (i3),.̂ < ' ^ •<• '

o ==-• cOa^s^-r^: a/.u.£"•cO£À-+- y.^^a)^^= /•, m^ 4- r/, //?.,,

o == cOa^s^"-^ -.^^^^cOe^^: ̂ ni^a^

et, par conséquent, l 'équation (19) peut être mise sous la forme

( ï 9' ) (^ ̂  == -- m^ m^ /^ ̂  -+- a,, ̂

( 1 ) Voici les cas difTérents qui pourraient se présenter en pyrticiilier : L'inter-
section du cône fondamental et de l'espace y trois dimensions, mentionné ci-dessus,
est un cône :

l° Dégénéré ( réel ou imaginaire);
%0 Non dégénéré (réel).
3° Non dégénéré (imaginaire).

Dans le cas sub. i", les ps'eudo vecteurs e'-', s^ ^ étant conjugués, ^ est un pseudo-

vecteur fondamental ^ == w'^ On aura a îa place de ( 1 9 ) l'équation

CD^ == a\ e'^-i- &)7.
2 i

Dans le cas sub. 2°, les modules w,, /^ des pseudovccteurs e^, Ê'^ sont du sî^ne é^aî
1 ' a

oii opposé. Dans ce cas-ci, le pseudovecteur C^^ pourrait être fondamenta l , et l'on
aurait

C^^ == a( s'-1 -i- ç'^ ou CQ^ •-=. a' / ̂  — e^Y
2 \ 1 3 ; 2 ^ , /

S'il n^en est pas ainsi, ou si les modules,m,, m^ sont du même signe, ou enfin dans le
cas sub. 3°, on retombe-sur (19 ) .
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qui nous permet de ca lcu le r ^;s. En effet., on trouve
a/:;j. / cO ^/• \ ( cOa!1 \ = Â'^ / 7 / i '-4- ̂  /7?^ ,

d'où1

c>.o) </,=r±: ̂ T^^^^^'\ —Ty^-T^^.

Si l 'on prescrit d'avance r o r i en ta l ion du c\ ce choix nous permet de
fixer sans ambiguï té le signe de la racine carrée dans (20). Nous dési-
gnerons par k^ le coefficient a^ a ins i fixé. Or, l 'équation ( i ^ y a p p a -
raît sous la forme

a)'E^-=z—///i m.^/') £-+-/'., c1 ' .

Nous appellerons ^ le deuxième pseùdo^ecteur unitaire normal et /L

la deuxième courbure de (?.
Si À-^ 7^0; on peut poursuivre le même procédé p lus lo in , et l'on

parvientà la not ion du troisième, .. . ,(j—ï)'^.. . , (n—i)1"11'1 pseudo-
vecteur uni ta i re normal £ ' ' , . . . , € ' , . . . , £\ En désignant par m/ le

-t /' n

module du pseuvecteur ^(j == i, . . . , / ? ) , on trouve les relat ions
/

( ^, , cO c^ -=: — /» / , i m//./,.^ ^ + /•; c^
/ /'- -I /'4-1

(y==i, . . ., n ; Â-o==/^=o).

où le scalaire A'y désigne la / i i i ï l11 courbure de c? déterminée d'une manière
a n a l o g u e comme/»: , respect ivement Â'a. Nous n'insisterons pas sur le
procédé qui nous conduit à cette formule en le supposant assez connu.
Le lecteur intéressé en trouve d'ailleurs beaucoup d'exemples dans la
l i t térature ( i ) ; , . . . - . -

Analogiquement, comme dans le cas d'une connexion r iemannienne,

( 1 ) l o i r . par exemple. STKUIK : Gruncizu^'e de/' lïîehrdimensionalen Differen-
tîal^eofneirle in clirekier Ocirstellung', p. 76 ( Berjin, ï()-2-u. où sont exposées tes for-
mules analogues poui1 le cas (rime connexion ricin a niii en ne, dont le tenseur m<krknie a
l'indice d'inertie o. ou Lien EISENIIART : Jïiemania/i. geometry^ p. 106 (Princelon
Univcrsîty Près?. IQ'^), où l'indice (l'inertie ^± o. Dans son livre cilé plus îiaut,
M. Schouten a déduit les formules analogues pour W^, dont le tenseur a l'indice
d'inertie o. en choisissant le facteur A'd'une façon convenable. D'autre part. voir
aussi HLAVATY, Ein Beilra^ zur Théorie der Werl' schen « Uberira^uitf;' » (Kon
Akad. van Wetenschappcn te Anisterdant, XXX 1\ n0 8, p. 8"^-8(Si).
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nous appel le rons l'es équations (21) les formules de Frenet. Dans ce
qui suit, nous emploierons ces formules pour. s implif ier le système
différent ie l qui dé f in i t le déplacement parallèle le long d 'une courbe
donnée.

Remarque /..— En introduisant les pseudo vecteurs unitaires cova-

vanants .£7,
/
s/,= ̂ ^- ( , / === { . ..., // » ,

on dédu i t de (21), en raison de ( ï3 ) ,

/ / - ' /--'-i
<.?£).:=— /n/. ,w/./7 i £,,4 k j s/,

( j =2 ï , . , . . // ; /,\, •==. />•„ -=-. <:•> > , ,

/

où, bien en t endu , / / / / d é s i g n e aussi le m o d u l e de £•/, ,:

m.,-=: ̂ è^-= a.^a^^) (aî^) ̂  ̂ '^.
ï J

lïernarcjae //. — I I laut m e n t i o n n e r que le procédé qui nous c o n d u i t
à ( 2 1 ) est i n d é p e n d a n t de la supposi t ion que ^ soit un pseudovecteur
u n i t a i r e tangent à (?. I l s 'ensui t que les formules ( ^ i i ) resp. ( /2iy),

/'' \ . .
sont valables même pour un champ €', \.^j donné le long (le €• qui 71 est

pas tangent à C?. Dans ce qu i s u i t y nous u t i l i s e rons ce fait bien
important .

6. Les systèmes a)^:=o, ^Z>).=r.o.

Le système dif férent ie l
(Ic/^

( 9. ':i, ) • . à) ̂  ES ^- 4- T^a ̂ ' ̂  -=•() '

respectivement
i(^ i i i) cDp,^^-rL,^p,==o,

définit in t r insèquement un pseudovecteur a^ respectivement ?>., déplacé
paral lèlement à lui-même le longde c' dansW/,. Il co.ntient n2 coefficients

, . . • r^,,.^. \ 1 . - .
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Nous nous proposons de le s impl i f ier , en le réduisant à un système
qui n'a que n — i coefficients. Si la courbe C? ne satisfait pas les con-
di t ions précédentes ( ' ) , on peut choisir quand même nn champ £" le

i
long de <5 qui les satisfait. En tout cas, on est toujours en état de

/
construire n champs €\ £/. (j=i, . . . , n) satisfaisant le système ( 2 1 , )

/
resp. (212). Or, d'après le principe de M. Klein, le pseudovecteur a''
resp. p,. peut être écrit

( 2 3 ) . ^^S.^8'- ^•^S.^^1^= > a1^, P),== y, ^£),
^i !

les scalaires a1, 6/ é tan t définis comme suit :
/•

c^^fUi^^, bi-=i /^/jS/.s1,
1

On en déduit , en raison de (22),
//

^ ' ^^^-S^f-^^f)-0-
„• -' ' . ^p^i^t^^/^^)--

Or, si l'on tient compte de (21,) resp. ( 2 1 2 ) , on peut aussi écrire
• 7l

^ v:i =^ {^T — m^ ̂ '̂'-i s^ a/^ k^a^ ̂  == o'^uA^i \ UT j ^

n

CPS-/,=^ (^/-/",-, W,/,,_,^-'&,+/>,^'^£,==0, .
-"•""/,/ \ t t t /

•l . . •

avec , , , " . ! : .
,__{ o pour i ^ j . .

• . . , , Qj^.. • . î=j (^/-i.....^,,

f i ) Citons, par exe.mple, panni les autres, le cas d^unc courbe géodésique. Nous
aurons plus tard l'occasion de Pétudier.
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et ce système exige que soit

(/=

cla1 , , , , ,
—— == m/m/^i kia1-^ — k^ c/1-1

cibi
—— ==: ni[rïif^ k(b{^-- Â 7 . i ^ / i

= I,...., H ; Â\, == k,,-==. 0 ; /H/= ±:
î ) -

(24j

(24.)

Le système (24) est équivalent à (22) et ne con t i en t que n—i coef-
cienfcs / 'i, . . ., k,^,. Si l'on désigne par a1 resp. A/ l ' intégrale de (24),
Hntégrale de (22) est donnée mns ambiguïté par (^J)..

Le résultat peut être généralisé aussi pour les systèmes
cDi^== o. fOn"/ =- o

qui définissent le champ vectoriel V resp. .̂ déplacé paral lè lement à
lui-même le long de <3. En effet, si t^ resp. ^\ est l ' intégrale de (23),
i l en est de mèine de ^ const. resp. IF/, consfc . D'autre part, si o est
une pseudodensité scalaire constante du poids i / n ( 1 ) , les vecteurs

^•'==.•/,. / /
e\ =- c/, cp

satisfont aux équations

ûDe^=-~
j

i
a) g), == —

- m/-.....,,

- m /..„.,

m//./ .

m/Ay--,,

'̂̂
y~"i

y-....::-l'

^),+ Â'/e)..

-!-- /• • ̂ v
A/ ^ ,

/•+-'

/+l

(. a i/, )

( 2 Ï ^ )

Or, si l'on pose
ç^-zzz (^ e^ /fii,

( 1 ) Une telle pâeiïdodiiïisité est facile a construifô. ï^unique composante tion nulle
d'un /i-vectcur covariani arbitraire est utie densité (lu poids i, et la n!'111111 racine de s»
valeur au point / = 4 est une pseudodensité du poids î/n. Quel que sou le ri-vecteur
choisi, le.1! pseudodensités ainsi construites ne diffèrent (•f'ue du facteur constant.
C'est ce qui résulte aussitôt du principe de M. Klein. (On en peut profiter pour
construire une pseudodensilé conslairle, dont la valeur dans le Système choisi des
coordonnées est égale à i,) En résumé., si l'on ne tient compte que des noiions données

par le problèfxie lin-tnêixie, les vecteurs e'^ e\ résultent définis à un facteur ûohstant

près.
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les scalaires ^ l i ) resp. t ï ' , / , définis à un facteur constant près y nous per-
mettent d'écrire sans aucune ambiguïté pour ^, tï'^

n n

(^6) ^^Sp!^ (ï'/^y «•,^/..
<1"——;' / -A»—;

1 1

Ea employant la méthode exposée plus haut pour les pseudovecteurÂ,
on réduit les systèmes (22) aux systèmes équivalents

^("/1

(•27,; , . , -,.- = ni finish-/ c 1 ^ 1 1 — Â7,,i r17-'

cAv',/i , ,
^7-2 ) —77- ==w//^/-4-iA'/(ïW-.(_i,— Â7.,,n',/....i(

, ( /== i , . . . , / / . ; /.•„ == /.„ == <;) ; m.i.-=^± i ) , , ^

où ne f igurent que n—î ooefficients Z"i, . . . y ^. En désignant
par i'173, <T ' , / , les intégrales de ce système, les intégrales de (25) sont
définies seins ambiguïté par (26) ( l ).

Nous sommes donc parvenus à renoncé suivant :

Le système (25), qui définit un vecteur déplacé parallèlement le long'

d'une courbe donnée dans W,,, peut être toujours réduit à un système plus

simple (27) ne contenant que n — î coefficients.

7. Les corollaires.

Nous voulons indiquer ici deux corollaires du théorème énoncé plus
haut. Le premier se comprend de lui-même et n'a pas besoin d'être
démontré.

( 1 ) Chaque système linéaire différentiel qui admet une intégrale quadratique est
susceptible de cette •réduction. Ç/',, par exemple, 'HLAVAÏY, Sulla riduzione cîei
systemi ûrtog-oneUi di eqiwzioni dijferenziali lineaari; Complementi al teorema
di ridusione dei sistemi differenziali ortogonali; Sid sistemi differenziali
lineari dotaii di icn intégrale quadratico iïzdejmito ( Rendiconti Àc. Lincei
séances des 4 et i8 septembre ig-î^).

Pour une rédaction analogue du système différentiel, qui définit le parallélisme

dans une connexion non métrique, voir HLAVATr, Proprie fà dijferenziali délie
courve in uno spazio a connesionne Ïinec^re générale (paraîtra dans Ïiendwnfi
del Circolo di Palçrmo}. . '
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Si les courbures k de la courbe C ou du champ donné €\ \^J sont con-

stantes, F intégration du, système (25V s effectue sans quadratures au
moyen des opérations algébriques.

Pour démontrer ce théorème, on n'aurait qu'à réduire le système ( s5 )
/À la forme (27). Cela étant, le corollaire n'exprime qu'une des'pro-
priétés fondamentales du système différentiel linéaire (27).

Quant au second corollaire, on peut l'énoncer comme suit :

Si les premières m — i courbures Z-i, ... ; k^_\ sont différentes de zéro,
tandis que k^ == o, le système (27) peut être réduit à deux systèmes^ le
premier ayant m — i coefficients k^ . . ., k,,^ ,

^(/)
( ^71 ) —.- = friama-^ ̂  ("/+1 ' — ^/ i ^a-i•!\

/ / '. ' ^^\a) , ;
( ^7 2 ) ——JT~ ̂  m^ /n^ ^a 1 Ï ' , / /4 i, — /^-i n'i«.-1,

(' a === i, . . ., m ; /•()•== /•///=: o ; m •< //. ).

tandis (iue le second n en a que n — m — i, l,,,, ^ , . . ., /„„._„, y

f^/j'i
( ^'\ ) ~^ = /ny/n/•,.., //• p'./'-1-11 ~ //„..,, ("/--I).

( 27^ ) —^- = m cnif^ //•(ï'.y..^, — //•-„,, (ï-'.y-i)

(f==m -4 -1 , ..., ^,; /^==///=:o).

En effet, si /^ est la première des (( courbures » A" i , . .., k^ qui est
nulle, le système( 2 I ) n î e s t v â l a h ^ e q u e p o u r / = = i , . . . ,met^ == À-^===o,
et l'on obtient tout €^abord(27 /). Dansée cas, onpeut choisir à volonté
le long de C un pseudovecteur unitaire € ' conjugué aux pseudovec-

îti -i- 1
tours ^ £\ . . ., €',

l m ' , -
( a8 ) CC^E^ £^=: o ( a -=. ï , . . ., ///, ).

a //M-! ' •

L'application de l'opérateur <© à cette équation nous apprend que
même c0^ est conjugué au pseudovecteur s7. En effet, on obtient, en

M4-1 ! ! ^ ! • , // 1 . - . ' ! ! !

raison de (21), (28) et (i3),

cDa/.ijy1 s^ === ay.yr /— /na-i m.a Â ..,:,.- -ï c^ + /^ s^^ s!-'- -h e^cD eP-1 =: a^^s^ ̂  eî1 =- o.
« /«4-1 L \ ^--l " -+-I ////--}-1 rt //i-r. ij '''rt m-!-l

^/ITÎ. J .̂ ^Vorm.,(3), XLVÎ, — M A R S 1929. Ï 2
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Cela nous permet d'appli€[uer la même méthode à € que nous venons
ni 4- l

d'employer pour E\ Celle-là nous conduit finalement, au système

cp ̂  = — m /•._.i m / • l /•-_,i s'' - { - I f ^
f • • • f~[ \/+i
/ y~» , /-+-i

<.0&)=:—/N/- - . , i / ?? / - / / ^ j £ -^ -4 - / / •£ / .

(J =; m 4- i, . . . , / ? ; / / , / == - //,=o).

q u i y à son tour, nous permet d'arriver à (^//).
Le théorème ainsi démontré, remarquons qu'il est surtout avan-

tageux pourw == î., [71 — î ] ou m== 2, [n — 2]. Dans le premier cas, le
vecteur ^, ( ̂  , ('^, | e^\) est l ' intégrale particulière du système (25)^î " n ' v

car on a k^ == o, [Â^_i = o], et le système donné se rédui t à un système
d'ordre n— i ,

Dans le deuxième cas, si, par exemple, m == ^s on trouve facileftient
deux intégrales particulières du système (^S).

Si w, m.^ = î , ces intégrales sont

«v == ̂  cos / /i-i f// — e^ sin ^ /f, ̂ , u^ -==. e^ sin / /•, dt -h ̂  cos / k, dt,if^ ==: (^ cos f /i-i f// — e^ sin ^ /fi cit. u^ -==. e^ sin / /•î <r// 4- ̂  cos / Â-i dt,
I l J ^ J 2 1 J 2 J

t 1 ^ 2 ^ 2 1 /^ -2 F
u^==e^ cos y /i'i dt — e^ sin ^ /ri dt^ u\=^ e^s'in j A^ cil 4-- ̂  cos / Â\ <;//,

tandis que pour m\m^ == — î, on trouve

L^ = ^v Cos Çk, dt -- e^ Sin ( k^ dt, l^ == — ̂  Sin fÂ-i ^^ + ̂  Cos ^ /^ ̂ ,
1 1 J î J 2 1 J .2 J

^ 1 ['* 2 /11 S 1 /* 2 /^
Uî,=: ̂  Gos 1 Â'i (r^ + ̂  Sin ^ Â-i dt, UA==— <?A Sin ?Â^ r// + ̂  Cos ^ Â'i ̂ .

En tout cas, ces vecteurs unitaires sont conjugués entre eux et aux
vecteurs <?'•', . . . ̂  e\ Or, si on les prend pour é\ € " ^ on obtient

3 / 1 ! ! 1 \ î ' , ' . •

d^ '! ' ^ ' '2 ' ^(•ï,-',,,, dw,.,,.1 - ^r"""^^0-^ ^lesp-1 : , •w=^^=o-i•ii

et le système (25) se simplif ie en un système d'ordre n — 2,
- <^/1 '. ^ -^ =mjîH^lf^f^-^l^^f^^ ^ • , ^ .
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resp.
^'./•> / ,-^— = mfm.j^^ / /•n-^_i, — / / _ ^ n-,/-,i,

(./"== 3, . . . , / / ; /,=:^=o).

• II. — APPLICATION A LA CONNEXION RELATÏVISÏIQUE.

Nous voulons employer ici la méthode que nous venons d'exposer
pour intégrer le système différentiel dont Finlég'rale générale est un
vecteur déplacé parallèlement le long d'un rayon de lumière dans la
connexion relâtivîstique. Le problème lui-même nous permet tant cer-
taines s impl i f ica t ions , nous ne ferons usage que de la méthode exposée
sans avoir recours aux résultats précédemment obtenus.

Avant tout, i l nous faut exposer que lques théorèmes algébriques se
rattachant à ̂  dans W\ relativistiques.

8» Théorèmes auxiliaires.

Dans W,, re la t iv is t ique, l ' indice d ' inert ie de a^ est égal à i. Cela
nous permet de démontrer facilement les théorèmes aigébriques sui-
vants dont nous aurons besoin plus tard :

I. Si trou pseudo^ecteurs linéairement indépendants a'̂  oC\ a'', qui ne
\ ï 'à

sont pas fondamentaux, sont conjugués à un pseudoçecteur fonda-
mental co'7, celui-ci est toujours combinaison linéaire de a7, a\ a^.

II. Les trois pseudovecteurs a7, a7 y a'' ne peuvent pas être conjugués
1 '1 3

tous les trois entre eux,
III. Les modules des pseudovecteurs conjugués à ^ ont le même

signe, ! . ^ , " ! ' '

La démonstration de ces théorèmes est très facile. Étant donné le
pseudovecteur fondamental oj7, on peut trouver les pseudovecteurs a1'
en résolvant les systèmes
(^9J . , /^a^^o " (/=-:!, a, 3).
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Les pseudovecteurs a ' trouvés, désignons par a/^ les scalaires

a,/, == n/a == a-/,a ̂ Â ̂ '
' /' A-

et posons

( 3o ) ! r^ = b i a^ 4-- /^ ̂  4- < ,̂, a'^.
1 " 2 ' :t

Pour démontrer le premier théorème, il suffit de prouver qu'on puisse
trouver les coefficients 6,, 6.j, 63 dont deux au moins sont =^o. En
tenant compte de (29), on dédu i t de ( 3o) le système

o =-= b i d 1 1 -h h.^ a i ̂  -4- b^ a i :;,

o rz: /^ <^ 4" '//._; n^ ~-\- b ;i<'7.,;;, -

<„> == b^a.^ ~1- b^ci.,^ -(-//;;<'"/.;;;;,

dont la solution est 7^0, si son déterminant |[^//,| | est
l 3 i ) [ [ f f^ | | 1=0 ( / , /•=[, a, 3) .

Cette équation est satisfaite pour n'importe quel système a\ a'', a''
des pseudovecteurs (linéairement indépendants, non f o n d a m e n t a u x )
tiré de (29) , car le premier membre de l 'équation

3 ' s

^i, /•^/^•/.^/7.==0. (/,/;=: 1 .̂i, 3 )
•l

(dont la solution A( : /^ : A;; nous mène aux vecteurs fondamentaux de
l'espace à trois dimensions des pseudovecteurs a\ a\ a^ est forcé-
ment une-forme quadratique dégénérée. Il s'ensuit qu'on peut toujours
trouver les coefficients ̂  : 63 : &;;. Remarquons encore que d'après la
convention sur les a'' on doit avoir
(^ /) - , ! ^ ^ ,..,'^^0 . 1 (^==1, 2 , -3 ) . 1 1 . 1 ^ ! • 1 ' - , , ^ !

Le premief théorème étant ainsi démontré, remarquons qu'en raison
de (3i/), tous les coefficients a^Çi ̂  k) ne peuvent pas être nuls
si (3i) doit être satisfaite. Autrement dit, les trois pseudovecteurs a''
ne peuvent pas être conjugués tous les trois entre eux, ce qui prouve
que le deuxième théorème est vrai à son tour.

Pour démontrer le troisième théorème, choisissons d'abord deux



LE PARAU.iïLIS'ME DE LA CONNEXION DE :M. WEYL. ;")3

• pseudovecteurs p\ {3'' conjugués entre" eux et à ( o ' et deux pseudo-

vecteurs j3'', p' 'conjugués entre eux et à ?%•?''. Ces quatre pseudovec-
3 ^ ' l -2

leurs étant l inéa i rement indépendants , on peut exprimer co^ en combi-
naison réelle l inéaire de p'', . . ., [3\

1 4

^v == a, ̂  + ̂ ; ̂  -4" /7;.. ,3^ -4- a, ̂ .
ï 2 :t 4

En raison du choix spécial des pseudovecteurs ?'\ on prouve sans
difficulté ûi == a^ ==- o, et, par conséquent;,

(^=:a,,^^- a,^.
;; ' .i-

Parce que co'' est un pseudovecteur fondamental et f3'\ ?'' sont conju-
:; 3

gués entre eux, on doit avoir
Or=/^p>pP.+^^ApiX\^,^ ,

\ :i :i i. '<, / >

ce qui montre que les modules a^^^\ a^f^p"- doivent avoir les
signes opposés. Or, le pseudotenseur a/,j ayant l ' indice d'inertie ï, les
pseudovecteurs p7, S^ ont forcément les modules de même signe, et,
par conséquent, chaque pseudovecteeur, qui — étant conjugué à o)'' —
est forcément, d'après le théorème I, une combinaison l inéaire de^, |3\

I, '2

(o'', jouit de la propriété que son module a le même signe que les
modules des pseudovecteurs p\ j^.

1 2

Le troisième théorème est ainsi démontré à son tour.

9. L'intégration du système cO^^o,

1'. Le rayon de lumière. — Si la courbe C? réalise le trajet d'un
rayon de lumière, ses coordonnées af'Çf) satisfont aux équat ions
,, rl^r^ ^ d^ cla^ dj^(,^ , ^+r^^^^m^-, . .

,3-. . , €1^ Cl^'( 3 3 ) ^ ^ ^-^^.^o.. ^

p étant une fonction arbitraire.
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En i 'nIrQduisanfc le paramètre-auxiliaire ^ .

(34 ) ^ o ^ e J ^ d t

où 0 est une pseudodensité scalaire constante du poids — 1 / 4 , les
expressions d— sont les composantes du pseudovecteur tangent

' ! " ._^' .
' ., , ! ~ ̂ Ï

qui, en raison de (33), est un pseudovecteur fondamenta l . Dans ce
cas. le système.(32) devient équivalent au système

•(35.) - •cOo^^^^+T^^^^o,

et (^ est une intégrale particulière du système
(36) (^y==.o

qui définit le pseudovecteur ^ transporté par parallélisme le long du
•rayon de lumière

Dans ce qui suit, nous 'nous proposons d' intégrer ce système que
nous écrirons simplement
(36) , . , ^ 6D£==o, , !

en convenant dorénavant de désigner plus brièvement par ^ un pseudo-
vecteur aux composantes ^'\

2. Intégrcdes particulières T[, r^. — Pour résoudre le système (36), il
suffît d'en trouver quatre intégrales particulières. C'est ce que nous
ferons dans les lignes qui suivent.

Pour tirer quelques avantages de la nouvelle notation, désignons

par E/C la forme a-^^'O^ ! '
1 , _ . \ ! , ÇC^^^U,

L'application de l'opérateur d5 à cette équation nous donne
<^a^^^== a^(<:0^)ÇP-+ a^^^ÇP-

1 1 1 1 f ->\ ->• ->• , -^ ! . ^ >1 1 "' ', ^^^.ç+t.^ç^^.s1 - ^
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•»- ->-
@t cette formule prescrit-l'a règle d'application de iS-à E.Ï. Si, en par-
ticulier, E/C == const., on obtient

(3;) (a)?).^-^)^

- ^ >
et si, de plus, ^== co, cette formule donne, en raison de (35),

/ "^\ •>•
(38) (^OÇ).c,)=:o.

Gela posé, choisissons tout d'abord un pseudovecteur utilitaire A con-i•>•
jugué à a), ->. -.>. -^ ,̂
(3ç)) À .À==±:T, A.<,):=O.

1 1 l
->. ~>-

I! s 'ensui t^ d'après (35)/que cî>X est un pseudovecteur conjugué à (o
-^ . . . . ^" ^ ! ->

et à À. En général, le choix arbitraire de A ne nous donne pas d3Ài i î
comme pseudovecteur fondamental . Or, on peut écrire

( 4o ) (.^ = k 7.. [k=i /cof. toî si gn CDÎ . iPÀ )
1 -^ \ Y 1 1 l } /

•> ! ! ! .»-
où A est u n pseudovecteur unitaire conjugué à A, dont l 'orientation

Ï 1

est fixée par le signe de la racine carrée L Le pseudovecteiir À est
, - ' • , î

donc défini sans ambiguïté loutes les fois que l'on a / c ^ O y ce qui
. ^advient en général ( ') , et l'on peut calculer le pseudovecteur Cffk en

tenant compte de l'équation' ' • ! ' ? '^- '•>- ! ! ^
À . 0) •==. 0,
2 , ! ' .! ; ! '

qui est la conséquence de (39) et de (35). L'application de l'opéra-
teur (Q à cette équation nous apprend qu'en raison de (38), le

' •• , • ! ! '! < "• -4 ! " ^ -> ! >
psçudovecteur (ffk est conjugué à co. OT^ les pseudo-vecteur A, X, <J3A

1 1 1 , 2 !. . ' c" ' ' •t 2 ; ^ 2

( ' ) Si, par hasard, /c === o sans que Û?X soit un vecteur fondamental, on aurait
•i. ^ - • ^ , , • • ! ! ! ^ . .̂ . ^ • • . ' • • , ^ , 1 : . 1

déjà deux intégrales particulières du système (36), e'cst-à-dire w et À.
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1<-

étant conjugués à co, ce dernier est la combinaison linéaire de- ceux-là
{voir\e premier théorème aux i l i a i r e )

( 4 î ) ^ = p i 7. -4- p .j 7. 4- ̂  ;; tO /.,

avec les coefficients scalaires p^ pa, p;, faciles à trouver. D'après le
-̂ - ->-

troisième théorème auxiliaire, les pseudovecteurs unitaires A, À ont le
même module que nous désignerons par m(===i=i) . Or, on déduit
de (4i\ en raison de (39) et (4o),

•> ^ ! ~> -> , -> ^
ço. À = o =p^ m + p:; À . cO À == pi m — p.^ 7.. a) 7.

=zm{p,—p^k).
i-^-

D'autre part, le pseudovecteur cff/. étant conjugué au vecteur uni-
.. ->- ! ! !

taire X, on trouve
1 > ^ .̂  • ->

Cj,j. A == o ==: p.̂  //^ -}-- ^^( À . C'O 7. .==:ŷ  /

et, par conséquent, l 'équation (4i) peut s'écrire

C-ii')1 , 1 ^
^ / .-> ^\
r,) =:p;; /•7. + cî>7. ).

V 1 ï /

Les pseudovecteurs A, cOA, co étant connus, celle équation nous
permet de calculer le facteur de proportionnalité ^3. Une au moins
des composantes c^ de co est différente de zéro, d'où i l suit quej^ ̂  o
En désignant par h sa valeur réciproque ainsi calculée, on peut écrire
pour (4-i)
(4-2-) , , ! ! ^pTir^—Â-A -4- A G,).

Les équations (40) et (42) constituent un système clos.Nous enten-
dons par cela que la dérivée ̂  d'un pseudovecteur :n, qui est combi-

"1."" :' ,. / . . ^. >" ^ • ! l l : i l :1 '1 • ; 1 1 - ^ .1 1 - • ! ! ^ ! 1 ! .
naison linéaire de A, A, co, est à son tour combinaison linéaire des

mêmes pseudovecteurs. On en peut profiter pour trouver deux inté-
grales particulières dusystème (36).
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Quel que soit le choix dés fondions a^ r, 11, les pseudovecteurs u n i -
taires

-<;;. -i>. -:>. -•>.

n -==- 7.. co s a -4- A sin r/ 4- /• o.),
i i i
> ' -^ '. -^ ^
r; —= /, sin a — À cosf/ 4- // co

sont conjugués entre eux. En tenant compte de (4o)? (42) et de (35),
on déduit, pour leurs dérivés,

> [ da \ ( i . t ^ ^/^- / . \c0-/3 == ( — -4-- /»• ) — /. s in a 4- A cosr/ 4- ^) —• 4- // s in a ,
1 \dt ) \ i , 7 \dî )
> /^a , \ / •t f . '\ . ^( du . \

a) ri =~: —— + A- À cos a 4- A si n a 4- o) — — h ces a ),
2 V^ / \ i 'i j \df' /

et, par conséquent, si l'on pose

—y^-
/• == — J //. sin a dt = f h\ sin f À- r// 6//.

u = f h ces a -:// == ^ À cos j k dt dt,

les pseudovecteurs unitaires conjugués

1 n =: 1 cos f A- dt — À sin ^ /• dt 4- û) ! A sin ^ /t- r// d î ,
{ 4 J ) < ^ > /- ^ ^ .>. /--> r r 1

! yy === — À sin ^ /.' dt — À cos f k dt 4- w f h cos î k dt dt

sont deux intégrales par t icul ières du système (36). On peut s'en servir
pour trouver deux autres intégrales particulières.

^ ^
3. Deux intégrales partcuUcres Tp T]. — Choisissons maintenant

-> •>-
deux pseudovecteurs X, A, qui, étant conjugués entre eux, sont cou"

;} 4 ! .
^ ->

ju f fués aux pseudovecteurs conjugués r^ r^
( ! . 1 2 • !

('44} 1 , ^ .A==ÏO, ' ï . r j = ^ o /(/==3, 4l .^===1* 2').
1 ?, ,.'(, 1 / K \ ' 1 - 1 1 1 1 1

^rt/z. jE'c. TV'orw., (3) , XLVI. — AVKIL 1929. Io
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L'application de l 'opérateur cÇ à la deuxième de ces équations nous
->-

apprend qu'en raison- de (4^)? le pseudovecteur cOA est conjugué
-> • !

à T], •
a

^>. ->- •
(43.) • 7 î .CO'A=0 ("^. ==ï , 2 ; /==3, 4-) -

^ f
^ 1 1 ^ .̂  .̂ .̂ ^

En tout cas, cî?A peut être écrit en combinaison l inéa i r e de rj, T|, A, A,
;•. i '-i :> ^

> ^ ^ ^ ->•
(' 46) c?A == <7i Y/ 4- q^'n + 7:; A -}- ^', A,

:î 1 2 ;î .1

d'où l'on déduit facilement, à cause de (44)7 (45)?

g,z=.q^o. , 1 1 1 .

En désignant par A le pseudovecteur unitaire, dont le module est m,
:ï ! ! ! 1 , . ! ! '1

•> -> ^.^^
.,( 447 ) ' A • ̂ ::::::: ̂ 5 À • / > ̂  — în}

3 ;t 4 4.

on obt ient de cette équation, en raison de (46)?
, / -y\ ^
( tPÂ J . A ==o==/n<7;p
\ :'. / 3

ainsi que l'on a
(coî).(cl?î)=:-m(r/,^.
v :î / V :î /

! ' 1 1 ^ • 1 1 ' 1 •
Le pseudovectear lOÀ étant connu, il 'en est de même de (y/,)2.

Le choix du signe de la racine carrée K. === \/ — m{ y ^ y fixe à son tour le
•^ • . ! . ' .

sens du pseudovecteur A, et l'on peut écrire, pour (46),
1 1 1 1 ! , ! 4, - , . ^ " • ' . , ! ! , — , : !

.(47) ' ^ . . •d5X==Ki. • : , ,
• • :î 'i. • .

Analogiquement/on peut déduire que l'unique coaiposante non
. 1 •>• 1 !, 1 1 1 . , ! '> , ! 1 ! 1 1 ^ ! ! ! 1 1 1 , ! , '

nulle de d)A est dans la direction de A,
4.1 ! ' ' '.'> ! ! ! , 1 , , ! <

(48) , ' tt)t=^,-
. 1 ' ! ' - ' 1 1 1 1 - 1 - 1 ! . ! ! , ! , 4 ^ , 1 1 ! . ! - , 1

et pour calculer g y il suffit de tenir compte de (44) / (44 / )6 t G l e (47)y
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d'où il su i t
/ -^. -^ / • ->\ ->
( (^ A ). A ==. — ( cO ). ). 7. = — ^m =: — m K
\ :• / .'i \ .i. / ;î

et, par conséquent, (48) peut être écrite
•>- ~i-

, (49) C D Â = : K À .
4 3

Le système des équations (4-8) et (49) ^st un système' clos, ce qui
nous permet cletrouverdeux autres intégrales particulières de (36). En
appliquant un procédé analogue à celui que nous venons d'exposer

-^ ~>
pour TJ, r^ on trouve que les pseudovecteurs unitaires conjugués

^ ! ^ r •> r
n = À Gos / K ai — A Sin | Iv df.
:{ ;'. J ,'.. J

( 30 )

n == — >. S in I K ch •4- A Gos f K dt
^ a J i' J

sont deux autres intégrales particulières de (36).

• . ! . ">" t" i"4. L'intégrale particulière' co. — Les pseudovecteurs A,)., étant con-
.>. ^ .̂  ^ " "' ^ .̂

jugués à T|, T^, le pseudovecteur co, qui est conjugué à son tour à T|, Y].,
. ^ i" 'doit être combinaison l inéaire de A, X,

;! 4

> > . •->-

Pour trouver les coefficients i\ appliquons l'opérateur (0 à cette équa-
tion. En tenant compte de ( 4 7 ) e^ de (49)? on trouve facilement

t- /' df\ ,- \ t /W/\ ,,- \
o== À —— -4- Ivr., + A — -4- K./'i

a \ dl " / 4. \, dt /

et cette équation exiû;e
dr^ .,..' dî\ ,,
^=-K/,. ^=-K..-,.

L'intégrale générale de ce système est
/ K. df / K ///

, , /'., rr: • G] eJ -\- f\ e J , . •

/ K < l l -- i K // /
/••„ ̂ - — c^ eJ 4- <'^ e J

[c == const. ),
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ainsi que ton a

,. , ^ •+-/1 / K < / / -fit^ -H fK./ / - fK f /A
(In) y==:/.\q^' +/y ^ /+À\-- - r ' i (y 4 - r , ^ ^ /.

3 1 " '' ^ " 1 '

->-

Le pseudovecteur eu étant fondamental, on doit avoir
-> -^
CiJ.ùorr: ,4 /w j r:j =r:0,

d'où il suit que l 'une ou l 'autre des deux constantes doit être n u l l e .
On obtient ainsi deux pseudovecteurs fondamentaux :

.. , Çïidtfï t\ ~( R .,///> ir\
( , )%! (\eJ À — A , c.,e ^ / - + / , ,

\ :! i / ' \:\ \ l

dont Vun seulement est le pseudovecteur tangent co du rayon de lumière
donné. Le scalaire e -' , ainsi que les pseudovecteurs A, A étant

:> •i
connus, il n'y a aucune difficulté à choisir entre (Sa) le pseudovec-
teur co et de fixer la constante correspondante. Dans ce qui sui ty nous

^ - ' , •
écrirons û) dans la forme générale (5 i ) en supposant que l'on ait, déjà
fait le calcul des constantes.

5. L'intégrale générale, — Nous sommes ainsi parvenus aux quatre
. . , . -^ •>

intégrales particulières Y], . . . , T|, exprimées au moyen des pseudo-
^ ^ , ' •

vecteurs A, . . . , À. En effet, si l'on tient compte de (43) et de (5o),
(3l), on trouve

îœsfÀ.^ts.in ̂ •^+jî(.,J^%c,^'^î(-^/K^+^^^ (h "sin [kdAài
\ J 2 ' J \ ••'> 1.' ) J „ J J

-îsin r/'^-^cos (kdt-^ î(^^K(//+^e~JK^+?(-^,^K'//+<.:^ 1 fh\ cos f/.dfU
1 J ^ J 3 ^ ' " ) J i J i

ÀCos fK^ ' -î Sin lîidf,

-ÂSmp<^ ' 4-ÎCosfKr^.

Ces intégrales sont l inéairement indépendantes, car elles sont con-
juguées entre elles. Il s 'ensuit que Pintégrale générale peut être
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' -?- ! ->•
écrite comme combinaison linéaire de r;, . . ., T?

•l î.

-^ ,̂  > ^ ->- ^ 7- ...̂  •>

'5 .== Gi-/^ -4-- .C^Y) 4- G:j-/j 4- G///-^ ( C == cou s t. )
1 2 :i '' .1.

ou bien, en tenant compte de (53 ),

i o î

( 5 4 )

}Y C, cos / / • r//—C.. sin /À - r i t )Ï( C, cos / / • r//—G.. sin /À - ̂
î \ J " J '

-'>- / /•» /-• . *\
À ( C, sin ^ /- ^// -+- C, cos ^ A- c/f \
'̂  \ »/ \} /

— À ( Ci sin ^ /" ^// 4- C^ cos 1 A- dt

4- À (/ (";, Gos TK dï — G, Sin / K dt

î ( — G. Sin A\ dt 4- G, Gos ^K dt

î ( C, Cos FK dï — G, Sin / K dl\
:s \ ' J ' J )

î ( - G:, Sin A\ ^/ -4- G, Gos ^K ̂ ^
4 ''. ,y î/ /

r-, /J K '7/ fî — î^ Û [G, sin A- dt 4- G., cos fA- dt 1 <^4- r-, ̂  K <n fî — {^ rA IG, sin ^A- f// 4- G., cos / A- dt dt
\ :'• ^ /J L J ~ -/ J

<-, ^"^ K f / t ( î 4- î') Çh \ C, sin f/- d t 4- G., cos ^7. dt\ dt.
.... / je,//

4- c.^ e ^ À 4- /.
\, :i .î\ :! •î / J . L J " J J

Le système (36) ainsi résolu, nous pouvons en déduire l 'intégrale
- .̂ .

générale du système û?^ === o.

10. L'intégrale du système (D^=o.

La pseudodensité p du poids — 1/4 qui figure dans (34) étant cons-
tante, le vecteur contrevariant fondamental

->- ->
{r^^-z: ù.jû,

indépendant de la constante G, est l ' intégrale du système déduit
de (35), >

(^ w = a,

tandis que le vecteur contrevariant

(55) ' , '̂ Jp
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est Pintégrale du système, déduit de (36),
~^

( ^6 ) tOc :== o.

Le vecteur fondamenta l tr, dont les composantes sont

^-W^'

étant connu, il représente une intégrale particulière du système (56),
et, par conséquent, si l'on substitue dans (55) le symbole $ tiré
de (54), on parvient à l'intégrale générale du système (56). En intro-
duisant les vecteurs

î=-îp (,/=i, ..., 4 )/ /
et les constantes c, a, C, A,

C,== c COSCT, 1 C^ c sina, '
^ G, = C Gos A., C, == — G Sin A..,

l ' intégrale générale du système (56) peut donc s'écrire

^= <•• /'ces [ a -4- I k dl\ — T s i n f a -r- Ç k dt\ \
L i \ J } 2 \ J /J

-^Cr^Cos^A -+ Ç^dt^- /Sin/A 4- fK.^A1
î - : ! \ J / '• \ J / JV

K ^ _ ^ ^ - - j K r / / ^ ^ -^ , ,JK'^ , . - / K ^

4
-^•^-.^'-^^^^(-^^"^

4 ' ̂  I. \ ^/ }

On a donc le théorème suivant :

^intégrale-générale (^) du système^), qui définit le vecteur con-
trépanant déplacé parallèlement le long du rayon de lumière donné dans
F espace général de la relaîwùé, ^obtient par trou quadratures^ Les
constantes a, A, c, G sont arbitraire};, tandis que l'une des constantes
c,, c^ est nulle et l'autre déterminée par le fait que l'un des vecteurs •

FK^/"; ^\ --A<///> ^\ •^ ej l — l , e.e J ( / -4- / )
. A 3 ^. ' \;i 'J
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^

'''?
!•'

^rt identique au vecteur ̂  (foziï fcç composantes sont

dx^ - f// ^/
ir^ — <° ^lrf <^

Remarque. — Quant à l'intégration du système de parallélisme dam
le cas général, on peut se servir du procédé analogue à celui de Cauchy
pour trouver la solution formelle du système linéaire

n
dz^ ^ ,^-l/-^ 1^--^

C'est ce qu'a fa i t M. Dienes qui en a déduit beaucoup de résultats
intéressants (1).

D'autre part, M. Godeaux ( l 2) a intégré le système en question pour
une variété r i emannienneS, à courbure constante R, dont lamétr iqu 'e
est définie par

(.1^= " ( dx, 'f - K.' s in2 (^ [ ( dx, 'f + sin2.:^ dx, f ] + ̂  ( dx, "f.

( 1 ) P. DIENES, Sur ^intégration des équations da déplacement parallèle de
M. Len-Civita {Rendiconli dei Circolo Matematico di Palermo. t. X1.VI1, i6-23,
p. 144-15^)' \ 1 , " • 1 1 1 1 1 . , ,

( 2 ) L. GOÛEAUX, L'Univers d'Einstein et la métrique -cayleyenne elliptique
(Bulletin de la classe des sciences de l'Académie royale de Belgique, y série,
1924, p. ^H^)'


