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SUR LES SOLUTIONS

DES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

D'’ORDRE INFINI ET A COEFFICIENTS CONSTANTS

Par M. GrorgEs VALIRON.

Je considérerai dans ce qui suit des équations différentielles de la
forme

(1) AV)=y-t+oey + ol =0
ou les ¢, sont des constantes telles que la fonction génératrice
(2) Sy =14 ciu . A cpu -

soit une fonction entiére satisfaisant 4 certaines conditions. Il est
clair que si @ est un zéro d’ordre p de (2), ¢*Q(z), ot Q(z) est un
polynome de degré . — 1, est une solution de (1), je dirai que ¢’est une
solution fondamentale. Dans un remarquable Mémoire ('), J. F. Ritt
a donné tout d’abord des propriétés générales des solutions de (1)
lorsque la fonction génératrice est de genre zéro. Ses résultats ont été
complétés récemment par M. Polya (*) qui a établi que, dés que (2)
est du type minimum de l'ordre un, les solutions analytiques de (1)
sont des fonctions holomorphes dont le domaine d’existence est convexe.
D’autre part, en faisant ’hypothése que (2) n’a qu’un nombre fini de
zéros multiples et que les modules des zéros sont suffisamment régu-
liers, M. Ritt a montré qu'une solution quelconque est développable
en série de solutions fondamentales dans tout son domaine d’existence.

(') Transactions of the dmerican Math. Soc., t. 18, 1927, p. 21-96 et 27-19;
Annals of Math., 2° série, t. 26, 1924, p. 144.
(2) Gattinger Nachr., 1927, p. 187-195.
- dnn. Ee. Norm., (3), XLVL. — JANVIER 1929, 4
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Il donnait ainsi pour la premiére fois I'extension du théoréme de
MM. Fabry et Hadamard sur les séries de Taylor lacunaires au cas des
séries de la forme

3 e

ST | @y © @, | s@tisfait & une certaine condition, la frontiére du domaine
de convergence de cette série (domaine qui est convexe) est une coupure
essentielle pour la fonction qu'elle définit. La démonstration de M. Ritt
ne differe d'ailleurs que par un détail de celle qui fut donnée plus
tard d’'une fagon indépendante par MM. Landau et Carlson ('), mais
la méthode de ces derniers auteurs permet cependant d’aller plus
loin. '

Je me propose ici d’étendre les résultats de M. Ritt. Je ne suppo-
serai plus que le nombre des zéros multiples de (2) est borné et je
ferai des hypothéses moins restrictives sur la fonction génératrice.
Tous les résultats de M. Ritt restent valables sil’on suppose seulement
que f(u) est du type minimum de Pordre un (*). Ils se modifient
lorsque f(u) est du type moyen de I'ordre un. La méthode que je sui-
vrai est celle de M. Ritt et je m’excuse des nombreux emprunts que
je serai obligé de faire & son Mémoire pour rendre plus facile la lec-
ture de ce qui suit (*).

1. Domaine de convergence des séries de solutions fondamentales. —
Considérons une série de la forme

(3) Tehni Qy(z),
les nombres réels ou complexes %, et les degrés v, des poly-
nomes Q,(z) satisfaisant aux conditions

logn .
)h —=o. lim B2 = 0.
n II:;Cﬁ)"IL

(4 lim

n-zo

(') Gottinger Nachr., 1921, p. 184-188. ,

(2) J'ai signalé ce fait 2 M. Ritt avant la parution du Mémoire de M. Poélya.

(2) Les équations de la forme (1) ont été considérées d’abord par Bourlet (Annales
Ecole Norm., 3¢ série, t. 14, 1897, p. 133-190), puis par F. Schiiver (Verh. der
sdchs. Gesell. der W., t. 70, 1918, p. 185-240).
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Nous désignerons par C,le plus grand module des coefficients de Q,(z)
et nous supposerons que les points z appartiennenta un cercle | s | <R,
R>1.0na :

(3) [ Qu(3) | << (o= 1) Gy R

tandis qu’en un point s’ de la circonférence |z| =R, |Q,(5")| est au
moins égal & C,. Si«,, ..., %, sont les zéros de Q,(z) intérieurs au
cercle |[s| < 2R, on a

I\_u( I\I()“(-)I“(]—'J,,

> 07,37 Vn r[l i

D’aprés un théoréme démontré récemment par M. H. Cartan (') qui
complete un théoréeme de Boutroux que j’'avais utilisé précédemment
dans une recherche analogue (*), le dernier produit est supérieur a

—‘//

(/ Pn N7
2R

a l'extérieur de cercles dont la somme des rayons est au plus égale
a¢,. On aura a 'extérieur de ces cercles

Pr \{J-u
(6) 4 [Qn(s )I/C"< feR)

Les inégalités (5) et (6) raménent ’étude de la convergence de la
série (3) a celle de la série

(7) 2 Gyt
qui a été I'objet de travaux de MM. Ritt et Hille (*). Lorsque la pre-

miére condition (4) est réalisée, 'étude de la convergence de (7) se
raméne comme dans le cas des séries de Taylor, i la comparaison de

(8) Co e

a 'unité. R (u) désignant la partie réelle de u, (8)-est égal & 1 surla

(1) Comptes renclus, t. 186, 1928, p. 624-625.
(2) Bulletin de la Soc. math., t. 34, 1926, p. 53-68.
(%) Annals of Math., 2° série, t. 26, 1924, p. 261-278.
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— I3
A —L =1
log G,

qui est la perpendiculaire menée par le point

__logC,
n-— ~

—

droite D,

au segment (o, v,). Désignons par S, la distance algébrique de s 4 D,
cette distance étant comptée p051t1ve1ne11t lorsque z se trouve du coté
de D, qui contient le point & Uinfini de la direction d’argument

— argum. 4,. On a ) )
Cpln?| == elalds,

Cette égalité donne le résultat de M. Hille :si(7) converge enun point z,
ce point est & une distance négative ou nulle des droites D, dés que
n>>n,;siun pomt z,est d une dlsldnce algébrique négative de valeur
absolue au moins égale a o 5 > o des droites D, d’ m(hcu supéricur a rn,,
la série (7) converge absolument et uniformément dans (out cercle
|z —2z,|2¢"<c. Dans un tel petit cercle la série (3) converge aussi
absolumentet uniformémenten vertu de (5) etde la seconde égalité (4).
Le domaine de convergence de (7) s’il existe estle domaine convexe A
constitué par les points z qui sont & une distance négative, de valeur
absolue supérieure 4 2(z) des droites D, ’indice supérieura n(3(z))-
Zest un domaine de convergence absolue pour (3) et (7); dans tout
domaine compléetement intérieur & A la série (3) comme (7) converge
uniformément.
Montrons que (3) ne peut converger dans aucun domaine extéricur
a A sl A existe et quelconque si A n’existe pas. Soit A’ un domaine
_extérieur 2 A,A” un cercle complotement intérieur a A”. [l existe duns A"
ou sursa circonférence un point 5' qui est i une distance posilive supé-
rieure & 8> o d’une suite infinie de droites D,. Considérons en effot
deux diamétres rectangulaires de A” limités aux points d’intersection
avec la circonférence. Sl le centre 5 de A" ne répond pas a la question,
il existe une suite infinie de droites D, dont la distance 4 = tend vers
zéro et I'une des quatre extrémités- des diamétres considérés répond
alors & la question. On peut extraire de la suite des indices n des
droites ainsi obtenues une autre suite dont les indices n croissent assez
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vite pour qu'il leur corresponde des nombres ¢, tels que la série
formée avec ces nombres converge et que

T
7;: e lOg On
tende vers zéro. En introduisant ccs nombres ¢, dans (6) et en tenant
compte de ces propriétés, on voit qu'il existe un pointdontla distance

. I . . . .
a 5’ est moindre que - ¢ tel que pour les indices n de la suite consi-
dérée qui sont assez grands, n > n(<), on ait

i{gn(::) l > Clte—s])'"lo

¢ étant pris aussi petit que on veut. St en ce point z la série (3)
convergeait, ou aurait pour ces n

[Quls)ets] <1
et par suite

(9) (o chas | < eE1hal

alors que le premicr membre doit étre au moins égal a

1o
5800l
¢

Ainsi :

I. Moyennant les conditions (4) le seul domaine de convergence de la
serie (3) est le domaine de convergence de (7). Dans ce domaine con-
vexe la scrie converge absolument, elle converge uniformément dans tout
domaine complétement intérieur a celui-ci.

Dés que la seconde condition (4) n’est plus vérifiée, les domaines
de convergence de (3) et (7) peuvent étre différents. C’est le cas pour

Zzne—ns,

On obtient un résultat plus complet en remplagant les conditions (4)

par la suivante
(10) lim pulogn
ML

On peut alors prendre dans (6)

I N
Pn:;.—_{ ’ \
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et ’égalité obtenue alieu pour toute valeur z extérieureaun ensemble E
de mesure linéaire nulle et pour n > n(z). Si 5 est extérieur & E et
si (3) converge en ce point, I'inégalité (g) est vérifiée en ce point si
petit que soit ¢ pourvu que 7 soit assez grand. En s’appuyant sur ce
lemme :

1L. Si la premitre condition (4) est vérifiée, si (7) posséde un domaine
de convergence A et si linégalité () est réalisée en un point s pour tout
e positif dés que n>> n(e), = appartient @ A ou a sa frontiére,
on obtientalors cette proposition qui généralise celle que j’avais donnée
~dans le Mémoire cité plus haut dans le cas des %, réels ct positifs.

II. S la condition (10) est vérifiée et si () posséde un domaine de
convergence A, la série (3) ne peut converger en dehors de A et de sa fron-
ticre qu’en les potnts d’un ensemble de mesure linéaire nulle.

On démontre le lemme II en considérant un triangle formé par s ct
par deux points de A. Un point intérieur & ce triangle est & une dis-
tance négative, de valeur absolue supérieure & un nombre 2, des
droites D, sauf d’'un nombre fini d’entre elles.

Le lemme II se généralise au cas ou I'inégalité (9) est remplacée
par . ; ’

| Cpuhn®| < elbal s
et ot le domaine de convergence est limité par une courbe possédant

en chaque point une tangente orientée; alors la distance de z & cette
courbe est au plus égale 4 K.

2. Sur quelgques propriétés des fonctions enticres. — Etant donnée
une fonction entiére (2), on dit avec M. Lindelsf que la fonction est
du type mirimum de Uordre un lorsque, si petit que soit le nombre
positif ¢, on a, & partir d’une valeur de |/,

l/ ( ”.)l <eelu].

La fonction est dite du type moyen de Lordre un lorsqu’il existe un
nombre positif y tel que, & partir d’une valeur de ||,

I (w)j<etm,

Nous désignerons par I' la borne inférieure des nombres y jouissant
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de cette propriété; lorsque la fonction est du type minimum I' est nul.
On sait que 'on a, & partir d’une valeur n > n(e), si petit que soit ¢,
o T "
T+ -2e
4 1

. 2
(11) < | —2— | <@ et
n n .

Supposons que f(u) ait une infinité de zéros et soient a,, a,, ...
ces zéros rangés par ordre de modules non décroissants, chaque zéro
étant inscrit un nombre de fois égal 2 son ordre de multiplicité. Si f(u)
est de genre o ou un, on a

. . u
(12) [ (w)==1im ePm~ I I L— —
‘ m==z - ((Il

en posant

n

1
{31/1.:: o - Z e
ay,

1
M. Lindelo6f a donné la condition pour que f(u) soit du type
minimum ou moyen : il faut et il suffit que 3, et ” tendent vers zéro

pour que la fonction soit du type minimum, que (,es quantités soient
bornées pour que la fonction soit du type moyen ('). Nous poserons

G=lim |B,].

m=

Lorsque [ est nul, donc en particulier dans le cas du type minimum,
on peut supprimor le facteur exponentiel dans le second membre
de (12); lorsque 3, a une limite, on peut Ie remplacer par cette limite
dans(lz).

Nous désignerons par
(13) JGGpy, pay e pa)

la fonction entiére obtenue en divisant /() par le polynome

5
(A 44
b([(-/} ), ) = (]_._._.. <1..._ _.~_>
Py e P =— e
\ ((1‘1 a/’u

construit avec des zéros de.f(u), chacun figurant un nombre de fois

(1y Annales de 'Ecole Norm., 3¢ série, t. 22, 1905, p. 369-395.
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au plus égal & son ordre de multiplicité. En se reportant au Mémoire
cité de M. Lindeldf, on établira aisément la proposition suivante :

IV. On a uniformément pour|u|>u(z), si petit que soit le nombre

positif g,
If ("‘;Pn LRI [)n-)l<e“b+5) (LN

D étant au plus égal au plus grand des nombres 3 et K'I', K’ étant compris
enitre un et une constante absolue (D est nul dans le cas du type
minimum).

Les coefficients du type taylorien de (13) vérifieront donc desinéga-
lités analogues & (11) mais ot I' sera remplacé par D. Il en est de
méme pour la différence

V(uy=j(us1...,m) — ebwt=ebn [W (1) —1]
ot l'on pose

A\ (//)_II<1~ ;/—> ”'I‘.
n 41

Supposons que

&rll,) 1),|l(|<|[l///,7

\ a
14 i -
e —log {1+ — ) =8, —
iy i ay Ay

Ic»gVV(u):é(uf}]u[le—a—[-]—,_,: |G| <t

m-=1

on aura

’ I(ju!‘<1:

done

En se reportant encore au Mémoire de M. Lindelsf on établira que

%

2& | am |

m--1

H étant fini, ce qui montre que le module de W(u) — 1 est inférieur 2
u \*
Ml

tant que |u| vérifie la condition (14) et que m est assez grand. Par
sulte, ¢’ étant arbitrairement petit, on a

[W (1) — 1| <<etid —g
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si H|u|est inférieur & ¢'|a,|. On déduit de la et des inégalités de
Cauchy une limitation du module des coefficients «, du développe-
ment de W(z) —1:0ona

e no (o)
AR R - T
\

n 1.

pour n=1, 2, ..., n’ si grand que soit n’ pourvu que m >m(n"). 1l
s’ensuit cette proposition qui précise la facon dont V(u) tend vers
zéro lorsque m croit indéfiniment.

V. St lon pose

»

. \
Flasn, oy ..., m) — ebur — 2 dy,

1
on a
[ely|nt<e(B 4 ney si n<<n'

|dp| ! <(D - 2)n sioonoznl,
st grand que sovt n' et si petit que sout & pourvw que m. soil asses grand.

On peut de méme préciser les conditions dans lesquelles le second
membre de (12) converge vers le premier membre. Il est clair que les
p premiers coeflicients du second membre de (r2) tendent vers ceux
de /(u) st p est fixe et si m croit indéfiniment; d’autre part les coefti-
cients de rang supérieur & nsont toujours bornés de la méme maniere.
D’une facon générale :

VI. Les coefficients de la fonction
1 1
. L N
Jluy—e I:f Pt ”'".,]’ Puyuoo, oo mymy, ..., my)= Z ey,

vérifient les inégalitis

ldy | nl<e ston-<n',

V
~
<

|| nt<<(D =gy si n:

'
i

st grand que soit n' et st petit que soit e pourvu que m sotl asses grand
(on suppose les m; supérieurs a m).

3. Minimum du module de certaines fonctions enticres en certains
points. — Supposons que la suite a, des séries de (2) vérifie en outre
Ann. Ee. Norm., (3), XLVI. — FEvRIER 192(). 5



34 GEORGES VALIRON.

la condition suivante : a, étant supposé d'ordre v,

== ey == « + « == Ay goppy—1»

ona
(13) ) Vet u, | — [t | > o,

u., étant le plus grand des ordres de multiplicité de «, et a,,, el & un
nombre positif. Soit alors

. ’ Y
Flny = [] (I — %; ) pp(p Z 0.
1R 2

Le module de la valeur de cette fonction au point a, est supérieur ou
égal au module au point [a,|= A, de la fonction dont les zéros A,

vérifient la condition
o Apry— Ay .
VII. Ona :

I Fn (if’.u )l > e Kopend
st petit que soit & pourvu que n soul asses grand. K est une constante
- . ’ \ . . m , . ,
indépendante de n égale a zéro st — lend vers zéro et ai plus égale dans

alll

tous les cas au produit de 1" par une constante dépendant de « (').
Considérons d’autre part’les valeurs au meéme point «, de la dérivée
logarithmique de F,(u) ct de ses dérivées. On a

!

I, (u) 2‘\ 2Ly
¥, ) e a

done

(16) ¥olan) < alu ‘2, : — 12: S

Y Fo(a,) A ]A}’,—.‘»\}i]\” " wipt 3 ol
. : 1

De méme

F’ (”n)— KA - E 1 I )
(— 1)) =X —=ag!3u, : .
[hwm TP\ =y " (ay wap |
ce qui donne
@) (Bt it

l"n‘.‘”n‘)

(') Cest un cas particulier du théoréme de M. Hadamard sur le minimum du
module. Une démonstration trés simple est donnée par MM. Landau et Carlson dans
le Mémoire cité.
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I,

%, Propriétés générales des solutions analytiques de (1). — Nous con-
sidérerons d’abord uniquement les solutions analytiques de (1) et
reviendrons ensuite au n°9 sur les solutions non analytiques. Nous
dirons qu'une fonction analytique g(z) est solution de (1) dans un
domaine A ol elle est holomorphe lorsque le premier membre de (1)
converge en tout point de A quand on y remplace y par g(z) et a une
somme nulle. Les incgalités de Cauchy relatives aux dérivées d’une
fonction holomorphe jointes aux inégalités (11) montrent que.:

VL. Si g(=) est holomorphe pour| s — 3, | <U' + I, h > o, lu trans-
mutation : ;

Al =g+ ...+ gz + ...
« un sens et définit unc fonction holomorphe pour |z — =, < h ().

Iin outre, si g(s)est holomorphe et de module moindre que M pour
|z — =z, | <I'+h+ /1", A(g) a son module infériear & MO(A") dans
le cercle |5 —5,| </, 0(A") ne dépendant que de A’ et de /() et non
pas de g(=). Donc :

IN. 80 une suite de fonctions holomorphes g(z; p), p=1,2, ...,
converge uniformément vers g(5) dans le cercle|z — z,| <1 + A, la suite

des fonctions A(g(z; p) ) converge uni formément vers A(g(5)) dansle
cerele |z — 3, | < h. ~

La présence du nombre I' dans ces énoncés n’est pas due a la
méthode. Si les ¢, vérifient non seulement les conditions (11) mais les

conditions de régularité
1

(18) lim(n!ir,,;);;;,: I,

la convergence de (1) dans un domaine A nécessite que g(z) soitholo-
morphe dans tout cercle de rayon I' ayant pour centre un point de A.

(1) La transmutation A(y) rentre d’ailleurs dans la catégorie considérée pav
M. Pdlya (Bull. Soc. math., t. 82, 1924, p. 519-532).
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La proposition VIII donne de suite la suivante :

X. St une fonction g(z) vérifie (1) dans une portion Ade son domaine
d’existence @, elle vérifie encore (1) en tout point de (@ qui peut étre
joint & un point A par un chemin dont chaque point est centre d’un cercle
de rayon supérieur a I' dans lequel g(5) est holomorphe ().

Dans le cas out f(«) est du type minimum le domaine de valabilité
d'une solution coincide avec son domaine d’existence, une fonction
analytique ne peut fournir qu’une seule solution. Dans le cas du type
moyen nous venons de voir que le domaine de valabilité peut étre plus
petit que le domaine d’existence de cette solution. En outre, une
méme fonction analytique peut fournir plusieurs solutions. Soit
I’équation

. 10 o
(19) ) ;;)‘Iﬂ—. e ol yin=tg =0,

dont les solutions se déduisent de fonctions périodiques : si 4(z) est
périodique, de période ur, dans une bande paralléle a I'axe réel et
d’épaisseur supérieure a 2, sa dérivée est solution de (19) dans le
domaine restreint constitué par les points de la bande qui sont a une
distance supérieure & 1 des points singuliers de #(z). On obtient ainsi
toutes les solutions de (19). Une fonction de la forme

K

.
I

M=) :E sée (s + fdy)

fournit s+ 1 solutions différentes si les différences des o, deux a
deux sont assez grandes.
Convenons de désigner par

A5 pie oo pa)s B P pa)

les transmutations analogues au premier membre de (1) dont les
fonctions génératrices sont respectivement

JCas pos ooy pudy Plus pyyooo, pu).

(') Cette proposition énoncée par M. Ritt dans le cas du genre zéro rentre dans
celle énoncée par M. Pélya dans le Mémoire qui vient d’étre cité.
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L’équation
) Biyip. ..o py)=o
est une équation d’ordre fini & coefficients constants dont les solutions

sont bien connues. En utilisant la proposition VIII et les développe-
ments en série on voit que :

XI. Pourvu que g(z) soit holomorphe pour |z — z,|<T + h, on a
dans le cercle |z — =, | < h

(20) ACg)=DBlA(gs pre e s Pu)i Pis ooy Pul
=AIBOg py s Pu) s Py e i)

Cette proposition permet de ramener le cas ou la fonction (2) n'a
qu'un nombre {ini de zéros au cas d’une équation d’ordre fini qui se
traite de suite ('). Nous supposerons dorénavant que /(«) a une infi-
nité de zéros.

Les propositions V et VI entrainent aussi la suivante dans laquelle
B, peut étre remplacée pas sa limite si cette limite existe.

XII. g(z) étant holomorphe pour|z — z,| <D + h, h > o, ct € arbi-
lraire, on a
(21) IA[g(s)s 1, 0000, m]—g(s+ 5u)| <e,
. 3 1 r ]
(29) IAI &(z)] w-Bl ‘.',"(‘: T e el E LT TN/ N ) ] <e
- N niy A, i

pour |z—z | < W< hetm>N(g,e).

Considérons une courbe fermée sur laquelle une solution g(z)
de (1) est holomorphe autour de chaque point dans un cercle de
rayon D + & au moins. Le point z — 8,, décritaussi une courbe fermée
et g(5--,) est encore solution; donc, d’aprés (20),

Alglz—0n)5 0,2, .., m|

est une fonction uniforme et en vertu de (2r) les valeurs de g(z)
lorsque le point 5 décrit la courbe fermée donnée et revient au point

(1) Le raisonnement de Bourlet sur ce point se compléte aisément.
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.

de départ différent de moins de = elles sont égales puisque = est arbi-
traire. On généralise ainsi le théoréme de M. Ritt :

XIII. Nous supposons que la fonction génératrice est au plus du type
moyen de l"ordre un. Il existe un nombre Q au plus égal a D+ Bel gque,
st g(z) est solution de (1) autour de =, et st A est le domatne formé
par les points qui peusent élre joints a z, par une ligne dont chaque
pornt est centre d’un cercle de rayon Q dans lequel la branche de g ()
issue de z, est holomorphe, g( =) est holomorphe dans tout A.

Dans le cas du type minimum Q est nul et 'on retrouve le premier
résultat de M. Ritt complété par M. Pdlya. Lorsque la condition (18)
est réalisée, Q est au moins égal & I'. Si la fonction f(u) est une fonc-
tion paire & zéros alignés l'inégalité donnée dans le théoreme IV se
précise, D y est rempiacé par I' et d’autre part 3 est nul, Q est au plus
égal a I'. Q est donce égal & T si cette condition est vérifiée et si (18)a
lieu pour les n pairs. Il importerait dans Ie cas général de remplacer Q
par le plus petit nombre possible.

D Propriétés des solutions déduites du développement en série de solu-

tions fondamentales. — Supposons que g(z) soit une solution holo-
morphe pour|z — 3, | <D+ B+ /. zappartenantau cercle |z — 7,/ < A
on peut appliquer (21) au pointz — B, on a
glz)=limA{glz— Buditeoo ooym |
nmz= =z

et d’apres (20) le second membre est solution de
B(yiro2, ..., m)=o0,
c'est-a-dire est une somme de termes de la forme
(23) e Qplz),
Q.(=) étant un polynome dont le degré est 'ordre de multiplicité de
la racine @, de /(u) diminué d’une unité. Comme une suite de telles

fonctions entiéres converge nécessairement dans un domaine sim ple-
ment connexe, lc théoréme XII se complite comme suit :

XIV. Le domaine A défini dans I'énoncé X111 est stmplement connexe
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et dans ce domaine la solution envisagée est la somme d'une série unijfor-
mément conyergente dont les termes sont des sommes de solutions fonda-
mentales (23). )

Le cas le plus simple est celui ou la solution peut étre représentée
par la somme d’une série'simple

(24) et ), (30,

Mais ce n’est pas le cas général. 1l peut se faire qu'une série (24) ne
converge en aueun poin(, mais qu’un simple groupement de (ermes la
rende convergente. C'est le cas pour

¥ W RPN, (7 e 87
A et n ' (g, ==¢ )

’

quireprésente une fonction enticre solution d’une ¢quation (1) facile
a former. Le cas le plus simple lorsqu’un développement (27) est
impossible serait sans doute celui ot un groupement d’un nombre
borné de termes assurerait la convergence. Quoi qu’il en soit ceci
montre U'intéret des proprictés données ci-dessus et de la proposition
précise de M. Polya donncée dans Pintroduction qui s"appliquent & la
famille des fonctions solutions d’¢quations (1) indépendamment de Ja
possibilité de les représenter par des séries simples. Ces proprictés
appartiendront évidemment a la somme des séries de la forme (24)
dés que leur domaine de convergence contiendra un cercle derayonI'.

Supposons maintenant qu'une solution g(z) soit donnée par la
somme d'une série (24) dans un cercle |z — z,| <"+ h, h>o0, la
série étant uniformément convergente dans ce cercle. Le caleul des
coefficients des polynomes Q,(z) se fait en généralisant la méthode
de M. Ritt. La fonction

Glz) —eti0,(5)

est solution de

(2D) ACy sy ooy 1A py—=1)==0 (==l == == gy s

tout au moins pour |z — z,| <A Pour simplifier I’écriture, écrivons
a, 1., Q au licu de a,, 1w, Q, et appelons C(y) le premier membre de
(25) et d(u) sa fonction geéndératrice. La fonction
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et ses dérivées vérifient C(y)=o. En éliminant Q, Q', ..., Q/~' (")
entre (26) et ses j premiéres dérivées, on voit que

ol — jagi— + Cratgl—2 4. . .4 (—1)al g — e Q1

o

est solution de C(y) = o. D'ailleurs

Clel—. ..+ (—1Valgl=(—1ValA(g;n, n+1, ..., 0+ p—j—1)
v—i=(a)
C(e=Q/) = e [d’(ﬂ)(;)/—{— D ()QH H Qu—1 I,

Q et ses dérivées vérifient donc le systéme d’équations

( 1 RN,
(27) péh-[wll)(([)(\)‘/ e (__!;_:/—___1)' Div—r “(”)le‘ 1‘]
=(—1)a/Alg;n, n41.....n—+p—j —1)
(../‘:0~ T, 0.y [J.——])_

La derniére de ces équations (j = v.— 1) donne le terme de plus
haut degré de Q(s), la précédente donne le terme précédent, et ainsi
de suite. Il suffit d’ailleurs que g(z) soit holomorphe dans le cercle
|z —5,|<<I'+ /, A>o0, pour que ce calcul soit possible. .1 toute
solution de (1) /?01077707:[)/16 dans un tel cercle correspond une suite de
polynomes Q,(z) attachés a ce cercle et aux zéros a, de f(u). Nous les
appellerons les polynomes de Diriclilet de g(z) [Dans le cas ot f(u) n’a
qu'un nombre fini de zéros multiples, on a des coefficients de Dirichlet].

Une fonction (24) uniformément convergente dans un domaine
contenant un cercle de rayon I' admet ses propres polynomes coeffi-
cients pour polynomes de Dirichlet, elle ne peut représenter zéro si tous
ses polynomes coefficients ne sont pas nuls.

Supposons que deux solutions holomorphes dans un méme cercle
[5—2z,|<D~+h, h>o, aient les mémes polynomes de Dirichlet
dans le cercle | z — z,| < h. Leur différence G(z) a des polynomes de
Dirichlet identiquement nuls. Les conditions (27 ) montrent alors que
I'on a pour |z — z,| </ et pour tout n

AGyn,n—~+1,..., 0+ p,—1)=o0.

(*) Dans les formules jusqu’a (27) les indices supérieurs de g, Q, ® sont des indices
de dérivation,
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Alors, eu égard a (20), la fonction
AGsn, oo n+py—1, 0y oo A 1)

vérifie deux équations linéaires d’ordre fini sans solutions communes,
elle est identiquement nulle; en opérant ainsi de proche en proche on
voit que, quel que soit n,

A(G;1,9,...,n)=0o0.

On peut alors appliquer (21), ce qui donne cette proposition :

XV. Deux solutions qui sont @ la_fois holomorphes pour|z — 5,| <D+ h,
I > o, et ont mémes polynomes de Dirichlet dans ce cercle sont identiques.

Il s’ensuit que, dés que la série (24 ) formée avec les polynomes de
Dirichlet d’une solution g(z) valable autour de z,, et holomorphe
pour |5 — 5, | <D —+ /, converge uniformément dans ce cercle, elle y
donne le développement de la fonction g(z). En se reportant a I'étude
de la convergence de ces scéries faite au n° 1 et en remarquant que,
dans le cas du type minimum les conditions (4) sont toujours vérifiées
(puisque lordre d’un zéro est moindre que le plus grand de ses
indices et que » : @, tend vers zéro) on voit que :

XVI. Dans le cas du type minimum, pour qu’une solution sott dévelop-
pable en série de solutions fondamentales dans une portion de son domaine
d’existence, 1l faut et il suffit que la série

(28) 3| e Qu(5))|

formée asec les polynomes de Dirichlet de cette solution converge dans
celte portion.

St la fonction est du type moyen el st v, a,., tend vers séro, pour
qu'une solution valable autour de s, et holomorphe pour |z — z,| <D + /A
soit développable pour |z — z,| < h, il suffit que la séric] (28) [corres-
pondant a ses polynomes de Dirichlet concerge dans le premier de ces
cercles.

6. Sur lo divisibilité. — Considérons deux transmutations A(y)
et A, (y) de fonctions génératrices f(u) et f(u,) et désignons par
(AA,)(y) la transmutation dont la fonction génératrice est le pro-
duit f(u)/f,(«). Nous appellerons I', le nombre analogue a I' et relatif

Ann, e, Norm,, (3), XLVI, — FEVRIER 1g2g. 6



~,| 2 GEORGES VALTIRON.

A/ (). Si g(=)est holomorphe pour |z — =, | <+ T, + A, i >o0,
on a uniformément pour |z — z, | < Iy + 7
AMgr=lim{g+c g+ .40 ]

En appliquant la transmutation A, anx deux membres, on voit que
dans le cercle de rayon /2, A, [A(g)] = (AA)(g), donc :

XVIL. Si g(3) est solution de A(y)=o0 autour de 3, ct est holo-
morphe pour |z — z,| < U+ 1T, + N, g est solution de (AA ) y)=0
lorsque |z — z,| <M.

L’inégalité (22) donnerait une autre démonstration, mais un résultat
moins précis. Lorsque 'équation est du type minimum elle admet toutes
les solutions des équations du type minimum dont les génératrices
sont les diviseurs de /(). Dans le cas du (ype moyen 'énoncé préce-
dent apporte quelques restrictions. Il est d’ailleurs clair que lorsque
la condition (18) est vérifiée, une solution d’un diviseur appartenant
au type minimum ne peut convenir partout si sen domaine d’existence
est borné et ne convient nulle part st ce domaine est trop petit, ce qui
est réalisable comme on le verra au n° 7.

Lorsque deux fonctions génératrices ont des zéros communs los
équations correspondantes ont des solutions communes. Ces solutions
communes proviennent-elles uniquement des zéros communs? En
d’autres termes, deux équations dont les génératrices n’ont pas de
zéros communs peuvent-elles avoir des solutions communes?

Placons-nous dans les conditions du théoréme XVII et montrons
que :

XVIUI. Les polynomes de Dirichlet de la solution g(z) considérée
conune solution de A(y) = o ou comme solution de (AA,)(y) = o sont
les mémes.

Les formules (27) donnent en effet ces polynomes dans le premier
cas. Sig(s) est considéré comme solution de I'équation composée, on
voit de suite que les polynomes correspondant aux zéros de /,(«) [qui
ne sont pas zéros de /(«)] sont nuls. D’autre part les deux membres
des égalités (27) restent égaux lorsqu’on leur applique la transmuta-
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tion A, (). Or on obtient ainsi dans le premier membre

et O(a) fi{a)yyi—.. .+ ({jﬁ [D(a)[fi(a )]'51.-4/;1" ,
¢'est-a-dire que les équations deviennent celles déterminant les poly-
nomes de Dirichlet de I'équation composée. Ceci démontre la propo-
sition.

Considérons alors deux équations A, A, admettant les solutions g
et g, et supposons pour simplifier qu’elles soient du type minimum.
La différence ¢ — g, est solution de (AA,)(y) = o et la suite de ses
polynomes de Dirichlet est constituce par les suites des polynomes de
g et — g, relatifs aux équations A et A,. Si g et g, coincident, elles
ont donc mémes polynomes de Dirichlet et ces polynomes ne sont pas
tous nuls d’apres ce qui a été dit plus haut. Les deux fonctions /(u)
et /(i) ont donc des zéros communs et seuls ces zéros communs
fournissent des polynomes de Dirichlet non nuls pour les solutions
communes. D’aprés (27) les solutions communes a A et A, sont les solu-
tions de 'équation dont la fonction génératrice est le plus grand commun

diviseur de fCu)et fi(w).

7. Cuas des équations régulicres. Propriétés des scries correspondantes.
— Nous supposerons ici que les zéros de la fonction génératrice
vérifient fa condition (15). En suivant ce qui a été fait par M. Ritt
nous introduirons I’équation
(29) ‘ (AN () ) =0

avec
[ilay==f(—w).

Le quotient de /() /(— «) par le binome (1 — L ) est alors le pro-

a,

duit de la fonction F,(«) du n® 3 par

o
R ) .
[

On pourra appliquer la proposition VII et les inégalités (16) et (17) &

la fonction ®(a) figurant dans les inégalités (27) correspondant 2
o e D'(a)

cette fonction et aux dérivées de YO
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Soit g(s) une solution de (1) valable autour de z, et holomorphe
dans le cercle |z — z, | < 2D —+ A; ses polynomes de Dirichlet peuvent
étre calculés en considérant cette fonction comme solution de (29).
Nous allons montrer que, moyennant certaines conditions, la série (28)
correspondante converge dans un cercle |z — z,|</#'< /. Dans ce
cercle les fonctions

(AA D) (gsnyn+1,...,n+p—j—1)
sont uniformément bornées. D’autre part, en tirant Q(z) des éga-
lités (27), on obtient

J=pg—1
3 — %' .o ;
e ()= Z (D(U)/HA(/)(&\ V(&5 1y ey 1A = — 1),

j=0

A(j) désignant le déterminant

Q'(a) :I:(D"(' a)y ... /‘, D)
Oay D(a) ... —-—l——l—, Qi)
A= ./ )
0 D(a) (./»_-_)),(D‘/“’((/)
0 O i D'(w)

dont les éléments d’une paralléle a la diagonale principale sont tous
égaux. Ce déterminant A(j) contient 2/~' termes non nuls qui sont

de la forme
D(ay O (a e [Q{/is a)]J

J -

avec
P =, v =/,

A()) __Z_i_{d)’(a) w O ()]
Olay  ad ™ | ®(a)| | jIOa)]|

Un facteur de ce produit s’exprime au moyen de ¢(a) =

@ (a) B
D(a) :2 el ey, (e )

On a donc

(a)

D) et de

ses dérivées, on a



L
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avec
b2l =],
et le X contenant moins de j! termes. Appliquons les inégalités
déduites de (16) et (17). Nous obtenons
Ay
®O(a)

<wia

B étant le quotient d’une constante absolue par w?. Il suit de la et du
théoréeme VII que

l o Q”( 3) | < (.|K+—E)In,,|( B[J-ni Uy i: ‘){L,,‘

On sait que u, : |a,| est borné, si donc on suppose que

) : .opplogla
(30) Iim I—"—-‘—:’-'—l—f—l— =0,
|ty

on aura 'inégalité

[e® Quiz) | < ettlicnl
valable dans le cercle | = — =, | </ si petit que soit e pourvu que 7 soit
assez grand. K est la constante figurant dans énoncé VII. La condi-
tion (30) implique la condition (10) du n° 1 et par suite pour tous les
points du cercle sauf peut-étre ceux d’'un ensemble de mesure linéaire
nulle, on a aussi

; (,.‘"":(v,;,, l < LSRN

Cette inégalité a lieu partout dans le cercle considéré puisque le pre-
mier membre est holomorphe.

Supposons d’abord que /(z) soit du type minimum; K est nul. Les
distances positives de tout point 5 du cercle aux droites D, du n° 1
restent inférieures & 1 des que n est assez grand. Considérons trois
points du cercle et les petits cercles de rayon 27 ayant pour centres
ces trois points. Les tangentes communes a ces petits cercles paral-
leles aux cotés du triangle des trois points déterminent un petit
triangle intérieur au premier dont tous les points sont & des distances
négatives au moins égales en valeur absolue a7 de toutes les droites D,
sauf un nombre fini d’entre elles. La série (28) converge donc dans ce
triangle et par suite dans le cercle considéré, ce qui permetd’énoncer
ce résultat :

XIX. 8¢ /(u) est du type minimum et st les a, et ., vérifient les condi-
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tions (15) et (30) toute solution de (1) est développable en série de solu-
tions fondamentales dans tout son domaine d’existence qui est concexe.

Moyennant ces conditions imposées aux a, ¢t %, une série (24) admet
lua fronticre de son domaine de concergence comume ligne singuliere.

La seconde partie de l'énoncé compléte un résultat que J'avais
donné précédemment (*).

Dans le cas du type moyen, les considérations précédentes s'ap-
pliquent avec quelques modifications. On prendra dans le cercle
|z — 3,| <A trois points formant un triangle équilatéral etI’on entou-
rera les sommets de cercles de rayon supérieur a K. Il est nécessaire
que h soit supérieur i 2K, il faudra d’autre part appliquer la proposi-
tion XVI. On obtient ainsi cette proposition :

XX. S f(uw) est du type moyen et si les a, et ., vérifient les condi-
tions (15) et (30), il existe un nombre Q' au plus égal @ 3D + 2K zel
que :

1° Toute solution de (1) valable autour de z, et holomorphe pour
|5~ z,|<Q'—+ h est déceloppable en série de solutions fondamentales
dans le cercle |5 — =, | < h:

2° Le domazine de convergence de la série obtenue contient tous les points
qut peusent étre joints @ 3, par une ligne dont chaque point est centre
d’un cercle de rayon supérieur a Q' dans lequel la mlutmn prolongee le.
long de la ligne est encore holomorphe.

En ce qui concerne les singularités de fonctions définies par les
séries (24) on a la proposition suivante qui comprend un théoréme de
M. Ostrowski (*):

XXI. 57 une série (24) posséde un domaine de convergence et si les a,
et ., satisfont aux conditions (15) et (30), la somme de la série ne peut
étre holomorphe dans un cercle de rayon supéricur @ Q' sile cercle concen-
trique de rayon I est intéricur au domaine de convergence, la circonfé-
rence de ce cercle étant tangente a la frontiére du domaine.

(V) Comptes rendus, t. 181, 1925, p. 763-765.
() Setzb. der preus. dkad. der W., 1923, p. 39-44. Voir aussi & ce sujet le
Mémoire de M. Pélya qui suit celui-ci dans ce recueil.
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Le théoreme XIX justifie ce qui a été dit au n° 6. La forme du
domaine de convergence des séries (24) est conditionnée dans une
certaine mesure par ’ensemble E limite des arguments réduits des
nombres a,. C’est une conséquence du n° 1. On peut prendre une
suite de fonctions fondamentales telle que E ne contienne qu’un
nombre fini s de points. Les domaines de convérgence sont alors des
polygones convexes de s cotés au plus (certains des cotés pouvant
aller & I'infini) dont les directions des perpendiculaires aux cotés
dirigées vers I'intérieur sont connues. Tout polygone satisfaisant &
cette condition est le domaine d’existence de solutions faciles d former.
On pourra obtenir des solutions dont le domaine d'existence sera un
triangle aussi petit que 'on voudra.

Lorsque E renfermera une infinité de points on aura d’autres formes
de domaines. Si J& est dense entre o et 2w, on pourra oblenir un
domaine limité par une courbe convexe F donnée. On choisitles C,
pour que le lieu des points limites des points v, du n* 1 soit la podaire
de F par rapport a I'origine.

8. Solutions entreres. — Les fonctions entiéres, solutions d’'une
équation (1) sont-au moins du type moyen de I'ordre un. Ce résultat-
donn¢ par M. Schirer dans le Mémoire cité dans I'Introduction peut
aussi s’établir et se compléter de la facon suivante dans le cas ici
envisagé :

Soient M(7)le maximum dumodule de la fonction entiére g(z) pour
|z =r, M(r; p)le maximum du module de sa dérivée d’ordre p. Sup-
posons que on ait  ~
(31) lin

==

loeM(r) .. -
| R < (1N >o0).
r ‘

D’apres le théoreme de M. Hadamard sur la convexité, on a

log M(I‘)t:f (.2 (!;l -4~ H,
" s

w(x) ne décroissant pas. On en déduit que logM(7) ¢tant inférieur
4 5Er dans une suite d’intervalles r,, 47, | en vertu de (31)], u(r) est
inférieur & E,r dans les intervalles 2r,, 47, E, étant aussi fini et il

12
s’ensuit que
log M(r+Ay<<logM(r)+ LhE,,
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pourvu que r et r + / appartiennent 4 un méme intervalle. Les inéga-
lités de Cauchy donnent alors

(32) M(/';v[))<1)!—i\i(——’;1/—.fﬁh—\

— M/ " .E_! /3N

< M(s )77

cette inégalité étant valable lorsque » appartient aux intervalles 2r,,
3r, et h pouvant étre pris fixe mais arbitrairement grand. Supposons
maintenant que g(s) soit solution de (1), la fonction génératrice qui
est au plus du type moyen ne s’annulant pas pour |« |<U. Pour|«|<U,
on a

£

n

O nt o
(33) 2(,,11,“ > E {(,l\m(" 1

0

m-1

pourvu que /4 puis m soient pris assez grands. Pour n<m et z choisi
de facon que | g(z)| =M(r), on a

ol7) 5 CN(r n

e ):l ALa )] (14 2a),

&(s) z

¢, pouvant étre pris aussi petit que ’on veut dés que r est assez grand
et extérieur a certains intervalles exceptionnels (*). Les intervalles
exceptionnels appartenant 3 un intervalle 27,, 37, ont une longueur
totale infiniment petite par rapport a r,. N(r) est le rang du terme
maximum de la série g(z) et I'on a encore dans les intervalles 2r,,
3ry, N(r)<7E,. Alors g(s) étant solution de (1), on a dans ces
intervalles

m

- » :
N~ . N nlo
E ('ul: - (,I+En) g 2(51."{/_17;(’)/”“7
1

n+t

et I'on peut supprimer les , dans le premier membre  condition de
multiplier le second membre par 2, pourvu que r soit assez grand.
Pour que 'on ne soit pas en contradiction avec (33), il faut que

N(ryzUr.

Cette inégalité aura lieu dans chacun des intervalles 27,, 37, 4 condi-

(1) Lectures on the general Theory of integral Functions.
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tion de multiplier le second membre par un facteur tendant vers un, et
comme

" de
log M(r)> Ni{v)—>
) : A
M
on voit que :
XXIIL. Lorsque (2) est au plus du type moyen de Uordre un, on a
pour toute fonction entiére vérgfiant (1)

log “—“—j = oO.

lim

r=uw

Pour une solution entiére quu est au plus du type moyen de Uordre un,
ona

Lim M(—I——) >~ U.

am =

En employant I’égalité (20) on déduit de ce dernier résultat que
toute solution enticre du type moyen de 'ordre un est une combi-
naison d’'un nombre fini de solutions fondamentales, proposition due
4 M. Schirer.

Il existe d’autre part des solutions entiéres d’ordre aussi grand que
on veut. On peut en effet extraire de la suite des @, une autre suite
dont les arguments réduits ont une limite qu’il estloisible de supposer
nulle (en changeant = en sz) et dont Ies modules ont des différences
supérieures & 1 Si «, est égal A A(n)~+ (B(n), la série

&(5)=2 C, et g3 (C,>0)

-a son module maximum pour | s| = compris entre

2C e et X0, oMt

les sommations étant étendues & une méme suite d’entiers m, ct ¢,
tendant vers zéro. On peut choisir les C,, pour que la fonction

vy .
P (J,,L [0

soit & croissance aussi rapide et aussi irréguliére que ’on veut.
Notons que, dés que les a, et 1., satisfont aux conditions (15) et
(30), les fonctions entiéres solutions sont développables en série (24)
convergente dans tout le plan.
Ann. Ee. Norm., (3), XLVI. — FivRier 1920, 7
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9. Solutions non unalytiques. — Dans le cas des fonctions du type
moyen dont les coefficients vérifient les conditions (18), la convergence
de la série (1) implique que les dérivées vérifient les inégalités

NG N )
< " ) <0 [re>n(z)].

Il suftit que ces conditions soient vérifiées uniformément sur un seg-
ment pour que y(s) soit analytique dans un domaine contenant ce
segment. Il n’existe pas de fonctions non analytiques mais quasi
anixlyliques sur un segmentauxquelles s’applique la transmutation (1)
puisque la donnée en un point des dérivées vériliant les inégalités
précédentes ne peut définir qu'une fonction analytique. Il semble done
possible que, tout au moins pour les équations les plas réguliéres qui
sont effectivement du type moyen, toute solution soit analytique.

Il n’en est plus de méme dans le cas du type minimum. La conver-
gence de (1) n’entraine plus de condition analogue a celle relative a
Panalyticité, ni méeme a celles relatives & la quasi-analyticité si Vien |
est le terme général d’une série convergente. Nous supposerons la
variable s = @ réelle et nous formerons des solutions non analyliques
au moyen de séries de solutions fondamentales en remarquant que :

XXIIL. 8¢ la suite des fonctions indéfiniment déricables G(x;n) con-
cerge uni formément vers G(x) sur le segment a < x < b et st sur ce segment
on a pouritoul n

; (}l/)r(‘,L-; n ‘) ‘ e

~

oo Nl”
la série
2l IN,

ctant convergente, A(G) existe et est la limite de A[ G(x;n)].

Les hypothéses entrainent en effet Uexistence des dérivees de G(z)
qui sont les limites des G (x;n) et vérifient les mémes inégalités.
Toute série de solutions fondamentales dont la somme des n premiers
termes vérifie les conditions de I’énoncé XXIII fournit done une solu-
tion. Si cette série admet un domaine de convergence dont la frontiére
est coupure et contient le segment (a, 6), celte somme ne peut étre
analytique sur («, b) en vertu d’un théoréme de M. Painlevé.

Il est aisé d'appliquer ces considérations. Supposons qu’une suite
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infinie de zéros a, admette '; pour argument. Extrayons-en une suite
a, véritiant les conditions (15). La série
X, ot

admet le demi-plan supérieur pour domaine d’existence si

log| b,

RO

tend vers zéro. Sur 'axe réel Oz, on a
. )

-Gl )= X, e,
done
N,=23210,||ani’

et il suffit que
(1w Zlepaly)

converge pour que G(a) ne soit pas analytique tout en étant solution.
Supposons pour éviter toute difficulté que la fonction (2)soit d’ordre ¢

inféricur & 1. On a

.\.:; ol elanl

et 'on peut prendre en conformité avec (34).

N/ Snlant
avec
lime, = o. Enl ity =, !t (p,=>p)
de sorte que toutes les conditions sont réalisées.
On pourra obtenir des fonctions quasi analytiques. Par exemple,

I - .
en prenant |a,|=¢", 5>1, et g, = = le calcul de N, est celul du

maximum du module d’une fonction entiére et 'on trouve
(71\’,;-:: Kplogp,

G(a) appartient a la premiere classe de fonctions quasi analytiques de
M. Denjoy.

Les exemples que 'on peut ainsi former introduisent des fonctions
qui sont la valeur limite d’une solution analytique sur un co6té d’un
polygone d’existence. On peut généraliser un peu en prenantla somme
de deux telles fonctions, 'une correspondant & une solution holo-
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morphe au-dessous d’un segment de Oz, 'autre & une solution holo-
morphe au-dessus de ce méme segment. Mais il y aurait lieu de
rechercher si toutes les solutions non analytiques sontnécessairement
de cette forme.

10. Cas ou la fonction génératrice est du type maximum de lordre
un. — Je donnerai ici quelques indications sur le cas ou la fonction
génératrice est une fonction entiére d’ordre fini quelconque. I est loi-
sible de supposer qu’elle est au plus du type moyen de 'ordre . On a
donc

(35) Ju) < e

si petit que soit ¢ pourvu que |u| soit assez grand. On en tire des
inégalités bien connues pour les coefficients ¢,, inégalités de la forme

olx

N\

o A+ e\’
Len << 7 ) -

Si l’on suppose que I'on a des inégalités de sens contraire de la méme
forme )

DY

‘ /_'\‘/I\l
O > —’;'/ i

valables soit pour tous les n, soit pour des n assez rapprochés, la
condition de convergence de la série (1) entraine pour les y" des
inégalités qui expriment que y est une fonction entiére qui estau plus
4

P —1
qu’il conviendra de chercher. En reprenant les notations dun°8 et en
utilisant la premiére partie de I'inégalité (32), on établira que :

du type moyen de 'ordre - Ce sont des solutions de cette espéce

XXIV. Szg(s) est une fonction entiére qui est au plus du Lype moyen
de l'ordre ¢, on a

M(r; p)y<<M(r) (Are—)r, st p << Are,
E-I\r
M(i/';p)<.\'[(‘/')<.s‘\.p ¢ > , st p > Are,

A étant une constante que Uon peut remplacer par une fonction de r ten-
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dant vers zéro lorsque r croit indéfiniment, lorsque g(z) est du type
mInimum.

Le cas des fonctions réguliéres montre que ces inégalités sont bien
précises.

De XXIV on tire cette proposition qui correspond & VIII :

XXV. S f(u)est du type moyen de Uordre ¢ [inégalité (35)], la
iransmutation (1) définit une fonction entiére dés que U'on y remplace y

. . . )
par une fonction entiere g(z) d’ordre —— et d’un type moyen asses

petit | ce qui signifie que le nombre analogue au nombre A de (35)doit
étre assez pelit].

Le probleme qu’il v a lieu de se poser ici est celui de la repré-
sen(ation des solutions par des séries & simple entrée de solutions
fondamentales. fe n’entrerai pas dans le détail de cette étude qui
se fait en suivant la méme marche que ci-dessus. La proposition IX
se généralise : si la suite des fonctions enticres g(s; n) converge
uniformément vers g(z) qui est d'un type moyen assez petit de

Pordre P'P“ - A[g(s; n)] converge uniformément vers A[g(z)]. [Par

cette convergence uniforme, il faut entendre que les g(z; n) sont en
outre uniformément du type de g(z)]. Ceci conduit & une généralisa-
tion du méme genre de XVIL. On peutalors se borner & considérer des
¢quations dont la fonction génératrice est de la forme ¢(u?), ¢ élant
entier et o(u) d’ordre inférieur & un, ce qui permet d’appliquer les
considérations du n° 7. En particulier, on obtient cette proposition :

XXVI. Sila fonction générairice est une fonction sans zéros d’ordre ¢
supérieur @ un, U'équation (1), dont les solutions sont nécessairement des
P

Jfonctions enticres qui sont au plus du type moyen de Uordre ’
n’admet pas de solutions de cet ordre et d’un type mr)ycn asses pelit.

Ilest probable qu'une telle équation n’a pas de solutions analytiques.



