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SUR LES SOLUTIONS

DES

ÉQUATIONS
' D'ORDRE INFINI ET A COEFFICIENTS CONSTANTS

PAR M. GEORGES VALIRON.

Je considérerai dans ce qui suit des équations dilïérentielles de l a
forme
( i ) , A (j') ̂  y + f ^ y ' 4-" . . . 4- ^//r^ + . . . = = o •

où les c// sont des constantes telles que la fonction génératrice
(^) -/ (if.) -= î -4- q // 4- ... 4- r/, / / / < 4- ...

soit une fonction entière satisfaisant à certaines condi t ions . Il est
clair que si a est un zéro d'ordre [j- de (2), e^^Çz), où Q(^) est un
polynôme de degré [j. — î , est une solution de (î), je dirai que c'est u n e
solution fondamentale. Dans un remarquable Mémoire C) , J . F. H i t t
a donné tout d'abord des propriétés générales des solutions de (Y)
lorsque la fonction génératrice est de genre zéro. Ses résultats ont été
complétés récemment par M. Pôlya (') qui a établi que, dès que (2)
est du type minimum de l'ordre u n , les solutions analytiques de ( i )
sont des fonctions holomorphes dont le domaine d'existence est cowexe.
D'autre part, en faisant l'hypothèse que (2) n'a qu 'un nombre fini de
zéros multiples et que les modules des zéros sont suffisamment régu-
liers, M. Ritt a montré qu'une solution quelconque est développable
en série de solut ions fondamentales dans tout son domaine d'existence.

( ' ) Transactions of thé Ârnerican Math. Soc., t, 18, l()27, p. 2ï- ->6 et y;"-.^);
Aimais of Math.^ a0 série, t. 26, IQ^, p. i4 / î .

( 2 ) Gtittinger Nachr^ 19^7, p. 187-195. -
- Ànn. Éc. N^rm., (3) , XL VI. -— JANVIER 1929, 4



30 GEORGES VALIRON.

Il donnait ainsi pour la première fois l 'extension du théorème de
MM. Fabry et Hadamard sur les séries de Taylor lacunaires au cas des
séries de la forme

^c^^:

si \ a,^ : (în | satisfait à une certaine condition, la. frontière du domaine
de convergence de cette série (domaine qui est convexe) est une coupure
essentielle pour la fonction qu'elle définit. La démonstration de M. Ritt
ne diffère d'ailleurs que par un détail de celle qui fu t donnée plus
tard d'une façon indépendante par MM. Landau et Carison ( ' ) , mais
la méthode de ces derniers auteurs permet cependant d'aller plus
loin.

Je me propose ici d'étendre les résultats de M. Rit t . Je ne suppo-
serai plus que le nombre des zéros multiples de (2) est borné et je
ferai des hypothèses moins restrictives sur la fonc t ion génératrice.
Tous les résultats de M. Rit t restent valables si l'on suppose seulement
que f(u) est du type minimum de l'ordre un (2). Ils se modi f ien t
lorsque f(u) est du type moyen de l'ordre un. La méthode que je sui-
vrai est celle de M. Hitt et je m'excuse des nombreux emprunts que
je serai obligé de faire à son Mémoire pour rendre plus facile la lec-
ture de ce qui sui t ( ; î). '

1. Domaine de convergence des séries de solutions fondamentales —
Considérons une série de la forme

(3) î^q^z),
les nombres réels ou complexes 1,, et les degrés ^ des poly-
nômes Q/,(^) satisfaisant aux conditions

(4) lim1^^ lîmp==o.
n-^» '••n ;i=.-o,Â,,

( ' ) Gottinger Nachr., 1921, p. 184-188.
('-) J'ai signalé ce fait à M. Ritt avant la parution du Mémoire de M Pôîya
(3) Les équations de la forme (r) ont été considérées d'abord par Bouriet (Annales

bcole Norm 3. séné, t. 14, 1897, p. iSS-igo), puis par F. Schûrer ( Verh. cler
sachs. Gesell. der W., t. 70, iqi8, p. i85-a-îo) '
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Nous désignerons par C/Je plus grand modale des coefficients de Q^(^)
et nous supposerons que les po in t s .s? appart iennent à un cercle .:? | ̂ B,
R > i . 0 n a

\Qn(^\<(.P•^^-ï}CnW1n

tandis qu'en un point ^ de la circonférence =R, |Q.(^)| est au
moins égal à C/,. Si a, , a^ sont les zéros de Q/,(^) intérieurs au

^ q
cercle \z << 26, on a

1Q/^) >|Q.(y)|3^-^17 ^:^|>^C,3^-^TI
•JL. -M, ^j —— OCy ^ • -•"- -••-

Diaprés un théorème démontré récemment par M. H. Cartan ( < ) qui
complète un théorème de Boutroux que j'avais "utilisé précédemment
dans une recherche analogue ( 2 ) , le dernier produit est supérieur à

Pn \y

^R,

à l 'extérieur de cercles dont la somme des rayons est au" pi us égale
à p/,. On aura à l'extérieur de ces cercles

(6) f n ̂  M ̂  r l ^n- \ ̂ 'llKUs}|^G^^-^ •

Les inégalités (5) et (6) ramènent l'étude de la convergence de la
série (3) à celle de la série

SC/^-

qui a été l'objet de travaux de MM. Ritt et Hille ( : î). Lorsque la pre-
mière condition (4) est réalisée, l 'étude de la convergence de (7) se
ramène comme dans le cas des séries de Taylor, à la comparaison de

(8) a i^-i
a l 'uni té , ffi(u) désignant la partie réelle de u, (8)*est égal à ï sur la

( • [ ) Comptes rendus, t. 186, 1928, p. 624-625.
( î )) Bulletin de la Soc. math., t. M, 1926, p. 53-68.
(a) Annals of Math., ̂  série, t. 26, r924, p. %6ï-îi78.
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droite D,^
^f——^)==T

VWL/J

qui est la perpendiculaire menée parle point

- , - -— ̂ '^
—— /•/î.

au segment (o, v/,). Désignons par o/, la distance algébrique de z à D/^
cette distance étant comptée positivement lorsque z se trouve du côté
de D,, qui contient le point à l ' infini de la direction d'arçumeni
— argum. X,/. On a

C^-I^^A.

Cette égalité donne le résultat de M. Hille :si, (7) converge en un point , ̂ ,
ce point est à une 'dis tance négative ou nul le des droites I)/, dès q u e
n > n^ ; si un point ^o est à une dis tance algébrique négative de va leur
absolue an moins égale à Ô> o des droites D/, d ' indice supérieur à n^
la série (7) converge absolument et uni formément dans lout cercle

• . ^ — ^ o ! ^ 0 ^ ^ 0 1 Dans un tel peti t cercle la série (3) converge aussi
absolument et uniformément en vertu de (5) et de la seconde égalité (/(').
Le domaine de convergence de (7 ) s'il existe est le domaine convexe A
constitué par les points ,^ qui sont à une distance négative, de valeur
absolue supérieure à o(^) des droites D^d/ indice supér ieur à n ( o ( ^ ) ] .
C'est un domaine de convergence absolue pour ( 3 ) et ( 7 ) ; dans lout
domaine complètement in lér ieur à A la série (3') comme (7) converge
uniformément.

Montrons que (3) ne peut converger dans aucun domaine extérieur
à A si A existe et quelconque si A n'existe pas. Soit A7 un domaine
extérieur à A,A" un cercle complètement intér ieur à A'. Uexifîtedam^''
ou sur sa circonférence un point z ' qui est à une dùtance posùwe supé-
rieure à o>o d'une suite infinie cie droites D,/. Considérons en effet
deux diamètres rectangulaires de A" limités aux po in t s d'intersection
avec^la circonférence. Si le centre s de A' ne. répond pas à,la ques t ion ,
il existe une suite inf inie de droites D/, dont la distance à z tend vers
zéro et l'une des quatre extrémités-dés diamètres considérés répond
alors à la question. On peut extraire de la suite des indices n des
droites ainsi obtenues une autre suite dont les indices n croissent assez
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v i t e - p o u r qu'il leur corresponde des 'nombres p/^ tels que la série
formée avec ces nombres converge et que

.^. / / {ogp/,
^ri

tende vers zéro. En introduisant ces nombres a,, dans (6) et en tenant
compte de ces propriétés, on voit qu'il existe un poin tdont ia distance
à ^ est moindre que -S tel que pour les indices n de la suite consi-
dérée qui sont assez grands, /i> nÇ^.), on ait

[Q^I^C^—lH

£ étant pris aussi petit que l'on veut. Si en ce point s la série (3)
convergeait, ou aurait pour ces/?

\0n(^)e>"l-z\<l
et par suite
(9) IC.^-K^^î

alors que le premier membre doit être au moins égal à

-^AJ-a "
Ainsi :

I. Moyennant les conditions (4) le 'fcul domaine de convergence de la
série (3) est le domaine de convergence de (7). Dans ce domaine con-
vexe la série converge absolument^ elle converge uniformément dans tout
domaine complètement intérieur à celui-ci.

Des que la seconde condit ion (4) n'est plus vérifiée, les domaines
de convergence de (3) et (7) peuvent être différents. C'est le cas pour

On obt ient un résultat plus complet en remplaçant les condi t ions (4)
par la suivante

^nio^n
( ï 0 ) Jim '———==o. ^ . -

A,i, 1 , ! . '. , ,

On peut alors prendre dans (6)
. . , , -p.=^ - . ^ . , ^
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et l'égalité obtenue a lieu pour toute valeur z extérieure à un ensemble E
de mesure linéaire nulle et pour n> n(^). Si z est extérieur à E et
si (3) converge en ce point, l 'inégalité (9) est vérifiée en ce poin t si
petit que soit £ pourvu que n soit assez grand. En s'appuyant sur ce
lemme :

II. Si la première condition (4) est vénjîée, si (7) possède undomaine
de convergence A et si V inégalité (9) est réalisée en un point s pour tout
£ positif dès que n ̂ > n(^, s appartient à A ou à sa frontière^
on obtient alors cette proposition qui généralise celle que j'avais donnée
dans le. Mémoire cité plus haut dans le cas des A^ réels et positifs.

III* Si la condition (10) est vérifiée et si'(7) possède un domaine de
convergence A, la série (3) ne peut converger en dehors de A et de sa fron-
tière qu'en les points d^un ensemble de mesure linéaire nulle.

On démontre le lemme II en considérant un triangle formé par z et
par deux points de A. Un point intérieur à ce triangle est à une dis-
tance négative, de valeur absolue supérieure à un nombre o, des
droites D//, sauf d 'un nombre fini d'entre elles.

Le lemme II se généralise au cas où l'inégalité (9) est remplacée
par

|C^/l-|<c!À/''!K-i••^

et où le domaine de convergence est l imi t é par une courbe possédant
en chaque point une tangente or ientée; alors la distance de z à cette
courbe est au plus égale à K.

2. Sur quelques propriétés des fonctions entières.— Étant donnée
une fonction entière (2), on dit avec M. Lindelôf que la fonction est
du type minimum de l'ordre un lorsque, si petit que soit le nombre
positif s, on a, à partir d'une valeur de [ u |,

l/'ml^^i.

La fonction est dite du type moyen de l'ordre un lorsqu'il existe un
nombre positif-y tel que, à partir d'une valeur de u ,

\f{u)\<e(w.

Nous désignerons par F la borne inférieure des nombres y jouissant
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de cette propriété; lorsque la fonction est du type minimum T est nul .
On sait que l'on a, à partir d'une valeur n^>n(e), si petit que soit £,

[ i ~l / /
(T+ - £ } e

(.0 -- ic.]< ———J <(r4-s^.

Supposons que y(^) ait une infinité de zéros et soient a,, ^2, • • •
ces zéros rangés par ordre de modules non décroissants, chaque zéro
étant inscrit un nombre de fois égal à son ordre de multiplicité. Si fÇu)
est de genre o ou un/on a

/>('</)=-=Iim(-^"MTfj//I.- -^
' ///,=-. i-.B-V rj,J

; i . - 2 ) / (u:)= Hm cP"-" | | i
///, •=-. y. •M~ -~- \

en posant

^-a-l-V-.:1-.
' ^à a,t

•i

M. Lindelôf a donné la condi t ion pour que f(u) soit du type
m i n i m u m ou moyen : il faut et il suffit que ?,/,, et — tendent vers zéro

€/,n

pour que la fonction soit du type roinimam, que ces quanti tés soient
bornées pour que la fonction soit du type moyen ( ' ) . Nous poserons

p==Tim'|i3,/,j.

Lorsque ^ est n u l , donc en particulier dans le cas du type min imum,
on peut supprimer le facteur exponentiel dans le second membre
de (12); lorsque (3 ,̂ a une limite, on peut le remplacer par cette l imite
dans( i2) .

Nous désignerons par
d3) f ( u - , p ^ p ^ . . ^ p ^

la fonction entière obtenue en divisant f{u.) par le polynôme

D / // '\ ( u \p^p^..^-^-^y.^~^)
construil avec des zéros de-/(^, chacun figurant un nombre de fois

(') Annales de VÉcole 7Vor/n., 3e série, t. 22, 1905, p. 369-395.
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au plus égal à son ordre de multiplicité. En se reportant au Mémoire
cité de M. Lindelôf, on établira aisément la proposition suivante :

IV. On a uniformément pour \ u ^> //(s), si petit que sou le nombre
positifs,

• . \fwp„...,pn}\<e^^\ll\ .

D étant au plus égal au plus grand des nombres p et K' F y K' étant compris
entre un et une constante absolue (D est nul dans le cas du type
minimum),

Les coefficients du type taylorien de (i3) vérifieront donc des inéga-
lités analogues à (n)mais où F sera remplacé par D. Il en est de
même pour la différence

V (u ) ==/(»,; i . . . ,m) — <?P"^ == ^'"// [W (u) — i ]

où l 'on pose

) //^^ ^w(^)=ri^i-
an

in1-4-1
Supposons que
(r-U ^ ^\u\-<\a,,\,

on aura

donc
^-^ (^^)=9^\ l^K.,
M/A \ ( A n / dfi

]osW(H)=Ô(u)\u[î^——, i0(«)|<i.
^ssssS, [ C{,i \ "•

m •+• 1

En se reportant encore au Mémoire de M. Lindelôf on établira que

^ i IIV— H

^I^I^M1
W-4-1

H étant fini, ce qui montre que le module de W(^) — i est inférieur à

tant que \u\ vérifie la condition (x4) et que m est assez grand. Par
suite, €'étant arbitrairement petit, on a

|W(^) -~ . l [<^ ' ! / ^——l
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si H u\ est in fé r ieur à c 7 !^ / / , . On déduit de là et des inégalités de
Cauchy une limitation du module des coefficients d',, du développe-
ment de W(^) — i : on a

K ^'Y^.'[i£ir
. n "c / / - I

pour n == i, 2, . . ., // si grand que soit T/ pourvu que m > mÇn1}. 11
s'ensuit cette proposition qui précise la façon dont V(^) tend vers
zéro lorsque m croît indéf iniment .

V. Si l^ on pose
SO

/•(^ I , ^ . . . , ̂ ) - ̂ '""^^^^
1

0/1 a
\ dn /f ! < £ ( (3 -I- ^ £)" SI /l < ///,

|̂ ,| // ! <(I) 4- £}"• si //, ï ///,

Si grand que soit n' et ^i petit, que suit £ pou/Vit c/ue m soit assez grand.

On peut de même préciser les condit ions dans lesquelles le second.
membre de (1.2) converge vers le premier membre. I l est clair que les
p premiers coefllcients du second membre de (12) t enden t vers ceux
de /"(//) si p est fixe et si rn croît i ndé f in imen t ; d'autre part les coefti-
cients de rang supérieur à n sont toujours bornés de là même manière.
D'une façon générale :

VI. Les coefficients de la fonction

f ( n ) -^[pm+^+•••-h^]'P(^; i. ., . . ., m, w,, . . ., m.^ ̂ ^d';,u-
i

^érijîent les inégalités

[d",^ //.!<<£ si /i ••<///.,

\d",, \ n \ < ( D 4- e/^ si. //- > ///.

si grand ( j i ie soit n' et si petit que soit s pourvu que ni soif, asses grand
(on suppose les m/ supérieurs à m).

3. Minimum du module de certaines fonctions entières en certains
points. — Supposons que la suite a/, des séries de (2) vérifie en outre

An.n. Ec. Norm^ (3), XLVL — FÉVBIEH ÎQ^C). 5
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la condition suivante : <7/, étant supposé d'ordre ;j./,

^'fi—~- ^//-i-i— • • • —~- ^-t-^/i—iî
on a

l^+^ ' i—l^l^^^ '

^ étant le plus grand des ordres de mult ipl ici té de (in et a,,^ et co un
nombre positif . Soit alors

F^)^ \^,A[>-^.n ).

Le module de la valeur de cette fonction au po in t a,, est supérieur ou
égal au module au point [ a^ [ === A^ de la ' fonct ion dont les zéros A./,
vérifient la condit ion

A^.4..i—A/,>o).'
VII. On a

IF./fM^""^'""1

si petit que s o i t s pourvu que n soit9 assez grand. K <?.y/ une constante
indépendante de n é^ale à zéro si — tend inîrs zéro et an plus égale dans<- ct'/ii • •
tous les cas an produit de F par une constante dépendant de co ( ' ).

Considérons d'autre part les valeurs au même point an de la dérivée
logar i thmique de F//( ?/) et de ses dérivées. On a

'V,, ( I I ) __ ̂  / •Mf^p

' ¥ , , { 1 1 ) Aad U " 1 — aj, '
donc

<i6) V n ( ^ n )

Pn(^n)
< 2 an'2' [A^-A^i

, , , -^ i •^ 'i /"/ ^ ___ •—— _„
-1 "//• i / 1 ————:!————^ "~1——' ———7'' ' Àsà r , ) -? 2

^JL I^LJ
3 o)î

De même
^^J^T^^r^f-—-

LF/<(/^)J / t / [_(an— a,,(<?/,— fy/,)^-1-1 (^/,-4~ ap}^

ce qui donne
(17 )

^ F ^ Y V , ^ y!_
.F/^^n)/ 1 " 3 ^--:

( 1 ) C'est un cas particulier du théorème de M. Hadamard sur le minimum du
module. Une démonstration très simple est donnée par MM. Landau et Carison dans
le Mémoire cité.
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II,

4, Propriété}! générales des solutions analytiques de (i). — No us con-
sidérerons d'abord uniquement les solut ions analytiques de (i) et
reviendrons ensuite au n° 9 sur les solut ions non analyt iques. Nous
dirons qu^une fonction analyt ique ^'(^) est solut ion de ( i ) dans un
domaine A où elle est holomorphe lorsque 1e1 premier membre de (i)
converge en tout po in t de A quand on y remplace y par <§'(^) et a une
somme nulle. Les inégalités de Cauchy relat ives aux dérivées d ' une
fonct ion holomorphe jointes aux inégalités (11) mon t r en t que,:

Vlll. Si ^'(^) est holomorphe pou/' \ ̂  — ̂  <^ F -+• h, h ̂ > o, la trans-
mutation

A (^•) =- ff ( Z ) -|- ... -4- ('nff ^ ' "C 3) -+- ...

a un sens et définit une fonction holomorphe. pour [ z — ^o [ <^ h ( i ).

En outre,, si ^'(^)est holomorphe et de module moindre que M. pour
^ — jj <<F+ h 4" //', ,A,(^') a son module in fé r i eur à A I Q C A ' ) dans

le cercle \z—.^ | <^ A, 0(/ /) ne dépendan t que de A/et d e f ( i i ' ) et non
pas de ^\^). Donc :

IX. -Si une suite de fonctions holornorphes ^'(^; jp), p ̂  i, 2, . . .,
converge uniformément vers g'(^) dans le cercle \z — -^o| ^ 1 ' +- h, la suite
des fi)nctions K\^(z ; p) ) converge uniformément ?w.s" A (^'(-s')) r/^^j le
cercle \z — z^ <^h.

La présence du nombre F dans ces énoncés n'est pas due à la
méthode. Si les c,/ vérif ient non seulement les conditions ( 11) mais les
conditions de régulari té

i
( i8) i i m f / z î \(',,\f^.=.V,

la convergence de (î) dans un domaine A nécessite que g ( z ) soit holo-
morphe dans tou t cercle de rayon F ayant pour centre u n point de A.

( 1 ) La transmutation A (y) rentre d'aiHeurs dans la catégorie considérée par
M. Polya (Bu l l . Soc.nicUh,, t. 5'â, K)^, p. 5K)-53a).
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La proposition VIII donne de suite, la suivante :

X. Si une fonction gÇs) vérifie (i) dans une portion A de son domaine
d'existence (D, elle vérifie encore (i) en tout point de cP qui peut être
joint à un point !\par un chemin dont chaque point est centre d'un cercle
de rayon supérieur à T dans lequel g-Ç^) est holomorphe (' ).

Dans le cas où/(//) est du type m i n i m u m le domaine de valabilité
d'une solut ion coïncide avec son domaine d'existence, une fonction
analytique ne peut fournir qu'une seule solution. Dans le cas du type
moyen nous venons de voir que le domaine de valabilité peut être plus
pet i t que le domaine d'existence de cette solution. En outre, une
même fonction analytique peut fournir plusieurs solutions. Soit
l'équation
(19 ) j 4- ^j^h-... -r- -1, y^-^ -4-. . . = o,

dont les solutions se déduisent de fonctions périodiques : si /'(^ ") est
périodique, de période un, dans une bande parallèle à l'axe réel et
d'épaisseur supérieure à 2, sa dérivée est solution de (19) dans le
domaine restreint consti tué par les points de la bande q u i sont à une
distance supérieure à i des points singuliers de ^'(^). On obtient ainsi
toutes les solutions de (19). Une fonction de la forme

• ^(^J^^ se(^(7:,3-+-^)

fournit s + i solutions différentes si les différences des d^ deux à
deux sont assez grandes.

Convenons de désigner par

A(r;p,. ....7^), B(j;^, . ... pn)

les t ransmutat ions analogues au premier membre de (i) dont les
fonctions génératrices sont respectivement

f ( u ; p , , . . . ,?/ ,) , P (^ ;^n ...,7^).

( ' ) Cette proposition énoncée par M. Riu dans le cas du genre zéro rentre dans
celle énoncée par M. Pôlya dans le Mémoire qui vient d'être cité.
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L'équation
Bn-; ̂ i. .... /^)==o

est une équation d'ordre fini à coefficients constants dont les solutions
sont bien connues . En u t i l i san t la proposition VIIt et les développe-
ments en série on voit que :

XI. Pourvu que g'Çs) ^'oit holomorphe pour \ z- — 2^ \ <^ T 4- //, on ci
dam le cercle \z — ̂  | <^ h

( ^o ) A. ( ̂  ) =- B [ A. ( ̂  ; p,, ..., pn ) ; p,, .. ., ///, ]

=-=A.[Bf^; P^ • ' ̂  Pn)\ P^ • . • ' ^//1.

Cette proposition pern-iet de ramener le cas où. la fonction (2) n'a
qu'un nombre fini de zéros au cas d'une équation d'ordre f ini qui se
traite de suite ( 1 ) . Nous supposerons doré'navant que/'(V) a une "infi-
nité de zéros.

Les propositions Y et VI entraînent aussi la suivante dans laquelle
p^ peut être remplacée pas sa l imite si cette l imi te existe.

XII. ^(-s) €tant holomorphe pour | z- — ^o | <^ D "+- h, h ̂ > o, et £ arbi-
traire y on a

('•u) \ A[^-(.s) ; i, •^ .. ., m ] — g'(z 4- 3///) [ < s,

f^2) A|"^('.s)']---B ^•(,3 4-- (3//,-(- -ï- +...--h-^- ); r, 9.. .... m, / / / , , . . . , /^-/, < £
„." \ ^///i a^/./ - 1 1

pour \2—ZQ\ <^ //<< A et m>N(^", £).

Considérons une courbe fermée sur laquelle une solution ^(^)
de (i) est holomorphe autour de chaque point dans un cercle de
rayon D + p au moins. Le po in t z — ^n décrit aussi une courbe fermée
et gÇz — p//,) est encore solution; donc, d'après (20),

A, [^(, z ~ p^); ,r, '̂  .. ., m]

est une fonction uni forme et en vertu de (21) les valeurs de^'(^)
lorsque le point z décrit la courbe fermée donnée et revient au point

(/i) I^e raisonnerîr.tent de Bourleî/ sur ce point se complète aisément.
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de départ différent de moins de £; elles sont égales puisque £ est arbi-
traire. On généralise ainsi le théorème de M. Riit :

XIII. Nous supposons que la /onction génératrice est au plus du type
moyen de F ordre un. Il existe un nombre £2 au plus ég'al à D 4- {3 tel que,
si g'Çs) est solution de (i) autour de ^ et si à est le domaine formé
par les points qui peuvent être joints à 2^ par une ligne dont chaque
point est centre d ' u n cercle de rayon 0 dans lequel la brandie de g ( z )
issue de ^o est liolomarpfie^ g ( z ) est holomorphe dans tout A.

Dans le cas du type m i n i m u m [î est nul et l'on retrouve le premier
résultat de M. Ritt complélé par M. Polya. Lorsque la condi t ion (18)
est réalisée^ 12 est au moins égal à F. 'Si la fonc t ion f(u) est une fonc-
tion paire à zéros alignés l ' inégal i té donnée dans le théorème IV se
précise, D y est remplacé par F et d'autre part ? est nu l , 0 est au plus
égal à F. û est donc égal à F si cette cond i t ion est vérifiée et si ( ï H ) a
lieu pour les n pairs. Il importerai t , dans le cas généra l de remplace rÛ
par le plus petit nombre possible.

5. Propriétés des solutions déduites du développement en série de solu-
tions fondamentales. — Supposons que g(^) soit u n e so lu t ion holo-
morphe pour [ j - .-, j < D -+•?+//.,; appar tenan t au cercle j ;; - ,̂ , | < h
on peut a p p l i q u e r ( 21) au p o i n t z — p,^, on a

^(.;)=:lint A[^(.^ — j3///); i , ^ . . ., ftî\

et d'après (20) le second membre estsolution de
B(j'; i , 3, . . . , /ft)z=z o,

c'est-à-dire est une somme de termes de la forme
(28) ^-0 ( - \' ' L , '^n \ ••" ) "

Q,,(^) étant un polynôme dont le degré est l'ordre de mul t ip l i c i t é de
la racine a,de /(//) d iminué d'une unité. Comme une suite de telles
fonct ions entières converge nécessairement dans un domaine simple-
ment connexe, le théorème XII se complète comme suit :

XIV. Le domaine A défini dans renoncé XIII est simplement connexe
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et, dans ce domaine fa solîition envisagée est la. somme d'une série uni fer-
mement convergente dont les termes sont des sommes de solutions fondd"
mentales (23).

Le cas le plus simple est, celui où la solution peut être représentée
par la somme d'une série/si mpie

(•1^) ^^ " -Q/ / (^ ) .

Mais ce n'est pas le cas général. 11 peut se faire qu'une série (2.4) ne
converge en aucun po in t , mais qu 'un simple groupement de tern ies la
rende convergente, C'est le cas pour

qui représente u n e fonc t ion entière solut ion d ' u n e équa t i on ( ï) facile
à former. Le cas le p l u s s imp le l o r squ 'on développement ( '^ / i ) est
imposs ible serait sans dou te ce lu i où un groupement d 'un nombre
borné de te rmes assurerai t la convergence. Quoi q u ' i l en soit ceci
montre l ' i n t é r ê t des propr ié tés données ci-dessus et de la proposi t ion
précise de M. Polya d o n n é e dans r int roducl ion q u i s ' app l iquen t à la
f a m i l l e des fonc t ions s o l u t i o n s d ' é q u a t i o n s ( i ) i n d é j ^ e n d a r n m e n t de la
poss ib i l i t é de les représenter par des séries s imples . Ces propriétés
appar t iendront é v i d e m m e n t a la somme des séries de la forme ('24')
dès que l e u r d o m a i n e de convergence con t i endra u n cercle de rayon P.

Supposons m a i n t e n a n t qu 'une s o l u t i o n ^'(^) soit donnée par la
somme d 'une série (24) dans un cercle z —-^J< ;1 '4~ /^ / />o, la
série étant un i fo rmément convergente dans ce cercle. Le calcul des
coefficients des polynômes Q/ / ( , ' ^ ) se fait en général isant la. méthode
de M. H i t t . La (bric l i on

,̂ ( :. ) -..- r^-- Q/,( : . )
est solut ion de

• ( ^ 5 ) A, f j ' ; //, ..., / /4"^•—;)== lo (^==f/^-==. . . === ,̂,...(,,̂ ,,....i ), 1

tout au nloins pour z — .^o <^A. "Pour s i rnpi i l ier l 'écriture, écrivons
a, ^, f) au lieu de a,,, ;j-//, Q// et appelons C(j) le premier membre de
(23} et ^(y,^.) sa fonction génératrice. La fonction , !
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et ses dérivées vérifient C(j) = o. En é l iminant Q, Q7, . . ., Q7"1 ( ' )
entre (26") et sesj premières dérivées, on voit que

^/-y^/-i + qa2^-2-^...+ (-i)/a/^.- É^Q/

est solution de C(y) == o. D'ailleurs
C [ ^ / — - . . . + ( — ï ) / ( 7 / ^ ] = = ( — l ) / ^ / A ( ' ^ ; ^, / 7 + î , . . . . / / 4 - ^ — , / — î )

r (i?p-~/—'//y') (
C(^5QQ=^p(fOQ/4-<ï) /(^)Q^- l+.. .4- ———. • 7 Q^ L

L • (^ ~./ — 1 ) - J

Q et ses dérivées vér i f ien t donc le système d'équations

( 3 ~ ) ^ ^(a'iO'/H-. ..-+- ————l-.——— <Ï)^-./-^)(^)01P--1)
L ^ ' ' (/J.—./-I}! N / " J

== (— i y'c^' A. ( g ; /?., /^ 4~ r . . . ., / i •+- y. — j — i )
(j= o, i , . . . , ^ — î , ) .

La dernière de ces équations (y== ; ^ — i ) donne le terme de plus
haut degré de Q(^), la précédente donne le terme précédent, et ainsi
de suite. Il suffît d'ailleurs que g ' ( z ) soit holomorphe dans le cercle
1-^ ~- ^o 1 <^r 4- h^ h^> o, pour que ce calcul soit possible. A toute
solution de ( 1 } holomorphe dans un tel cercle correspond une suite de
polynômes Q//(^) attachés à ce cercle et aux zéros a,, de fÇu). Nous les
appellerons les polynômes de Dinc/flet de g ' ( ^ ) [Dans le cas oiif(u) n'a
qu'un nombre fîni de zéros multiples, on a des coefficients de Dirichlet].

Une fonct ion (24) uniformément convergente dans un domaine
conlenant un cercle de rayon -F admet ses propres polynômes coeffi-
cients pour polynômes de Dirichlet, elle ne peut représenter zéro si tous
ses polynômes coefficients ne sont pas nu/s.

Supposons que deux solutions holomorphes dans un même cercle
i ^ — ^ o < ^ D 4 ~ A , h ̂ >o, aient les mêmes polynômes de Dirichlet
dans le cercle \z — ^o <C^- Leur différence GÇz) a des polynômes de
Dirichlet identiquement nuls. Les conditions (27) montrent alors que
l'on a pour) s — s y < h et pour tout n

' A(G; n, n +i, . .., n ~{~ ̂ —î')=o.

(1) Dans les formules Jusqu'à ('27) les indices supérieurs de g, Q, <ï» sont des indices
4e dérivation.
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Alors, eu égard à (20), la fonction
A ( G; / / , . . . , I f 4- p.n— .1, n\ . . . , fl' -\- [J-n'— î ')

vérifie deux équations l inéaires d'ordre f ini sans solutions communes,
elle est i d e n t i q u e m e n t n u l l e ; en opérant ainsi de proche en proche on
voit que, quel que soit n,

A ( G ; r , 2, .. ., n ) == o.

On peut alors appliquer (21)^ ce qui donne cette proposition :

XV. Deux solutions qui sont, à la fois liolomorphespour\z — z^\ <^D-{- h,
h ̂ > o, et ont mêmes polynômes de Dirichlet dam' ce cercle sont identiques.

Il s 'ensuit que, dès que la série (24) formée avec les polynômes de
Dirichlet d'une solution gÇs) valable autour de -ZQ, et holomorphe
pour z — ZQ <^ D 4- h, converge uni formément dans ce cercle, elle y
donne le développement de la fonction ^'(^). En se reportant à l 'étude
de la convergence de ces séries faite au n° 1 et en remarquant que,
dans te cas du type m i n i m u m les conditions (4) sont toujours vérifiées
(puisque l'ordre d/un zéro est moindre que le plus grand de ses
indices et que n : a,/ tend vers zéro) on voit que :

XVI. Dans le cas du type minimum^ pour qu'une solution soitdévelop-
pable en série de solutions fondamentales dans une portion de son domaine
(Inexistence^ il faut et il su f fit que la série

(28) l\e'^Qn(z)\

for/née avec les polynômes de Dirichlet de cette solution converge dans
cette portion.

Si la fonction est du type moyen et si [J. „,'. a,^,^ tend vers zéro y pour
qu\me solution valable autour de z^ et holomorphe pour z — z^ \ <^ D -1~ h
soit développable pour \z — ^o [ <^ hy il suffit que la série\ (28) [corres-
pondant à ses polynômes de Dirichlet converge dans le premier de ces
cercles.

6. Sur la divisibilité. — Considérons deux transmutations A(y)
et Ai(y) de fonctions génératrices /(^) ^i f(u^) et désignons par
(AAi)(y) la transmutation dont la fonction génératrice est le pro-
(\\nif(u)/\{u). iNous appellerons 1̂  le nombre analogue à F et relatif

^nn, Éc, Norm^ (3), XLVI. — FÉvaïER 1929. Ô
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îi j\ {u}. Si g-( "..;•') est, holomorplie pour ^ — ^ | <^ F 4- Fi 4- A, // > o,
on a u n i for ni émeut pour ^ — Zo <^ F,; 4- h

A, ( g - " ) -== 1 5 ni [^- -4- r'.i ,̂  -r-. . . -!- e,,^' / / i 1 .

En appl iquant la t ransmutat ion A| .aux deux membres, on voit que
dans le cercle de rayon h, A^ [A(^' ' )] = (AA^i } ( g ' ) , donc :

XVII. Si g(z) est solution de A(j)==o autour de 5-0 et est holo-
morphe pour z — ^o <^ F -+- r,i 4- //, y est solution de ( AA^ ) ( } • ' ) ̂  o
lorsque ^ — ̂  <^A.

' L^inégali té (22) donnerait une autre démonstra t ion, mais un r é s u l t a t
moins précis.Lorsque l 'équation estdu type m i n i m u m elle admet toutes
les solutions des équations du type m i n i m u m dont les génératrices
sont les diviseurs dey"(^ 1 ) . Dans le cas du îype moyen l 'énoncé précé-
dent apporte q u e l q u e s restrict ions. I l est d ' a i l l eu r s clair que lorsque
la condi t ion ( , ï 8 ) est vérifiée, u n e solut ion d 'un diviseur appar tenan t
au type m i n i m u m ne peut convenir par tout si son domaine d 'exis tence
est borné et ne convient nu l l e part si ce domaine est trop petit, ce qui
est réalisable comme on le verra au n° 7.

Lorsque deux fonct ions génératrices ont des zéros communs les
équat ions correspondantes ont des solut ions c o m m u n e s . Ces solutions
c o m m unes p r o v i e n n e n (: - e 11 e s u n i q u e m e n t d e s z é r o s c o m m u n s ? ,R n
d'autres termes, deux équations dont les génératrices n 'on t , pas de
zéros communs peuvent-elles avoir des solutions communes?

Plaçons-nous dans les condi t ions du théorème XV.Ii et montrons
que :

XVIII. Les polynômes de Dirichlet de la solution g(z) considérée
comme solution de A(y) == o ou comme solution de (AAi )(j) === o sont
les mêmes.

Les formules' (27) donnent en effet ces polynômes dans le premier
cas. Si g ' { s ) est considéré comme solution de l'équation composée, on
voit de suite que les polynômes correspondant aux zéros de / \ ( u ) [qui
ne sont pas zéros d.e f{u)} sont nuls. D'autre ^art les deux membres
des égalités (27) restent égaux lorsqu'on leur applique la t ransmuta"
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t ion Ai(j). Or on obt ient a in s i dans le premier membre

e^ <Ï)(r t) / , ( f f )Q'/ ' - j - . . .+ ——4——^\^{a}f,{a}~^---^ L

c'est-à-dire que les équations deviennent celles dé t e rminan t les po ly-
nômes de Dir ichle t de l ' équat ion composée. Ceci démonire la propo-
sition.

Considérons alors deux équations A, A.i admettant les solutions g
et g\ et supposons pour s impl i t îe r qu'elles soient du type m i n i m u m .
La différence g ' — g^ est soliition de (AA, ) fy ) === o et la suite de ses
polynômes de Dirichlet est constituée par les su i t e s des polynômes de
g et •—^•i relat ifs aux équations A et A ( . Si geig^ co ïnc iden t , elles
ont donc mêmes polynômes de Dir ichle t et ces polynômes ne sont p^s
tous n u l s d'après ce qu i a été d i t p ins haut. Les deux fonc t ions /'(//')
et J\(u) ont donc des xéros communs et seuls ces zéros c o m m u n s
fournissent des polynômes de Dirichlet non nuls pour les s o l u t i o n s
communes . D'après ( 27 ) 1rs solutions communes à A et A.\ sont les soin-
lions de F équation dont la fonction généra tn ce est le p l u s gra nd commun
diviseur de j ( I L ) et j\ ( u ).

7. Cas des équaUons régulières. Propriétés des serres correspondantes.
— Nous supposerons ici que les zéros de la fonction génératrice
vérifient la condition (i5). En suivant ce qui a été fait par M. Ilitt
nous introduirons l'équation
(29) • (A.À,)(j)-=o 1 ^ .

avec
l \ { ( i ) ̂ f(— u ).

Le quot ien t àe/Çu)f(— //) par le b inôme ( i — — ) " est alors le pro"
\ du, /

dui t de la fonction F/ / ( / / ) du a0 3 par
((-i- 1 1 " 1 1 - 1 1 1
a,

On pourra appliquer la proposition VII et les inégalités (16) et (17) à
la fonct ion <î(a) f igurant dans les inégal i tés (27) correspondant à

, /* . , , / . , , ^(a)cette l'onction et aux dérivées de -,——-" •<î> ( a )
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Soit ^'(-s) une solution de (i) valable autour de Sç et holomorphe
dans le cercle \z — z ^ \ <; 2D -+- h; ses polynômes de Dirichlet peuvent
être calculés en considérant cette fonction comme solution de (29).
Nous allons montrer que, moyennant certaines condi t ions , la série (28)
correspondante converge dans un cercle
cercle les fonctions

^o ^ih'^h. Dans ce

( AA-i ) ( ̂ ; /?, n 4- i , .. ' ., n 4- p. —./ — i )

sont uniformément bornées. D'autre part, en t i rant Q(^) des éga-
lités (27), on obtient

/=y.-i

y A (y) ( ÀÀ, ) {y ; / / , . . . , / / + ̂  —y — ij,€)(aV'-4

A(y) désignant le dé te rminant

'AC./)==

<ï ) /(^)

^(a)
[ j —— Ï

^ " 1 ' " { J — 2

0

^-^f^) . . .
'1

^'(a} ...

(Ti/' / / \

0

ï

./î
:i;

ï

<Ï>/(,

4>

) î

) '

71 (^)

<î)f/~i,^^

<& f / - 2 1 ( ' ^ )

^)

dont les éléments d'une parallèle à la diagonale principale sont tous
égaux. Ce déterminant A(/) contient 2•/"-l termes non nuls qui sont
de la forme

[^iÇa)^^(r/'y1 ^(<</)^ ...
,/'avec

On a donc
lJ•^••'•+•J^=J\ . A-+-^+. . .^V=J.

Ac/} ^y dzE^X^Jl^ r l̂̂ 'l7
<&(«)/ ^ — l _ ^ ( a ) J "'[./! <î>(^) j

Un facteur de ce produit s'exprime au moyen de ^Ça) == ^ ' ( a ) ̂  ^jç
ses dérivées, on a

<I^(a.)
^r^r =:y ( '^( t 'o^. , , (P(/~-I) )/;
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avec
fi +-^2 +...-»- J'tj-==-.f\

efc le S con tenan t moins de y! termes. Appliquons les inégalités
déduites de (16) et (17). Nous obtenons

AC./ <WJi\a\i,
\^{a)i ^ '' r ' '

B étant le quot ient d'une constante absolue par co2. Il suit de là et du
théorème VII que

| e^ Qn (. s ) | < e^-^ ' ̂  t ( B ̂ ,, [ a,, \ ^ )^.

On sa i t que p.,/, : [ a,, est borné, si donc on suppose que

(3o) • lin.̂ ^^
• fh, \

on aura l ' inégalité"y'
\e^t-ZQ,,(z)\<eiK•^^^

valable dans le cercle ^ — ^o [ << A si petit que soit c pourvu que n soit
assez grand. K. est la constante figurant dans l 'énoncé VII. La condi-
t ion (3o) impl ique la condi t ion ( 10) du n° 1 et par su i te pour tous les
points du cercle sauf peut-être ceux d'un ensemble de mesure linéaire
nulle; , on a aussi

^ \e^^Cn\<^+r^ft^.

Cette inégali té a lieu partout dans le cercle considéré puisque le pre-
mier membre est holomorphe.

Supposons d'abord qucf(u) soit du type m i n i m u m ; K est nul. Les
distances positives de tout point z du cercle aux droites Dn du n° I.
restent inférieures à Y] dès que n est assez grand. Considérons trois
points du cercle et les pet i ts cercles de rayon 2Tj ayant pour centres
ces trois points. Les tangentes communes à ces petits cercles paral-
lèles aux côtés du triangle des trois points déterminent un petit
triangle in tér ieur au premier dont tous les points sont à des distances
négatives au moins égales en valeur absolue àr j de toutes les droites Dn
sauf un nombre fini d^entre elles. La série (28) converge donc dans ce
triangle et par suite dans le cercle considéré; ce qui permet d'énoncer
ce résultat :

XIX. Si /Çu) est du type mimmiim et si les a^ et y^ vérifient les condi-
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fiom- (i5) et(3o} toute solution de (î) est dé^eloppable en série de solu-
tions fondamentales dans tout son domaine d'existence qui est cowexe.

Moyennant ces conditions imposées aux a,, et y.n une ^é^e (24) admet
la frontière de son domaine de convergence comme ligne singulière.

La seconde partie de l'énoncé complète un résultat que j'avais
donné précédemment ( i).

Dans le cas du type moyen, les considérations précédentes s'ap-
pliquent avec quelques modifications. On prendra dans le cercle
\z — ^o 1 < h trois points formant un triangle équilatéral et l'on entou-
rera les sommets de cercles de rayon supérieur à K. 11 est nécessaire
que h soit supérieur à aK, il faudra d'autre part appliquer la proposi-
tion XVI. On obtient ainsi cette proposition :

XX. Si jt (u ) est du type moyen et si les un et p^ vérifient les condi-
tions (i3) et (3o), if existe un nombre û' au plus égal à 3D -+- 2K tel
que :

i° Toute solution de (î) 'valable autour de z^ et holomorphe pour
z — ̂  ] <^ û''4- h est développable en série de solutions fondamentales

dans le cercle s.—^ <^h;
2° Le domaine de convergence de la série obtenue contient tous les points

qui peuvent être joints à ZQ par une ligne dont chaque point est centre
d'un cercle de rayon supérieur à iÏ dans lequel Ici solution prolongée le,
long de la ligne est encore holomorphe.

En ce qui concerne les singulari tés de fonctions déf inies par les
séries (24) on a la proposition suivante qui comprend un théorème de
.M. Ostrowski, (2) :

XXI. AÏ une série (24) possède un domaine de cowergence et si les a^
et p./, satisfont aiw conditions (i5) et ( 3o), la somme de la série ne peut
être holomorphe dans un cercle de rayon supérieur à Q,' si le cercle concen-
trique de rayon F est intérieur au domaine de convergence^ la circonfé-
rence de ce cercle étant tangente à la frontière du domaine.

( i) Comptes rendus^ t. 181, ï9î5, p. 76,3-765.
('l)Sitzb. der preus. Akad. der W.y 19-23, p. So-^. Voir aussi à ce sujet le

Mémoire de M. Pôlya qui suit celui-ci dans ce recueil.



Le théorème XIX just i f ie ce qui a, été dit au n° (...). La forme du
domaine de convergence des séries (24) est conditionnée dans une
certaine mesure par l 'ensemble E limite des arguments réduits des
.nombres a,,. C'est une conséquence du n° 1. On peut prendre une
suite de fonctions fondamentales telle que E ne contienne .qu'un
nombre fini s de points. Les domaines de convergence sont alors des
polygones convexes de ,v côtés au plus (certains des côtés pouvant
aller à r i n f m i ) - c l o n t les directions des perpendicula i res aux côtés
dirigées vers l ' in tér ieur sont connues. Tout polygone sa t i s fa i sant à
cette cond i t ion est le d o m a i n e d^existence de so lu t i ons faciles à former.
On pourra obtenir des so lu t ions dont le domaine (.rexistence sera, u n
triangle aussi pe t i t que l'on voudra.

. Lorsque E renfermera une i n f î n i t é de points on aura d'autres formes
de domaines- Si. E est dense entre o et 211, on pourra ob ten i r un
domaine l imi t é par une courbe convexe F donnée. On choisit les C/,
pour que le l ieu des points limites des points v/, du n4 ' 1 soit la podaire
de F par rapport à l 'origine.

8. Solutions entières. — Les fonc t ions entières, solut ions d 'une
équation (i) sont •au moins du type moyen 'de Fordre un.Ce résul ta t -
donné par M.. Schûrer dans le Mémoire cité dans l ' In t roduct ion peut
aussi, s'établir et se compléter de la façon suivante dans le cas ici
envisagé :

So ien fcM(r ) l e m a x i m u m dumodu le de l à fonction entière g ' ( ^ ) pour
\z [ == î\ M(r; p} le maximum du module de sa dérivée d'ordre p . Sup-
posons que Fon a i t

,. \o^M.{r} ^ ^
( .-II ) ,. î i ni -—"——- ^ h { h > o ). .. •

D'après le théorème de M. Hadamard sur la convexité, on a
/"*/ /

log M, (/•)•==: | //(.r)^ 4-- ii,
t^a '/

u{x) ne décroissant pas. On en déduit que logM(r) étant inférieur
à 5Erdans une suite d ' in terval les r^, 4^/ [ ^n vertu de (3r) | , u{r) est
infér ieur à E ^ r d a n s les intervalles 2^, 4^ E, étant aussi, fini et il
s 'ensuit que

lo^ M ( /• 4- h ) < lo^ M.( /" ) 4- h 1 ,̂
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pourvu que ret r-+ h appartiennent à un même intervalle. Les inéga-
lités de Cauchy donnent alors

(32) M(/ l ;p)<^ÎM1^±A- )<M(r)^^^

cette inégalité étant valable lorsque r appartient aux intervalles sr^
3ry et h pouvant être pris fixe mais arbitrairement grand. Supposons
maintenant que g ' { s ) soit solution de (î), la fonc t ion génératrice qui
est au plus du type moyen ne s 'annulant 'pas pour) u ( ^ U . Pour | ^ | ^U ,
on à

(33) ^? f I I 1 1 '"> 9 'V i /• 1 n ' fthï^
ZÀ n 2^ ' /" h71 î

pourvu que h puis m soient pris assez grands. Pour n^m et z choisi
de façon que 1<§'(^)| ==M(r), on a

^(^t"^71-)
[^ l+ £/0,

£/, pouvant être pris aussi peti t que l'on veut dès que /• est assez grand
et extérieur à certains interval les exceptionnels (^ ) . Les intervalles
exceptionnels appartenant à un intervalle 2 /y , 3r^ ont une longueur
totale infiniment petite par rapport à î\. N(r) est le rang du terme
maximum de la série g{z) et l'on a encore dans les intervalles 2^,
3/v/, N(r)<;rE2. Alors g(jz) étant solution de ( r ) , on a dans ces
intervalles

i.:.[^]'^^si,.,.^,».,
1 /;; 4- ;

et Pon peut supprimer les c,, dans le premier membre à condition de
multiplier le second membre par 2, pourvu que r soit assez grand.
Pour que l'on ne soit pas en contradiction avec (33), il faut que

N ( r ) ^ U r . '

Cette inégalité aura lieu dans chacun des intervalles 27^, 3^ à condi-

(a) Lectures on thé général Theory of intégral Fonctions.
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tion de multiplier le second membre par un facteur tendant vers un, et
comme

. ..,/ ^ r ' / dj-. IogM(/> )>f N(.z-)^,

on voit que :

XXII. Lorsque (2) est au. plus du type moyen de F ordre un^ on a
pour toute fonction entière vérifiant (i)

' lo^M('r) ^
h in —?———— > <••>.—— f

Pour une solution entière qui est au plus du type moyen de l'ordre / / /?,
on a

... }c^M.(r) -,.,.
Il m ——î-——————- > [J.

En employant l'égalité (20) on déduit de ce dernier résultat que
toule solution entière du type moyen de l'ordre un est une combi-
naison d'un nombre f i n i de solu t ions fondamentales, proposition due
à M. Schùrer.

Il existe d 'autre part des solutions entières d'ordre aussi, grand q u e
l'on veut. On peut en effet extraire de la suite des ^/, une autre sui te
dont les arguments réduits ont une limite qu'il, est loisible de supposer
nulle (en changeant s en ss) et dont les modules ont des différences
supérieures à a r Si a,, est égal à A(n) + iB(n), la série

g-( z ) =. 2 G/, e-1 ̂  e^ ( G/, > o )

• a son module maximum pour [ ^ j == /• compris entre
Vf'1, ^inr pi Vp /.md-t-S,,»)/'AW v,..^///.(/ (.1 M \.^i)t, c/ • ;

les sommations é tant étendues à une même suite d'entiers my et £,/,
t endan t vers zéro. On peut choisir les C^ pour que la fonction

IG/.r-

soit à croissance aussi rapide et aussi irrégulière que l'on veut.
Notons que, dès que les a,, et [̂  satisfont aux conditions (i5) et

(3o), les fonctions entières solutions sont développables en série (24)
convergente dans tout le p lan .

Ann, Éc, Norm., (3 ) , XLVL — FEVRIER 192 y. J
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9. Solutions non analytiques. — .Dan à le cas des fonctions du type
moyen dont les coeff ic ients vérifient !es conditions (18), la convergence
de la série ( i ) i m p l i q u e que les dérivées vérifient les inégali tés

/ 1 r^ i Y .[-^-j <o \ n > n { ^ ) ] .

Il su f f i t que ces conditions soient vérifiées uni formément sur un seg-
men t pour que r(^) soit analytique dans un domaine contenant ce
serment. 11 n 'existe pas de fonc t ions non analytiques mais quasi.
ana ly t iques sur un segment auxquelles s 'applique la t r ansmuta t ion (i)
puisque la donnée en un point des dérivées vérif iant les inégali tés
précédentes ne peut déf inir qu 'une fonction ana ly t ique . Il semble donc
possible que, tout au mo ins pour les équa t ions les plus régulières q u i
sont effectivement du type moyen, tou te solution soit a n a l y t i q u e .

Il n'en est plus de même dans le cas du type min imum. La conver-
gence de (i) n ' e n t r a î n e p lus de condi t ion analogue à celle re la t ive à
l 'analytici té. , ni même à celles relatives à la quasi-analyticité si yl^
est le terme général, d 'une série convergente. Nous supposerons la
variable ^ =x réelle et nous formerons des so lu t ion» non analyt iques
au moyen de séries de solutions fondamenta les en r emarquan t que :

XXIII. Si la suite des fonctions indéfiniment dérivables G (se; n) con-
verge uniformément vers G(^) sur le segment a ̂ oc ̂  b et si.mr ce. segment
on a pour tout n

^ ^ ! |G^(.:r;^)'<N^
la série

^IN^

étant convergente, A(G) existe 'et est la limite de A[G(.z*;'7z)].

Les hypothèses entraînent en effet l'existence des dérivées de G(x)
qui sont les limites des G^Çx;n) et vérifient les mômes inégalités.
Toute série de so lu t ions fondamenlales dont la somme des n premiers
termes vérifie les conditions de l 'énoncé XXHI fournit donc une solu-
t i o n . Si cette série admet un domaine de convergence dont la frontière
est coupure et contient le segment (o, b}, cette somme ne peut être
/analyt ique sur(^, b) en vertu d'un théorème de M. Painlevé.

11 est aisé d'appliquer ces considérations. Supposons qu'une suite
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inf inie de zéros a,, admette ^ pour argument. Extrayons-en une suite
(i^ vér i f ian t les condit ions (i5). La série

^b,,^^

admet le demi-plan supérieur pour domaine d^existence si,
.,,. lo^\hn\( ,>^ j __

l "/'. 1

tend vers zéro. Sur l'axe réel O.r, on a
/ G(^)=:I^,^"''.

donc
N^^IMI^

et il suffit que
:£(|^|2|r^;}

converge pour que G ( ^ ) ne so i t pas analy t ique tout en é t a n t so lu t ion .
Supposops pour éviter toute difficulté que la fonction (2) soit d'ordre p
inférieur à î . On a

Z| (',,0^ < (^"'^\

et l'on peut p rendre en conformité avec (34)-

avec
I i m s// •==. o. £ / / 1 a,, \ > I ^/J^' f p î > p ),

de sorte que toutes les condi t ions sont réalisées.
On pourra obteni r des fonct ions quasi analytiques. Par exemple.

en prenant | ri,,\ = o-", ' • J ^ > T y et £„==== -"> le c a l c u l de N^ est celui du
maximum du module d^une fonction entière et l'on trouve

Ç^/^ K..̂  iog/^

G(.v") appart ient à la première classe de fonct ions quasi analyt iques de
M'. Denjoy.

Les exemples que l'on peut ainsi former introduisent des fonctions
qui sont la valeur l i m i t e d'une so lu t ion analytique sur un côté d'un
polygone d'existence. On peut généraliser un peu en prenant la somme
de deux telles fonctions, l 'une correspondant à une solution holo-
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raorplie au-dessous (Tim segment de Oxy l 'autre à une solution holo-
morphe au-dessus de ce même segment. Mais il y aurait lieu de
rechercher si toutes les solutions non analytiques sont nécessairement
de cette forme.

10. Cas où la fonction génératrice est du type maximum de l'ordre
un. — Je donnerai ici quelques indications sur le cas où la fonction

.génératrice est une fonction entière d'ordre fini quelconque. Il est loi-
sible de supposer qu'elle est au plus du type moyen de l'ordre p. On a
donc
(35 ) \j\U')\ K:^-2'!"!', ' •

si petit que soit £ pourvu que \u\ soit assez grand. On en t i re des
inégalités bien connues pour les coefficients c,^ inégalités de la forme

^<^y.
Si l'on suppose que l'on a des inégalités de sens contraire de la même
forme

//
„ ,^ /A/Y
l ̂  i > — ?\ n )

valables soit pour tous les n, soit pour des n assez rapprochés, la
condi t ion de convergence de la série (i) entraîne pour les y^ ^Gs

inégalités qui expriment que y est une fonction entière qui est au plus
du type moyen de l'ordre —^ Ce sont des solutions de cette espèce
qu'il conviendra de chercher. En reprenant les notat ions du n°8 et en
uti l isant la première partie de l'inégalité (82), on établira que :

XXI^. Si g'Çz ) e^'t une fonction entière qui est au plus du type moyen
de l'ordre o, on a

M ( /• ; p ) < M ( r ) ( A rP"-' y, ! si p •< A. /'F,
/ p_jv.

M(r;p)<M(r)\A.7? ^ ;, s ï p > A . r 9 , , -

A étant une constante que l'on peut remplacer par une fonction de r ton-
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dant vers zéro lorsque r croît indéfiniment, lorsque gÇs} est du type
minimum.

, Le cas des fonctions régulières montre que ces inégalités sont bien
précises.

De XXIV on tire cette proposition qui correspond à-VlII :

XXV. Si f(ii) est du type moyen de Vordre û ['inégalité (35)], la
transmutation (i) définit une fonction entière dès que F on y remplace y

par une fonction entière g{z) d'ordre —^— et d^un type moyen assez

petit [ce qui signifie que le nombre analogue au nombre A de (35) doit
être assez peti t ] .

Le problème qu'il y a l i e u de se poser ici est celui de la repré-
sentation des solutions par des séries à simple entrée de solutions
fondamentales . Je n'entrerai pas dans le détai l de cette étude qui
se fait en suivant la même marche que ci-dessus. La proposition IX
se généralise : si la suite des fonctions ent ières g ( ^ ^ n) converge
uniformément vers gÇs) qui. est d 'un type moyen assez petit de
l'ordre -~^—, A[^'(^; ri)] converge uni formément vers A[^'(.:?)]. [Par
cette convergence uni forme, il faut entendre que les^'(^; n) sont en
outre uniformément du type de ^Çz) ]. Ceci conduit à une généralisa-
t ion du même genre de XVII. On peut alors se borner à considérer des
équations dont la fonction génératrice est de la forme y(^7), pé t an t
entier et <p(^) d'ordre infér ieur à u n , ce qu i permet d'appliquer les
.considérations du n° 7. En particulier, on obtient cette proposition :

XXVI. Si la fonction génératrice est une fonction sans zéros (Tordre p
supérieur à un^ F équation (ï), dont les solutions sont nécessairement des

fonctions entières qui sont au plus du type moyen de Fordre —^—?

n admet pas de solutions de cet ordre et d^un type m,oy en assez petit.

Il est probable qu'une telle équation n'a pas de solutions analytiques.


