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SUR LINTEGRATION

DES

FAISCEAUX DE TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES

DANS LE CAS OU, LE DEGRE DU FAISCEAU LTANT n,
CELUF DU FAISCEAU DERIVE EST n +1

Par M. E. VESSIOT

Introduction et résumé.

1. Jardonné en 1924 (Bulletin de lu Soctété mathématique de France,
t. 52, p. 336-395) (') une théorie générale nouvelle des problemes
d’intégration, fondée sur la considération des faisceaux de transfor-
mations infinitésimales.

Un tel faisceaun F est constitué par toutes les transformations

X=4X +2X,+. ..+ 1,X,,

out les X; sont des transformations données

e
7 - () . N
)\[:Z g (), ...,.t,,,,)%é (t=1,2, ..., 1),
Je=1 )
et ol les 7, sont des fonctions arbitraires des variables x,, ..., r,.

Les X;, supposées dicergentes (c’est-h-dire formes linéaires indépen-

\
N »

. Jaf . .
dantes relativement aux ?)11) constituent une base du faisceau; leur
A fe

nombre n (nSm) est le degré du faisceau. Deux transformations du
faisceau, X/ et Y/, sont dites en incolution si leur crochet de Jacobi

(1) Dans les notes qui renverront & ce Mémoire, nous l¢ désignerons, pour abréger,

par la lettre M,
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(X/, /) fait partie du faisceau. Le faisceau est dit comples si toutes
ses transformations sont, deux & deux, en involution. En égalant &
zéro les transformations de base d’un faisceau complet, on obtient un
systeme complet (au sens de Clebsch); un systeme fondamental d'inté-
grales de ce systéme complet est alors un systéme fondameniald nya-
riants du faisceau (c’est-d-dire de toutes les transformations du
faisceau). ,

Tout probleme d’intégration équivaut & la recherche des sous-/ats-

“ceaux complets d’un certain faisceau F : en égalant & des constantes

arbitraires un systeme fondamental d’invariants d’un tel sous-faisceau,
on obtient une intégrale compléte du probleme ('); et on les obtient
toutes ainsi, si 'on fait abstractfon de celles qui auraient un caractére.
singulier.

Une transformation du faisceau F est dite distrngudée, si elle est en
involution avee toute transformation du faisceau. Les transformations
distinguées, quand il y en a, forment un sous-faisceau complet, qui
sera dit distingué; ou encore caractéristique, parce que les multiplicités
intégrales de ce sous-faisceau () (ayant le nombre maximum de
dimensions) sont.les caractéristiques de Cauchy du probléme.

Si l'on se borne a chercher, sous le nom d’cntégrales complétes, celles
qui ont le nombre maximum de dimensions (ce qui est, en général, le
probléme essentiel), on a ce théoréme fondamental que toute intégrale
compléte est une famille de multiplicités engendrées par des caracté-
ristiques de Cauchy (*); de sorte que le sous-faisceau complet qui
fournit une intégrale compléte contient le sous-faisceau caractéris-
tique, et que ses invariants sont des invariants du sous-faisceau
distingué, ou, autrement dit, des fonctions caractéristiques.

2. Quand un faisceau F n’est pas complet, I’ensemble des crochets
(X/, Y/) de ses transformations prises deux i deux constilue un

(1) Glest-a-dire qu’elle est constituée par une famille de multiplicités intégrales
(voir note suivante), telle qu'il passe, par chaque point (), ..., 2, ), une multipli-
cité de la famille.

(2) Une multiplicité a » dimensions est une multiplicité intégrale d'un faisceau
quand elle admet » transformations (divergentes) de ce faisceau.

(3) Quand ces caractéristiques cxistent, sous-entendu.
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faisceau F' qui contient F : cest le dérivé de F. Celui-ci a, de méme,

un dérivé, et ainsi de suite. La suite des dérids successifs de F se

termine par un dernier déricé, qui est complet, et dont I'intégration

fournit les invariants de F : ceux-ci n’existent, bien entendu, que si

le degré du dernier dérivé est inférieur au nombre 7 des variables.
La base du dérivé I étant prise sous la forme

Ny Noe oo Ny Ty T o Lo

on a, pour les crochets (X;, X,), des transformations de base de F, des
identités-congruences, dites formules de structure, de la forme
“
(Xi X)) ;}: cinilj (mod. ) (i, A==1, 02, ..., n).

Jo=1

Le signe de congruence (modF) indique que la différence des deux
membres est une (ransformation de F. La nature du faisceau, au point
de vue de son intégration, dépend essentiellement de sa structure; et,
éventuellement, de celle de ses dérivés suceessifs; car ¢est par des
comparaisons de structure que 'on reconnaitrait si 'on peut passer
d’un faisceau & un autre par un changement de variables.

3. Le présent mémoire est consacré au cas le plus simple ('), celui
ou le dérive I est de degré n + 1, le degré de F étant ». Les formules
de structure ont alors la forme simple

(1) (X Xp) =il (modF) (i, h=1,02, ..., 1),

Z étant une transformation quelconque du dérivé (qui ne fasse pas
~ partie de F).

Si le nombre des variables est m=n + 1, I'intégration du faisceau
équivaut 4 celle d’une équation de Pfalf, c’est-a-dire au probléme de
P/aff : celui-ci contient, comme il est bien connu, le probléme de
Vintégration des équations ou systémes d’¢quations aux derivées par-

(') Le cas qui correspond & celui-la, dans la théorie des systémes de Pfaff, a éié
étudié par M. Cartan (Bulletin de la Société mathématique de France, t, 20, 1gor,
p. 233); et, antéricurement, par M. E. von Weber (Miinchener Sitzungsberichte,
t. 25, 1895, p. 423),
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tielles du premier ordre, & une fonction inconnue. J'ai résumé, dans
une Note aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences ('), ma
méthode et mes résultats relatifs & ce cas. Ils sont compris dans ce qui
suit. :

Soit, en général, m=n+ p (pZ1) le nombre des variables; et
posons n==2s5r, en désignant par 2s le rang du déterminant symé-
trique gauche dont les éléments sont les fonctions de structure c;;. Le
sous-faisceau caractéristique G est de degré r, et les sous-faisceaux
complets de degré maximum, fournissant les intégrales complétes,
sont de degré ¢ = s + r. Au lieu de chercher ces sous-faisceaux com-
plets de degré g, il est préférable, dans le probleme actuel, de cher-
cher dircctement les intégrales complétes, c’est-i-dire un systéme
d’invariants fondamentaux de ces sous-faisceaux complets. Ces inva-
riants, ou éléments de I'intégrale compléte, sont, pour chacune d’elles,
en nombre s+ p : tous doivent ¢tre, d’aprés le théoréme fondamental
sur les caractéristiques de Cauchy, rappelé plus haut, des fonctions
caractéristiques.

De plus, dans chaque intégrale compléte, on peut faire figurer un
systeme d’invariants fondamentaux du faisceau donné F. Un résultat
essentiel est que, pours > 1, ces invariants de I sont en nombre p—1,
ou, en d'autres termes, que le dérivé de Fest complet. SiP’on intro-
duisait ces invariants comme variables nouvelles, on serait donc
ramené au cas mn = n+ 1, c'est-a-dire au cas du probleme de Pfaff.
Mais il est inutile de faire ce changement de variables, et il reste seu-
lement a trouver les s + 1 autres ¢léments de U'intégrale compléte
cherchée. »

On peut prendre pour 'un d’eux une fonction caractéristique quel-
conque, soit 3. Pour construire les autres, il suffit de remarquer que
ce sont des invariants de toute transformation distinguée du sous-fais-
ceau de I (de degré maximum), ayant ¢ pour invariant; ces transfor-
mations distinguées, parmi lesquelles figurent celles de F, forment un
faisceau de degré »+ 1 : il suffit donc d’en trouver une qui n’appar-
tienne pas au sous-faiscean caractéristique G de F. Pour avoir une
formule simple, on choisit, dans la base de F, des transformations

(1) Comptes rendus de U'Académie des Sciences, v, 184, 17 janvier 1927, p. 143.
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distinguées pour X,.,, X,,, .... X, (v=2s); et la transformation
cherchée est, sous forme de déterminant bordé,

¢, ... Gy —X0
I Y ... PR (l,l Ll 4
(2) 3 . . avec 0=
a Cy “ .. CV,‘I “‘}\Vﬁ") ?
: P iy Cyq eve Cyy
X,f ... Xuf o

Je représente cette expression par {0, /1, et je 'appelle le crochet des
deux fonctions o et /': ¢’est, en effet, une généralisation du crochet de
Poisson [ o; /|. Avec cette notation, la régle de construction d’une
intégrale compléte s’énonce ainsi : On prend un invariant quelconque
u, du faisceau complet caractéristique G; puis un invariant quelconque
u, du faisceau (complet) somme de G et de {u,, /| : puis un invariant
quelconque w«, du faisceau (complet) somme de G, de {u,, [} et de
{uy, [ : etainsi de suite. Enfin un invariant quelconqueu, du faiscean
(complet) somme de G, de {u,, f}, ..., {u, f}. Ce dernier faisceau
est 'un quelconque des sous-faisceaux complets de F de degré (maxi-
mum) g =s -+ r; U'intégrale wmplete correspondante a pourelements
Woy Uyy ..., Uy, et les invariants de F.

On reconnait la marche des intégrations de la méthode de Clebsch,
pour le probléme de Pfaff.

Si 'on introduit, comme variables nouvelles, les éléments u,,

U, ..., u;d’une intégrale compléte, la base du faisceau se raméne i
la forme canonique
. .0 Jaf . af af of
(3) Uzj—— / ,+_(v...j_, \I.f____._j_, _l, ey -—‘:f—
du; dug ¢ dav; d3, . VER
(f=1,92, ..., 1).
Les variables ¢, ..., v“ qui s’introduisent ainsi, seront dites les él¢-

ments polaires, associés a I'intégrale compléte; elles sont définies par
I'identité

8

. N\ . :
(%) ‘,u,,,_/‘{~2(’,-3u,-.j§50. (mod G).

i=1

L'intégrale compléte, éléments polaires compris, est définie par les
Ann. Ec. Norm., (3), XLV. — Jurer 1928. 25
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relations de crochets suivantes, ol ¢ est un facteur indéterminé,

(g 2y} =0, fu, up) =o, (¢0 vi)=o0, - (u; 9r)=o0,

(9)

;
fen w i =o. feg, uy =0y (6, k=1, 2, ..., 8; {FL).
Il est sous-entendu que les u et les ¢ sont, de plus, des fonctions carac-
téristiques.

La réduction du faisceau donné F & la forme canonique (3) raméne
Uintégration de F a celle du faisceau canonique U,, ..., U, Vi, ...,
V,, aux 2s -+ 1 variables u,, u,, ..., u;, ¢,, ..., 5. Ce probléme équi-
vaut a la détermination de toutes les transformations de contact
de I'espace a s + 1 dimensions. Les résultats précédents fournissent,
d'une maniére trés simple, tous les principes fondamentaux de cetfe
théorie des transformations de contact.

5. Le cas s =1 ne rentre.dans la théorie générale que si le dérivé
F' de F est complet. Mais il est un autre cas ol la solution générale du
probleme de l'intégration de F (pour s =r1) est encore donnée par
des formules explicites. C’est celul ol les degrés des dérivés successifs
croissent d’une unité quand on passe de chacan de ces dérivés au sui-
vant. Je retrouve ainsi, avec des hypothéses un peu plus générales,
I'équivalent d’un théoréme de M. Cartan ().

6. Les résultats résumés ci-dessus (n° 4) entrainent que le passage
d’une intégrale compléte (éléments polaires compris) & une autre se
fait par une transformation de contact. La détermination générale des
intégrales complétes doit donc dépendre d’un systéme différentiel auto-
morphe (*), correspondant au groupe général des transformations de
I'espace & s + 1 dimensions.

Les systémes automorphes & considérer, ramenés i la forme cano-
nique qui met en évidence un systéme fondamental d’invariants diffé-
rentiels du groupe, ont, eomme équations du premier ordre, les sui-
vantes :

(6) Pl‘l’i’ ‘l‘ck]u,v: ﬂDik(xo, Ly ooy 51"-_-.\') (l‘, k=o, 1,2, ..., ‘.?.S);

(Y) Bulletin de la Société mathématique de France, t. 42, 1914, p. 14-15.
(%) Voir mon Mémoire des Acta mathematica, t. 28, 1904, p. 311.
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et une équation complémentaire

O(Lgy Ty ooy Ly Ty o ns Tay)
Oty Uyy ooy Wy Ory ooy 75)

( 7 ) P.v+1

Dans ces équations, ¢ est un facteur indéterminé i éliminer; les
crochets de Poisson [, 2], SONE Pris par rapport & u,, uy, ..., u;
1y -1 ¥ considérés comme variables indépendantes.

L’équation (7) est, du reste, une condition d’intégrabilité des équa-
tions (6), et 'on peut calculer @, sans intégration, quand on connait
les o, ;.

Inversement, un tel systéme correspond 4 un probleme de Pfaff. Si
Pon introduit le crochet généralisé

2s 28 ) )
(8) loft=3 gt 2L,

i=0 k=20
les équations (6) expriment_que le passage des @ aux u, ¢ ramene &
la forme canonique le faisceau F défini par les transformations {z;, /7.
Les conditions d’intégrabilité s’obtiennent au moyen de I'identite

(9) (16, fL 10, f1) =10, ].Zf  (modF),

ou 0, Y sont des fonctions arbitraires, et Z / une transformation infini-
tésimale (indéterminée) qui ne dépend pas du choix de ces fonctions.
Ces conditions étant remplies, la méthode d’intégration résumée au
n® 3 fournit les «, ¢ en fonction des « : on y utilise le crochet (8);
mais on montre que celui-ci ne différe pas, au fond, du crochet tel
qu’il a été défini au n° 3.

DIVISIONS DU MEMOIRE.

I. — Recherche des intégrales complétes (p. 196).
1. Structure du faisceau. — 2. Involutions et intégrales complétes. — 3. Sous-
faisceau d’une fonction caractéristique. — 4. Méthode d’intégration. — 5. Le

crochet de deux fonctions. — 6. Relations de crochets entre les éléments d'une
intégrale compléte quelconque.
1. — Passage d’une intégrale compléte & une autre (p. 212).

7. Réduction du faisceau a une forme canonique. — 8. Fonctions polaires d’une inté-
grale compléte. — 9. Intégration explicite du faisceau canonique. — 10. Suite :
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Calcul des fonctions polaires. — 11. Transformations de contact. — 12. Passage
d’une intégrale compléte a une autre.
II. — Etude du cas exceptionnel (p. 228).
13. Cas oi1 le second dérivé est de degré n + 2. — 14. Généralisation. — 15. Sur l'in-

tégration des faisceaux considérés.

IV. — Systémes automorphes relatifs au groupe général
des transformations de contact (p. 237).

16. Equations de définition des transformations infinitésimales du groupe général des
transformations de contact. — 17. Equations de définition du groupe général des
transformations de contact ( transformations finies). — 48. Equation complémen-
taire. — 19. Les systémes automorphes. — 20. Cas du probleme de Pfaff. —
21. Calcul de I'équation complémentaire. — 22. Réciproque.

I. — Recherche des intégrales complétes.

1. Structure du faisceau. — Soient F le faisceau considéré, n son
degré, X,, X,, ..., X, une base de ce faisceau, x,, x,, ..., z, les
variables; on posera m =n 4+ p, et I'on aura p21. Les formules de
structure seront de la forme

(1) (Xi, Xp)=ci1Z (mod F) (i, k=1,2,...,n),
les coefficients de structure étant Tiés par les relations
(2) G CpiT= 0 (Ghk=1,2, ..., n).

Le crochet de deux transformations quelconques de F

(3) U :2 wXy V :En 01X

i=1 i=1

.sera ainsi
(4) (U, V)= (ulv) Z (mod F),A

ou ® est la forme bilinéaire alternée

~ Wl
(5) Oulor=3 N copue= Y coplwor— ).
ik (4, &) )

- Dans les formules (1) et (4), Z est une transformation quelconque
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du faisceau dérivé F' de F: si l'on change cette transformation, ® est
multipliée par uu facteur.

Sil'on prend, pour F, une autre base

(6) ngZWM& (h=1, 2, ..., n),

iz=1

les transformations (3) prennent la forme

n n
(5 U=%Nu X V=Y o X\
7) . S — h > no —_ Cndn,
h=1 h=1

les u' se déduisant des u, et les ¢ des ¢, par la méme transformation
linéaire, contragrédiente a (6),

n n .
. |\ ' . '
(8) ;= Z 0, U], Pi= E Wit (i=1x, 2, ...,n).
h=1

h=1

La forme ® se trouve ainsi transformée, de maniére que [’on ait
N U o
(@) Y =3 S et v
i 3 Pk

et cette identité définit les nouveaux coeflicients de structure cj,.

On peut disposer de la transformation (6), ou, ce qui revient au
méme, de la transformation (8) de maniere a réduire ® et, par consé-
quent, la structure de F, & un type canonique. Comme, d’aprés ce qui
précéde, d peut étre multipliée par un facteur arbitraire, ¢’est I'équa-
tion ®(u, v) = o qu’il s’agit, au fond, de réduire d une forme canonique.
Si l'on interprete X, ..., X, comme des coordonnées, les détermi-
nants («;¢, — uie;) sont les coordonnées de la droite intersection des
plans U =0,V =o0 et ®(u,¢)=o s’interpréte comme I’équation d’un
complexe linéaire. La forme canonique est donc, ainsi qu’il est bien
connu,

7 7’ 4 ' ’ ’ ’ ’ ! ’
(10) e A N L e A e A S S S R 77N = SR

On peut 'obtenir comme il suit. Introduisons les dérivées

n n n
(xr1) L — E Cik P P, = 2 (.'k,[zzk:—~z Ci g U
k=1

k=1 k=1
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Le déterminant A des ¢;;, hessien de @, et déterminant des coefficients
de 'une et l'autre série de dérivées, est, d’aprés (2), symétrique
gauche. Soit 25 son rang qui, comme l’on sait, est pair. Si s est nul,
les ¢, sont tous nuls, @ est identiquement nulle, et le faisceau F est
complet. Ce cas sera écarté.

Les ¢, , n’étant pas tous nuls, on peut supposerc, , < o, et alors @,
et @, sont deux formes linéaires indépendantes. Posons

I ! ! !’
(12) Y-—=p — o (‘I),,‘(D".,~—- (D,,,‘D(,‘).
“1,2
Cette forme W est, d’apres (11), bilinéaire et alternée; et ses dérivées
sont : ]
, , 1 , )
(13) v w— (Dug'_ (('i,ﬂ (Dm_ Ci,i(bua)'

X
C1,2

7

On en conclut que W', ", sont identiquement nulles, et que les ¥,
pour i=3, 4, ..., n, sont liés par autant_de relations indépendantes
que les &, pour r=1, 2, 3, ..., n. En ce qui concerne ce second
point, il est évident que toute relation entre les U, donne une rela-
tion entre les @, , avec les mémes coefficients, pour i =3, 4, ..., n.

La réciproque est vraie aussi, car une relation

n
’
a;®,=o
i=1

entraine une relation

n
D oW+ B O+ By @, =0

i=3

et les coefficients 3, et 3, sont nuls, car ce sont, aufacteur = ¢, , prés,
les coefficients de ¢, et de ¢, dans cette identité. De plus, s’'il y a
plusieurs relations o, ; ®,, = o, le tableau des coefficients o ,, ...,
oy, n'est pas nul, car il n’y a pas de relation de ce type entre ), et ®;,
seuls.
~Ainsi W ne contient pas u,, u,, ¢, v, et le rang de son hessien est
inférieur de deux unités au rang du hessien de ®. Ceci établi, faisons
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le changement de variables

I ’ I —1 —1I
’ " . , . , ,
(14.) u, = T:(D"l’ [[2.—. — (I"._.I, fvi—: - ,‘—(I)up “f): T:(D"‘-'"
VECan \ Capy V Cay = VCan

pour remplacer u,, wu,, ¢, vy; il est bien cogrédient d’aprés (11), et il
donnera
(15) D =u\ 0, — e, + .

Sil'on opere sur des quantités réelles, on pourra supposer ¢, , > o,
quitte a échanger les roles de @, et @, ; de sorte que la réduction
sera réelle.

On pourra maintenant opérer sur W comme on I'a fait sur @, et
ainsi de suite, et sile rang du hessien A de ® est 25, on obtiendra la
forme type (10) que nous avions annoncée. Remarquons qu’elle admet
un groupe linéaire homogéne bien connu ct peut, par conséquent,
s’obtenir d’une infinité de manieres.

Il sera commode de changer de notations en écrivant A, A, ..., A,
pour X, X}, ..., X},_,, B,, avec B,, ..., B, pour X, X/, ..., X,,,
et Cy, Cy, ..., C, pour Xoy 1, Xuyins ..., X,. On a ainsi la base cano-
nique
(16) A, .. A BL,..., By G, ..., G (n=12s—+r);

et, en posant.

s R} r s S r
(17) U=y aiA;—}—Z biBi+ ¥ Cp ¥ =¥ 4 Ai+2 v, Bi—}—E ¢y Cjy
=1 i=

! Jj=1 i=1 =1 j=1
on aura maintenant
(18) (U, Vy=0d(alb).Z (mod F),
avec '
(19) (1):2((1,‘1,;4—- b ).

i=1

Ceci équivaut & dire que les crochets des transformations de base (16)
sont tous congrus & zéro, sauf les crochets

(20) (A;, Bi) =17 (mod F) (i=1, 2, ...,5).
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Pour que U soit une transformation distinguée, il faut et il suffit
que la forme (19)s’annule quels que soient les @’ et les 4, donc que U

se réduise & ¥ ¢;C;, ot les ¢; sont arbitraires. Le sous-faisceau des
j=1

transformations distinguées (') de F est donc le faisceau G de base

Ci, ..., G, il est de degré »=n — 25, le rang du déterminant des G;

. étant supposé égal i 2.

Ce dernier résultat s’obtiendrait immédiatement, sans utiliser la
forme canonique, en écrivant que la forme initiale @ [équation (5)] est
nulle quels que soient les ¢. :

2. [Ingolutions et intégrales complétes. — Au moyen de la base cano-
nique (16) il est facile de discuter ce que seront les involutions géné-
rales, de degrés 2, 3, ..., du faisceau F. Soit un sous-faisceau quel-
conque F, de degré o, ayant pour base les transformations

”

(21) » V"'ZE ak,i,t\,«—kz /)A.)L-B,-A-Z cr; Gj (h=1,2, ..., ).

=1 =1 j=1

Les transtormations U [équation (17)] en involution avec-ce faisceau
sont définies, d’aprés (19), par les équations linéaires

(22) z (@aibri— biar;) =o (h=1,2, ..., a).

i=1

Ces équations sont indépendantes pourvu qu’aucune combinaison
des Vi ne se réduise & une combinaison des C;, ¢’est-a-dire pourvu que
F. ne contienne aucune transformation distinguée de F. Sous cette
condition, le faisceau W' des transformations U en question est de
degré n — «, etil contient évidemment le faisceau G des transformations
distinguées. :

Sil'on suppose, de plus, que F, est uneinvolution, W contientF,, de
sorte que 'on a n — 2o +r; ce qui exige «<s. Réciproquement,

(*) Clest ce que nous appellerons le sous-fuisceawn distingué ou le sous-faisceau
caractéristiqgue de F. ’
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tant.que o <s, W contient un sous-faisceau, de degré n — 20 — 7, qui
n’appartient ni 4 F,, ni a G.

On conclut de la : 1° que les involutions générales de degré «<s ne
contiennent aucune transformation distinguée de F; 2° que lesinvolu-
tions générales de degré o > se déduisent de 'involution générale
de degré s par adjonction de a — s transformations distinguées arbi-
traires; 3° que l'involution générale de degré maximum est de degré
s -1, c’est-a-dire que le genre de ¥ est s + 7.

Cette involuticn générale de degré maximum g = s+ r peut se
mettre sous la forme résolue

s
(23) V,= Ai+21)i,kBk7 (i=1,2, ..,s), C; (J=1,2,...,1);

k=1
et les conditions d’involution se réduisent alors a
(24) Pik == Phi (i, k=1,2, ....8).

On sait, d’apres la théorie générale ('), que les équations aux
dérivées partielles, relatives aux p; ;, qui expriment que cefaisceau (23)
est complet, sont compatibles, et qu’elles fournissent tous les sous-
faisceaux complets généraux, de degré maximum, du faisceau F.

Les multiplicités intégrales générales d'un tel sous-faisceau complet
sont représentées par des équations de la forme

(25) Qn( &y, XTyy - .oy Tm) = Ch (h=1,2,...,5+p).

Nous leur réserverons le nom d’tntégrales complétes; nous dirons que
les fonctions o, en sont les éléments, et nous énoncerons : U'intégrale
compléte (o,, 94, ..., ¢,1,). Nous bornerons le probleme de I'inté-
gration du faisceau F & la recherche de ses intégrales completes.

Il y a avantage, dans le cas actuel, a chercher les intégrales com-
plétes elles-mémes, et non les sous-faisceaux complets dont elles sont
des invariants fondamentaux.

Voici, a cet égard, quelques remarques préliminaires :

1° Les éléments de toute intégrale compleéte sont des invariants du

(1) M., nos 13-14, p. 362 et suiv.

Ann. Ee. Norm., (3), XLV. — JuuLer 1928, 26
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sous-faisceau distingué G de F. Cela résulte de ce qui précéde, et c’est
un cas particulier du théoréme général de la théorie des caractéris-
tiques de Cauchy ('). Nous dirons que de tels invariants sont des
fonctions caractéristiques (pour F);

2° Parmi les éléments de toute intégrale compléte on peut faire
figurer les invariants du faisceau F, s’il en a. Ces invariants existent,
si le premier des dérivés successifs de F qui est identique au suivant
est de degré inférieur & m : il est alors complet (*), et ses invariants
sont ceux de F. Nous n’aurons donc a chercher, pour chaque intégrale
compléte, que ceux de ses éléments qui ne sont pas des invariants
de F; :

3° On peut, d’aprés la remarque précédente, chercher d’abord les
invariants de F, par I'intégration d’un faisceau complet; en les prenant
comme variables nouvelles, on réduira I'entier p =m — n d’autant
d’unités qu’il y aura de tels invariants (indépendants).

Mais il sera préférable d’éviter ce changement de variables, en lais-
sant la recherche des autres éléments des intégrales complétes indé-
pendante de celle des invariants de F. C’est ce que nous ferons. Nous
désignerons par ¢ le nombre des invariants indépendants de F. Il sera
maximum, si le dérivé F’ est complet; on a done¢ : ¢ <<m —n, c’est-
a-dire ¢ <p.

3. Sous-faisceaw d’une fonction caractéristique. — Notre méthode
sera fondée sur I'étude du sous-faisceau de F qui admet pour invariant
une fonction quelconque ¢. D’aprés les remarques précédentes, nous
supposerons que ¢ n’est pas un invariant de F, mais est une fonction
caractéristique, ¢’est-a-dire un invariant de G. Nous désignerons par Fy
son sous-faisceau, c’est-a-dire le faisceau des transformations de F
que ¢ admet.

Prenons, comme base de F, d’'une part les transformations distin-
guées Cy, ..., C,. qui définissent G, d’autre part v = 25 autres trans-
formations de T quelconques, soit X;, X,, ..., X,. Ces derniéres
pourront étre considérées comme base d’un sous-faisceau H de F, et

(') M., no* 18-19, p. 374 et suiv.
(%) M., n° 2, p. 345.



INTEGRATION DES FAISCEAUX DE TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES. 203

nous dirons que F est le résultant (*) de G et H. Alors F, est lui-méme
le résultant de G et du sous-faisceau H, de H formé de toutes les trans-

v
formations de H que ¢ admet : celles-ci sont de la formeZu;X,-, avec
., . =1
la conditien

7

(26) lel‘xi(‘D:O

i—=1

Cette condition n’est pas une identité, parce que g n'est pas invariant
de H, ne I'é:ant pas de F. Donc F, est de degré n— 1. Cherchons le
degré de son sous-faisceau distingué.

Toutes les transformations C de G en font partie. Soit, en effet, U
une transformation quelconque de F,, la transformation (U, C)
admet ¢, puisque U et C admettent; or, elle appartient 2 F, puisque C
est distinguée dans F; donc elle appartient 3 F, C. Q. F.D.

Il résulte de Ia que, si s =1, F est complet, car il est de degré
n—1=r- 1, puisque 7= n — a5 en général, et il contient au moins
r transformations distinguées, de sorte que, si on leur adjoint une
transformation quelconque du faisceau, tous les crochets des transfor-
mations de base ainsi choisies feront partie du faisceau.

Supposons donc s > 1. Je dis que F, ne peut pas avoir plus de r + 1
transformations distinguées, divergentes. Supposons, en effet, qu’il
en ait 4+ 2. Nous pourrons supposer que ce sontC,, ..., C,, X,, X,,
et que X,, ..., X,_, appartiennent a F,. Alors u, X, + u,X, sera
distinguée pour F, pourvu que l'on ait («, X, + 1, X,, X,)= o (modF),
¢’est-a-dire ¢, ,u; +- ¢, ,uy; = 0; de sorte que F aurait plus de » trans-
formations distinguées divergentes; d’ou contradiction. Donc le
sous-faisceau distingué de F, est au moins de degré r et au plus de
degré r —+ 1; nous allons voir qu’il est de degré r + 1.

Considérons, en effet, le dérivé F, de F,. I est contenu dans le
dérive ¥’ de F, et toutes ses transformations laissent ¢ invariant,

(1) D’une maniére générale, le résultant de deux faisccaux est formé de toutes les
combinaisons linéaires et homogeénes des transformations de 'un et I'autre faisceau.
On l'obtient en juxtaposant les bases des deux faisceaux, si ccux~ci n’ont pas de sous-
faisceau commun.
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puisque ce sont des crochets de transformations qui admettent ¢. Or
F’ ne laisse pas ¢ invariant, sans quoi ¢ serait un invariant de F.
Donc F, est de degré inférieur au degré de I, c’est-a-dire de degré au
plus eqal a(n+1)—1=n.

Ce degré est, du reste, au moins égal au deore n—1 de F,,etil
ne peut y avoir égalité puisque F, ayant au plus 7 — 1 transforma-
tions distinguées (nombre inférieur & n — 1, puisque r=n — 25
et que s > 1), n'est pas complet. Doncle dérivé F, de F, est de degré n.

Ainsi F,, de degré n — 1, a un dérivé de degré nj; il en résulte,
d’aprés le n° 4, que le degré de son sous-faisceau distingué est de
méme parité que n—1, c'est-d-dirc de méme parité que r—+1.
Comme ce degré ne peut étre, d’aprés ce qui précéde, que rour—+1,
nous concluons qu’il est 7 + 1.

En résumé, ¥, est de degré n — 1, son dérivé est de degré n, et son
- sous-faisceau distingué est de degré r—+1.

Je dis maintenant que les incariants de F, sont des fonctions de ceux
deF et de o.

Je.le montrerai en prouvant que si F, a exactement ¢ invariants
indépendants, F en a ¢ — 1. Reprenons, a cet effet, les notations géné-
rales du n°1; nous pourrons supposer que F, est défini par X, ..., X,
et que z,, ..., z, sont des invariants de F,. Alors, X,, ..., X,—,,
pris sous forme résolue, s’écriront '

(27) Xi= ()E/.H Z :z/()z (i=1,2,...,n—1).
’ /—Il—+-//
. aJ
Si nous supposons que z, = o, le terme en 555 ne pourra pas manquer
1

dans X,,, qu’on pourra ramener & la forme

af < of
(28) \”'—5“, 15 cz,d 11+ Z C”/()ZI‘/

n==2 j=n-q

Le dérivé F, de F,, qui est de degré n, s’obtiendra en adjoignant
aux transformations (27) un de leurs crochets, qui sera de la forme

(29) Zf= 2 C/()x'

J=n+gq
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Le dérivé I’ de F, étant de degré n + 1, s’obtiendra en leur adjoi-
gnant en plus X,,.
Donc les crochets (X;, X,,), pour (i=1, 2, ..., n— 1), doivent étre
If

des combinaisons des transformations (27), (28), (29); comme oz, VY

figure pas, ce sont des combinaisons de (27) et (29), c'est-a-dire que
of A . L g r
e A Y doivent pas figurer non plus. [l en résulte que les &,
sont des invariants des X;, c¢’est-a-dire des fonctions de x,, @, ...,
x, seuls.

Mais alors X, et par suite F, admet comme invariants les intégrales

de I'équation

) . M .
(30) i+?;%4:o
: r

ce qui donne bien ¢ — 1 invariants indépendants.

4. Méthode d’intégration. — 11 résulte de ce qui précede que F, est
de la méme nature que F, en ce sens que le degré de son dérivé est
supérieur d’une unité a son propre degré. De plus, quand on passe de
F a F,, le nombre ¢ des invariants indépendants devient ¢ +1, le
degré n devient n— 1, le degré r du sous-groupe distingué

n—r

devient 7 +1,le nombre s = devient s — 1, lenombre p=m —n_

devient p + 1; donc le genre g ==s + rreste constant.

On voit ainsi que, quelle que soit la fonction ¢, pourvu qu’elle soit
caractéristique, elle pourra étre choisie comme élément d’intégrales
complétes de F, et que les intégrales complétes correspondantes
seront toutes les intégrales complétes de F,. Comme I'on peut, de
plus, d’aprés ce qui précéde, raisonner sur F, comme sur F, on a [a
le principe d’une méthode de construction des intégrales complétes
de F, qui est la suivante : '

On détermine un invariant quelconque ¢, du sous-faisceau distin-
gué G de F; puis un invariant quelconque 9, du sous-faisceau distin-
gué G, du faisceau F, formé de toutes les transformations de F qui
admettent ¢,; puis un invariant quelconque ¢, du sous-faisceau
distingué G, du faisceau F, formé de toutes les transformations de F,
qui admettent ©,; et ainsi de suite. Quand on aura ainsi (;hoisi
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Oy @ay « - «y Doy ONl SETA TAMENE AU €AS § == I 5 de sorte que 'opération
suivante, adjonction de g,, donnera un sous-faisceau complet F,
de degré g=s-+r, définissant I'intégrale compléte cherchée. On
connaitra les intégrales o,, ¢., ..., ¢, et il restera & en calculer
p autres; on calculera & part les ¢ invariants de F; et il restera &
trouver seulement ¢ — p invariants nouveaux de F,.

Il est entendu que o, ne devra pas étre un invariant de F, que ¢, ne
devra pas étre une fonction de ¢, et des invariants de F, que 9, ne
devra pas étre une fonction de ¢,, ¢, et des invariants de F, et ainsi
de suite.

Pour appliquer la méthode, on aura seulement & déterminer les
sous-faisceaux distingués successifs G, Gy, ..., G,, le dernier se con-
fond, du reste, avec F,. Il résulte de ce que nous avons vu que chacun
contient le précédent, et est d’'un degré supéricur d’une unité. Pour
passer de 'un de ces faisceaux au suivant, on auradonc a lui adjoindre
une transformation nouvelle, convenablement choisie.

Nous remarquerons, a cet effet, que G, est le résultant des sous-
faisceaux distingués respectifs de F,, ¥, ..., F,,, queje vais désigner
par Gy, G,, ..., G,,. Nous savons, en effet, que G, contient G, qui
n’est autre que G, ; il contient, par suite, G,,, ..., Gy, ; car Frestle
plus grand sous-faisceau commun a ¥, Fo, ..., Fg, de sorte que les
fonctions o, 0., ..., o, ont, par rapport i lui, des roles équivalents.
Donc G, contient G, et G,,; et comme son degré ne surpasse celui de
Gi—, que d’une unite, il est le résultant de G,_, et dé G, 4 moins que
G, soit contenu dans G_,.

Pour voir que cette derniére circonstance est impossible, il suffit de
remarquer que si I'on compose F_, et F,,, on reconstitue F; car F;_,
est de degré n—/k—+1, F,, de degré n—1 et leur plus grand sous-
faisceau commun, qui est F, est de degré n — k. Le résultant de F,_,
et de F,, est donc de degré

(n—h41)+(n—1)—(n—~)=n.

Comme il est contenu dans F, dont le degré est également n, il se
confond avec lui.

On voit, par la, que si G,, était contenu dans G,._,, il laisserait inva-
riant chacun des faisceaux F,, et F._,, et, par conséquent, leur résul-
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tant F. Or cela n’est pas, car il n’est pas contenu dans le sous-faisceau
distingué G de F.

Nous avons donc prouvé que G, est le résultant de G,_, et de Ge,s
on en conclut, par voie de récurrence, que, comme nous l'avions
annoncé d’abord, il est le résultant de G, G,,, . .., G,

La transformation nouvelle & adjoindre & G,_, pour obtenir G, sera
donc une transformation de G, ; et tout revient & trouver, en général,
une transformation de G, qui n’appartienne pas a tous les autres sous-
faisceaux analogues Gy. Comme, d’aprés ce qui précede, ceux-ci n’ont
en commun que G, que celui-ci est de degre r, et G, de degré r+1,
il suffit, en définitive, de trouver une transformation de G, qui ne
fasse pas partie de G. C’est ce que nous allons faire dans le numéro
suivant; et notre conclusion est que si T, est une telle transformation,

G, sera le résultant de G et de T,,T,, ..., T,, c’est-d-dire que sa
base sera
(31) C,, Cyy ..., Gy, T@X, T%, cee T;k.

En égalant & zéro les symboles de ces transformations (31), on obtien-
dra donc le systéme complet dont .., sera une intégrale (distincte
de o, 0,, ..., o, etdes invariants de F).

5. Le crochet de deuzx fonctions. — Reprenons les notations dun®{;
et supposons, comme au n° 3, que X,, ..., X, étant v = 2s transfor-
mations quelconques de F, on choisisse, pour X,., ..., X,,, r=n—v
transformations distinguées. Alors toutes les fonctions ¢, pour
lesquelles 7 et / dépassent v sont nulles; et le déterminant des ¢,
restantes (7, k=1, 2, ..., v) est différent de zéro.

Le faisceau F, est formé des transformations

U= uX,
i=1
pour lesquelles on a Ugp = o, c’est-a-dire, puisque X,.,, ¢, ..., X,9
sont nuls par hypothése, telles que I'on ait

v

(32) Z Ll/lX/lcp:‘_O.

h=1
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Une transformation

n
\4 :::Z N
i=1
ne sera une transformation distinguée de F, que si elle est en involu-
tion avec toutes les transformations U que I'on vient de définir. Ceci
donne la condition nécessaire que I'équation

v v
N 3§

(33) Z X Chk U= O
P

h=1 =1

soit une conséquence de (32); ou que I'on ait

v

(3%) Z Ccrrtbr=p.Xng (=1, 2, ..., v),

k=1

o étant une inconnue auxiliaire.

Ceci détermine ¢,, ..., ¢, au facteur p pres, et laisse ¢, (, ..., ¢,
arbitraires. On obtient ainsi un faisceau ayant pour base, oulre
Xty ..y X,y la transformation qu’on déduit de (34) en supposant
¢y =0, ..., ¢, = 0. Celle-ci étant définie & un facteur prés, on peut
prendre pour son expression le déterminant bordé suivant, qui corres-
pond & p =1, et que nous appellerons le crochet { o, f| :

c ¢,y —X
1 1’1 “ # Cip Ciy
35 RS ves & — _
(35) s ¢ f‘ 0 Cyyy oo Cyy X‘,cp ! . .
X.f ... Xf 0 s e

C’est la transformation T, cherchée. Car le faisceau que nous venons
d’obtenir est de degré r -+ 1, comme le sous-faisceau G,; et comme
d’aprés le raisonnement qui nous y a conduit il contient G, 11 se confond
avec lui. La formule (35) rend, du reste, manifeste le fait que {o, f}
laisse ¢ invariant. Car {9, ¢} est nul, comme déterminant symétrique
gauche de degré i 1mpalr (V+1=25+1).

Remarquons aussi la propriété de symétrie gauche du crochet

(36) (o fl+{fiol=0
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On I'établit en changeant, dans le déterminant de (35), les lignes en
colonnes; puis en remplacant chaque ¢;, par ¢, en méme temps
qu’on change ¢ en — o et / en — /. Ces derniéres opérations ayant
changé les signes de tous les éléments du déterminant, celui-ci a été
multiplié en définitive par (— 1)+, c’est-d-dire par (— 1), puisque
v =2s; comme le second membre de (35) est ainsi devenu | f, o1, la
propriété est établie.

Le crochet {z, /! prend une forme trés simple, si I'on part d'une
base canonique du faisceau. Soit (16) cette base, et reprenons le
calcul précédent, avec

LJ‘:Z(W\,-_;«/,[B,) et \»:Z (c; Ai + VB,

i=1 =1

Les équations (34), avec ¢ =1, seront ainsi remplacées par I'identité
ena,, ..., d, b,y ..., b,

W\ ' ’y , .

}_‘ (a;b;— ;) :::2 (ai\jo 4+ 0:Bvw),

i==1

d’ott 'on conclut ;= — B;z, ;= A;7; et, par conséquent,
(37) fo, /1= (Mig.Bi f—Bio.Arf);
i=1 .

car on voit bien facilement que ¢ est alors égal a 1.
Sous cette forme simple, on vérifie sans peine, en tenant compte
des formules (20), que 'on a, pour le crochet de Jacobide deux

transformations du type { o, /1, {4, /|, la formule

(38) Go /3 b )=l 41Z  (modl).

. Nous allons voir qu’elle s’étend au cas général du crochet (35), en
vertu de la propriété d’invariance de ce crochet vis-a-vis des change-
ments de base du faisceau. Voici en quoi consiste cette invariance.

Reprenons les notations du début de ce paragraphe. Les équa-
tions (34), avec ¢ =1, qui nous ont fourni {g, f}, équivalent a la
Ann. Ec. Norm., (3), XLV. — JulLLeT 1028, 27
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condition unique

(30) (U, V)=TUog.Z, (modF);

cette congruence devant avoir lieu, d’aprés notre calcul, pour toute
transformation U du faisceau X,, ..., X, (ou faisceau H du n° 3).
Mais elle a lieu encore si 'on ajoute & U une transformation distinguée
quelconque C, pourvu qu'on impose & ¢, comme nous le faisons, la
condition d’étre une fonction caractéristique; la condition

(U+C, V)= (Uo+ Co).Z (mod F)

se réduit en effet & (39), 4 cause de (C, V)=o et Co=o0.

Donc la congruence (39) a lieu pour toute transformation U de F;
et d’aprés ce qu’on a vu, puisqu’elle équivaut aux équations de condi-
tion (34) (avec ¢ = 1), elle définit V enticrement, si I’on veut que V
fasse partic de H. Si I’on supprime cette restriction, il faut ajouter.
a V une transformation distinguée quelconque.

On voit donc que le crochet {o, /| est ainsi défini par une propriété
indépendante du choix de la base ; mais il fautentendre qu’on peutalors
lui ajouter une transformation distinguée quelconque du faisceau F.
En d’autres termes, si 'on change la base de F, on modifiera tout au
plus {9, /i par 'addition d’une transformation distinguée de ¥. Telle
est I'invariance annoncée. Il est visible qu’elle entraine la conserva-
tion de la formule (38), du moment qu’on suppose que g et ¥ sont
des fonctions caractéristiques.

L’identité de définition (39) montre encore que, si I'on change la
transformation Z en une autre ¢Z -+ X du faisceau dérivé I (X étant
une transformation quelconque de F), V se trouve multipliée par 2 de
sorte que I'identité (38) n’est pas modifiée.
~ Enfin, V est, ainsi que le montre Ia formule (35), covariante du
faisceau T, relativement & tout changement de variables.

6. Relations de crochets entre les éléments d’une tniégrale complete
quelconque. — La méthode donnée au n° 4, pour la formation d'une
intégrale compléte quelconque, prend, en définitive, la forme précise
sutvante :

Le nombre des variables étant m=n+p, (p>1), etle rang du
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déterminant des ¢, étant 25, on a posé n = a5+ r; et r est le degré
du sous-faisceau caractéristique G de F. Les éléments 7; d’une inté-
grale compléte sont au nombre de s + p. Parmi eux figurent les inva-
riants éventuels de F; soit ¢ leur nombre : il est inférieur & p. On
calcule & part ces invariants, en intégrant le dernier des dérivés
successifs de F : ce dernier dérivé est complet.

On détermine, d’autre part, une base C,, ..., C, du sous-faisceau
caractéristique G; et Uon forme 'expression du crochet |z, /1. Cela
fait, les opérations & effectuer sont les suivantes : On calcule un inva-
riant o, du faisceau complet G; puis un invariant 2, du faisceau com-
plet formé par G et {o,, /{; puis un invariant ¢, du faisceau complet
formé par G, {o,, /1, | 2., /'|; et ainsi de suite. A chaque opération,
il est entendu que le nouvel élément ¢ que T'on calcule ne doit pas
étre une fonction des éléments déji calculés.

Quand on arrive ainsi au faisceau complet formé par G, |z, f1,
Vou, [l oo, 2y /), onen connait, comme intégrales, les ¢ invariants
de I et les fonctions o,, 2., ..., 2,. On en caleule p — ¢ invariants,
distincts de ceux-la; et 'on a ainsi tous les éléments de I'intégrale
complete.

Remarquons que le principe de la méthode consiste, au fond, en ce
que la transformation | o, /| fait partie de tout sous-faisceaw complet
fournissant une intégrale complete dont ¢ fasse partie. Comme un tel
~sous-faisceau complet est de degré s + 7, il en résulte que, des qu’on

a caleulé o,, 2., ..., 2, les opérations sont arrétées, par le fait que
Vs S0V sas ffs oo . ne peuvent plus étre que des combinaisons

de o, /1, ..., |2, /| et des transformations distinguées C,, ..., C,.

Concluons enfin, d’aprés ce qui précede, qu’une intégrale compléete
est un ensemble de s+ p [fonctions caractéristiques 3, indépendantes,
salis faisant aux relations de crochels : '

(40) { @i or{=0 (i, h=1,2,...,84+ p).

Je rappelle que, par fonction caractéristique, nous entendons un inva-
riant du sous-faisceau caractéristique Gj et j'ajoute que, d’apres ce
qui précede, celles des relations (40), pourlesquelles 7 ales valeurs 1,
2, ..., 5, et & toutes les valeurs indiquées, entrainent les autres
comme Conseéquences.
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II. — Passage dune intégrale compléte a une autre.
7. Réduction du faisceau a une forme canonique. — La connaissance

d’une intégrale compléte permet de réduire, par un changement de
variables, le faisceau donné F & une forme canonique; sur cette forme
canonique on cherchera ensuite les autres intégrales complétes. Tel
est I'objet du présent paragraphe.

Soient done 7,, 24, ..., 2y, les éléments d’une intégrale complete
particuliere quelconque; prenons-les comme variables nouvelles, en
conservant d’autre part les variables x,, x,, ..., x,., par excmple,
cela fait bien, en tout, 25 +r -+ p = n'+ p = m variables.

Le sous-faisceau complet dont ©,, 2., ..., 2., sont des invariants

) )
a9 dr )/ ; 1l contient les transforma-

fondamentaux est alors oy .
().1:l ().I.z rrs Lo

tions distinguées, qui sont, par conséquent, de la forme

SH=r

) : of . ‘
(;]I) C/:ZZ/’“_%Z; (J:I, 2, ...,I');
a=1

etl'on peut, lesnotations étant convenablement choisies, garder d’autre
part, pour servir de base au sous-faisceau en question, les transfor-
mations

ad 0 g
(42) —f-, L, e, __j;.

d;l:" ();l‘2 ()J‘.‘.
Pour compléter la base de F, on pourra prendre des transformations

. \ s e, 0 .
résolues par rapport & s des dérivées ;)—;{i, soit
Yi

e )
(43) - (‘/ +2" Z)ggf (f=1,2, ..., 8).
B=1

Pourla transformation Z du faisceau dérivé, qui figurera dans les
formules de structure (n° 1), on pourra prendre une transformation

de la forme
]’

- Jdf
2 % Iy

[3:1

et la résoudre par rapport 4 'une des dérivées qui y figurent; donc
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prendre, par exemple, la forme

P
(44" 1 —= f .
(44) de —!—z ‘d@\..{
V=2
Dans tout cela, on suppose que 2, 7., ..., ¢, 7,., ne soient pas des

invariants de F, ce qui est loisible.

Cela posé, considérons, comme au n° 5, le déterminant ¢ des fonc-
tions de structure correspondant aux 2s (ranaformahonb de base (42)
et (43). On aura les relations( ')

]
(()f’dn) 9y ——Z (7, k=152, ..., 8):

()xl d A A ]

de sorte que le detemnndnt o se réduit au carré du déterminant fone-
’)(.OI,H 0:!,17 M

tionnel I ’w ’)" - Il en résulte que ce déterminant fonctionnel
Hpy Loy oeey Ly

n’est pas nul, et qu’on peut prendre comme variables nouvelles, & la
place de @, x,, ..., x,, les fonctions ;= 10, , (i==1, 2, ..., 5). Les
transformations de base (42) peuvent ainsi étre remplacées par

. R Jdf .
45 V= — [==1,2 ..., 8
( } ) i ()'Jﬁ ( By 2y y ),

et les transformations (43) s’écrivent

L L0y 9 . \
it =1,2, ..., §
(46) ;= ()@[ ~+ 1 Torn -+ R, (I=1, 2, , 8D,

)
ol les R, ne dépendent que des dérivées of ., A
).D,, 2 ()pr
Nous écrirons de méme
, 9
7= -+ R
(47) chs-H "

Remarquons, de plus, quel’on doit avoir les relations de structure
(C;, ®;)==o0, qui entrainent C;{;=: 0. Donc, aprés U'introduction des

(1) Car le crochet de deux transformations quelconques de F est une combinaison
des transformations de hase de F et de la transformation Z; c¢’est ce qu'il faut avoir
présent & Pesprit dans tout ce numéro.
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dJ
),f ne figureront pas dans les C;; et I'on pourra rem-
placer ceux-ci par les transformations

Uy, les dérivées

o .o of

o .
(45) oz, * ox ’ Oz,

)
sT’
qui seront ainsi les transformations distinguées servant de base au
sous-faisceau caractéristique G. On en conclut que les variables ., ,
Xyiay « oy Ty auront disparu des coefficients des transformations R;;

car on devra avolr ( > q)-)z o. Ces variables disparaitront de méme

b ‘.s'w—/

de Z, puisqu’on a maintenant (—'—, o, ) Z. Ainsi, dés maintenant,

i

les varmb]es Zgits o ooy Lyirs dls,p(ualasent des calculs.
Considérons maintenant les relations de structure relatives aux
crochets (W, ®,); elles conduisent aux identités

oR; oR;
Lg— i Al h=1,2, ...,8).
()'J.Ji % dL{JA °© (l/i/, {, A Ly 2y $)

“zcluons Jusqu’a nouvel ordre le cas s =1; nous conclurons que les
variables U ne figurent pas dans les coefficients de R, et que I'on a

(19) Ri=Rd; + S,

les S; ne dépendant plus que des variables ©. On peut donc écrire

%

(o) O, = f—}—\[}L—{-S (i=1,02, ...,5)

Ceci posé, passons aux crochets (d;, ®,); comme il n’y peut fignrer,

’ ; Lo Jaf J . .
d’aprés la forme des @, que les dérivées ()@f 2 g J_, ils sontiden-
7 s+2 Csvp

tiquement nuls. Or on a
| (9 < of s,
(D, (I)A)——(——— -+ S, f)O —-I—-S/L -+ L]J/.( S, L)
—u (a%{; S0 2);

et puisque U; et 4, ne figurent dans aucun coefficient de Z ni de S;, on
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en conclut, pour toutes les valeurs de 7 et £,

7]

af . Jf N ()f L
<F)'c}‘z+kl- ()@k+b/;)_o, <;)TP:_TE“ Z‘)—.—O.

/ /

11 en résulte que le fuisceaun ¥ est complet: ¢ est-a-dive que le nombre
des invariants indépendants de ¥, que nous avions désigné parq, est égal
am—(n-+1)=p—1.

Or, d’apres les calculs indiqués au n° 6, nous pouvons supposer que
ces invariants se trouvent parmi les o; et, en d’autres termes, que
Tyeny - o Oy sONt tous des invariants de F et de F'; en d’autres
termes, R et les R; sont identiquement nuls.

Donc les changements de variables que nous avons faits dans ce
numéro conduiront d’emblée a la forme canonique suivante :

5 l",—_();[ ——f)-l l(_)f_ = 9
(D1) I'y= d%: X §, = Jo; -+ /d%) Gj= oz,
(i==1,0, .. ,81/=1,2, ..., 1),

et la transformation 7 choisie se réduira 4
. af
(92) 1= —‘/—-;
do,
nous venons seulement de désigner z,,, par o,, pour simplifier I'écri-
ture.

8. Fonctions polaires d’une intégrale compléte. — Si nous résumons
les résultats que nous venons d’obtenir, nous voyons d’abord que,
pour s >>1, tout se passe, au fond, comme si le nombre des variables
était v + 1, le faisceau F étant de degré pair v=2s, et sans transfor-
mations distinguées; puisque nous n’avons plus affaire qu'aux variables
setd.

De plus, les variables o sont des éléments quelconques, en nombre
s 41, d'une intégrale compléte quelconque, sous la seule condition
qu'aucun d’eux ne soit un invariant de F, et qu’aucune fonction de ces
invariants ne soit un tel invariant.

Nous dirons que les fonctions {;, qui s’associent aux g dans la
forme canonique (51), sont les fonctions polaires des g;; elles sont

RSy, |

i@
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définies par I'analyse du numéro précédent, qui donne le moyen de
les calculer, connaissant les o, dés qu’on a choisi celui des éléments
de I'intégrale compléte qu’on prend pour g,. Nous allons montrer
qu’elles satisfont, d’autre part, a des relations de crochetsqui les carac-
térisent.

La base (51) du faisceau F est une base cwnomque (n° 1), caron a
les identités

(53) (W, @) =7 (f==1,2, ..., $),
les autres crochets des W', des @, et des C; étant nuls; on voit, de
plus, que les congruences du n° 1 sont ici des égalités.

En prenant cette base (51) comme point de départ, le crochet géné-
ral { f, g devient le crochet de Poisson

(34) [/g1=2, ( (% Dig— ))&: ®:i/ >

i==1

car les &; peuvent étre interprétés comme des dérivations totales par
rapport aux o (z': 1, 2, ..., §), les {; étant considérés comme les

dérivées partlelles () - Quoi qu’il en soit de cette interprétation, on a,
avec la notation (: )[;), les formules immédiates :
L9w @r]=0,  [95 9x]=0, [, de]=o,

[@"’ LP/‘]:()’ lc?i’ L‘.”"]:"—lv [C?m "Pi]:"" “!’z
(6, k=1,2, ...,s; k).

(5%)

On peut écrire aussi, pour i =1, 2, ..., s,

(56) [ [1=®, (9, [l=—W,  [94, f :~Z%‘h,
k=1

d’oll

(57) [0 S1== 3, bl 9, f1]-

i=1

Si nous revenons au crochet général | /, g'!, construit avec une base
quelconque de F et une transformation quelconque Z du dérivé ¥/,
nous avons, d’aprés la propriété d’invariance de ce crochet, établie au



INTEGRATION DES FAISCEAUX DE TRANSFORMATIONS  INFINITESIMALES. 217
ne 5, 'identité

(58) Ve

=[], &) (mod G),

le facteur ¢ étant défini par
af

Yo

T

(59) | z

li

<

(mod F).

p

Les formules (55), (56), (57) donnent donc les suivantes, puisque
les o et les 4 sont des invariants du sous-faisceau caractéristique G,

s‘(c?mwi;:c’: )cPl'a C?k;:O, '\'-!Jl\ '!k::()a ‘

i — — ' ]

(60) von Prl=o0,  lendil=—p, (9, |l=—ph
( (6 k=1,9, ...,8; (k)

w

(61) 1 fi=p®,  lonfi=—pW,  lenfl=—p P Ul  (modG):

a1

(62) T :::—2 bl ok f) (mod G ).
k=1

Les formules (60), jointes a U'hypothése que les o et les ' sotent des
incariants de G, caractérisent le systéme des g et des b comme constitué
parles éléments o, o,, ..., o, d une intégrale compléte et leurs fonc-
tions polaires L, ..., U, ¢tant entendu qu’il faudra adjoindre aux o
des invariants indépendants (en nombre maximum) de F.

Sil’on prend, en effet, comme variables les o, les 4, les invariants en
question 7, /., ..., 7,1, et 7 autres variables quelconques =, =
les transformations de G, seront de la forme

j=1

)
().T J

puisque les Cg, les CY, et les G sont nuls. D’autre part toute trans-
formation du type { g, /'| a pour expression

5 s r
. S Cof 0 of
Jaf’:zv()‘.m’._'_.{_?f{r (bﬁf-;-+v‘rr Sy | ==
-] ] o Yo Loy Y \ -5l v - )
' a0 ()(‘Da E:-:t ()"pﬁ :{‘:1 ()‘Y

car les | g, 7, | sont nuls, du fait que {g, /| est une transformation
Ann. Ec, Norm., (3), XLV. — JviiLer 1g28. 28
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de F. On peut encore écrire ceci

5

N ‘ I~ of , ;
(63) ten fi=V 12 0l 7o +GE V& b 305 (mod G ).
A= ==l

i

Et I'on en conclut, sous le bénéfice des relations (60),

L S =p0;, ton fl=—p¥, (modG),
$
6
(04) Loy, fl=— PE YW (modG);

k=1 ®

ces équations prouvent bien que les {; s’associent aux ¢; pour donner
“au faisceau F sa forme canonique (571). C. Q. F. D.

De ces équations (64 ) vésulte, de plus, laformule (62), dont 'impor-
tance est également fondamentale, car elle suffit & définir les ;. Cela
résulte de ce que le sous-faisceau complet, quia les =, pour invariants,
a pour base (n° () les transformations {o,, /1, (<., /1, s 100 /s
Gy, Cyy ..., G5 celles-ci sont donc divergentes, ce qui exclut la pos-
sibilité de deux identités-congruences, distinctes, de la forme (58).

9. Intégration explicite du faisceau canonique. — 11 est clair que
I'intégration de F, dés que l'on en connait une intégrale compléte
particuliére, est, par ce qui précéde, ramenée a l'intégration du
faisceau canonique, constitué par les U"; et les ®;. Avec unchangement
de notation, ce sera le faisceau K qui a pour base
of N, = af

65 P.— 2 — R (I, % ., S
(65) ; ()pi’ ‘().1‘_[4—1), . (f=1, 2, y )

Ce faisceau K est dualistique (*) de I'équation de Pfall
(65) dueg— pydoe,— pyde, —. . — pedxy=o:

On pourrait donc utiliser ici des résultats bien connus. Mais il nous
parait intéressant de tout déduire de notre théorie des faisceaux.

(Y M., no 4, p. 346-347.
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On a d’abord une solution intuitive en remarquant que le faisceau

-

(65) résulte-du prolongement (') du faisceau

Jadf  If Jf
ox,’ ox, ’ ©oxy
quand on considere x, comme fonction de -y, ..., x,, etles p comme.
L., . or . ., P A
les dérivées partielles 5—2- Donc pour avoir une intégrale de (65), &
," - J

s dimensions, qui dépende de s+ 1 constantes arbitraires, il suffira de
prolonger une multiplicité & s dimensions de Uespace vy, @y, ..., 2,
cette multiplicité dépendantde s + 1 constantes arbitraires a,, «,, ..., «,.
Dot la solution
(66) wym= Wy, oo, gt ay,y @y, ool ), T @l

! d

(F==1,2, ...,8),

ott W est une fonction arbitraire de ses arguments.

Mais il y a lieu de chercher s'il n'y a pas d’autre solution, et de
aisonner directement sur le faiscean K, sans invoquer la notion de
prolongement.

Imaginons donc un sous-faisceau complet K, de K, de degré s; il
est défini par s combinaisons indépendantes des X; et des P,.

1° Supposons d’abord qu’on puisse les résoudre par rapportaux X;,
de sorte que la base du sous-faisceau K, soit de la forme

o - U s
(67 \[:ZL;‘/I’/ (f==1,92, ..., 8).

f==1
D’apres les propriétés connues des systémes complets, on pourra alors
résoudre 'intégrale compléte par rapport & .z, pi, ..., py; et elle sera
de la forme

(68) o= W, .., &g; g, @y, ooy ls) D=0y, X gy gy ey 1)
(f=1,9 ... 8)

(1) M.. 0 15, p. 367,
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Kerivons qu'elle admet les transformations (67); il viendra

)_(}‘\" - _-()0/ (i f=—1. 2 ¢
P 0n = Dz LS = e 2

ce qui devra étre conséquence des équations (68). On trouve done,
comme condition nécessaire et suffisante de possibilité, les formules

Q= — (=1, 72 ...,8),

avec la condition que Jes équations (68) ainsi construites puissent se
résoudre par rapport aux constantes «,, «,, ..., a,. C’estdone lasolu-
tion (66), déja introduite.

2° Supposons, en sccond lieu, que la base de K, puisse se résoudre
par rapport & 5 des X;, et pas davantage (') (0o <5 <s); et supposons,
pour simplifier les notations, que ce soit par rapport & X, ..., X;. On
aura done, dans K,, s — o combinaisons, indépendantes, de P, ..., P,.
Je dis qu’elles doivent étre résolubles par rapport a P, ..., P,

Supposons, en effet, le contraire : il y aurait dans K, au moins une
transformation de la forme p, P, +. ..+ u,P;. Mais ceci est impos-
sible, car les crochets avec les transformations résolucs en X, ..., X,
seraient 1., Z, ..., u;Z, transformations qui ne seraient pas tloutes
identiquement nulles et qui ne sauraient appartenir  K,.

La base de K, peut donc étre prise, ici, sous la forme

/ §~—G [
- o - /
\ -\h—i—z )‘-ll,ozj\a'+og+2 n,g P (h=1,9, ..., 7)),
a==1 B=1 :

(69) ! .
Po‘+l+2’11,ﬁpp (l=1,2, ....,8—07).
=1

On en conclut que I'intégrale compléte pourra se résoudre par

rapport & Xy, Lo.q, ..., Ly Piy ..., Pyt nous ’éerivons done
(70) zy=W,, 26 =W, pr=0, ([=1,2,...,8—0c;h==1,2,...,0),
(1) L’hypothese 5 = o donne U'intégrale complite wy= «y, x| = @y, ..., &y==
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les seconds membres de ces équations étant fonctions de 2y, ..., 2,
Paors -« -5 Py et des constantes arbitraives a,, @, . .., .

Exprimons maintenant qu'elle admet les transtormations (69); cela
donne les conditions

§—G

- oW 0 - AN, oW, IV,
Ph 2 Mo Pora= il = = ~— = 0, : =
dry oy, ot 0Pt
ozl
(pour A==1q,n, ....oetl=1,2, ..., 5s—0a);
et, en outre,
o0 0 .
H,,qm() g, = g (h,p=1,9.. ,o;l=1,2, ..., 5s—0).

" Dt

On conclut que Uon a la solution générale

—T
x . W, JW
(71) ay =W, Xo= Wy, = ~——E Vo ia -()—J—/:‘
x=1
(h=1,2, ...,0;(=1,2, ...,5—0),

W, et W, ¢tant des fonctions de .\, ..., 25, @4, @, ..., a;quisont
arbitraires, sous la seule réserve que ces équations (71) soient
résolubles en «y, «,, ..., a,.

3* Si l'on pose, avec Sophus Lie,

. §S—0
(72) W =W, ~>_: PoraWa,

o=

on peut remplacer les formules (71) par

o - 72\ . W A%

(73)  m=W 24 P Tl et Ph= oz
o=

(=4) - W = fonction de pgry, o ooy Poy Loy o ovy Loy gy By o v vy Qs

avec toujours h=1, 2, ..., 6; [=1, 2, ..., s —a. Et 'on constale
que I'on a ainsi une intégrale compléte, quel que soit le choix de W.
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Exprimons, en effet, que ce systéme admet la transformation

(751 L _21\4-5

i=1 i=1

et nous trouvons-les conditions

- S fow e DWW
(76) 2/ Pi= /ﬁ ().rlg er'a()[),-:al)ll,
i=1 D=
< ot W
_‘gx P‘*‘f;ll)r .L()/’FQ»J()[)(' *{
i SeW oW
(77)  lor=— ){()[’m/()lﬁ 2; ’“dpr T ({==1,9, ..., 5—3),
=1 A=
- W »W
. . o0* ~ EAY
-8 - a - - — TII, % oy T).
(7= == 2 7"ﬁ dwydag 1 2- Pora D2y 0p gy, th=1, 2, 7

fﬂ:l

=1

Or 'équation (76) devient une identité quand on tient compte des
équations (77) et (78) et des équations (73). Il ne reste donc que les
équations (77)et (78) qui laissent arbitraires %, ..., Agelb gy, , ouey Uiy
On a donc bien un sous-faisceau de degré s qui laisse la multipli-
cité (73) invariante.

10. Suite. Calcul des fonctions polaires. — Nous avons donc défini
I'intégrale complete la plus générale au moyen des formules (75),
qu'on peut considérer comme renfermant, pour ==y, les lormules
normales (66). Ces équations définissent les fonctions a,, «,, ..., d,
des variables ., @, ..., 23 pi, ..., p,, il nous reste & chercher les
fonctions polaires 6,, , b, qui leur sont associées. Il n’y a, pour
cela, qu’a appliquer la régle donnée & la fin du n° 85 et, & cet effet,

nous-prendrons les crochets, avee /, des deux membres de 'identité
o= Wi, .. , Ay ),

(79)

Gy st Uy gy e

pour le cas normal; et, pour le cas général, les crochets des deux
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membres de 'identité

8§10

(80) = Wy, oo, 26 Pty ovo Pas e @ye oy @)+ E Pora Loz

qul est une conséquence immédiate des formules (73).

L’opération { o, /| étant lincaire et homogéne par rapport aux déri-
vées de o, on peut lui appliquer la régle de dérivation des fonctions
composées. Remarquons que le crochet esticile crochet de Poisson:
et que les formules (56) donnant, avec les notations présentes,

S L fl=e e e f1=Ne L [l X

i—=1

Avee Uidentité (79), nous obtenons done

LN OW < IW,
._.21;‘[ ‘:Z —)——l-(-— P:) ,5-;}-‘ 3{-[7[_(1,'. /] ],

=1 =1 J=0
ce qui, en tenant compte des formules (66), se réduit a
cOW .
(8) 2‘————[(1,-,‘/]::0.

da;
j=0

Avec l'identité (80), nous obtenons

8

X b mw , oW IV,
/)/[ z*‘} — 1 /1) +Z L ()[('/' lv([’/’ f]

e
Q= /:~—| =1 j=0
N T §—10
W N U .
) v -
"1'-’,\ oo (‘ Pgia)—- 2 Ly N
3= %=1

etcelaseréduit encove 2 (82), dés qu’on tient compte des formules (73).
Comme, d’autre part, d’apres le résultat final du n® 8, les b; sont
définis par I'identité

(83) las, [1=, bl ai [

i=1

il suffit de la comparer & (82) pour conclure que les b; sont ici définis
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par le systeme des équations

7A%% W
[/ =o0

34 —_— hj— = ({==1,2, ..., )
( l) o, l()ao : 5 4 > 8 ),

que l'on doit, bien entendu, associer avec celles qui définissent a,,
@, ..., a, cest-a-dire, suivant les cas, aux formules (66) ou (73).

11. Transformations de contact. — Réunissons les formules obte-
nues. En mettant y; & la place de a;, et ¢; a la place de b;, et changeant
g en s — o, nous avons les deux systémes : pour le cas normal,

o= Wy, ooy &gy Yoy Vi oo o0 Vs

(89) S oW oW oW _

)= — —_— | —— = I=1,2 ..., 8
( P oz ) ())‘1 ’/t‘()"‘,0 ( ’ )s
et, pour le cas le plus général,
G
A ) «
.‘L‘O—-Z Pl =W (Lgary ooy T3 Prs vevy Pas Yoy Vis oo or V)
a=1 '
86 . i
(56) oW ’ OW AV
Hp = — —— Vg gl T —_— e — =
f ()])/,’ Lo+l 0% grs Dy /i dy,
(h=1,2, ...,0; l=1,2, ..., 8 —0g; (=1,2, ...,8).

L’un et 'autre de ces systémes définissent une transformation de z,,
Ty wery Ly Pra eoer Po 0 Yo, Vis ooy Yoo Guy -+ -y @3 et 1l résulte de la
maniére dont nous sommes arrivés au faisceau K que cette transfor-
mation changera le faisceau en
(8=) Q= (—;)7/1-!, Yi:—gj/;i—}—y;%{ ({==1, 2, ...y, 8);

Car Yo, ¥is - - ., ), est une intégrale compléte, et ¢, ..., ¢, en sont les
fonctions polaires. En d’autres termes, les transformations en question
laissent le faisceau K invariant.

Réciproquement, si une transformation de &y, 2\, ...y Zyy Pryoeey Ps
€N Yos Yis +-os ¥ss Qs - -y g, laisse K invariant, c’est-a-dire permet
de mettre sa base sour la forme (87), il est visible que y,, ¥, ..., ;s
sont des invariants indépendants du sous-faisceau complet Q,, ..., Q,;
de sorte que ce sont les éléments d'une intégrale compléte; etla forme



~

INTEGRATION DES FAISCEAUX DE TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES. 220
des Y; indique que ¢,, ..., ¢, sont les éléments polaires associés 2
cette intégrale complete.

Nous avons donc obtenu la forme générale des transformations qui

laissent invariant le faisceau K, et, ce qui revient au méme, I’équation
de Pfaff dualistique
-
dx, ——Z pidri=o0;

=1

c’est-a-dire des transformations de contact de I’ espace X'y, Ly, . . ., Ly

D’aprés I’ anal) se du n° 9, la fonction W des formules (86) peut etre *
supposée linéaire en p,, ..., p,

G
(86 bis) W= WU—-E W,

h=1

S

de sorte que les formules (86) comportent o + 1 relations ponctuelles
(entre x, &, ..., 2 et y,, ¥, ..., V), & savoir

(86 ter) . ay== Wy, ap="W, (h=1,2, ...,79),
tandis que les formules (85) n’en comportent qu'une.

Tout ceci est, bien entendu, conforme a la théoric classique de
Sophus Lié; nous n’avons pas cependant trouvé dans son ouvrage les
formules (86).

De ce que nous avons trouvé au n° 8, sur les relations de crochet
qui caractérisent les intégrales completes [équations (60)],
conclut, d’autre part, immédiatement le théoréme suivant, fonda-
mental dans la théorie des transformations de contact. Pour que les
équations
(88) Y= Yoy Lys ooy L5 Pryeeesy Ps)s Gim=i(Lys Byy o vey T3 Feseees Vs)

(=0, 1,2, ...,8; I==1,2, ...,5)

définissent une transformation de contact, il faut et il suffit que les
Jonctions y, et q; salisfassent aux relations de crochets

C e oil=0, 0 [yeoid=o,  [qnqil=o, [0 q]l=o,
(89) Lon yil=p,  Lgu20]l=0pq:
(i, k==1,2, ..., 8; {5=Lk).
Ann. Ec. Norm., (3), XLV. — Aour 1928, v 29
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Il convient de rappeler que ces relations, ol ¢ ne doit pas étre den-
tiquement nul, assurent 'indépendance des fonctions y, et ¢;. En
ellet, si I'on avait une relation identique

(90) F()osds ooy 55 Yrs ooy (fs) =0,

elle ne saurait contenir les ¢;; car, résolue par rapport a ¢,, par
exemple, elle prendrait la forme

’]1:G(.}'o> NETIEREE )1.\’3 oy ooy Us)s

et, en formant le crochet des deux nombres avec y,, on en conclu-
rait ¢ =o. Donc la relation (go) ne saurait contenir ¢,, ...,.¢g; et
contiendrait y,, par exemple, puisqu’elle ne peut se réduire, a cause
de la derniere formule (89), a y, == const. Or si nous supposions que
I'on et

=H{(ye 2 oy 00)s

en formant le crochet des deux nombres avec ¢,, nous conclurions

i ()lll
=o;

o 1—
/l() 7

¥

ce qui est impossible, car ce serait une relation contenant ¢,, ou bien
cela se réduirait & ¢ =o.

En ce qui concerne le facteur g, il est, d’aprés (59g), défini par la
condition

‘ 9f of -
(91) T p(b = (mod k),

ou la premiére dérivée correspond & 'ensemble des variables indé-
pendantes x,, p;, ct la seconde & l’ensemble des variables nou-
velles y, i :

On peut préciser davantage, en utilisant I’ ldentltc évidente

o _of (o N O Wi N D
dx, — dy, \ Oz, 21 7 "ox, +21! Vs '()_ Z Qi;);;’
= i= =1

qui donne

(92) o= 0% g, O
0
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Pour appliquer ceci aux transformations (85) et (86), il suffit de
différentier, dans les deux cas, la premiére des formules par rapport
4 x,, ce qui donne

= OV N W 0
T 0y, 04 a dyi dxo’

=1

d’oti, en tenant compte de la derniére des formules (85) et (86),

W o N o
T dyy \dry Oz,

On a done, simplement,

(93) p=

Remarquons enfin que le théoréme des fonctions composées donne

les identités
/ 8 s

B J B . . ’ . .
Ny= 7)—/; (A\i‘)'o”“z SENY K —l-}: Y. \;)’/.--&-2 Q- NiGs
’ ' k=1 k=1 k=1

N \ s s
of . <
Pi= (—))J; Pi}’u—z S Pi.,)'k) —1*2 Y. Py —+—z Qr.Pigy.

k=1 k=1 . k=1

v

Or la transformation, pour étre de contact, doit laisser le faisceau K

L C o of 1 0 1 .

invariant, ce qui équivaut & dire que le terme en e doit disparaitre
0

dans ces formules. Or a donc les conditions

(94) 'X,»‘_,)'U—~2 QXY r=0, P,;_)'(,—Z qrPijr=o0 (l=1,2,...,98),
k=1 : =1
qut, elles ausst, caractérisent les trans formations de conlact.

On voit, de plus, que la loi suivant laquelle la transformation de
contact échange les transformations du faisceau est donnée par les
formules suivantes, ou ¢ =1, 2, ..., s,

s
©3)  Xe= ) (Ve Xpa+ QuXign)y  Pi= Y (Ya-Piyat QuPuga)-

k=1 k=1

12. Passage d’une intégrale compléte a une autre. — On peut inter-
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préter les résultats précédents, an point de vue de lintégration du
faisceau F, de la maniére suivante.

Supposons d'abord le cas particulier »=o0, p=1; et par conse-
quent, n = 2s. Alors, la connaissance d’une intégrale compléte u,,
w,y ..., u, d’ott I'on déduit les fonctions polaires ¢,, ..., ¢, ramene
F a la forme K; il suffit pour cela de faire un changement de
variables en prenant les variables u,, u,, ..., u; e, ..., o5 2 la
place des 25 + 1 variables initiales. Il reste alors a intégrer K; et une
intégrale compléte quelconque est dounée, a partir de vy, u,, ..., u;
1y« . ., ¢y parles formules d’une transformation de contact quelconque
de I'espace u,, uy, ..., u,.

Par conséquent, si 'on convient d’étendre la signification du mot
intégrale compleéte, en y comprenant non seulement les ¢léments pro-

prement dits de l'intégrale compléte (tels que w,, u,, ..., u,), mais
aussi les éléments polaires associés (tels que ¢,, ..., ¢,), on pourra

dire que le passage d’une intégrale compléte a une autre se fait par une
(ransformation de contact.

D’aprés les applications du n° 8, ceci est encore vrai si » n’est pas
nul et si p est supérieur a 1. Il faut seulement entendre que Ja trans-
formation de contact en question pourra dépendre d’une maniére
quelconque des p—1 invariants de F, qui y interviendront comme
autant de parameétres constants arbitraires. De plus, ces invariants
devront étre adjoints aux éléments d’intégrale complete fournis par
la transformation de contact, de méme qu’ils se trouvaient adjoints
aux éléments de l'intégrale compléte w,, u,, . .., u,, supposée calculée
d’abord.

Le résultat est seulement en défaut, pour s =1, et p>1, lorsque F
a moins de p — 1 invariants distincts, ¢’est-a-dire lorsque son dérivé F’
n’est pas complet. Il nous reste donc 4 étudier ce cas, ce qui fera
'objet du paragraphe suivant. Rappelons que lorsque s est supérieur
a 1, F/ est toujours complet, ainsi que nous l’avons contaté au n° 7.

III. — Etude du cas exceptionnel.

13. Cas ou le second dérivé est de degré n+- 2. — D’aprés I'analyse
du n°7, nous n’avons obtenu, pour F, dans le cas s=1, que la forme,



INTEGRATION DFES FAISCEAUX DE TRANSFORMATIONS INFINITESIVALES. 220
que nous appellerons semi-canonique,
o Of af . . af af
06) N= == 4+ = =+ Ny= —— = =~ (J=T1,9, ....1).
(‘) ) ()4)' 1 ()‘ro oy 1 0.]‘] ’ 7/ f):‘j (./ r,2 S r)

Les 7, étant les transformations distinguées, Y est de la forme

l
8% "»~~V-_.‘Z-L
(&)/) \ = 2 {“()‘)'z’
o=zl

les 7, ne dépendant pas des 3;, mais pouvant dépendre de toutes les
autres variables, y compris les invariants éventuels de F, ,,7,, . . ., 7,.
Le degré de F est n=2s+r=2+r, et le nombre total des
variables est m=n + 14 [+ ¢, de sorte que /= (p — 1) — ¢. Le cas
ol =0 (qg=p —1)rentre, comme nous 'avons dit au n° 12, dans le
_cas général; car Y disparait alors. Nous allons voir, que dans le
cas [>o0, on peut aussi avoir une forme canonique, sous certaines
hypotheses relatives aux dérivés successifs de F.
Le dérivé T se déduit de (g6) par 'adjonction de la transforma-
tion (X,, X), c’est-a-dire

7 \
_aJf JdY Y < O _()f )

= ow ¥ O T 24 0w, Dy
oL==1

(9%) Z

Donc les transformations Z; sont encore distinguées pour F'.

Pour passer au dérivé suivant ¥, il faut adjoindre (X, Z) et (X, 7).
Donc F” est de degré n+ 2, oun + 3. Nous allons examiner le cas o
il est de degré n + 2.

Le dérivé F' a alors, comme F, pour dérivé un faisceau de degré
supérieur au sien d’une unité. On peut donc appliquer les résultats de
notre étude. Posons n'=n-+1, et soit 7' le degré du sous-faisceau
caractéristique de ¥. On a, d’aprés la remarque faite tout &
I'heure, 7'2r. Donc n'—7'<n—r+42, cest-a-dire n'—7'<3. Or
n' — 7' doit étre pair, et il n’est pas nul, puisque ' n’est pas complet.
Donc ' — ' = 2; ¢’est-h-dire que la valeur de s est encore 1 pour F'.
De plus, F' ne peut avoir d’autres invariants que ¢,, ..., #;; de sorte
que la valeur de /, pour ¥/, devient /' =/ — 1. En définitive, la forme



230 F. VESSIOT.

semi-canonique de ' est

L of of L of ., .
[ o / —_ =, =, ” =1, 20 .., I
(99) N'= oz - dary + Y Ni= o 0z Z; (/=12 )
avec
1—1 )
‘ 5 e Y (_‘..
(100) Y —-Z /:p()),;e
B=1
La transformation % est la nouvelle transformation distinguée de I

(autre que les Z;); done les 75 ne dépendent ni des z, ni de =.
Ceci posé, considérons F comme un sous-faisceau de F'; il sera
défini par les Z;, qu'il contient par hypothese, et par deux autres

. = - -~ ’ ) «
transformations de base, de la forme AX'++ 2/ X 4 p(()—f Ces deux

transformations sont indépendantes, relativement & X’ et X' ; ou bien

()f M N R
=, appartient a F.

Dans la premikre hypothése, les deux transformations de base en
question pourront étre prises sous la forme

\'+}‘)f .\",+;\1%.

of

Maisle crochet de deux telles transformations, contenant (—)-7 etnon ))j,,
0

ne peut appartenir & F'. L’hypothese est donc a rejeter, puisque le
crochet de deux transformations quelconques de F doit appartenir &
son dérivé F'.

of

Donc F contient ==, et sa base peut étre prise sous la forme
(101) X"=X'+¢X, %, Loy ooey T

Il est, de plus, impossible que { soit indépendant de z; sans quoi ce
faisceau (1o1) serait complet. Donc on peut prendre { pour nouvelle
variable a la place de z; et, en changeant les notations, on arrive a la
forme semi-canonique, plus précise que (g6),

__ 9 ) . .

f O L9y =2, g,

o Xy —— ~~ —_
= 9r TP, T ’

09
(102) X Lo,
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ot Y ne fait intervenir que  — 1 variables y,, au lieu de /,

(103) ﬁ:; Ny

x=1

Il résulte, de plus, de la ‘maniére dont nous venons d’arriver a ce
résultat, que les v, ne dépendent ni des z;, ni de @..

14. Généralisation. — Ce résultat peut se généraliser de proche en
proche. Nous allons supposer que les degrés de F/, F”, ..., Fi" soient,

respectivement, n 41, n+2, ..., n+ L, et nous allons montrer que,
dans ce cas, on peut prendre, comme forme semi-canonique de F,

. of  of 0 p i
.\':—i-&—x,—i—}—x? f o Tps—— /. + Y
dx Axy dx, oy
(r04)
Jf ., . .
s L U=n2 ),
avec
L=l d/'
5 Y = v E
(10%) 2 /u().)'a.’
=1
les 7, ne dépendant ni des 5, ni de x,, 2y, ..., 24

Ce théoréme étant supposé vrai pour k=1, 2, ..., 4, il suffit de
prouver qu’il est vrai pour A=/ 1. A cet effet, nous 'appliquons
alors & F', qui sera donc, avec une transformation distinguée de plus

. of
(smt (—)—>,

oty =2 ,"’f ._ﬁ_ o A 4

ox ' our, ().\",\.’ L
avec
l—Fk df
- ‘,‘/:2 Y .
(l()/ ) o, ().‘],&
o==1

Pour en déduire F, il suffit d’associer aux Z; deux transformations
de la forme

X+ .—()f——x—u a.
ox 95’

et I'on verra, comme plus haut, qu'on en peut déduire une combi-
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)f

naison qui ne contienne que >-- Ces deux transformations étant ainsi

af 9

/ ” -,
N8 ()TA s

on constatera, en raisonnant encore comme au n° 13, que I peut étre
pris comme variable 4 la place de 5; et il ne restera plus qu’a faire un
changement de notations pour obtenir le résultat annoncé.

La réciproque du théoréme est vraie; car F étant de la forme (104),

on en déduit ' en adJolonallt le crochet( i R), c’est-a-dire )j! .
) —
On a donc pour [’ la forme

of | df A . of of, of 9f
—(7._‘; -+ ,-()—L"‘ + o Xy ()-7}/.'—‘_: -+ ; ()c'L'A- N 9 ()-'7"/;’ -(F‘[, cay ():2 .

Comme Y ne dépend pas de 2, et de 2, on passe de méme 4 I par

I'addition de =2—; et ainsi de suite, jusqu’a FU=') qui est
)I’/.-2 !
Jaf Jdf -9 Jaf Jf Jf ()/
8 —L . . .. . ol e
(108) oz i ox (,+\’ dx,  dzy T 0z 0z, > Oz,

Enfin F**' se déduit de (108) par I'adjonction de (;—)f— o
o ()r,
Remarquons, d’autre part, que tous les dérivés successifs ont,
comme F, ¢ invariants, et que, par suite, leur degré ne peut pas
dépasser la limite

m-—qgz==n-+p—qg=n-+I[—+1

et doit l'atteindre. Si donc on arrive & k' =1I1-41, F® étant de
degré n— k sera complet et, du reste, d'aprés (r05), Y disparaitra
de la formule (104); et si 'on arrive & £ = [, F ¢étant de degré n + £,
c’est-a-dire n—+ [, F'1 devra étre de degre n—{—+1, c’est-a-dire
n—+ k-1, et sera complet.

Done, ou bien la réduction peut se continuer jusqu’a k=1I1-+1=p—gq
et donne la forme canonique

(mg)X_f of 59 of . of . of .. Of.

A&y S Ay S A gy
ox, oz, dx?  dxr.,’ 0z 5,2
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ou bien la réduction s’arréte avcant que k ait atteint la valeur 1, et l'on a
la forme semi-canonique (104), les variables y, étant au moins au
nombre de deux.

Dans le premier cas, les degrés des dérivés successifs vont en
‘croissant d’une unité jusqu’au dernier F“+''; dans le second cas, les
degrés des dérivés successifs vont en croissant d’une unité jusqu’a F'¥!
compris (k<1), et F" ' est de degré n + k- 2, c’est-d-dire que son
degré est supérieur de deux unités i celui de Fio. ' :

Quant 2 la maniére d’effectuer la réduction, on ramenera d’abord
F=' 4 la forme (108), ce qui se fait par 'intégration d’'un systéme
complet (voir n® 7). On passe ensuite de Fi=' & F=2 et ainsi-dé
suite, par la méthode exposée dans la démonstration du théorcme
actuel (direct); ceci n’exige plus que des changements de variables
successifs, sans intégration nouvelle.

15. Sur l'intégration des [aisceauax considérés. — En ce quiconcerne
I'intégration du faisceau F donné, elle est ramence i celle des faisceaux
types de la forme (104) ou (109). Or ceux-ci se présentent comme
résultant de prolongements successifs ('), dans le premier cas, du
faisceau '

9/ of .9 I, .

IR ol 1 R st

(110) W= AS S v/ A — -, -y
) ) ’ I dr, Nh : oz, dur,’

et, dans le second cas, du faisceau

o of

(lll) " ;):l-:,’ '(ﬁ'

Dans les deux cas, le prolongement se fait en considérant x, comme
une fonction de ., dont les dérivées successives sont x,, Za, « ...

Dans le second cas [forme (109)], on a donc immcdiatement la
solution explicite, avec /+ 2 constantes arbitraires,

5 ) xy=W(x; a,, a,, ..., @y},
(112) 0w o 0*W o (_)__/:’_\_\_
8 “= 0 Te= T e =

(1) M., n° 15, p. 367.
Ann, Ec. Norm., (3), XLV, — Aout 1928, ’ 30
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Il est sous-entendu que les invariants 7, ..., ¢, qui doivent étre
égalés & des constantes, peuvent figurer dans W d’une maniére quel-
conque.

Indépendamment de la théorie du prolongement, on voit, du reste,
que les sous-faisceaux complets & considérer s’obtiennent en adjoi-

) ) - 7} .
gnant aux g{: une transformation de la forme X + dz-}f » (wétant
3 T[4y

arbitraire); et que tout revient 4 trouver les invariants de celle-ci. Or
cela équivaut & intégrer le systéme

dax dzx dxy; dr,..
de— 22— "L — | = e al

- A oy yr 4
o €y Xy (2 Ty, Lyy ooes Xigyg)

c’est-a-dire & intégrer une équation différentielle, arbitraire,
a2z, ( o dzx, A\
Az —® T dw? T T )2

d’ot les formules (112).

Dans le premier cas [forme (104)], on est conduit de méme & inté-
grer un systéme de la forme (h=10— k1) '

(113) (1.1::% — Ay B dyy,

A Z, 1 (L Loy X1y Vi oo oy J0) (2, Lyy iy Ve, o R)
_dey __dzy . dwi— daxy
Ty @y T e T (@B @y e Thy Ny ey )'/1)’

ou la fonction w est arbitraire.
Considérons d’abord le systéme partiel, qui en résulte,

dy, dx .
(r14) ﬁ:m(r, .vro,—j-l’,;)',, ...,.1‘/,> (i=1,02, ..., /).

dx da

11 définit les y; comme des fonctionnelles de = et x; et, par suite,
w comme une fonctionnelle de x et x,, de sorte qu’on a, pour z, une
équation fonctionnelle

/l’t‘“xo__a’- ’ vz (l.'z'(,, dkzy” i
dat+1 PEO gy’ T d ek

Si done, laissant de coté la détermination de toutes les intégrales
complétes. on se propose seulement de chercher toutes leurs multi-
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plicités intégrales &  + 1 dimensions, il sera loisible de se borner au
systéme (r14), en y considérant 2, comme une fonction arbitraire
de x.

Telle est, dans ce cas, la réduction d’intégration 2 laquelle on
arrive. Elle équivaut conmdeler que 'on est ramené a intégrer le
faisceau (r10), & /3 variables, dont le second dérivé est, par
hypothése, de degré 5.

Revenons au cas de la forme canonique (10g), en nous placant,
comme nous venons de le faire pour le cas général, au pomt de vue
des multiplicités intégrales & r—+1 dlmensu)ns Soient£,, £,, ..., E.
(m=n+p, n=r~+2, p=g-+I{+1) les variables initiales; le
changement de variables qui a conduit & la forme canonique donne

'expression de ces £; en fonction de &, @y, @1, ..., 2y 3 8hy o0y 15
51, ..., %3 et lamultiplicité générale cherchée s’obtient en rempla-

cant dans ces formules 2, par une fonction arbitraire de x et x|,
@y, ..., &1 parlesdérivées successives de cette fonction; enfinz,, ..., ¢,
par des constantes arbitraires. Nous pouvons exprimer ce fait en
disant que le faisceau F a une intégrale générale explicite.

Réciproquement, tout faisceau qui a, au sens qui vient d’étre expli-
qué, une intégrale générale explicite de la forme précédente a des dérivés
successifs de degrés n—+1v,n—+2,n+3, ..., st lui-méme est de degré n.

Soient, en effet, F ce faisceau, £, %, ..., &, les variables qui y
figurent, et

(115) E=F (e, 2y, @)y oo 0. gy Ly ooy bys Siy ey ) (i=1,2,.., m)
les formules qui définissent I'intégrale générale quand on y fait

(116) § =1} (r), =y’ (x), ces @=L (),
! L= a,; P 1= dy,

() étant une fonction arbitraire. Les fonctions F; sont des fonctions
indépendantes, relativement aux arguments qui y figurent; puisqu’il
ne peut exister aucune relation entre les £ seuls.

Cela étant, si m=1I[-43-+¢g-+r, on peut considérer les équa-
tions (115) comme définissant un changement de variables, qui fera
passer du faisceau F a un faisceau ®, pour lequel les formules (116)
donneront la solution générale. Ce faisceau ® sera, d’apres cela,
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dualistique du systéme de Pfaff

dry— v, dr—=—o, de,— 2, dr=o, e dri— a, dr =o,

dt, == o, dt,=o,

et ne sera autre que le faisceau (109). Done F aura pour forme cano-
nique (109), et posséde, par conséquent, la propriété énoncée.

Examinons maintenant le cas ou m est inférieur au nombre des
arguments des fonctions (113). Nous leur adjoindrons des formules
arbitraires, de la méme forme,

(r17) 0, =G (0, oy @y ey ey Ly o 1y By ey B) (J==1, 2 ooy 1)y

de maniére que m—+p.=1[+3+ g+ r; et nous aurons ainsi, de
nouveau, un changement de variables. Si on I'applique au faisceau
(roy), dont I'intégrale générale est(116), on obtiendra un faisceau U
dont les transformations de base seront de la forme ‘

U h= ':.QV// -+ L}]/t B

&, étant une transformation du faisceau donné I, et <Y, ayvant la forme

w
. . . Ldf
'}]/1: E lI/&,/(C_n ey Zmy Nyy oovy Ty) <
- N ()Tl/'

j=1 -

D’apres le raisonnement fait tout & I'heure, ce faisceau U possédera
les propriétés de I’énoncé. Or on a

v :
‘ N g ap s . af
(U, Up) = (Kp L4 +> Wy 008 n) JrT,’

j=

car les & ne dépendent pas des v. On en conclut que la base du
dérivé U de U sera formée, comme celle de U, de transformations du
type L+ <Y, ott & ne dépend pas des 7. Les formules de structure
de U étant de la forme

(UWUpy Up) =2V . (modU),

avec V=& + 9, on aura donc pour F les formules de structure
(X, &) =1, (modF).

Ce raisonnement, ol il n’est pas supposé que les transformations &,



INTEGRATION DES FAISCEAUX DE TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES. 23;‘

soient nécessairement divergentes, suffit i prouver que le degré de
F’ est supérieur d’une unité, au plus, au degré de F. Et comme on
peut ensuite raisonner sur F" et U’ comme on I'a fait pour F et U,
la proposition énoncée se trouve entitrement établie (').

IV. — Systémes automorphes relatifs au groupe général
‘des transformations de contact.

16. Equations de (l(f/im'tion des transformations infinitésimales du
groupe géncéral des transformations de contact. — On a vu au n° 12
que, des que ’on prend comme inconnues, pour I'intégration d’un
faisceau F de I'espéce considérée dans ce mémoire, le systeme des
fonctions w,, w,, ..., wu; v,, ..., v, constitué par les éléments
variables des intégrales completes, w,, u,, ..., u, (les autres étant les
invariants de F), et par les fonctions polaires ¢, .. ., ¢, respectivement
associées & w,, ..., u, la solution la plus générale se déduit d’'une
solution particuliere quelconque, en y effectuant, sur les fonctions «
et ¢5 la transformation de contact générale de U'espace u,, uy, .. ., u,.
" Ces 251 inconnues « et ¢ se trouvent done, en fait, satisfaire a un
systeme automorphe (*), dont le groupe associé est le groupe général
des transformations de contact de I'espace 4 s+ 1 dimensions.

Il sera intéressant de mettre ce fait en évidence, en comparant la
forme canonique dont un tel systéme automorphe est susceptible avec
les équations obtenues précédemment pour la détermination de ces
fonctions. Il est nécessaire pour cela de trouver d’abord la forme

(1) Je rappelle que le théoréme, dansle cas ol 'on n’introduit pas les variables ¢y, ...,
ty5 31y «v.y Zpy @ été donné (avec un énoncé différent, en tant qu'il fait intervenir un
systéme de Pfaff) par M. Cartan (Bulletin de la Société mathématique de France,
to42, 1914, p. 14-15). .

(*) Voir mon mémoire des Adcta mathematica, 1. 28, 19o4, p. 311. Remarquons
que Pon pourrait rattacher la propriété en question au fait que le faisceau F admet
un groupe de transformations, isomorphe au groupe général des transformations de
contactl; mais nous laisserons ici ce point de vue de coté. Remarquons aussi que, pour
s =1, la propriété en question n’est exacte, sous la forme énoncée, que dans le cas olt
le dérivé I de I est complel. (Voir la fin du n® 12 et le paragraphe III du présent
mémoire. )
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canonique des équations de définition du groupe G. Bien qu'il s’agisse
des équations de définition des transformations finies du groupe, il
sera bon d’examiner d’abord ce qui se passe par les équations de déli-
nition des transformations infinitésimales.

Je reprends donc le faisceau (65), & savoir :
9 o o of o

-{-);-i, NS = 05 [)i()el—"-;—f_[;’i (f=1,2, ...,8),

(18) Pif=

et je cherche les transformations infinitésimales qui le laissent inva-
riant. Soit

mn 2,

Lo o . Al df
(llg) /A/ ___2 G)'j?)[—'-i —]“Z Qi‘(/l_[ji -+ /.7):.*"

i=1 i=1
une telle transformation. Les relations de crochets

(ZJ, Pif)=o, (Z),Nif)=0 (mod Py X;)

donnent immédiatement

20) 2 o 0 (0] L ((==1, 2 $)
20 it T =0, [~ 57— =20 TZEL, 2y ey 8)
('I ) o= ()pi ’ : ('IJ',' : ’ )

. . ' .. by df

Ce sont les formules de Lie, bien connues : le coeflicient de -

'l

dans Z /" étant, d’autre part,
(121) == 1. -»}—21;;5,,

Les inconnues sont : 7, les £; et les &;; et les ¢équations (120) sont
2s équations du premier ordre. On en déduit, par différentiation,
s(2s — 1) équations nouvelles du premier ordre :

[ 9%  dir__ o 0w; doy dz; desy .y
- T YT — —_——— — _— vl [Nesal SNEY IR |
()[)/‘_ ()[)i ’ ()-'L'I; (l.’l',‘ 9 ('/JIJ/C I)[)[ ¢} x> Ty e, 3)7

(122
(122) Az dw; J2.

= (F==1,2, ..., 8)
dx, dp: — oz, : L » )

Le systéme (120), (122) se compose de s (2 s+ 1) équations du pre-
mier ordre. Nous allons vérifier qu’il est complétement intégrable (*).

(1) Pour la méthode suivie, voir M. Jaxgr, Journal de Mathématiques pures et
appliqudes, 8¢ série, t. 111, 1920, p, 111,
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Je résous d’abord de la maniére suivante :

JZ 0z , .
(a) 17—[;_7)_/7, (i'=».3 st k<<,
()1?51 ar oz, .
1/ —_— T — — =L e Y .
() opi dx,  dx; (=12, ...y 5)
7 Jsy; dzp .
/ — e — 3 R Sy
(b T . (i =1, 2, S8y k=20,
R de; _ do; S, .
(/}) ;TI-/:_—(_[.—’i‘—[ ‘,[—2,-),.-.§S,/l\l)-
) 72 . )
(() ()_T)A.__:'A (/._I,.!, ‘\)
, el .
(') (—l—l—/—:mﬁ (h=1,2, ...,8).

Pour les équations (6”) et (¢'), il faut entendre qu’elles sont consi-
dérées comme résolues par rapport aux 22 et o
I PP 7
: dar ~ dxp
On vérifie sans peine qu’on obtiendra dans les premiers membres,
I 1 I
par différentiations successives, toutes les dérivées de ces premiers
membres, et chacune une fois seulement, en différentiant de toutes

les manieres (différentes) :

1° Les (a) par rapport & x, x,, ..., 2, et aux p, pour lesquels on
arsj<koursy;

2° Les (b) par rapport a toutes les variables;

3° Les (&) par rapport & x,, @, ..., x, et aux p; par lesquels on
a1<j<kavecj=£1;

4° Les (b") par rapport aux 2, pour lesquels on a 0Sj<kouisy;

5° Les (c¢) par rapport & &g, @y, ..., Z, et aux p,; pour lesquels on
a <<k |

6° Les (¢') par rapport aux x; pour lesquels on ao<j k.

La forme donnée aux systémes est donc compléte, et il reste a
prouver que si 'on différentic une fois seulement, de toutes les
maniéres possibles, on n’obtiendra pas d’équations qui ne soient des
conséquences des équations (E) obtenues par les différentiations
ci-dessus précisées.
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La vérification est inutile pour les équations (¢) et (¢") dont les con-
ditions d'intégrabilité s’expriment par les équations () et (b').
Pour les équations («), nous avons les équations (E)

l)ﬂz_,- ():'-:_A:

dprop; - dp: Op

(J<h<<iou hb<i <7

et 'on a aussi en différentiant dans I'ordre inverse, si j == £,

0225 ()EZ,‘

()P/ 0:[)/; = ()pl ()[)k (./ < 1)

On a donc les deux formules sij <k <7; et en égalant, il vient

9 (),
dpi\dp; dpr) 7’

ce qui est une équation (E), puisqu’on aj < /A et k<7

La méme vérification vaut pour les (4”), relativement aux différen-
tiations faites par rapport aux x;.

Les (b) donnent, comme équations (E), d’abord

o dw o 9l ol Jd di o oz,

dxy ;)1_;, T dxy dx, dxp dx; — day g vy oz
ou

" e _om  d i
[129) dry Op;~ day T dx dryg

On a, d’autre part, si 1<k <4,

0 dw; _ 0 dw; _ Jwy o Jey
dpi dzp ~ Op; dw, O, | dz; Op:
ou
) O de_dwe A i
' ap; dxy dx, dx; day

car, £ ¢tant <7, on peut utiliser (&) et appliquer la différentiation df_;

On voit que les expressions (123) et (124) sont identiques.
Les (&) donnent encore, comme équations (E), poury = ¢,
Xm0 d di;
i dp; — dwydp; m oy’




INTEGRATION DES FAISCEAUX DE TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES. 2;’;1

done
(125) I Y S

On a, d’autre part, par les (&),

op; dp; api r/.ri ()1 dz, dp
L’identité des seconds membres de (125) et (126) résulte de (a.).
Les (") donnent d’abord, comme ¢quation (E),
_(/_ (]E)‘,j . d dEk . d {[.":_/,- .
dx; dpr — dz; dr;  dx; dx)’

(127)

et 'on a, d’autre part, par (4”), pour j </ (puisque i £ 1),
Jd doy _ 0J dw;, d Jw;
(128) Tpi T, = opr A — drs dpe
Or il suffit de tenir compte de (), si j=£ k, pour constater I'iden-
tité des seconds membres de (127) et (128).
Dans le cas j = &, le second membre de (128) se calcule au moyen
de (b), et devient, & cause de (¢'),

d O\ d di _ Joy d iy

dz, dzx, du; dx, ~ m T dz; a;;

Ceci est ¢gal au second membre de (127) (puisque j = k), augmenté
de 2——, mais la méme relation a lieu alors entre les premiers membres
de (127) et (128). La vérification se fait donc encore.

Les (6") donnent ensuite, pour 1<k et j <1, les équations (E) :
T J dip d Jdi .

(129) dpidp; . Op; dx; dxi 9p)

et ils donnent, en outre,
P J di; d Iz

(130) Tprops = Gp de = T O

L’identité des seconds membres de (129) et (130) résulte des équa-
tions (E) déduites de (a). )
La vérification des conditions d’intégrabilité est ainsi terminée.
Ann. Ec. Norm., (3), XLV. — Aour 1928, 31
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7. Equations de définition du groupe général des transformations
de contact (transformations fintes). — Les transformations de contact
(finies) sont caractérisécs par les relations de crochets (89) du n° L1.
Mais ces relations ne constitwent pas un systéme complétement
intégrable.

En effet, sielles constituaient un systéme completementintégrable,
on devrait, en exprimant que la transformation infinitésimale

mn

(131) /"ZU'() i —2-"/5’11/‘/

i=1 =0

laisse le systeme (8¢9) invariant (quand on 'applique aux variables
indépendantes), trouver toutes les équations de définition du premier
ordre des transformations infinitésimales de contact.

Or, il n’en est rien. Pour le voir, il suffit de remarquer que ces
- équations ont été déduites de la propriété d’invariance du crochet

(132) U glep=pl/s 81y

appliquée aux fonctions particuliéres y; et ¢;; et que, réciproquement,
elles entrainent cette identité (132), en vertu de la formule qui donne
le crochet de deux fonctions f, g de 25+1 variables quelconques
Z0 3, ... Zay A SAVOIY

oy . )(/
(133) [y &lep= ATLE-LE ["u 38 |
(@, B) d( o MB)

On en conclut que, au lieu d’c\:primer Pinvariance par Z/ du -
systéme (89), il revient au méme d’ expmmer celle de I'identiié géné-
rale (132). Ceci se fait en écrivant que

2L slen) =2p. 1S 8lv
est conséquence de (132), ¢’est-d-dire que 'on a
(134) 2L, 8l =22 11, 1o
Nous poserons, pour abréger,

(135) Zp=..p,
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et 'identité (134) deviendra
(136) 2L s lep) =L & o

Pour Uexpliciter, il faut prolonger Zf, en considérant / et g comme
des fonctions non transformées. On a, par conséquent,

T o Of . Jdf .
0"”'/‘('/*/'—/"(2()[ f/[,,Z:E(/.I’,),
/

\ i=1 j =0

d’ o

“
—

af \1 ()j Jw; O O f)_, o
7 (})/;,,) ()p ()p_/: _‘Z dx; r)[;/, (h=1,2, ...,

/—_o
d/ Jdf doy; A s . :
((}T) z 5 T Z 77, 07 (h==o0,1,2, ..., ).

T . e / . :
Sil'on introduit les dilférentiations totales ;/%, etsil’onpose comme
.x).

aun® 16 [ eéqu. (121)]

(137) 2= ;;,,_2/;,-‘5_,.,

i=1

on peut remplacer ces formules par les suivantes :

no d/ Jf Jdw; df Ji Jdf [ 9 .
(138) Z (dp,,) __2 opi ()/;,l 2 dz; ()1)/, 713—0 <_(7[1_/L - Ql‘) ’

=1
. (A O do. N0 df di  of [db
(139) <([z;,> Z dp: dzy, 2‘ dx; dz,  Jr, <(Ix/, —m/,>,
=1
, o/ O 0w v df 9h 9] O
(140) <()xo> 2-1 ()pi Oxy e lz; Oy dx, dx,
i—=1

L’identité (136) s’écrit, d’autre part,

|2l Ay A
() , day, . dp, dxy, o
(1451) ! -+ 7 =plfs gle
()1) [(’ )(I dl)’
i || 228 48 g5 418

opi dxn | | dpn T dan
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Je l'applique d’abord en prenant pour f et g tous les couples de
variables indépendantes; et je trouve successivement :

1° Avec x;, 2, (J, k> 0), les conditions

i 0%

o dpr

2° Avec p;, pi, les conditions
de,  dw; —-
Zi—x—',- - dd)/ -

3° Avec xj, pi (J >0, )% 0,] £ k), les conditions

o di;

m ([33‘/; -

4° Avec x;, p;, les conditions

Imp L,
Ip;j dz; !

5° Avec x, ;, les conditions
ar
o T £=o0;
6° Avec x,, p; (en tenant compte des résultats 3° et 4°), les con-
ditions
O\ .__
oz, I
On vérifie ensuite que ces conditions suffisent pour que la relation
générale (141) ait lieu.
Nous voyons donc qu'il manque, pour avoir toutes les équa-
tions (120), (121), la relation complémentaire

ok
4 R —_—
(142) ()xo+p.__o.
18. Equation complémentaire. — On aurait pu remarquer, du

reste, que tandis que nous avions, pour les transformations infinitési-
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males de contact, s(2s -+ 1) équations de définition du premier ordre,
les relations de crochets (89) ne nous en donnaient pour les transfor-
mations finies (aprés éliminations de ¢), que s(2s—+1)—1.

Il y adonc une équation complémentaire & chercher. Elle va nous
étre fournie par la considération du déterminant fonctionnel

(ll{g) A:()(.)’CHJ)U --'»j'.\‘a (/1) ---1(/.\')‘
O(Xyy Lyy vvey Tgy Proyen ey Ps)

Soit, plus généralement,

()(.fth ./.11 c ey .f‘.’-\‘)

(144) = ’
O(ZLyy Zyy o ovy Loy Pry o ony Ps)

SosS1s -« s [osétantdes fonctions non transformées. Les formules (133),
(139), (140) donnent

r - ()7\ - di; ‘; ()ZE,‘

i== =1
car on peut remplacer la ligne générale de D par

o i o Ofn o

M) ([;1’ ey ‘7;:) '()7;7 ey ()Ps
On a donc, si l'on tient compte seulement des relations (4°) du

numéro précédent,
ar
ZD=—D(—-— —s :
7D )} <()1’o .sp.) ;

de sorte que la formule (142) équivaut a

ZD = (s+1)p.D.

Sil’on compare & la formule (136), on en conclut

D o AL s

LR AT
ce qui équivaut & U'invariance du quotient
(145) D ([, gy

par toute transformation de contact.
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Si nous appliquons ceciaudéterminantA et alatransformation (88),
nous aurons A, ,=A, A, =1; et la relation (132) nous donnera

(146) A= ptH,

(est ’équation complémentaire cherchée.

19. Les systémes automorphes. — Les invariants fondamentaux &
considérer sont donc les rapports des crochets de Poisson formés
avec 25 -1 fonctions, et le rapport du déterminant fonctionnel de ces
fonctions & 'la puissance (s—1)" de I'un des crochets. Ceci donne
pour les systémes automorphes en question la forme suivante.

Je me borne, pour simplifier, au cas ou il y a autant de fonctions
inconnues que de variables indépendantes (systémes automorphes de
premiére espéce); je désigne les fonctions inconnues par @, @, . . ., L,
et les variables indépendantes par o, u,, ..., u;, ¢,, ..., 9,3 1ecrochet -
sera

o of af

\ o | o dw " o,
(147) L/ ‘5"]”"‘:2 0o do oo
i=1 = 8 —+ ¢ =1

or;  du; Qg

Le systéme automorphe s’écrira donc, o étant un facteur indéterminé,

(1‘18) l,“rir -'Z'k-lr/,t-:go’?i/:(x) ([.7 /“207 I, 2y «.0y 2 S)r

(149) Apo(@0, 2y, ooy Zam) =0 0(2).

On a écrit, dans les seconds membres, la lettre 2 pour désigner
I'ensemble des variables ,, @, ..., @.; et le premier membre de
(149) désigne le déterminant fonctionnel des fonctions entre paren-
théses par rapport aux variables u,, u,, ..., u,, 0,y ..., ¢y

20. Cas du probléme de Pfaff. — Pour ramener a cette forme inva-
riante le systéme qui définit la réduction du faisceau donné F, dans
le cas r=o0, n=12s5, p=1, 4 la forme cahonique (65), laquelle est,
avec les notations actuelles,

: af of j
(150) VJ::%, U[f:él—/l-_q—";()ﬁl{— (i=1,2,...,98),
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prenons d’abord ce systéme sous la forme (60), ¢’est-a-dire ici :

{

-y —o. , — —
,‘uuk;-—(% i‘i,uil)—Ps 3 u0§—9(i
(151) b el =o, VUi wpl =0, Vuy, il =o
(fyh=1,2, ..., s 02k

En raisonnant comme nous 'avons fait au n° 17 pour I'identité (132),
nous verrions que l'on exprime par ces équations l'invariance du
crochet général, établie au n° 8, ce qui donne ici, puisqu'il n'y a pas
de transformations distinguées dans F,

(152) s =ells gl

Or, pour exprimer que celle identité a licu, il suffit d’écrire qu’elle a
licu quand on remplace /et g par deux quelconques des variables 2,
Zys ..., 2. La formule (133) s’appliquv, en effet, au crochet | /, g1,
car elle résulte de la formule

conséquence elle-méme du théoréeme des fonctions composées.
Si donc on pose [¢/., équ. (35)],

1,0 Cyn = &y
i .- e e e .
~ i — PP v Y — o .
(153) g, = = . P == 0 k(X Xy e ry) = G ()
91 Cnp Cun Zn,i
21,k . Znk O

(avec n=2s; {, k=0, 1, 2, ..., n), on aura le systeme
(134) olay, ap) == g () ((y k=0, 1, 2, ..., 28),

qui est de la forme (148), avec gog=1.

Les fonctions g, ainsi introduites, jouissent de propriétés que
nous allons indiquer.

On a d’abord ¢;,=— 2, (n°5).

D’autre part, les transformations

Crpoeee O 21,0 B
i . 1 PR e e e ()/
$ oy / e . _ E O~,/;(;(‘)—‘—
(1 33} L g Cng e Can T Il o oy
- - k=0
/ | \,‘/ PR \,,'/' O

\ (f==0, 1,2, ..., 1)
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sont des transformations du faisceau. Il y en a, parmi elles, » qui
sont divergentes. En effet dans le tableau des & ; il y a au moins un
déterminant de degré n qui n’est pas nul. Supposons, pour fixer les
idées, que ce soit celui qui correspond 4 ¢=1, 2, ..., n: alors
les {=;, /|, pour 1 =1, 2, ..., n, sont divergentes.

Supposons, pour le prouver, que le contraire ait lieu, c’est-a-dire
qu'il y ait une identité

n
(156) Zki{xi,‘/';:o;
i=1
et posons
n
(157) 27\,5/(5:5‘. (h=1,2, ..., n).

=1

Les £, ne seront pas tous nuls, et I'identité (156) s’écrira

€y eee Cin E
( ) Cnyq e Cun Zn
NS s Nuf o

Or le déterminant des c;; n’étant pas nul, on pourra satisfaire aux
équations

n

z(r/;,,-p[—{—f;"/{:o (=12, ..., n);

=3

et les o; ne sont pas tous nuls; mais il suffit alors de multiplier les
n premiéres colonnes de (158) par ¢y, ..., 0, et d’ajouter a la derniére
pour ramener I’équation (158) 4 la forme

n

XS =o,

i=1
identité qui est impossible. Il y aurait donc contradiction.
Ainsiles {a;, [} définissent entiérement le faisceau donné F.
Observons encore la formule, qui résulte des équations (155),

n n
= ( - o J¢ :ZL
(159) '?s/s-—ZE‘Pd\'(v‘)()—m P

=0 k=0
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qu’on peut écrire aussi

do do

\ ‘4 _)7:! dl‘/»
160 (l ] ‘t: ﬁ"i ( ‘ ’
(160) o, /! 2/‘ o) | ol
w or; Oz

Je dis enfin que l'on a, Z/ étant une transformation infinitésimale
convenablement choisie,

(161) Gaw [h fep SO =1as @ 2 (modF);

de sorte que les o;; sont fonctions de structure pour le faisceau,
mis sous la forme (155), en méme temps que ces fonctions sont coeffi-
cients des transformations de bhase (155).

Pour le voir, il suffit de se reporter aux crochets de Pmsson eux-
mémes. On a, avec les notations (150), ;

e 1= (v — 22

h=1

(Vef, V)= gk

B

De 1a
dw; dzj  Jz; dx?) (mod I),

(169 (L 1o Lo =3, (52 Gt — 5ok o

k=1

duy

c’est-a-dire ,
o / af .
(163) (Lo [ Len SD =Len 2] 325 (modF).

On en conclut, en tenant compte de (152),

. . . . of
(164) (Gzo [ Loy [ =plan 2} 503
du,

¢’est-a-dire la formule (161), avec [¢/. n° 8, équ. (59)],

e L ()f
(e 21=°ju du,

2. Calcul de I'équation complémentaire. — 11 reste a calculer
I'équation (149). A cet effet, je considére d’abord le déterminant

56 . (XL oovs Zms Zmayy + -y Tn)
(166) 7T 0 Uy ey Uy Fyy e ey Om)

dnn. Ec. Norm., (3), XLV. — Aour 1g28. 32
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Ses lignes peuvent étre remplacées par

ey, iy, oy, dxy, PR
—E, ey m—m, Ry ey — (h=1,2, ..., n)
du, du,,”  de, %
ou par
d.‘l‘/i ().’ll‘/; (141.)/‘- a’wk o — \
- 3 A - 5 7 M - ("__‘].’27"‘1Il)'
¢y I du, du,,

Si 'on multiplie les deux déterminants ainsi écrits, on obtient le
déterminant dont I’élément général est le crochet [ay, x;]. Ce déter-
minant symeétrique gauche de degré- pair n=2s est donc le carré
de A,. Mais on sait former I'expression de la racine carrée d’un déter-
minant symétrique gauche de degré pair n = 23 en fonction de ses
s(2s—1) ¢léments indépendants. On peut donc considérer comme
connue 'expression de A, en fonction rationnelle entiére et homogeéne
de degré s, des crochets [, 2]. En tenant compte de I'identité (152),
on aura ainsi

(167) gy = Gy ),

le second membre étant la racine carrée du déterminant formé avec

les {&;, x; | =19, ;, pouri,j=1,2, ..., n.
Le méme résultat s’appliquera, nutatis mutandis, aux autres coeffi-
cients A, ..., A, du délerminant A, supposé développé sous la forme
) o.r dx or
168 A=A, A ST s, 2
(165) "du, =& du, { - A o,
().L‘A‘ § . i -
Quant aux facteurs S0 on peut, dans A, les remplacer par des
0

quantités de la forme

m m

Dy .y o day
i hp —— 2 L — = Dy, .
du,, +2 " duy, g P vy, (4 o ")

= VA=

On peut donc leur substituer les valeurs tirées de (163 ), ou de (164),
en choisissant pour toutes ces valeurs le méme systéme de deux
entiers 7, ;. Dans le premier membre de (164) figure alors le crochet
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des deux transformations infinitésimales connues

n

n
: of . af
b ’:2@' = o :? 5. =,
! ’f\ 7% ()‘,l,u’ i / ) ‘_‘9/.1 day
%=0 2=0

On a ainsi

of ~ . of
([69) lD . EZ l\Pl ()Lll(l
%=0

du,

(modF),

les ¢, étant des fonctions connues des o, , et de leurs dérivées partielles
du premier ordre, et 'on a expression cherchée

"
(170) e A=2 by Ay=o(.r),
%4=0

qui se trouvera nécessairement indépendante du choix particulier des
indices 7, j, fait au cours du calcul que nous venons d’indiquer. Cela
résulte de 'identité (161), établie ci-dessus.

On retrouve ainsi le caractére de I’équation (170) d’étre le résultat
des conditions d’intégrabilité du systéeme (154).

22. Réciproque. — Donnons-nous, inversement, des équations du
type (154); le déterminant des o, (qui devra étre, & cause des pre-
miers membres, symétrique gauche) ne devra pas, pour la méme
raison, avoir tous ses mineurs de degré » nuls.

Ces équations équivaudront aux identités

‘ n
(171) p]_;//.',,f]_—_:z<p,-,k\.1:)-;)—‘.— (i=o0, 1,9, ....n);
— oy
et I"on pourra désigner les seconds membres par la notation {z;, /|,
et considérer le faisceau F défini par n de ces transformations diver-
gentes entre elles.

En formant les crochets, membre & membre, pour tous les couples
de deux équations (171), on obtient des conditions d’intégrabilité. Si
nous posons

. ‘ do 0
(172) ‘1%/1222‘?1‘.&(%)5% _()7f/,
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les seconds membres s’écrivent {2, /15 et Pon trouve, comme au n° 20,

(1=3) o (;)[{ Vg b= (G [ by, 1) (modF),

pour tous les couples d'indices 7, /. On a, du reste,

(174) V& x| = 0y ({,j=0,1,2, ..., n).

Les conditions d’intégrabilité en question s’écrivent donc
(175) (i, [ by, [ =94 Lf (mod I),

en désignant par Z / une certaine transformation infinitésimale.
En introduisant deux fonctions arbitraires 6, ¢ des variables x,,

Zy, .... X, on peut les remplacer par la formule unique
(176) GO S5 D=16¢$]Z2f (modF).

En tenant compte des formules ainsi acquises, le calcul de I’équa-
tion complémentaire se fera comme au n° 21; elle n’intervient pas, du
reste, dans l'intégration, et garde le role, que nous lui avons déja
reconnu, de condition d’intégrabilité des équations (171).

Reste & prouver que les conditions d’'intégrabilité (175) sont suffi-
santes, et 4 indiquer comment se fera 'intégration.

Jeremarque, a cet cffet, que la transformation infinitésimale { o, /|
est en involution avec toutes les transformations du faisceau F qui
laissent la fonction ¢ invariante. Car, d’aprés (176), le crochet
de {o,, /| avec une transformation quelconque de F,

n
(177) 27‘135%7./(’
a=0
est congru (mod F) &

n
— sl 9|2,
%=0

de sorte qu’il est nul pour

n

(. )
E ho § o, 9| =0,
=0

c’est-a-dire lorsque ¢ est un invariant de la transformation (177).
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Dés lors, le crochet {o, f} a, relativement au faisceau ¥, la méme
signification que celui qui a été introduit au n° 5; et 'on peut
reprendre toute I'analyse du n° 6.

On pourra donc se donner u, arbitrairement, prendre pour u, une
intégrale de ju,, f| = o, pour u, une intégrale du systeme (complet)
{uy, fi=0,{u,, f1=o0, etainsi de suite, prendre enfin pour u, une
intégrale du systéme (complet)

p — ( £ — { J—
iy [ =0, vuy, [l=o, Vg, f1=0.

Quant au calcul des ¢, on obtient bien facilement une méthode
calquée sur celle du n° 8, en remarquant que 'on a

o 0 Y .
[I[U,_/J_...—-EI/;(-)—U—/;, [11;,,/]..—;)—(7/C (h=1,2,...,8)
(g}
d’ou I'identité
(178) L, [1=, vl [

k=1

Comme, d’autre part, les équations (171) équivalent a I'identité

(179) Lo, fi=ople /]

on peut remplacer (178) par ‘

(180) by S| ’—‘Z Crity [,
k=1

et c’est cette identité qui fournira les ¢ sans intégration nouvelle.



