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SURFACES
AYANT UN ds* DE LIOUVILLE ET LEURS GEODESIQUES FERMEES.
ANTIPODES GEODESIQUES.

POINTS GEODESIQUEMENT SYMETRIQUES.

Par M. Bertraxo GAMBIER

Professeur i Tn Faculté des Sciences de Lille

INTRODUCTION.

1. Darboux a donné le principe de la recherche des surfaces de réco-
lution a gléodésiques [fermdiesetjai développe cette méthode au Bulleun
des Sciences mathématiques (2¢ série, t. 44, 1925); la détermination des
surfaces a lignes anguleuses s’impose, méme pour obtenir les surfaces
dépourvaes dune telle singularité @ ¢’est ainsi que 'on arrive, sans
artifice, & trouver la surfuce en poire de J. Tunnery. En dehors des
surfaces de révolution, 'exemple le plus simple de surfaces a géodé-
siques fermées doit c¢tre cherché parmi les surfaces dont le ds* est
réductible a la forme de Lioucdle, puisque les géodésiques (fermées
ou non) de telles surfaces s’obtiennent par des quadratures. L'Alle-
mand Stickel a amoreé la question, sans résultat bien précis ('); son
compatriote, M. Blaschke, a imprimé une vigoureuse impulsion & la
théorie, en étudiant les surfaces & untpodes géodésiques. ) introduis ic
la classification : poinis congruents géodésiquement, points géodésique-
ment symétriques, antipodes géodésiques: les trois especes sont ana-
logues, grosso-modo, soit & un couple de surfaces dilférant par simple
translation, soit & un couple de surfaces symétriques par rapport a un
plan, soit 2 un couple symétrique relativement a un point [nous ver;

(1) 11 faut retenir ce point que, sur toule surface de révolution ou sur toute surface
de Liouville, il y a =t géodésiques fermées, formant un ensemble dénombrable, dense

partout.
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rons qu’il ya un moyen plus subtil de diflérentier des points symétri-
quement géodésigques et des points antipodes; il y a un cas, en elfet,
ou les couples de points symétriquement géodésiques peuvent se cor-
respondre dans une symétrie relative & un point, ot les couples de
points antipodes peuvent se correspondre dans une symétrie plane (');
le caractére est fourni d’abord par I'étude de I'intersection avec les
coniques géodésiques puis par I'étude des points conjugués géodé-
siques suceessifs s¢parant les couples en jeu]. Pour ces trois espices
de points, il s’agit de surfaces telles que les géodésiques issues d’un
point A arbitraire ne repassent en A qu’aprés s’étre toutes recoupées
au préalable en A, (et peut-ctre aussi en A,, A,, .... A,_,), landis
que, pour les surfaces les plus générales possédant = * géodésiques
fermeées, les = ' géodésiques issues d’un point A arbitraire ont le seul
point A comme point commun & toutes : pour les surfuces de révolu-
tion, par exemple, on peut avoir des surfaces a points congruents
géodésiquement, il n’y en a aucune admettant des points géodési-
quement symétriques, il n’y a que la spheére qui admette des anti-
podes. Quand les points A, A, de'une de ces trois espéces setrouvent
réalisés sur la surface, la correspondance (A, A,) est nvolutive et
réalise une auto-isométrie de la surface et la distance géodésique AA,
est constante. M. Blaschke présume que la sphére est la seule surfuce
Jermdée, sans singularité, a antipodes géodésiques : la question reste en
suspens et je signale ici un ds* particulier qui délinit peut-cure, in
abstracto, une surface fermée a antipodes géodésiques, n'ayant d’autre
singularité que des points isolés ou deux nappes se touchent; ce ds*
est

ds*=| p(o + (&) — p(o'+n) |(dz* + dy?),

W e=temlporin —al,  y=n-nlp(el-+0)— el

ot p(u|w, ') estlafonction p de Weierstrass délinie par
(2) pPr=A4(p—ci1)(p—e)(p—es),

Cry €y ¢ Glant réels, ¢, > e, > ey, 00+ ey + e, =0, 20 est la période
réelle, 20’ la période imaginaire pure; 7, n sont deux constantes

(') Voir Chapitre 111, fin du paragraphe 5.
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arbitraires, / un enticr supérieur ou égal & 3. Le ds* (1) est défini
sur toute la spheére X auxiliaire, de ravon 1, de ds?

(3) do*=[ p (o + iZ) — p(o' + 0)](d3* + dn?).

La surface (1) devrait, si m et n tendent vers zéro, tendre vers la

sphére T recouserte deux fois: la courbure du ds* (1) est, pour chaque
"ﬂ . . . . ) ‘. ’ % .

valeur (&, 7), finie, positive, non nulle. Les variables £, v doivent

o . . : ; ' . . .
rester réelles et la valeur £ = —» 1, = o fournit le contact annonce de

deuxnappes. Les résultats de M. H. Weyl auraient besoin d’étre soigneu-
sement repris pour les étendre & ce nouveau ds® (Veerteljalusschrift
der Naturforschenden Gesellschaft in Zirich, t. 61, 1916, p. fo-72).
M. Carathéodory a écrit un beau Mémoire de 16 pages sur les sur-
faces & antipodes géodésiques, sans signaler la classitication préce-
dente; tout en rendant hommage & Pingéniosité du géomeétre grec
(professcur i Miinich), et & 'importance ou a I’élégance de ses résul-
tats, je me permettrai quelques critiques. M. Carathéodory signale la
différence entre I'tsométrie qui conserve ou renverse la sens des
angles, sans signaler que la premicre correspond aux points congruents
géodésiquement; toute surface ordinaire & géodésiques fermées peut
étre convertie en une surface de méme «s*a points congruents et réci-
proguement. M. Carathéodory signale ensuite cette belle propri¢té que
toute surface i antipodes (dutype de Liouville ou non) peut ¢tre mise
en correspondance conforme sur la sphere de sorte que tout couple
d’antipodes corresponde & un couple de points diamétralementopposés,
mais M. Carathéodory admet implicitement que celte correspondance
conforme est wuncque = en réalité, on a, au moins, les =" correspon-
dances résultant des diverses coniques homofocales de la sphére (un
paramétre pour écartement focal et trois pour le déplacement de la
sphere autour de son centre); dans la pensée de Pauteur n’inter-
viennent que les correspondances conformes biunivoques, mais on doit
fuire intervenir toutes les correspondances conformes, biunivoques ou
multiformes, échangeant deux antipodes avee les extrémités d'un
diametre. C'est pour cela que M. Carathéodory a cru démontrer que la
sphére est la seule surface de Liouville kantipodes; mais cette pseudo-
démonstration peche par la base et doit étre considérée comme nulle
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et non avenue et il resterait & élucider si la surface (1) est fermée.

Au premier Chapitre j'indique comment la méthode d’Abel pour les
mouvements tautochrones donne les surfaces de Liouville & géod¢-
siques fermées, puis celles qui poss¢dent des antipodes ou des points
eéodésiquement symétriques; la base de la discussion est le bean
Mémoire de M. G. Keenigs sur les surfaces de Liouville. Le second
Chapitre est consacré a I'étude topologique des trois calégories spé-
clales séparées plus haut et des représentations conformes sur la
sphéve, sans distinguer si le s* de la surface est ou non réductible &
la forme de Liouville. Le troisi¢cme Chapitre donne divers exemples ;
i’y indique des procédés géncraux pour déduire d’un premier exemple
connu, tel que les surfaces de révolution, une infinité d’autres. Cest
dans ce chapitre que j’é¢tablis les propriétés du os* (1) donné plus
haut. J'y suggére aussi quelquesidées sur la confliguration des surfaces
a géodésiques fermées, ayant un «/s* de Liouville, et elles-mémes fer-
mées. La plupart doivent étre équivalentes topologiquement & une
sphére recouverte de deux feuillets, elles ont pour courbure totale 8=
ct non 4w; certaines correspondraient au contraire a la sphére recou-
verte une fois et auraient pour courbure totale 4=; toutes seraient
représentables d'une facon conforme biunivoque sur un rectangle
plan divisé par trois géodésiques fondamentales en seize rectangles ou
huit suivant Uespéce. J'ai enfin signalé ce fait important qu’une sur-
face fermée peut fort bien admettre »=?* géodésiques fermées, = géo-
désiques ouvertes; ou bien qu'une surface fermée & géodésiques toutes
fermées peut fort bien admettre une région & antipodes et une région
sans antipodes; je donne un exemple précis de cette dernicre particu-
larité produit par une sphere convenablement mutilée.

2. Index bibliographique. — Lafin du tome 2 etle début du tome 3
de la Théorie des surfaces de Darboux forment un traité d’ensemble des
géodésiques. Voici maintenant les Mémoires se rapportant plus ou
moins a 'étude des géodésiques fermées. D’abord & I’étranger.

StAckEL, Développables a géodiésiques algébriques (Mathematiche Annalen,
t. 43, 1893, p. 171-184); Géodésiques des polyédres (Rendiconti di Palermo, t. 22,
1906, p. 141-156); Surfaces de Liouville a géodésiques fermées (Journal de
Crelle, t. 130, 1905, p. 8g-112); Contribution a Uétude des géodésiques (Jalhres—
berichte der Deutschen Mathematiker Vereinigung, t. 11, 1901, p. 121-129).



SURFACES AYANT UN /s DE LIOUVILLE ET LEURS GEODESIQUES FERMEES. 217

RopenserG, Géodésiques des polyédres (Rendiconti di Palermo, t. 23. 1go-,
p. 107-125).

Zorv, Surfaces possédant un faisceau de géodésiques fermées (Mathematische
Annalen, t. 57, 1903, p. 108~133).

Funk, Surfaces @ géodésiques fermdées (Mathematische Annalen, t. T4, 1913,
p. 278-301); Surfaces possédant un [aisceau de géodésiques égales fermées
(Mathematische Annalen, . T3, 1914, p. j25-427); Sur les surfaces ayant des
points conjugués de distance géodésique constante (Mathematische Zeitschrift,
t. 16, 1923, p. 159-162).

Hazzivakis, Surfaces possédant un faisceau de géodésiques égales (Journal de
Crelle, t. 95, 1883, p. 120-139).

Amaria Russitano Laxza, Développables a géodésiques algébriques ( Rendiconti
di Palermo, t. 47, 1923, p. 270-272).

REIDEMRISTER, Sur une propriété caractéristique de la sphére (Journal de Crelle,
L. 184, 1924, p. 8-14 et 260).

Brascuke, Traité de Géométrie différentielle, t. 1, »° édition, p. 156-159 el
227-233).

C. CaraTuionory, Instruments d’optique et calcul des variations (Minchen
Sitzungsberichte, 1926; Ueber Fliclhen mit lauter geschlossenen goddtischen
Linien und lonjugierten Gegenpunfhten (Abhandlungen aus dem Mathematis-
chen Seminar der Universitit Hamburg, t. 4, 1926, p. 297-312).

Puis en France :

Dirsoux, Note XV du tome 2 de la Mécanique de Despeyrous, reproduite avec
quelques suppressions au tome 3 de la Théorie des surfaces, p. §-9.

G. KoeNtgs, Mémoire sur les lignes géodésiques (Savants étrangers, t. 31, n® 6,
1894, p. 1-318).

HavaMarp, Sur le billard non euclidien (Procés-verbauz de la Société des
Sciences physiques el naturelles de Bordeaux, 1898; Sur certaines propriétés des
trajectoires en Dynamique (Journal de Liouville. t. 3, 1897, p. 331-387): Les
surfaces & courbures opposées et leurs lignes géodésiques (Journal de Liousille,
t. 4, 1898, p. 27-71).

J. Tannery, Bulletin des Sciences mathémaliques, 1892, p. 190-192.

B. GamBier, Bulletin des Sciences mathématiques, 2° série, t. 49, 1925.

CHAPITRE I.

SURFACES AYANT UN ¢/s? DE LIOUVILLE ET LEURS GEODESIQUES FERMEES.

1. Géncralités. — Soit un ds* quelconque, Bdi* + 2F dudv + Gde*?
et une région R du plan (u, ¢) ot ce ds* est défini, positif; dans R, je
trace une courbe v fermée; sur une surface S, représentative du ds*,
donnée ou inconnue, la courbe C, qui a pour image v, a une longueur

Ann. Ec, Norm., (3), XLIV. — JuiLLer 1g927. a8
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d’arc et une courbure géodésiques connues grace a la forme ds*; soll L
la lon'gucurf(/.s'; choisissons G fermée, de longueur L, telle de plus

que la courbure de C surpasse constamment la courbure géodésique;
nous pouvons alors construire dewux surfaces S, S,, représentatives
du ds?, contenant C, cetle courbe € correspondant & v; chaque sur-
face S ou S, représente le ds* dans une région annulaire s’é¢tendant,
dansle plan (u, ), de part et d’autre de y; la surface S ou S, comprend
done un anneau contenant C & son intérieur : il se peut qu’on puisse
prolonger S en dehors de 'anneau, soit pour en déduire une surface
fermée, soit une surface & bord, soit un tube indéfini; nous n’entre-
rons pas 1ct dans cette discussion. Si G a pour longueur pl, on peut
laire correspondre C & y parcourue p fois et Panneau S correspond
p fois a Panneau ¢ntourant v; si cet anneau plan est fendu transversa-
lement de facon a le rendre simplement connexe, S se trouve décom-
posé en p morceaux applicables les uns sur les autres, cette applica-
tion ayant, grosso-modo, une certaine analogie avec une translation.

Si y est P'image d’une géodésique, il n’y a plus aucune condition &
imposer & la courbure de C, puisque la courbure géodésique est nulle;
les deux surfaces S et S, se raccordent le long de C, mais sont dis-
tinctes : par exemple, prenons pour courbe G une courbe plane; les
deux surfaces S et S, sont symétriques 'une de Pautre par rapport
au plan de la courbe C; par une légére déformation d’ensemble, S et S,
resteront distinctes, avee raccord le long de la géodésique € qui aura
cesst d’¢tre plane. Ce raisonnement signale d’ailleurs certaines géodeé-
siques exceptionnclles séparant une surface en deux portions isomé-
triques; dans ce cas S et S, se confondent; si C devient plane, la
surface S est & elle-méme sa symétrique relativementau plan de C. Les
méridiennes des surfaces de révolution et leurs transformées sur
les surfaces déformées rentrent dans cette classe.

Supposons maintenant réalis¢ un ds*, défini, positif, dans une
région R du plan (u, v) et tel que les géodésiques atent pour image sur
ce plan des courbes fermées contenues tout entiéres dans R et n’ayant
aucun point commun avec la frontiére de R;le raisonnement appliqué
2 une telle image v nous donne une surface S (comprenant au moins
un anneau) ayant «* géodésiques fermées, coupant toutes C; on sait,
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d’aprés les travanx de M. Hadamard, que cet anneau ne peut avoir sa
courbure totale négative constamments il peut, par exemple, contenir
une région & courbure négative; il peut avoir sa courbure positive
partout. Silasurface S ne correspond qu’h une fraction de la région R,
on sait, comme je 'ai montré au Bulletin des Sciences mathématiques
en 1920 et 1921, que S a un bord ligne d’arrét ou une aréte de rebrous-
sement; les courbes v, images géodésiques, qui, dans R, viennent
couper 'image du hord ou de I'aréte, donnent sur S des géedésiques
ouvertes formant un.svsteme =2, d’ailleurs comme les géodésiques
fermées; c’est pour cela que je n’aime guére la dénomination : Fliche
mit lauter geschlossenen geoditischen Linten, employée parles auteurs
allemands; le mot lawter est évidemment & supprimer.

Zoll a donné un exemple précis de surface de révolution fermée i
géodésiques toutes fermées, possédant une zone a courbure négative.
Cet exemple, avec des notations plus simples que celles de Zoll, de
facon & bien mettre en évidence que la surface est d’un seul morceau
analvtique, est défini par la méridienne

3 o N
(1) & = cosT, 3= (1—&— —cos'7 sm-r,) — sin”1 dn.
<0 2
g

\ . . T . R T N
Le parametre 7 variant de o &~ on a une portion de méridienne &

concavité toujours tournée vers are de révolution; mais, r variant
| v Y

de o 2a » on obtient deux points d’inflexion sur la méridienne.

‘

D’ailleurs on peuat fabriquer i volonté une infinit¢ d’exemples de cette
espece, puisque on peut se donner arbitracement are de méridienne
partant de U'éguatenr et rejoignant laxe, d'un coté de I'équateurs la
seule restriction est que, sur cet are, 2 aille constamment en décrois-
ant et que le coefficient angulaire de la tangente & la méridienne soit
majoré par une certaine fonction que j'ai indiquée. Sur Uexemple de
Zoll, la surface n’a aucune singularité et les géodésiques font un seul
tour sur la surface. Cette surface a d’ailleurs beaucoup plus la forme
de poire que celle de J. Tannery.
Si la courbe G a une longueur L, sur anneau S les géodésiques
font un seul tour et deux géodésiques fermées se coupent en un nombre
constant de points, pair, bien entendu; si G a la longueur pL,

&
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p entier >1, un point « de y & p correspondants A, A,, ..., A, et
toutes les géodésiques fermées issues de A vont se recouper aux
points congruents géodésiquement & A, a savoir A, .., A, .

Si C a pour longueur %, p entier>1, il n’y a qu’une chose & signaler,
c’est que I'anneau s'enroule p fois autour de C avant de se fermer et se
compose en général de p nappes distinctes, & moins que le ds* n’ait des
auto-applications convenables.

Si nous prenons comme exemple la surface de J. Tannery, définie
par sa méridienne

©1a

1 .on s
(2) & == CcosT, s:[;(t——cos—)—+sm£>, — gn<§,

/

nous savons que les géodésiques coupent chaque parallele en deux
points et font deux tours sur la surface avant de se fermer. Si donc
nous considérons la surface derévolution applicable surla précédente,
obtenue en multipliant par 2 le rayon de chaque paralléle, & savoir

(3) X =2 cosu, .Z:f\/(z—g—sinﬂ)‘l—-asin‘-‘-nd-n,

. . . . . s , ’
il faudra faire varier 7 entre les limites — 7, et + ';, 7, étant 'angle
. .. . 2 ’ .
aigu positif dont le sinus vaut z; la zone définie par — v, <7< + 7,
3 =1z

contient o« * géodésiques fermées qui ne font qu'un tour autour de
cette zone; on peut dire que cette nouvelle surface se présente plus
naturellement que celle de Tannery, introduite par le désir d’obtenir
une surface fermée; sur la nouvelle surface, les géodésiques fermées
ont perdu la propriété accidentelle d’avoir un point double. La
longueur L est en effet 4= et pour la surface de J. Tannery on a pris
un équateur de longueur 2= seulement.

A

2. Surfaces déduites du Mémotre de M. G. Keenigs. — 1Ly a 35 ans,
M. G. Keenigs a écrit un beau Mémoire sur les surfaces dontle ds*
admet 2 (et par suite une infinité) réductions au type de Liouville.
Personne ne semble avoir apercu que ce Mémoire donne sans effort
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‘

des surfaces a géodésiques fermées. Le ds*

w0 _ P de
Gir) Gy LGy Gly) .

(1)
ot (), G() sont deux polynomes guelconques de degré 4 ou infé-
rieur, a ses géodésiques délinies par la célebre équation d’Euler

dre . Edy

VG(z) + al'(x) o VG(y) + aF(y)7

(2)

ol « est une constante arbitraire; la conrbe intégrale (2, v) est alge-
brique, de degré 4, donc fermiée si clle 2'a pas de branches infinzes.
Dailleurs, grice & un ingénieax mode de représentation paramétrique
que Darboux a imaginé, les oo* intégrales de (2), olt « varie, peuvent
étre échangées avee les = * coniques d’un réseau tangentiel.

Le cas des surfaces a courbure totale constante négative échoue
puisque les images des géodesiques sont des cercles orthogonaux a un
cercle [ixe I' délimitant précisément la région ot le os* est défini
positif.

Prenons 'exemple bien simple
(3) ds*= (2 — w’— ¢*)(du*+ do*)
que Darboux donne dans la Note citée plus haut de la Mécanique de
Despeyrous (). Ce ds* est de révolution, mais nous aurons des types
voisins qui ne sont plus de révolution. C'est un ds* exceptionnel, & la
fois de révolution, de Lie et de Liouville. Les tmages des géodésiques
ont pour ¢quation (a, b constantes, U paramétre variable)

(4) u:\/l—asinU, (':\/1+asin(1‘!+/;),

Ce sont des ellipses ayant pour cercle orthoptique le cercle v + ¢* = 2
qui délimite la région ol le ds* est défini positil; ces ellipses engen-

(1) Quand un mouvement plan est régi par une fonction de forces Uz, y), les
trajectoires relatives 4 la constante /o des forces vives sont images des géodésiques
des surfaces S d'élément o/s? = 2( U - A )(dw*=+ cdy?). Ov 'attraction newtonienne et
attraction proportionnelle & la distance donnent des trajectoires fermées puisque ce
sont des cllipses. [’exemple du texte résulte du second cas: une homothétie nous
permet de nous borner au ds? du texte.
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drent hien un réseau tangentiel; elles n’ont aucun point commun
avec la frontiére. Chaque ellipse ayant son centre a l'origine, toutes
celles qui sont issues du point (u,, v,) se recoupent an point (— 1y,
— ¢,), mais il ne faut pas en conclure que sur une surface de révo-
lution S représentative les géodésiques issues d’'un point A vont se
recouper en un autre point A,; en effet, si S est représentée sur le
plan «, v, il lui correspond une fraction de couronne circulaire de
centre O, limitée par deux rayons faisant I'angle «; une rotation
d’angle =, 22, ... dans 'un ou l'autre sens autour de O) donne des
régions congruentes et il suffira que « soit égal & = pour qne’(u(,, o)
et (— u,, —v,) soient les images d’un méme point de S. Kerivons
donce

(5) U —=pcosm, ¢=psinw, ds*=(2 — p*)(dp* + p*dn*?).

La surface S est le lieu du point », 0, = (7. constante)

O
I}
£

>~

rr=1p%(2—p%), dr?+ dz*= (2 — p*) dp?,
(6)

\
( =

92— 0°
1

- 1 o n ) ”
La valeur 7. = S donne manifestement le résultat demandé; z s’ob-
. . - I - ..

tient d’ailleurs pour 2 = - par une intégrale clliptique et non plus
hyperelliptique. Sur une géodésique de la surface on a

(7) s= U —+ L—_A-—(»{ sina U -+ l"}_qsina(l? “+b),
1

de sorte que la longueur constante comprise entre le point U et le
point U+ = est =3 or 'équateur de S a pour longueur 2775 la

| o=

valeur 7. = - fournit, comme vérification, =. Il est bon de remarquer

que, sur la surface, la circulation compléte sur la géodésique fait
partir avee les coordonnées (u, ¢) pour revenir avec (— «, — ¢); il
faut deux tours pour retrouver (u, ¢) ().

N

, 1 . .
(1) La sarface S obtenue pour X = 5 @ pour image sur le plan (u, ¢) ua demi-

cercle décrit de O pour centre avec un rayon égal & \/ - La transformation U = u?2— ¢2,
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Donnons maintenant a ce s* la forme type (1). J'écris

(8) X=u A, v =u—y, ds == (2 — xy)dxdy.

On a cette fois la _forme de Lie: ¢ervivons ensuite
(9) Z==cos2\, cosayY, N — Y == XN+~Y=m7. =

On a la nouvelle forme de Liouville :

‘ (/s'—':' :1 cos(2N —2Y) ) — 3005(1X——-,';Y):
(9) < ) )

( ——:,’; cos(2X +2Y) -%cos(’;,\—# !,.Y).:.I dax ay,

(10"  ds*= <é cosj i — cosz'ﬁ_) — <§ cosGn — cosa~n>1 (dz*—dn?).

Enfin en posant

(ry) cosa’ =, cosan =0,

on a le type annonee

o et e l o ONIL de: d5*
(2 6T \—IT}~—11> [y
A 13
3 Fr)=(— — - — "), ()= (1—¢(*).
(13) (¢) (\16 ,‘>(_x ) G()y=(1—1%)

V =o2up, d'ailleurs citée par M. Carathéodory, revient a la transformation Z = 52
du plan de la variable complexe et fournit une autre représentation conforme biuni-
voque de la surface sur le plan (U, V); mais la forme de Liouville est perdue : on la
retrouve par un changement de coordonnées U = RcosQ, V= RsinQ, qui redonne
la forme caractéristique de révolution. Les deux couples (u, ¢) et (— w, — ¢) four-
nissent un seul systéme (U, V) et la surface correspond cette fois a l'intérieur com-
plet du cercle de centre O et rayon -j dans le plan (U, V). Les diverses coniques

géodésiques mises en jeu sont :avee les paramétres i, 0 les courbes d’images u = const.,
p == const;avec les paramétresE, 7 ou £ et 0 lescourbes d'images ¢ = const.ou § = consL.;
dans le plan (u, ¢) les courbes ¢ = const. sonl les ellipses homofocales, dont les
foyers sont ¢ = 0, === 1; les courbes 0 = const. sont dans le plan (u, ¢) les hyper-
boles homofocales aux ellipses qui précédent. Avee les coordonnées polaires on trouve
comme coniques géodésiques les courbes qui ont pour image les cercles concentriques
du plan (u, ¢) et leurs rayons. On reconnait aisément qu'une géodésique fermdce ren-
contre fous les rayons issus de Povigine dii plan (u, ¢), qu’elle peut rencontrer toutes
les hyperboles homofocales, on simplement une partie, et qu’elle ne peut rencontrer
qu'une partie dss ellipses homofocales.
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Les variables ¢ et O sont réelles, t>1,|0]<1;0na

£+ . f(1+ €)1+ 0
= == CO0ST) COS- — I \—(—2———-);
2 y 2
x—Yy .. .. t—i1\1—10
(14) p= ~— == [ SINnT sm;:iz——\/————,
21 : 2

(=t o (1 — o — 0% )T+ [0,

L=t 0t — (1 — 2 — o) 4 Lok

La région intérieure au cercle u* + v* = 2 se transforme en la région
du plan w0 intérieur au trapéze limité par les droites 0 ==1, 1 =1,
t+0=4; aux points (u, ¢) et (—u, — ¢) correspond un seul sys-
ttme (¢, 0). En gardant F(z), mais remplacant G(¢) par 1 — ¢* + ¢/,
ou encore 1 g, + g, L+ (e — )"+, + 2, 1", ou les & sont suffi-
samment petits, nous faisons perdre & F(7) la propri¢té d’avoir deux
acines communes avee G(7), de sorte que le /s* ne sera plus de révo-
lution; le nouveau domaine

(15) G(t)G(0) <o, [F(OG)—F0)G(e)|G(e) < o);

ol le ds* est défini, positif, se trouve limité par des courbes dépen-
dant des ¢ sous forme algébrique, entiére, rationnelle; done, pour
les = suflisamment petits, le nouveau domaine est voisin du premier et
les nouvelles images des géodésiques, voisines des premicres, n'ont
pas de point commun avec la frontiére. Notre but est atteint.

Il serait sans doute intéressant de dénombrer tous les ds* (1) jouis-
sant des mémes propriétés que ceux que nous venons de former; cette
discussion a été évitée grace d un premier exemple simple; elle devrait
utiliser ce fait que la substitution

(‘v, v ax + b, ay - b")
Ve +d ey+d

est possible et permet de donner & trois racines de G des valears arbi-
traires; on peut aussi remplacer I et G par 2.F + 0.G et .G, ou 7. et 1.
sont des constantes arbitraires. Ces transformations ne changent pas
le ds*, mais d’apres le théoreme de Dini, on sait qu’a tout ds* de
Liouville,

(U — V)(du?— do?)



SURFACES AYANT UN ¢/s* DE LIOUVILLE ET LEURS GEODESIQUES FERMEES. 225

correspondent e® nouveaux «* de Liouville

(1’U +B3" 'V ‘3')( du? o2
U+ f aV4+5/\2U+5  «V+5

-3
%, B’ sont des constantes arbitraires qui n’'interviennent, en réalite,

B G —af

5 . o' z . s -
que par =, paramétre de forme et —=——=, paramétre d’homothétie.

ayant dans le plan («, ¢) mémes images de leurs géodésiques; «, 3,

Appliqué ici, le procédé revient & remplacer F et G respectivement par
2 F+ G et «F +(3G;ily a une discussion complémentaire i faire
pour les régions.

Un artifice complémentaire réussit encore : si le type (1) réussit
pour un choix particulier de F et G, le nouveau type

(1) ols" = I<‘('”’ — lt( ) f/'l"— . I)z‘d/,)/' )
(,l(.l') G ()] {,(‘1') C'(W) -

ot m est un nombre commensurable arbitraire (positif), réussit
encore, car les régions o le os* est défini positif sont les memes, et
la nouvelle ¢quation des géodésiques

24 m 'y
(2") = : —

\//G(J’/’) —“+ l"(l) V”G‘(y )+ a F(;y) =0

s'intégre encore algébriquement, avee intégrales fermées; mais le nou-
veau os* (1) n’admet plus qu'une forme de Liouville.

3. Géodésiques [ermées, coniques géodésiques. — Nous éludions done
les ds* de Liouville,

(1) ds*=|a(z) + [(y)|(dae*+ dy*),

ot 2(x) et B(y) sont des fonctions définies et continues dans un
intervalle déterminé relatif i & ou y; la dérivée «' (@) ou 3'(y) peut
admettre des points de discontinuité, ot il y a une dérivée a gauche et
une dérivie & droite. Nous prenons les ¢quations des géodésiques sous
la forme

dx . dy
Velz)—h  Vh+ ﬁ(y)’

Ann. Ec. Norm., (3), XLIV. — Aour 1927, 29

(2) dt =
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ou ¢ est une variable auxiliaire; on en déduit

(3) ds=[a(x)+ B(y)|dt =Volr)—hdz +\/BE(y)+ hdy.

La premiére question importante & résoudre est de savoir ce que
deviennent les coordonnées (&, y) suivies par continuité sur une géo-
désique fermée, la surface étant supposée admettre «* géodésiques
fermées; si (27, y') sont les nouvelles coordonnées du point de
départ (z, y), la substitution (x, y; &', y') trans, forme la forme de
Liousille (1) en elle-méme; or, M. G. Kenigs, dans le Mémoire déji
cité, détermine toutes les substitutions qui font passer d’une forme
donnée de Liouville & une autre, distincte ou non de la premiére; bien
(que Pauteur ait eu surtout en vue le cas ou les formes différent, nous
recueillerons le fruit de sa savante discussion; iei, on a nécessaire-
ment (') 'une des formes («, b, ¢ constantes) : '

ﬁ @' = ax 4+ /)7 s IO F— axr - /;’
5 , (1) ,
).":a.)’—i* c; (.)' S e—ay 4+ ¢;
e N ay + 0,
(111) R (t_y+/}, (V) | ’ 'y
Py'=  ar+c; V=  ar—+c.

(1) Dans le cas ot le ds? étudié admet plusieurs formes de Liouville distinctes, on
peut obtenir unc substitution non comprise dans les formes [, 11, 11T ou V5 par
exciple, le ds? déja éludié (o — 22 — y?)(dz? 4+ dy?) admet la substitution

&' =z ceosw—ysinw, ¥ = xsinm -+ ycoswm

qui le reproduit, mais chaque géodésique cst remplacée par une autre, au lieu de se
substituer 4 cllec-méme; de méme, sur la sphére, si nous prenons un systéme de
coniques homofocales déterminé, puis, que nous faisions un déplacement de la sphére
autour de son centre, un point M el son transformé M’ ont, par rapport au systémc
homofocal primitif des coordonnées rospectives (w2, 5 2, y') ne se déduisant pas les
unes des autres par les substitutions du texte; mais les géodésiques se sont échangées
entre elles. En tout cas, si le ds* n’a gwune forme de Liouville, écrite sous la
forme [@(w =9)—d(w—¢)| du do avee les notations de M. G. Kwenigs, il 0’y a que
la substitution

w == au - b, o' == 2ae e on ' = ap - b v = eau - ¢

7
qui garde la forme de Liouville; le résultat du texte en découle. Ceci prouve encore
quil y aurait lieu d’érudicr spécialement les types de M. G. Kenigs, comme je Pai dit
au paragraphe 2; mais la méthode suivie au paragraphe 3 ne peut les laisser échapper,
grice & ce fait que chaque géodésique doit se substituer a elle-méme,
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/

Remplacer v par @ 4+ 7 et v par y -+ u, ol & et w sont des cons-
tantes, permet de supposer » =c¢ = o quand «a est différent de =1
or « % 2=1 ne peut répondre i notre but (auto-isométrie de la surface,
échange de chaque geéodésique avec elle-méme). En effet (I), pour
I"auto-isomedtrie, entraine

o)

") g(ax)= —

W

. (v
+ fla), Blay)= ‘))

——f(a)v

“

ot /(«) est une certaine fonction de a; I'équation (2) en & el ) est

remplacée par

o, o dy

(2) - - - z — .
Va(a)—ha*+a* f(a) VB())+ ha'—a*fia)

Pour avoir la méme équation, il faut supposer ¢* =1, f(a)=o.
Cela justifie notre assertion; (II), (HI), (IV) se (raitent de facon
semblable [on peut, d’ailleurs, par deux tours réduire (1I) et (IV)
a un cas particulier de (1), (x, v a2, a®y) et (1Il) par quatre tours
a(w, via'x; a'y)]. Nous devons done supposer « = —+10u—1, et
grace au remplacement de . en 2+ 7 et y en y + 1, nous n’'aurons
a envisager que les cas suivants, olt @, O sont des constantes non
nulles; pour (1),

vl= w4+ a, (=
(AY) ' (A.) ' ’
Ly l== byl =1
’ N g e
, y vl=— 2=+ a,
A, \,)
(Ay) | e — s (Ay | yi=y 4 b.

Le cas &' = a, v’ =y -+ a ne dilfere de (A,) que par un changement
de notations. Pour (II), nous avons

!

' x' = , (2=,
‘BH\‘L T (Bz)s '
L y'=—; |y =—)
Le type (111 donne seulement
L E ==
Cry i
Y=

Le type (1V) donne

) { z'=¢ey +a, D! x'=¢y,

(Do) | v =cz; e | y'=ca.
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Montrons de suite que (A,), (C), (D,), (D) ne peuvent exister.
Pour (A.), il faut d’abord, avec une constante c,

a(x+a)=oa(x)+c, Blr+b)=p()—c,

et comme chaque géodésique doit se substituer 4 elle-méme, la cons-
tante c est nulle; o a done la période @ et 3 la période b; les équations

dr . edy
Valz)—h  VB(y)+h

(5) dt =

montrent que «(x) — /i et 3(y) + & ne peuvent s’annuler, sinon x
et y oscilleraient entre deux limites fixes et ne pourraient, au bout
d’un tour, s’accroitre des quantités fixes « et b3 un tour complet
accroit ¢ de la quantit¢ =(/), indépendante du point de départ, en
raison de la périodicité de z(x) et 3(y); supposons dax>o, on
aura a > o, zdy >o0; b aura le signe de c. On adone (e = =%=1) :

b E (l)

i’ p /" dx .
) W)= . Velz)—1 L VB A

En calculant ='(%), on a une contradiction, car on égale une quan-
tité essentiellement positive & une quantité essentiellement négative,

b edy

(7) 27'(h) = =] — >
/ f [er( ) — h? f“ LBCy)+A]*

(A,) n’existe pas; par suite, (D,) non plus, car deux tours donnent

pour (D,)

(8) a'=¢ey' +a=x+ a, Y'=ex' =y 4+ ae.

Les cas (A, ), (A;) sont possibles, comme I'a montré le ds* étudié déja
(2 — u*— ¢*) (du*+ de?),

(A,) est réalisé pour une surface de révolution, ou encore pour les ds
de Liouville de la sphere '

[plw—+iz)—p(o' +3)|(dx?+ dy?);

nous verrons que (B,) et (B,) sont possibles : ils rentrent d’ailleurs
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comme cas particuliers dans (A,) et (A,) respectivement par deux
tours; mais comme ils inversent le sens des angles, ils ne peuvent
correspondre qu’aux antipodes et aux points géodésiquement symé-
triques; au contraire, (A,), (A.), (A,) conservent le sens des angles.
Iin vertu des équations (2), (A,) exige que la fonction z(2) ait la
période «.

Remarquons que (A,), pour 'auto-isométrie, puis pour la substi-
tution de la géodésique & elle-méme, entraine

(9) ol —x)=uolx), Bl—)=205(y).

Or, deux tours, pour (C), donnent

(10) 2= = — V= =—y,

de sorte que (C) entraine les conditions (9); (C) entraine de plus

(alz)=a(—))=a())=0L0)+a,

() LEB(y)=p( x)=oa(x)—a.

Le ds* de la surface aurait donc la forme
(12) [o(x) + a(y) — al(dz®+ dy?),

P P A hay
et si 'on prend une géodésique

' dr? dy?
(13) a.(_x)——/z:h'_—k‘ka())/)—-a’
le changement de = en y’, de y en — &’ ne peut reproduire 1'équa-
tion (13) que si b= g: donc (C) ne peut exister; une discussion ana-
logue prouve que (D,) n’existe pas.

Finalement il nous reste, pour les surfaces i géodésiques fermées,
a réaliser (A,) et (A,) [(A,) sera un cas particulier de (A,)]. Puis,
si nous voulons les antipodes géodésiques, ou (B,), il faudra essayer
de particulariser (A,); de méme pour les symétriques géodésiques,
ou (B.,) il faudra particulariser (A,).

Le cas (A,) (et celut des antipodes) est caractérisé par ce fait que la
géodésique coupe toutes les coniques géodésiques x = const. el ne ren-
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contre qu'une partie des coniques y = const., la fonction «(x) est pe’rz'o—
dique. Le cas (A,) (et celui des symétriques géodésiques) est caractérisé
par ce fait que la géodésique ne coupe qu'une partie des coniques x
ausst bien que des coniques y. Ce critérium sépare neltement le cas des
antipodes ou des symétriques géodésiques.

Les propriétés analytiques et géométriques se trouvent ainsi étroi-
tement liées et J'espére avoir évité completement la confusion entre
les notions de condition nécessaire ou de condition simplement su//i-
sante. Un scrupule est & élucider; on a supposé « fonction univoque
de x et  fonction univoque de y. Or, si le point de la surface se
déplace d’une facon continue et revient au point de départ, les coor-
données (.x, y) peuvent reprendre le méme systeme de valeurs ou un
nouveau (', y"); dans le premiercas, z et S reprennentles mémes déter-
minations : la démonstration est basée sur le travail de M. G. Koenigs,
car si (z, 3) reprenaient des valeurs différentielles (=, 3), on aurait
deux formes de Liouville («—+ B)(dx? + dy?*), (o +5) (dz* + dy*)
équivalentes, ce qui exigerait, en vertu de la conservation de 2 ou y,
que 'on ait w=o =+ [, {?E(ﬁ — k, ou £ est une constante, mais alors
la géodésique (/o) serait remplacée par la géodésique 7o — k; done, le
couple («, 3) reprend bien sa valeur si le couple (., y) reprend la
sienne. Dans le cas ou (&, ) est remplacé par un autre couple (&', y'),
notre discussion donne le résultat relatif & la substitution (x, y;2',)")
qui est du type (A,), (A,), (A,); nous n’avons donc rien oublié | saul
le type exceptionnel (2 —u* — ¢?) (du® + dv*), qui a été signalé &
part]. Dans certains cas, il y aura avantage & exprimer o et z au moyen
d’un méme paramétre auxiliaire; nous trouverons plus bas un exemple

2
. g .
o =2 - c0s0, x:cp-{-ﬂsmga-if-;smo,qo.

4. Cas ou les géodésiques rencontrent la (otalité des coniques x. —
La fonction «(2) a la période «; une homothétie préalable sur le plan
image (z, y) permet de supposer que cette période est 2w. Les
équations
0 . At — da _ dy

- Vole)—h  Vh+E(y)
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montrent que «(x) — /i reste constamment positif, tandis que /o + B(»)
admet deux racines entre lesquelles y oscille; si 4 est quelcongue, ces
racines sont simples; elles comprennent entre elles un maainwum
(absolu) de 3(y); on peut, sans particulariser, supposer ce maximum
nul et atteint pour y =o0; on a

pP(—o)zo et B'(+o0)Zo.

Somme toute, on doit définir pour y positi/ les deux fonctions 3())
et B(— y); puisque nous avons i considérer les valeurs égales de 8(y )
et 3(— v, il est naturel de poser
| @1(.,)') = 30— By =060 =—53,

l Wy =bis)ds, dyy=1D(z)ds.

Lavariable = reste positive; & chaque valeur de = correspond une valeur
de y et une valeur de y,; déterminer 3(y) ou 3,(y,) revient a cal-
culer ) ou y, en fonction de z, ou encore i calculer 4(z) et 4, (). Je
trace sur la figure 1 les axes 0y, Ov, coincidant, O3 et O3, aussi,

P,

) et Y,
b N Y,
hb-eee- -~
\ f) 7)1
£
Fig. 1

Oz étant dirigé en sens inverse de O3, La constante /i est positive el
doit rester inférieure A la limite inférieure (positive ou, & la rigueur,
nulle) de 2(x'); = variant de o a4, y vavie de o dvr et y, de o7, Si
Uon représente maintenant la courbe y(2) ( fig. 2), je trace encore les
deux axes Oy et Oy, directement opposés; la courbe ala forme d'une
sinusoide ('), la partic ABCB’A” se reproduisant par translation el

(1) 8i ¥(z) change de signe, la sinusoide présente un retour sur elle-méme, ce qui
produit une boucle avec point double.
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chaque droite Aw, Ce, A’«’ étant axe de symétrie. En B, il y a inflexion
analytique si 3'(o) =o, le rayon de courbure étant infini, et inflexion
graphique st B'(+o0) et 3'(— o) ne sont pas nulles toutes deux
[si %(+ 0) > o, sans égalité, le rayon de courbure de la branche BC

en B est fini; si 3'(+o0)=o, il est inlini; mémes résultats pour la

branche BA et 3'(—o0)]. Quand ¢ croit de la quantité «a’, que nous
appellerons 27(/%), 'ordonnée et la pente de la tangente reprennent
toutes deux la méme valeur. Il est utile, pour la suite, de remarquer
que si B(y)==0,(y), autrement dit si () est paire, B, B’ ... sont
centres de symétrie, de sorte que, ¢ croissant de ac ou <(/), lor-
donnée et la pente de la tangente changent de signe [nous entendons
ici la parité au sens large; ainsi, si 5(y) ==y, la fonction 5(y) est
considérée comme paire |.

Donc, pour que 2 et y reprennent simultanément, le premier la
valeur z + 27, lautre la valeur y, il suffit que aa’ = 27(/4) soit égale
a aceroissement de ¢ quand & croit de 2=. Nous aurons done

o

@) =1 & _/‘“ A by
‘ 2y Vele) =y VE+BGy) e VI B

ce qui, tenant compte des définitions (2), donne

h e ] )= 2T .
(4) [2(z) + “j'_( 11 =c(h)== / e
o Vh— 3 2./, Va(z)—h
La donnée de la fonction périodique «(x) donne 7(h); I'équation
fonctionnelle trouvée ainsi pour la somme ¢(z) + ¥, (5) n’est autre
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que I'équation obtenue par Abel pour les mouvements tautochrones.
Sil'on se reporte au 7raité d’ Analyse de M. Goursat (2¢ édition, t. 1,
p- 344), on obtient

S () dfi T
(5) Yz F ey = 1 AEATCNEAY
Vs — 7 Vs
. = () dh
6 Y =+ ) :f U )[l:.:-r—/——-——.
( ) : . Uv(‘ i 1T./(, \,/Z—h

Mais il y a lieu ici de tenir compte de la forme particuli¢re de la
fonction (/) de facon & simplifier ces formules; prenons la derniére :
on a i calculer une intégrale double et I'inversion de 'ordre des inté-
grations donnera

kS = dh 2E e . f’ f dh
\/0—/1 \/(7__/1_27- Vis—)(a—1)

(L [LJ_‘_):_L/_]
0

Val(z) \/:

On a donc y + y, par cette intégrale et L+ U, par une dérivation

sous le signe f Nous écrivons done, au lieu de (5) et (6),

i o e \/r/(r -|—\/
s) +‘)‘1——-2TE | (/1 IJ[ ]

V=
( u( )-+-U1( Zﬂ\/ / \/Jl‘))_(/’

On peut done se donner arbitrairement : la fonction « () positive, de
periode 2=, puis la fonction L(z) définie pour s> o [ou mieux, la
fonction y(z) primitive de U(z)]. On a specifie que «(x)+ F(y)
ou z(x) — = reste positif; cela oblige s & rester inférieur a la limite
inférieure de «(x); d’autre part, il est nécessaire qu ¥ ety, soient
délinies en fonction de =, et positives; la dérivée U(z) peut s’annuler
et changer de signe. On doit donc avoir

7% T /e
(8) oziyfi[ do L | Y2 FVE L
T m, Va(r)y—ys

Ann. Ec. Norm., (3), XLIV. — Aour 1927. 30

(7)




234 BERTRAND GAMBIER.
Il est bon de remarquer qu'il a été commode pour nous d’écrire
dst=[a(z)+B()) |l de*+dy*];

mais il peut devenir nécessaire d’exprimer .« en fonction de z(a), ou
encore d’exprimer x et « au moyen ’un nouveau parameétre X de
méme, on pourra avoir besoin d’ expmmer y et 5 au moyen d’un para-
meétre Y. Cette remarque est nécessaire pour blen comprendre que la
fonction =(/) peut fort bien étre nulle pour h = o. Ainsi, prenons

2

. 9 .
o =2 -} cos9Q, .1~::cp+851nq+ 55”12?’

2% 8 cosy + 6 costa — 2

. {2 +coso —/

dw.

t(h)=

Pour /o= o, la quantité sous le s l'JIlej est la différentielle de
4sino /2 + coso,

de sorte que =(0o)=o. Sila fonction ©(/) est choisie de sorte que
=(0)= 0, la somme $(s)~+ Y, (z) est, pour = infiniment petit, un
infiniment grand ayant pour partie principale, d’apres (7),

1 / Codw ou 7(0)
= =)
anyz )  Vea(z) /s

résultat d’accord avec (5); mais alors puisque ¢(z) est égal i a(, (

etd, (s )a ); cela entraine que I'une au moins des valeurs °’(+o)

B'(—o) smt nulle- s1 3'(+o0)et B'( — o) sont nulles toutes deux, la

ligne y = o est géodésique sur les deux nappes de surface qu’elle
sépare, car, en réalité, notre analyse conduit & deux ds* distincts

(9)  La(@)+B))](de*+dy*) et [a(z)~+B(—y)](de~+dy*)

définis séparément pour y > o0; ces deux ds* ne coincident analyt-
quement que si 3(y) et B(— y) sont les deux branches d’une méme
fonction analytique étudiée d’abord pour y > o, puis pour y < o;
st ©(0)=o0, on pourra avoir 3'(+o)<o et B(—o)>o, égalité
exclue, de sorte que y = o n’est géodésique pour aucune des deux
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nappes qu’elle borde. Pour construire I'anneau qui a ¢t¢ annoncé au
n° | de ce Chapitre, puisque 3(0) = j3,(0) =0, nous calculons I'inté-
grale

(10) L= / \/1(‘1-1(/.1‘,

L)

et nous construisons une courbe C quelconque, de longueur L et
fermée; si '(0) =05 (o) =o0, on construit un anneau de surface
représentant| () + B(y)] (dx* + dy*), Cayant la-courbe v = o pour
image, et 'on garde de cet anneau la portion S annulaire aussi, corres-
pondantay >o;onopéredeméme pour [« (x)+ 5(— »)](dx*+ dv*)
et S+ S, est 'anneau demandé; si 3'(0)=o, 3 (0)7%o0, on a s
par la méme construction ; 'annean S, n’est réel que si la courbure
de € surpasse la courbure geodésique de la courbe y=o0 sur
le ds*, [2(x) + 3, ()] (dx* + dy?); st 3'(0) £ 0, (o) == o, remarque
analogue. '

On pourrait fermer la géodésique autrement : avec les hypotheses
qui précedent, la géodésique rencontre une fois seulement chaque
conique de la série .z et deux fois toutes les coniques de la série » com-

prises entre y = — 7, et y = + v; remarquons que si la courbe C a
exactement la longucur L, la géodésique ne fait qu'un tour sur I'an-

F . . , - 2T .
neau avant de se fermer; mais si z(2) a la période - et si C a exuc-

tement la longueur %, ’anneau obtenu se compose en réalité de p feuil-
lets superposés ; si I'on ne le regarde que comme surface simple, la
.géodésique fait p tours sur cette surface annulaire avant de se fermer
et se recoupe elle-méme p —1 fois (nous Pavons constaté pour la
surface en poire de J. Tannery & la fin du n° 1); si Pon prend une
autre courbe €’ de longueur L et non plus ;—;, cette circonstance dispa-
ity il n'y a plus qu’un tour, la geodésique se ferme sans point
double.

\ . , N y , 2D
Supposons qu'au lieu d’égaler aa’ & 2<(/), on égale au’ a (/I <(h),

ol p et ¢ sont entiers el premiers entre eux; 2, ¥ reviendront respec-
tivement aux valeurs x + 2p= et y. quand la géodésique aura ren-
contré p fois chaque conique x et 2¢ fois chaque conique y telle
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que —,=<y<v:si Ca pour longueur L, la géodésique se ferme
aprés avoir fait p tours sur la surface; il suffirait ic1, comme immédia-
tement avant, de donner a C la longueur pL pour avoir une nouvelle
surface annulaire ot la géodésique ne ferait qu’un tour avant de se
fermer, rencontrant chaque conique y en 2¢ points. L’introduction de

cette t’raction};]— revient donc & écrire, au lieu de (7),

( L T )+ /=
=2 gL
. wf o)

\/o' J,)(/l
9w¢~ (z)—3

(7))

Le procede que nous venons d’employer peut encore étre ainsi
expliqué : s

(rr) [a(x)+ B (y)](dx?+ dy?)

donne une surface & géodésiques fermées, le nouveau ds*
: ol ot et o Ty
(12) La(z)+P())] un-ﬁ—;;rg— ,

ou « et 3 sont restés les mémes, est celul qui s’obtient par (7"), si le
premier s’obtient par (7) et (8), car les équations des géodésiques
du nouveau ds* sont

P dx . dy

= = = d8.
IValx)—h  VB(y)+h

(13)

Nous avons ainsi le moyen d’obtenir de nombreuses surfaces rési-
duelles et corésiducelles, comme je I'al expliqué pour les surfaces de
révolution, dans mon Mémoire du Bulletin des Sciences mathématiques.

Vérifions [en nous bornant aux formules (7)et(8) pour simplifier]
que toutes les géodésiques fermées ont bien L pour longueur; le
résultat, presque évident ici, nous montrera, dans le cas A, qui est
plus difficile, la méthode & suivre. Nous avons dit que, sur la géodé-
sique /2, on a

(14) ds=[{oa(x)—h}+|B(y)+1|]dt=Va(x)—hdr+\B(y)+hdy.
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/
La longueur L de la géodésique est
2R - sy
(13) j Volw)—h de +:>/ \”@;’)g)ﬁ—hf/)'ﬁ—zf VB )+ Ry,
) 0

:/ W(‘l-)_/u/.u_g/ VI 2 0(5) + Uy (2)] da.

Si'on a I'idée de calculer de deux facons dillérentes I’ intégrale

N/
(16) j T(u)du,

en utilisant 'une ou 'autre définition

2T

dx "

1 d(s)+d(z)
- T = — —_— T ds,
(xr7) . (u) ) \/1“;) i \/u_‘

on aura une intégrale double i calculer dans les deux cas et I'inversion
des limites donne

h ke o
(18) f r/u/ f du
/a(z)—u o 2\/J(L—ld

B

::.-——/ - z/.z: \/;(ﬁ.l‘)-——-h —|—f do /o (),

<0
QU D)l I u~|—u,)z/(l
(19) j du — -/
. \/u— . \/u——

=2 (y+y,)\//c—:(/:..

0

La comparaison des derniers membres de (18) et (19) fournit la rela-
tion annoncée

2T
(20) L :f Vo () da.

Il reste maintenant & montrer comment le cas des antipodes géodé-
stques, B, , va pouvoir s¢ déduire de I'étude complete de A,. SiM, (2, y)
a pour antipode M,, (;1: -+ %, —.y>, la circulation complete MM, M
-améne en Mavec les coordonnées (z + a, ‘y) ; ici ona supposé a =27,
Nous avons déji remarqué plus haut que si | ==[(y), autrement
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dit si la fonetion 3(») est paire, on a y==yv,, b=1,, et quand ¢ croit
de la quantité ac de la figure 2 ou =(%), l'ordonnée et la pente de la
courbe changent de signe; il suffira done, pour obtenir B,, que «(x)
att non seulement la période 27, muis encore la période w5 la condition,
réunie & la parité de 3, est écidemment nécessatre et suffisante. On a, en
effet, dans ce cas,

R dr o dr L
—_— 2 —_— —at(h).
J Valr)—h J, Volz)—h -
On appliquera donc les formules (7) ou (77) en y faisant b =1,
y =y, et supposant « de périodicité =.

b. Cas ot les géodésiques ne rencontrent qu’une [raction des contques
x ou y. — Comme plus hauat, 3(y) a un maximum que nous sup-
posons encore nul, atteint pour une valeur de y que nous supposons
encore nulle; de méme, «(ax) a un maximum A, nécessairement
positif, atteint pour une valeur de 2 que nous supposons nulle aussi.
Jécris donc encore

(1) [ B0 =B(=))n  BL)=Bil)=—3,
| dy =Y(z)ds, dy,= b, (5)dsz,
“puis, pour des motifs analogues,

oo () = o), AN—olax) Nz (x)==(

! dir == () g, iy = (G elf.

’

(2)

Les plus petiles racines positivesde 3(y) +h=oetf,(y)+h=o0
sont encore appelées v et 7,; les plus petites racines positives
de w(x) — h=o0 et a,(x,) — h=o0 seront appelées £ et &, pour que
la géodésique se ferme, en rencontrant deux fois chaque conique qui
la coupe, il faut évidemment que I'on ait

7 . Rt ,
T(h)= -‘1-.:‘(:/:)::"*“—* -+ / ’ M_iill__:.«
. S, VB 3
(3) . )

dx 1 d"l"l
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Sil'on définit le nombre /, associc¢ & £, par la relation
(4") h4-l=A,

les équations (3) peuvent s’écrire

W 15
(37) = /L.»..-:/ b pids / (g dT
: /h — =z ) 7
. y . \

0

Donnons-nous arbirairement une fonction =( /) positive, définie, con-
tinue, pour / compris entre o et A, o A est une constante positive
arbitsaire, mais choisie une fois pour toutes. Les équations (3') sont
des équations fonctionnelles du type d’Abel et donnent o + 2,4 + 4, ;
il est commode d’écrire

do

(5) 0(l)=x(h)y=1(N — 1), 6’([):;[-1__~<:'(‘A~1).

Nous avons donc, comme plus haut,

Vs

(6) ‘

| o ethodh
' RS / ——
w.J, Vi—h

(7 (7 I -Tl:\) “z‘:’(,\v-v_l)dlm
L)+ o (l)= =5 — AT et N
t i | i i \/;; f’ \/E_:l

On peul donc se donner arbitrairement <(4), y et x; comme on a
spécifié que @, et y, sont des fonctions positives, on doit avoir les
inégalités restrictives

ﬁ 0 trA—ndl
()_:. ;

- 3

v T
-z V=1
(8) /' i
o / Tty ddh
ol yT = —_——
T m o ik

[l n’est pas nécessaire que les fonctions ¢ et b, soient toujours posi-
tives, non plus que 2(Z) ou 0,({); c’est ce que montre I'exe mple par-
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ticulier relatif a < (A)=r=h :
(1—E2—n?)[(1 — 222)*d2* + fntd ], A=, £=r3 s=12,

(E) .2, 20°
€r==f— i V= x, =, 5=Y.

AR

3%]]

En général, nous aurons quatre ds* distincts, conduisant & une surface
formée de quatre morceaux relatifs aux quatre quadrants du plan
image xOy, car a(x) et «(— x) ne seront pas en général les deux
branches d’'une méme fonction analytique, non plus que 3(y) et
B(—y); dans ’exemple (E), on a un seul ds*; le lecteur évitera aisé-
ment les confusions que peuvent produire I'emploi des symboles x,,
Y Bi(yy) ou () nécessaires pour I'emploi des formules d’Abel.
La valeur numérique <(o) peut étre nulle, de méme que =(A): de la
sorte, si t(0)=o et si 7'(0) =z, les deux fonctions Y et , peuvent
étre toutes deux finies, non nulles, pour z = o; dans ce cas, on a une
surface admettant y = o pour ligne anguleuse, qui n’est géodésique
sur aucune des deux nappes qu’elle borde. Je donne ’exemple relatif
aw(h)==yh, A =1. Je prendrai, dans ce cas,

.)U:.l}xz.;)‘iq_r[\/z_*_ I:C IJ 1t\\;§

(B,) Yy=n=

INf

qui conduit & deux ds* distincts.

Enfin, on construit un anneau de surface, comme plus haut, en
s’adressant a la ligne y = o, par exemple.

Onremarquera encore que, sid(z) =, (z),onay =y, etl'accrois-
sement =(/) infligé a ¢ change y de signe; si, de méme, 2({) = ¢, (0),
on ax=ux, et le méme accroissement change « de signe; on réalise
donc ainsi le cas A, dont nous avions déji un exemple par le ds?,

(2 — u— ¢%)(du® -+ dv?);

il suffit de faire b=14,, y=y, et x=uw,, =09, dans les for-
mules (6) et (7).

Le cas (B.) des symétriques géodésiques rentre dans (A,), car
M(z, y) a pour symétrique (x, —y) ou M, et la circulation MM, M
ramene en M avec (z, y); il suffitici que B(y)=08,(y), oty =y,
Y=1, et que 'accroissement = (/) qui fait changer y de signe fasse
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reprendre & 2 la méme valeur. On éerit done, an lieu de (3),

z

(9) Th) /'T' dy - / +/ o,
? \/H-Jll) - \J(l)—/l \//u],._/,’

“u o

d’ou 'on déduit, au lieu de (6) et (7),

‘ | i [ =(0) ~E 2y dh
2T /z / \/:‘/1

(10) -
- I TTihdh
‘ . w277" | \/;".v—— 0’
Lo Y [y -y
v+ (l)e=m— | — — T
s 27| (/L . \/: !
(11) / T,
/ 1 oA —0Odl
=g T
2T Jy VE— [
et Pon constate bien que 'accroissement 2=(/) infligé a ¢ reproduit

£Zoet oy,

Nous allons calculer, en partant des formules (6) et (7), relatives
au cas (A,), la longueur L des géodésiques fermées. On a, comme
au paragraphe precédent,

(12) L= o / Vol hdr o / \r/z, () — hdr,
“u L)
X ...____.—._ A e
-+ '.».[ VE(Y) == ldy -+ / V3 )+ ledy
< <y

W l

E / V=T w2 o (8] d + 0/ Vi —s[d(z) 4+ 4, ()] d=.

Les formules (6 ) et (7) permetient de calealer directement I par des

intégrales doubles, par un calcul sans artilice, mais long et inélégant.
La forme du résultat suggére Partifice qui consiste & calculer

¥

D ¥4
/ T(u)due el / O(¢)dy.
0 v 0

On a, en effet, par définition de =(u),

(13) —(u)—f U(\/"J‘—ql'(" ds
w—>=°

Ann. Ee. Norm., (3), XLIV. — Aour 1g27. 31
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ot, par le caleul qui a déjh été fait au paragraphe précédent,

h h 'J+' Y=
(14 ['(u)({u——[(lu/ g A

v " \l/ — &
~ + ) du
:/ d:/ —~1)—-——~—— f (u—i—u)\//; - zds.
0 /o \/U',\-
On a, de méme,
. : ) ! 2y 4+ (L )
(13" 9(('):/ —‘—-——-—@(’_) c‘)"(")d;,
v \/V — £
! ! o
(14" f G(s')du:z/[go(’C)—i—@,(‘CH\/ZW'C(/C.
0 i

Or, on a écrit
‘ Ore)==x(A —¢), h+1=A, w4 o== A

) ! A
(‘5) ’ [ 0(:")61":/ w(wjdu.
' i

oy

On a done le résultat ¢légant

A
(16) L:f w(w)du.
0

Comme précédemment, il peut arriver que la géodésique se ferme
aprés avoir rencont(ré 2¢ fois chaque conique y qui la coupe, 2p fois
chaque conique .x qui la coupe. On aura alors avec une fonction <(/)
auxiliaire

, . n d) i [ll’]
(17) “(h)y=gq / _ / .
S,V +ﬁ( ) Jy VB
/% g dr,
=
, ! Valw)—h J)—m/l / \/d(r,«-—h}]

gy “7(0) “ (N ddh
' qT \/? J \/: ~/l,
(18 ; -

: ¥y _ /‘:':(/L')dh_
. o [/ﬂ" 0 \/T/—l>

7(A) LA ]
S@(C}—%—?,(" MJ_(T//_{ . .(:;/ zjdz ’
(19) , o N
( LA Lyl
v~ @y —_—
2 S
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On a ici, pour longueur de la géodésique fermeée,

L= 2/1f Vo) —hde—+ap [ ~ Vo () — hdey
7 Sy
+ 3’/[ VB )+ A a'_)'—:-z(]/ VB )+ hdyy
(20)

{
:{l/)[\/lwclv@(:)—}—?x(:)ld:

“u

*hh
—1—:3(// Vi =z dis) + b (5)]ds.

On constate immédiatement que lexpression actuelle plo + 2]
ou ¢|b+ ¥, | ayant, au moyen de =(/), la méme forme analytique
que v+ 2, ou b+ L, des formules (0) et (7), le résultat de I'inté-

T

2 A
gration donne encore la formule L:{ T(u)du (rouvée précé-

)
demment. Nous pouvons remarquer que si les formules (6) et (7) ont
donné le résultat

(21) [z(e)+ L)) Hdet—4dy?),

on aura, sans calcul nouveau, cn consercant les mémes Jonctions o.(.x)
et B(y) un ds*,

(ut) L) =B prde+ q* dy?],

qui rentre dans les formules (17); car il suffit de comparer les équa-
tions géodésiques respectives

(22) dz = ) =di,
Valr)—h  Vh+B0r)
(297) pde 44 _ g4

\/y(J) —h - \//L+ ]3())

relatives aux «s?, (21) et (21). Les formules (17) montrent bien que
Pon doit supposer p et ¢ premiers entre eux; on obtient, comme plus
haut, la particularisation (A;) ou (B.).
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CHAPITRE II.

ETUDE SOMMAIRE DES SURFACES, DONT LE s2 EST OU NON DE LIOUVILLE,
A GEODESIQUES FERMEES. POINTS CONJUGUES. POINTS GEODESIQUEMENT
CONGRUENTS. ~ ANTIPODES GEODESIQUES. SYMETRIQUES GEODESIQUES.
REPRESENTATION CONFORME SUR UNE SPHERE.

L. Points conjugués géodésiques. — Nous considérons une surface a
géodésiques fermées, sans nous préoccuper spécialement du cas ot
le ds* a la forme de Liouville; les portions de surface étudices n’ont
d’autre singularité que des points coniques ou des lignes anguleuses:
dans le cas de point conique, on ne considere qu'une des deux nappes
(qui se termine au point conique, tel un demi-cone de révolution; dans
le cas de ligne anguleuse, chaque nappe arrivant i la ligne anguleuse
s’y trouve arrétée, telle une lentille sphérique convexe.

Sur une portion de surface admettant »* gtodésiques fermées, deux
de ces courbes se coupent, en un nombre pair de points et ce nombre
de points communs est fixe, indépendant du choix particulier des deux
géodésiques, car nous pouvons passer par continuité d’une géodésique
a une autre et le nombre en jeu ne pourrait changer que si deax geéo-
désiques venaient & ¢tre tangentes et distinctes, ce qui est une con-
tradiction. Ce nombre constant est aussi celui ou se coupent deux
géodésiques infiniment voisines; mais alors, soit une géodésique G
fermée quelconque et un point arbitraire M sur G : M a 24 conjugués
géodésiques successifs, M,, M., ..., My, My, celud de rang 2k, M.,
coincidant précisément avec M, se troucant indépendant de Uorientation
aw départ de la géodésique issue de M ce serait ¢videmment une facon,
assez difficile, de chercher les surfaces 4 géodésiques fermées. Quand
le point wdécrit lare MM, de G, les conjugués successifs de u déerivent
les arcs M, M., ..., M., M. Si les géodésiques en jeu ne font qu’un
tourautourde la surface, elles n’ont pas de point double etle nombre 2 4
est le nombre constant de points d’intersection de deux géodésiques
fermées. Si les géodésiques font p tours autour de la surface, elles ont
chacune p — 1 points doubles (p entier supéricur ou égal & 1), et au
voisinage de chaque point double de G, la géodésique (¢ infiniment
voisine coupe G en deux points : en effet, soient g et g, les deux
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branches issues du point double w: & ¢ correspond une branche g
de (7, infiniment voisine de g, coupant g en deux points conjugués
successifs encadrant o (I'un pouvant coincider avee w), etecoupant g,
sous un angle non infiniment petit, en un point voisin de o sur cette
branche g3 done, deux géodésiques quelconques auront cette fois
2(k + p —1) points communs. On peut, d’ailleurs, transformer tres
simplement la surface S en une autre X applicable sur elle, telle que
les géodésiques n'aient plus de point double: en effet, on tracera une
courbe plane ou gauche I', fermée, de méme longueur que G, mais
sans point double; la surface X, telle que " corresponde & G, et appli-
cable sur S, répond a la question. Jai indiqué le procédé équivalent,
au paragraphe | du Chapitre I, pour les surfaces de révolution, en
supposant que Gest Uéquateur; surX, il ne restera done que 24 points
communs & deux géodésiques fermées, mais X admettra des auto-
applications, car elle correspond & S recouverte p fois.

Le cas des antipodes géodésiques ou des symétriques géodésiques
correspond au cas olr, avee les notations qui precedent, Te £ conju-
gué M, de M est lixe, indépendant de lorientation au départ de la géo-
désique issue de My silasurface S est fermce (eta géodésiques ouvertes
ou fermeées), sur chaque géodésique issue de M, prenons le £“™ con-
jugué de M; ce point déerit une courbe fermée; il serait peut-¢tre
intéressant d’étudier les =* courbes ainsi (racées sur S; chacune se
réduit 2 un point, dans le cas de surfaces aantipodes ou a syméti*iqm*s
géodésiques, ou encore, dans le cas ot £ est pair et ot la surface est a
géodesiques fermées, pour une valeur convenable de ce nombre pair,
car on retrouve le point de départ méme.

Appliquons ces notions aux surfaces du type de Liouville a géodeé-
siques fermées; pour le type A, et les formules précises (7) du para-
graphe 4 du Chapitre I, chaque géodésique, obtenue en flixant /7,
donc dépendant d’une seule constante arbitraive, admet pour enve-
loppe la conique géodésique y = 7 et la conique y =7, qu'elle touche
chacune en un point; autrement dit, deux géodésiques de cette espice
se coupen( seulement en dewe points (pourva qu’elles n’aient pas de
point double, ce que I'on peut réaliser) : chaque point M de la surface
donne done lieu & deux conjugués successifs M, et M, = M; le pre-
mier M, varie avec lorientation du départ, le second coincide toujours




246 BERTRAND GAMBIER.

avec M. Si le type A, dégénére en B, cas des antipodes géodésiques,
le point M, lui-meéme sera fixe et toujours premier conjugué de M;
c’est ce que M. Carathéodory a démontré par le caleul. Jai indigque
une généralisation, avee les formules (77) du paragraphe 4 déja cité :
la géodésique fait p tours autour de la surface, touche ¢ fois chaque
conique y = v ouy = —,; il a donc cette fois 2¢ conjugués géodé-
siques, celui d’ordre 2¢ coincidant avec M; deux géodésiques fermées
se coupent en 2(p + ¢ — 1) points; on peut ramener p & 'unité comme
jat expliqué; le cas des antipodes conduit de méme & un antipode qui
est le ¢*™ conjugué de M, indépendant de Porientation du départ.

Le cas dénommé (A.) conduit & des résultats analogues : avee les
formules (6) et (7) du paragraphe 5 du Chapitre précédent, chaque
géodésique fermée G a pour enveloppe, si /o reste fixe, les quatre
coniques x =% ou — £, y =1 ou — 7,; deux géodésiques fermées
quelconques se coupent en quatre points; le nombre 4 est done égal
a 2. Pour le cas (A,), ce résultat subsiste, & condition de parcourir
deux fois la géodésique; done, pour (A.), sur chaque géodésique
on a les conjugués successifs MM, M, M, M qui font le cycle complet;
pour (A,), on a simplement MM, M, de sorte que ce cas (A;) est ana-
logue & A, ; cela explique pourquoi le ds* = (2 — u* — ¢*)(du* + i*)
rentre, suivant la forme de Liouville adoptée, dans le type (A,) ou
le type A,, mais jamais dans (A, ). Dans le cas des symétriques géodc-
siques, on a un cycle MM, M,M,M ol le point du milieu est Iui-méme
indépendant de lorientation de départ en M. L’introduction des
entiers p et ¢, faite aux formules (18) et (1¢9) de ce paragraphe 5
déja cité, donne sur chaque géodésique fermée G correspondant ?
un /o constant, p points de contact avec chaque conique x =
ou —£,, ¢ points sur chaque conique y =7 ou —,; done, le
nombre £ est égal & p + ¢; conclusions semblables a celles qui
précédent si 'on obtient comme dégénérescence (A;) ou (B,).

De toute facon, il n'y a que le cas des antipodes géodésiques,
avec p = ¢ =1, qui donne une correspondance cntre deux points
conjugués successifs.

2o

S

2. Auto-tsoméiries. Représentation conforme. — Prenons une sur-
face S, dont le ds? est ou non du type de Liouville, telle que les géodé-
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siques issues d’un point quelconque M concourent toutes de nouveau
en M, ; les résultats classiques sur les enveloppes de géodésiques
prouvent que la distance MM, est constante, quelle que soit la position
de M sur S, puisque la correspondance (M, M,) est une auto-iso-
métrie de la surface; je renvoie au Traité de Géométrie différentielle de
M. Blaschke (t. 1, 17 ¢dition, p. 155-158).

M, M, sont done, sur chaque géodésique qui les joint, deux points
conjugués, peut-étre non conscéeutifs; les géodésiques concourent
en M5 done, M, étant un point quelcongue au méme titre que M, ces
géodésiques doivent se recouper en M,: supposons que M, soit en
coincidence avee M. De la sorte, un point M de lasurface a, sur chaque
géodésique fermée qui en part, 24 conjugués successifs, celui de
rang 24 coincidant avec M lui-méme et celai de rang £ étant five,
¢est-a-dire indépendant de la divection de départ.

Que la surface S soit ou non fermée, découpons sur S un anneau de
surface enfourant une géodésique G fermée et soient L et L, les deux
bords de cet anneau; nous supposons que S a deux eoteés hien distinets,
au point de vue réel. 1y a done deux cas a distinguer, suivant que &
est pair ou ampair. .

Soit le cas de & padr: je fais la ligure (/ig. 3), en supposant £ = 2,

‘ Fig. 3.

uniquement pour simplilier la figure, car la valeur précise de £ ne
joue aucun role; marquons les deux géodésiques G, G' et les couples
homologues M, M,; M’, Ms M”, M/ : la géodésique G partage I'anneau S
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en deux régions; M” et M| sont dans la méme, et cela a pour effet de
conserver le sens des angles: nous pouvons supposer que, dans I'auto-
isométrie de la surface, L soit & elle-méme son homologue : en effet,
on prendra un point 3 arbitraire et une tangente 37 arbitraire aussi,
puis les homologues 3, et 3,¢,: on (race un arc partant de 3 tangen-
ticllement & 37 et arrivant en 3, tangentiellement & 3,4, ; cet arc, réuni
a son homologue, constituera L; L, se construira de méme. L’an-
neau LL, peut ensuite étre mis en correspondance, bumniwoque, con-
Jorme avec un annean plan 7., bordé par deux circonférences concen-
triques % et 2, qui correspondent respectivement a L et L, 5 le rapport
des rayons 7 et 7., est déterminé par une certaine ¢quation transcen-
dante que nous indiquerons plus loin; la correspondance conforme MM,
de 'anneau S sur lui-méme entraine une correspondance conforme p.u,
de Panneau 7.7, sur lui-méme, conservant le sens des angles et chaque
bord ; la correspondance MM, est supposée biunicoque involutive: la
correspondance wiy possede fes mémes proprictés, de sorte qu’elle se
réduit & une rotation, d'amplitude =, antour du centre. Mais alors,
la transformation de variable complexe Z = z* remplace les deux
points 1, 1, par un seul (X, Y); le ds* de la surface S a done pris la
forme / (X, Y)(dX?* + Y?), et lasurface Srepresente deux fois ce ds?;
nous pouvons (rouver une surface 8, ne le représentant quuane fois:
cela revient a fendre transversalement Panneau S par une premiere
coupure et par fa coupure homologue, de sorte que chaque géodésique
fermeée soit partagée en deux troncons ¢gaux et il suffit de construire
une courbe (i, plane ou gauche, fermee, de longueur ¢gale & un de ces
troncons (puisque (outes les géodésiques ont la méme longueur, il en
est de méme des troncons) et correspondant & 'un d’eux; la surface S,
sen déduit. Cest le cas des points géodésiquement congruents. Rien
d’essentiel n’est modifié siles géodésiques issues de M se recoupent
en My, puis M., ... et finalement M,_,, avant de revenir en M, pourvu
que M, soit toujours conjugué d’ordre pair de M : anneau 7.7., sera
soumis & la transformation Z = s qui remplace M, M, ..., M, , par
un seul point u, et 'on construira de méme une surface S, applicable
sur S, un seual point de S, correspondant & M, M,, ..., M, ,. Celte
circonstance a ¢té prévue au paragraphe 1 du Chapitre I ¢’est un
accident banal,
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3. Antipodes. — Le cas le plus intéressant est done celui ou 4, rang
de M, comme conjugué de M, est impair.
Dans la figure (fig. 4) je suppose pour simplifier £ =13 nous sup-

posons que les géodésiques n’ont pas de point double. Comme plus
haut, nous voyons que dans lu cormspom/(mce_ (MM,) les régions limitées
par une géodiésique s'échangent et que le sens des angles est renverse.
Nous tracons une ligne L entourant (¢ sans la couper, puis la trans-
formée L,; 'anneau LL, peut, comme plus haut, ¢tre mis en corres-
pondance conforme biunicogque sur un anneau circulaire plan 27, 1l
est essentiel de remarquer, comme au paragraphe précédent, que le

rapport I[;:—' des rayons de . et 1., est déterminé par une équation transcen-
dante.

Je fais ici une digression pour élucider ce point et je donne une
démonstration directe de cette propriété, empruntée au cours oral de
M. Picard & la Sorbonne. Supposons, pour simplifier, que I'anneau LL,
soit déjamis en correspondance conforme biunivoque sur une certaine
aire (s) a connexion double situé¢e dans le plan z =2 + &y (fig. 5). 1l
s'agit de représenter (s) d’une facon biunicoque sur une couronne G de
ayons R et R” du plan Z =X + /Y. Cette représentation conforme
s’effectue par la formule

(l) A ep""Q«',

ot P et Q sont des fonctions harmoniques convenablement choisies
de x el y dans Paire (s); P est uniforme et Q augmente de 2w quand
dnn. Ee. Norm., (3), XLIV. — Aour 1927. 32
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on tourne autour du contour intérieur dans un sens convenable;
si G (a, y) est lafonction de Green relative a aire () et au point (2, y),

Fig. 5.

on a la formule fondamentale pour une fonction harmonique « quel-
conque, réguliere dans ()

) ( ) L > s
(2) u(w, )y)=-— u —— ds,

. 2T, dn

intégrale curviligne étant étendue aux contours L et L, parcourus
dG
dan
Pintérieur de (s); appliquons cette formule & P(x, y) et 1 qui sont
deux fonctions harmoniques réguliéres dans (s); la premitre prend la
valeur constante logR sur L et logR" sur L,. On a donce
: . 1 , [ dG 1 " dG

P(x, y)= —-logl{‘/ — s+ —logR// — s,

k . 27 L dn 27 L dr
(3) / : ot

( 1 “dG 1 dG

étant la dérivée suivant la normale vers

dans un sens convenable,

= — — ds + — —_
2T dn 2T ] dn
ot 3

ds,
d’ot1, par combinaison simple,

R rdG
R J, dn

/

1 I R
(4) P, y)=logR + ;Elog ds = log R’ + P log <R—,)p(.z:, )

ot p(@, y) est une certaine fonction harmonique; soit ¢(x, y) la
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fonction harmonique conjuguée de p(a, y); on a

. . 1 R
(D) Q(.r,.)"):;(]og }-3\-‘7>f/[.1‘,ll‘).

La fonction ¢ a une certaine période » autour du contour intérieur

L .. o R . o
de (s); Q aura done la période - log—, et en égalant cette périnde

SR

a4 27, on a la relation annoncée

R’ imt

(6) = —e®
R
La démonstration ainsi conduite donne une condition nécessaire; il
est hors de notre but, dans ce Mémoire, de la poursuivre davantage.

Remarquons que 'on ne peut trouver des correspondances conformes
de (s)surla couronne (C) sans que }% ait la valeur ainsi calculée, mais
alors la correspondance ne pourra étre biunicoque.

D’autre part, si 'on veut éviter de faire une premicre correspon-
dance conforme de I'anneau de surface S sur le plan, on prend pour P
et Q des fonctions de lieu sur [a surface S, satisfaisant & I'équation

A, u=—=o,

olt A, est le second opérateur de Beltrami; de méme, G est la fonetion
de Green satisfaisant a cette méme équation, et si 'existence de cette
fonction est ¢tablie, la démonstration s’achéve comme plus haut.

Revenons & l'annecau S limité par L et L, et a la couronne 7.7, ;
si et e, sont les homologues de M et M,, la correspondance (., 1)
est une correspondance conforme inserse, biunivoque et involutice, de
["anneau avec lui-méme; on obtient cette correspondance par une
inversion ayant pour pole le centre de la couronne et pour puis-
sance RR’ (une homothétie permet de supposer RR' = 1), suivie d'une
rotation autour du centre; la réciprocité exige que cette rotation
ait pour amplitude o ou =; comme il n’y a pas de point tncariant, la
rotation a pour amplitude =.

Si done, nous désignons par ¢ la distance O . et par x I'angle com-
pris entre une demi-droite fixe et Ou, le ds* de la surface S, dans le
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domaine annulaire LL,, a pris la forme

. s d.vi,—:f(\',(.', ‘,")(d.l?‘l([‘)"“),
7 L fle+m —2) =/l ).

L'introduction des variables (&, y) revient d’ailleurs & une nouvelle
correspondance conforme

(8) — (x4 iy)=y—ilr=log(X+ 1Y)

qui remplace la couronne du plan (X, Y) par un rectangle du plan
(X, Y) par un rectangle du plan (, y) [ ce rectangle est disposé de
facon que I'axe des 2 en soit axe de symétrie, et, par une translation
indéfiniment répétée (2%, o) dans I'un ou l'autre sens, ce rectangle
remplira une bande indéfinie dans le sens O ayant O pour axe de
symétrie |.

Remarquons maintenant que si 'on connait une autre surface S
i antipodes géodésiques, on peut découper sur S un anneau LL,, le
mettre en correspondance biunivoque sur une couronne circulaire 7.7.,
de centre O aussi, avec la relation RR" =1 encore ; supposons que I'on
ait R< R, d’ou R > R'; la couronne 7k, est tout entiére contenue
dans la couronne 7., ; bornons-nous, sur la surface S 4 Panneau, inté-
rieur & LL,, qui est en correspondance sur la région 77, : nous avons
délimaté sur S ('l.g deux portions annulaires, en correspondance con-
Jorme biunisoque Uune sur Uautre, de sorte qu’un couple d’antipodes
(MM,) att pour homologue un couple d’antipodes MM, (*). Remarquons
que cette correspondance comporte beaucoup d’arbitraires, car on a

.. .. — . — . . — . R
pu choisir ad libitum L et L sur S et S; ce choix a fix¢ L, L,, puis e

c'est-a-dire R*, puisque RR' =1, et de méme fixé R*; nous ne
pouvons plus rien dire sur la correspondance conforme hors de

(1) Si M est considéré comme homologue de M, M, sera celui de M,; mais il est
clair que fairve correspondre M, 2 M et M & M, donnerait une nouvelle correspondance
conforme biunivoque de S sur S avec la méme propriété. D’autre part, une rotation
d’amplitude « quelconque de I'anneau plan 2%, autour de son centre permet d’établir
une correspondance conforme biunivoque de I'anneau LL; sur lui-méme, remplagant
deux antipodés par deux antipodes,
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Panneau LL, (et de la région correspondante sur I'autre surface, en
supposant R < R); elle peut cesser d’exister, elle peut devenir multi-
forme, elle peut rester biunivoque. Si S est une sphére, on voit que
dewx antipodes de s ont pour homologues deux points diamétralement
opposes de la sphere. Nous avons ainsi retrouvé des résultats de
M. Carathéodory en leur donnant une forme plus générale et plus
rigoureuse.

Passons maintenant au cas d’une surface S fermée, de connexion
sunple, a antipodes géodésiques. Le probleme : Mettre en correspondance
conforme biunivcoque sur toule leur étendue deur surfaces fermées S. X
de connexion stmple, ne semble pas avoir ¢té traité; ce probleme, indé-
pendant d’ailleurs de Ia forme éventuelle des géodésiques, fermées ou
non, a antipodes ou non, mériterait d’ctre étudié d'une facon précise.
Isuffit évidemment de savoir le traiter dans le cas ou X est une sphére;
ce cas permel de trouver immdédiatement le nombre d’arbitraires du
probleme si 'on admet existence d’une premiere solution; une pers-
pective stéréographique remplace, en effet, X par le plan P indéfini,
considére au point de vue de la variable complexe; et la transformation
conforme biunivoque la plus géncrale de la sphere sur elle-méme
revient done i la transformation homographique générale Z = (—Z:;—_T_—g
du plan P, dépendant de sie constantes réelles arbitraires, permettant
de remplacer trois points donnés de la sphere par trois points arbi-
tratres : du moins, en supposant que 'on conserve le sens des angles;
mais si le sens doit étre inversé, le résultat subsiste, car on commen-
cerait par remplacer X en elle-méme par une symétrie autour de son
centre. '

Supposons maintenant S d antipodes, dans toute Uétendue de S (")

(1) Il est facile de fabriquer une surface S, 4 géodésiques toutes fermdées, clle-méme
fermée el sans singularité. ne donnant lieu a antipodes que sur une fraction de son
étendue. En effet, détachons d'une sphére £ deux calottes sphériques symétriques.
Remplacons P'une d'clles par une calotte empruntée 4 un ellipsoide de révolution
inscrit dans £ le long du paralléle limite. Daprés les résultats relatifs aux surfaces de
révolution & géodésiques fermées, nous savons qu'on peut se donner arbitrairement
le profil de la méridienne d’un coté de 'équateur, moyennant une simple inégalité sur
la variation de la pente de la tangente; lellipsoide étant intérieur i la sphére, la
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les fravaux antérieurs a ce Mémoire supposent implicitecment cette
condition remplie, bien que certaines surfaces ne la remplissent pas.
La correspondance conforme (MM,) sur S entraine sur X une cor-
respondance conforme () involutive, biunivoque. Or, on peut
faire subir & £ une transformation conforme d’ensemble telle qu'un
couple donné a2z, devienne un couple de deux points diamétralement
opposés ; supposant qu'il en soit ainsi, la transformation conforme
incerse la plus générale échangeant = avec z, est une inversion dont
le pole est sur le diamétre zz,, suivie d’une rotation autour du dia-
métre 22,5 si, de plus, la correspondance est ineolutive, le pole d’in-
version est sur az, entre = et «, et la rotation nulle, parce que nous
supposons qu'il 'y a pas de pornt incariant (bien entendu, on pourrait
prendre le pole d’inversion, extérieur au segment «z,, conjugué har-
monique du précédent relativement i «o, el supposer la rotation égale
a =). Si BB, est un autre couple d’antipodes de 8, la droite 353,, joi-
gnant sur X leurs homologues, passe donc en un point fixe P intérieur
au segment oz, ; prenons sur le diametre 2z, Uun ou Pautre des denx
points fixes P" que définit 'égalite

\ Plo Po
" e
P,

[ dans le méridien zz, 33,, la perpendiculaire a zz, en P coupe lasphire
en Qj les bissectrices de angle 2Qa, coupent zz, aux deux points P’
définis par (8)]. L'inversion de pole P’, qui transforme X en elle-méme,
remplace tous les couples 33, par des couples diamétralement opposés;
il suffit de raisonner sur un méridien issu de %z, ; nous orientons et
appelons V I'angle (2,2, %,3). On a

(9) ' tangVitang V= —

condition est réalisée et 'on trouve de 'autre cOté de I'équatenr de syméirie de la zone
conservée sur la sphére une calotte (transcendante) inscrite dans la sphére. La surface
obtenue en réunissant & la zone centrale les deux calottes est fermée, convexe, sans
singularité. Toutes les géoddsiques sont fermées; seules, celles qui restent dans la
zone centrale, donnent lieu 4 antipodes.
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En appelant 3, 3| les inverses de 3 et 3, dans l'inversion P’, on a
aussi

, v P .
(10) tangVtangV'e= ——, tang Vi tang V= —
Pz, Pz,

La comparaison de (8), (9), (10) fournit
(r1) tang V' tang V| = —1.

. sont diamétralement opposés; ce procéde
réalise [inalement entre S et X une correspondance conforme biuni-

Cela prouve que 3" et 3

voque oir chaque couple d’antipodes de S a pour homologue un couple de
points diamétralement opposés de 3. ‘

Remarquons maintenant qu’une rotation d’ensemble de X (jointe ou
non & une symétrie) autour de son centre donne = * correspondances
conformes possédant la méme propriété : awirement dit S posséde =*

Cawlocorrespondances conformes conservant les couples d’antipodes ;. en
realité il y en a deux séries, la transformation identique (MM), ou la
transformation (MM ) ¢tant le prototype de chaque série.

Ao Formes de Liouville de lasphére. — Ce qui précéde montre Uintérét
de Ta sphere commne surface type, fermde, a antipodes. Il est néces-
saire de dire quelques mots des représentations conformes, non
biunivoques, de la sphére sur elle-méme, échangeant deux antipodes
quelcongues toujours en antipodes. Nous allons meltre [a sphére en
correspondance conforme biunivoque avee un morceau du plan au
moyen des diverses coordonnées que P'on réalise avec un systéeme de
coniques spheriques homofocales. Dans e cas ou I'écartement focal
est nul, nous avons le systeme des méridiens et paralléles; la projec-
tion de Mercator donne les formules

- cosX __sin\ _osh)
Ty YTy T Ty
() , . dXN?4-dY?
e A

Les deux points (X, Y)et(X + =, — Y)sont diamétralementopposés;
il y a correspondance conforme biunivoque entre lasphére et la hande
indélinie comprise entre les deux droites X =o0 et X =27,
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Avec un écartement focal non nul, on écrira

o (”“‘@1)(""‘@1)’ 2 (u——e,_,)(('—-—ez)’
T (ey—es) (e —ey) (e, —e;)(es— e3)
(2) ¢ - 22— (u—e)(v—e)

(e3—e1)(es—es)
L, P —u [ du? de?
ds*= ——

\ 4 A(u———e,)(umez)(u—cg)_(v—e,)(w——eg)(«'——cn)_.

On peut sans restreindre supposer que les constantes réelles ¢, e., ¢,
satisfont aux inégalités

(3) - e, > ey > ey, ¢+ e+ e, =0, e —e3—1.

Si Uon prend la fonction de Weierstrass p N, satisfaisant 2
(4) PEX=4(pX—e)(pX —e)(pX —ey),
cette fonction admet une période réelle 2, une période imaginaire
pure 2w’; la relation ¢, — ¢, =1 sert a raccorder avec les notations
de Legendre-Jacobi : on écrira aussi o =K, o'=/K’, K et K’ étant
des constantes réelles positives. Les points réels de la sphere sont
obtenus en supposant, sott

(3) e iU ey ey,
soit
(6) . ez 2 ey uze;.

Les deux champs de variation pour («, ¢) sont deux rectangles du
plan (u, ¢) symétriques 'un de l'autre relativement & la premiére his-
sectrice; fa sphére représente huit fois chacun de ces rectangles; le
csommet « == ¢ = ¢, donne les quatre foyers des coniques sphériques
atilisées. On pourra se borner au premier rectangle et nous utilise-
rons une autre représentation de facon que. la représentation
devienne conforme et que les coordonnées d’un point de la sphére
soient fonctions uniformes de deux paramétres. Ecrivons

(7) u=p(w+i)=pX, vev=p(w-+mn) =pY.

Nous ferons varier £ et v par valeurs réelles; quand % varie de zéro
a K', u varie de ¢, & ¢,; si 2 change de signe ou prend la valeur nou-
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velle £ 4+ 2K', « reprend la méme valeur. Quand v varie de zéro a K,
¢ varie de e, & e,; siv; prend les nouvelles valeurs — v, ou 7 + 2K,
¢ reprend la méme valeur.

Le ds* de la sphére est alors

(§) do*=[p (o 4- (&) — p(w' = 0) |(dZ* + dn?).
Avec les notations de Legendre-Jacobi, on a
e, — e, = A?, e — e, = k", w=K, o'=IK,
- 1+ A® P___:Z/.'l—l 2 — A
(9) T 37 T3 “a=T3
S 1+ A2 1
K, /K') = — —
plu; [, KT 3 sn?u

Les coordonnées du point de la sphére sont

( 1 cnXenY 1 dnXdnY o 1
o) =g snXsnY’ V=T saXsnY T saXsny

Augmenter Z de 2K ou X de 27K donne la symétrie O=; augmenter
7 de 2K, la syméirie Ox; changer  en — £ ouXen2K—Xdonnela

w3

Ty | oyz ax-yx

ez |y | Ky | oy

F2

F F
Fig. 6. ¢

symétric yOs; changer 7 en — 7 ou Yen 2/K'— Y donne la symé-

trie 20y. Celte discussion jointe & la figure 6 montre comment la
33

Ann. Ee. Norm., (3), XLIV. — SEPTEMBRE 1(27.
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sphere totale correspond d’une facon biunivoque conforme au rec-
tangle — 2 K'<E<aK’et — K< <K, ouencoreau rectangle — K'2Z <K”
el — 2K <7< 2K. L'adoption du premier rectangle revient a avoir fait
sur la sphére, pour n’obtenir sur le plan Zv qu’un rectangle et non les
congruents, U'incision schématisée a part F, CF.CBC'F,CF.,C'BCF, ;
les angles faits, sur la sphere, autour d’un foyer, sontréduits de moitié
~sur le plan. En posant

. 2K'E, 2K/ 1,
=T =T
(1) o
2Ly . o K/- vy »
dz*= f:} \,(K.-u- 2k t">»~ /f(ik’-l— -—;—E)J (d&} + ),
T _ ™ . T

les points (£,, 7,) et (£, + =, — 7,) sont diamétralement opposés.
De méme en posant

(1) e o
¢ . 2 I8 7 ’ .
do*= l‘—I%- [p(l( -+ E—I-SE¥>~/)<[K’+ 2N )J({/¢'§+{/’n§),
| T ; T

les points (£s, 7.) et (— £,, 7. + =) sont diamétralement opposés.
29 {2 \ 29 12 ;

En changeant le systeme de coniques homofocales utilisées, les rec-
tangles (£,, 7,) ou (£,, 7,) ont une dimension toujours égale & 2=:
dans le plan, nous ferons coincider les axes de symétrie de ces rec-
tangles, qui ont la méme longueur 27=: nous ferons correspondre, sur

2} ’ 2 ’ I
la sphére X, les points qui ont une méme image plane : cela exigera

[ t.
d’ailleurs que nous remplissions la bande indéfinie de longueur 2=
par tous les rectangles congruents dans chacune des deuxreprésenta-
tions : le rectangle subit une translation représentée par la dimension
perpendiculaire a Paxe de longueur 2%. Chaque point de la sphove,
dans la premieére série, a donc, en général, une infinité d’homologues
dans la seconde série, et inversement (') (si la premicre série pro-
vient de la projection de Mercator, chaque point de la premicre série

(1) Siles dimensions perpendiculaires & 'axe commun de longueur 2= sont com-
mensurables entre elles, la correspondance devient algébrique, et il y a un nombre
fini, constant, de correspondants‘
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a un seul homologue dans la seconde, mais chaque pointde laseconde
aune infinité d'homologues). On remarquera que dans ces représen-
tations conformes de la sphere sur elle-méme, un couple de points
diamétralement opposés admet, parmi les points homologues, aussi
des couples d’homologues respectifs diamétralement opposés. Tracons
done sur la sphere un systéme quelconque de coniques homofocales
(auquel on donnera une orientation quelconque autour du centre de
la sphére): prenons-en 'image dans une de ces correspondances con-
formes de la sphere sur elle-méme : on obtiendra un nouveau sys-
téme orthogonal isotherme, avec cette particularité que chaque courbe
de I'une des deux familles orthogonales admet, dans la méme famille,
la courbe symdétrique relativement au centre de la sphére; cela nous
donne done, par cette opération faite soit une seule fois, soit un
nombre arbitraire de fois, le moyen d’obtenir une infinité de formes
de I'éléement lin¢aire de la sphére

(13) do* =a (&, 0)(dE*+ dn?),

olt (£,7)el (£+ =, — 1) donnent deux points diamétralement opposés
de la sphére; nous avons signalé, parmi elles, celles qui sont du type
de Liouville [formes (11) ou (12)].

Si done on a une surface S, fermée ou non, d antipodes géodésiques,
toute représentation conforme de S sur X fait correspondre i I'él¢-
ment (13) de X un élément de S

(t4) dst=f(Z, n) (2 + dn?),

ot l'on a aussi /(£-+ =, —1)=/(, 1), les deux points (%, 1) et
(5 -+m, — 1) étant de plus antipodes; il y « donc aussi une infinité
de correspondances conformes de S avec elle-méme, non biunicoques,
changeant les antipodes en antipodes; il y a exactement o® correspon-
dances conformes biunicoques de S avec elle-méme changeant les anti-
podes en antipodes (cette dernicére propriété a ¢té établie a la fin du
paragraphe précédent et résulte purement et simplement d’un dépla-
cement de la sphére X autour de son centre).
Supposons maintenant que S admette une forme de Liouville

(15) dst=[a(£) + B(n)](dE*+ dn?),
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ce qui, en général, est réalisable d’une seule fucon, en négligeant la
\ubstltutlon (5, n3ea2+0b, Zarn+c)on e ==1, d =21, el 0l «,
b, ¢ sont des constantes arbitraires. Si la surface S est & antipodes, on
dispose de « et ¢ de facon que les antipodes correspondent & (%, 7)
et (5 + =, — 7). Alors chaque forme (13) de I’élément /s de Zréalise
une de ces correspondances conformes ou les antipodes de S ont pour
homologues deux points diamétralement opposés de X; si Sestfermce
et de connexion simple, nous nous bornons aux «” déja signalées qui
sont biunivoques sur toute 'é¢tendue de S et X; mais alors, i/ #’y «
aucune raison que U'élément (13) de la sphére soit de la forme de Liou-
ville. Notre analyse a prouvé sur la surface S, annulaire ou fermée,
Pexistence d'une conique géodésique particulicre 7 =o0 qu’il faul
avoir soin de faire correspondre & un grand cercle de la sphére.

Que faut-il done pour que ’¢lément de la sphére X, si S est ferméc,
soit aussi du type de Liouville : il est évidemment nécessaire et sufli-
sant que la surface fermée S ait pour image, sur le plan (&, 1) corres-
pondant & la forme (15), un rectangle; les conditions, supposées
vérifiées, z(5 + =), =a (%), B(— )= [(x), entrainent que le coté
parallele & OZ de ce vectangle ait pour longueur 2= et que O% soil axe
de symétrie de ce rectangle; i ce rectangle correspond, pour X, une
forme wnigue de Liouville du type (11): on connait en elfet le rap-

K |, . . .
port — égal au quotient par 2= de la dimension du rectangle paral-

lele & Ov. Parmi les »* correspondances conformes biunivoques d¢ S
sur I, il faut encore ChOlSl[’ celle ou la conique r, = o a pour homo-
logue le grand cercle ABA'B’, qui est 'un des plans de symétrie des
foyers F,, F,, F,, F,, car, par une rotation de la sphére autour d’un
diametre autre que (.C/, le d5* de la sphére garderait la forme de Liou-
ville, mais la surface perd ait sa forme de Liouville.

Si la surface fermée S n’a pas pour image sur le plan £, 1) un rec-
tangle ou une hande indéfinie limitée par deux droites paralléles,
le ds* de S aurait la forme de Liouville, mais non celui dz* de la
sphére X, en se bornant aux représentations conformes biunivoques
de S sur X. Cette analyse prouve que le s* de Merecator, auquel
M. Carathéodory s’est borné, ne joue pas le role prépondérant que ce
géometre lul attribue. La soi-disant preuve donn¢e par M. Carathéo-
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dory (') que la sphere est la seule surface fermée a ds* de Liouville,
sans singulardés et a antipodes, repose en effet sur cette assertion que
le ds?, [J(z) + 2(y) |(dxe*+ dv*) d'une telle surface S correspond a
une fonction .(on.s/un/n. orleds®,[p(w =42y — p(o' +10)|(dZ*+ dr?),
contredit cette assertion. Notre analyse prouve de plus qu'il doit vy
avoir sur la surface fermée S quatre points remarquables, si S et X,
par leur représentation conforme biunivoque, prennentsimultanément
la forme de Liouville : ce sont les poinls qui correspondent aux fovers
de la sphere (notre analyse jusqu'ici laisse subsister une rotation de
la sphere autour de CC’, mais nous verrons plus bas que 'on peut
faire jouer aussi aux coniques v le role que les coniques Z ont joué,
de sorte que le grand cercle BCB'C’ lui aussi plan de symétrie pour
les quatre foyers I, I, F,, I, soit représenté par f=o0).

Il resterait d’atlleurs & voir si la surface fermée S peut avoir sur le
plan %, 7 autre chose qu'un rectangle comme image; je ne le erois
pas, pour la raison que je donnerai plus loin. D’autre part, d’aprés les
recherches de M. Il. Weyl, si la surface fermée S admet des nnllpode
surtoule son élendue, Pauto-isométrie de S, quien résulte, doit, puisque
S estlermée, se réduire i une égalité ou & une symétrie, accompagnée
ounon d'un déplacement. Comme le sens des anol«* est renversé, on
doit se borner & la symétrie: la réciprocité entre les antipodes, jointe
a ce fait qu’il n'y a pas de point incariant, exige que 'on ait simple-
ment une symetrie par rapport a un point (*).

5. Symétriques géodésiques. — Les deux points M(%, ) et M, (5, — 1)
sont symétriques géodésiques. Pour 1, = o, le point D (%, o) coincide
avec son symétrique géodésique; cela exige quela geode:[que admette
le point D comme point double et ait elle-méme la forme d'un 8 dans
I'espace; le lieu du point double D est la conique géodésique y =o;
cette conique frc()rlvanuo n’est elle-meéme ”(’Od(,blque de la surface
que si la valeur numérique de la fonction =( o) est différente de zéro.
Si 'on songe a une courbe plane, telle que la lemniscate, disposée de

(1) Page 311, n” 24 du Mémoire déja cité.

(2) Au Chapitre I1I,§ 3, je donne un exemple ou les géodésiques a antipodes ont
toutes un point double et la forme d’un huit, de sorte que la surface a une ligne
invariante.
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facon que O soit le centre et O I'axe transverse, deux points de la
courbe, symétriques par rapport 4 Oy, sont séparés par une longueur
('arc constante (tandis que deux poinls symétriques par rapport &
I"axe O.r sont séparés par une longueur variable avec la position du
point); on aici un fait analogue. On remarquera que les deux nappes
séparées par y = osont applicables I'une sur I'autre, 4 cause de y = y,
et U(z)==1y,(z); on peut en effet, avec la variable z, écrire chacun de
ces ds* sous la forme

[a(z) — s][da?+ L (3) ds?].

De la sorte, si I'on se borne 4 la nappe y» > o, on peut dire que
sur cette nappe 1l y a »* géodésiques fermées, venant toules buter sur
le bord y = o0 en s’y réfléchissant (égalité de 'angle d'incidence et de
réflexion). Si I'on considére dans le plan 2Oy une image géodésique,
v, coupant O.z en , on devra done construire une courbe gauche C

fermée, de longueur égale ﬂ/ ds; au point D les tangentes a Cen D,

au départ et a Parrivée, doivent faire entre elles le méme angle que les
tangentes a y en « et de plus les deux normales principales 2 Cen D
doivent coincider avec la normale au plan des deux tangentes; on
construit alors la surface S, comme il a été expliqué plus haut; sur
cette surface S, la courbe y = o a une certaine configuration I'; on
doit, pour avoir la surface annoncée & points géodésiquement symé-
triques, réduire Sala portion y >o, puisconstruire la seconde surface,
applicable surs, issuede la courbe I, quise correspond a elle-méme. En
particulier, si I est plane, 8, s’obtient en prenant la symétrique de S
relativement au plan de I" et les points symétriques géodésiquement
sont ceux qui sont symétriques relativement au plan de I'. On voit
qu’on arrive au méme résultat en se donnant « préord la courbe I' qui
a pour image y = o. Il serait intércssant de déterminer par ses équa-
tions effectives, et non par son simple ds*, une surface de ce type. Iin
tout cas j’insiste sur ce fait remarquable que la nappe y > o fournit
une surface S & géodésiques fermées, ayant toutes un point anguleux
dont le lieu est le bord y = o de la surlace S.

Pour éviter tout doute sur les propositions données ici, il est
utile d’indiquer un exemple aussi précis que possible. Je pars pour
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cela du ds?
" st (3 — 420 (dt+ dla®

Toute surface représentative doit avoir son image contenue tout
entiére dans Pellipse d’équation 2 — 4%* — * = o. Les équations des
géodésiques sont

(2) E:i’:_/fsinz(b——to), o =\1-+ hsint.
0

Ces courbes images sont de degré 4, saul pour ;= -, oul’on obtient
<k

- , I . . .
une conique; en écartant £, = - » on a une quartique proprement dite
4
Vi—h

inscrite dans le rectangle de cotés E— = Vo — 7, = \1-+7; les

sommels de ce rectangle sont sur I'ellipse limite, et du moment que

T . . Y .
ly # > la quartique n"aaucun point commun avec Pellipse. On trouve,
4 .
sans difficulté, pour longueur d’arc, sur la géodésique précédente,

— sinf (L — ty) Iy ina¢
(3) s= 1 7 '[2(5—-[0)—%“"4( ”l--e—l"; i[z+§”;9 ]

2

Quand ¢ augmente de =, (£,7) est remplacé par (Z, — ) et Parc s
s'accroit de =. Prenons en particulier la géodésique d’image v corres-
pondant & /= t,= o3 elle a pour équation 2*=*(1 — 7?*), de sorte
que les tangentes au point double sont rectangulaires (Z==£1).
Construisons (, courbe de espace ayant v pour image, ainsi : je coupe
la sphere
(4) i YA A 250
par le cone {m constante positive, inféricure & 1)

(5) 2y - (2m — 1) 5= 0.
La courbe ¢/ ainsi obtenue admel 2Oz el yOz ponr plan de symétrie,
0O pour point double, avec tangentes rectangulaires : les deux bissee-
(rices de Pangle 2Oy ; [a normale principale & chaque branche est 0s.
Ceci se verilie aussitot, car ‘par addition et soustraction on déduit
de (4) el (5)la représentation paramétrique
g 5 == — 2

(6) L =ty1—mt,

y=t \/m
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Pour ¢ = o, en prenant les radicaux positivement, on a pour vitesse
(1, 1, 0) et pour accélération (o, o, —=2), ce qui justifie le résultat. Si

, 1 . - . L1

I'on suppose - < m <1, en faisant varier zde o & —> 0Nl & un arc par-
tant de O tangentiellement & la premiére bissectrice de 20y venant

1 : : a—
rencontrer le plan y Oz pourz = —; ensuite en prenant /1 — 7u* néga-
tivement, on a un arc symétrique du précédent relativement au
: i pavi Iy y oriot -

plan yOz et revenant, quand ¢ revient de —a o, a l'origine, tangen-

tiellement & la seconde bissectrice de 2Oy ; I'arc ainsi obtenu a une
valeur facile & calculer par une intégrale; par une homothétie conve-
nable, on donnera & cet arc la longueur =, et ¢’est cette homothétie
qui donne la courbe C. La surface obtenue ainsi a nécessairement
v 0z pour plan de symétrie, la section par ce plan correspondant i
£ = o0; en continuant la courbe C sur 'autre branche symétrique rela-
tivement au plan 20z, on a une seconde nappe de surface symétrique
de la précédente par rapport au plan 203, la section par ce plan cor-
respondant & la courbe v, = 0; nous avons ainsi réalisé un exemple
précis de surface ayant les propriétés annoncées; grace aux précau-
tions prises, nous avons un seul os* et non guatre, comme dans cer-
tains cas et nous avons une seule surface sans ligne anguleuse, avec
deux géodésiques planes particuliéres d’'image 2 = o, /= o, il reste-
rait & déterminer la région eflective de I'ellipse 2 :

~

— 45— *=o0; qui
est représentée par cette surface. Il est intéressant de confronter avec
les constructions analogues relatives au s, (2 — 22 — 1) (22 4 d1*):
les surfaces de révolution s’obtiennent en faisant correspondre un

cercle & la géodésique particuliére 1 — 22 — > = o.

CHAPITRE 111

EXEMPLES; RECHERCHE DE SURFACES FERMEES.

L. Exemples déduits des surfaces de révolution. — Soit une surface de
révolution connue, annulaire ou fermée, a géodésiques fermées. Elle
a un ds?, f(y)(dx* 4 dy*), pour lequel le maximum de f(y) est fini
et correspond 4 I’équateur; supposons-le atteint pour y =o; une
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homothétie nous donne la surface de révolution

N - - ’ )
(1) ds*=[1 - B(y)|(dxr+ dy?) B( )zf(" —1

Joh Y F(0)
La fonction a(x) est donc égale & 1; nous supposons que x varie de o
a 27 quand la géodésique est parcourue completement, sinon on rem-
place x et y par m.x, ney ol me est une constante convenable. Lafonc-
tion<(/%) du premier Chapitre est done

N S = 7 dy T dy,
(2) ©(h)=- — = /__5;/ ————‘———«—._-—I—/ —_—— .
2Jo Vi—h i—h ) VE+By) S, VE+ B

Nous cherchons maintenant une surface du type A, (accidentelle-
ment A, ou B.) correspondant au nouveau ds*

(3) [a(x)'_1.16(')-)]((/'(.2_*_(/‘),2“

ot B est la meme fonction que précédemment; la fonction <(A) reste

, . T . .
donc egale 317«—[; I ne peut donc varier que de o & 1; comme on
» 11—

doit fixer une constante A telle que =(/) soit définie de od A, la cons-
tante A sera donc prise égale a sin®m, ot m est un angle positif-aigu:
le maximum de z(x) sera sin*m, et d’apres les formules (1) & (7) du
paragraphe 5 du premier Chapitre, nous écrirons

™

Vi—h

7
& 4z == A ) sin?m — a(—x,) = 1.
! Vicos?m + {)(L— ()

L’intégration donne

p \ =% _—
(5) T —+ Z 2(arc tang ¢! ) t \/ )
. « Xy = .7 = 2 ar ang ie
t _ © cost!m + L ) = arctang cosm /

Pour avoir un résultat simple, prenons 2 = x,, d’ott

» sin®*m — a(z) =%,

. S h + ! =sin*m, w(h)=
(4)

. cos*m
(6) { =-cos*mtang’z, ac:sm’m-—cos’mtang’x.—:l—cTsz—;'-

. 4
Ann, Ec. Norm., (3), XLIV, — SEPTEMBRE 1027. 34
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Finalement nous obtiendrons le ds*

‘ 2 )
LU
cos & .

17) 1/s":[f(_y)—

(ui (‘1‘("[)5'/2(1' de la constante arbitraire m et qui tend vers le ds* primitif s

m tend vers = La longueur de chaque géodésique fermée est

(8) Vf(o )/ \/Tikl_én\/ﬂo m’—--

Si 'on applique ceci & la sphére, en partant du s* de Mercator, on
aura les ds* :

(1 _cosim [yt
(9) ds _<ch=y pre >((/VL - dy?).

De méme si nous prenons la surface en poire (Jo J. Tannery, définie
par la méridienne (&, {)

(10) E::lcosﬂ, §:2(I—COS§+SiIlE>7 — T oy T,
2 2 2 2 2

le ds* est
dH? 4 cos*H
4 4

(rr) ds?= (2 +sinH )? b2,

Comme la géodésique fait deux tours sur la surface avant de se fermer,
on écrira
2 4 sinll

acod — 4

(12) 56:2.9:,

( ds?=cos?H (dax*+ dy?).
On aura donc le nouveau ds* du type A,

. .
(13) r/s’::(cosﬂll _ oo m>[/x -+ (ﬂ) (/H’].

cos? 2 cos H

Il est facile, avec les notations du premier Chapitre, de former les
équations des géodésiques pour (g9) ou (13). D’abord, pour (g), on
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aura, en écrivant /» = sin®/,

cosisinx .
————————— sm[r L — {10081 E.
o, {/sin*m — sin®;

(1)
cos shy .
T =sin(¢cost).

Pour le ds* (13), on écrira encore = sin®7 et avec un angle o variable

sinH = sin/sin o,

! . cos’ . .
(== ——arctang(cosztangeo) — ——arctang(tangi(cosg)
(15) . cos ! g( angg) 2 8. 8 o),
cosisinz

= sin[({—¢,) cos(].
\/sm’m — sin?/

. T ) , L.
Ces formules, pour m = 7, donnent encore les géodésiques de la

sphére ou de la surface de J. Tannery. Pour le ds* (g), l'accroisse-

27 ’o O - A ?
ment —, donné a ¢, fait repasser & et y par les mémes valeurs : c’est
notre point de départ; mais I'accroissement moiti¢, —, donné a ¢,

changera, s/ i n'est pas éeal ¢ T, x en — z et v en — v, car x oscille
gera, . est pas ¢g 2’ ) v, >
2 . . T .
entre deux valeurs égales et de signe contraire quand m =4 = tandis
T . N . .
que pour m = =, x peut varier de o 4 27. On a ainsi un exemple du

, : ™ :

cas dénmommé A, ; pour m prenant la valeur —, on passe brusquement

du cas A, au cas B,; d’ailleurs, pour A, ou B,, chaque point de I'an-

neau de surface est & lui-meéme son second point conjugué géodésique.
Ecrivons maintenant, au lieu de (7)),

flojcos*m’

(16) rls’::[f()')-« (dx?*+ dy?),

cos? px

la relation entre 2 et ¢ sur la géodésique /A(/e = sin*7) est donnée, au
lieu de la formule entrant dans (14) et (15), par

(17) ALY =sin| p(t—¢,)cosi].

sin*m — sin®(
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. , oI . 2T + e s s v .
Si done p est égal a -» Paccroissement — infligé a ¢ fait repasser y
2 cost

par la méme valeur, mais change = de signe : c’est le cas B, des symé-
triques géodésiques. On a ainsi les exemples simples

o L/ 1 __costm: . .
(18) ds* = <——ch"y > >(clx + dy?),
cos? —
2 9 1 2
(19) dst— [ costH — 25\ [ e o (2203 HN® s )
) . X 2cosH
. costo

/

I1 est trés simple de 1'et1~ouver1’exemple (2 — x*—y*)(dax* 4+ dy*);
il suffit de supposer la fonction =(4) constante, égale & = par exemple.
Les formules (6) et (7) du paragraphe 5 du Chapitre I fournissent
alors

v!¢<s>+¢1<z)=%, ¥+ ri=2y5,
(20) ~ \/__
. 1 Z 2y =2\/F.
Co(8) + (L) =—>
1 \/C

L’exemple annoncé s’obtient donc pour @ =, = VG y =y, = vz,
A =2. Un exemple un peu moins simple s’obtient en prenant(m, n,
constantes)

" y:\/z—lan:, .z::\/&—l-mc,

(21) ‘ - =
[ yi=Vs—nz,  ay=\{—mL.

Cet exemple est choisi de facon que y et — y, soient deux branches
d’une méme fonction analytique, et de méme x et — a,. En posant

(22) z =mn?, {=¢&,
on aura
(23) ds?= (2 —*—0*)[ (1 + amb)*de®~+ (1 +2n7)*dn?|.

Les équations des géodésiques sont

“ E=\1—nhsinU, U—a2my1i—hcosU=1t— ¢,

(24) S S—
fn::\/x—-r—/zsinv, V—2nyi+hcosV=rt.

St m, n tendent vers zéro, on retrouve le os* de révolution qui a été
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déja employé au paragraphe 2 du Chapitre I pour obtenir, par un
autre procédé, des surfaces voisines, qui ne sont pas de révolution.
Ce ds* (23) est du type A,; il n’est du type A, que sim=n=o0.0n
obtient un type B, symétriques géodésiques, en prenant

(25) ds*= (2 — 42— 0?)[(1+ 2m& )2 di* 4 dn?],
car les équations des géodésiques deviennent

szi::\/x-—/zsinU, U—my/1—hecosU=12(t—t,),

(26)
' -n:\/l—l—/l sin ¢.
2. Cas ot U'une des fonctions z(x) ou 3(v) est paire. — Je rappelle

que 'on a posé
() L=y =0Luy), Buy)=Ly)=—35  dy=4J9z)dsz, dy,={,(s5)ds.

Les deux fonctions 3(v) et B,(y,) n’ont besoin d’étre étudiées que
pour y > o et y,> o; il suftit de savoir exprimer y et y, en 3, z étant
une variable p()blllve. Si donc on prend B (y)=058(— ), onay=y,.
Cette identité 3(y)==3( — ) peut avoir lieu, parce que 3 est une
fonetion »p(u'/-c, au sens analvtique de ce terme, de la variable y : par

exemple B(»)==y*, pour toutes les valeurs de » (négatives ou posi-

tives); ou bien parce que 'on prend par e\omple 5(v) =y pour
positif, puis B( — y)=05,(y) =y pour, yprmu/ encore, de sorte que
linalement B(y )=y pour y positi/ et 3(y)=—y pour y négatif:

dans ce cas, la parité de 3 est une parité graphique, obtenue en pre-
nant pour % deux branches de fonctions distinctes. C’est donc ainsi
que j'entendrai parité : soit au sens analytique, soit au sens graphique.
Or dans les recherches que nous avons développées, seule s’introduit
la somme y—y,, que 3(y) soit paire ou impaire : si les géodé-
siques fermées ne coupent qu'une fraction des coniques y, cela a été
vu. Si les géodésiques fermées doivent couper /outes les coniques )y,
le résultat subsiste, car on introduit I'hypothese de la périodicité
de B(y); done B(— =)= B(+ =) et 'on considére la fonction (/)

definie par
ABm [

p Uis)+dy(z)]ds
(9 27T() = *——————“‘ } T '
) R By) /, Vh —s
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Il n'y a donc encore que les sommes U(3)—+ 4, (3) et y +y, qui
interviennent. Ces préliminaires posés, supposons que 3(y) soit
paire, au sens expliqué, et en méme temps que le ds* & géodésiques
fermées

(3) ' ds?=[alx)+ By |(dz*+ dy?);

introduisons le nouveau ds*

(4 dst==[a(x)+ B ()| (dx*+ dY?), Y=yr—+o(B),

ou o(3) est une fonction uniforme de 3, au voisinage de 3(0);: le nou-
veau ds* a aussi ses géodésiques fermées ; en effet on a

(5) Y=y+0o(p), Biy)= s,

a une valeur positive de 3 correspond une valeur y positive, puis la
méme changée de signe; on a donc '

(6) Y=y +o(f) — Y, = —y+a(p) (y>o),

en adoptant la notation — Y, pour étudier les valeurs de la fonction Y
dans le champ y négatif, comme nous avons du le faire pour expliquer
les résultats d’Abel; on a done

(7) Y+ Yy=2y=)+)r,

et ceci justifie I'assertion. Si «(x) étail paire, au lieu de 3(y),
on raisonnerait sur z(x) au lieu de B(y); si a(x) et B(y) sonl
paires ensemble, on peut faire la double opération; cela nous a
permis de déduire du type (2 —a* — y*)(dz*+dy*) le type plus
compliqué (2 — x* — y*)| dx* (14 2max)* 4+ dy* (1 + 2ny )* | en pre-
nant X =a +mx* et Y=y —+ ny*. Si la fonction 3 est périodique

en y, nous pouvons remarquer qu’elle reste de périodicité = quand on
I"étudie comme fonction de Y. Nous allons appliquer ceci & la spheére.

3. Surfaces déduites de la sphére. — Nous avons obtenu le ds* de la -
sphere
(1) da*=[p(o +if)— p(w' +0)|(dE + dn?),

en variables réelles £, «; la fonction p(w 7€) est paire en £ (au sens
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. . . fw' ., . .
analythue) et admet la perlodel'[— = 4K’ nécessaire de ce fait qu’une

série de grands cercles coupent toutes les coniques Z; la fome-
tion p(w'— 1) est paire en 7 et admet la période jo = 1K nécessaire
de ce fait qu'une série de grands cercles coupent toutes les coniques 7,
d’ailleurs les grands cercles qui rencontrent toutes les coniques % ne
rencontrent qu’'une fraction des coniques 7 et inversement. En fail

o . 2 .-
plo—+%2) admet fa période — et pt o' =) la période 20, et cela
tient cette [ois aux antipodes. Maintenant, conformément aux indica-
tions du paragraphe précédent, écrivons avee deux constantes arbi-
traires m et n
() { Ast= | plo+ &) pio' +a)(de?+ dry?),
(2= cA-mplo—-tz), V= np (w1

Nous avons bien satisfail aux conditions de parité et périodicité. On

peut, si Uon préfere, écrire ce ds* sous la forme

(3) dst= (u ~v—")[r/uﬂ:m+ v : !

Viie,—wu)iu—ey)lu—ey))

”-

I |~

+(/c'='$n+ : : X
! V/--,l“"‘—(‘,H(‘~~-C’._,)((' ——egl\v

ot w=p(w—+iZ) et v=p(w'~+7);0nae2uze,2v2e, Les équa-
tions des géodeésiques sont

di+mdu _ do+ndv

Ve—7T — Jh—v¢

(4) di

ou encore

- du — 4 amu—h=t,

; / \//:(u e}](u —e)(u—es)(h—u)

g dy : -—gll\//l__‘_‘;:l_IO'
\/!‘(('-——ei)(('-—‘“eg)(('*‘33,)(/2'—";) )

(5)
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Ces équations s'intégrent explicitement par les fonctions elliptiques,
il faut bien remarquer que les coordonnées d’un point de la surface ne
sont pas exprimées en fonctions uniformes de u el v.

St m, n sont nulles toutes deux, on retrouve la sphere; si nim, ni n
ne sont nulles, les géodésiques sont simplement ferméces, sans aucune
particularité (ni antipodes, ni points géodésiquement conjugués).
Supposons 2 nul, m 5= 0. Nous allons trouver une particularité singu-
litre; en effet, si la constante /i est comprise entre ¢, et ¢,, la fonc-
tion p(w -+ %) joue comme fonction périodique de % [période 4K’
correspondant 4 2%, 2K correspondant & =] et p(w’ 4+ 7) comme
fonction quelconque; les fonctions 2(2) + 2, (O et b(z)+ b (2) sont
les mémes que pour la sphére; d’ailleurs, # étant nulle, b(z) =1, (=),
Yy =y, ces fonctions étant les mémes que pour la sphere. Cela
entraine hien, d"apres les vésultats du Chapitre I, paragraphe 4, que
Paccroissement 27(/) échange (%, ) avee (5 -+ 4K', 1), mais que
["aceroissement =( /), infligé & v, échange 'E,"rl) avee (242K, — 1)
comme pour la sphere; les géodésiques correspondant a ey =h=e, ont
done des antipodes. Si maintenant onac,<h<e,, ¢'est 8 quijoue comme
fonction périodique, mais non «; cette fois, la condition de parité n’est
plus vérifiée pour =« considérée comme fonction de x5 ol »'y a plus
d’antipodes géodésiques sur les géodésiques correspondant @ e, Sh<e,.
“Au Chapitre 1I, paragraphe 3, nous avions déja signalé une propriété
de cefte espice pour une surface continue, fermée, sans singularite,
mais formée par la réunion de trois morceaux analytiquement dis-
tincts; ici, nous avons des anneaux de surface formés d’un seul mor-
ceau analytique; il faut, d’ailleurs, signaler la difficulté qu'il y a &
trouverun anneau contenant effectivement une géodésique de 'une ct
"autre catégorie.

Une question intéressante se pose, c’est de voir si ceds* nouveau (2)
définit une surface fermée. D’abord, ce ds* est défini sur toute lasphére
d’élément (1), car & chaque point de lasphere appartient un (%, v) bien
déterminé dans le rectangle

—2K'€ELa kK, — K<nik;

et la forme (2) montre qu’en cette station (£, v) le ds® (2) est parfai-
tement connu. Calculons la courbure de ce ds*.
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La courbure totale, H, du ds* = a(2) + 30 [ da® + dv*) ext

(6) P R e el el AL e ol
T RR, T a(or+ 5)"
Ici, on a
a =plo—+7%), S=—plo +ma),
o — de  p' (w415 o dB = plo' 40
el — = > L= —
(7) ¢ dx T mip' (w405 i oy L= np' (' -+ -q)’
, _da’ —p - 1E) ar_ A3 —pliw' 4 n)
S . 7 RS e ’ ’ N I
dx [T+ mip (w—+ 2] ) 1+ np'(o +n)

— p ) Pl +n)
- N 9 + ! ’ o
[1+=mip'{o—+ )| |1+ npie+maq)
plim+iE)  plle'—4m1)
(v mip')? (1+np') |
2| pl+i5)—plo —+n)

A plo i) — plo+0)]

(8) =

Il est facile de voir que, dans le plan £, 7, les courbes obtenues en
donnant a H, dans I'équation (8), une valeur arbitraire passent au
pointz =K' = (-’I’.—/, 7, = K = o, image d’un foyer de la sphére, et y ont
trois tangentes réelles. Kn rendant I'équation enticére, on a

(8) —p (o= (E)[ 1+ mip' (o (2) || 1+ np' (o +7)
A p e A [ np (o =) [T mip (o 4 2) P
A ploy =8 plo' 4] p" (o4 )1+ np (o' 4+0)]?
A= p (o' )| 14 mip' (o~ 12)]F

—2ll[pio+i)—pla'+0)P=o.
Pour m = n = o, on aurait la sphére; donce, dans (8), la partie indé-
pendante de e et nose réduit i

2(1— 1D plo+ i) —plo'+a)P.
Posons

Ii
. ) -
= 4+ X, =0 -+ Y
4

et appliquons le développement
(9) ploy4 o —-t)=e,+ Ay 2+ Agth+.. ..
Au second membre de (g), il n’y a que des puissances paires. On a

(10) Plo o 4+ ) =2At+4A 00+ ...
Ann, Ee¢. Norm., (3), XLIV, — SEPTEMBRE 1g27.
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On aura done, en amorcant le développement de (8'),
(1) (2A, X —4A, X0+ 21— a2amA X +... ] 1+6nA Y .. .]

+ (oA Y = 4AY P an A Y+ [ —6m AN L]

— (AX - A Y2 O[22 — 12 AL (6 A Y - )

(2 A 12 ,Y 24+ )10 —6mA X+ )]+ 2 HA X2+ A Y24 )3 =o.

Comme vérification, il n’y a pas de terme du second degré; les
termes de degré trois se réduisent &
GA [m(XF— 3XY?) -+ n(3XY — Y3 .

in I'égalant & zéro, cette expression donne les tangentes au point

X=Y=o ou =K, ==K
¢n posant
Y "
Y: tangm,
on obtient
m
(12) tang?)m:-——-;,

de sorte que nous obtenons un point triple & tangentes réelles, formant
entre elles des angles de Go®. Sur une surface fermée, qui représen-
terait le /s*, la courbure totale pourrait donc prendre une valeur quel-
conque; les courbes de méme courbure totale (pour la surface) pas-
seraient toutes aux points homologues des quatre foyers de la sphére.
Nous verrons, un peu plus bas, un exemple de surface algébrique
offrant un tel point singulier, cel exemple étant donné, non pas pour
les gtodésiques, qui sont quelconques, mais au point de vue de celle
singularité. Il est bon de caleuler I'¢lément superficiel de la surface
et celui de sa représentation sphériques; le premier est
(o 43 )drdy,
le second,

o't {3/"’-— (o - |’3)( " e I6//)

)

2(o~+[5)*

ddy.

On trouvera donc aux environs de £ =K', =K ou X =Y = o, i cal-
culer pour I'aire de la représentation sphérique I'intégrale

(13) f‘j".’,;&fl'ln(xi‘v-m 3XY?) - (3 XY — Y4y -

AT YY) T AN Y
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7
En passant aux coordonnées polaires, on voit aussitot que 1'élément
différentiel reste fini au voisinage du point X =Y = o, de sorte qu'il
n’y a pas impossibilité d’ obtenir une surface fermée.

‘Cette étude montre comment il est avantageux de modifier le ds*;

écrivons, en effet, avec un entier positif / et des constantes m, n quel-
conques, mais petites,

oy (S ) p (! ) (d ok dy)
D=2 m|p(m 4 iZ) —e. %, y=n-+n[ p(e +mn)—e

Par un calcul analogue au précédent, on a

ip' (w4 i2)
o = o) = L2, o — ’ A
(5) plo—+1%) o T ik (p— e
= p oA E) A+ mik(k—) plt( p—ey)i?
B [t~ milp p— e))s— 1]

’

et formules analogues pour 3, 5, 3”. Le méme calcul, pour la courbe

RR/

donne une équation en X, Y ol les termes indépendants de m, n se
réduisent a

(16) 21— 1) (A, X2 A Y2)5

Il suffit que Pensemble des termes contenant 7 ou n soit de degré 7
au moins; il suffit de regarder la forme des termes que 'on aura dans
équation analogue a (8'),

(17) —p" (o =)0 v mip' h(p—e) 1 nup h(p—ey) P R
A [ plo 4= E2) — p (o' —=a) ||} p" (o - E5) — imb(h— 1) (p — )72 p" |
1 np' k( p— ey)r! ;“4-. R

ot 'on n’a éerit que le strict nécessaire pour le degré des termes; on
voit que le degré minimum des termes en m ou n est 2k -+ 13 si
done £ 23, les termes de degré minimum en X et Y sont ceux que
fournit (16); pour un point quelconque du rectangle

e I ey e, (= plm -+ i), c=p(n' 4 7)
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autre que le sommet « = =r¢,, la courbure totale est finie; pour
u=r¢=-c¢,, elle se réduira 2 1 : en effet, on a, au voisinage de ce

point,
Pr(X, Y)+Py(X, Y)+...

X V)P +Q(X, Y) +...

(18) =1+

et pour X, Y trés petits, H se réduit a 'unité; si, d’autre part, on
prend un point fire (u, v) autre que u=¢ =e¢,, la courbure tend
vers 1, si m, n tendent vers zéro; ceci suffit & montrer que pour mz, n
suffisamment petits et £23, le ¢s* (14) a loujours sa courbure posi-
tive, finie, non nulle; mais, pour pouvoir se servir des résultats de
M. H. Weyl et affirmer que ce ds* définit une surface fermée convexe, in
abstracto, il faudrait lever la difficulté offerte parw = ¢ = ¢, ou £ =K,
1, = K, carbien que la fonction 1I définie par (18) tende vers 1 st X
et Y tendent vers zéro, la fonction H n’est pas holomorphe au
voisinage de ce point X =Y =o.

A, Digression sur certaines surfaces auxiliaires et les points ot la cour-
bure totale est indéterminée. — Je délinis une surface algébrique auxi-
liaire de degré 4 par le procédé suivant: dauns le plan horizontal 20y,
soit la circonférence C d’¢quation

0 »
| 2

(@ -—)* - )Pz (1 - 2 )%,

ol ¢ est une certaine constante positive que je suppose d’abord petite.
La surface S est engendrée par une circonférence variable €' d’équa-
tions

. |
(1) ?

—et

0)

A

Yoot (1 2) (1 —5}).

(x —ey1— 33

o

Chaque plan horizontal donne deux de ces circonférences, symétriques
I'une de 'autre par rapport 4 Oz chacune rencontre la circonférence I
décrite de O pour centre, avec un rayon égal a 1, dans le plan 20z; si
nous suivons par continuité la circonférence €', qui, pour z, = o, s¢
réduit & C, cette circonférence ¢’ rencontre la demi-circonférence I'
située du coté des x négatifs et engendre une nappe de surface convexe
fermée, sans singularité, voisine, pour ¢ petit, de la sphére X

2

K ik ==~ I
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la surface S se compose de cette nappe et de la nappe symétrique rela-
tivement & Oz; un plan pivotant autour de Oz coupe S suivant deux
ellipses ayant en commun pour axe le diametre vertical de I': ce plan
coupe la nappe isolée sur S suivant deux demi-ellipses dont les axes
horizontaux ont une longueur différente. L’équation de S est immé-
diate,

(2) [+ )2+ (14 22) (2 —1) P=fe*x* (1 — ).
Isn transportant Porigine au point (o, o, 1), on a I'équation
(2") [@* =)+ (1 22) (5" +

de sorte que le cone des (angentes & lanouvelle origine estle plan ' = o
compté deux fois. Pour e = o, la surface S se réduit bien i lasurface =

B e e

comptée deux fois. Une représentation paramétrique de S s’obtient

immeadiatement :
r=esinf - (1 ¢)sinf cos o,

g 2
(3) ; Y= (1~ 2)sinbsino,
\F o= cosf;
[ ¢ =sinbcoso,
(4) « ¢’ =sinbsino,

[ ¢"= cos@.

La nappe dont nous avons parlé s'obtient en faisant varier o de

N . T P - \ . -
oaarnet O deoa-;lanappe symétrique relativement a Os s’obtient

> .
en remplacant ensuite 0 par — ; nous avons mis en regard, for-
mules (4), ce que Pon obtient pour ¢ = o; on peut faire correspondre
un i un les points deX et S correspondant aux mémes valeurs de 0, 4.

. .-, Oz Ox
“On calcule aisément par le tableau des dérivées =7» == -

§cosl -+ (1-¢)cosfcose (1-¢)cosfsing —<inl
:) . . - . . bl
) — (14 ¢)sinfsino  (1--¢)sinf coso o
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les coefficients B, ¥, G du ds*, BEd0* + 2Fd0do 4+ Gdo?,

g E = (14 g)?cos*f + sin®0 +- e*cos*J + 22(1 + €) cos*0 coso,
(6) { F=—¢c(1+¢)sinfcoslsing,
(G (14 g)*sin?f,

puis les mineurs %, 7, I, de (5),

{ c=[(1+¢)sinf]sinbcosg, 7= [ (1 -4-¢)sinf]sinFsing,

i C=[(r+¢2)sinB ][ (1 +¢) cosf + ecosf cosw) |,

(7)

et enfin les coefficients D, D', D” de Gauss,

(8) D=—(1+4¢)sin0[1+ e+ cecoso], D'= o, D" = — (1 &)*sin30.
: , , DD" — D"
La courbure totale K égale & rmm—q est done
(EG — F?)
- I -+ &+ £C0s0Q
(9) K= - T
. (1) (1-¢& -+ ecosq)*cos*J —- sin*M |*

e étant supposé positif, le numérateur 1+ <(1 4 cosy) esl toujours
positif, au moins égal & 1, de sorte que la courbure est toujours posi-
tive, finie, non nulle. Or pour le pointle plus haut de la surface, 0 = o,
o indélerminé, on a

1

(10) K=

v s
(t+¢e)(1-ec-¢ecosg)’

. . . . 1 .
et 'on voit que cette courbure varie en ce point depuis jus-
I - € "

" 1
WA - La courbure totale en ce point est donc indéter-

minée; la circonstance obtenue, pourle premier exemple du paragraphe
précédent, n’est done pas de nature propre 4 empécher 'existence des
surfaces correspondantes; pour le second, nous avons vu que la cour-
bure totale reste finie et est ¢gale & 1 au point critique. La surface S a
son ds* défini sur toute la spheére X, au sens de M. Weyl, mais avec la

restriction que, pour 0 =o, on a le quotient COS ¢ = \/d = qui est

fini, mais non holomorphe en ¢, ¢/, ¢’. Avec les idées de M. Weyl on
doit exprimer z, y, s en fOIlCthﬂ homogene de degré zéro,dec, ¢/,
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&)
~a
e

On a ainsi

eVer £ e (14 g)e

o

(11) x =
Ve et e

9 =

Bien que la méthode stricte de M. H. Weyl ne soit plus applicable
au ds* (6), on voit néanmoins que ce ds* définit une surface convexe
fermée (aun déplacement et symétrie pres). Iln'y a done pas a hésiter
pour essayer d’é¢tendre la méthode de 'auteur allemand aux exemples
qu'un probléme intéressant m’a fait trouver; méme au cas ol ces
exemples ne donneraient pas de surfaces fermées, les recherches com-
plémentaires sur les méthodes de M. . Weyl ne seraient pas stériles
etauraient un gros intérét pour la théorie des surfaces. J'ajoute une
autre remarque, qui montrera clle aussi 'utilité de la digression de ce
paragraphe. Aux points (o, 0, 1) et (0, 0o, — 1) la surface S complete
admet un plan tangent double : j’ai pu, par un certain procédé (celui
des sections horizontales suivies par continuité), décomposer ma sur-
face S complite en deux nappes séparées, sans stngularité (sauf peul-
étre pour Pwil du mathématicien); si, au contrgzire, on engendre la
surface par les ellipses complétes dont j"ai parlé (sections par les plans
pivolant autour de Oz), la surface ne se sépare pas, ou se sépare, au
gré de Popérateurs je trace sur la tigure 7 la circonférence Cel sa symé-
trique relativement & Porigine; en prenant toujours la plus grande des
deux ellipses méridiennes, on a une nappe dont la section horizontale
est CEDFC; en prenant la plus petite, on a une nappe dont la section
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horizontale est AEBF; nous avions pris avant la nappe dont la section
horizontale est AEDF. :
Il est facile de voir que les sarfaces définies au paragraphe préce-

S
Fig. 7.

dent offrent, si on les prend dans leur ensemble, en chaque foyer,
précisément deux nappes régulieres, tangentes entre elles (toujours
enadmettant'existence de la surface). En elfet, dans lareprésentation,
conforme sur le plan (x, y),

(13) ( ds*=[p(w—+(Z)— plo' - n) | (dr*=+ dy*),

le=f+m|plow-+ii)— e, y="n-+n[plo-+q)—e |k,

il y asurle plan (2, y) réduction de moitié pour les angles de la sur-
face autour du foyer F,; nous avons done obtenu un rectangle (.x, y)
analogue au rectangle (%, 7)) de la figure 6, obtenu en faisant varier Z
de — 2K a4 + 2K, et v de — K & -+ K; le tour complet fait sur la nappe
correspondante de S, autour de F,, tour d’amplitude 2=, est traduit sur
le plan (2, y) par une rotation d’amplitude = seulement; mais si nous
prenons maintenant deux valeurs de (%, 1) symétriques relativement
a F,, ce qui revient & remplacer % par 2K’ —£& et v par 2K — 7,
pP(w—+ %) et p(o’ +7) reprennent les mémes valeurs; mais les
quantités suivantes (ou leurs carrés)

, 7 N . y Je—1 7 .

(i) { dr=d; LI - mh :'/)(m I ) e, ;’ p (e - 1,;')],

Sl dy =dalt+ nk PP 4 n)—ey ;""“‘ Plo 4 1)

ne se reproduisent pas, car p'(w + %), p'(w' -+ 7,) changent de signe;
on a donc une nappe de ds* difféxent, tandis que dans la surface

(15) ds*={ ple~iz) — p(o' 4 0)](d:*+ dn*),
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qui avait servi de point de départ, on retrouvait le méme o/s2. On a done
deux nappes, distinctes, non applicables I'une sur I'autre, tangentes
entre elles au foyer F, : leur total donne une rotation de 4= dans le
plan tangent, réduite 4 2= sur'image (.r, ) ); si m, ntendent vers zéro,
chacune de ces deux nappes tend & se confondre avee la surface de
départ (15).

(’est une circonstance analogue a celle qui se produit pour la sur-
face algébrique S prise comme exemple ici; elle se compose de deux
nappes qui, séparément, tendent vers X si ¢ tend vers zéro.

5. Autres surfuces déduites de la sphére. — J'ai déja indiqué comment
le ds* de la spheére

¢ —u |

7

(1) do? - =

it ot B
—_— b
(w6 — ey 1 — ey i—ey) (e ) —ey) (¢ —ey)

’

(1") do

= plo 2 —plo' +0)|(d*~+ dn*)

conduit aux nouveaux ds? i géodésiques fermées (2, n entiers premiers
entre eux),

L v —ul mrdu® 72l
(2) ds*= — —_ )
4 (=)l —ey) it —ey) (e )0 —eCy) (¢ —e3)

(2') ds?==| plm + (2)— plao/ =0 [(m*dz*+ n*daq*).
Eerivons

‘ r=m?:, )y = ni,
(3) < . L , YN, ;. .

( dsi=|p(o +1~—-—)——p o'+ = ) (de+ dy*),

m n

on a pour la courbure totale I'expression

bur -2 ppr 22
> :

JAPTY ] Y . 3 ST . v )
Godem gy o 10— oy tl— 2, ) D
! 52 o3 4 22 53 4 (4 — ) . -+ _
('/ 1 n- m- m- 1=
VR T 2 — 1)

) 1 . . . p
Les courbes = H, ol Il est une constante arbitraire, forment dans
i

le plan (u, ¢) un faisceau de cubiques, dont une cubique de base est Ia

premicre bissectrice « — ¢ = o comptée trois fois; les points de base

sont donc les trois points n=¢=r¢,, ou ¢,, ou ¢, comptés chacun

trois fois; en chacunla tangente est paralléle & la seconde bissectrice.
Ann. Ee. Norm., (3), XLIV. — SEPTEMBRE 1927, 36
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L’élément superticiel de la représentation sphérique conduit a inté-
grale double

. /’. e (u—v)mndudy L
b : ' "
Y / AW —e)(uw—ey)(u—ey)(v—e)(r—ey)(r—e;) RR

(qui, au voisinage de u=¢=r¢,, n’a pas de sens et donne un résultat
infiniment grand pour une aire infiniment petite de forme convenable
entourant le pointu=v=r¢, : il ne peut donc exister de surface fermée
ayant ce ds* particulier (2), & moins que m et n ne solent ¢gaux tous
deux a 'unité [en elfet, en écrivant « = U + e,, ¢ =V + ¢,, 'élément
differentiel (5) est de la forme

U—V AU+ BV ..

: 7.
\/UT TV dU dV;

ou A, B, ... sontdes constantes |.

1y a néanmoins intérét & étudier au point de vue de 'analysis siius
les surfaces S annulaires ayant ce s*; faisons correspondre sur S el la
sphere X les points de meme £, 75 dans cette correspondance, les géo-
désiques de S sont remplacées sur X par des courbes non géodésiques,
mais topologiquement images. Cette image a pour équation sur X

X md: n drn
(6) = — ! = dt.

Vplo 4+ 2)—h  Vi—plo +0)

Supposons d’abord e, 2/ ze, de facon que la courbe rencontre toutes
les coniques sphériques £; si 27(/) désigne toujours la quantité qui
intervient pour les grands cercles de la sphere

: R -
(7) '37(/L):/ ——__.__({.*::>
_ S ple+2) —h

on voit que les intégrales Z, v de (6) offrent les échanges suivants :
. o

l, E,v )
(8) St amnt(h), L4-4nK, n,
[ L~ mnt(h), 421K

(~— 1),

Supposons d’abord i, nentiers, premiers entre eux, impairs : 'acerois-
sementmn=( /) donne sur S des géodésiques hantipodes, les antipodes
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correspondant d deux points diamétralement opposés de la sphére; cette
correspondance n’est pas conforme et la courbe fait sur S on ¥, avant
de se fermer, 2 tours. | Bien entendu, quand on supposera ¢, 2/~ e,
les variables %, v échangeront leurs roles et les circonstances resteront
les mémes. |

Supposons maintenant m pair, n impair (le cas de m impair, n pair
reviendra & un échange des roles de £ et ). L'aceroissement mn<( /)
donne sur S8 le passage d’un point (%, 1) & un point (2 +2nK/, 1),
superposé au point (£ + 2K, 1), ce qui donne sur X dewx points symé-
triques autour de O z; on asimplement une congruence géudésique sur S
la géodésique en jeu, qui rencontre toutes les coniques %, se relerme
sur S apres avoir fait n tours comme précédemment.

St meest impair, n pair, pour les géodésiques qui rencontrent toutes les
coniques £, Paceroissement mn=(h)donné a ¢ donne, sur S, le passage
de (%, ) au point (54 2nK’, — 1) superposé au point (£, — 1), ce
qui donne sur X dewx points symétriques relaticement au plan 20 y.
(Cestdoneun exemple précisdu cas olles antgpodes géodésiques donnent
une auto-rsométrie de S avec une ligne invarianie, ce qui, par une défor-
mation convenable de S peut se ramener & une symeétrie plane; il
suflirait, en ellet, que la ligne invariante, géodésique v = o, devienne
plane. Si nous échangeons, pour ce qui vient d’étre dit, les roles
dene, n,2etr, Ket K/, nous voyonsque, pour sz pair, n unpatr et pour les
geodésiques qui, cette fois, rencontrent toutes les coniques 7 et simple-
mentane fraction des coniques 2, on aura pour Uaceroissementmn= (/)
le passage du point (%,74) & un point (— &, 7 + 2mK) superposé au
poiut ( — &, 7), ce qui donne sur X deux points symétriques relati-
vement au plan vOz. On a done une propriété importante pour m pair,
n impair, les géodésiques fermées se partagent en deux catégories : les
unes qui rencontrent toutes les coniques £

se referment apres avoir
donné des couples de points congruents géodéstquement; les autres,
qui rencontrent toutes les coniques 7, se referment apres avolr donné
des couples d’antipodes, chaque géodésique de cette série avant un
point double dont le licu est une courbe & la fois géodésique et conique
géodésique, ligne invariante dans 'auto-isométrie de la surface. Je
signale, d’ailleurs, comme au paragraphe 3, qu'il y a une difficulté &
résoudre : ¢’est de trouver un anneau S qui comporte i lafois des géo-
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désiques des deux espéces. La distinction entre les antipodes et les
symétriques géodésiques ne consiste donce pas en ce fait que les sur-
faces b antipodes pourraient se ramener exclusivement 4 des surfaces
ayant un centre de symétrie et les surfaces a symétriques géodésiques
a des surfaces ayant un plan de symétrie; la distinction tient sim-
plement & ce que la géodésique coupe toutes les coniques géodésiques
d’un systeme, dans le cas des antipodes et une fraction seulement de
['un et autre systéme dans le cas des symétriques géodésiques.

6. Surfaces fermées a géodéstques fermées et ayant un ds* de Liou-
gtlle. — Larégion out le os?

(1) dst=|alx)+ B(y)]|(dzx*+ dy*)
est défini positif est donnée par I'inégalité
(2) alw)-+B(y)>o.

Ce ds?, tel celui [ p(o + 1x) — p(o' + y)[(dx* + dy*) de la sphére,
peut rester positif dans tout le plan (exception faite de points isolés,

G)I - N o . ’ o
tels que 2 = == = et y = == w el points congruents). Si I'inégalité (2)

n’est pas vérifiée dans tout le plan, la courbe « () + 3(y) = o partage
le plan en régions; pour chaque région positive, une fraction scule
peut se trouver représentée par une surface, de sorte que ces surfaces
admettent soit uneligne d’arrét, soit une aréte de rebroussement. Nous
devons donc, pourles surfaces fermées, revenir au cas ot () + 3(y)
est positif, quels que soient x et y, saul peut-&tre-pour certains
couples (x,, y,) isolés; or, dans le cas A, z(x) est périodique, done
limitée supérieurement et inféricurement et P'inégalité 3(y)2 — a(x)
montre aussi que 3 est limitée inférieurement; le cas A, a dailleurs
montré que {3 est limitée supérieurement. Dans le cas A, o et ( sont
chacune limitées supérieurement, de sorte que les inégalités B2 — «
et 22— 5 prouvent encore que 3 et o sont limitées inférieurcment.
Nous pouvons supposer que la borne supérieure de 3 est zéro; la fone-
tion 5 = — (3(;y) est posilive, limitée supérieurement; soit m la limite
supérieure, positive de z et A, « les limites supérieure et inférieure
de «. On a évidemment, en vertu de .+ >0, I'inégalité a — m2o;
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&)

on ne peut avoir @ > m, sinon les géodésiques

(3) dr dy
pr—— pm—— ]
Vo—h Vi —s

obtenues pour une valeur quelconque de , comprise entre a et m,
couperaient toutes les coniques z, toutes les coniques y et cela
est impossible en géodésiques fermées (Chap. I, § 3). La lnute
inféricure de o est donc ‘égale A la limite supéricure de — 35 les
valeurs de /2 comprises entre A et @ donnent des géodésiques coupant
toutes les coniques y, donc 3 est périodique (si o est constant, cette
conclusion est en défaul car A =a=ua, c’est le cas des ds* de révo-
lution qui a été étudié & part et sur lequel nous ne revenons plus).
Si /i est compris entre a et zéro, la géodésique coupe toutes les
coniques x, done « est périodigue. Cela explique les circonstances ren-
contrées pour la sphere; on a alors

fa=plo-+ir)— e, B=e,—plo' =+ ),

! A=r¢,— e, a=—=e,— ;.

II résulte de i que toute la surface fermée éventuelle dont le ds®
est (1) a pour image sur le plan 20y un domaine ayant pour fron-
ticre @ 1° deux courbes ne dillérant que par une translation, paralléle
4 0., d’amplitude 2= (grace & une homothétie convenable faite sur le
plan); 2* deux courbes ne différant que par une translation, paralléle
4 Oy, d'amplitude 27, si 27 est la période de 3. Pour la sphére 2=
et 27 sont doubles de la plus petite période de « et 3 respectivement;
pour avoir la sphére une fois, il suffit d’un rectangle de dimension 2=
et 2 ou = et 27 le rectangle de dimension (2%, 24) donne deux fois
lasphére et rétablit la symétrie entre les coordonnées x, y. Nous allons
refronver un fait analogue ici. Marquons dansle plan 2Oy ( fig. 8) I'axe
des 2 qui correspond a la conique géodésique ¥ = o (ligne qui est géo-
désique i moins d’étre anguleuse), laxe des y qui correspond de méme
a la conique géodésique 2 = o, analogue & la précédente (nous avons
suppos¢ les limites supérieures de « et 3 obtenues pour x et y nuls);
la géodésique particuliére, correspondant & =« (a limite inférieure
de o et supérieure de — 3), est une géodésique de transition repré-
sentée dans son intégrité par une paralléle v =a, & I'axe Oy et par
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une parallele v =y, a l'axe Ox; les trois géodésiques x=o0, y=o0
cetx=ux, ou y =y, limitent un triangle de la surface; dans la repré-
sentation sphérique de la surface: il correspond & ce triangle, d’apres

n - \ , s .
la formule de Gauss, une portion de la sphére d’¢tendue —; la surface

doit donc comprendre unt triangles analogues offrant avec leurs images

Y
A
1
I
c P2 c R_lc
1
B |
B A 0 A B '[.:v
A
!
1
1
i
1
, 1
c A ¢ A
]
|
|
Y
e J2T )5
Fig. 8.

une configuration analogue a celle que nous avons oblenue pour la
sphere ( fig. 6, Chap. I1); il y a nécessairement deux valeurs — x, 2,
(x, et x, positifs) donnant & « la valeur minimum «, deux valeurs
— ¥, Yo (1 ety positifs) donnant a — 3 la valeur maximum «; cela
fait quatre foyers I, F,, F,, F',; autour de F, les angles, sur la sur-
face, sont diminués de moiti¢ dans la représentation plane. Autour
de F, dans le plan on peut décrire un angle d’amplitude 2=, done sur
la surface complete un angle d’amplitude 4 =5 cela prouve Pexistence de
deux nappes se raccordantsurlasurface en F,. Sur la sphére cette sin-
gularité n’existe pas sur la surface, mais sur sa représentation, car deux
points symétriques relativement & F, donnent le méme point de la
sphére; ici, au contraire, la représentation n’a pas de singularité, ¢’est
la surface qui posséde la singularité; cela explique pourquoi le rec-
tangle complet de dimensions (2%, 27.) donne I'image conforme de la
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surface complete, qui a pour courbure totale 8= et est représentable
univoquement sur la sphére recouverte deux fors. Ce n’est qu’excep-
tionnellement que la surface aura pour courbure totale 4= et sera
représentable sur la sphére recouverte une fois; il me parait assez

vraisemblable que dans ce cas on doit avoir
T 7.
2 2

Ay T= ==

> D= =
et que deux points de.r Oy, symétriques par rapporta Fy, ouF,, ou ¥,
ou I, doivent étre images d’un méme point de la surface. Cela entrai-
nerait
(5) (

\

™

j ) =alm—.ux), a(r)==olxr-+27), ‘n
y(->~_
L2

oINS

Ceci montre qu’il y aurait la sujet & de belles recherches. Les con-
ditions relatives i la courbure totale auraient aussi lieu & intervenir

pour les foyers I, F,, Iy, I, si Uon veut que ces points soient régu-
liers sur la surface.

/ Bl = ﬁo () =) B Y= f)(‘.)’ —+ak),

a9

7. Exemple de surface possédant =* géodésiques [ermées et o géodc-

stques ouvertes. — Considérons le ds* (m, n constantes)

'\‘ ds*==| ploy+ (%) — plo +n) ] (de*+d)y),
(1) R m,|‘ Pim - (2) — e, ]/."

{ v b aley — plo s 0)];
ol 4 est de la forme N - -» N étant entier positif. Si ni m, ni n ne sont
nuls, les géodésiques ne sont pas fermées. Supposons » nul; posons
(2) X =plw-+ 1) — e Y=e —p(o)—+1).
Les équations des géodésiques sont

N et X .
. mh X dX (//,» — L.

Th VX =k Wi+ Y

(3)

Pour /i négatif, les géodésiques sont fermées, car le terme 27(/%) ne
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=

e

fait intervenir que :/—ﬁ’ mais pour / positif, les géodésiques ne sont
plus fermées. Précisément pour N au moins égal & trois, on peut
espérer avoir ainsi des surfaces fermées convexes. Il est bon de donner
un tel exemple, car dans tous les travaux antérieurs, on n'a pas songeé
a cette séparation des géodésiques sur une méme surface fermée;
jai indiqué plus haut des exemples analogues pour les surfaces
a antipodes sur une région ne formant qu’une fraction de la surface

(§ 3 de ce Chapitre).




