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SURFACES
AYANT UN ds"- DE LIOUYILLE ET LEURS GÉODÉSIQUES FERMÉES.

ANTIPODES GÉODÉSIQUES.

POINTS GÉODÉSIQUEMENT SYMÉTRIQUES.

PAR M. BERTRAND GAMBIER
S^ro fesse iir îi hi Faeullc de? Sciences de Lille

INTRODUCTION.

1. Darhoux a donné le p r i nc ipe (h la recherche des surj 'aces de réso-
lution à ^éodésn/ues /'^////r.vetj'ai développé celte méthode ail VidIeUn
( { e s Sciences ma/hémafiques (^ série, t. W, i ( )25); la détermination des
surfaces à lignes nn^-dienses s'impose, même pour obtenir les surfaces
dépourvues d 'une ( . e l l e smgu la r i l é : c'est ainsi que l'on arrive, sans
artifice, à t rouver la s u r / ' n c e en poire de J . Tannery. Eu dehors des
surfaces de r é v o l u t i o n , l 'exemple le p l u s simple de surtaces à géodé-
siques fermées doit être cherché parmi les surfaces dont le dr est
réducuhie à In forme de l M ) ( i v i l l e , puisque les géodésiques (fermées
ou, non ) de telles surfaces s ' ob t i ennen t par des qundratures. L/Alle-
maud Sti icivel a amorcé la ques t ion , sans résul tat bien précis ( ' ) ; son
compatr iote, M... Blaschke^ a imprimé une vigoureuse impulsion, à la
théorie, en é tudiant les surfaces à ( i n l i p o d e s ^éodésu/ues. J ' introduis ici
la classification : poinis conpwnts ^éûdésù/iienient, poinis g-codésif/fie-
ment sy/nét/iqiies^ antipodes ^éodesiques: les trois espèces sont ana-
logues, ^rosso-modo, soit à un couple de surfaces di f ïerant par simple
t rans la t ion , soit à un couple de surfaces symétr iques par rapport à un
plan , soit à un couple symétrique re la t ivement à un poin t [nousver^

( 1 ) 11 faul re tenir ce po in i que, sur toute surface de révolution ou sur toute surface
de Liouvi l le , i l y a co1 ^éodésiques fermées, formant un ensemble dénombrable, dense
partout.
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rons cp^il Y a un nioyeri p lu s subtil de di lier ent ier des po in t s symétri-
quement géodésiques et des points antipodes; il y a un cas, en effet,
où les couples de points symétriquement géodésiques peuvent se cor-
respondre dans une symétrie relative à un po in t , où les couples de
points antipodes peuvent se correspondre dans une symétrie plane ( ' ) ;
le caractère est fourni d'abord par l'étude de l'intersection avec les
coniques géodésiques puis par l'étude des points conjugués géodé-
siques successifs séparant les couples en j e u j . Pour ces trois espèces
de points, il s'agit de surfaces telles que les géodésiques issues d'un
point A arbitraire ne repassent en A. qu'après s'être toutes recoupées
au préalable en A^ (et peut-être aussi en A^, A;;, .... A^,), tandis
que, pour les surfaces les plus générales possédant oc'-* géodésiques
fermées, les oc { géodésiques issues d'un point A arbitraire ont le seul.
point A comme point commun à toutes : pour les surfaces de révolu-
t ion^ par exemple, on peut avoir des surfaces à points congruents
géodésiquement, il n'y en a. aucune admet tan t des points géodési-
quement symétriques 5 il n'y a que la sphère qui admette des a n t i -
podes. Quand les points A, A^ de l 'une décès trois espèces se t rouvent
réalisés sur la surface, la correspondance (A, A ^ ) est in^olau^e et
réalise une auto-isoméïrie de la surface et la distance géodésique AA.)
est constante. M. Blaschke présume que la splière est la seule surj ace
fermée, sans singularité^ à antipodes géodésujues : ta question reste en
suspens et je signale i c i ' u n ds1 part icul ier qui. dé f in i t peut-être^ in
abstractOy une surface fermée à antipodes géodésiques, n'ayant d'autre
singularité que des points isolés où deux nappes se touchent; ce cir
est

( ds^ [ /?(&) -^^)-^(G) /-4-rJ)](^^2-4-<:/yâ),
( x ==£-+- m[pÇw 4- i^) — e^y, y •==. •f] -+- /z [/;» ( û/-4" Yî) — ^YS

où])(u\(.o^ i^ ) est la fonc t ion? de Weierstrass définie par

(2) y/2^ 4 ( / ? — e ï ) ( p —e^(p—^3),

^ i , ^ a ? ev, étant réels, e\ ^> ^^> ^3, e\ 4- e^ +- <?;; = o, 2 eu est la période
réelle, 20/ la période imaginaire pure; m, n sont deux constantes

(r) Voir Chapitre III, fin du paragraphe 5.
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arbitra ires ; /• un entier supérieur ou égal à 3. Le ^v2 (V) est déf in i
sur toute la sphère î. auxi l ia ire , de ravon 15 de ii^

(3) chï-==:[p(w -r- l^)—p(uf^-r^)](dy-{-dr^).

La surface (i) devrait, si m et n t enden t vers zéro, tendre vers la
sphère 1; recoaverte deux' fois: la courbure du r/.r ( ï) est, pour chaque
valeur (c, r^, f in ie , posi t ive, non nulle. Les variables ^ T, doivent
rester réelles et la, valeur ? == °^ -^ == co fourn i t le conlact annoncé de
deuxnappes. Les résultais de M. H. Weyl auraient besoin d'être soigneu-
sement repris pour les é t e n d r e à ce nouveau d\-2 ( Vierieljfil^scinif't
der ^aiurforsch.cnden Geselischaft in Zurich, t. Gl, 1916, p. 4^-72) .

M* Carathéodory a écrit un beau Mémoire de 16 pages sur les sur-
faces à an t ipodes géodésiques, sans s igna ie r ia classification précé-
denle; tout en, r e n d a n t hommage, à l ' ingéniosité du géomètre grec
(professeur à M u n i c h ^ et à l'importance ou à l'élégance de ses résul-
tats, je me perm.etl.rai que lques crit iques. M. Carathéodory signale la
différence entre r isométr ie qui conserve ou renverse la sens des
angles, sans signaler que la première correspond aux poin ts congruents
géodés iquement ; t ou t e surface ordinaire à géodésiques fermées peut
être conver t ie en u n e surface de même <7.rà points congruents et rcci-
proc/ue/nent. M.. Carathéodory signale ensuite cette belle propriété que
tonte surface à an t ipodes (du type deLiouvi i le ou n o n ) peut être mise
en correspondance conforme sur la sphère de sorte que tout couple
d'antipodes corresponde à un, couple dépe in t s diaî iwlralementopposés ,
mais M. Caraihéodory admet i m p l i c i t e m e n t que cette correspondance
conforme est unique : en r éa l i t é , on a, ( i n moins, les "̂' correspon-
dances r é s u l t a n t des diverses con iques homofocales de la sphère ( ini
paramèt re pour l . 'écartt . îment focal, et trois pour le d é p l a c e m e n t de ia
sphère a u t o u r de son centre); dans la pensée de l 'auteur n'inter-
vic î inen . t que les correspondances con fo rmes hn/nf\tH/iie^', ma i s on doit.
fa i re i n t e r v e n i r lof/les les correspondances conformes, biunivoques ou
mult i for i ï ies , échangeant deux a n t i p o d e s avec les ext rémités d' 'uîi
diamètre. C'est pour cela que M. Carathéodory a cru démont re r que ia
sphère est la seule surface de Liouville à an t ipodes ; niais cette pseudo-
démonst ra t ion pèche par la base et doit être considérée comme nu l l e
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et non avenue et il resterait à élucider si la surface ( i ) est fermée.
Au premier Chapitre j ' ind ique comment la méthode d'Abel pour les

mouvements tautochrones donne les surfaces de Liouville à géodé-
siques fermées, puis celles qui , possèdent des antipodes ou des po in t s
géodésiquement symétr iques; la base de la discussion est le beau
Mémoire de M. G. Kœnigs sur les surfaces de Liouville. Le second
Chapitre est consacré a l 'étude topologique des trois catégories spé-
ciales séparées plus haut et des représenta t ions conformes sur la
sphère, sans dis t inguer si le <7.r de la surface est ou non réduc t ib le a
la forme de Liouville. Le troisième Chapitre donne divers exemples ;
•j'y indique des procédés généraux pour déduire d 'un premier exemple
connu, tel que les surfaces de révolut ion , une i n t î n i t é d'autres. C'est
dans ce chapitre que j 'é tabl is les propriétés du ds2 (i) donné p lus
hau t . J'y suggère aussi quelques idées sur la configuration des surfaces
à géodésiques fermées, ayant un ds1 de Liouvi l le , et elles-mêmes fer-
mées. La plupart do iven t être équivalentes topologiquement à une
sphère recouverte de deux feuil lets, elles ont pour courbure totale (ST.
et non 4^ ; certaines correspondraient au contraire à la sphère recou-
verte une fois et auraient pour courbure totale 4^; toutes s e r a i en t
représentables d'une façon conforme biunivoque sur un rectangle
plan divisé par trois géodésiques fondamenta les en seize rectangles ou
Iuli t suivant l'espèce. J'ai enfin s ignalé ce fait impor t an t qu 'une sur-
face fermée peut fort bien admet t re co2 géodésiques fermées, co2 géo-
désiques ouvertes; ou bien q u ' u n e surface fermée à géodésiques foules
fermées peut fort bien admettre une région à ant ipodes et une région
sans ant ipodes; je donne un exemplep/Y^v de cette dernière particu-
larité produit par une sphère convenablement mut i lée .

2. Index bibliogniphique. — La fin du tome '2 et le début du tome 3
de la Théorie des sur faces de Darboux forment un traité d'ensemble des
géodésiques. Voici ma in t enan t les Mémoires se rapportant plus ou
moins à l'étude des géodésiques fermées. D'atord à l'étranger.

STACKEL, Développables à géodésiques algébriques (MatJiematiche Annalen^
t. 43, 1893, p. 1 7 1 - 1 8 4 ) ; Géodésicjues des polyèdres (Rendiconti di Palermo^ t. ̂ ,
1906, p. i4 i -T56); Surfaces de Liouville à g'éodésujues fermées (Journal, de
Crelle, t. 130, igo5, p. 89-1 r^); Contribution, à Vétu.de des géodésiques (/ahres-
berichte der Deatschen Mathematiker Vereinigung^ t. il, 1 9 0 1 , p. 1 2 1 - 1 2 9 ) *
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RODENBERG, Géodésiq ues des polyèdres (Rendiconti di Palermo, r. ^3. 1907,
p. I07-I25).

ZOLL, Surfaces possédant un faisceau de ^'éodésiques fermées ( Matliematiscke
Annalen, t. 57, 1908, p. io8-i33).

FUNK, Surfaces à géodésiques fermées {Mathematische Annale /î, t. 74, igiS,
p. 278-301); Surfaces possédant un faisceau de géodésiques égales fermées
(Mathematische Annalen, t. 73, 1 9 1 4 , p. ^'25-4^7 ) î Sur les surfaces ayant des
points conjugués de distance g'éodésique constante (Mathernatische Zeltschrift^
l. 16, r92.3, p. 159-162) .

HAZZIDAKIS) Surfaces possédant un faisceau de ^éodésiq lies égales (Journal de
Crelle, t. 9."5, i<S83, p. 120-139).

A-MALIA R.USSITA.NO LANZA, Déve îoppables à g-éodésiques algébriques {Rendiconti
di Palermo, t. 47, 1923, p. '>70-';->72).

REIDEMEISTER, Sur une propriété caractéristique de la sphère (Journal de Crelle^
L. 1S4, 1924,., p. 8- î4 el '-^o)'

BLASCHKE, Traité de Géométrie différentielle^ t. 1, •2e édition, p. ï 5 6-139 el
•2'27-'233).

C. CARATHEODORY, Instruments d''optique et calcul des variations ( MilncJien
Sitzunffsberic/ite^ 1926; Ueber Fidchen mit lauter g-eschlossenen ffodàtisclien
Linien und konjug'ierlen Geg-enpunkten (Abhandiung'en ans dein .Mathematis-
dien Seminar der Universitàt Jlamburg-, t. 4, 1926, p. 297--3ï2).

Pnis en France :
D.UUÎOUK, Note XV du tome ^ de la Mécanique de Despeyrous, reproduite avec

quelques suppressions au îo ine 3 de l;i T//éor/'e des surfaces, p. 4~9-
G. KOENIGS, Mémoire sur les lignes ^-éodésiques (Savants étrangers, t. 31, n0 6,

1894, p- i -3 i8) .
HADAMABD, Sur le billard, non euclidien {Procès-verbaux de la Société des

Sciences physiques et naturelles de Bordeaux, 1898 ; Sur certaines propriétés des
t r a j e c t o i r e s en Dynamique (Journal de Liouvilte^ t. 3, 1897, p. 331-387) ; Les
surfaces à courbures opposées et leurs lignes fféodésicjiies (Journal de Liouville^
t. 4, 1898, p. 27-71,).

J. TANINEKY, Bulletin des Sciences mathématiques, ï^yî, p. 190-192 .
îî. GAMBIER? Bulletin, des Sciences mathématiques^ 2e série, t. 49, 1925.

CHAPITRE I.
S U R F A C E S A Y A N T UN ds^ DE L I O U V I L L E ET LEURS GÉODÉSIQUKS FERMÉES.

1. Génn-alùés. — Soit un ds1 quelconque, Erf/r-h- iVc/itclv-^ Gd.92

et une région R du plan ( / / , <') où ce d^ est défini, positif; dans R, je
trace une courbe y fermée; sur une surface S, représentative du rf.r,
donnée ou inconnue, la courbe G, qui a pour image y, a u n e longueur

Ann. Éc. Nonn^ ( 3 ) , XL ÏV . •— JUILLET 1927. 2Ô
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d'arc et une courbure géodésiques connues grâce à la forme r/.v^ ; soit L

la longueur j ( / s ; choisissons G fermée, de longueur L, telle de plusJY
que la courbure de G surpasse constamment la courbure géodésique;
nous pouvons alors construire deux surfaces S, 8 , 5 représentatives
du / / .y 2 , contenant G, cette courbe C correspondant à y ? chaque sur-
('ace S ou S^ représente le (l,r dans une région annulai re s ' é tendante
dans le plan (/ / , ^ ) , de part et d'autre de y; la surface S ou, S, comprend
donc un, anneau contenant G à son intérieur : il se peut qu 'on puisse
prolonger S en dehors de l'anneau, soit pour en déduire une surface
fermée, soit une surface à bord; soit un tube i n d é f i n i ; nous n'entre-
rons pas ici dans cette discussion. Si G a pour longueur pL, on peut
laire correspondre C à y parcourue p fois et l ' anneau S correspond.
p fois à l 'anneau entourant y; si cet anneau plan est fendu transversa-
lement de façon à le rendre simplement connexe, S se trouve décom-
posé en j? morceaux applicables les uns sur les autres, celte applica-
t ion ayant, grosso-fnodo, une certaine analogie avec une t rans la t ion .

Si y est l ' image d'une géodésique,'il n'y a plus aucune condi t ion à
imposer à la courbure de G, puisque la courbure géodésique est nulle ;
les deux surfaces S et S^ se raccordent le long de G, mais sont dis-
tinctes : par exemple, prenons pour courbe G une courbe p lane ; les
deux surfaces S et S, sont symétriques l 'une de l 'autre par rapport
au plan de la courbe G; par une légère déformat ion d'ensemble, S et S.i
resteront distinctes, avec raccord, le long de la géodésique G q u i aura
cessé d'être plane. Ce raisonnement signale d'ailleurs certaines géode-
siques exceptionnelles séparant une surface en deux portions isomé-
tr iques; dans ce cas S et S, se confondent; si G dev ien t ' p l ane , la
surface S est à elle-même sa symétrique relat ivementau plan de G. Les
méridiennes des surfaces de révolution et leurs transformées sur
les surfaces déformées rentrent dans cette classe.

Supposons maintenant réalisé un r/.v2, déf in i , positif , dans u n e
région il du plan ( u , ^ ) et tel que les géodésiques aient pour image sur
ce plan des courbes fermées contenues tout entières dans R et n'ayant
aucun point commun avec la f ront iè re de R;le raisonnement appliqué
à une telle image y nous donne 'une surface S (comprenant au moins
un anneau) ayant ce2 géodésiques fermées, coupant toutes G; on sait,
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d'après les travaux de AI. iïadamard, que cet anneau ne p e u t avoir sa
courbure totale né^ati\-e constamment ' ; il peut , par exemple, c o n t e n i r
une région à courbure négative; il. peut avoir sa courbure pos i t ive
partout. Si la surface S ne correspond qu'à une f rac t ion de la région R,
on sait, comme je l ' a i mont ré au Bulletin (tes Scie/aces mathém.nUflues
en 1920 et 1:921, q u e S a un bord ligne d'arrêt ou une arête de rebrous--
sement; tes courbes v, images géodésiques, q u i , dans R , v i e n n e n t
couper l'image du bord ou de l 'arête, d o n n e n i sur S des géodésiques
ouvertes fo rman t un , sys tème "a:2, d ' a i l leurs comme les géodésiques
fermées; c'est pour cela que je n ' a ime guère la d é n o m i n a t i o n : Fbsche
mi t /^//^7'geschlossenen geodiit iscben L in i en , employée par les a i l leurs
a l lemands ; le mol Inuler est é v i d e m m e n t à suppr imer .

Zoll. a d o n n é un exemple précis de surface de révoiutionj 'ermée à
géodésiques toutes fermées, possédant une zone à courbure négative.
Cet exemple , avec des nota t ions p l u s s imples que celles de Zol l , de
façon à b ien met t re en évidence que la surface est d'un seu! morceau.
a n a l y t i q u e , est dé U n i par la m é r i d i e n n e

(i) x -==. COSY], z •==: j 4 y ( i -4- ~cos' (yj sinri ) — sil'i'rj d-f\.

•s
Le paramètre ~q va r i an t de o à -: on a une por t ion de mér id ienne à

concavi té tou jours t ou rnée vers l 'arc de révolut ion; ' mais, ^ var iant
de o à ——,' on obt ien t : deux points d ' inf lexion sur la mér id ienne .
.D'ai l leurs on peut f a b r i q u e r à volonté une i n f i n i l é d 'exemples de cette
espèce, pu i sque l 'on peut se donner arbitrairement Farc de méridienne
par tant de V^jiKiieur et r e j o i g n a n t Faxe, d'un côté de l 'équateur; la
seule res t r ic l ion est que, sur cet arc, x a i l l e cons t ammen t en décrois-
sant et que le coef f ic ien t a n g u l a i r e de la t angen te à la m é r i d i e n n e soi!
majoré par une ce r t a ine fonc t ion que j 'ai ind iquée . Sur l 'exempie de
Zol l , la s u r f a c e n'a a u c u n e s i n g u l a r i l é et les géodésiques font un seul
tour sur la surface. Celle surface a d 'a i l leurs beaucoup p l u s la forme
de poi re q u e celle de .1. Tannery.

Si la courbe C a une longueur L, sur l 'anneau S les géodésiques
font u.n seul tour et deux: géodésiques fermées se coupent en un nombre
comiani de po in t s , pa i r , b ien e n t e n d u ; si C a la longueur j^L,
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p entier ^> i, un point a de y àjp correspondants A, A ^ , . . . , A^_, et
toutes les géodésiques fermées issues' de A vont se recouper aux
points con^nienU géodésiquement^ A, à savoir A, 5 ..., A^_i.

Si C a pour longueur -^ p entier ̂ i , il n'y a qu'une chose à signaler^
c'est que l 'anneau s'enroule p fois autour de C avant de se fermer et se
compose en général dep nappes distinctes, à moins que le (fs2 n'ait des
auto-applications convenables.

Si nous prenons comme exemple la surface de J. Tannery, déf inie
par sa méridienne

( 9. ) x = cos •n, -s === 4 ( i — cos - -+- s i n -- ) ? — -^ ^ n << -'' ?
'î '3l / ^ •'?

nous savons que les géodésiques coupent chaque paral lèle en de'rix
points et font deux tours sur la surface avant de se fermer. Si donc
nous considérons la surface de révolution applicable sur la précédente-,
obtenue en mul t ip l iant par 2 le rayon de chaque parallèle, à savoir

( 3 ) X = 2 COSYÎ, Z == f \/(2 •+- sinri)42— 4 sin2"/] d'f}^

i l faudra faire varier TJ entre les l imites — r^u ^ -+- ^5 ^o étant l'angle

aigu positif dont le sinus vaut ^; la zone définie par — ^ o ^ ^ ^ + ^ o
cont ient a;2 géodésiques fermées qui ne font qu'un tour autour de
cette zone; on peut dire que cette nouvelle surface se présente plus
na ture l l ement que celle de Tannery, introduite par le désir d 'obtenir
une surface fermée; sur la nouvelle surface, les géodésiques fermées
ont perdu la propriété accidentelle d'avoir un point double. La
longueur L est en effet 4 .ri et pour la surface de J. Tannery on a pris
un équateur de longueur 27; seulement.

2. Surfaces déduites du Mémoire de M. G. Kœnigs. — II y a 35 ans,
M. G. Kœnigs a écrit un beau Mémoire sur les surfaces don t le c/.r
admet 2 (et par suite une infinité) réductions au type de Liouville.
Personne ne semble avoir aperçu que ce Mémoire donne sans effort
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des surfaces à géodésiques fermées. Le ( 1 s 1

[F^) F ( .y ) - j r ^ dy-- -1
( ï )

 €h ^LGT^'GT^JLG^-^^
où F(..r), G-(.r) sont', deux po lynômes qiielcfmques de degré 4 ou infé-
rieur, a. ses géodésiques d é f i n i e s par la célèbre équa t ion d'EuIer

____cU _ ± dr
( 2 ) ^,^^_^^^ - ̂ ^ ^ _ ^ p ( ^ ) 5

où a est u n e cons tan te a rb i t ra i re ; la courbe intégrale (^',.r) est algé-
br ique, de degré / g ^ (^/PC fennec xi c l i c nn pas de branches in / i nù ' s .
D'ail leurs, grâce h u n i n g é n i e u x mode de représentation paramétrique
que Darboux a. i m a g i n é e les oo2 in tégra les de (2), ou ( i varie, p e u v e n t
être échangées avec les ^c ^ c o n n / / / r s d ' / / / ? resenu t n n g ' e n d c l .

Le cas des surfaces à. cou rbu re to ta le cons tan te négative échoue
puisque les images des géodésiques sont des cercles oilhogonaux à un
cercle fixe F d é l i m i t a n t préc isément la région où le ^/.r est d é t i n i
posit if .

Prenons I/exemple b ien s imple

( 3 ) cî,^ = ( a — u 1 — ('ï ) ( du1 -+- ch^ )

que Darbonx d o n n e daus la Note citée p lus haut de la Mécan ique de
Despeyrous ( i ' ) . Ce d^ est de r é v o l u t i o n , mais nous aurons des types
vois ins qui ne sont p.lu.s de r é v o l u t i o n . C'e.vt î i n (h^ except ionnel , à la
fois de révolut ion, de Lie et de L i o u v i l l c . Les images des géodésiques
ont pour équat ion (<-/, h constantes, U paramètre variable)

(4j d -==. \1\—ci sinU, v-==.\j i + a sin(lj 4- b).

Ce sont des e l l ipses ayant pour cercle orthoptique le cercle /r -t- c2 == 2
qui dé l imi t e la région où le ds1 est défini pos i t i f ; ces ellipses engen-

(i) Quand un mouvement plan est régi par une fonction de forces U(^y), les
tra jecto i res relatives à !a constante h des forces v^es sont images des géodésiques
des surfaces S d'élément ds^ ~ :>.( U -5- À}(/^2-4- dy2 ) . Or l^ttraclion newtonienne et
l'attruction i)roportionnelle a la distance donnent-des trajectoires fermées puisque ce
sont des ellipses. L'exemple du texte résulte du second cas; une homothétie nous
permet de nous borner au ds^ du texte.
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drent bien un réseau tangentiel; e l les 'n 'ont aucun p o i n t commun
avec la frontière. Chaque ellipse ayant son centre à l 'origine, toutes
celles qui sont issues du point (u^ v 'o) se recoupent an point ( — / / u ?
— i \> ) , mais il ne faut pas en conclure que sur une surface de révo-
lution S représentative les géodésiques issues d'un point A vont se

"recouper en un autre point A.,; en effet, si S est représentée sur le
plan i i ^ r, il lui correspond une fraction de couronne c i rcula i re de
centre 0, l imitée par deux rayons faisant l 'angle a; une rotation
d'angle a, 2a, ... dans l 'un ou l'autre sens autour de 0 d o n n e des
régions congruentes et il suffira que a soit égal à T. pour que ( / / o , ^,)
^ / _ //^ — ^ \ soient les images d'un même point de S. Ecrivons
donc
( 5 ) //. — p cos ûj, v = p s i n G.) , ds1 == ( 'ï — p2 ) ( c/pi> 4- p" dr^ ).

La surface S est le lieu du p o i n t /'., 0, ,̂  (A constante)

i /•^À'-'p1 '^—p2), dr^-^d^-^ (a —-p')Jp2, ^ - r - ^
(6^ < ______________

( ^^^./^^!)1=:A^^^l • V 0- - p-
La valeur A == ^- donne manifestement , le résultat demandé; ^ s'oh-

2

tient d'ailleurs pour A == - par une intégrale e l l i p t i q u e et non p l u s
hvpere l l ip t ique . Sur u n e géodésique de la surface ffn a

... :i — a . ,-. ï + a . ..... , .
( rj ) ,y r= ,[,.„' -1- —.—— Si n 2 U -h —,—- SI n 2 ( U 4-^ )1

de sorte que la l ongueu r constante comprise en t r e le p o i n t U et le
point U -h T. est T.; or l 'équatenr de S a pour longueur 2T.A; la
valeur A == - f o u r n i t , comme vér i f icat ion, r.. Il est bon de remarquer.i
que, sur la surface, la circulation complète sur la géodésique fai t
part i r avec les coordonnées (// , r) pour revenir avec (-- / / , — r); i l
faut de-ux tours pour retrouver Çu, ^) ( ' ) •

( 1 ) La surface S obtenue pour X == - a pour image sur le plan ( u, v) un demi-

cercle décrit de 0 pour centre avec un rayon égal à i /"* La transformai ion U = u'1— v2,
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Donnons ma in t enan t à ce ds2 la loreie type (Y). J'écris

( 8 ) ^:" == ̂  4- w, y •==-u — iç\ ifs- r-r ( 2 — .ry ) ̂  ̂ fr.

0 n a c e 11 c ib i s la foï 'm e de L ie : é r ê • i v o 11 s eus u i t e

(9) ^r=:cos2X, y r c o s a V , \—ï :=r ^ X-h-Y==:Yj. ^

On a la nouvelle forme de Liouv i l lo :

cis1 == j /; co s (2X — 2 Y ) - ^ cos ( . ,X — 4.Y) (
(9)

[ 4- cos( 2 X + 2 Y ) — ^ cos (/( X -+• 4.Y) ' j c/X d\,

( 1 0 ' ) cis1-^ \ f ~ c o s , : s ^ — c o s 2 ^ — ( - c o s 4 Y ) — c o s 2 ^ ) (^ : i—dr^).

Enf in en posanfc
( ï I ) COS 2 Ï .-= /, COS 2 TJ ==: 0,

on a le type a n n o n c e

^ i ( Q'1 0\\ï dt'1 d^
^6 ,1 \ 1 6 'i / 1 1 i — r2 i — Q'1

/• i- i
\ 16 '""

( i3) F(^)=(-^-^( , -^ ) , G(^)-( i~-^) .

V===2^p , d'aiî!eurs ci tée par M. Cara ihéodorv ^ rcvieiil à la transforniation Z =/s2

<iu j)laiï de la variable complexe et fournit unie aut re représentation conforme biuni-
voque de ta surface sur le plan ( U, V ) ; mais la forme de Liouville est perdue : on la
retrouve par un chang'ement de coordonnées I.J --= RcosQ, V==RsinQ, qui redonne
la forme caractérist i f |ue de révolut ion. S.es deux couples (?/., P ) et (— u, — p ) four-
nissent un seui système ('(J, V) et la sur face correspond cette fois à l'intérieur com-

piet du cercle de centre 0 et rayon - dans le pian fij, V). Les diverses coniques

g'éodési'ques mises enjeu sont : avec les p;)rainéî..re.s /<., v les courbes d'images u = const.,
p == const ; avec les paramétres ç, -^ ou / et 0 les courl.)es d'images t == const. ou 0 = const. ;
dans le plan ( u^ ?) les courbes / --=- const. son t . les ellipses homofocales, doni les
foyers sont p == o, /// ==::b i ; ies courbes 0 =-- consl. sont dans le plan (^, v) les hyper-
boles hornofocaies aux ellipses ( jui précédent. Avec les coordonnées polaires on trouve
comme coniques géodésiqucs les courbes qui ont pour image les cercles concentriques
du plan ( u.^ v ) et leurs rayons. On reconna î t aisément qu^une ^éodésique fermée ren-
contre tou,s les rayons issus de l'origine du pbn (a , v ) , qu'elle peut rencontrer toutes
les hyperboles homofocaies, ou simplement une partie, et qu^elle ne peut rencontrer
qu'une partie dss ellipses homofocales.
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Les variables t et 6 sont réelles, t > i, 0 <; i ; on a

a.'4-r .. , \ / ( i 4 - ^ ) ( i+0 )^ ̂  ——_- ̂  COSY] cosi •==: ±: —-————————?
2 ' 2

, .r — y . . .., , yA — i \ / i — 0
(i4) ^—__.:^smr]Sinc==:±

^ r= z/,2 -+- ̂  -+- \/(î — ̂  — ̂  )2 -+- 4 ^S
i 0 == «2 -4- p2 — ̂ (7^^^^^

La région intérieure au cercle u2-^ v2 == 2 se transforme en la région
du plan co^O intérieur au trapèze limité par les droites 0 ==- ± i , / == i,
/—}-0==4; aux points (u, <•') et (—11, — \1) correspond un seu.1 sys-
tème (/, Û) . En gardant F(^), mais remplaçant G ( t ' ) par i — ^+ £ / ' ,
on encore i -+- £o + •£1^4- (^ — ^)^ ' 2 + s:1.^' -t- s- ' . / ' ' ? où les £ sont sutli,-
samment petits, n o u s fa isons perdre à. F(/) la propriété d'avoir deux
racines communes avec G ( / ) , de sorte que le ^/r'ne sera p l u s de révo-
l u t i o n ; le nouveau domairœ

( i 5 ) G ( t ) G ( e ) <o, [ F ( / } G ( ( 5 ) — F ( 0 ) G ( / ) : | G ( ^ < o ) ;

oa le ds1 est d é f i n i , pos l l i f , se trouve l imité par des courbes dépen-
dan t des £ sous forme algébrique, en t iè re , r a t i o n n e l l e ; donc, pour
les £ suff isamment pet i ts , le nouveau domaine est voisin du premier et
les nouvel les images des géodésiques, voisines des premières, n 'on t
pas de point commun avec la frontière. Notre but est a t t e in t .

Il serait sans doute intéressant de dénombrer tous les ds'1 (i) jouis-
sant des mêmes propriétés que ceux que nous venons de former; cette
discussion a été évitée grâce à un premier exemple s imple ; elle devrait
utiliser ce fait que la substitution

/ ax 4- b ay -}- b\
1 'y i/' * ______ '/_____ ii i.x/. y • , ? ——————"• j
\ J 7 ex -+- d cy -+- d /

est possible et permet de donner à trois racines de G des va leurs arbi-
traires; on peut aussi remplacer F et G par XF -4- ;^G et [J-G, où X et [j.
sont des constantes arbitraires. Ces t ransformations ne changent pas
le rf.s-2, mais d'après le théorème de Dini , on sait qu'à tout ( I s 1 de
Liouville,

(•{] _v)((^2--^2)
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correspondent co2 nouveaux (P de Liouville

/a/ll-h^ ^V-^V du'1 d^-y\( d^ d^- \
p AaU-4-6 a V - h p /aU-i-p a V ' 4 - p / \ a U - 4 - 6 a V-h ?

ayant dans le plan (//, r) mêmes images de leurs géodésiques; a, fJ,
a', ?' sont des constantes arbitraires qui n ' interviennent , en réali té,
que par^? paramètre de forme et ^ ^ "7 a ? paramètre d 'homotî iét ie .
Appliqué ici , le procédé revient à remplacer F et G respectivement par
y/F-}- p'G' et aF-4- p G ; il y a une discussion complémentaire à faire
pour les régions.

Un a r t i f i ce complémenta i re réussit encore : si le type (i) réussit
pour un choix par t icul ier de F et G, le nouveau type

^1^1 — ĵ i.Ln r ( { ' ^ — ^^y1
G(:, / ' ) G ( r ) J | ( * ( . r ) G( r f

où m est un nombre commensurable arbi t ra i re (posit if) , réussit
encore^ car les régions où le ds1 est d é f i n i posi t i f sont les mômes, et
la nouvel le é q u a t i o n des géodésiques

dx in dy

\/G ( x ) + a F ( x ) v''G- ( y ) -4- a F ( y ) ~ "

s'intègre encore nl^chn^iiieîïicni^ avec i ri tégrales fermées; mais le nou-
veau, i i s 1 {i' ) n'admet plus qu'une forme de Liouville.

3. G code s if j i i es fermées^ cosiKfiies ^'éodesK/ncs. — Nous étudions donc
les ds^ de Liouvineç

( i ) ds- = [ a ( x ) -h (3 (j ) ] ( dx1- + dy1 ), ,

où a(.z') el pCy) sont des fonctions déf in ies et cont inues dans un
in terva l le déterminé r e l a t i f a x ou y\ la dérivée y J ( a ' ) ou f^(y) peut
admet t re des p o i n t s de d i scont inu i té , où il y a une dérivée à gauche et
une dérivée à, droite. Nous prenons les équations des géodésiques sous
la forme

d:r dy
( 2 ) dt == -————- z= • —.

\/y. { x ) — h ^/h + p ( y )

Afin,. Éc. Nonn.) (3) , XLIV. — AOUT 1927, 2û
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où t est une variable auxiliaire ; on en déduit,

(3) cfs = |:a(.T) + (3 (j):| ̂  -=-- ̂ .{x)~-h dx 4- ̂ (.y)--^ ^V-

La première question importante à résoudre est de savoir ce que
deviennent les coordonnées (^ y) suivies par continuité sur une géo-
désique fermée, la surface étant supposée admettre oo2 géodésiques
fermées; si. (.r\ y ' } sont les nouvelles coordonnées du point de
départ (.r, y), la substitua (x , y; ̂  y ' ) trans farine la for/ne de
Liomille{ï) en elle-même; or, M. G. Kœnigs, dans le Mémoire déjà
cité, détermine toutes les subst i tut ions qui font passer d/u-ne fonm1

donnée de Liouville à une autre, dùdncie. ou non de IM première; b ien
que l 'auteur ait eu surtout en vue le cas où les formes (libèrent, nous
recueil lerons - le .fruit de sa savante discussion; ici, on a nécessaire-
ment ( ' ) l ' u n e des formes (^, b, e constantes) :

( x 1 =: ax -+- b, \ •^ '^ a x +• ]^
( •) \ •/=i a-y -\- c; ) ( Y 1 - ^ — ciy --+- c;

^^'=—y^^ ( iv, l^- rtj^'
' / ^y/=: a) '4-c ; • ' [ r ^ cuc+c.

f i ) Dans le cas où le ds^ étudié adoiel plusieurs formes de Liouville (listincics, on
peLit obtenir inu; substitution non comprise dans les formes î, S I , î l l 0" IV; |)ar
exemple, le cl.^ déjà étudié (f! — ̂  —y^}{d^ 4 d y 1 } admet la subst i tut ion

x' =. x ces o.) —y s in (.0, y' — ^ ̂  w •+• y cos (•fJI

qui le reproduit, mais chaque géodésique est remplacée par une autre, au lieu de se
substituer à clle-merne; de ineine, sur la sphère, si nous prenons un sys tème de
coniques homofocales déterminé, puis, que nous faisions un déplacement de la sphère
autour de son centre, un point M et son transformé iVV ont, par rapport au système
homofocal primitif des coordonnées respectives (.^y; ^ ' y ' ) "<" se déduisant pas les
unes des autres par les substitutions du texte; mais les géodésiques se sont échangées
entre elles. En tout cas, si le d^ n'a qu'une forme de Lionville, écrite sous la
forme | y ( ' / / , : - - v } — ^ { i i — v ) \ du. dv avec les noiations de M. G. Kœnigs, il n'y •a que
la substitution

u' — au — b^ v' == S^P -;- c ou u' == ac -i- ^3 v' — ^uu •-{- c

qui garde la forme de Liouville; le résultat du texte en découle. Ceci prouve encore
qu'il y aurait, lieu d'étudier spécialement les types de M. G. Kœnigs, comme je l'ai dit
au paragraphe-2; mais la méthode suivie au paragraphe 3 ne peut les laisser échapper,
grâce û ce fait que chaque géodésique doit se substituer à eîle-mêrne,



SLHU'ACES ÀYAINT UN (Is^ DE LIOUVILLE ET LEURS GÉODÉS1QUES FERMÉES. 227

Remplacer x par x -4- A et. y par Y -+- a, où X et a sont des cons-
tantes, permet de supposer h == c =r o quand <<7 est différent de ±: i :
or a ̂ -±i ne peut répondre à notre b u t (auto-isométrie de la surface,
échange de chaque géodésique avec elle-même).. En effet (T), pour
raufco-isonsétrie, entraîne

( .1 ) a(a<) - ̂  +f(a), ^ { a v ) = ̂ -) - /(a),

où /(</) est une certaine fonction de a\ l 'équation (2) en x et y est
remplacée par

dx ___ _____^r
\/a ( a-- ; — hatj -4- a '- /( a ) \l^j ( r ) -{- /?- a'2 — a^/'f a )

Pour avoir la me/ne équat ion, il. faut supposer rr ==i , y ' (a)==o.
Cela j u s t i f i e notre assertion; (II), , (.1.11), (IV) se traitent de façon
semblable [on peut , d 'ailleurs, par deux tours réduire (II) et (IV)
à un cas particulier de (1), (.2;, ^; crx^ cry) et (III) par quatre tours
à (,-r, r: ^''.z'; a \y)|. Nous devons donc supposer ^ == + i ou — i, et
grâce au remplacement de x en .z-+ A et y en y -+- [̂  nous n 'aurons
à envisager que les cas suivants, où a, b sont des constantes non
nulles; pour (1),

•A.';;::;^ IA" ;:'::;
. x'-^ — x, , \ .r^^x -{-a,

^^•^y; (A41 ) !v=,.r+^

Le cas jt^ === .2t, r' ̂ .y -+- ^ î 1 dilTère de (A/) que par un changement
de notations. Pour (II ), nous avons

• , x'-^x-^a, ' ( x'-=.v,
^\,'=-y, ^\r'=-r.

Le type ("II I) donne seulement
( x1 •==- — r,

•^ iy—
Le type ( I V ) donne

i x'-=. er -+-«, ,^ . ( «^^ sjs
(Di) . ' (D^ ^-^

( 1 • --— £ JH ' [ J —— C, iX/ .
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Montrons de suite que (A/), (C), ( D i ) , ( D û ) ne peuvent exister.
Pour (A,/), il faut d'abord, avec une constante c,

v\x + a) ^=a(sc) +c, p(j4- b) ̂  p( j ' )— c,

et comme chaque géodésique doit se substituer à elle-même^ la cons-
tante c est nulle; a a donc la période a et ? la période b; les équations

, dx £ cl y
i ^ \ / - / / —— ________________ ——— _________•_______

\/a ( x} -"-A \/p ( j} -+- h

montrent que a(;r)— h et p( j )+^ ne peuvent s 'annuler, sinon, x
et y oscilleraient entre deux limites fixes et ne pourraient, au bout
(Tun tour, s'accroître des quantités fixes a et b ; un tour complet
accroît t de la quant i té T(A), indépendante du. point de départ, en
raison de la périodicité de a^z') et p(y); supposons </.2*^>o, on
aura a > o, zdy ^> o; b aura le signe de £. On a donc (z= ± i) :

/^__^L__:= /l/'__^^__
(6) '^^V,' ^a^y^A-^ ̂ ^

En calculant T^/?/), on a une contradiction, car on égale une quan-
t i t é essentiellement positive à une quantité essentiellement négative;

(7) ^w^r—^—^-f" -'y .„
^ [a(^ )—/zp ^ j _ p ( v ) ^ ^ p

(A;,) n'existe pas; par suite^ (D.i) non plus, car deux tours donnent
pour (D , )
(8) x"'•=. £ / 4- Œ==.r+ <2, J//==£^/=:y~^- ^5.

Les cas (Aa), (A;/) sont possibles, comme l'a montré le d^ étudié déjà
(2 — u^— ^ " ) ( d u ' î •+- d^ ),

(Ai) est réalisé pour une surface de révolution, ou encore pour les ch12

de Li ou/ville de la sphère

[/?(û) -^rix') —pÇ(^-^j')](dx'1-^- ^j2);

.nous verrons que^(Bi) et (Ba) sont possibles : i ls rentrent d'ailleurs



SURFACTS AYANT UN (/S2 DE LÏOUVÎLLE ET LEURS GÉOi^ÉSÎQlîES FERMÉES. 22C)

comme cas particuliers dans (A,) et (Aa") respectivement par deux
tours; mais comme ils inversent le 'sem des angles, ils ne peuvent
correspondre qu'aux antipodes et aux points géodésiquement symé-
triques; au contraire, ("A)), (A^), (A:;) conservent le sens des angles.
En vertu des équations (2), ( A ^ ) exig'e que la fonct ion a(^1) ait la
période a,

Remarquons que (A:;), pour Fauto-isoi'nétn'e, puis pour la substi-
tution de la géodésique à el le-même, entraîne

(9) a(-.r)E^(^), p(-r)=(3(j ').

Or, deux tours; p o u r ^ C ) , d o n n e n t

( ï o) x^ =z — ) • ' —=. — x, y " "==. x ' -=. — } ' y

de sorte que (C) en t r a îne les condi t ions (9); (C) ent ra îne de plus

( a(.^)^a(-j ')EEEa(j)^(3(7)-}-a,
- ï / '( p(y)EEEp( x)^a(x)^-a.

Le ds2 de la surface aurait donc la forme

(12) [ a ( x ) + a(y) - a](d^-^ dy^,

et si Pon prend une géodésique

^3^ dx' ^ ^vl__^
' a { x } — h A + a ( j ) — a 5

le changement de x en y\ de y en — x ne peut reproduire l'équa-
tion (i3) que si h == -: donc (C) ne peut exister; une discussion ana-
logue prouve que (D^) n'existe pas.

Fina lement il nous reste, pour les surfaces h ^éodésiques fermées,
à réaliser (A i ) et (A./) [(A;,,) sera un cas part iculier de (A^)]. Puis,
si nous voulons les ant ipodes geodésiques, ou (B/), il faudra essayer
de particulariser (A.,); de même pour les symétriques géodésiques,
ou (B^) il. faudra particulariser (Aa).

Le cas (A() (et celui des antipodes) est caractérisé par ce fait que. la
géodésique coupe taules les coniques g-éodésiques x == const. et ne ren-
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contre qii 'une partie des coniques y === const.^ la/onction a(^?) est pério-
dique. Le cas (A.j ) (et celui des symétriques géodésiques} est caractérisé
par ce fait que la géodésique ne coupe qu'une partie des coniques x
aussi bien que des coniques y. Ce critérium sépare nettement le cas des
antipodes ou des symétriques géodésiques,

Les propriétés analytiques et géométriques se t rouvent ainsi étroi-
tement liées et j'espère avoir évité complètement la confusion entre
les notions de condition nécessaire ou de condition simplement s u / l i -
sante. Un scrupule est à élucider; on a supposé a fonct ion un ivoque
de x et ? fonction un ivoque de y . Or, si le point de la surface so
déplace d'une façon continue et revieni au point de départ, les coor-
données (,r, y) peuvent reprendre le même système de valeurs ou nn
nouveau (x\ y'); dans lepremiercas, a et? reprennent les mêmesdéler-
minat ions: la démonstration est basée sur le travail de M'. G. Kœnigs,
car si (a, p) reprenaient des valeurs différentielles (Ï, [4), on a u r a i t
deux formes de Liouvil le (a 4- ^)(dx12 4- rfy2), (a -h"?) (dx2 4- d y 2 }
équivalentes, ce qui, exigerait, en vertu de la conservation de x ou y,
que l'on ait a:==:a -4- A, p===[j — k, où k est une constante, mais alors
la géodésique (/z) serait remplacée par la géodésique h — / i ; donc, le
couple (a, fJ) reprend bien sa valeur si le couple (.z1, y), reprend la
sienne. Dans le cas où (,r, y) est remplacé par un autre couple ( x ' , y ) ,
notre discussion donne le résultât relatif à la subst i tut ion (o^y, x ' , / )
qui est du type ( A ^ ) , (A^), (A:,); nous n'avons donc rien oublié fsaul:
le type exceptionnel (2 — u^ — p2) (du2 -{- d ^ ' ) , qui a été signalé a
part]. Dans certains cas, il y aura avantage à exprimer a et x au moyen
d'un même paramètre auxiliaire ; nous trouverons plus bas u n exemple

3a == 2 4- cosy, x "== <p -s- 8 sincp 4- '- sin a ç*
2

4. Cas ou les géodésique s rencontrent la totalité des coniques ,r. —
La fonction a(^) a la période a; une homotliétie préalable sur le plan
image Çx, y) permet de supposer que cette période est 2r.. Les
équations
(i) • . ^ âx ^——^^

(/a(^)-/i ,/A4-p(j)
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montrent que a(^) — // reste cons tamment positif, tandis que h 4- p(y)
admet deux racines entre lesquelles y oscille; si h est quelconque., ces
racines sont s imples ; el les comprennent entre 'elles un rnaxwnini
(absolu) de p (y ) ; on peut, sans par t icular iser , supposer ce maximum
n u l et a t t e i n t pour y ===•(); on a

^(-0)^0 et ^(H-o^o.

Somme toute, on doit dé f in i r pour y pontifies deux fonct ions p(y")
et p('--y); puisque nous avons à considérer les valeurs égales d.e p ^ y )
et p f — y / ' ) , i l est n a t u r e l de poser

( '2 )
( ^(y)E=i3( '—j),

/ ^•-r^K/5,

p(:r):=:(3i(ri)=.

dr^ --= 'l/i( ^ ) fl^.

La variable ^ reste pos i t ive ; à chaque valeur de ^ correspond une valeur
dey et une va leur de y , ; déterminer p(y) ou p ^ C y i ) revient à cal-
culer y ou y,, en f o n c t i o n de ^, ou encore à ca lculer t ^ ( ^ ) et d^(:?). Je
trace sur la f i g u r e ï les axes Or, Or, co ïnc idant , 0^3 et 03, aussi,

'ÎHf,

Fig- 1 -

QJ étant dir igé en sons inverse de Op. La constante h est positive et
doit rester in fé r ieure à la l i m i t e i n f é r i eu re (posi t ive ou , à la r igueur ,
mille) de af.r); ,̂  v a r i a n t de o a h, y varie de o à -^ e ty , d e o à ï ] , . Si
l 'on représente m a i n t e n a n t la courbe y(f) ( / / g - . 2), je trace encore les
deux axes Oy et Oy, d i rec tement opposés; la courbe a la forme d ' u n e "
s inuso ïde ( ' ) , la partit- AJiCïî'A' se reproduisant par t r ans l a t i on el:.

( i ) Si ^(z) clinn^-e de signe, Sa sinusoïde présente un retour sur eile-même., ce qui
produit une boucle avec point double.
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chaque droite Aa, Ce, A'' d étant axe de symétrie. -En B, il y a inflexion
analytique si ^(o)==o, te rayon de courbure étant i n f in i , et inflexion
graphique si p^+o) et ^ ( — o ) ne sont pas nulles toutes deux
[si ?'(-4-o)^>o, sans égalité, le rayon de courbure de la branche BC
en B est f in i ; si ^(--l- o) = o, il est inf in i ; mêmes résultats pour la

branche BA et [:/(—o)'|. Quand / croît de la quanti té aa\ que nous
appellerons 2T(A), l 'ordonnée et la pente de la tangente reprennent
toutes deux la même valeur. Il est uti le, pour la suite, de remarquer
que si p(j):= [3, (y), autrement dit si p(y) est paire, B, B' . . . sont
centres de symétrie, de sorte que, t croissant de ac ou T(7/), l'or-
donnée et la pente de la tangente changent de signe [nous en tendons
ici la parité au sens large; a ins i , si f J ( j )=-=[y[ , la fonction f4(j) est,
considérée comme paire].

Donc, pour que x et y reprennent simultanément, le premier la
valeur x -+- 2?:, l'autre la valeury, il suffit que aa' == 2^(A) soit égale
à l'accroissement de t quand x croît de 211. Nous aurons donc

L r^ dx - r
2j, d a { . X } — f i J, rt./o

^(3 ) T(/QEE \/v.{x)—/i. ./„ (//),+P(J/) „/„ ^/r
ce qui, tenant compte des déf ini t ions (2), donne

( 4 ) /«-Ai

LiLil±J^C l̂̂<//r î =T(À) - L (^
~ 2 J. ^/a{x~}—~h

La donnée de la fonction périodique a(^) donne ^(/Q; l 'équation
fonctionnelle trouvée ainsi pour la somme ^(^) •+ ^ i ( ^ ) n'est autre
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que réquatioîi obtenue par Abel pour les mouvements tautochrones.
Si l'on se reporte au Traite d'Analyse de M. Goursat ('2e édit ion, t.. 1,
*p. 344)? on obtient

Mais il y a lieu ici de tenir compte .de la forme particulière de ia
fonction T(7/) de façon à s imp l i f i e r ces formules; prenons la dernière :
on a à calculer une intégrale double et l ' inversion de l'ordre des inté-
gral'ions donnera

^ r—^ ^'—/==-î- r^ r-=^L
27rJ, \ j z — h J , Ja-h ^Jn " Jo v/(^—.//.)(,
-^ f -== f -^^^.L / ^ r, -__^__
27Tj^ \/Z——hJ, ^a—h ^Jo " ^o ^ ( ^ - — — / / - ^ a — Â )

—-L c 1 ^ / ' T r^c-2') -^ \r2" / T fv^c-^) 4-^1| 6/.r. L [ -—————-—: »
Jo L^^^^) — V^J27r

On a donc y-l-y, par cette in tégra le et ^-4-^1 pa11 u"e dérivation
sous le signe f - Nous écrivons donc, au lieu de (5) et (6),

(7)

1 r'" i T \\lc/^x} -^"1r +- z'i == — / dx. L '—————•— j,
27r^ [^(^j—v/.-J27TJ, " " \ _ ^ y . { x ) — — \ j z _

\ ^ ( ^ ) 4 - ^ ( ^ ) = — — — — f^^-^doc^
\ 2 7 T V ^ ^ a(.r)—^

On peut donc se donner arbitrairement : la f o n c t i o n aC.r) positive, de
période 'ir^ puis la fonction 'i1^) définie pour ^ ^> o [ou mieux, la
fonction, y(^) primitive de ^(^)'|. On a spécif ié que a(^)+^(y)
ou a(.r) — z reste positif; cela oblige ^ à rester infér ieur à la limite
inférieure de a^.z'); d 'aulre par t , i l est nécessaire que y et y, soient
déf in ies en fonc t ion de z, et positive^,' la dérivée ^C-^) peut s 'annuler
et changer de signe. On doit donc avoir

(s) o'-r^ r^^.Lf^^^ei.
"•" -^o L^/^(^)—v /d

Ann. Kc. Norm.y (3), X.LÎV. — AOUT 1927. ûO
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Il est bon de remarquer qu'il a été commode pour nous d'écrire

ds^ |:a(^) -4- pO').]!:^2^- dj'2] ;

mais il peut devenir nécessaire d'exprimer ^ en fonction de a(.r), ou
encore d'exprimer ^ et a au moyen d'un nouveau paramètre X; de
même, on pourra avoir besoin d^exprimery et ? au moyen d'un para-
mètre Y. Cette remarque est nécessaire p o u r bien comprendre que la
fonction T('À) peut fort b ien être nulle pour h == o. Ainsi , prenons

a = '2 4- cos îp, j' == cp 4- 8 sin o -4- — si n 2 îû,

, , /*2" 8 cos^ -+- 6 cos2^ — 2 .
T ( A ) = / ————— • .̂ —— ^?.

J^ ^ / 2 - + - C O S 9 — A

Pour A-— o, la quant i té sous le si^'ne f est la diiTérentielle de

4 sincp \/2 + coscp,

de sorte que T(o )==o . Si la fonction T(^) est choisie de sorte que
'":(o)7^ô, la somme ^(^)+^. ] (^) est, pour z i n f i n imen t petit, un
intimaient grand ayant pour partie principale, d'après (7)^

I /ï'271 djC T ( 0 )
i ^ . — — i ———==^. OU ——--?

[ r^ djc T ( O )
—^ J — OU ———r
\/^ ̂  V^TÏ) 7T ̂ /i27T V-3

résultat d'accord avec (5); mais alors puisque ^(^) est égal à——-

et^.i (<ï) à-^——.? cela entraîne que l 'une au moins, des valeurs [^('-+-0),
^(-- o) soit n u l l e ; si ^(--h o) et ^( — o) sont nulles toutes deux, la
ligne y =o est géodésique sur les deux nappes de surface qu/elle
sépare, car, en réalité, notre analyse conduit à deux ds^ distincts

(9) [^(^)+P(.y)](^%+^'' î) et [a(^)-+-|3(—„r);|(^2~^-c/J2)

dejinù séparément pour y ^> o; ces deux ds2 ne coïncident analyti-
quement que si p(j) et P C — , / ) sont les deux. branches d'une même
fonction analytique étudiée d'abord pour y > o, puis pour y<o;
si ^(o)==o, on pourra avoir [^(•4-oXo et p ' (—o)>o , égalité
exclue, de sorte que y = o n'est géodésiqne pour aucune des deux
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nappes qu'elle horde. Pour construire l 'anneau qui a été annoncé au
n° i de ce Chapitre, puisque p(o) == p, ( o ) == o;, nous calculons l ' in té -
grale

( m) L == ^ \/a^r) f/.r,

et nous construisons une courbe C quelconque, de longueur L et:
fermée; si ^( o ) == (3'i(o) == o, on const ru i t un anneau de surface
représentant[a(^) 4- P(y)] (W.r2 4- û(r2), C ayant la-courbe y == o pour
image, et l'on garde de cet anneau la port ion S annula i re aussi, corres-
p o n d a n t à y > o; on opère de même pour [a(^)+- ?(— r)] (rf.z"2-^ d y ' 2 )
et S 4-S, est l 'anneau demandé; si p ' (o)=o, ^(0)7^0, on a S
par la môme construction ; r anneau Si n^est réel.que si la courbure
de C surpasse la courbure géodésique de la courbe y •===. o sur
le (1^, [a(.2') 4- ^ (r)] (dx^ 4- ^y2); si ^(o) 7^ o, f^ (o) ^= o, remarque
analogue.

On pourra il', fermer la géodésique aul.remeni" : avec les hypothèses
qui précèdent, la géodésique rencontre une fois s e u l e m e n t chaque
conique de la série x et deux fois toutes les coniques de la série;)' com-
prises entre y == — r? e ty== 4-"^; remarquons que si la courbe C a
exactement la longueur L, la géodésique ne fait qu'un t o u r sur l'an-
neau avan t de se fermer; mais si a(.z') a la. période — et si C a exac-

tement la longueur -? l ' anneau ob tenu se compose en réali té dep feuil-
lets superposés; si l'on ne le regarde que corn nie surface s imple, la

, géodésique fa i t / ) tours sur cette surface, annula i re avan t de se fermer
et se recoupe e l le -n iéme p — i fois ( n o u s l 'avons constaté pour la
surface en poire de .1. Tannery à la fin du n0 1); si l'on prend une
autre courbe (7 de l o n g u e u r L et non plus -^ cette circonstance dispa-
r a î t ; i l n j a plus q u ' u n tour, la géodésique se ferme sans point
double.

Supposons qu'au lieu d'égaler ( K I ' à 2ï(//), on égale aa1 à •^--(A),
où p et q sont entiers el premiers entre eux; x, y reviendront respec-
tivement aux valeurs x 4- ipr^ et j. quand la géodésiqne aura ren-
contré p fois chaque conique x et 2</ fois chaque conique y te l le
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que — Y ] , ==^r^y| : si C a pour longueur L, la géodésique se ferme
après avoir fait? tours sur la surface; il suffirait ici, comme immédia-
tement avant, de donner à C la longueur pL pour avoir une nouvelle
surface annula i re où la géodésique ne ferait qu'un tour avant de se
fermer, rencontrant chaque conique y en ^/ /points . L'introduction de

cette fract ion^ revient donc à écrire, au lieu de (7),

(V)

1 P C^ / i ]'\/^(^)•Jr\/Z~}',4-ji== — L \ dxA. . • -——— ?
271 q J, LV^^-V^J

Le procédé que nous venons d'employer peut encore être ainsi
expliqué : si
(n) [a(.:z•)+(3(J)](^2+<^'2)

donne une surface à géodésiques fermées, le nouveau rf.r

( 1 2 ) [at^j+^j')]^ -h ~<)'2).

où a et fJ sont restés les mêmes, est celui qui s'obtient par (7'); si le
premier s^obtient par (7) et f 8 ) ^ car les équations des i^éodésiques
du nouveau ds1 sont

f i 3 ) g __-^g___ ̂  __^_^ ̂  dQ.
q ^ ( x ) — h \ / Ç > { y ) ^ h

Nous avons ainsi le moyen d'obtenir de nombreuses surfaces rési-
duelles et corésiduelles, comme je l'ai expliqué pour les surfaces de
révolution, dans mon Mémoire du Bulletin des Sciences mathématiques.

Vérifions [en nous bornant aux formules (7)et(8) pour simplifier]
que toutes les géodésiques fermées ont bien L pour longueur; le
résultat, presque évident ici, nous montrera, dans le cas As qui est
plus difficile, la méthode à suivre. Nous avons dit que, sur la géodé-
sique hy on a

( 1 4 ) ds~=.[ \^Çx)—h\ "4- j ? (j) •+• A i ] dt ^=. ̂ cî(^) — h doç + \/p(j) -^hây.
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. La longueur L de la géodésique est
/-'^ __________ /^ __________ r^ ____________

(i5) ^L-= \/a(.r) — II dx + 2 j \/(3 [ y ) 4- // dy 4- 2 I \/|3i (,j'i i -h h d\\
^o ^o «YO

/^ ________ ^ ___
•-=: \ j a { x ) — h dx - { - i f \//{ — ^ [' ̂  ( ̂  ) 4- ,Ĵ  ( ̂  ) '[ ^3.

^O ^ l»

Si l'on a Vidée de calculer de deux façons diiïerenles l 'intégrale
,A

( 16 ) / ^u)du,
J Q

en utilisant l'une ou l'autre définition

f i - ) - f ^ ) - 1 f ^ -f^(^+^( s )^^ î ; ; . { U ) —— - 1 -—————=== —— 1 —————y—————————— "^
2 ̂ j \/y• { ' Â : ) ~ u Jo V" —— ^

on aura une intégrale double à calculer dans les deux cas et l'inversion
des l imites donne

/•t II /^ ï 7Ï / /-».» - /-» ^ yos) ï / </^ / —j^_ ^ r^^f __^_
2 -/.) ^ u V^^ (, •z' ) ~ ̂  ^o ^ 2 V^ ( ̂ ' ) — "

^ïr- __________ ^2^ _____

=-.— dx \jff. ( ,.z- ) — /< 4- ^ clx \/y. ( ̂  ) \
<./ 1 1 »y(i

/" /; / /* ^ ̂  -+- ^ 1 ") </;3 f// / f ( '̂  -h ̂ i ) (IL(• f t , r " ( ̂  -{- ^, ) /iz r i ' , r ! 1 c 'b -h ̂ i ) ̂
1 ^/// / —'•—r=====—— == / uZ I —'————'—————

^o Jo v/^ — ^ «A) J ̂  V^- — z

r'' ^ .__
= = 2 1 (^^-.(Jj j^/ /^——.s^.

( 1 9 ) 1 ^ / —-====—= dz
^o Jo ^ / / / — . 3 Jo

r h

La comparaison des derniers membres de (18) et (19) fourni t la rela-
t ion annoncée

^-•^ __
( 20 ) L =: f \/y. ( .y} /̂.:2\

<t/o

f t reste m a i n t e n a n t à mon t re r comment le cas des antipodes géode-
signes^ B) ^ va pouvoir se déduire de l'étude- complète de A ^ . Si M, («^y)
a pour an t ipode M, , [x -{- ^ --y? la circulation complète MM, M\ ï v )
ramène enMavec les coordonnées Çx 4- ^'^y); ici, on a supposé ci == 2^.
Nous avons déjà remarqué plus haut que si pi(y)^p(y), autrement
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dit si la fonction |3(r) est paire, on ay==r i , ^^4'r et quand t croît
de la quantité ac de la figure 2 ou T('Â),., l 'ordonnée et la pente de la
courbe changent de signe; il suffira donc, pour obtenir B^ que a(^)
nu non seulement la période 2Tv, mais encore la période T.; la condition,
réunie à la parité de [^ est évidemment nécessaire et snfjisante. On a, en
effet, dans ce cas,

/">2rt dx /"trL d.ï' „
1 . -== 2 / ——===.= -=. •2T( À ).

^ \ /a ( .z - )—À J, \/a «)—//, '

On appliquera donc les formules (7) ou ( 7^ ) en y faisant ^==--^1,
y == y, et supposant a de périodicité T:.

5. Cas où les g'éodésiques ne rencontrent q i ^ i i ne fraction des conùjues
x ou y. — Comme plus haut, ^(7) a un maximum q u e ' n o u s sup-
posons encore nul, atteint pour une valeur de y que nous supposons
encore n u l l e ; de môme, a(.r) a un maximum A, nécessairement
positif, -a t te int pour une valeur de x que nous supposons n u l l e aussi.
j'écris donc encore

<Q
j (Vj-)^p(-j), P(J):^(JY)==

{ dy =r. ̂  ( z ) f/z, dy^ == •^ ( ,c ) dz,

puis, pour des motifs analogues,

, . ^ QÎ| ( . / • ) =^ af-- ./,•), A --- a ( a 1 ) -:: \ - - y^(.T) =,= Ç,

^ ^.r-=9('Ç)^, ^ i_<,,(Ç)^Ç.

Les plus petites racines positives de f3(j) -4- À == o et ̂  ("y i ' ) 4- A == o
sont encore appelées ïj et r^ ; les plus petites racines positives
de a(.r) — //, == o et a\(x^ — //== o seront appelées ^ et ^, ; pour que
la géodésique se ferme, en rencontrant deux fois chaque con ique q u i
la coupe, il faut évidemment que l'on ait

(3)
^/k^-Ji^ j ^ <//,"-,+- pj^-j

dx r^ dx,r- d.y r^= / -======== + —
J,, v/a(^^-^ J. \/y'a,(.:ri) -1~ h
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Si l 'on déf in i t !e nombre /, associé à A, par la relation

O') A + / ^ A ,

les équations (3 ) peuvent s'écrire

(.y) r " ( ^ - r - ^ , i^- ^ /'/ ( cp j- 9, ; ̂^ --,- 0, ( ̂

v'^ •/„ v/A^ " ./,, -/T-"-^--*

Donnons -nous arl)iir(iiremenl u n e fonction ^(^ . ) posi t ive , définie, con-
t i nue , pour h compris ent re o et A, où A est une constante positive
arbitsaire^ mais choisie une fois pour toutes. Les équations ( 3') sont
des équations fonct ionnel les du type d'Abel et donnent o -+- ^^ ^ 4- ^i ;
il est commode d'écrire

( 5 j 0 ( / ) = E T ( A ) E S T C À — l ) , Q ' { 1 } :
(//

Nous avons donc, comme p lus haut,

(6}

On peut donc se donner arbitrairement ^Çh),y et^'; comme on a
spécifié que x^ et y\ sont des fonctions positives, on doit avoir les
inégalités restrictives

, , i /^Tf'A.-- l\dl
<- X < -- i ————————-—— 5
- -^ ^^.lX - l

r ( h ) r / h
( S )

U'\
.11 n'est pas nécessaire que les fonctions ^ et '̂  soient toujours posi-

tives, non plus que 9(*Q ou Ç i ( C ) ; c'est ce que montre l 'exemple par-



24<) BERTRAND GAMBIEU.

ticulier relatif à T(7?,) = rJi :
(I—^-Y)2)[(I-2c2) i )^2-4-4y)'^2 ] , A=ri , Ç=P, ^==7^

____., 2_ ...̂  ^ _ 2 r j ^ _ ^ ^ _
•r — ^ "3 ^' ? .7 — ~y? •'̂ '.i — ':z>? î. — .7-

En général, nous aurons quatre rf.v2 distincts, conduisant à une surface
formée de quatre morceaux relatifs aux quatre quadrants du plan
image *r0y, car a(<r) et a(~ x) ne seront pas en général les deux
branches d'une même fonction analytique, non plus que p(j) et
p ( — y ) ; dans l'exemple (E), on a un seul cis2^ le lecteur évitera aisé-
ment les confusions que peuvent produire remploi des symboles x^
y \ y P'i(y0 ou V-\ÇX\) nécessaires pour l'emploi des formules d^Abel.
La valeur numérique r(o) peut être nulle, de même que T(A.) : de la
sorte, si T(o) == o et si ï'(o) === ce, les deux fonctions ̂  et r^ peuvent
être toutes deux finies, non nul les , pour z = o; dans ce cas^ on a une
surface admettant y == o pour ligne anguleuse, qui n'est géodésique
sur aucune des deux nappes qu'elle borde. Je donne l'exemple relatif
à r(À) = \lh, A === i. Je prendrai, dans ce cas,

w '-^v •—^[^^•^
qui. conduit à deux ds2 distincts.

Enfin, on construit un anneau de surface, comme plus haut, en
s'adressant à la ligne y = o, par exemple.

On remarquera encore que, si^(^) =-= d^ (^), on ay = y,i et l'accrois-
sement T(À) infligé à t change y de signe; si, de même,, y^C) === ©, (*(),
on a.^==,2^ et le même accroissement change oc de signe; on réalise
donc ainsi le cas A;>. dont nous avions déjà un exemple par le rf,r\

( 2 — u2 — ^ ) ( clu2 -I- dv1 ) ;

il suffit de faire ^ = ^ 9 J^./i et oc=x.^ y =^ Ci dans les for-
mules (6) et (7).

Le cas (Ba) des symétriques géodésiques rentre dans (Aa), car
M(.'z*,j)a pour symétrique (x, —j) ou lVl, et la circulation MM.,M
ramène en M avec (x, j) ; il suffit ici que p(y) == [̂  ( y ) , d'où y == j,,
0=:^ et que l'accroissement T(À) qui fait changer y de signe fasse
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reprendre à .r la même valeur . On écrit donc, au lieu de f3"),

IL^— /^ ^y „. /^ ^ /^ ^i
( 9 ) —— / y-—————~—————— —— | •———„:.„ 7..———„, „ - -1— j —^ ' , .. , " ••=:•>À J^ \/li -i- b ( , » • ) J^ V a (' x } — h J ^ \/ a i ( ;ri ) — //

d'où l'oîi déduit, au lieu de (6 ) et ("7)1

1 , . i r -(o) /-T^K/Al
| ̂  ( ;. ) =r. —— ———— .4- / —————- ?) "1-^ ^ ^--"J
j i r ' r ( h } f f hg .» . .̂ — __ r ______ .f " — 27^,7„ v/j""/;1

i' ., /,, i [~u\ ) r — ' ( ^ — - i } ^ r \^C) -+• o, C ) = — —^- - J ——/-==— >12 7T ^ J. v / ï " - ^
( « l ; ) / ./ "

i i / " - ( A — / ) ^ /1 /. i .. — i ___:•,__.„_
|r "'• ~1~ « / | —— ——— a —————^_^z=:——— yf ^ r . j ^ ^-l

et l'on constel le hicn que 1/accroissernent 2 T ( / / ) inl1i.gé à /reproduit
.z' et r.

Nous allons calculer, en partant des .formules (G) el; (7), relatives
au cas (A.^) , la longueur I. des ^éodésiques fermées. On a, comme
au paragraphe précédent,

f 1 2 ) I. -:::• '•> f \1 C / . { . Ï ' ) Jt d.f + 2 ^ ^3<i ( , : / • • i ) —- ficLt\

r^\ ________ p^ ^__________
+ r», ^ \/6 (\r',.) -i- // dy + 0. ^ ySi ( ,)'i ) "h A ^)'i

«A ••/ o
/./ /,// ___

== -,̂  v/7~:-?l?(r.) -!-9,(Ç)K-)-2 ^ ^/r'^i^^.-^+^if^)'!^.
•-' (I 'y(l

Les formules ((i) et (7) pe rme t t en t de calculer d i rec tement L par des
intégrales doubles, par u n calcul sans art if ice, mais long et inélégant.

La forme du résultat suggère l'artifice qui consis te à calculer
r ' 1 r 1

\ " : { i ( } d u el I Q { V ) € I { \
«-/() JQ

On a, en effet, par définition de T(//),

( ,3 . -(.)=p^——^.
Jo \/ (l —— ,C.

Ânn. Éc. Norm., (3), XLiV. — AOUT 1 9 2 7 . 3l
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^,5 par le calcul qui a déjà été uni au paragraphe, précédent,

r^ r^^f ./, v7-^
( } l ch f\Li±ĵ
0 J\ ^/u — .;

^ r-<^»=r^rLi±^./, ./, ^ ^/ „ ̂

== f^/- f7' c^ ̂  4;> ) ̂  f^, , ., n—— i] "• I •——=====— === 2 i ( ̂  + ̂ , ) ^A —. G dz,
"o J, v/^-.î J, • •

On a, de même,
(i^ • • • ^v^ r?^i±^^,/, ^.-ç ")

r 1 r 1 —-('•l') f (/( i ')^=2l [îp(0+^(a]v7-^/ç.
^o (.A)

Or, on a écrit
• [ ^ f f ) , : = T . ( A — c ) , h^-l=A., ^+.(^A

;i5)
^ 0(r) ch-== f T ( ( / . } d u ,

J^ .///

On a donc le résultai élég'ani
/,A

( 1 6 ) ' L^=: ^ { u ) d i { .
^ o

Comme précédemment, il peut arriver que la û;éodésique se ferme
après avoir rencontré 2 r / fo i s chaque conique y qui la coupe, ' i p (ois
chaque conique ,rqui la coupe. On aura alors avec une fonct ion - ( I I )
aux i l i a i r e

F ^'l} r î ^ - y'^
( < 7 ) -(k)=-.ç\ f ") + / d.y

U,, ^+P^J) ,/,,j,,y/'+pfj) j,, ^ir^r^-)
- \ C cf•r r^ c^r

./i \jff.{x) — h j ^"1(^1

'îf ( S ) + 4-i ( 3 ) == fl^. r'^'u
I. ̂  Y, 7?

__| T(0)

7ÎT

a, (a', — h )

' ' - . ' ( . i l ) dh

( i 8 )

^9)

9(Ç) -4- a>i ('Ç

•ï' + a",

/<)<//;

~ ̂  .-/, V.̂./,, v/r-^'
^.LritA.' _ /̂ î L -̂î

/^[ ^/Ç ~^ /̂ç—————————/

_ i rr•'^{^— i)d i ,
•'~ t ' ^J , ^t~i
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On à i.C4 pour longueur de la géodésique fermée,

L == 2/j 1 ^v.(x) — h dx 4- 2p ' \/y.i (.z-i} — h d^\
J \\ l-.'jl

C'^ —^ I \/p(
(30)

(j- ) -4- ^ ̂ r 4- 3 </ 1 V^i (,)'i ) 4- h dj\4- 2/7
^ i»

^ °- p f \/l — Ç[ 9( Ï ) 4- yi ( Ç ) _ ] ̂ Ï
't- ( i

r 1 1 ,__
4- 2 y | \M — .^[ ̂  ( ,̂  ) 4- 'i/i ( ^ ,) J dz.

* / ( !

On coîistate immédiatement que l'expression actuel le p\ o 4- 91 j
ou y j ^ 4 - ^ i " [ ayanfc, au moyen de ïf//)., la même forme analytique
que 9 -4- ^ i ou ^ 4- ^.i des formules (6) et (7 ), le résultat de l ' in té-

/ 'Al
gration donne encore, la formule L == f ' : { u ) d u trouvée précé-

demment . Nous pouvons remarquer que si, les formules (6) et (7 ) ont
donné le résu l ta t

( 2 f ; [y. ( ..v ) 4- p ( } • ')}( d^14- dr2 ),

on aura, sans calcul nouveau, en conservant les mêmes fonctions a(j:')
et [ ^ ( y ) un </.v2,

<: t ^ ! } [ a ( x } -h- (3 ( ,) • ) ] [ p1 d^ 4- <72 <} •2 ],

qui. rentre dans les formules (17); car il suffit de comparer les équa-
t ions géodésiques respectives

dx dy ,
( a?. ) -—====== == —=•===:====. == a/ 3

V/a( . r ) -A ^+p(^r)

/j <:/.̂  </ cl)' ,
( '.î2 ) ——<———— == ——-—:——— == a^

^(^") — h \lh 4- (3 ( } ' )

relatives aux <-/.r, (21 ) e t (2 ï \ ) . Les formules (17) montrent bien que
l 'on doit supposer/) et ^ / .p remiers entre eux; on obt ient , comme p lus
haut, la particularisation (A;;) ou (By).
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CHAPITRE Iî.

ÉTUDE SOMMAIRE DES SURFACES, DONT LE ds2 EST O'U NON DE LÏOUV1LLB,
A GÉODÉSIQUES FERMÉES. POINTS CONJUGUÉS. POINTS GÉODÈSIQUEMENT
CONGRUENTS. • ANTIPODES GÉODÉSIQUES. SYM.ËTR1QUES GÉODÉSIQITES.
REPRÉSENTATION CONFORME SUR UNE SPHÈRE.

1. Points conjugués géodésiques. — Nous considérons une surface à
géodésiques fermées, sans nous préoccuper spécialement du cas où
le ds2 a la forme de Liouvi l le ; les portions de surface étudiées n 'on t
d'autre singulari té que des points coniques ou des l ignes anguleuses;
dans le cas de point conique, on ne considère qu'une des deux nappes
.qui se termine au point conique, tel un demi-cône de révolution ; dans
le cas de ligne anguleuse, chaque nappe arrivant à la l igne anguleuse
s^y trouve arrêtée, telle une l en t i l l e sphérique convexe.

Sur une port ion de surface adme t t an t c^2 géodésiques fermées, deux,
de ces courbes se coupent, en. un nombre pair de poin ts et ce n o m b r e
de points communs est fixe, indépendant du choix par t i cu l i e r des deux
.géodésiques, car nous pouvons passer par cont inui té d 'une géodésique
à une autre et le nombre en jeu ne pourrait changer que si deux géo-
désiques venaient à être tangentes et distinctes, ce qui est une con-
tradiction. Ce nombre constant est aussi celui où se coupen t deux
géodésiques infiniment voisines: mais alors, soit une géodésique G
fermée guelconque et un point arbitraire M sur G : M a 'ik conjugués
géodésiques successifs, M^ ^ AL, . . . ; ]ML/;_i, ML/.., celai de rang 'ik^ .ML/.,
coïncidant précisément avec M; se trouvant indépendant de l'orientation
au départ de la géodésuiiie issue de M; ce serait évidemment une façon ,
assez difficile, de chercher les surfaces à géodésiques fermées. Quand
ie point [j. décrit l'arc MAI i de/G, les conjugués successifs de [j. décrivent
les arcs ML, ML, . . ., AL/,.,,.,., M. Si. les géodésiques en jeu ne font qu 'un
tour autour de la surface, elles n'ont pas de point double et le nombre 2/1
est le nombre constant de points d'intersection de deux géodésiques
fermées. Si les géodésiques îontp tours autour de la surface, el les ont
chacune p — i points doubles ( p entier sapérieur ou égal à i), et au
voisinage de chaque point double de G, la géodésique G' i n f i n i m e n t
vois ine coupe G en deux points : en effet, soient £f et g\ les deux
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brandies issues du p o i n t double oj; à ^- correspond une brancher
de . G', ini ini nient, vois ine de y, coupante- en deux points conjugués
successifs encadrant, oj ( l 'un pouvant coïnc ider avec (o), e tcoupant^ ' , ,
sous un angle non i n t i ni, nient pe t i t , en un point; voisin de oj sur celle
branche ^•i ; donc, deux géodésiques quelconques auront celte fois
2(/--+-p — i) poinl 's conimuns. On 'pe i . iÉ5 d 'a i l leurs , transformer très
s implement la surlace S en une au t r e ^ appl icable sur elle, telle que
les géodésiques n ' a i en t plus de poin t double; en effet, on tracera une
courbe plane ou gauche F, fermée, de même longueur que G, mais
s.ans po in t double ; la surface .S., t e l le que F corresponde à G-, et appl i -
cable sur S, répond à la ques t ion . J'ai i n d i q u é le procédé équiva len t ,
au. paragraphe :1. du. rj.iapiire 1, pour les surfaces de révo lu t ion , en
supposant: que G-es fc réquafcei ir ; sur^, il ne restera donc que 2/-points
communs a. deux géodésiques fermées, mais -^ admettra des auto-
app l i ca t ions ; car el le correspond, à S recouver te^ fois.

L e cas < 1 e s a. n I. i p o d e s g é o d. é s i q u e s o u d e s s'y ni é t, r i. q u e s g é o d é s i q u e s
correspond an cas où, avec les n o f c a î i o n s qu i p r écéden t , le /• i l > l l l l t conju-
gué M./, de M. est f i x e , i n d é p e n d a n t de l ' o r i e n t a t i o n au dépari de la géo-
désique issue de M; si. la surface S est fermée ('et. a géodésiques ouvertes
ou fermées) , sur chaque ^éodésique issue de Ai, prenons le y:"'111*11 con-
jugué de M; ce p o i n t décrit:, une courbe fermée; il serait peu t -ê t r e
in téressant d'élildier les ce2 courbes a i n s i tracées sur S; chacune se
réduit à un point , d a n s le cas de surfaces à antipodes ou à symétr iques
géodésiques, ou encore, dans le cas où k est pair et où la surface est à
géodésiques fermées, pour 'une valeur convenable de ce nombre pair,
car on retrouve le p o i n t de dépari même.

A p p l i q u o n s ces n o t i o n s aux surfaces du type de L iouv i l l e à géodé-
siques fermées; pour le type A, et: les fo rmules précises (7) du para-
graphe 4 du Chapitre I, chaque géodésique, ob tenue en f ixan t //,
donc d é p e n d a n t : d 'une seule cons tan te a rb i t r a i r e , admet pour enve-
loppe la c o n i q u e géodésiqney == r^ et la conique r = r^ qu'elle touche
chacune.en un p o i n t ; a u t r e m e n t di t^ deux géodésiques de cette espèce
se coupent seulement en d.eux points (pourvu qu'elles n 'a ient pas de
point double, ce ( { n e ron peu t réaliser) : chaque point M. de la surface
d o n n e donc l i eu à deux conjugués successifs M, et A L = M ; le pre-
mier M, varie avec l 'or ienlat ion dii dépari, le second coïncide toujours
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avec M. Si le type A ^ dégénère en B i , cas des antipodes géodésiques,
le point M, lui-même sera fixe et toujours pré/nier conjugué de M;
c'est ce que M. Carathéodory a démontré par le calcul. J'ai i nd iqué
une généralisation, avec les formules (7') du paragraphe 4 déjà cité :
la géodésique fai t p tours autour de la surface, touche g fois chaque
conique y = T| ou y == —r^i ; il a donc cette fois 2y conjugués géodé-
siques, celui d'ordre 'iq coïncidant avec M; deux géodésiques fermées
se coupent en 2(jp + </ — i) points; on peut ramener p à l'unité comme
j'ai 'expliqué; le cas des antipodes conduit de même à un ant ipode qui
est le (/ww conjugué de M, indépendantde l 'orientation du départ.

Le. cas dénommé (Aa) conduit à des résultats analogues : avec les
formules (6) et (7) du paragraphe 5 du Chapitre précédent, chaque
géodésique fermée G- a pour enveloppe, si h, reste iïxe, les quatre
coniques .2/'== $ ou — E | , y == ^\ ou — T? ; deux géodésiques fermées
quelconques se coupent en quatre points; le nombre k est donc égal
à 2. Pour le cas (A:>,), ce résultat subsiste, à condi t ion de parcourir
deux fois la géodésique; donc, pour (A.^), sur chaque géodésique
on a les conjugués successifs MM-iM^.M;sM qui font le cycle complet;
pour (A;|), on a s implement MM, M', de sorte que ce cas (A.,) est ana-
logue à A,, ; cela explique pourquoi le ds2 ==(2 — u2 — ^)(J^2 4- d ^ )
rentre;, suivant la forme de Liouville adoptée, dans le type (A;}} ou
le type A i , inais jamais dans (A.,). Dans le cas des symétriques géodé-
siques, on a un cycle iMMiiM^M^M où le point du milieu est lu i -même

. indépendant de l 'orientalion de départ en M. L'introduction des
entiers p et y, faite aux formules (18) et (19) de ce paragraphe ^
déjà c i t é , ' d o n n e sur chaque géodésique fermée 'G correspondant à
un h constant; p points de', contact avec chaque conique .2/'-=c
ou — ^ , q points sur 'chaque conique y === TJ ou —ïp ; donc, le
nombre k est égal à p 4 - y ; conclusions semblables a celles qui
précèdent si Fon obtient comme dégénérescence (A;ç) ou (ik).

De toute façon, il n'y a que le cas des antipodes géodésiques,
avec p -== q == i, qui donne une correspondance entre deux points
conjugués successifs.

, 2. Auto-ùométries. ReprésesUation conforme, — Prenons une sur-
face S, dont lerf,y2 est ou non du type de Liouville, telle que les géodé-
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siques issues d 'un poin t ^ i / e / c o / i r / n c M. concourent toutes de nouveau
en Mi ; les résultats classiques sur les enveloppes de géodésiques
prouvent que In d i s t ance MM( est constante , quelle que soit la position
de M sur S, puisque la correspondance .(M, M , ' ) est une aiito-iso-
métrie de la surface; je renvoie au Traité c/e Géopléfrie (lifprenîieUe de
AI. Btaschke ( L 1, i''^ éd i t i on , p. 135-158).

M, M, sont donc, sur chaque géodésique qu i les jo in t , deux p o i n t s
conjugués, peut-ê t re non consécutifs ; les géodésiques concourent
en M. i ; donc, M( é tant un poin t quelconque au même t i t r e que M, ces •
géodésiques do ivent se recouper en I^L; supposons que AL soit en
coïncidence avec M. De la sorte, u-n point M de la surface a, sur chaque
géodésique fermée q u i en part, 2/' conjugués successifs, ce iu i de
ran^ ' i l i coïncidant avec M l u i - m ê m e et celui de ran^ç /; é tan t J i a ' e ,
c'est-à-dire i ndépes idan t de la d i rec t ion de départ.

Que la surface S soit ou non .1er niée, découpons sur S 1111 anneau de
surface e n t o u r a n t une géodésique G fermée et soient L et L| les deux
bords de cet anneau ; nous supposons que S a deux côtés b i en dis t incts ,
nu poini de vue réel. Il v a d o n c ' d e u x cas à d i s t i n g u e r ^ s u i v a n t q u e / '
e s t p a ii " o u in ip a il '.

Soit le cas de k pair: je fais la figure {fîg^ 3)^ en supposant /»••= 2.,.

Fi^3.

u n i q u e m e n t pour s imp l i f i e r la l igure, car la va leur précise de k ne
joue a u c u n rôle; marquons les deux géodésiques G, G7 et les couples
homologues M, M, ; M^ M',; M\ M'[ ; la géodésique G partage l 'anneau S
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en deux régions; A.r et M'[ sont dans la rnêine^ et: cela a pour effet de
censé/ver le sens des angles; nous pouvons supposer que , dans l 'auto-
isométrie de la surface, L soit à elle-même .son homologue : en effet,
on prendra un p o i n t p a rb i t ra i re et u n e tangente p / arbitraire auss i ,
puis les homologues 3, et 3 i / i ; on trace un arc partant de [ï tangen-
tiellement à ^î el a r r ivant en p, tangent ie l lement à pi / , ; cet arc, réuni
à son homologue, constituera L; L, se construira, de même. L'an-
neau LLi peut ensuite être mis en correspondance, bliinwofjue^ con-
forme avec un anneau plan T-A) bordé par deux circonférences concen-
triques À et À ) , qui correspondent respect ivement à L et L| ; le rapport
des rayons A et A , est d é t e r m i n é par u n e ce r t a ine équation transcen-
( 1 a î 11 e. q u e n o u s i n d i q u e r o n s p 1 u s 1 o i n ; la c o r r e s p o n d a n c e c o n fo r m e .'M M \
de l 'anneau S sur lui -même en t r a ine une correspondance c o n f o r m e [j.[^i
de l ' anneau A A , sur l u i - m ê m e , conservant le sens des angles et chaque
bord; la correspondance MM, est supposée Inmwoqiie involiitive: la
correspondance [j.u^ possède les mêmes propr ié tés , de sorte qu 'el le se
réduit à une rota t ion, d ' a m p l i t u d e ?:, a u t o u r du centre. Mais alors,
la t ransformat ion de var iab le complexe Z === .^^ remplace les deux
points ^, a, par un seul ( X , Y); le ds^ de la surface S a. donc pr is la
forme /(X, Y)(rf,X2 -(- ^/Y^ ), et la surface S représente ,deux fois ce (1^ ;
nous pouvons t rouver u n e surface S, ne le représentant qu'une (bis: •
cela revient a fendre t ransversa lement l ' anneau S par u n e p remiè re
coupure et par la coupurel . iomol.ogue, de sorte que chaque géodésique
fermée soit partagée en deux t ronçons égaux et i l s u f f i t de cons t ru i re
une courbe C, p l a n e ou gauche, fermée, de longueur égale à un de ces
t ronçons (pu i sque (eûtes les géodésiques ont la même longueur , il en
est de même des t ronçons) et correspondant à l ' u n d 'eux; la surface S,
s'en dédu i t . C'est le cas des points ^éodési(jiiesnen! congrue/ils. Rien
d'essentiel n'est modif ié si les géodésiques issues de M se recoupent '
en M. i , puis AL, . . . et f inalement M^i, avant de ' revenir en M, pourvu
que Ali soit toujours conjugué d'ordre pair de M. : l 'anneau X A i sera
soumis à la t ransformat ion Z == ^ qui remplace M, M, , . . ., M^-,,i par
u n seul p o i n t p., et l'on construi ra , de même u n e surface S^ appl icable
sur S, un seul p o i n t de S, correspondant à M, M ) , . . ., M^..i. Cette
circonstance a été prévue au paragraphe 1 du Chapitre I ; c'est un
accident banal,
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3. Antipodes, — Le cas le pins intéressant est donc celui où /»•, ran^
de Mi comme conjugué de M', est impair.

Dans la figure (jlg\ 4) Je suppose pour simplifier k == ï ; nous sup-

Fig. 4-

posons €{ue ]es géodésiques n'ont pas de point double. Cona:me plus
haut, 'nous voyons que dans la correspondance ("MM(') les régions limitées
par une géodésique s'échangent et que le sens des angles esï renversé.
Nous traçons une ligne L entourant G sans la couper, puis la trans-
formée L^ ; l'anneau LL, peut, comme plus haut, être mis1 en corres-
pondance conforme (>iuniçoque sur un anneau circulaire pian AA | . Il
est essentiel de remarquer, comme au paragraphe précédent, que le

rapport -pp des rayons de À et A i est déterminé par une équation transcen-

dante.
Je fais ici une digression pour élucider ce point et je donne une

démonstration directe de cette propriété, empruntée au cours oral de
M. Picard, à la. Sorbonne. Supposons, pour simplifier, que -Panneau LLi
soit déjà mis en correspondance conforme biunivoque sur une certaine
aire ( s ) à connexion double située dans le p lan 3 == x -h (y {jig- 5). I l
s'agit de représenter ( s ) d 'une façon biunùwfue sur une couronne G de
rayons R et R/ du plan Z == X 4-/Y. Cette représentation conforme
s'effectue par la formule
( i ) ' Z^^-^s

où P et Q sont des fonctions harmoniques convenablement choisies
de x etj dans l'aire Çs); P est uniforme et Q augmente de ar, quand

Ann. Éc. Norm., (3) , XLIV, — AOUT 1927. 32
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on tourne autour du contour intérieur dans un sens convenable;
si'G(.r^y) est la fonction de Green relative à l'aire (.v) et au, point (.r, ;y),

Fig. 5.

on a la formule fondamentale pour une fonction harmonique // <fuei-
conque, régulière dans (.v)

i r dG ,
( ï ) u ,r, y ) == — y u — as,

'^A^-i. dri

l ' intégrale eurvi l igne étant étendue aux contours L et L, parcourus
»/~i

dans un sens convenable, -,- étant la dérivée suivant la normale vers
l 'intérieur de (.v); appl iquons cette formule à P(.r, r) et i qu i sont
deux fonc t ions harmoniques régulières dans (,y); la première prend la
valeur constante logR sur L et log'R/ sur L,. On a donc

['P(^ y ) ̂  ^logR f^ cis^ ^LIO^R7 f dG CIS,
\ l / 37T b J^ dn 271 " JL,^

j t r^G , i r jG,s i == — j — ds -4- — i — ds.[ 271 J^ âfn ^TC j^ dn '

d'où, par combinaison simple,

( 4 ) P^J)-^^^^^^^^^^^^^^^^^^

où p(o/\ y) est une certaine fonction harmonique; soit q{x^ y ) la
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fonction harmonique conjuguée dej)(.r, r); on a

î /, R \
( ;> ) ^ ( ,r, j ) = ̂  Mog-^ y ( .r, , ) • ).

La fonction </ a une cer ta ine période <o autour du contour i n t é r i e u r

de ( ' .y ') ; Q aura donc la période — loû:—? et en égalant cette pér iode
h 27-;, on a la relat ion annoncée

R/ UT
( 6 ) ^=^.

La démonstrat ion ainsi condui te donne u n e c o n d i t i o n necessa m ' : i l
est hors de notre but , dans ce Mémoire , de la poursuivre davantage,,.
Remarquons que Fon ne peut trouver des correspondances conformes
de(.v) sur la couronne (G) sans que — ait la valeur ainsi calculée, mais
alors la correspondance ne pourra être hmnùrxfue.

"D'autre, part, si l'on. veut éviter de faire une première correspon-
dance conforme de l ' anneau de surface S sur le p lan , on. prend pour P
et Q des (onctions de l ieu sur la surface S, satisfaisant à l'équation

As ii "-=. o,

OÙ.À.J est le second opérateur de Be l t rami ; de même, G- est la fonction
de Green s a t i s f a i s a n t à cette même équation, et si l 'existence de cette
fonction est établie, la démons t ra t ion s^achéve comme plus haut.

Revenons à l ' anneau S l i m i t é par L et L, et à la couronne AA| ;
si ;j.et a, sont les homologues clé M et M, , la correspondance (;j-, ^ i )
est u n e correspondance conforme im'erse^ Inunmxfue et iwolutu'e, de
l ' anneau avec lui-même; on obt ient cette correspondance par une
inversion ayant pour pôle le centre de la couronne et pour puis-
sance RIV (une h.om.othétie permet de supposer RB/ = î), suivie d 'une
rotation a u t o u r du cen t re ; là réciprocité exige que cette rotat ion
ait pour amplitude o ou T.; comme il n'y a pas de po in t im'anani, la
rotation a pour ampl i tude T:.

Si donc, nous désignons par e ' ' la distance Oa et par x l'angle com-
pris entre une demi-droite fixe et Oa, le cl^ de la surface S, dans le.
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domaine annula i re LL|, a pris la forme
( d^-^f^x, j^Çd^dr2),' ^ - a y - ) ,
/(.y+TT, —r)^/(^, r).

L'introduction des variables (.-r, j) revient d'ailleurs à une nouvelle
correspondance conforme
( 8) •— i{x + (;') -=.y— ix -==. log(X -+- Hf)

q u i remplace la couronne du plan (X, Y) par un rectang-le du plan
(X, Y) par un. rectangle du plan (.^y) [ce rectangle est disposé de
façon que l'axe des x. en soit axe de symétrie, et, par une translation
indé f in imen t répétée (2T., o) dans l ' un ou l'autre sens, ce rectangle
remplira une bande indéfinie dans le sens Oœ ayant 0.2'pour axe de
symétrie ].

"Remarquons ma in tenan t que si l'on connaî t une autre sur faces
à an t ipodes géodésiques, on peut découper sur S un anneau LL,, le
mettre en correspondance b iun ivoque sur une couronne circulaire ÀA,
de centre 0 aussi, avec la re la t ion RH/ == i encore; supposons que l 'on
ait R < < R , d'où B'> R'; la couronne "AÀ, est tout entière contenue
dans la couronne A À , ; bornons-nous , sur la surface S à l ' anneau , inté-
rieur à LL|, qui est en correspondance sur la région A'Ài : nous avons
délimité sur S et S deux porlions annulaires, en correspondance con-
forme Inunù'oque l'une sur Vautre^ de sorte qu'un couple d''antipodes
(AlMi) ait pour homologue un couple d'antipodes MM,, ( ' ) . .Remarquons
que cette correspondance comporte beaucoup d'arbitraires, car on a
pu choisir ad lihiturn L et L sur S et S; ce choix a fixé L , , L, , puis .„?
c'est-à-dire R2 , puisque RR' -== ï , et de même fixé R2 ; nous ne
pouvons plus rien dire sur la correspondance conforme hors de

( 1 ) Si M est considéré comme l 'honiolo^ue de M, M] sera celui de Mi ; mais il est
clair que faire correspondre Mi à M et M à M.i donnerai t une nouvelle correspondance
conforme bhmivoqne de S sur S avec la même propriété. Diantre part, une rotation
d'ampli tude a quelconque de l 'anneau plan \\ a u t o u r de son centre permet d'établir
une correspondance conforme biunivoque de l'anneau LLi sur lai-mêrne, remplaçant
deux antipodes par deux antipodes,'
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l ' anneau LL, (et de la région cor respondante sur l'autre surface, en
supposant .R<R); elle peut cesser d'exister, elle peut devenir multi-
forme, e l le peut r e s t e r ' b iun ivoque . Si S est une sphère, on voit que
deux antipodes de S ont pour Jiomolog'ues deux points diamétralement
opposes de In sphère. Nous avons a i n s i retrouvé des résultats de
M. Caratbéodory en leur d o n n a n t une forme plus générale et p l u s
rigoureuse.

Passons m a i n t e n a n t au cas d 'une surface S fermée, de connexion
simple^ à antipodes g-eodesi^/ues. Le problème : Mettre en correspondance
conforme biuïwoqiie sur tonte leur étendue deux surf aces fermées S, ̂
de connexion simple^ ne semble pas avo i r été t r a i t é ; ce problème, indé-
p e n d a n t d 'a i l leurs de la forme éventue l le des géodésiques, fermées on
n o n , à a n t i p o d e s ou non , mér i l e ra i l ; d 'ê tre é tudié d 'une façon précise.
11. suffi t é v i d e m m e n t de savoir le t r a i t e r dans le cas où -S est une sphère ;
ce cas permet de trouver immédia tement le nombre d^arbitraires du
problème si l'on admet l 'existence d ' u n e première solution; une pers-
pect ive s té réo^rapb ique remplace , en effet, I. par le plan P indéf ini . ,
considère an point de rue de la variable complexe; et la transformation
conforme b i u n i v o q u e la plus généra le de la sphère sur elle-même
revient donc a la transforination homographiqne générale Z== -1——^

du p lan P, d é p e n d a n t de si.e cons tan tes réelles arbi t raires , pe rme t t an t
de remplace r t ro is po in t s donnes de la sphère par trois points arbi-
traires : du m o i n s , en supposan t que l 'on conserve le sens des angles;
ma i s si le sens d o i t ê t r e inversé , le r é su l t a t subsis te , car on commen-
cerait par r emplace r ^ en e l l e - m ê m e par une symétrie autour de son
centre.

Supposons m a i n t e n a n t S à ant ipodes , dans loi/te retendue de S ( ' ) ;

( 1 ) H est facile de fabriquer une surface S, à g'éodésiqucs toutes fermées, elle-même
fermée et sans singularité, ne donnant Sien à ant ipodes que sur une fraction de son
étendue. En efîel, dé tachons d'une sphère S deux calot tes sphériques symétriques.
Remplaçons l'une déc l ics par une calot te empruntée à un ellipsoïde de révolution
inscrit dans .S ie long' du parallèle limite. D'après les résultats relatifs aux surfaces de
révolution a géodésiques fermées, nous savons qu'on peut se donner arbitrairement
le profil de la méridienne d'un côté de î 'équaieur, moyennant une simple iné^'aiité sur
la variation de la pente de la tangente; l'ellipsoïde étant intérieur a la sphère, la
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les travaux antérieurs à ce Mémoire supposent impl ic i tement celte
condi t ion remplie,, b ien que certaines surfaces ne la remplissent pas.
La correspondance conforme (MM.,) sur S ent ra îne sur S une cor-
respondance conforme (;^-i) involut ive , b iunivoque. Or, on peu î
faire subir à S une transformation conforme d 'ensemble telle qu\i.n
couple donné aa, dev ienne un couple de deux po in t s diamétralement
opposés; supposant ' qu ' i l en soit a i n s i , la transformation conforme
iwersc la plus générale échang'eant a avec 7.1 est une inversion don t
le pôle est sur le diamètre aa, , suivie d ^ u n e rotation autour du dia-
mètre a a i ; si, déplus, la correspondance'est inwlufù'e^lQ pôle d ' in-
version est sur aa, entre a et a, et la rotation nul le , parce que no/fs
supposons qu'il n y a pas de point iwdrinnt (bien en tendu , on p o u r r a i t
prendre le pôle d' inversion, extérieur au- segment aa,, conjugué-har-
monique du précédent re la t ivement à aa, et supposer la rotation égale
à T-). Si BB, est un autre couple d'antipodes de S, la. droite p p i , joi-
gnant sur S leurs homologues, passe donc en un point fixe P i n t é r i e u r
au segment aai ; prenons sur le diamètre aa,, Pun ou Fautre des deux
points fixes P" que définit l 'égalité

(8) ' p / a v--- pa
^"^PS

1 dans le méridien aa, f j p i , la perpendicu la i re à aa, en P coupe la sphère
en Q; les bissectrices de l'angle aQai coupent aa, aux deux points P'
définis par (8)]. L'inversion de pôle P', qui transforme I; en. elle-mêm.e,
remplace tous les couples W^ par des couples d iamét ra lement opposés ;
il suffit de ra isonner sur un mér id ien issu de aa, ; nous l 'orientons et
appelons V l ' angle (a, a, a, f^). On a

(9) ' tangY tangVi :
Pa

P^

condition esl réalisée et l'on trouve de l 'autre côté de l ' équa teur de symétr ie de la zone
conservée sur la sphère une calotte ( t ranscendante) inscrite dans la sphère*. La surface
obtenue en réunissant à ia zone centrale les deux calottes est fcîrmée, convexe, sans
si-n^ularité. Toutes les gcodésiques sont fermées; seules, celles qui restent dans la
zone centrale, donnent l ieu à antipodes.
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En appelant p^ p, les inverses de p et ?, dans rinversion P', on a
aussi

P^y P''y
( î o ) tan^V tan^V^ •——? lançVi lan^V'i -= ——'-•

P ' a , ^ ' 1 ^ P^

La comparaison de (8) , (9), (îo) fournit

( î i ) t ang-V^angV, = = — i .

Cela prouve que ^ / e t f J , sont d iaméira lement opposés; ce procédé
réalise f i na l emen t e n t r e S et S ///^ correspondance con/orme bninï-
wque où c h ( i ( / u e couple d'antipodes de S a p o u / ' Jiornolo^ue un couple de
points diaineirfileînent opposés clé 1..

Remarquons n ia in tenani qu 'une ro ta l ion d'ensei!!.,l)le de ^ (" jo in te ou.
non a u n e symét r i e ) au too r de son centre donne •30 :! correspondances
conformes possédant la même propr ié té : anfrefnent dit S possède x;. '''
(nitocorrespolufnnces confof'fnes couse/vu ni les couples d'antipodes; en
réa l i té i l y e n a deux séries, la I r a n s f o n n a t i o n ident ique ( MM ), ou la
transformation ( A I M i ) é î a n t le prototype de chaque série.

4. lionnes de Lion^d/e de l,a s p l i è r e . — Ce qui précède montre l^ in té rè t
de la sphère comme surface type, j'ennée^ à antipodes. IL est néces-
saire de dire quelques mots des représentat ions conformes , non
biunivoques, de la sphère sur elle-même, échangeant deux antipodes
nucicon/fnes t o u j ô n r s en ant ipodes . Nous a l lons mei l re la sphère en
correspondance conforme h iun ivoque avec un morceau du plan au
moyen des diverses coordonnées que l'on réalise avec un système de
coniques sphériques hom.ofocales. Dans te cas où l 'écartement focal
est nul, nous avons le système des méridiens et parallèles; la projec-
t ion de Mercator donne les formules

cosX, sin \ s h ^
x " "^hT5 y ~ ïiTT? "' "" dTï'5

,, d^^dT1

cla- -==.
( ')

Les deux points ( X , Y ^ ) e ( ; ( ' X 4- r^ -- Y) sont d iamét ra lement opposés;
il y a correspondance conforme b iun ivoque entre la sphère el: la hande
i t idéf in ie comprise entre les deux droites X = o et X =- 27:.
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Avec un écartement focal non nul, on écrira

, ...s — ilL^^^^Zl^ll .2 — t̂ ZÎ lKLZ-!!}
'2/ "' ( •"1 —— ^2 ) (<?1 —— ^S ) 5 1 } ~" ( <°2 —— ^1 ) ( <?2 —— ^3 ) '

2—. O-—^)^' — — ^ )

^2:

( 6 - 3 — — < ? i ) ( ^ - - é ? 2 )

(' — U [ <^2 ^C2

4. I ( u — ei ) ( a — <?2 ) ( u — 6-3 ) ( p — e,i ) ( (^ — 63 ) ( t - — e, )

On peut sans restreindre supposer que les constantes réelles < ? i , e^, e^
satisfont aux inégalités
(3 ) " ^><?2><°3î ei-l-^s+^-rro, e^-—e^-==.\.

Si l'on p rend la fonction de Weierstrass pX, satisfaisant à
(4 ) p ' 2 X = 4 ( / > X -~- e / ) ( /?X - e,)(pX. ~ ^3),

cette fonction a dm et une période réelle 2<'o, Une période hn ai»' inaire
pure SCL/; la relation ^,-—^;>,===î sert à raccorder avec les notations
de Legendre-Jacobi : on écrira aussi. ro==K, o/^/'K/, K et K' étant
des constantes réelles positives. Les points réels de la sphère son(
obtenus en supposant, soit

(5) - eiàu^e^^ïe^ t

soit
(^) • e\ïr ^ €^ u ï€^'

Les deux champs de variation pour (// , c) sont deux rectangles du
plan (/ / , c) symétriques l 'un de l'autre r e l a t i v e m e n t à la première bis-
sectrice; la sphère représente h u i t fois chacun de ces rectangles; le
sommet // == 1'==^ donne les quatre foyers des coniques sphériques
uti l isées. On pourra se borner au premier rectangle et nous u t i l i s e -
rons une autre représentation de façon que. la représentat ion
devienne conforme et que les coordonnées d ^ u n point de la sphère
soient fonctions uniformes de deux paramètres. Ecrivons
(7) a=p(û)-+-^) ==/>X, P ==^(a)/-1- r/) ==//¥.

Nous ferons varier $ et ^ par valeurs /relies: quand 'ç varie de zéro
à K^ // varie de ^ à e^; si £ change de signe ou prend la valeur nou-
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velle ^^-alT, // reprend la même valeur. Quand Y] varie de zéro à K,
\ ' varie de e^ à <?a ; si "̂  prend les nouvelles valeurs — T; ou T; -h îK,
^ reprend la même valeur.

Le de2 de la sphère est alors
(8) ^•2=[^(G)-^-^£)—^(r.3 /- l -Yî)](^-^-^2) .

Avec les notations de Le^endre-Jacobi, on a
<?,—ô^^r/ 'S <?.i--<?2==^S o.)=K, o/==z'K',

2 À 2 - 2 — A-3

(9)

^(^ , [ K , /K. / ) .

Les coordonnées du point de la sphère sont,
ï cnX en Y

( ï o ) .y == / / —~^——,." :
' Al snXsn Ï

— I dnxdnY
y ~ Jkïï' snXsnY' î />' sn X. sn Y

Augmenler ^ de aK'ou X de 2 / K ' d o n n e la symétrie 0^; augmenter
TJ de 2K, la. symécr ie O.z1; changer '! en -- ^ ou X en 2K — X donne la

c
F

B

C

fi

^-^

-jc-y^

\

-oc-^z

^
K

-ocyz

A B'

-ocy-x,

^

-JC-^-X

*
\

B̂ /

JC-^Z

c

.Xi/z

0
A'

xy-x

C'

X-2/-X

B

s^-

Fi C

oc'y^.
K'

^^

^ C

A'

B >

Fi g. 6.

symétrie y0^; changer -r\ en — TJ ou. Y en liW - Y donne la symé-
trie ,r0y. Cette discussion jointe à la figure 6 montre comment la.

32
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sphère totale correspond d'une façon biunivoque conforme an rec-
tangle — aK^E^aK 'e t — K^r^K, ou encore au rectangle — K'^^K'
el — ^ K ^ r ^ a K . L'adoption du premier rectangle revient à avoir fîi il.
s u r la sphère, pour n 'obtenir sur le. plan Erj qu 'un rectangle et non les
congruen ts , l ' inc i s ion schématisée à part F^ CF^CBCyFJ'yF, C'BCF; ;
les angles faits, sur la sphère, autour (F un foyer, sont rédui ts de m o i t i é
sur le plan. En posant

2:K^ 2K/rh
• ——— * rj — ——— •

TT n.

(II) ( ̂ -, '^ ^K + îi?)-/^-. l̂ yi (^4-^),

les points ( ^ i , -^1) et ( ^ , -4- '-., — T, , ) sont d iamétra lement opposés.
De même en posant

;, _ 2 K^a . _ ^^-î
s ""' . 7: ' n ~ TT ?

^ = ̂ 2 [/, (K 4- ̂ 2 ) - /' (<-K' + ̂  )-| ( ̂  ->- ./̂  ),

les points (^2, Tj.j) et ( — ^5 '^2 •+- T:) sonl• d iamétra lement opposés.
En changeant le système de coniques homofocales utilisées, les rec-

tangles ( E - i t ^ i ) o^ ( ^ j î ^ ' - t ) ont une d i m e n s i o n toujours égale à '27:;
dans le p l an , nous ferons coïncider les axes de symétrie de ces rec-
tangles, qui ont la même longueur 27:; nous ferons correspondre, sur
la sphère £, les po in t s qui ont une même image plane : cela exigera
d'ailleurs que nous rempl i s s ions la bande i n d é f i n i e de l o n g u e u r 27:
par tous les rectangles congruents dans chacune des deux représen ta"
f ions : le rectangle subi t une t rans la t ion représentée par la d i m e n s i o n
perpendiculaire à Faxe de longueur 27:. Chaque p o i n t de la sphère ,
dans la première série, a donc, en général , u n e i n f i n i t é d 'homologues
dans ta seconde série, et inversement ( ' ) (si la première série pro-
v ien t de la, projection de Mercator, chaque p o i n t de la première sér ie

( 1 ) Si les dimensions perpendiculaires à l'axe comimm de longueur :>.K soni com-
tnensûrables entre elles, la correspondance devient algébrique, et il y a un nonthre
tini, constant, de correspondants.
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a lin seul homologue dans la seconde, ïBais chaque po in t de la seconde
a u n e inf in i té d 'homologues). On remarquera que dans ces représen-
ta t ions conformes de la sphère sur elle-même, un couple de points
diamétra lement . opposés admet, parmi les points homologues, aussi
des couples d'homologues respectifs diamétralement opposés. Traçons
donc sur la sphère un système f/i.ielcon(/ue de coniques homofocales
(auque l on donnera une orientation r/ue/com/ne autour du centre de
la sphère); prenons-en l'image dans une de ces correspondances con-
formes de la sphère sur elle-même : on obtiendra un nouveau sys-
tème orthogonal isotherme, avec cette particularité cilié chaque courbe
de l 'une des deux familles orthogonales admet, dans la même fami l le ,
la courbe symétrique relativement au centre de la sphère; cela nous
d o n n e donc, par cette opération fa i te soit une seule fois, soit un
nombre arbi t raire de fois, le moyen d'obtenir une infinité de formes
de l 'é lément l inéa i re de la sphère

( î 3 ) (1^ == <p ( ï, ^ ) ( d'^ + cW ),

où. ( c , r ^ ) et ( ' E -4- T., — ^ ) donnent deux po in t s diamétralement opposés
de la sphère; nous avons signalé, parmi elles, celles qui sont du type
de L iouv i l l e |forme.s (11) ou ( 1 2 ) ) .

Si. donc on a une surface S, fermée ou non, à antipodes géodésiques,
toute représentation, conforme de S sur -S fait correspondre à l'élé-
ment ( ï 3 ) de S un é lément de S

( 1 4 ) ^2=/(C,Y1)(^2+^2),

où .l'on a aussi / " ( E + T - , — ' ^ ):==/(?, ^ ) , .les deux p o i n t s (c, r^) et
^-j-'n:, — Tj) é t an t de plus an t ipodes ; il y a donc aussi une injinitc
de correspondances conformes de S a^ec elle-mérne^ non biunùvques,
chang'eunt les antipodes en antipodes; il y a exactement oo^ correspon-
dances conformes biunù'oques de S avec elle-même changeant les anti-
podes en antipodes (cette dernière propriété a été établ ie à la fin du
paragraphe précédent et résulte pu remen t et simplement d'un dépla-
cement de la sphère 2 autour de son centre).

Supposons main tenan t que S admette une forme de Liouville

( 1 5 ) ^==[a(a+i3(ri)]«-+^!î),
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ce qui, en g-enéral, est réalisable à'une seule façon, en négligeant la
substitution ($, r; ; za^ -+- A, Z^'/T; -+- c) où £ == ± r , s' = ± ï , et où / / ,
hy c sont des constantes arbitraires. Si la surface S est à. ant ipodes, on
dispose de a et c de façon que les antipodes correspondent à ( ^ , T])
et ($ 4- î^ — Y]). Alors chaque forme (i3) de l'élément da2 de S réalise
une de ces correspondances conformes où les antipodes de S ont pour
homologues deux points diamétralement opposés de S; si Sestfermée
et de connexion s imple , nous nous bornons aux co^ déjà signalées q u i
sont, biunivoques sur toute l 'é tendue de S et 2; mais alors, // ny a
aucune raùon que l'élément (i.3 ) de la sphère soit de la forme de Liou-
ville. Notre analyse a prouvé sur la surface S, annulaire ou fermée,
l'existence d'une conique géodésique particulière T| = o qu'il faut
avoir soin de faire correspondre à un grand cercle de la sphère.

Que faut-il donc pour que Félérneiil de la sphère 2, si S est fermée,
soit aussi, du. type de Lionville : il est év idemment nécessaire et suffi-
sant que la surface fermée S ait pour image, sur le plan (i;, T]) corres-
pondan t à la forme (ï5), un rectangle; les condi t ions , supposées
vérifiées, a (E-4-Tc) , =E=a(E) , ? ( — -/])== p(ï]), en t ra înent que le côlé
parallèle a 0$ de ce rectangle ait pour longueur 2 T. et que 0^ sois axe
de symétrie de ce rectangle; à ce rectangle correspond, pour ï, u n e
forme unique de Liouvi l le du type ( i l ) : on connait en effet le rap-

port ^7 égal au quot ien t par 2T. de la dimension du rectangle paral-

lèle à OY]. Parmi les ce3 correspondances conformes biunivoques de S
sur S, il faut encore choisir celle où la conique r^ === -o a pour homo-
logue le grand cercle ABA'B7, qui est l'un des plans de symétrie des
foyers F.i/F^ F;,, F,^ car, par une rotation de la sphère autour d 'un
diamètre autre que (:(7, le rfcr2 de la sphère garderait la forme de Liou-
vi l le , mais la surface S perdrait sa forme de Liouvil le .

Si la surface fermée S n'a pas pour image sur le plan (^, '^) un rec-
tangle ou. une bande indéf inie l imi tée par deux droites parallèles,
le ds2 de S aurait la forme de Liouville, mais non celui drf1 de la
sphère S, en se bornant aux représentations conformes biunivoques
de S sur S. Cette analyse prouve que le d^ de Mercator, auquel
M. Carathéodory s'est borné, ne joue pas le rôle prépondérant que ce
géomètre lui attribue. La soi-disant preuve donnée par M. Carathéo-
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dory ( î ) que la sphère est la seule surface fermée à r/,.r de L i o u v i l l e ,
sfins smgiLlarùés et à nntipodes, repose en effet sur cette assertion que
le ds\ [y'(-^) •+- pCy)]^/^2-^- dv1} d ' une telle surface S correspond à
une fonct ion ^cons/nnfe: orle{/s\ [ p ( u -h /?") — ^(W-f- r\\\{ff^^r (irf\
con t red i t cette assertion. Notre analyse prouve de p i n s qu ' i l doit y
avo i r su r la surface fermée S ^naUr p o i n t s reiiiarquables, si S et S,
par l e u r représentat ion conforme h iun ivoque , prennent.v?'//^//^//?.^?^///-
la forrne de. L i o u v i l l e : ce s o n t les po in t s qui cor respondent aux foyers
de la sphère (not re ana lyse jusqu ' ic i laisse subsister une rotation de
la sphère autour de CCY, mais nous ver rons p lus bas que l'on peut
faire jouer aussi aux coniques r^ le rôle que les coniques E ont joué ,
de sorte que le grand cercle BC'B'C' l a i aussi plan de symétrie pour
les quatre foyers Fi/F^F:;, F, soit représenté par ?== o) .

11. res terai t d ' a i l l e u r s à voir si. la surface fermée S peut avoir sur le
plan .$, 'f\ autre chose qu 'un rec tangle comme image ; je ne le crois
pas, pour la raison que je donne ra i plus l o i n . D 'autre part , d'après les
recherches de iM. 11. Wevi, si la surface fermée S admet des an t ipodes
s f / r i o u / f soiî ( ' ( c n d d c ^ Faulo- isoméfcr ie de S, q u i en résulte, doit, p u i s q u e '
S est . fermée, se r édu i r e à une égalité ou à u n e symétr ie , accompagnée
ou non d 'un dép l acemen t . Comme le sens des angles est renversé, on
doi t se horner à la symétrie; la réc iproci té ' entre les ant ipodes , j o i n t e
à ce fa i t q u ' i l n 'y a pas de poin t im^irin/il, exige que l 'on ai t s imple-
ment une symétrie par rapport a. un point (2 ).

5. Symétriques ^éodésiques. — Les deux points M($» ^ ) e l M i ( £ , — Y ] )
sont symétriques géodési-ques. Pour T( = o, le poin t D ('$5 o") coïncide
avec son symétrique géodésique; cela exige que la géodésique admette
le p o i n t D comme po in t double et a i t elle-mêrne la forme d'un 8 dans
l'espace; le l ieu du poin t •double D est la conique géodésiquej==o;
cette conique géodésique n'est elle-même géodésique de la surface
que si.'la valeur n u m é r i q u e de la fonction T('o) est différente de zéro.
Si l'on songe à une courbe plane, telle que la lemniscate, disposée de

( 1 ) Page 3 ï i , n" ^4' du Mémoire déjà cité.
(2) An Chapitre lil, § 5, Je donne un exemple où les géodésiques à antipodes ont

toutes un point, double et la forme d'un huit, de sorte que la surface a une ligne
invariante.
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façon que 0 soit le centre el O.-r l'axe transverse, deux points de la
courbe, symétriques par rapport à Oy, sont séparés par une longueur
d'arc constante (tandis que deux points symétriques par rapport à
l 'axe 0.2' sont séparés par une longueur variable avec la position d i s
point); on a ici, un fait analogue. On remarquera que les deux nappes
séparées par y = o sont applicables l 'une sur l'autre, à cause dej = = r ,
et ^(^E^E^-I (,A^ on P611^ en ^ff^ avec la variable s, écrire chacun de.
ces ds2 sous la forme

[a(» —-3][ f /^ ^4-^2(•s)^21.

De ia sorte, si l'on se borne à la nappe y ^> o, on peut dire que
sur cette nappe i l y a co2 géodésiques fermées^ v e n a n t toutes buter sur
le bordj = o en s'y réfléchissant (égal i té de l 'angle d ' incidence et de
réflexion). Si l 'on considère dans le plan x0y u n e iti-iage géodésique,
y,, coupant O.r en d, on devra donc cons t ru i re une courbe gauche C
fermée, de longueur égale à j r/.v; au po in t !) les tangentes à C en I),

au départ et à l 'arrivée, doivent faire entre elles le mènie angle que les
tangentes a y en d et de plus les deux normales principales à C en 1.)
doivent coïncider avec la normale au plan des deux tangentes; on
cons t ru i t alors la surface S, comme il a été expliqué plus hau t ; sur
cette surface S 3 la courbe y =o a une certaine confîguralkm r; on.
doit, pour avoir la surlace annoncée à po in t s géodésiquement symé-
triques, réduire Sà l apo r t i on y>o, puisconst ru i re la seconde surface,
applicable sur S, issuede ia courbe I\ qui se correspond à elle-même. En
particulier, si F est plane, S,,, s 'obtient en p renan t la symét r ique de S
relativement au plan de F et les points symétriques géodésiquement
sont ceux qui sorît symétriques relativement au p lan de Ï\ On voit
qu'on, arrive au même résultat en se donnant a priori}^ courbe F qui.
a pour image y ==o. II. serait intéressant de déterminer par ses équa-
tions effectives, et non par son simple </r, une surface de ce type. En
tout cas j ' insiste sur ce fait remarquable que la nappe j>o f o u r n i t
une surface S à géodésiques fermées, ayant toutes un point anguleux
dont le lieu est le bord y = o' de la surface S.

Pour éviter tout doute sur les propositions données ici , i l est
utile d'indiquer un exemple aussi précis que possible. Je pars pour
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cela du, r/.v2

( î ) ^^(a-~4i :2—Y]2 ) (^2+6/YÎ2 ) .

Toute surface représentat ive doit avoir son image con tenue tout
e n t i è r e dans l/ellipse d^équation 2 — 4^ -— ^>J === o- Les équations des
g"éodésic[U.es sont __
( 9. ) c =•: v l ~~J'1 sin 2 ( / — ^o), y/ ̂  v/TT'A sin L

9.

Ces courbes images sontde degré 4. sauf pour to = ^? où .l'on o b t i e n t

une con ique ; en écartant, ^o == ^ 5 on a une quâr t ique proprement d i t e

'mscrite dans le rectangle de côtés î === ±: v—;—••» r^ =====h v / i + ^ î les
sommets de ce rectangle sont sur l 'el l ipse l imite, et du. n iomentque
/., ̂  î, la q u a r l i q n e n ^ a a n c i i n p o i n t commun avec l'ellipse. On trouve,
sans dif f icul té , pour longueur d'arc, sur la géodésique précédente,

(3 ) s=. ̂  | .(^o) + ————__ j ,„ L__ ( z-, -:- L^ L(^- ̂  + -^^^ . L^ [,„, ̂ j.

Quand / a u g m e n t e de T., (E , ï i ; ) est remplacé par (E, — 7-1 ) et l 'arc .s-
s 'accroît de r.. P renons en par t icul ier la géodésique d'image Y corres-
p o n d a n t à A== /o^ < > ; < ' l l e a. pour équat ion ?2 = "^(T — ^i2). de sorte
q u e les t angentes au poin t d o u b l e son t rectangulaires ( f = = ± : r j ) .
Cons t ru i sons C, courbe de l'espace ayant y pour image, a ins i : je coupe
la sphère
(• /j ) .^2 4- y2 -l- z2 -+- 2 ^ -= 0

par le cône fm constante positive,, inférieure i.i î )

( 5 ) .z-2 — y2 -+- ( ?. ^/^ — î ) î2 == <> •

I.a courbe ( / a i n s i obtenue admet ..r0^ e t r 0 . j pou r p l a n de symétrie,
0 pour po in t double , avec tangentes rec tangula i res : .les deux bissec-
trices de l'angle .r0y; la normale pr inc ipale à chaque branche est 0.?.
Ceci se vérif ie aussitôt, car "par add i t i on et sous t rac t ion on d é d u i t
de (4 ) et (3 ) la représenta t ion paramétr ique\—i_
(5 \ . y •=- t\l î — mt\

( y -: l v^-" ( î — m)^.
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pour / ==o, en prenant les radicaux positivement, on a pour vitesse
( ' { y i, o) et pour accélération (o, o, —2), ce qui justifie le résultat. Si
l 'on suppose 1- <^?n<^ î , en faisant varier t de o à —•» on a un arc par-
tant de 0 tangentiel lement à la première bissectrice de xOy venant.
rencontrer le plan y GJ pour t = -î-; ensuite en prenant \/i — mt2 néga-
tivement, on a un arc symétrique du précédent relativement au
plan j0j et revenant, quand t revient de — à o, à l'origine, tangen-
t ie l lement à la seconde bissectrice de xOy; l'arc ainsi obtenu a u n e
valeur facile à calculer par une intégrale; par une homothétie conve-
nable, on donnera à cet arc la longueur TZ, et c'est cette liomothétie
qui donne la courbe C. La surface obtenue ainsi, a, nécessairement
y0z pour plan de symétrie, la section par ce plan correspondant à
^ == o; en cont inuant la courbe C sur l 'autre branche symétrique rela-
t ivement au plan .z'O^, on a une seconde nappe de surface symétriqiu1

de la précédente par rapport au plan x().^, la section par ce plan cor-
respondant à la courbe ïj ==o; nous avons ainsi réalisé un exemple
précis de surface ayant les propriétés annoncées ; grâce aux précau-
t ions prises, nous avons un seul ds1 et non quatre^ comme dans cer-
t a in s cas et nous avons une seule surface sans l igne anguleuse , avec
deux géodésiques planes particulières d'image E == o, 'c\= o, i l reste-
rai t . à déterminer la région effective de l'ellipse 'î — 4$2 ~" "^== o; qui
est représentée par cette surface. Il est intéressant de confronter avec
les construct ions analogues relatives au <is1 , (2 — 'E2 — r ^ ) ( ( l ^ 2 • J ^ ^ . / r ^ ' ) :
les surfaces de révolut ion s 'obt iennent en faisant correspondre un
cercle à la géodésique par t icul ière î — ^ — r{2 = o.

CHAPITRE IIL
EXEMPLE^; RECHERCHE DE SURFACES FERMÉES.

1. Exemples déduits des surfaces de révolution. — Soit une surface de
révolution connue, annulaire ou fermée, à géodésiques fermées. Elle
a un r/.y2, f ( y ) ( / / x ^ 4- ^/y2), pour lequel le maximum de f(y) est f i n i
et correspond à Féquateur; supposons-le atteint pour j = = o ; une
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homothétie nous donne la surface de révolution ,

(.) ^=:[l+(3(j.-.)](^+./r2!, p(y:)^^-i.

La fonct ion a(^} est donc égale à i ; nous supposons que .r varie de o
a 27: quand la géodésique est parcourue complètement, sinon on rem-
place .z1 ety par ma\ my où m est une cons tan te convenable . La fonc-
tion ^(A) du premier Chapitre est donc

dx _ 7- _ r ' ' dy r ^ ' dy^i r dx _ __ _ r^ _dv__ r
^Jo \/7^7z = v/î~^ =\.7, ^^^(y') ̂ J,J ^ À ^/I-/, J^ ^-^p(y) J^ <//,-^(^)

Nous cherchons m a i n t e n a n t une surface du type A^ (accidenlel le-
ment A.:; ou IL) correspondant au nouveau rf.v2

(3) [ a ( ̂ ) .+.i3 ( r ) ] ( d^+d^),

où [j est la même fonction que précédemment; la fonction T( h ) reste
donc égale à —=—.^, A ne peut donc varier que de o à i ; comme on

doit fixer une constante A telle que " ( / f ) soit définie de o à A, la cons-
tante A sera donc prise égale à sin'2/^, où /// est un angle positif aigu ;
le maximum de a(.r) sera si .n^m, et d'après les formules ( a ) à ( '7) du
paragraphe 5 du premier Chapitre, nous écrirons

(4)

TT .
h -+- l ~=- sîïï^m^ T ( h ) •== • ._„„. 1, „;• ? sin^m—oc(^)==Ç,

r ^ dly _, y — / • 1 , ? sin2 m — y . ( — x^ ) == t
x-^-x^-j 0cos2m.-^^(S-~<<.)

L'intégrat ion donne

(5) x •+- .ïi==—2[ arc tanê'i/——^——-— ) ^^ arc tanû- j -v-ç- ^
\. y coi^m-+-V/:=o b ^cosw/

Pour avoir un résultat simple, prenons .r == .ri, d^où
cos2^^

(6) Ç == cos^m tang2^', arr rs in2^—co^m tang2^ rr: j — — - g — o

-^/z/ï. (̂?. Norm.y (3 ) , XIJV. — SEPTEMBRE 192^ . '̂
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Finalement nous obtiendrons le (fr

. , ) ^ = f/(y) - ̂ ^^1 ( ̂  ̂  ̂  ),' ^ / l" -•/ ' cos-'a' J

qui Ayc/<a' de la constante arbitraire m et qui tend vers le d.^ primitif si.

m tend vers îr. La longueur de chaque géodésique fermée est
2

( 8 > \//(o) r'-^=W7^)si"1^-
*-' 0 v

Si l'on applique ceci à la sphère, en parlant du (ù2 de Mercator, on
aura les ds'2 ( 1 COS^ ̂ 2\ , , „ , / 9 \, . , //ç3 — ___„ — ———. ( dx~ -\- cl r* ).
W as ~~~ ch'-y cos2^-/'

De même si nous prenons la surface en po i r e de J. Tannery, déf inie
par la méridienne (^, *€)

i / H • H \ 7T .'- 1 1 . / " -L- 7T
( 1 0 ) S== ^ cosH, Ç= 2 ( 1 - cos^ 4- sin -^J , - ̂  ^ H = -+- -^

le ds1 est
. ,, .^H2 COS^l ,( 1 1 ) ^2==: (2 -4- sin H )2 -7- -4- —?— ̂ '.

Comme la géodésique fait deux tours sur la surface avant de se fermer,
on écrira ., , 2 -^ sin 11 ,

\6-=:2SC, ——-——T^•':^dy^
( 1 2 ) - ^coùl'i

( ds2 = cos2 H ( dx^ -+- <r2 ).

On aura donc le nouveau ds^ du type A.^

/ ,, QQ^m\\ . , ^2 -h sin H y ^ "]
( , 3 ) ^=^os-H - ̂ ^ [^^ ̂ ".^rïT; '/H J1

II est facile, avec les notations du premier Chapitre, de former les
équations des géodésiques pour (9) ou (i3). D'abord, pour (9), on
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aura, en écrivant h === sisr/,

cosi sin.r

(/sin2 m -— s in 2 1

cos i s h y

== s in f f Z — /g i cos/ ],

-=: s i n ( ^cos?) .

Pour le <^2 ( i3^ on écrira encore À = sin 2? 'e t avec un angle o variable

1 sin H == sin / sin o,

] ^ ::„-: ——.arc tang(cos£tan£ 'co) -———•' arc tanûfCtan^/ 'coscp ),
( ï 5 ) ' COS/, D 0 ' 2 î3.. & T s

j cousin ̂ 7 , - v .i
=r == si n f ( t — ^o ) cos i \.

! ^/si^m — sin2^

Ces fo rmules , pour /n ==- , d o n n e n t encore les ^éoclésiques de la
sphère ou de la surface de J. Tannery. Pour le ds3 (9), l'accroisse-
ment ——.? donné à ty fait repassera et y par les mêmes valeurs : c'est

notre point de départ ; mais l 'accroissement moit ié , —-.3, donné à l,* i p. ( i R /
, 7Tchangera, si m nest pas égal à -? x en — x et y en — r, car x oscille

en t re deux valeurs égales et de signe contraire quand m^ -, t and is

que pour /n == ^5 x peut varier clé o à 2'n. On a ainsi un exemple du

cas dénommé A:; ; pour m prenant la valeur TC? on passe brusquement
du cas A:t au cas T^ ; d'ailleurs, pour A:( ou B,, chaque point de l 'an-
neau de surface est à lui-même son second point conjugué géodéôique.

Écrivons m a i n t e n a n î , au l i e u de (7 ) ,

c6' ^[^•-^'^^---y'.
la relation entre x et t sur la géodésique h(h == s in 2 / ) est donnée, au
lieu de la formule e n t r a n t dans ('i4) et (î^\ P8'11

, cos/sin/? .'y • r * •-i
( 1 7 ) — — • I J t . 1 , == sin[/?( t -- ^} cos^J.

- ^/sîii2^ — siu2/
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Si donc p est égal à ^ l'accroissement^-, infligé a t fait repasser y
— 2 COS i

par la même valeur, mais change x de signe : c'est le cas Ba des symé-
triques ^éodésiques. On a ainsi les exemples simples

c is ) ^=/_.-c5>i!zn\(^^^),
( c h ^ ^^)
\ ^/

(.9) ^^/co^H-^^^r^^fîj^^y
l y j ( ^^ L \ ^osl-l ; J

\ • 2/

II est très simple de retrouver l'exemple (2 — x^—/'^(rf^+rfj2);
il suffit de supposer la fonction ï(A) constante, égale à r^ par exemple.
Les formules (6) et (7) du paragraphe 5 du Chapitre 1 fournissent
alors

( 2 0 }

^ ) + d ^ ( 5 ) = - , J-t-Ji==2\A;,
\/Z

/^•.. ^ ï aï 4-^1== 2 Jr.
?(^+9i(Ç)=-7<> v 'vç

L'exemple annoncé s'obtient donc pour .2?== x^ == \/Ç, y r^y, == \/^,
A == 2. Un exemple un peu moins simple s'obtient en prenant (m, n,
constantes)

. { y = \fz -h riz, ^ =: \/Ç 4- w Ç,
( a i )

f yi=^—^, , ^i==</Ç—mÇ.

Cet exemple est choisi de façon que y et —y . \ soient deu^î branches
d 'une même fonction analytique, et de même x 'et — ̂ . En posant

( • 2 2 ) Z^=.'ff, S==^S

on aura
(28) ds^^z ( 2 --^2— • < ^ 2 ) [ ( I 4- 2w£)2^24~ (i.+s/rr/)2^2

Les équations des géodésiques sont

( Ç==\ / ï—ÀsinU, ' U — i m ^ i — À c o s 8 J = = ^ — ^

|"io==:\/i-4-ÂsinV, V — 2 n \/î -^r h cosV == t»
(^)

Si my /ï tendent vers zéro, on retrouve le r/.y2 de révolution qui a été
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déjà employé au paragraphe 2 du Chapitre 1 pour obtenir, par un
autre procédé, des surfaces vois ines , qui ne sont pas de révolution.
Ce ds1 (9,3) est du type A^ ; il. n'est du type A:( que si m == n -= o. On
obtient un type IL, symétriques géodésiques, en prenant

05) J^-^a --^.^—y]2)^!-!- amÇ) 2^ 2-^^ 2] ,

car les équations des géodésiques deviennent

1 2Ç==\ / i—AsinU, U — m \ / i — A c o s U = : 2 ( ^ — ^ o \
f a ô ) / ___

f -f\ == \/î 4- // sin L

2. 6Y/.s" o// l'une des fonctions v ' ( x ) on 3 ( y ) est paire. — Je rappelle
que l'on a posé

( i ) P (--j) = pi ( y » , (3 (^ == pi (ji) = — ,̂  dy === ̂  (,s) ̂ , <^ = ̂ i ( ^ ) ̂ 3.

Les deux fonct ions p ( , y ) et ^ \ ( y \ } n 'ont besoin d'être étudiées que
pour y ^> o et Y ) ^> o; il suffi t de savoir exprimer y et y, en ^, z é tant
une variable posi t ive . Si. donc on prend ?(j)===; ̂ —r}, on a j = = r i .
Cette ident i té pc'y)^^ ?(' — r ) peut avoir l i eu , parce que ^ est une
fonction paire, au sens analyt ique de ce terme, de la variable r : par '
exemple ^(y)^^, pour toutes les valeurs de v (négatives ou posi-
t i v e s ) ; on bien parce que l 'on prend par exemple S(;r) ==Y pour\r
positif, pu i s f3( — y } EEE ?, ( Y ) ==j pow y p o s a i / ' encore, de sorte que
f i n a l e m e n t ^ ( v ) ^ Y pour y posilif et ? ( r ) = = = — y pou r r négatif:
(lans ce cas, la parité de ^ est une par i té graphique, obtenue en pre-
nant pour S deux branches de fonct ions d i s t inc tes . C'est donc a ins i
que j 'entendrai parité : soit au sens analytique, soit au sens graphique.
Or dans les recherches que nous avons développées, seule s'introduit
la somme j+jo que ?(r) soit paire ou impaire : si les géodé-
siques fermées ne coupent qu 'une fract ion des coniques y, cela a été
vu. Si les géodésiques fermées doivent couper toutes les coniques y,
le résultat subsiste, car on i n t r o d u i t l'hypothèse de la périodicité
de !:l(y); donc ^( — r.} == ^-i- r.) et l 'on cons idère la fonction T ( Â )
définie par

r'^ dy /^•TCI|•d^)+^(s}]^
( 9. ) . 2 T ( h. ) == / -7=——î—————^ ̂  / —————-====————— •

J...^ V^-4-^' ^ ^-^
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Il n'y a donc encore que les sommes 4\^)4- 4^ (:?) ^y+J i qui
in terviennent . Ces préliminaires posés, supposons que ?(j) soit
paire, au sens expliqué, et en même temps que le r/.y2 à géodésiques
fermées
( 3 ) ds2 == [ a ( x ) 4- (3 f y ") ] (' dx^- -h ^y2 ) ;

introduisons le nouveau d^

( 4 ) ^2 == [ a ( ̂  ) 4- (3 ( .y ) ] ( dx^ + ^/Y2 ) , Y =,y - + 9 ( 0 ) ,

où y (fi) est une fonction uniforme de p, au voisinage de f^( o); le nou-
veau ds2 a aussi ses géodésiques fermées $ en effet on a
( 5 » , Y == y + ® ( (3 ), ? ( j ) ==i • -ii- z,

à une valeur positive de z correspond une valeur y posi t ive, pu is la
même changée de signe; on a d o n c
( 6 ) Y =.: y "+-9(13'), — Y, -= — y -4- 9 (' [3 ) ( y > o ),

en adoptant la notat ion -— Y, pour étudier les valeurs de la fonction Y
dans le champ y négatif , comme nous avons dû le faire pour expl iquer
les résultats (FAhel ; on a donc
( 7 ) Y -+• YÎ == 2 y = y + ji,

et ceci justifie l 'assertion. Si. v , ( , x ' ) était paire, au l ieu de ^(.y),,
on raisonnerai t sur a(^) au l ieu de ? ( y ) ; si a(;r) et ^ ( y ) sont
paires ensemble, on peut faire la double opération; cela nous a
permis de déduire du type ( 2 — x 2 — y^rf^+rfy2) le type plus
compliqué (2 — a;2 — y2 )[ ̂ "'(i + f2rnx)2~J^ dy2^ + 2/ir)2 ' ] en pre-
nant X == .2^4- m.z'2 et Y = = y 4 - n y 2 . Si la fonction ^ est pér iod ique
en y, nous pouvons remarquer qu'elle reste de périodici té r. quand on
l ' é t u d i é comme fonction de Y* Nous allons appliquer ceci à la sphère.

3. Surfaces déduites de la sp/iêre. — Nous avons obtenu le ds^ de la
sphère
( i ) d^ == [ p ( û.) + ^} — p ( ^ ' +•/)}] ( d'^ -+- d'^ ) ,

en variables réelles ^, TI; là fonction p(oj + iÇ) est paire en ^ (au sens



SURFACES AYANT UIN fÙ''2 DE LIOUYiLLE ET LEURS GÉODÉSIQUES FERMÉES. 271

analytique) et admet la période^ == 4K' nécessaire de ce fa i t 'qu 'une
série de grands cercles coupent , touies les coniqi-ies c ; la foRc-
t\onp{^y -+- ^i) est, paire en TI et admet la période 4 co = 4 K nécessaire
de ce fait q u ' u n e série de grands cercles coupent toutes- les coniques r; ;
d'ailleurs les grands cercles qui rencontrent tou tes les c o n i q u e s i ne
rencontrent qu 'une f rac t ion des coniques ïj et inversement. En fa i t
n ( ç,j -^ i ç ") adînefc fa période :1— et p ( ro ' -4 -T i ) la période '-2(0, el: cela

t ient cette Ibis aux antipodes. Maintenant , conforméliient aux indica-
tions du paragraphe précédent,, écrivons avec deux constantes a r b i -
traires m et n

(»
f/s2 == 1 p {w -i~ i'^ ) - • - { > ( o/ 4- •n ) ] { da^ + dy^ ),

,z- == c -.1- ///,/:? (' G) -1- ̂ j, , ) • =- rj -l- np {o^ -h rj » ,

Nous avons bien satistail aux conditions de parité et périodicité. On
peut, si' l 'on préfère., écrire ce rf.?2 sous la fbriïie

/4 (' ^1 —— ( f ) ( // —— e ' 2 ' ) { ( l —— e\ï ) ^
(3)

r
f ^^'c — ^i)(^' — ^K<' -- ^ 3 )

où //. =-p(co+ i^} et i ' = = p ( c o / + ^ ) ; on a e^u^e^^^e^ Les équa-
tions des géodésiques sont

(4) dÏ -+- tn du d'ci + //- dv

\] u — h \/h "•- ('

ou encore
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Ces équations s'intègrent explicitement par les fonct ions el l ipt iques,
il faut bien remarquer que les coordonnées d'un point de la surface ne
sont pas exprimées en fonctions uniformes de u et r.

Si m, n sont nulles toutes deux, on retrouve la sphère; si n i m, ni n
ne sont nulles, les géodésiques sont s imp lemen t fermées;, sans aucune
part iculari té (n i an t ipodes , n i points géodésiquement conjugués ).
Supposons 72 nul, m -=f=. o. Nous al lons trouver u n e pa r t i cu la r i t é singu-
lière; en effet, si la constante // est comprise entre e^ et ^, la fonc-
t ion p ( w - J ^ • î . E } joue comme f o n c t i o n pér iodique de E [pér iode 4^
correspondant à 21"., iW correspondant a ï / ] et ?(<'</ •+• T/) comme
fonction quelconque; les fonc t ions ç( t) 4- 91 (^ ") et ^C:?) -+- ^i ( ^ ) sonl.
les mêmesHM^ pour la sphère; d'ailleurs, n é t an t n u l l e , ^ (^) == ^ i C ^ L
^===^1, ces fonct ions étant les mêmes (lue pour la sphère. Cela
entraîne bien, d'après les résul tats d u Chapitre I , paragraphe 4, que
Paccroissement ' 2 T ( A ) échange ( E , 'r\ ) avec ( E - r - ^ K ' ? ^ ' / ^ mais que
l'accroissement ~(7/.), i n f l i g e a /, échange ( 'E, ^ ) avec (E+ ' ^K 7 , — T( )
comme pour la sphère; les geodesi(iues correspondant à e ^ ^ l ^ e ^ ont
donc des anùpodes. Si ma in t enan t on a e^^li^e^ c^st ^ qui joue comme
fonction périodique, mais non %; cette fois, la c o n d i t i o n depari lé n^est
p lus vérifiée pour a considérée comme fonction de .r; il ny a plus
d'antipodes géodésiques sur les géodésiques correspondant à e ^ ^ h ' ^ e ^

'Au Chapitre H, paragraphe 3, nous avions déjà s ignalé une propr ié té
de cette espèce pour une surface cont inue, fermée, sans singulari té ,
mais formée par la réunion de trois morceaux analytiquement dis-
tincts; ici, nous avons des anneaux de surface formés d'un seul mor-
ceau analyt ique; il faut, d 'a i l leurs , signaler la diff icul té qu'il y a à
t rouverun anneau contenant effect ivement une géodésique de l 'une et
l'autre catégorie.

Une question intéressante se pose, c'est de voi r si cecfs2 nouveau (2 )
définit une surface fermée. D'abord, ce ds1 est dé f in i sur toute la sphère
d'élément (ï) , car à chaque point de la sphère appartient un (^, -^ ) bien
déterminé dans le rectangle

—Î ;ÎK^^^ -K^^K.;

et la forme (2) montre qu'en cette station (£, TJ ) le ds2 (2 ) est parfai-
tement connu. Calculons la courbure de ce ds\
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La courbure totale, I-Ï, du r/.r = |'a(.r) 4- fJ(y')](W.r2 4- ^r-1 ) est

( 6 ) j ï - = î == ^ 2 4 -p f 2 —(^4 -^ ) ( ^ f 4 - •?^
' • U 0 ,̂ / -. î D , :'.RR, 2 ( a 4 - 6 r
Ici, on a

a ==/)(G) -)- /;:), ;3 == —/.?(/,/4- •/]'),

d^ _ i p ' { ^ 4- ^) ^ / ____ < ĵ3 _ — p' [(.^ -^r- Y])
(7 .) < <''/.'£• î -)- y».//?' ( G.) 4- / Ï ) ^r .1 — np' ( ^A/ -î- •f}}

j r^,. ̂ a/ _ ,. ^ ' ^ ^if_ ̂  _ _~^p"{^ '—^- r}")
f ( x | î 4- /"^^ /// ( w '4- /'Ï ) [3 ' d Y | î 4- /^/-^1/ ( (../ 4- rj )

_//2 (' ̂ 4- /^ ) /^^ ( û,3^ 4- 7] )

" î 4- mîp' ( o) 4- le ) I1 2 | ï + np' {^' 4- •n ) |2

r , .-. - , . -, [ Pf'(lu 4- / £ ) /^ ' ' (Gj^r j j-î- [ /.'((*,) + ï;:, ) •— /)( w 4- */] ) l ! 1 --- - - « / '
,g ^ ̂  Y____________________^ •• | . ( T 4- mip' ^ ( î -r- / z p ' ) " J ;

2 [ /^ ( ex) 4- i'c ) — /? ( GJ^ 4--/î ) J;i

II est fac i le de voir que , dans le plan E, r^ les courbes obtenues en
donnant à ,1:1, dans l 'équation ("8) , une valeur nrbifnnre passent, au
po in t $ •==.-''K' =— —î r\ = K rr= co^ image d 'un foyer de la sphère, et. y o n t
trois tangentes réelles. En. r e n d a n t l 'équation enl'ière, on a

(8^ --./^(.^ -+• ^i:)[ ï -1--- m.ip' Uù 4- l - e } ] \ î. 4~ ///:/( 0)^4- ï i ) ]3

4- /^/^ (' G) / 4- '!\ ) 1 î -t- np' ( 0)^4- •/"} ) ] [ ï 4- m</.>/ ( &) 4- ̂  ,) |3

+ f/ .^( G.) 4-- iç ) - - . .? { r , ) 1 ' 4 - Y] ) ' ] [ /./^(G) 4- l'i} ï -r- /V.^( G/4- T-Op

-h- ///( o/ 4- ri ) | î 4- mip' ( c.) -{- z;: ) ]3 ;

— 2 1 1 1 p ( c»ï 4- î: > -— p ( c«^ 4- '̂  ') ]3 '==- o.

Ponr in === ^ === o, on a u r a i t la sphère ; donc, dans (8' ), la partie indé-
pendante de in et n se réduit à

2 (' î — § i ) f p ( c.) 4- ̂  ) — p ( ̂ / 4- ri ") ]:i.
Posons

"- 4- X, n == o) 4- Y

et appl iquons le développement
( 9 ) p ( o 4- G/ + •/1 ) == <?3 4- Ai z2 4- A^ ̂  4-....

Au second membre de (9), i l n'y a que des puissances paires. On a

(10) p ' (^ 4~û/4- £) =^3 Ai ^4- 4A2^-h , , ..

^/l», JÉ'ff. Nûmi,, ( 3 ) , XLIV, — SEPTEMBRE 19^7.
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On aura donc, en amorçant le développement de ( S ' \
( 1 1 ) ( s i A . i X — ^ - A a X 1 ' - } - . . .,.)2 , i— 2 m Ai X +.. . 1 | î -4-6/ îA iY -l-. . .]

4_ [• ^ A ^ Y -+- 4 A 2 Y3 -i- ... "|î ' i + 2 // A î Y +. .. j [ î — 6 m A î X -l- .. . ]
— (AiX^-4- AiY^-s-.. . ) [ ( 2A . . l—î2A2X î t + . . .)( i -h 6/2 Ai Y -î-. ..)
4_(2A.^+I2A2Y ^+. .0( I~6mAlX+. . . ) ]+2SI . (A. lX 2+A/Y 2+. . . ) 3==o.

Comme vérification, il n'y a pas de terme du second degré; les
termes de degré trois se réduisent , à.

4A^ [m(X^- 3XY2) 4- / ^ ( S X - Y - Y3].

En l'égalant à zéro, cette expression donne les tangentes au po in tcl

X = Y ^=~ o . ou ' 'r •=- K^, Y} :-:„" K ;
en posant

Y
^•= t a n g o ) ,

on oblient
- //z

( 1 2 ) tang3G) -=-- — — î

de sorte que nous obtenons un point tr iple à tangentes réelles, formant ,
entre elles des angles de 60°. Sur une surface f e rméey q u i représen-
terait le (h''\ la courbure totale pourrait donc prendre une valeur que l -
conque; les courbes de même courbure totale (pour la surface) pas-
seraient toutes aux po in t s homologues des quatre foyers de la sphère.
Nous verrons, un peu p lus bas, un exemple de surface a lgébr ique
offrant un tel p o i n t s ingu l i e r , cet, exemple é tan t donné; non pas pour
les géodésiques.. qu i sont quelconques , mais au poin t de vue de cel te
s ingu la r i t é . I l est bon de calculer l ' é l émen t superficiel de la surface
et celui de sa r ep résen ta t ion spbér ique ; le p remie r est

le second,
f,a --|1- ^ ) dx d}\

ÎjiÉ'̂ ril'L̂  (VL±^
2 (a 4-^

On trouvera donc aux environs de E == Kf, ïj = K. ou X == Y = o, à cal-
culer pour l 'a i re de la représenta t iou spbérique l ' intégrale

,m r / •4Aï |^ (X^-_3XY-)+n(3X^Y~Y : ' ) ] .+ ...
( ) J J " ~~ ^^-Y^^^——-11-~d\a^
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En passant aux coordonnées polaires, on voit aussitôt que Félément
diflerentiel reste fini au voisinage du point X = Y = o, de sorte quTI
ny a pas impossibilité d'obtenir une surface fermée.

Cette étude montre comment il est avantageux de modifier le ré-
écrivons, en eiïet, avec un entier positif/• et des constantes w, 7zqueL
conques, mais petites,

(,^ ( ^-=f:/.(G.)4- /l)-^(r..)/4-rJ)J(./^+^),

^ ^ = .• -+- m [ p ( .) ̂  /O - ̂ , j' =: y, 4- ,/ [ p ( o/ 4. ̂ )-e, j ̂

Par un calcul analogue au précédent, on a

^(co-r- /;)a ==^(ô) -i-^_), y/
i — mikp' ( p — ffg ^( i 5 )

^ " =^ •- /> // ( ̂  ~\~ i^ ) 4- /m'A- ( ̂  — î ) /y^ ( p — ^3 )/•• -2
[ î 4~ mikp'p — e^ )/>'~î l^ ;

et formules analogues pour ^ p', p-. Le même calcul, pour la courbe

Rî^^

donne une éqiiaiion en X, Y où les termes indépendants de m, -n se
réduisent à

( I6) a (H .--^(A^-i-AiY^.

1,1. suffi t que l'ensemble des lennes c o n t e n a n t / ^ ou n soit de degré 7
au mo ins ; i l su f f î t de regarder la forme des termes que l'on aura'dans
réquation ana logue à ( 8 ' ' ) ,

( 1 7 ) —//'(G) + / r ) [ i 1 m i p 1 k(p — e.,y--1 ][ i 4- / / / / /•(/ ,— e^-1 Y ~r-. . .
-I- | p ( &) -+- ̂  ) -- p ( G/ -h Tj ) ] | ; p " ^ ̂  + ̂  ) —— //^/- ( /• —— I ) ( ? —— ̂  )^-^/3 ;

X j r 4- np'/^ p — e^Y-^ i^-. . .],

où. l'on n'a écrit que le s t r ic t nécessaire pour le degré des termes; on
voi t que le degré m i n i m u m des lerrnes en m ou n est 2 A - 4 - 1 ; si
^onc k^3^ l08 termes de degré min imum, en X et Y sont ceux que
f o u r n i t (16); pour un point quelconque du rectangle

e l à { f ^ e l i à ^ • = f ^ - (t =- P t ^» -4- i'i 1 , t ' -=-? ( G/ 4- Y/ )
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autre que le sommet u=^=e^ la courbure totale est f in ie ; pour
u=^=e^ elle se réduira à i : en effet, on a, au. voisinage de ce
point,

r V ( X , Y ) + P s ( X , Y ) + . . . ,
( î h ) "-^^-(X^D^+Q^X^)-!-../

et pour X, Y très petits, H se réduit à l 'unité; si, d'autre part, on
prend un point jîxe ( u , ^) autre que u=^=e^ la courbure tend
vers i, si m, n tendent vers zéro; ceci suffit à montrer que pour -m, n
suffisamment petits et Z-^3, le rfr (i4) a toujours sa courbure posi-
tive, f inie, non nulle; mais, pour pouvoir se servir des résultats de
M. H. Weyl et affirmer que ce (1s1 définit une surface fermée convexe, in
abstracto, il. faudrait lever la difficulté offerte par//- ==== ^ == e^ ou Ç = K\
r^ == K, car bien que la fonction H définie par (18) tende vers î si .X.
et Y tendent vers zéro, la .fonction .1:1 n'est pas holomorphe au.
voisinage de ce point X = Y = o.

4. Digression sur certaines surfaces auxiliaires et les points où la cour-
bure totale est indéter/ninée. — Je définis une surface algébrique auxi-
i iaire de degré 4 par le procédé suivant : dans le plan horizontal ,r0y,
soit la circonférence C d'équation

où £ est une certaine constante positive que je suppose d'abord pet i te .
La surface S est engendrée par une circonférence variable (7 d'équa-
tions
0) (^^g^^^y+J^r+e)2^-^).

Chaque plan horizontal donne deux de ces circonférences, symétriques
l 'une de l'autre par rapport à Oj; chacune rencontre la circonférence F
décrite de 0 pour centre, avec un rayon égal à i, dans le plan .z/*0^; si
nous suivons par continuité la circonférence (Y, qui , pour ^o == o, se
rédui t à G, cette circonférence (7 rencontre la demi-circonférence F
située du côté des x négatifs et engendre une nappe de surface cowexe
fermée, sans singularité, voisine, pour £ petit, de la sphère ï

^^j.-s+^^-l;
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la surface S se compose de celte nappe et de la nappe symétrique rela-
t ivemen t à Oj ; u n plan p ivo tan t autour de Oj coupe S suivant deux
ellipses ayant en commun pour axe le diamètre vertical de F; ce plan
coupe la nappe isolée sur S suivant deux demi-el l ipses dont les axes
horizontaux ont une .longueur différente. L'équation de S est immé-
diate,
( 2 ) [-:ytî + J'4- ^-î- 2£)(.^-- ï ) p = = 4.£^(1--^).

En transportant l 'or igine au po in t (o, o, i ) ^ on a l 'équation

( ' î ' ) [' X 1 -h J •ï -i~ (, ( -i- 2 £ ) ( ̂  -r- 2 ̂  ) ]î -S- 4 £' ̂  Ç ̂ i ' + 2 ^' ) •=. 0,

de sorte que le cône des tangentes à la nouvelle origine est le plan ^ = o
compté deux Fois. Pou r z == o, la surface S se rédui t bien à la surface 2

^ ~\~ r'1-\~ •^•ï == î

comptée deux fois. Une •représentation paramétrique de S s'obtient
immédia tement :

( .r :=:: £ sin Q "l- ( î -1-- £ ) s in Q cos cp,

(3^ j' =: (i+ s) sin0sin<p,

f .- -= cos0;

l c == sin0cos(p,

/ ^ ) <:' c' === sin Q si n cp,

• ( c'==cos0.

La nappe dont nous avons parlé s'obtient en faisant varier ç de

o à 2T: et 0 de o à rc; la nappe, symétrique relativement à Oz s'obtient
en remplaçant ensui te 0 par — 6 ; nous avons mis en regard, for-
mules ("4\ ce que l'on obtient pour £•== o; on peut faire correspondre
un à u n les points de S et S correspondant aux mêmes valeurs de 6, y.

' O n calcule aisément par le tableau des dérivées ̂  ̂  -^

( 5 )
scosô -h ( î 4-c) cosôcosip ( î - t - £ ) cos6 's ino — sin Q

__ ( î 4- s ) sin Q sin Q? ( î 4- £ ) sm0 coso o
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les coefficients E, F, (j du c/s\ Ed^ + aFrfOrfç + G ̂ y2,

E •=. ( ï -h S^COS* 2 ^ 4~ sin2^ 4- Ê'-^COb'^ -h 2 £ ( l -t- £ ) COS2^ COS®,

( 6 ) . F =: — £ ( î 4~ £ ) si n Q cos 0 si n (?,

G = ( î -l- s^sin2^

puis les mineurs S, TI,/C, de (5) ,

i; :=: [ ( î 4- £ ) sin Q] sin 0 cos 9, ^ -= [ ( ï -)•- £ ') si n 9 '} sin ^ si n <?,

Ç== [ ( ï .4- s) s i n 0 f [ ( i 4- £ ) cos.0 ~r- £ cos^cos^) |,

et enfin les coefficients D, D^ ÏY de Gauss,

(8 ) D == — ( ï -l- s.) sin0[ï 4- £ 4- ecoscp], W ̂  o, D" -=. — ( ï 4" ^sin3^.

•DD^ _ i-y.i
La courbure totale K éu'ale à -rr^—1-^-? est donc0 (liC-X —— i^^2

ï 4..- g ,4- & coso
( 9 ) • K:

( ï 4- £ ) | ( i 4- £ 4- £ cos <p )2 cos'2 ̂  4-- si n2 0 Y î

£ é tant supposé posit if , le numérateur i 4"£ ( i +cosç) est toujours
positif, au moins égal à ï , de sorte que la courbure est toujours posi-
tive, f in ie , non nulle. Or pour le point le p lus .haut de la. surface, 0 == o,
ç indéterminée on a
(10) K =———————[•————,( ï .4- £ ) ( i -+. 5 ...|,,.. g coscp)3

et l 'on voit que cette courbure varie en ce point depuis —I— jns-

q^^.^^—.^^^ La courbure totale en ce p o i n t est donc indéter-
\ î 4- £ ; [ î!- -+• -î £ /

minée ; la circonstance obtenue;, pour le premier exemple du paragraphe
précédent, n'est donc pas de nature propre à empêcher l'existence des
surfaces correspondantes; pour le second, nous avons vu que la cour-
bure totale reste finie et est égale à î au point crit ique. La surface S a

. son rfr2 défini sur toute la sphère S, au sens de M. Weyl, mais avec la
restriction que? pour 6 = o, on a le quotient coso == —=== ^[ est

* ^2 _ .̂ çfî 1

fini, mais non holomorphe en c, c\ c< Avec les idées de M. Weyl, on
doit exprimer x^ y , s en fonction homogène de degré zéro, de c, </, c"'.
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On a ainsi ,

(11) œ-= £ \ / C 1 •}- C'^- ( T -r- £) C ( i 4- £ ) C '
5 )' ——

^/CÏ-4-. .̂..j_. ç^

de sorte que c == c' == o donne déjà une s i n g u l a r i t é ; puis

cM- ( 1 + £ )° ] 6^ -i- C2 -+• C^ -S- 3 c ( 1 -i- £ ) C '
\/C1 + C"

( 1 2 )

^ _ — c ( t -I- £ }C C ' p _ („LI :̂l„£:2l( c _!~
C 1 -i- C^-i- C7" î ' ^ — — ^ y ^ - ^ ^ - -

lîien que la méthode stricte de M. FI. Weyl ne soit plus applicable
au c/.r ((5), on voit n é a n m o i n s que ce ^/.r déf ini t une surface convexe
fermée (à un dép lacement et symétrie près). Il n'y a donc pas à hés i ter
pour essayer d 'é tendre la snétii.ode de l 'auteur a l lemand aux exemples
qu 'un problème in té ressan t m'a fa i t t rouver; même au cas où ces
exemples ne d o n n e r a i e n t pas de surfaces fermées, les recherches com-
plémenlaires sur les méthodes de M. H. Weyl ne seraient pas stériles
et auraient un ^ros i n t é r ê t pour la théorie des surfaces. J ' a jou te une
au t r e r emarque , q u i montrera elle aussi l ' u t i l i t é de la digression de ce
paragraphe. Aux points (o, o, i) et (o, o, — i ) la surface S cofnpiètc
admet un plan tang'ent doub le : j 'ai pu, par un certain procédé ( c e l u i
des sections hor izonta les su iv ies par c o n t i n u i t é ) , décomposer ma sur-
face S complète en d e u x nappes séparées, sans singularité ( sauf peu(-
étre pour 'l 'œil, du mathémat ic ien) ; si, au, contraire, on engendre la
surface par les ellipses complètes d o n t j ^ a i parlé (sections par les p lans
p i v o t a n t au tour de 0^), la surface ne se sépare pas, ou se sépare, au
^•ré de l 'opérateur 5 je trace sur la f i g u r e 7 la c i rconférence C et sa symé-
t r i q u e relat iveme-nt à l 'o r ig ine ; en prenant toujours la plus grande des
deux ellipses mér id iennes , on a une nappe dont la section hor izontale
estCEDFC; en p r e n a n t la plus pet i te , on a une nappe dont la section
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horizontale estAEBF; nous avions pris avant la nappe d o n t la section
horizontale est AEDF.

Il est facile de voir que les surfaces définies au paragraphe précé-

(lent offrent, si on les prend dans leur ensemble, en chaque foyer,
précisément deux nappes régulières, tangentes entre elles ( tou jours
en admettant l'existence de la surface). En effet, dans la représentat ion,
conforme sur le plan (.z", y),

dKi '== [ P (.w + ̂  ) — P ( û/ -1- 'n ) | ( da^ -i- dy1 ),03)
x = Ï -{- m [ p ( G,) + ̂  ) -.- <^ Y, y='n 4- // [ p ( ̂ ! + Y] ) — c\ " Â\

i l y a sur le plan ( x , j) réduct ion de moit ié pour les angles de la sur-
face au tour du foyer F, ; nous avons donc o b t e n u un rectangle (.r, y)
analogue au rectangle (E, r])"de la figure 6, obtenu en fa i san t var ier 'c
de — sK' à + aK', et Y] de — K à + K; le tour complet fait sur la nappn
correspondante de S,, autour de F,, tour d 'ampli tude 'ir^ est traduit sur
le plan ( x , y ) par u n e rotat ion d ' ampl i tude T. s eu lemen t ; mais si nous
prenons maintenant deux va leurs de (?, r\) symétriques relativement
à F,,, ce qui revient à remplacer 'E par s 'K /—^ et TJ par 2K — •̂
^(co-t-^) et p{(^ -+- ïj) reprennent W mêmes va leurs^ mais les
quantités suivantes (ou leurs carrée)

G)^^ ^dï=^[î+rn^,p(

( dy == dri [ i -i~ //./• j // ( &/
' i\) — ̂  \k~~ ̂ ^(û) + ̂ )"j,

ri ) • ^(^ ^ ) .

ne se reproduisent pas, car/^co + <:E), //(oy +- r^ cliangent de signe ;
on a doue une nappe de ds1 différent, tandis que dans la surface
( i5) ds^ := [ p ( w + ̂  ) — p ( o/ + TÎ ) ] ( de2 -h d^ ),
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qui avait servi de po in t de départ, on retrouvait le même<7.v2 . On a donc
deux nappes;, d is t inctes , non applicables l 'une sur l 'autre, tangentes
entre elles au foyer F, : leur total donne une ro ta t ion de ^.r. dans le
plan tangent, r édn i t e à 27: sur l'image (.ï, ' y " } : si m, n tendent vers zéro,
chacune de ces deux nappes tend à se confondre avec la surface de
d é p a r t ( î 5 ) .

C'est une circonstance analogue à celle qui se produit pour la sur-
face algébrique S prise comme exemple ici ; elle se compose de deux
nappes qui, séparément, tendent vers S si s tend vers zéro.

.5. Adirés surfaces déduites de la sphère. — J'ai déjà indiqué comment
le r/.v2 de la sphère

, c — // ' ai/'1 d^ ~]
( i ) d^ ::...::: ——;—— ———•—————————————————————— —— ————————————————————————— î

4 ( u —- (^j ) ( (i •—• ( ^ ) i i f •— <?;,, ) ( r -— € 1 ) ( c — (^) i c — (?.•{ ) J

( i / ) ch'1 == [ // f ̂  -i- ̂  } — p ( w' -4" •n ') ] ( d^ -î~ dr\1 )

condui t aux nouveaux fis12 à géodésiques fe rmées (m, n entiers premiers
entre eux),

__, f — u r __îï1^clul____ _ ^___f^d^______1
• ' " "s 4, ] f K — (\,) ( n — e.^ ) ( fi. — ^3 ) C e — e, .) ( r --- .̂̂  ) ( (' — €3 ) J

(' 2' ) <:/.ç2 == [ /.>> (' .̂.) -+- "̂̂  ) — /^ '̂ ̂ / -i- '̂  ) ] C m'^dy 4- /^J ̂ rj2 ).

i ,2-=:m^ j=nrj,
( à ) ) ̂ ^ LL+^j-^^+^(^^+</s),

on a pour la courbure totale l'expression
6^__^2 6p2-^

i1;!̂ .̂ !̂̂  „ i!'!r-£i-̂±.———^J:——^ „„ .LT——^J-.——^ 4- ( ̂  _ p) ———^—— -i- ———;——
•ï //4 m1 " L. ^^______^- Jf4 ) ^- = - — — ^ T Ï T " " ^ } ' ' B

Les courbes p— == H, où 1,1 est une constante arbitraire, forment dans
le plan ( u, ^ ) un faisceau de cubiques, dont une cubique de base est la
première bissectrice // — c== o comptée trois fois; les points de base
sont donc les trois points / / = = P === ^ , , ou <?_>, ou ^ comptés chacun
trois fois; en chacrmia tangente est parallèle à la seconde bissectrice.

A un. Èc. Norni.^ (3), XUV.— SEPT EMBUE i(p7. ^



L'élément superficiel de la représentation sphérique conduit à l ' in té -
graie double

i ( u — r ) m// du d{' iJ J 4 \/( u — Ci ) ( u — É?3 ) ( il — <?3 ) ( r — e i ) ( c -— 6^ ) ( f — (?3 ) t-W

qui , au voisinage de n-==- c==^, n'a pas de sens et donne un résultai
i n f i n i m e n t , grand pour une aire inf imoient pe t i t e de forme convenable
en touran t le point M==^=== e^ : il "ne peut donc exister de surface fermée
ayant ce ds^ particulier ( '2) , à moins que rn et n ne soient é^au'x tous
deux à l 'unité [en etFet, en 'écrivant u ==- U -+- e^, r == V + c ^ y l ' é l é m e n t
différentiel (5 ) est de la forme

U - V AU+BV-h. . . ,,, _
•^W (^-Vf-^61^

où A, B, ... . sont des constantes |.
Il y a n é a n m o i n s in térê t à étudier au point de vue de Vanalysis s i l u s

les surf aces. S annu la i re s ayant ce rA-2; faisons correspondre sur S et la
sphère ï les points de même S, T^; dans cette correspondance, les^éo-
désiques de S sont remplacées sur S par des courbes non géodésiques,
mais topologiquemeut images. Cette image a pour équation, sur ï

/> m d'^ il €IT\ ,/ (-) > _.,_^^^, ,„ -_i__—____ —^ _^^.__.___ — /•//
\/p ( G.) -l-- i'i ) — ~/i \/h — p ( G•)/ 4- -n )

Supposons d^abord e^^k^e^ de façon que la courbe rencontre toutes
les coniques sphériques ^; si 2T(7z") désigne toujours la quan t i t é qui
in tervient pour les grands cercles de la sphère

r1'\l \( 7J S t T ( A )
\/^(0)-4- <Ç) ~ h

on voit que les intégrales $, r^ de (6) •offrent les échanges suivants :
"'"m^

1 ^ ^ r^

( 8 ) . / 4- ' 2 i r u i r ( h ) , ^-^^K^ Y),
f i ...^ mn..r(/i), c 4 - 2 / ^ K / , C — i ) 7 » ^ .

Supposons d'abord /n, n entiers, premiers entre eux, impairs : l'accrois-
sement mnT(A} donne sur S.desgéodésiques à antipodes, les antipodes
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correspondant à deux points diaoléiralement opposés (!e la sphère ; celte
correspondance n'est pas conforme et la courbe fait sur S on Ï, avant
de se fermer, n tours. [Bien entendu, quand on supposera r, r: A^ r^,
les variables $, r^ échangeront leurs rôles et ies circonstances resteront
les mêmes. |

Supposons maintenant f'n pair, n impair ( le cas de w impair, n pair
reviendra à un échange des.rôles de ? et Y]"). L'accroissement /wi^'A/)
donne sur S le passade d\m point (E, ïf) à un point ("E-4-'^K', T|'),
superpose au point (E -h 2K/, 7] ), ce qui donne sur I; deux points symé-
triques autour de 0<j ; on a simplement une cong'rnencc ^'éodésique sur S ;
la g'éodésique en jeu 9 (lui rencontre, toutes les coniques E, se referme
sur S après avoir fait n tours comme précédemment.

Si rn est ifnpai/'y n pai'i^ pour les géodésiques qui rencontrent toutes les
conùlues $, l 'accroissement inn T( A ) donné à t donne, sur S, le passade
de (£ , TJ ) au point, (î-l-^nir, — T j ) superposé au point (c, — ïj )^ ce
qui donne sur ^ ( ieux 'points symétriques relativement ait plan .rO^r.
C'estdonc un exemple précisdu. cas oii/^v^/^?pof/^\^yY)^/A7'///^\ç^/ô7i^
une aalo-isometrie de S avec une ligne invariante y ce qui, par une défor-
mation convenable de S peut se ramener a. une symétrie plane; i!
sliflirait, en eflet, que la ligne invariante, géodésique TJ •===- o, devienne
plane. Si nous échangeons, pour ce qui vient d'être dit, les rôles
dem, //., ̂ etïi, K. et K\ nous vovonsque, pour/n pair, n, impair et pour les
^éodésiï juesqui, cette fois, rencontreîit toutes les,coniques ^ e ts i î n (? le -
sriient uncï fraction, des coniques î, on aurapour l 'accroissementw/zT( // )
le passade dii point (^'^) à un point ( — $, r\ 4" 2/nK) superposé au
point ( • — S , 'f\ ), ce qui donne suri; deux points symétriques relati-
vement au planrOj. On a donc une propriété importante pour m paù\
n impair^ les ^éodésiques fermées se partagent en deux catégories : les
unes qui, rencontrent toutes les coniques E se referment après avoir
donné des couples de points congruents géodésiquement; les autres,
qui rencontrent toutes les coniques ïp se referment après avoir donné
des couples d'antipodes, chaque géodésique de cette série ayant un
point double dont le lieu est une courbe à la foisgéodésique et conique
géodésique, ligne invariante dans l'âuto-isoméfcrie de la surface. Je
signale, d'ailleurs, comme au paragraphe 3, qu'il v a une difficulté h
résoudre : c'est de trouver un anneau S qui comporte à la fois desgéo-
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désiques des deux espèces. La distinction entre les antipodes et les
symétriques géodésiques ne consiste donc pas en ce fait que les sur-
faces à antipodes pourraient se ramener exclusivement à des surfaces
ayant un centre de symétrie et les surfaces à symétriques géodésiques
à des surfaces ayant un plan de symétrie; la dist inction tient sim-
plement à ce que la géodésique coupe toutes les coniques géodésiques
d'un système, dans le cas des antipodes et une fraction seulement de
l 'un et Pautre système dans le cas des symétriques géodésiques.

6. Surfaces fermées à fféodésù/ues fermées et ayant un d^ (le Liou-
^ille. — La région où le ds2

( i ) , ^" == [ a ( x ) -4- p ( y ) ] f doc14- dy'1 )

est défini positif est donnée par l 'inégalité

( 2 ) • a ( , r )+(3( j )>o .

Ce (ls\ tel celui [p(<o -h ^r) — p ( ( ^ +y)'|(^/.y2 + d y ' 2 ) de la sphère,
peut rester positif dans tout le plan ("exception, faite de points isolés,
tels que x= ± ^ etj == ± co et points congruents). Si l ' inégali té^ ')

n'est pas vérifiée dans tout le plan, la courbe a(;z") 4-- ?(.y) == o partage
le plan en régions; pour chaque région positive, une fraction seule
peut se trouver représentée par une surface, de sorte que ces surfaces
admettent soit une ligne d'arrêt, soit une arête derebroussement.Nous
devons donc, pour les .surfaces fermées, revenir au cas où a ( x ) -|-- 3(y)
est positif, quels que soient x et j, sauf peut-être^ pour certains
couples (^o,jo) isolés; or, dans le cas A, , a(.r) est périodique, donc
limitée supérieurement et inrérieurement et l ' inégalité p (y )^— aOr)
montre aussi que (3 est l imi tée infér ieurernent ; le cas A, a d 'ail leurs
montré que ^ est l imitée supérieurement. Dans le cas A^, a et p sont
chacune limitées supérieurement, de sorte que les inégalités p^~- a
efc a^"' ? prouvent encore que p et a sont l imitées intérieurement.
Nous pouvons supposer que la borne supérieure de p est zéro ; la fonc-
tion z == — fJ(j) est positive, limitée supérieurement; soit m la limite
supérieure, positive de z et A, a les l imites supérieure et inférieure
de a. On a évidemment, en vertu de a+p^o , l'inégalité a — m>o;
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on ne peut avoir a ^> //?,, sinon les géodésiques

( 3 ) _^_=--^2_,
^/a-rA /̂/—^

obtenues pour une valeur quelconque de A, comprise entre a et m,
couperaient lotîtes les coniques x, toutes les coniques y et cela
est impossible en géodésiques fermées (Chap. I, § 3). La limite
inférieure de a est donc éyale à la limite supérieure de — p ; les
valeurs de h comprises entre A et a donnen t des géodésiques coupant
toutes les coniques y, donc p est périodique (si a est constant, cette
conclusion est en défaut car A=a=a , c'est le cas des ds2 de révo-
lut ion qui a été étudié à part et sur lequel nous ne revenons plus).
Si //- est compris entre a et zéro, la géodésique coupe toutes les
coniques x, donc a estpe/'iodique. Cela expl ique les circonstances ren-
contrées pour la sphère; on a alors

^ y. == p ( G) + ix ) — Ê';,, . (3 ~— e^ — 7^ ( oj/.+.;) ' ),

[ A- == É?J —• <?3, a === é'2 •— <?3-

II résulte de là que toute la surface fermée éventuelle dont le ds2

est ( i ) a pour image sur le p l an .r0y u n domaine ayant pour fron-
tière : i° d e u x courbes ne d i f fé ran t que par une translat ion, parallèle
à O.r, d ' amp lUude 2 T. (grâce à une homoihétie convenable faite sur le
plan ) ; 2° deux courhes ne d i f f é r a n t que par une t ranslat ion, parallèle
à Oy, d'amplilade SA, si 2A est la période de p. Pour la sphère 21:
et 2 A sont doubles de la plus petite période de a et p respectivement;
pour avoi r la sphère une fois, i l suff î t d 'un rectangle de d imens ion 21-:
et X ou T. et 2 Â ; le rectangle de d i m e n s i o n (2r., 2/.) donne deux fois
la sphère et r é t a b l i t i a symétrie entre les coordonnées x , y . Nous allons
retrouver un fait analogue ici. Marquons dans le plan xOy ( J i g ' . 8) l'axe
des a- q u i correspond à la con ique géodésique y === o( ligne qui est géo-
désique à mo ins d'èire a n g u l e u s e ) , l'axe desy qui correspond de même
à la conique géodésique .r==o, analogue à la précédente (nous avons
supposé les l i m i t e s supérieures de a et fJ obtenues pour x ety nuls);
la géodésique par t icul ière , correspondant à h=a Ça limite inférieure
de a et: supér ieure de — p), est u n e géodésique de transition repré-
sentée dans son intégrité par une parallèle ^"==^ à l'axe Oy et par
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une parallèle r==yo à l'axe 0<r; les trois géodésiques .r =o, ^==0
et.r^.z'o ou y:==r,, l i m i t e n t un tr iangle de la surface; dans la repré-
sentation sphérique de la surface; il correspond à ce triangle, d'après
•là fo rmule de Gauss, une portion de la sphère d 'étendue ̂  la surface
doi t donc comprendre huit triangles analogues offrant avec leurs images
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Fig. 8.

u n e configurat ion analogue à celle que nous avons obtenue pour la
sphère { f i g , 65 Chap. I I ) ; i l y a nécessairement deux valeurs — x ^ x ^
(a1, el .'r,, pos i t i f s ) d o n n a n t à a la valeur m i n i m u m a^ deux valeurs
~ ~ y i ? J < t (yi e tyo 'pos i l i f s ) d o n n a n t à — fJ la va leur m a x i m u m < / ; cela
fait quatre foyers F|, F,>, F:;, F,,; autour de Fi les angles, sur la sur -
face, sont d i m i n u é s de moi t ié dans la représentation plane. A u t o u r
de F, dans le p l an on peu t décrire un angle d ' ampl i tude 27:, donc sur
la surface complète nn angle d 'ampl i tude 4 r.; cela prouve l 'exislence de
deux nappes se raccordant surla surface en F,. Sur la sphère cette s in-
gularité n^exisie pas sur la surface, mais sur sa représentat ion, car deux
points symétriques relativement à F, d o n n e n t ' l e même po in t de la
sphère; ici, au contraire, la représentat ion n'a pas de singularité, c'est,
,la surface qui possède la s ingu la r i t é ; cela,-explique pourquoi le TQC-
tangle complet de dimensions (21:, 2 A ) donne l'image conforme de la
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surface complète, qui a pour courbure totale Sr. et est représeul.able
univoquement sur la sphère recouverte {{eux fou. Ce n'est qu'excep-
t ionnel lement que la surface aura pour courbure totale 471 et sera
représentable sur la sphère recouverte une fois; il me parait assez
vraisemblable que dans ce cas on doit avoir

__ _ 7T __ /.

et que deux points de -rOj-, symétriques par rapport à F; 5 ou F^,, ou F;;,
ou F, doiveni , être images d 'un même point de la surface. Cela entraî-
nerait

\ y. ( 'X ) •=•: 0. { 7T — X ), a ( X ) •:-=- a ( X •+ 3 7T „), / 7T \ _ ^ i t . \

^ } [ ( 3 ( . r ) r = p ( À — j ' ) , p ( r ) = = j 3 ( r - i - - 2 À ) , • a ^ 2 / " p ^ 2 J '

Ceci montre qu'il, y aura i t là sujet à de belles recherches. Les con-
d i t i o n s relatives à la courbure totale auraient aussi lieu à interve:jn.ir
pour les foyers F.), F^ F;i, F;, si. l 'on veut que ces points soient régu-
liers sur la surface.

7. Exemple de sur face possédant o32 ^éodésiques fermées et ̂  géodé-
sùjne^ ouvertes. — Considérons le r/.r (/^, n constantes)

, d s 1 == 1 p [ (^ -4- il ) •-- p ( u1 -i- •n ) ] ( dx1 -\- dy ),
( i ) - x -..::;= Ï -|~ m \ p , r,) — LC } — ^2 V',

\ v ;:-••: r; l- // [ e^ — p ( w' 4- •([ ) [ À ' ;

où. /• est de la forme N + • i-? N étant, entier positif . Si ni. //<s ni 7?- ne sont
nuls , les içéodésiques ne sont pas fermées. Supposons n n u l ; posons

(' i} X. == p ( w -l- le, ) --- e^ Y =-- e.^ -— p ( &j/ -4- •(} ) * .

Les équations des géodésiques sont

,3) ...,̂ ^^^^^^^^
^X''~'.'"A \ / X — A v/A- i -Y

Pour A. négatif, les géodésiques sont ferméeSy car le terme 2T(A) ne
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fait intervenir que —fc—^ mais pour h positif, les géodésiques ne sont1 \ /X-A
plus fermées. Précisément pour N au moins égal à trois, on peut
espérer avoir ainsi des surfaces fermées convexes. Il est bon de donner
un tel exemple, car dans tous les travaux an t é r i eu r s , on n'a pas songé
à cette séparation des géodésiques sur une même surface fermée;
j'ai indiqué plus haut des exemples analogues pour les surfaces
à antipodes sur une région ne formant qu'une fraction de la surface
(§ 3 de ce Chapitre).


