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LA NOTION DE DIFFERENTIELLE

DANS

L'ANALYSE G É N É R A L E
PAU M. M.UIBICE FRECHET

(Université de Strasbourg)

Introduction.

Objet de T Analyse générale. — L'Analyse fonct ionnel le , créée par
M. Volterra, a essentiel lement pour objet l 'étude des fonctions qui
font correspondre à chaque li^'ne ou surface, à chaque fonction
ordinaire, un nombre détenniné. Nous avons, dans d i f fé rents mémoires,
considéré les fonctions plus générales qui font correspondre un
nombre déterminé à chaque élément d 'un certain ensemble abstrait de
nature quelconque. On peut encore ranger l 'étude de ces fonct ions,
qu'on peut appeler fonctionnelles avec M. Hadamard, dans l'Analyse
fonct ionnel le .

Mais, sans pour cela s'enfoncer dans les nuages, et gardant un
contact étroit avec toute la science acquise, on peut généraliser
encore. Les fonctionnelles que nous venons de décrire peuvent être
considérées comme définissant une correspondance univoque (non
nécessairement biunivoque) entre l'ensemble abstrait considéré et un
ensemble de nombres. Ou, si l'on aime mieux, el les définissent
chacune une transformation d'un certain ensemble d'éléments ou
points d'un espace abstrait en un certain ensemble de points d 'une
droite.

( ^ L e présent Mémoire est le développement d'une Noie des Comptes rendus
du 16 mars ^5, t. 180, p. 8oG (roême titre).
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Or, il n'y a' n u l l e raison pour se l i m i t e r au cas où l ' ensemble t rans-
formé est l inéa i re , L'étude de t ransformat ions d 'une espèce p lus
.générale s'est imposée depuis longtemps.

Depu i s longtemps, par exemple, on a étudié les t ransformat ions de
points en droites, en plans, en sphères, ..., dans l'espace e u c l i d i e n ,
de fonc t ions analyt iques d 'une var iable complexe en fonct ions d 'une
même na ture , etc. Nous avons plus généralement considéré des
t ransformat ions b iun ivoques et b icon t inues (sous le nom d'homéo-
morpliies) entre ensembles topolo^iques abs t ra i t s (1). Il est donc
na ture l et u t i le de se proposer l 'étude des t r ans fo rma t ions d'ensembles
abstra i ts en ensembles abstraits . On pourra d o n n e r à cette étude le
nom d ' 'Ana lyse genrrale emprunlé à M. E. H. Moore. Il suffira ensuite
de par t icular iser les résultats ob t enus en prenant en considération la
na tu re des é léments envisagés pour ob t en i r des applications variées.

Notion de continuité. — La défini t ion de la continui té d 'une trans-
formation ponctuelle M = <D(m) d 'un ensemble abstrait n'offre pas de
difficulté quand on suppose que ces deux ensembles appart iennent à
des espaces où la notion de voisinage a été étendue d'une façon que
nous préciserons plus loin. On peut exprimer cette défini t ion d 'une
façon in tu i t ive en disant que tout point qui est i n f i n i m e n t vois in
d'autres points est transformé en un po in t i n f i n imen t voisin des
transformés des autres points , sanfc attacher nécessairement à l'idée
de voisinage celle de distance numérique.

La Notion de différentielle en Analyse fonctionnelle. — Pour généra-
liser aux espaces, abstraits la notion de cont inu i té , i l nous a fallu
supposer qu'on ne donna i t pas seulement dans chaque espace abstrait
ses éléments ou points, considérés i n d i v i d u e l l e m e n t .

On supposai t , en outre, donnée an té r i eu remen t à la no t ion de
cont inu i té d ' une transformation, une certaine déf in i t ion des points

( ! ) Les dimensions d'un ensemble abstrcdt {Mal ft. //nn.a/,y Bd 63, 1 9 1 0 , p. î 4 5 ) " Nous
appelons espace topologique abstrait 1 1 1 1 espace dont chaque point 'est un élément de
nature quelconque, niais où une définition des éléments d'accumulation des ensembles
de points de cet espace a été fixée.
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d'accumulation ou de l'opération de dérivat ion des ensembles par
l ' in termédiai re d'une généralisation déjà notion de voisinage.

Pour arriver à introduire la notion de différentiel le dans l'Analyse
générale, il va être nécessaire de restreindre une fois de plus la
générali té de l'espace considéré.

Avant de préciser en quoi consiste cette restriction, essayons de
dégager ce qu'il y a d'essentiel dans la not ion de différentielle.

Dans le but de donner un point de départ moins empirique à l ' in tro-
duction de la différentielle dans l'Analyse fonctionnelle, M. Hadamard
a formulé un premier principe.

D'après l u i , le résultât fondamental du calcul différentiel a la forme
suivante : « La différentielle d 'une fonction est une fonction l inéaire
des différentielles des variables. » II est ainsi conduit à considérer
comme fonctionnelles auxquelles on peut étendre les méthodes du
Calcul infini tésimal, toutes les fonctions U(j) dont la variat ion est
une fonctionnelle linéaire de la variation dej ( î ) . Il reste à définir ce
que Fon nomme fonctionnelle linéaire : c'est une fonctionnelle
distributive et cont inue.

Dans la défini t ion précédente, la variation de la fonction r(^) doit
être entendue au sens de Lagrange, c'est-à-dire que c'est la différen-
tielle pour a= a.o, d 'une fonction y{^, a) dépendant d'un paramètre
numérique a et égale pour a = a^ a la fonction donnée.

On voit que le principe de M. 'Hadamard appliqué à l 'Analyse
générale pourrai t s 'exprimer ainsi :

Supposons que nous ayons adopté une définition de la différent iel le
d'une transformation d'un nombre a en un point abstrait. Si l'on fait
dépendre m d'un nombre a, toute fonction abstraite de m, M == ^(m)
dépendra aussi du nombre a. On aura par exemple m -== g (oc) et
M==$[^(a)] . Et il faudra que d ^ [ g ' ( o ( . ' ) ] soit une fonctionnelle
l inéaire de ̂ (a).

Ceci nous fournit une condition qui est bien dans l'esprit du Calcul
différentiel; mais il reste encore à dire ce qui sera la différentielle
d 'une transformation m ==^(oc) d 'un nombre variable a en un élément
abs t ra i t variable m. (Cet te question ne se posait pas pour l'Analyse

( t ) J. îl\DAMARDi Leçons sur le Calcul des Variations^ t. I, Paris, 1910, p. 288.
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fonc t ionne l l e où M étai t un nombre U, m une fonct ion numérique
ordinaire y(.r) d'une variable x et où, par conséquent , on savait
i - p • d ^ ' . dy \denmr — et -— •

ciy. da ]
Le principe de M. Hadamard permettrait donc de ramener le cas de

la correspondance M == ^(m) entre deux é léments abstrai ts au cas où
le second élément m est un nombre. Mais il resterait à élucider ce cas.

D'ailleurs, même dans le cas considé-ré par M. Hadamard, il nous a
semblé qu ' i l y aurait intérêt à adjoindre au pr incipe de M. Hadamard
un autre principe dest iné à mettre i m m é d i a t e m e n t en évidence l ' im-
portance de la not ion de d i f férent ie l le pour l'étude approchée d e l à
fonct ion. C'est le suivant : la d i lFé ren t i e l l e d 'une fonct ion est une
expression simple, approchée de l 'accroissenient de la f o n c t i o n . Le
q u a l i f i c a t i f s imple est précisé par le p r i n c i p e de M. Hadamard en y
remplaçant toutefois la var ia t ion ou d i f f é r e n t i e l l e de l 'argument y de
la fonc t ionne l le Vy par raccroissement Ay de y sans intervent ion du
paramètre n u m é r i q u e a. Le qualificatii « approché » recevra une
première précision si l'on dit que la différent ie l le d 'une fonct ion doi t
être la partie principale de l 'accroissement de cette fonction. Mais pour
éviter les objections élevées contre cette condition dans le cas
classique des fonctions d'une variable et v isant les cas où la dérivée
est nulle, nous préciserons ainsi le sens du mot partie principale :
La différence ent re la d i f f é r en t i e l l e et l'accroissement de la fonction
doit être i n f i n i m e n t petite par rapport à l'accroissement de la va-
riable.

L'analyse précédente condui t alors pour les fonctionnelles numé-
riques à la dé f in i t ion que nous avons donnée en 1911.

Une fonct ionnel le <[>(m) admet une d i f fé ren t ie l le pour l 'argument m^
s'il existe une fonc t ionne l l e o(A/n), l inéai re par rapport à l'accrois-
sement Am de l 'argument m^, qui ne diffère de l 'accroissement
correspondant A<ï>(/no) que par une quanti té i n f i n imen t petite par
rapport à l 'accroissement AW() de l 'argument.

Pour achever cette dé f in i t i on , il suffit de préciser : i° qu'une
fonctionnelle ç($) est linéaire quand elle est continue et, en outre,
distributive, c'est-à-dire telle que Fon ait i den t iquement

?(Si+^=?(Si)-^?(^);
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2° que le nombre A^D^o) sera considéré comme inf in iment petit par
rapport à AW() s'il est inf iniment petit par rapport au nombre qu i
mesure Yéccirt entre les éléments m^ et m^ -h AW().

Enf in , b ien entendu, la différentielle de <&(w) en m^ sera précisé-
ment i?(Aw).

La définit ion est alors complète dans rAna^se fonctionnelle — où
<D(w) est un nombre — lorsque l 'argument m est une fonction
ordinaire. Il suffit de choisir pour l'écart de deux fonctions m(x)
et m^x) une définition en rapport avec la nature des fonctions
envisagées.

Par exemple, lorsque m varie dans le champ des fondions continues
sur un intervalle fixe J, on prendra, pour l'écart de m et m^y le
maximum de \mÇx) ~ m^Çx') \ sur J. Lorsque m est une fonction
arbitraire de carré sommable sur J, on prendra pour écart

[/n(.z') — mo(.z*)]'2^. ...
j

La définition de la différentielle dans !''Analyse générale. — Nous
allons voir qu'on peut étendre sans modification la définit ion donnée
plus haut aux fonctionnelles qu i sont, aussi bien que leur argument,
de nature quelconque, c'est-à-dire aux transformations d 'éléments
abstraits en éléments abstraits. La seule difficulté consiste à préciser
le sens à attribuer aux différentes parties de cette définition. C'est en
le faisant que nous serons amenés à restreindre la catégorie des
ensembles abstraits transformés et à transformer, sans pourtant avoir
à définir la nature de leurs éléments.

Si la définit ion est bien choisie, elle ne s'appliquera qu'à des trans-
formations continues; nous prévoyons donc qu'on devra avoir défini
d'avance dans chaque espace l'opération de dérivation des ensembles.
Mais cela ne sera pas suffisant.

Nous remarquons qu'en regardant la différentielle d'une transfor-
mation comme une transformation simple, approchée, au voisinage
d 'un point , de la transformation donnée, nous sommes sûrs de rester
dans la voie tracée par les créateurs de la notion de différentielle d'une
fonction et nous pouvons attendre de cette différentielle généralisée

Ànn. Éc. Norm., (3),XLII. — OCTOBRE 1920. 38
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les mômes semées qu'à rendus la di f férent ie l le classique dans un
domaine plus restreint. C'est seulement dans l ' interprétat ion de la
déf ini t ion que nous r isquons de faire fausse route.

Analyse de la définition de la différentielle. — Reprenons donc
en détail la défini t ion de la page 296 en donnan t à la fonct ion-
nelle M ==<&(/7î) la signification d 'une transformation univoque de
points m ( formant un ensemble e) d'un espace abstrait en points M
(formant un ensemble R) d'un espace abstrait, dist inct ou non du
premier.

On peut représenter cette définition sous la forme symbolique

( î ) A<l>(mo) — ^N>(7?^o)= o ( A w o)

où nous employons la notat ion o(. . .) empruntée à la théorie des
fonctions pour ind iquer que o(Am^) est inf in iment petit par rapport
à A m y ; et où d^(m^ est une fonctionnelle linéaire de A/??o. On peut
aussi représenter symboliquement la définition des fonct ionnelles
linéaires ç(Ç) par la double condition

(H) • 9 ( ^ + ^ ) = < ? ( ^ i ) + y ( ^ ) <

( I I I ) Si ^ est voisin d'un ensemble d'éléments T], ç(^) est voisin de
l'ensemble d'éléments 9(ïj).

Il reste à interpréter ces trois condit ions.
Tout d'abord, m^ et m é tant deux positions de m, qu'entendra-t-on

par accroissement AW() de m^ à m, lorsque m n'est pas un nombre?
On pourra s'inspirer de la géométrie vectorielle usuelle où cel

accroissement ne serait antre que le vecteur géométricpie m^m.
Alors AW(, est un vecteur abstrait du premier espace, AMo ==A$(wo)

est un vecteur du second espace, d^Çrn^') == ©(Am^) est.un vecteur du
second espace t ransformé l inéaire d^un vecteur du premier. Et pour
interpréter complètement la signification du premier membre de (ï),
il faudra supposer qu'on ait antér ieurement adopté une définition de
la différence entre deux vecteurs du second espace, à savoir ici
A$(w,)- ç(A^o).

D'autre part, la condition (II) suppose qu'on a donné un sens à la
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somme de deux vecCeurs !;,, ^ du premier espace et à la somme de
deux vecteurs ç(^), 9(^2) du second espace.

On voit alors qu'un moyen très général — sinon le plus général —
de donner les significations qui viennent d'être précisées consiste à
supposer que les deux espaces considérés sont des espaces abstraits affines
au sens que j'ai indiqué ailleurs et que nous rappellerons plus loin.

Mais nous n'avons pas encore tenu compte de la condition (III}.
Celle-ci n'acquerrait de sens dans les espaces affines tels qu'ils sont
habituel lement définis que si l'on ne faisait tendre un élément ou
point abstrait vers un autre que suivant un chemin rectiligne* Si l'on
veut restituer à la notion de continuité foule sa portée, nous serons
donc ici amenés à admettre que les deux espaces abstraits où varient
m et M sont non seulement affines mais topologiquement affines au
sens que nous avons précisé ailleurs. Cela se traduit par une nouvelle
restriction qui sera rappelée plus loin.

Enfin, reste à interpréter la signification de o (A/T^) dans l'égalité (I).
C'est un vecteur A du second espace qui dépend d 'un vecteur À == Aw?o
du premier espace. Et le vecteur abstrait A doit être inf iniment petit
par rapport au vecteur X. Dans l'espace topologiquement affine le plus
général, on peut attacher à chaque vecteur un nombre îo qu'on peut
appeler longueur ou norme de ce vecteur. On pourrait donc être tenté
de dire que le N^cteur abstrait A est inf iniment petit par rapport au
vecteur abstrait X si la norme ou longueur de A est inf in iment petite
par rapport à celle de ^/L Mais on sait que, dans un espace affine, les
valeurs absolues des longueurs n'ont pas de signification propre, que
seuls importent les rapports de deux longueurs et encore, en les
supposant prises sur la mê^ne droite abstraite ou sur deux droites
parallèles. Il faut donc donner une définition plus stricte du sym-
bole o(Amo). Un moyen très général consistera à supposer que, dans
chacun des deux espaces topologiques considérés, les points
d'accumulation peuvent être définis au m^yen d'un écart numérique.
Nous entendons par là qu'à tout couple de points A, B, on peut faire
correspondre un nombre(A, B)^ô -- nul seulement si A e tB ne sont
pas distincts — de sorte que A soit point d'accumulation d'un
ensemble de points B, si la borne inférieure des écarts (A, B) positifs
est nul le et réciproquement. .
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Alors la signification du symbole o(A//2y) sera évidemment la
suivante : le vecteur M o M ^ = o{m^n) devra être tel que le nombre qu i
mesure l'écart de Mo et de M, soit i n f i n i m e n t petit par rapport au
nombre qui mesure l'écart de m^ et de m quand ce dernier tend
vers zéro.

Ailîsi, nous voyons qu'on pourra définir la différent iabi l i té d 'une
transformation M == V[m) de points m d'un espace abst ra i t en points M
d'un espace abstrait, toutes les fois que ces deux espaces sont des
espaces topofogiquement affines ou la d é f i n i t i o n des points d'accumu-
la t ion peut être donnée par l ' i n t e rméd ia i r e d ' un écart n u m é r i q u e .

Toutefois, on est obligé pour ces espaces d 'établir une d i s t i n c t i o n ,
au premier abord subtile, entre ia longueur et l'écart. Cette d i s t inc t ion
est clans la nature des choses comme on pourra le voir par les
exemples de tels espaces (I5ûL>, JIL, ...) que nous avons donnés
ailleurs (r). Mais au moment d ' in t rodui re la no t ion si impor tante de
différentielle d'une transformation d'espaces abst ra i ts en espaces
abstraits, cette distinction risque d'égarer l'esprit sur des dé ta i l s non
essentiels. Nous nous bornei^ns donc dans la suite au cas où les
espaces abstraits considérés sont des « espaces (cD) vectoriels »,
espaces un peu moins généraux que « les espaces <T topologiquement
affines » considérés ci-dessus et un peu plus généraux que les espaces
définis par M. Banach (2) et que nous appellerons « espaces (co)
vectoriels complets ».

Résumé. — Nous allons dans la suite rappeler la d é f i n i t i o n précise
des espaces considérés plus haut successivement et formuler la
définit ion correspondante de la différentielle d 'une transformation
d'ensembles abstraits. Nous é tud ie rons ensuite ses propriétés. Dans
un second Mémoire, nous définirons les transformations dWdre
entier et les différentiel les d'ordres supérieurs. Dans toute cette
étude^ nous util iserons, -^ sans avoir beaucoup à y changer pour en
étendre considérablement -la portée — un grand nombre des raison-
nements présentés dans nos quatre mémoires : Une définition

(1) Les espaces topologiquement affînes (//cia mathernatica, KJ'AS).
(2) Fundamenta Mathematicce, t. III, 192-2, p. i33^
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fonctionnelle des polynômes ÇNoi^\ Ann. de Malf'i^ t. 9 5 iqoq'); Les
fonctionnelles continues (.A/m. Éc. Norm. sup.y t. 26, 1909, p. 193) ;
Sur la notion de différentielle dans le Calcul fonctionnel (C. R. Congrès
Soc. sav., 1912 , p. 45); Les jonctions cr une infinité de 'variables
((7. ./?. Congrès Soc. sav. 1909, p. 5).

CHAPITRE I.

ESPACES ABSTRAITS ET TRANSFORMATIONS PARTIELLES ABSTRAITES.

Définition dhm champ de vecteurs abstraits. — De nombreuses défi-
nitions axiomatiques cies champs de vecteurs ont été données qui ne
diffèrent que par quelques variantes. Nous nous arrêterons à la
suivante :

Nous appellerons champ de vecteurs un système composé d'un
ensemble o" d'éléments de nature quelconque (et que nous appellerons
vecteurs") et de trois opérat ions portant sur ces éléments et sur des
nombres, opérations représentées par les symboles -4-3 . , ||...|| et
soumises aux conditions suivantes :

Soient !;, Y], Ç trois vecteurs quelconques du champ cr, a et b des
nombres quelconques (1 ).

i°^ -i" T] est uné lémen t bien déterminé du champ o-; 2°^ 4-y] ==y]-+-^;
3° (^ 4- ïj) + ^ == ^ 4- (Y] -h t) ; 4° S -h Y] == "$ -h t entraîne -/] = *(;
5° il existe dans le champ cr un vecteur qu'on peut désigner par 0 tel
qye ^.+- o == ^; 6°^ . S est un vecteur déterminé du champ o- ( 1 N ) ;
^ a-=)=.Q et û? . l ;==a.7 i e n t r a î n e n i ^ = Y] ; 8° ̂ 0 et a.^=b^ en-
traînent a == A;9 0 a . (^ -+- ' ^ ) )==^ .^4-a . • / ] ; 10° Ça -4- &) . ^== a. S -h À . ^ ;
11° • i . ' $ = = ^ ; 12° a&.S == a. (6 .^) ; I3 0 | | ^ j est un nombre ^o appelé
longueur de ^; I40 | |E||•= :o équivaut à ^ = = 0 ; I50] |â .^[ |= [ a [ |i'S||.

.Définition d^un espace abstrait affine. — Nous appellerons espace
abstrait affine un système composé d'un ensemble d'éléments de
nature quelconque appelés points abstraits et d'un champ o" de vecteurs

( l) Pour éviter des complicaLions qui sont secondaires relativement à ridée essentieîie
de ce Mémoire, nous ne définirons a. ̂  que pour a réel.
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associé à cet , ensemble de façon à réaliser les condit ions suivantes.
Appelons couple ordonné de points^ deux points abstraits pris dans

un certain ordre.

I. A tout couple ordonné A, B de points abstraits correspond un
vecteur déterminé S; du champ o- et l'on exprime cette correspondance
par la notation AB = E.

II. Étant donnés un point abstrait A quelconque et un vecteur ^
quelconque du champ cr, il existe un p o i n t abstrait B et un seul tel
q u e A B = E .

III . Quel que soit le point abstrait A, AA =0.
IV. Quels que soient les points abstraits A, B, C, on a

AB==ÀC-+-œ.

Par analogie avec l'espace euclidien, on peut aussi définir dans
un espace abstrait affine des droites abstraites, des t ranslat ions
abstraites et des homothéties.

On appellera droite abstraite passant par deux points abstraits dis-
tincts A et B, le lieu des poin ts abstraits Mp obtenus en faisant varier
le nombre p dans la relation

A M p = ^ p . A B .

On appellera translation abstraite déterminée par un vecteur
abstrait ç, la transformation ponctuel le qui fait correspondre à un
point abstrait M, un point abstrait Af par la relation

MW^'L

On appellera homothétie abstraite de centre A et de rapport A, la
transformation ponctuelle qui fait correspondre à un point abstrait M
un point abstrait W par la relation

SM^==Â-.AM (1).

( 1 ) On peut généraliser de la même façon un certain nombre de définitions d'éléments
géométriques euclidiens et de leurs propriétés. Voir Sur une défiidtion. g'éoméiriquô
des espaces abstraits affines ('̂ m SQC. Maïh, poîwwse^ î9*25).
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Intervention des considérations de continuité. — Nous avons fai t
remarquer ailleurs (1) qu'un ensemble à peu près quelconque, E, peut
être considéré comme ensemble des points abstraits d 'un espace
affine. (Si, par exemple, E a la puissance du continu, il suffit de lui
faire correspondre l 'ensemble des points d 'une droite euclidienne et
de lui associer un champ de vecteurs de la même façon qu'aux points
de la droite.) La notion d'espace affine n'offre donc un intérêt que
lorsque les opérations +,,, J . . . | effectuées sur les vecteurs de l'es-
pace considéré sont en relation avec la nature des points de l'espace
affine. En particulier, la nature de ces points détermine sinon logique-
ment , du moins prat iquement , la façon de t radui re dans l'espace
considéré la notion de voisinage des points de l 'ensemble.

Par conséquent, il n'y aura intérêt à adopter une façon de consi-
dérer un ensemble de points comme espace affine que si cette façon
est en relation régulière avec la définition adoptée dans cet ensemble
pour le voisinage de ses points.

Un cas simple est celui où le voisinage plus ou moins étroit de deux
points de l'espace considéré peut être apprécié numér iquement par
un nombre et même plus précisément quand l'espace considéré est
un espace (<î)).

Nous disons qu'un espace où une certaine définition de la conver-
gence d'une suite de points a été adoptée est un espacer) lorsque :

A tout couple de points A, B de l'espace correspond un certain
nombre (A, B) == (B, A)^o qu'on appelle distance de A et de B.

(A, B) == o équivaut à dire que A et B ne sont pas distincts.
Lim (A, A^) == o équivaut à dire que A^ tend vers A quand n tend
fl.—^.CK:

vers F inf in i .
Quels que soient les points A, B, C, on a

(A , B ) 5 ( A ; C ) + ( G , B ) .

Ceci étant, un cas particulièrement simple, quoique très général,
où le champ vectoriel associé à un espace ((D) est en relation directe
et naturelle avec les notions de continuité sur cet espace est le suivant.

( î ) Les espaces topoloyc^uement affines {Âcta mathçmatica^ 1925).
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Nous appellerons espace (o) vectoriel, un espace (cô) auquel on
peut associer un champ de vecteurs, de sorte que la longueur de tout
vecteur AB soifc égale à la distance de ses extrémités A, R. Autrement
dit, nous supposons que |AB|[ == (A, B).

[Parmi les espaces (co) vectoriels figurent ceux qui ont été étudiés
par M. S. Banach dans le Tome III de Fundcimenta Mathematicœ, et
qu'on peut appeler espaces (co) vectoriels complets.]

Il n'est pas indispensable de confondre, comme dans les espaces ((D)
vectoriels, les not ions de longueur et de distance. On peut même plus
généralement considérer des espaces abstraits affines où le voisinage
ne peut s'exprimer numériquement .

Nous étudierons ces espaces p lus généraux dans un Mémoire ulté-
rieur, parce qu'on peut y déf ini r et y étudier sans trop de complica-
tions les t r ans fo rmat ions ponctuelles abstraites (Tordre entier.

Mais nous désirons mettre bien en lumière la simplicité de l'exten-
sion que nous voulons donner à la no t ion de différent ie l le et qui est
l'objet essentiel de ce Mémoire. Nous écarterons donc les difficultés
accessoires en nous bornant , pour déf in i r la d i f férent ie l le , au cas des
transformations ponctuelles d'espaces (<©) vectoriels en espaces de
même nature.

On trouvera des exemples de .tels espaces dans le Mémoire de
M. Banach ci té ci-dessus et dans notre dernier Mémoire du Bail. Cal-
cutta Mat/i. Soc.^ 1925, sur « Les espaces vectoriels abstraits ».

Tram-formation vectorielle linéaire. — Considérons une transforma-
tion V == W(v) qui fait correspondre à chaque vecteur v d'un champ cr
de vecteurs abstraits défini comme plus haut , un vecteur V d 'un champ
analogue de vecteurs abstra i ts , les deux champs étant distincts ou non .
Nous d i rons que cette t r ans fo rmat ion vectorielle est linéaire si elle est
d'abord distributive, c'est-à-dire telle que , pour t o u t couple ^ <^ de
vecteurs du premier champ

»F(^+ F2)=:y(^i)+ ^(c^).
Elle doi t être ensui te continue, c'est-à-dire telle que [RF^)—^(^i) j|
tende vers zéro quand \\v^— ^J tend vers zéro, ou encore telle que
'^(P)! tende vers zéro quand [ [ ^ [ [ tend vers zéro.

On conclut de la distr ibutivi té qu'en prenan t pour (\> le vecteur 0
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du premier champ, on a
y(F,)=¥(p,)+T(0);

donc le transformé ^'(O) du vecteur 0 du premier champ est le vec-
teur 0 du second champ,

On conclut aussi de la distributivité et par un raisonnement bien
connu que l'on a
(z) . y(r.çQ=r,¥(F),

quel que soit le nombre rationnel r. Alors grâce à la cont inui té de S'\
cette égalité reste vraie à la limite pour les valeurs irrationnelles de r.

L'identité (i) nous permet de prouver main tenant une propriété
utile des transformations vectorielîes linéaires : il existe un nombre K
indépendant du vecteur ç tel que

||^)yKlM|.

En effet, dans le cas contraire, il existerait une suite de vecteurs dis-
tincts v^ ^>, ... telle que

11 ̂ ( ̂ ) 11 >^ Kll.

En posant ^ === ——— — ^5 on aurait une suite de vecteurs w^
l l ^ l l v ^

(^25 ..., telle que ||wJ| ==,— tende vers zéro et que pourtant

IW-^II^/^
qui ne tend pas vers zéro.

Transformations ponctuelles abstraites. — Soient M == F(w)une trans-
formation d'un po in t m d 'un espace ((&) vectoriel en un point M d'un
espace (cô) vectoriel, m^ une position particulière d e w e t M o = F(^o)-
On peut ramener la transformation ponctuelle M == F(m) a une trans-
formation vectorielle en l'écrivant sous la forme

MoM == F ( m.Q ) F ( in ) = 0 ( ïno w),

ou même, eu partant de points respectifs m^ SL qui ne se corres-
pondent pas, sous la forme

M7M==A-h®i(^iw).
An,n. Éc. Norm., (3), XL1I. — OCTOBRE 1920. ^9
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On peut appeler accroissement de la variable de m^ à m le vecteur m^m
et accroissement correspondant de la fonct ion le vecteur M^lVl. On peut
désigner ces accroissements par A/^o== m^m, AMy ==MoM == AF(mo).

En employant la notation m^ === m 4- mm^ = m 4- A, m, on a

AiF(m) = F(/7z)T(^ + Ai m).

En envisageant A,F(7n) comme fonction de m, on peut de même
considérer un accroissement ^[^\¥(m)] de cette quantité, corres-
pondant à un second accroissement A^m de m. D'où

À2A,F(w) == F (m 4- A2w)F ( / /< -4-Aam -h A iw ) —F(w)F(w -4-Ai m)
:= I7 ( m. -4- Ai m ) F ( /?î + Ai m -4- A^ rn ) — P' ( m ) F (m -h Ag m )

=:AiÂ2F(m).

On définira de même en général l'accroissement d'ordre n, A^,
A^i, . . . , A ^ P ( m ) correspondant aux accroissements successifs
A^T^A^, ..., A^w et indépendant de l'ordre des indices.

Transformations ponctuelles du pré/nier ordre, — Nous appellerons
en général transformation ponctuelle d'ordre n, toute transforma-
tion M == F(m) continue et telle que l'accroissement d'ordre n -+- ï de
la fonction F(w) A/^., A ^ , . . Ai F(m) soit ident iquement nul, c'est-à-
dire égal au vecteur 0 du second champ quand les accroissements
Ai w, ..., A^ m de la variable varient de façon indépendante.

En partiéulier, M = F(w) sera une transformation du premier ordre
si A2AiF(w)=0, c'est-à-dire si la transformation, toujours supposée
continue, est telle que

F(^+Çi)F(m+''ç7T^^F(^^

quels que soient les vecteurs ^, et ^2. En posant pour m fixe

¥(0=FT^TmTÇ),
on aura

(a) lI J <(^-^^)== l ï i l(^)+¥(^).

D'autre par t , en disant que F(m) est continue, nous entendons
que||F(m)F(mj|| tend vers xéro avq.p |[ww,||. De sorte que ¥(£) sera
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non seulement distribufcive en vertu de (2), mais aussi continue. Par
suite, ¥*(£) est une t ransformat ion vectorielle l inéaire. En employant
pour M une notation s imila i re à m^ == rn+ mm^ nous aurons donc
pour toute transformation M = F(m) du premier ordre

F(w4-£ )=F(m)4-y (^ ,

où V = W(^) est une t ransformation vectorielle linéaire. La réci-
proque est évidente.

En employant la terminologie géométrique que nous avons util isée
ailleurs ( î ) , on observera que toute transformation du premier ordre
transforme toute droite en une droite, tou t plan en un plan, deux
droites parallèles en deux droites parallèles, etc.

Composition de deux transformations du premier ordre. — Considé-
rons une transformation du premier ordre du point a dans le point m

w==mo-4-Vî(ayai).

Et cherchons quelle est la transformation, résultant de la succession
de cette transformation et de la transformation du premier ordre

N = No -+-¥(772.0 m) .
On a

d'où
¥(mom) = ¥(m^) -+- ̂ [^(a^;)],

N=N,+¥{¥\(<^)]. . •

Quels que soient les vecteurs ^, ^ du champ des a

y[^l(^+^)]=^ïyl(^)+^(£2)]- lï^[yI^

donc ̂ [("^(^j est distributive. Elle est d'autre part continue. Fina-
lement, la composition de deux transformations ponctuelles du premier
ordre fournit une transformation du premier ordre.

( î ) Ann. Soc. Math. polonaise', upô, loc. eu,
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' 'II.

PROPRIÉTÉS DES TRANSFORMATIONS ABSTRAITES DIFFÉRENTIABLES.

Définition de la différentielte d'une transformation ponctuelle
abstraite. — Conformément aux explications que nous avons données
dans l'Introduction, nous dirons qnune transformation ponctuelle
M == F( m) d'un point m d'un espace (CD) vectoriel en un point M d'un
espace ((©) vectoriel^ distinct ou non du précédente est differeïuiable au
point m^, s'il existe une transformation vectorielle linéaire "ç^Amo) de
l'accroissement Am^ de. Ici variable^ qui ne diffère de l'accroissement
correspondant AF(mp) de la fonction que par un vecteur o(Ame)
infiniment petit par rapport à Am^.

On a ainsi
( 3 ) AF ( mo) == T ( Âwo ) + o ( A/no ),

là notation o(Amo) signifiant que le rapport £ de la longueur du
vecteur O(AW()) à la longueur du vecteur Aw^ tend vers zéro avec cette
dernière longueur. On peut exprimer cette propriété en remarquant
que

o(Amo)=l|o(Amo)||.U==£||A^o||.U,

U étant un vecteur du second espace dont la longueur est égale à
l 'uni té .

Remarquons que pour appliquer la déf in i t ion précédente, il n'est
pas nécessaire de supposer que la transformation M==F(m) soit
définie pour toute position de m. Mais nous supposerons qu'elle est
au moins définie au voisinage de w^, c'est-à-dire que m^ soit intérieur
à l'ensemble e de point m sur lequel F(m) est définie. Dans ce cas^ en
effet, on va pouvoir prouver fac i lement que si F(m) est différentiable
en Wo? tt ^y a aucune transformation vectorielle linéaire®, autre ûue^V,
gui puisse jouer le rôle de W.

En effet, "^(A^o) — Q(Awo) devrait être in f in iment petit par
rapport à Am^. Or, en posant v == „——,, 'àm^, on aI I "^ll

||¥(Am,)^ê(Am,) II ^ | jy(^-^(^)H
IjA/^H • II ,.||
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Ce dernier rapport, qui est indépendant du nombre |]AwJ[, devrait
tendre vers zéro quand ce nombre tend vers zéro; il est donc nul et,
par suite, on a bien

W(im,)==Q(im,).

La transformation vectorielle linéaire W(^fn^) est donc seule de
son espèce; c'est une transformation simple approchée de la t rans-
formation du vecteur âm.^ dans le vecteur AMg; nous l ' appe l le rons Ui
différentielle de F(m) en m^ et nous la représenterons par d ¥ ( m ^ ) .
Finalement^ on a

7) AF(^J==^F(mJ-i-£||AmJ|.U

U étant un vecteur (du second espace) dont la longueur est égale à
l 'unité et £ un nombre qui tend vers zéro quand la longueur de Amo
tend vers zéro.

On voit aussi qu'on a

F ( m} =r [ F ( /no ) 4- ̂  ̂ n,m) ] 4- £ [| ~m^m || U

de sorte que la transformation du premier ordre

( 4 ) N == F ( /rio) 4- y (mo^)

peut être considérée comme une transformation simple approchée de
la transformation M=F(m) au voisinage de m^ On peut l 'appeler la
transformation du premier ordre tangente en m.o à la transforma-
t ion M = = F ( m ) .

Cette façon de parler, utilisée en élasticité, rendrait service même
dans l'Analyse classique où elle rendrait certains énoncés plus intuitifs.
Par exemple, soit M = = F ( w ) une correspondance entre points de
l'espace euclidien. Elle se traduit par trois relations numériques entre
les coordonnées

(5) X:=Fi(^,y,s), Y^F^.r,^,^); X -==- F ,̂ J^).

La transformation considérée sera difîérenliable au point a;o»Jo ^o
si les fonctions F,, F^ F.^ le sont, et la transformation du premier ordre
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tangente en ce p o i n t est définie par

(6) ^x.^^^^^^+-^; ^Y=..., ^X=.- . . .v / à^o àvo J ô^

D ( F F. F. )On dit f fénéralement que si le d é t e r m i n a n t jacobien ----—•' 2 ' 3 - est<- A t j j^ t'y, y, 5 ;
dif férent de zéro au po in t x^ y^ z^ la transformation (5) est
biunivoque au voisinage de ce point . Il serait aussi rigoureux et plus
i n t u i t i f de dire que si la t ransformat ion tangente à -la t ransforma-
t ion (5) au po in t ^(pYo, ^o' csfc b iun ivoque , la transformation (5) elle-
même est b iun ivoque au voisinage de ce point .

Composùiolt des tramformations différentiables. — II résulte
év idemmen t de la définition de la différentiel le que si la transforma-
tion M === F(m) est différentiable en m^^ elle est aussi cont inue en Wy.

Considérons main tenan t la transformation M == G(oc) qui résulte de
la succession (de la composit ion) de deux transformations d i f fé ren-
tiables, m == ^'(a) effectuée sur un espace CD vectoriel et la transfor-
mat ion M===F(m) envisagée précédemment. On a la relat ion (3) et
une relation de même forme

dWi :

/HO m^ ¥1(00 ai) -h Oi(a(,aj); •

m^M, = W [^(^1)] + o,(aoa;) ;

02(^0^1)== y [01(^0^1)] •+• o^o^i)»

II est bien manifeste que ^Ppï^ ( a ^ a ^ ) j est une transformation
linéaire comme ^F et W^ (voir p . 307), il reste à voir comment se
comporte o^(aoaj quand a, tend vers a^. Or, d'après l 'al inéa précé-
dent et la déf in i t ion de o, il existe deux nombres fixes À et k et un
nombre e tendant vers zéro avec j j^~^~~ tels que

l [T(Ô)||$Â||ei|, \\W,(^)\^k\\^^ ||o,(^a7)[!=£||ao^||,

d'où 1 1 ^ 1 __ • __ ! ! ^
Wo^Jl^C^+^llaoaJI.

Alors
lo r"û^^^l1<!/zllol(•aoal '^l^l!o^mowl^lr^| ̂ V^)^!./ ||= \ ̂  ——T^=-r,—— ~t~ •~r~====-,-r-~" ^ A + £ ) > \\(XoOCi

laoail! H^o772!
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d'où l'on dédui t que o^ay^ ) est i n f in imen t pet i t par rapport à || a,...a J[.
Ai n si la composition de deux transformations di/férentiabfes successives

donne une tram'formation différentiable. De plus, la différentielle
de F [g (a)j est y^F, (a^a,) j ; donc la différentielle de la fonction de
fonction F[^(a)J s'obtient par la composition des deux transformations
différentielles successives de F(m) et de g{^}' On peut aussi dire que
la transformation du premier ordre tangente en a^ a la transformation
ponctuelle composée F[^(a)j, s'obtient par la composition des transfor-
mations du premier ordre, tangentes respectivement à g(^') en âo et à
FÇm)enm^==g(^').

Remarque. — Dans le cas particulier de la transformation identique
m = = m , la différentielle de m est évidemment son accroissement.
Car Aw est bien une transformation linéaire Aw et elle ne diffère pas
de l'accroissement de cette fonction particulière. On a donc

d/n ~= Aw

lorsque m est la variable indépendante et, par conséquent, on a aussi
dM-^d¥(m)=^W(dm),

toujours quand m est la variable indépendante.
Or on a vu que si m est une fonction de ccy qui est différentiable

comme F(m), on a

^[F(^(a)]= lF[¥l(Aa)] el dm==iW,Ç^),
d'où

dM-=d¥[^(a)]=W(dm).

Ainsi, lorsque W(àm) est la différentielle d'une fonction abstraite M
de m, la relation

dM-=W(dm)

a lieu, non seulement quand m est une variable indépendante^ mais
même quand c'est une fonction diffèrentiahie d'une autre variable
abstraite a.

Variable numérique. — Considérons le cas particulier où a est un
nombre réel. Il peut être regardé comme appartenant à un espace (co)
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vectoriel, celui formé de tous les nombres réeis, avec une interpré-
tation évidente des vecteurs.

Alors si 7?2==^(a) est une transformation de . cet espace en un
ensemble appartenant à un espace abstrai t (co) vectoriel quelconque a
et si la transformation m = ̂ (a) est différentiable, on aura

Am=¥i(Aa) +c,jAa.U,

co étant un nombre qui tend vers zéro avec Àa et U étant un vecteur
unitaire. Et puisque W^ est l inéa i re et Aa est un 1 nombre

¥\(Aa)=Aa.Ç(oc),

où ^(a)est un certain, vecteur de l'espace de m. D'où, f inalement ,

A/n == Aa. ̂  ( a ) 4- o Aa. U
et par suite

(8) —.Am=:c(a) 4--CO.IL

On voit que la différence des vecteurs -r-- Am et ^(a) est un vecteur
dont la longueur |œ | tend vers zéro avec Aa, ce qu'on peut exprimer
sous la forme

lirn -,— • A/n ==:.'; ( a ).
Aa-^oAa

On peut dire que ^(a) est la dérivée géométrique par rapport au
paramètre a du vecteur abstrait qui joint le point abstrait m à un point
fixe w. Ou mieux, que c'est le vecteur abstrait qui représente la vitesse
abstraite du point abstrait m se déplaçant sur une trajectoire abstraite
et arrivant à sa position au temps a. Dire que la transformation m = ,ç'(a)
du nombre a en un point abstrait m — ou la représentation paramétrique
d'une courbe abstraite — est différenliable^ c^est dire que si a est le temps^
le mowement a lieu avec une vitesse vectoriellement déterminée ^(oc),

définie comme la limite du vecteur j—'^m lorsque Am te'nd vers zéro.

Remarquons aussi que l'on a, diaprés.(8),

IlSWIl-M .^^(^ll+M-
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ce qu i donne, lorsque Aa tend zéro, l'égalité numérique

iî )ii=,i- ̂ i.
Aa->o [ '-^•y-1

En particulier, supposons que la fonction w==^(a) soit une
constante (abstraite), c'est-à-dire que m reste fixe lorsque a varie
dans l 'intervalle J où l'on suppose g'(a) défini. Alors | [À722J[ est nu l et
par suite la dérivée '^(a) de la fonction m ==§-(a) est constamment le
vecteur 0.

Réciproquement, si la dérivée Ç(a) est le vecteur 0 pour toutes les
valeurs de a dans l ' intervalle J, la fonction ^(a) est une constante
(abstraite). En effet, la longueur

|[^(ao)^(a)||

— où ao est un point fixe de l ' intervalle J et a un point variable
est une fonction numérique P(a) et l'on a

P(a4-Aa)~P(a) | J |g - (a )^ (a4-Aa)
Aa |=|| Aa

Or le second membre tend vers ||^(oc) |j qui est nul par hypothèse.
Donc P(a) est une fonction numérique dont la dérivée est nulle dans
l'intervalle J. Elle est donc constante. Ainsi la distance de ^(^o) à
chacune des positions de ^'(a) est la même; en prenant a = a y , on
voit que cette distance constante est nulle. Finalement, g (a) est un
point abstrait fixe quand a varie sur J.

Nouvelle notation. — Revenons au cas d'une variable abstraite m.
Les notations W(dm) et ûTF(/n) pour la différentielle ne mettent
chacune en évidence qu 'une des données qu i déterminent la différen-
tielle. On aura donc souvent avantage à désigner la différentielle
.de F(w) correspondant à un accroissement dm de m par la notation

<^F(/n).

Variation. — Si nous revenons à la composition des transforma-
tions M == F(/n); w==^-(a) dans le cas où a est un nombre, nous
voyons que si F et g sont différentiables, la transformation composée

Ann. Ec, Norm., (3) , XLiI. — OCTOBRE 1925. ^0
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M==F|"^(a)] est d i f férent iable et que si les di i rérent ie l les sont
dM==WÇAm) et dm=^ ^(Aa) == Aa.^(a) la d i f férent ie l le composée
sera

¥[Aa<(a)].

En appelant Aa.^(a), la « variation » de m, en la désignant par âw,
et en posant ^"(Am) == <^F(m), on voit que la variation de M (̂STO

ôM =-- /')^— C/ô/« F (m).

Ce sera, en particulier, une transformation l inéaire de la variation
de w, résultat classique dans le Calcul des Variations.

Digression. — II est intéressant de voir, sur un exemple, le sens de
cette proposition. Prenons pour espace où varie m l'espace (c) des
fonctions cont inues sur un intervalle fixe (.^o, .z",), et pour valeur de
la distance de deux (( points » de cet espace, le m a x i m u m de la valeur
absolue de leur différence. Prenons pour F(w), en supposant que m
soit une fonction numérique de la variable numérique x entre a et a,

^
F(m)-== j m{x)dœ.

"•r'"

II est lïlanifeste que F(w) est u n e t ransformation l inéaire et par
suite que

ÔAm F = V ( 'Am ) = F Aw ( x ) dx.

Si donc mÇx) est remplacé par une fonct ion mÇx^ a), on aura
..r, r,

o / ni ( ;r, a) ̂  === ^ow ^ ̂  / ëm dx
J.r, J.c,

avec
om == m'y,{,Xy a) oa.

Mais la démons t ra t ion suppose que m est différentiable par rapport
à a, c'est-à-dire que

à./n == m[x^ a •+- A a ) — n i { x ^ a) ==Aa»S(^?, a) 4- a) Aa.LJ,
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03 tendant vers zéro avec a el U é tan t un vecteur unitaire. Cela veut
dire que

\\m.(x. a4,Aa)—m(.r, a) „ .
I l A a — — — — — — — ̂ '^ a)

tend vers zéro avec Aa. Or
m (<r, a 4- Aa) — m{x, a) .^ /?z f . r ,a+Aa)— în (x , a)
———————^—————————(-^)|= ———————^—————————(.^a)

Donc m(.z?, a) doit d'abord être dérivabie en a'pour chaque valeur
de x. Mais, de plus, le rapport —n —^(<r, a) doit tendre uniformément
vers sa l imi te zéro. On devrait ajouter que ^(x, oc) doit appartenir à
l'espace (s) : cela est une conséquence de rhypothèse précédente.
Ainsi nous voyons que la formule connue

/-k.'<"i . y»1*'!

ô I m (if, a.)dx^ s ôfn[.x, o.).dx
*/»•<, ^.f»

est, ici, établie en supposant non seulement que rnÇx, a) est continue
en x et dérivabie en a, mais encore que la dérivée m^ est la limite
uniforme de —n quand Aa tend vers zéro. On remarquera que, par le
détour de la théorie des ensembles abstraits, nous sommes amenés à
exprimer sous une forme aussi simple et plus générale que celle qu'on
donne d'habitude, la condition de dérivabilité d'une intégrale dépen-
dant d'un paramètre. On suppose en effet ordinairement que m{x, a)
est dérivabie par rapport à a, non seulement pour la valeur considérée
de a, mais pour les valeurs voisines et que m^{x, a) est continue
par rapport à l'ensemble de x et de a. Ces conditions entraînent
la condition que —"- tende uniformément entre x^ et x\ vers sa
limite ^{x, a)==m^(;r, a) pour la valeur a considérée^ mais la
réciproque n'est pas vraie.

Fonctions abstraites constantes, — Supposons que la transformation
, , • ^ ^ . M== F(m)

soit définie quand m reste à une distance $R d'an point fixe m^
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m et M appartenant respectivement à deux espaces CD vectoriels a et A.
distincts ou non.

Nous sommes main tenant en mesure de généraliser une propriété
fondamentale des différentielles numériques : la condi t ion nécessaire
et suffisante pour que la fonction abstraite M=F(m), supposée
différentiable sur tous les points de la sphère abstraite 2 J|mom[|5R,
soit une constante abstraite, est que la d i f férent ie l le de T(m) soit
i den t iquemen t nul le sur cette sphère abstrai te. Nous entendons par là
que le vecteur ^F(m) est le vecteur 0 attaché à l'espace A lorsque ^
est un vecteur que lconque attaché à l'espace a et que m est un point
abstrait quelconque de la sphère S. . • •

La condition est évidemment nécessaire. Montrons qu'elle est
suffisante. En effet, soient m, un point de S eirn un point du segment
abstrai t /r^mi. On aura

înQm== a .mo^i avec o ^ a ^ i

et, par suite, pour une variation Aa, . .
A/n = Aa./n<)/7Zi.

Alors ici 8m == Soc.Wo^ et la formule (10) devient
ôM=âa^:F(m).

Or m appartient à la sphère S et l'on a^F(m)==o pour tout
vecteur ^. Donc M = = F ( m ) est une fonc t ion abstraite de a dont la
dérivée par rapporta a est nul le ident iquement quand a varie de o à ï.
D'après le lemme établi, page 3x3, il en résulte que M est fixe quand
/?2 se déplace sur le segment abstrait m^m^ Comme m^ est un point
quelconque de S, il est finalement établi que M est fixe quand m est
arbitraire dans la sphère S.

On déduit de la proposition précédente que si M = F(m) est défini
sur un ensemble ouvert cTun seul tenant, e, et si F est différentiable sur cet
ensemble^ la condition nécessaire et suffisante pour que cette fonction
soit constante (c^est-à-dire que M soit fixe quand m décrit l 'ensemble e)
est que ta différentielle de F, ^F(w), sou identiquement nulle. C'est-
à-dire que dçF(w) soit le vecteur 0 attaché à A, quand m décrit e et
quand $ est un vecteur quelconque attaché à a.
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Dans l 'énoncé précédent, quand nous disons que l 'ensemble
ouvert e est d'un seul tenant, nous entendons par là que, pour tout
couple de points m.^ m;, de e, il existe au moins une suite d'un
nombre f i n i de sphères appartenant à e dont la pren^ière cont ient ' / ? i ^
dont la dernière contient e^ et ayant chacune au moins un po in t en
commun avec la précédente.

Fonctions de plusieurs variables abstraites. — Supposons qu'un
po in t M d'un espace ((©) vectoriel dépende de plusieurs points m, /i, . ..
en nombre fini et appartenant chacun à un espace (œ) vectoriel: on
pourra écrire M ='¥(m, 71, ...). 11 s'agit de définir la d i f férent ie l le
totale dF de cette fonction de plusieurs variables. Pour cela, il nous
suffira de montrer que l'ensemble des points m, 71,.. . peut être consi-
déré comme définissant un point a d'un espace (o) vectoriel en
relation simple avec ceux où se déplacent w, n, .... Il suffira alors
d'écrire F(m, 71, ...) =<ï>(^ et. de prendre pour différentielle de F
celle de <&. Nous préciserons plus loin cette indication.
' Définissons d'abord l'espace où se meut le point (A, comme un

espace (co) vectoriel. Deux couples ordonnés de points a,, p.^ et p^, ̂
détermineront deux segments dirigés équipollents si les segments
dirigés correspondants m^m^ et m\?n[, n^n^ et n\n\, ... sont à la fois
respectivement équipollents. l/ensemble des segments dirigés [JL^ pig
équipollents à un segment dirigé [x, ̂  détermine un vecteur p^ p^. La
somme de deux vecteurs ̂ , v^ correspondant aux vecteurs S^ ^; p.^
[j-a» • • * appartenant aux espaces respectifs décrits par m, 72, ... est le
vecteur correspondant aux vecteurs ^ + ^2? "f\\ -+- T].^ .. ..Et si .rest un
nombre quelconque, x.v^ est le vecteur qui correspond à .r.^,
x .Y]^ .... Enfin, on p-eut donner plusieurs définitions de la distance
de deux points p.i, [L^ telles que m^m^ . ..tendent simultanément
vers m,, /?,,, ... quand cette distance tend vers zéro et réciproque-
ment. Par exemple, on peut prendre

Jp.i^||=:[[miW2||+|[^i7Z2

On voit alors facilement que

||^.^2||=: ]^| |̂ 2 11,

Kll̂ ll î  IMÎ l
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et que la c o n d i t i o n nécessaire et suffisante pour que ||p^ ^||==o est
que p.i et p^ coïncident.

Par analogie, une transformation vectorielle
V==XF(^^ ...)

sera linéaire par rapport à l'ensemble des ^5 Y], . . . " si elle est distribu-
tive et continue par rapport à cet ensemble. C'est-à-dire qu'on aura
(n) ^(£i-l-^^i+^2. .^)=^(^9i, ..Q-l-yC^ rh,...)

et que
||V(^^ ...)-V(^^ ...)||

tend vers zéro quand
ii^-y, ih.-rj,ii, ...

tendent s imultanément vers zéro.
Mais on tire de l ' identité (11)

^(Ç, y,, Ç, . .. ) - W{^ 0, o, . . . )== ^(o, •/), Ç, . . .), •
^•(o,^Ç, ...)~y(o,rj,o, ...)=:¥(o, o,Ç, . . .),

d'où
W(^ T), Ç, . . .) = <F(^ .0, . . . ) + ^(0, Y], 0,- . . . ) + .

• Ainsi , si W('^, "/], 'C, . . * ) est l inéaire par rapport à l 'ensemble des $,
Y], . . . , c'est d'abord une somme de transformations ©($) 4- )c(7])? * • •
ne dépendant chacune que d'une variable et l'on voit fac i lement que
chacune d'elles doi t être l inéai re . La réciproque est vraie.

Différentielle totale. — Définissons maintenant la différentielle
d'une fonction de plusieurs variables abstraites

M == F (m, n, . . .).

Nous dirons que cette fonction est dilÏerentiable au point (m^^o» • — ) ?
si, considérée comme une fonction ^(p.) de l'ensemble ordonné p. des
variables m, n, ..., elle est d i f ïerent iable au point (J,o (^o? ^o? • • - ) -
Alors, il existe une t ransformation vectorielle linéaire de l'ensemble
des accroissements âm, A/i, .. *, qui ne diffère de l'accroissement cor-
respondant M? que par une quantité in f in imen t petite par rapport
à ||Am||+-||An||.-.* Cette transformation linéaire est la somme de
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t ransformat ions l inéaires séparées ©(Aw), ^ (An) , .... De sorte qu'on
doi t avoir f ina lement

( 1 2 ) AM=AF(mo, n.o. ...) = ©(Am) 4-%(Â/0 -+-...-4- £ ( 1 | Àm[! -h |1 A/z|4- ...).U

où U est un vecteur uni taire et où £ est un nombre qui tend-vers zéro
avec- ||Aw.|| •+- ||A/i| 4-'.... Et la di f férent ie l le totale de ¥{m, n, .. .)sera
la somme des transformations l inéaires ©(Aw), %(À72), .... Remar-
quons qu'en faisant varier seulement, n, par exemple, l 'égalité (2)
devient

AM= % ( A / z ) - + - s ] | A / i [ [ . U .

Par suite y (an) est « la différentiel le partielle » de F(^, n, .-.)
considérée comme fonct ion de n. On pourra la représenter par la
notation O'^F^m, n^ ...). De sorte que f ina l emen t lorsque w, n, ...
sont variables
( 1 3 ) dP (m, n, .. .)==^F(m, n, .•.)+^F(W^ î^ . • . ) - + - - • •

Ainsi , une fonction F(w, /?, ...) di/érentiable par rapport à l'en-
semble des variables w, n, ... est différenticible par rapport à chacune
d'elles, et sa différentielle totale est la somme des différentielles partie/les
par rapport à chacune de ces variables. Il y a lieu d'ajouter que la réci-
proque n'est pas vraie, même dans le cas classique où M, m, n, ...
sont des nombres.

Lorsque l'on prend pour F successivement chacune des variables
indépendantes m, n, ..., on voit que

^m=:-lm, dn === A/2, .. .., .

et par suite dans le cas général

( i4) dF(m, n. .. .)= ^;^F(w, n .. . ) -r- ^fc'F^z, n. ...)

Changement de variables. — Cette formule est démontrée en suppo-
sant indépendants les points abstraits m, n, .... Nous allons mainle-
nant démontrer quelle subsiste lorsque m, n, ... sont à leur tour (/es
fondions différenliables de nouvelles variables a, ?, . - . , pourvu quon
remplace dm, dn, ...clans /a formule (i4) par leurs expressions
en fonction clé da, d^, .... On a 'par hypothèse la formule (12), et de
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Am == dm 4- £i( || Aa || 4- |[ Ap || + . . . ).Ui,
A^=^, 4-£,(| |Aaj|+||Ap|(4-...).a,

d'où en subst i tuant dans (12)
(15) A^ = Ô ( ^ m ) 4 - % ( ^ ) 4-. . .4--<.J

avec
ûj ̂  © (^ r. UQ 4- /,(£, r. IL) 4- ... 4- £ ( II àrn || 4- || A/z |1 4- ... ). U,

en posant
r= | |Aa | |4- [ |A,6 | l4- . . . .

Or on a
II âm ] [ 5 i| ̂ || -H 5,| r.

Mais d'w est une somme de transformations linéaires
dm = cp(Aa) 4- p(A(3) 4-. . .,

et l'on a vu que chacun des rapports
V^AoOj ||p(Ap)||

||Aa|| 3 ||A(3|| ? • • •

a une borne supérieure f in ie ; en appelant k la plus grande d'entre
elles, on aura

|[^||^|l(p(Aa)||4-||p(Ap)|i4-...S/^.
D'où

HA^Vr ( / c -h |c t | ) ,

et par suite, il existe un nombre fini K ^> o, tel que
(16) \\àm II 4- ||A^[| 4~. . . ̂ r(K. 4- sj + | e,\ 4-. ..).

De même
i |ô(^r.UO+%(£,r.IJ,)4-.. . | |$rS|£,[ | l©(UOll+l£, |[ yJU,) || +. . . j .

En appelant H un nombre convenablement choisi, nous savons
qu'on aura

11Ô(IJ,)1 |^H, |1%(U,) | | ^H, ....
d'où

| |©(£ , r . [ J04-%(£^ ' .U2)4- . . . | 15rH( |£ , |4 - |£2J4~ . . . ) ,
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et finalement

| | c , , | l $ r ; ( [ £ | 4 " H ) ( | £ j 4 - | £ d + . . . ) + ^ | £ | S -

Or si r tend vers zéro, s^ , £ 2 , * . . tendent vers zéro et comme
d'après (16), [|Aw | -+- [|ATZ|| 4- ... tend aussi vers zéro, il en résulte
que £ tend aussi vers zéro, donc le facteur en accolade tend vers zéro.
Par suite "

C.)=^7]V,

où Y] tend vers zéro avec r et où V est un vecteur unitaire. L'égalité (i 5)
prouve donc que

0(dm)+;c(^)4-...,

quand on y remplace dm, dn, ... en fonction de rfa, d^, ..., repré-
sente la différentielle de M == F(w, n, ...) considérée comme fonction
de a, p, .... C'est ce que nous avions annoncé.

Différentielles (F ordre supérieur. —" Une étude complète des propriétés
des différentielles d'ordre supérieur nous entraînerait trop loin.
Nous nous contenterons ici d'indiquer la définition de la différen-
tielle seconde.

Définition de la différentielle seconde. — Soit encore M == F(m, n, ... )
une fonction abstraite de plusieurs variables abstraites, les points M,
w, n, . . * étant chacun variable dans un espace (c©) vectoriel parti-
cul ier ou commun.

On dira tout naturellement que F(w, 71, ...) a une différentielle
seconde si : ï° F a une différentielle première; 2° siy quels que soient les
accroissements àm, AJ^, ... qui servent à former cette différentielle
première^ celle-ci a elle-même une différentielle par rapport à de nou-
veaux accroissements A'm, A'/z, ... indépendants des précédents.
Cette nouvelle différentielle sera la différentielle seconde et l'on voit
qu'elle dépendra de w. n, ... et de deux systèmes d'accroissements
indépendants, Aw, An, ...; A'w, A' n, ....

Écrivons la différentielle première de F sous la forme

d¥(m, n, . ..) == ̂ F(^ ̂  - •) ̂  ̂ (^ ̂  . ..) ̂ - . -
Ann. Éc. Norm., (3), XL1Î. — NOVEMBRE 1925. . 4t
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Par hypothèse, d¥ a, quand Aw, an, ... sont fixes, une différentielle
première qu'on peut appeler d'dV par rapport à des accroissements A'm,
A'TZ, ... de /n, n, .... En particulier, il en sera ainsi quand on prend
tous les premiers accroissements nuls, sauf l'un d'eux. Donc si F a
une différentielle seconde, chacune de ses différentielles partielles du pre-
mier ordre

^F(m, n, . . . ) ; <)^F(/72, ,z, . . . ) ; . . .

est dijférenUcible. La réciproque est vraie, car on aurait

A^;F(m,^ ...)==^^F(m,/z, . . .) 4- E, R.Y,.

(et de même pour les autres différentielles partielles) en posant

P.=\\^fm\\+\\^fn\\^..^

£, tendant vers zéro avec R, et V, étant un vecteur un i t a i r e . D'où, en
ajoutant

A'dF(rn, ri, ...)=: dfà^F(m, n, . . . ) -+- ̂ ^F(w, /z, ..,)+... +£R.V,

V étant un vecteur unitaire et s t endan t vers zéro avec ti puisque

sR.V==£iR.Vi - } -£2R.V2-+- . . .,
avec

MS|^|+|c,i- i-....
Donc d'dV existe et Von a

d'dl^d'à^VÇm, n, . . .) + d'à^{m, n, , . . )-+-. . . .

Or si ron pose pour un instant (puisque pour calculer les d^ on laisse
les A fixes)

9 (m, n, ...)=:^F(m, n, . . . ),
on aura

d^(m,n, . . .)==^m9(w,^> '")•+-à^cp (m, n, ...)-{-....

D'où
d'd^^ à^à^FÇm^n, . . .) + ̂ ^F(m, ,z, . ..) 4-. . .

+à^à^F(m, n, . . .) + ̂ ^F(77^ ^, . . . ) - + - - . . ,
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qu'on pourra aussi représenter par la notation abrégée

13.]
^WF= à^^¥(m, n, ..,) 4-^^F(m, n, ...)-

+ ̂ i&. F(7^ /^ • • • ) ̂  ̂ ^^^i^l'!9-^

Finalement, on voit que r/WF est' une somme de termes dont chacun est
linéaire par rapport à un des accroissements Aw, An, ...et aussi linéaire
par rapport à un des accroissements à! m^ A' n, .... Chacun de ces termes
est une différentielle partielle du'second ordre de F ( i).

Si l'on supposait que tous les premiers accroissements Am, AT^ ...
fussent nuls, sauf un seal, et que tous les seconds accroissements
A^m.A^i, ... sont nuls sauf un seul, la différentielle totale du second
ordre de F se réduirait successivement à chacun de ces termes.

( i ) On écrit d'habitude la différentielle secoûde d'une foûclion de deux variables numé-
riques en égalant les doux systèmes d'accroissements. Mais cela ne devrait pas en faire
oublier la véritable origine.


