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SUR L'UNICITÉ ET LÀ MULTIPLICITÉ

DES

FONCTIONS ANALYTIQUES
PAR MM. N, LUSIN rr J. PRIWALOFF

(à Moscou)

Introduction.

On sait que le problème d^unictté des fonct ions analytiques est très
important dans la théorie des fonctions et dans ses applications nom-
breuses. Ce problème, étudié déjà au xix0 siècle, n'a pas eu de résolu-
tion complète jusqu'à présent.

Les cas classiques de ce problème étaient résolus à l'époque de
Weierstrass. C'étaient les cas où deux fonctions analytiques f A z)
et f^{z) coïncidaient ou bien dans un domaine commw ou bien en un
ensemble infini de points appartenant à leur domaine d'existence
commun y compris le point limite. Ces deux problèmes indiqués ci-
dessus sont les problèmes intérieurs. C5est M. Painlevé qui a résolu
pour la première fois le problème (^unicité dans le cas où deux/onc-
tions analytiques /*i(^) et /s(^) holomorphes d'un côté d^un continu
linéaire sont égales sur ce continu. Vous ces résultats sont les seuls que
nou§ avon^ jusqu'ici. M. Fatou, dans son remarquable travail : Série
trigonométrique et série de Taylor ( < ) , a posé le problème suivant :

Existe-t4l une fonction analytique /(^) kolomorpke à l'intérieur du
cercle \ s \ <^ i çttendant wr$ zéro en un çmwM^ dépeints de E,rïïesE ^> o,
situé sur la circonférence \ z \ = ï, z tendant vers ces points te long d^un
chemin quelconque non tangent à la périphérie?

( 1 ) Âcta rnat^ t. XXX, 1906.
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Le bu t de ce travail est de résoudre ce problème ainsi, que les autres
qui s'y rattachent ( i) .

En analysant ces problèmes nous sommes conduits naturellement à
la question plus générale : Étant donné un ensemble E clé points de la
circonférence j s j == i . Quelle est là'structure de cet ensemble, pour que
la fonction analytique fÇ^) holomorphe à l'intérieur du cercle \z\<^\ et
tendant vers zéro en des points de E, z tendant vers ces points par des
rayons, soit identiquement nulle ?

En suivant les questions étudiées dans ce travail, nous le divisons
en quatre Parties :

Dans la première nous discuterons les questions d'unicité et de mul-
tiplicité en supposant que la variable z tend uniformément vers des
points de la frontière; dans la seconde, étant résolu en sens positif le
problème de M. Fatou ci-dessus mentionné, nous discuterons les pro-
blèmes analogues; la troisième Partie est consacrée à l'étude du pro-
blème généralisé, dont nous avons parlé plus haut; enfin dans la qua-
trième Partie, nous discuterons les problèmes peut-être distincts de
ceux dont nous nous sommes occupé jusqu'ici, mais int imement liés
entre eux. La question fondamentale de ce Chapitre est la suivante :
Existe-t-il une fonction analytique f\z) uniforme et continue dans le
cercle s \ <^ i et tendant uniformément yers zéro en tous points de la
circonférence [ z == i ?

Certains résultats de ce Mémoire ont été publiés par nous dans des
travaux antérieurs (2).

CHAPITRE I.
lUNICITÉ DES FONCTIOES ANALYTIQUES. CAS CLASSIQUE.

1. Dans l'étude des fonctions analytiques au voisinage d'une ligne

(r) Cf. J. PIUWALOFF, Intégrale de Cauchy (en russe) {Êull. de l'Université de
Saratowy 1918) .

(2) J. PRÏWALOFF, Intégrale de Cauchy (en russe) (JBiill. de l'Univers, à Saratow,
1918) . —N. liVsm^Sur la représentation conforme (Bull. de l 'Inst. PoL àIvanovo-Vosn.,
1919) . — N. LusiNy Sur Inexistence des fonctiona analytiques qui sont uniformément infinies
au voisinage découpure (en russe) (ïbid., 19^2, Moscou, Juli, 1923).
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singulière, il est essentiel d'envisager la structure de l'ensemble des
points de cette ligne, définissant complètement la fonction analytique
par ses valeurs limites. Considérons d'abord le cas le plus simple,
celui de la fonction analytique, régulière à l'intérieur du cercle et
tendant uniformément vers des valeurs finies et bien déterminées sur
un certain arc a" de la périphérie. 11 est aisé de voir que ces valeurs
déterminent d'une manière un ique ladite fonction. En effet, il suffît
de démontrer que toute fonction ./(^ ) holomorphe à l'intérieur du
cercle et tendant uniformément vers zéro aux points de cr, est égale à zéro
identiquement. D'après le principe de Schwarz, ta fonction /(s) est
prolongeable au delà de l'arc a; par suite, étant holomorphe et égale
à zéro en chaque point de cr, elle est nulle partout. Le problème d'uni-
eue a donc la résolution banale dans ce cas. En utilisant la représen-
tation conforme des domaines jordaniens, nous pouvons réduire les
cas les plus compliqués de notre problème à celui que nous avons
exposé.

Sou fÇz) une fonction régulière cVun seul côté d'une ligne jorda-
nienne 1 et tendant uniformément vers zéro aux points de I. En adjoi-
gnant à cette courbe 1 une autre de telle manière qu'à l'intérieur
du domaine D ainsi construit, la fonction f\z) soit partout holo-
morphe, nous faisons la transformation conforme du domaine D sur
l'intérieur du cercle. Il est évident que la fonction/(-s) holomorphe
dans D le sera aussi après la représentation conforme dans l'intérieur
du cercle et égale à zéro en chaque point de l'arc Œ de sa périphérie,
correspondant à la courbe I. (Ce résultat est une conséquence immé-
diate du théorème de M. Carathéodory.)

Or, la fonction transformée est nulle d'après le théorème déjà
ment ionné, donc la fonction f{s) l'est aussi,

En utilisant des, considérations analogues, on peut démontrer que
toute fonction holomorphe au voisinage d'une ligne jordanienne 1 et ten-
dant uni for moment ver s l'infini aux points de cette ligne est égale à Vin-
fini partout. En effet, supposons que le théorème n'est pas vrai; alors
la fonction /(-s), vérifiant les conditions de ce théorème, ne peut avoir
qu'un nombre limité de zéros au voisinage de I, car, dans le cas con-
traire, l'ensemble de ces zéros aurait certainement au moins un point
limite sur Ï et, par suite,/(^) ne pourrait tendre uniformément vers

Ann. Éc. A/or/n., (3) , XLïI. — MAI 1920 . ^
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l ' infini au voisinage de la ligne I; donc au voisinage de I la fonc-
tion /(-s) étant holomorphe n'est jamais nulle.

En appliquant alors à la fonction ^—r- les considérat ions que nous

avons util isées plus haut, nous allons voir que .— est égale à
zéro identiquement, et par suite /(;s)==co, contrairement à rhypo-
thèse.

Les cas d'unicité que nous avons exposés sont classiques, nous
allons démontrer qu'on peut réduire à ces cas des problèmes où
les fonctions analytiques vérifient des conditions semblables, mais
moins restrictives.

2. Soit / '(^) u n e (onct ion holomorphe à l'intérieur du cercle | z \ <; ï
et (elle que, si l'on retranche .de | z <0 les cercles yi , y^, ..., y^, ...
sans points communs , elle tend u n i f o r m é m e n t vers zéro dans l'en-
semble connexe B restant, quand le po in t - s tend vers un point quel-
conque de la périphérie G du cercle (tout en restant dans R).

Nous allons démontrer que dans ce cas fÇz) est identiquement nulle.
A cet effet, il suffît de démontrer que ./(^) tend uniformément vers
zéro en chaque point de C, quand ^ tend vers ce point par un chemin
quelconque tout agrégé au cercle \z << i . Supposons que cela n'est
pas vrai. Alors il existe une suite

- • 1 7 •*-"27 • ' • 7

tendant vers un po in tée de Cet un nombre a, a >o, tel que [/(^)[;>a.
Ces points^, si i est suffisamment grand, sont agrégés nécessaire-

ment aux cercles y^^a , ..., y^, - . - . Or, si \f(^i.)\^> a? ^i étant dans
le cercle Y/(, il existe certainement un point de R, aussi voisin dey/ ,
q u e l'on veut, auquel |/(^) [ > a. ;

Pour fixer les idées, nous désignerons par z^ ce point. Donc il
existe une suite de points

f - i l ) -(--!» -(/'» / -.ï'/') ^ Tî '\ 1; ni .-(/ ' i—/-' 1[_ ^ , ^ , . . . , -^ , . . . ^ <^ n ; lin.] ^ — ^o.j

et terie que | / (^ / J ) | > a. D'où la contradiction. ,
11 est aisé de voir que la démonstration sera valable, si nous suppo-
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sons que la fonction fÇ^) tend uniformément vers zéro, quand z tend
vers des points d'un cire a- de la circonférence tout en restant dcins R.

Il est évident aussi que le théorème sera valable si l'on utilise, au
lieu des cercles y, , y^s • • • ? Y/^ * • - . des domaines jordaniens quel-
conques.

Le théorème démontré peut être généralisé de la manière suivante :

Soit j '(s) une fonction holomorphe à l'intérieur du domaine jorda-
nien D, limité par la courbe I. Nous supposons que celte fonction tend
uniformément vers ^èro quand, le point z tend ver s un certain arc o" de I,
tout en restant dans R.

(Nous obtenons l 'ensemble R en retranchant de D les points appar-
tenant aux domaines fermés y,, y^, ..., y/^ .. .). Dans ces conditions la
fonction /(^) est identiquement nulle,

Nous omettrons la démonstrat ion de ce théorème en remarquant
que le cas considéré se réduit au précédent par la représentation con-
fo rme du domaine 1) sur l ' intérieur du cercle.

Dans les considérations précédentes nous avons toujours supposé
que les chemins le long desquels varie la variable s sont absolument
quelconques à la seule condition d'être agrégés au domaine ou de véri-
fier les conditions supplémentaires. Par suite, l'analyse des problèmes
qui s'y rattachent était tout à fait classique. En terminant ce Chapitre,
nous al lons fixer notre attention sur quelques exemples des fonc-
tions analytiques pour lesquels le problème ^unicité a une réso-
lution négative. Ces exemples sont in t imement liés à la question qui
nous occupe.

3. // existe une fonction analytique ./(-s) régulière à l'intérieur //a
cercle z \ <^ i et dont le module tend uniformémeni vers l'in fini, quand
la variable z tend vers la périphérie par des circonférences-concen-
triques \Z\ = p/,, p^I, /2->-CO (1). , • , , ! • 1 1 ,

( 1 ) Cf. N. LUSIN, Sur l'existence des fonctions anaïf tiques qui sont uniformément
infinies ciu voinnag'e de coupure (en russe) [JBûll. de Vînst^ Pol. à Ivanovo-F'osne-
sensc, ïQ'î'î).
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Considérons la série

( i) ^^-l^2'^
n =0

où les ^ o < Â ^ < ^ 2 ? • • • » ^o< P-i < ' ^2<- - - sont des nombres entiers
positifs.

En posant
7l

?/^)=^W^,^-vs
A==O

nous avons
^n ( ̂  ) = <fn-l ( .3 ) 4- A,, ̂ ^n.

Il est évident que dans le cercle \z 5i,

| ? / . (^) |^^o+^i+- .+^ pour ( / i=o, l, 2, ...).

Il en résulte que

(2) , - ?»(^) ^^ 5lx^~-(Xo+•Àl-+-...-4-^_,).

Dans tout ce qui suit, nous appellerons couronne la partie plane
qui est située entre les deux circonférences concentriques \z\ = p'
et ( s | = ̂  et nous désignerons cette couronne par le symbole [p', p'7].

Il est évident, d'après l'inégalité (2), que dans la couronne

[Yx-—),,1
L\ ^nV-n' J

se trouve vérifiée l'inégalité

(3) i9»^)i^^i-—y^"-(^+^+...+^_,). . •
\ "Tt l—n /

D'autre part, on sait que ( i — 1̂  tend en croissant tomours vers sa\ m/ v

limite -5 donce
I \m ^

(4) i ~ , <- (m=x, . ,3, . . . )m / ^ 2 v " 1 '—^ -î -, .. •;,

(5) (- î •(-=6,7,...).
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En appliquant l 'inégalité (5) à (3), on voit sans peine que

(6) 1 ^ ( ^ ) 1 =^- (Xo+^+. . .+À^O (n=6,7, ...)o

est vérifiée dans la couronne ( i — ' r — ) ? i •LÀ A2^/ J
En désignant par C^ la circonférence ^ [ == i — ;—^— 5 nous voyons

2 À ̂  /̂. ̂

tout de suite que dans l'intérieur de ce cercle C^

I 7,,, ̂ ^ \ ̂  À,,,, fx - ———Y-1'-1

\ âÀ//. P-n/

^^f //^y-pn^{ / i y^^,H L. ^ / i \ v » ^ ^=^j(^^ j <x-(^) (.=^,...).

Donc dans l'intérieur de C,
/À»-^2^!^) ~^r/ i \ \ \n J V'n

|^1^2^^|<À^(—— ) (/.=!, 2, 3, . . . ) .w2/
Dans tout ce qui précède, les nombres \i et ^, étant arbitraires,

vérifiaient seulement les condit ions déjà citées plus haut. C'est main-
tenant que nous définirons leurs valeurs plus précises.

Nous posons X^ == a71, où a est un nombre entier «S 5 et ^=== n\
D'après cela, les inégalités (6) et (7) se transforment en les sui-

vantes :

(6*) l9.(^)|^Ç-(l-^a-4-a24-••.4-^- l)

a^ a^—i /i i \ a^ , /, v
==-^-— ———>art ^ — ——— )> — (^= 6, 7, ...)3 a—i \3 a — i / 12

qui sont vérifiées dans la couronne ( i — - — — ) , i .
' . L\ ?^^/ J

Or, d'après (7) nous avons a l'intérieur de C^
/ r \a2(7l-t-l) / /7 \ "+1 /I^n+l

(7*) |À^^^/^|<a^(—) =f4^ <(i) (^=1,2,...).
W2/ ^2^7 ' /

Ces opérations préliminaires étant achevées, attaquons la partie
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fondamentale de noire exemple. Nous allons démontrer que la série (i)
OO

^^s^^'
est une série convergente dans le cercle z <^i.

En effet, quel que soit le cercle \-z ^p , p <;i, il existe certainement
un nombre n assez grand et tel que ce cercle est agrégé a l ' intérieur
des cercles C,,, G^i, .... Mais dans ce cas, diaprés les inégalités ( G * )
et (7*), tous les membres de la série (i) ,dont l 'indice n est suffisam-
ment grand, sont moindres en valeur absolue que les termes d'une
série

2 2-
4-. . ..

Donc la série (i) est convergente et représente une fonction holo-
morphe à l'intérieur du cercle | s | <^i.

Il nous reste à démontrer que cette fonct ion vérifie lès conditions
cherchées.

En appliquant les inégalités (6*) et (7*) à la couronne

^ 2À^

nous aurons

et a fortiori
^

\(ûÇz)\^>——î (parce que a ̂  5).

La fonction ç(s), ainsi construite, vérifie toutes les conditions
mentionnées plus haut.

Son module tend uniformément vers l'infini quand la variable z
tend vers la circonférence tout en restant dans les couronnes

^np-n,
^ M

^JJ'.
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4. On peut démontrer de plus que le module ]y(^) tend aussi vers
V infini, quand la variable z tend vers la circon férence \ z \ == i le long'
d\in r{iyon, dont l'angle 9 avec Ici direction positive de V axe Qx est égal

à k —-— où k et n sont des nombres naturely arbitraires. ('L'ensemble de
^ [^

ces rayons étant partout dense dans 1 s | ̂  i. ) En effet,
x

o(s)=o,,_i(s)+^^s^
t ' == //,

et

( 9 ) 1 ^ ( ^ ) 1 ^ 2^^^ -\Q'^Z)Ï ^^^^.—(Ào+^+.-.+^-i).
t.i .-= n v •— n

D'après notre hypothèse, z tend vers la périphérie s [ = = ï le
long d'un rayon dont l'angle 0 = k —T— et \== a71, ^= n\ Donc le

"JiP'n

quotient À^p.,/ : ̂  [-^a est un nombre entier si v > n.
Il s 'ensuit que tous les membres de la série

2;̂ ^

sont des nombres positifs Çz tendant toujours vers la périphérie le
long d'un rayon ci-dessus ment ionné) . Donc le long de ce rayon
l'inégalité (9) s^exprime ainsi

et a fortiori

ou
(10)

|9(^) ^^^-(Ao+)-i4-...4-^--i)

| 9 ( z ) > },, ̂ 'n — ( }.o + Ai -4- . . . -4-̂ ...i )

9(^)]>}^|^] }^—(Ào+}4-^-...4-).n--l)

le long du rayon considéré.
La seconde partie de l'inégalité (10) est égale à celle de (2), d'où

il résulte immédiatement que pour tous les points ^ de notre rayon,
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qui appart iennent à la couronne ( i — — — ) , i , nous avons

' ( i i ) |^)|>^.

Il s'ensuit que | ç(^) \~>+ co , quand ^\->ï le long du rayon consi-
déré.

5. La fonction cherchée étant ainsi construite, nous allons mainte-
tenant répéter les conditions plus précises auxquelles elle satisfait.
Désignons par S une famille de domaines fermés D^ de propriétés :
i ° D^ est situé à l'intérieur du cercle z <^ i ;
2° La frontière de D^ est un polygone;
3° Deux domaines D^ Djy i =7^ /, de S n'ont jamais de points communs

entre eux;

4° ̂  diamètre de D/ tend vers zéro avec -. •

Retranchons maintenant du cercle z <^i cette famille S et soit R
l'ensemble restant. Il est évident que la fonction construite ç(^) ou en
particulier

00

"V Kn ^y1^.JL5 •'
n == 0

tend uniformément vers l'infini, z tendant vers la périphérie du
cercle \z\ << i, tout en restant dans R( 1 ) . L'ensemble R est un ensemble
connexe. On peut construire un domaine R', R^^R, ul que |^(^)|
tend uniformément vers Vinjini^ z tendant vers \ s \ == i, tout en restant
dansW.

Pour le voir il suffit seulement de retrancher de [ ^ | < ^ i les
domaines D^ de la famille S, {D^Ç^D^, qui renferment les zéros
de <p(^) , l'ensemble restant Rasera un domaine et la fonction ç(^) y
vérifie les conditions ci-dessus nommées.

En effet/la fonction

^)=^
(Q Cf. N. LVSIN, loc. cit.
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-est holomorphe dans B/, exception faite peut-être pour un nombre
fini de points, dans lesquels ç(^) •-= o. Il nous reste à démontrer
que o, (^) tend uniformément vers zéro quand z tend vers la périphérie
du cercle z << i , tout en restant dans IV. Supposons que cela n'est
pas vrai. Alors il existe dans R/ une suite z^ ^, . . . , ̂  ... tendant
vers un point ^o de z = i et un nombre a, a^>o, tel que 9, (^,)| ^> a»

Ces points ^, si 71 est suffisamment ^rand, sont agrégés aux
domaines retranchés JD^. ; ' . Or, si [o i (^) |>a, .̂  étant dans le
domaine D^ i l existe certainement un poin t de R7, aussi vois in
de D/,. que l'on veut, auquel y ^ ( ^ ) | > a . Pour fixer les idées, nous
désignerons par z^ ce point . Donc il existe une suite de points

^°\ z^\ » . . , ^ n ' , . . . [ .G^^CR^ \\m^=z^

et telle que [ (p^ [^w] | > a. D'où la contradic t ion.

6. En posant
^(z):

nous aurons une fonction méromorphe à l'intérieur du cercle |^| <^ i et
tendant uniformément vers zéro^ z tendant vers z\ == i tout en restant
clans R'.

7. 1.1 est évident que toute fonction analytique f\^), méromorphe à
rintérieur du cercle z \ <^ i et tendant vers zéro Cou vers l'infinie
z tendant vers un certain arc a de la périphérie \z === i le long d'un che-
min quelconque ne traversant pas des pôles, est identiquement nulle Cou
infinie).

Il suffit de démontrer le premier cas de notre théorème, car le
second se réduit à celui-ci, si Fon considère la fonction ——. Suppo-
sons que le théorème n'est pas vrai. La fonction y(^), différente de
zéro, étant holomorphe au voisinage de cr, tend vers zéro en chaque
point de o-, d'où la contradiction (§ 1 de ce Chapitre).

8. Toutes les fonctions considérées plus haut étant holomorphes ou
méromorphes à l'intérieur du cercle \z <;i, la question se pose natu-

Ann» Éc. Norm.y (3), XLIÎ. — MAI 1925. 20
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rellement, s'il existe une foncdon analytique /(.s) uniforme et continue
dans le cercle \ z \ <^ ï et tendant uniformément î^ers ^é'ro^ .z tendant vers
l'unité? Nous discuterons ce- problème et des problèmes analogues
dans le Chapitre III.

CHAPITRE II.
UNICITÉ DES FONCTIONS ANALYTIQUES. CA.S DES CHEMINS NON TANGENTS.

9. Le problème À'unicité des fonctions analytiques, étudié dans ce
Chapitre, se pose ainsi :

Soit donné un cercle G, de centre s == o et de rayon i ? et un
ensemble M de points situés sur la périphérie de C. Supposons que
la fonction analytique donnée /(^)? holomdrphe à l ' in tér ieur de G,
tend vers des valeurs déterminées en chaque point .z^ de M, z' tendant
vers ^Q suivant les chemins non tangents à la périphérie de C.

Quelle est la structure de M, pour que la fonction fÇ^)soit uniquement
déterminée par ses valeurs limites sur cet ensemble?

Les propriétés caractéristiques de ce û;enre sont la puissance, la
catégorie et la mesure de M. Ce sont ces trois points d:e vue essentiels
que nous suivrons dans cette é tude .

10. Au point de vue de la puissance, la question fut étudiée par
M. Fatou (r) qui, nous donne un exemple de fonction f(s) de pro-
priétés : "

1° /(^)estholomorpheàl î .intérieu,r du cercle z << î etréel/(^)>-o;
2° f(^) tend uniformément vers l ' inf in i , ,̂  tendant vers des points

d'un certain ensemble P de la périphérie du cercle [ z =-i, cet
ensemble P est partout dense et a en chaque portion la puissance du
continu*

En posant/^) == e"^ nous obtenons un exemple d'une fonction
de propriétés : ' •

i° j\Çz) est holomorphe dans le cercle \z <^ ï et continue sur sa
périphérie;

( 1 ) FATOU, Icc.cit.
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2° /',(-s) tend uniformément vers zéro, z tendant vers des points de
l'ensemble P ci-dessus mentionné.

Dans les exemples indiqués Fensemble P est de ia première caté-
gorie et de mesure nulle.

il. P -étant de Sa première catégorie;, la question se pose naturelle-
ment, s ' i l existe des/onctions analytiques^ dont l'ensemble des zéros est
de deuxième catégorie, o\i, inversement, si !e théorème d'unicité est
toujours exact dans ce cas,

Nous al lons résoudre cette question . d a n s ce paragraphe, en
construisant un exemple d'une fonction vérifiant les propriétés sui-
vantes ( 1 ) :'

i° /(^) est holomorphe et bornée dans le cercle ^ <; T ;
2° f{z) tend uniformément vers zéro, z tendant vers les points

d'un certain ensemble E d e l à circonférence \z = r , cet ensemble E
étant de deuxième catégorie, ^ .

A cet effet nous utiliserons l'exemple dû à M. Vitali : soit G (a)
une fonction continue et croissante dans l'intervalle (o,'2T:), ayant en
chaque point une dérivée positive ^(a}y égale à -+- ce sur un
ensemble E( , de deuxième catégorie et de mesure nulle. Il est évident
que la fonction ^'(^)? la dérivée d'une fonction croissante, est som-
mable dans (0,2?:). Cela posé, formons l'intégrale de Poisson.

^P- ̂  ̂ f^^ .-^-'.pc^-a) da'

représentant' une fonction harmonique- régulière à l'intérieur du
cercle p < i, et positive. Il est facile de voir de plus que P(p, 6) tend
uniformément vers r in f in i , le point (p, 6} se rapprochant du point d'un
certain ensemble E de la périphériCy qui est de deuxième catégorie.

En effet, cela a lieu en chaque point de E,, dans lequel la fonc-
tion -1—y éffale à zéro. est continue. Comme —— est une fonction de

gW b 7 ' ê'W

( 1 ) J. PRIWALOFF, loc. cit.
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la première classe, dans la classification de M. Baire, l'ensenible de
ses points de continuité Ea est de deuxième catégorie partout . Le
produit de "deux ensembles E,< et E^ en est de même, et c'est là
l'ensemble E cherché. Désignons par Q(p, 9) la fonction harmonique
conjuguée à P (p? 0) et posons

c^)==P(p, ô ) + / Q ( p , 6Q, z-=pe^.

Ainsi nous avons obtenu un exemple d 'une fonction co(^) jouissant
des propriétés suivantes :

i° ( û ( z ' ) est holomorphe dans le cercle z <^ i et Keel co(s)^> o;
2° œ(3) tend uniformément vers l'intim, z se rapprochant des

points de la circonférence, appartenant à un ensemble E de deuxième
catégorie.

La fonction analytique j\z) == e"^ vérifie évidemment J.es con-
ditions i° et 2,°.

L'ensemble E de cet exemple est de mesure n u l l e .

12. Afin d'étudier le problème posé, au point de vue métrique,
l'ensemble M supposé de mesure positive, nous sommes conduits à la
nécessité de démontrer une propriété essentielle des ensembles, qu i
reste invariante dans la représentation conforme d'un. cercle sur un
domaine dont la frontière est une courbe rectifîable. Cette propriété
peut s'exprimer géométriquement de la manière'suivante : La représen-
talion conforme d'un cercle sur un domaine dont la frontière est une
courbe recti fiable fait correspondre chaque ensemble de mesure nulle sur
la périphérie du cercle à un certain ensemble de mesure nulle situé sur
celle courbe (*) .

En effet, supposons, par impossible, que la représentation conforme
d'un domaine D limité par une courbe simple rectifîable R sur un
cercle C fait correspondre à un ensemble de points E de rftesure non
nulle du contour R un ensemble de points E de la circonférence de G
dont la mesure est null'e. Admettons l'existence d'une fonction f{z}^

( 1 ) N. LUSIN, Sur la représentation conforme ( Bull. de UInst. Pol. à Ivanovo-Vosn.^
1919). — F'oir aussi J. FRIWALOFF, loc. cit.
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holomorphe et bornée à l ' intérieur de C, et telle que certainement elle
ne tend vers aucune limite pour tout chemin jordanien à l ' intér ieur
du cercle C aboutissant à chaque point choisi ^o de E, quand on
s'approche de ce point.

Soit z == '^(Z) la fonction qui réalise la représentation conforme du
cercle C sur le domaine D, La fonction /"[^(Z)j est une fonction l-iolo-
morphe et bornée à l ' intérieur deDet tel le qu'elle est indéterminée en
chaque point de Zo de E, quel que soit le chemin aboutissant à Zo. Or,
on a mes 'E>o, ce qui est en contradiction, avec le théorème de
M. Fatou, généralisé par M. Goloubef f ( ' ) .

Nous sommes donc amenés à démontrer l'existence de la fonc-
tion f(z) ponr tout ensemble donné E de mesure nulle. Passons à la
construction de cette fonction.

13. a. Fonction correspondant au point. —' Nous supposons que
la circonférence C ait l 'origine pour centre et l 'uni té pour rayon. Soit
a un point de C, a == e'°. A ce point a correspond la fonction

ayant les propriétés suivantes :

î° y(js a) est liolornorphe partout, sauf au pôle a ;
2° On a à l ' intérieur de G Réel 'y(^ a) > o ;
3° Si 7 est une circonférence quelconque, intér ieure à C et tangente

en a au C, on a, le long de y, l'égalité Réel. ^ ( z a) == -^ où à est le
diamètre de y»

^. Fonction correspondant à l9 ensemble par fait. — Soit/? un ensemble
parfait sur la circonférence G définie par les arcs contigus (^/, 6^),
n = = i , 2, 3, . . . ; soit c^ la longueur de l'arc (^ &„). A cet ensemble^

(1 ) GOLÔUBEFF, Les fonctions analytiques uniformes dont F ensemble des points singuliers
est un ensemble parfait partout discontinu, (en russe) (.Bidi. de l'Université de Moscou,
1917) .
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correspond la fonction

^( ^ \ p } == ̂  ^,[?(^ | ̂ ) -r- 90 1 ^)]
n == |.

ayant, diaprés a., les propriétés suivantes ":

1° ^ Ç z \ p ) est holomorphe partout, sauf aux points de. p ;
9° On a, à l 'intérieur de C, Reel'^(.^[jp) > o;
3° Soient 7^ et -^ les deux circonférences intérieures à C, tangentes

en a^ et &„ à C et a}7ant le contact mutuel ; leur diamètre est, évidem-
ment, plus petit que or^; désignons par Tr, la réunion des points inté-
rieurs aux cercles y, quand /? . .==i , 2, . . . ; d'après 3° a, nous avons
dans To : Réel ^ ( z P')^> I B

D'autre part, nienons les cercles décrits sur les rayons (o, a^)
et (o, &„), n == i, 2, . . . , comme diamètres ; désignons par Dp la réunion
des points intérieurs à ces cercles; d'après 3° a, nous avons :

Réel l(s|p)-<2^ o"^ pour tous les points z intérieurs à C, qui
n — 1

n'appartiennent pas à Dp;
4° Soit A un domaine dont la distance à l 'ensemble parfait p

est S, à > o ; nous avons dans À l ' inégalité évidente
w]^i^i<|^,

n == 1

y. Ensemble parfait déduit, —- Soit £ un nombre positif donné ;
soit p un ensemble parfait sur C qui ne contient aucun point de E.
Déduisons dep un autre ensemble parfa i tp^ . A cet .effet, mettons dans
tout arc {a^ &^), contigu à p y un ensemble parfait q^ contenant les
deux points cin et b^ et qu i ne contient aucun point de E.

La réunion Q ==p 4- Ci -j- q^ 4- .. . est un ensemble parfa i t ; .
soient s^ s^y . . . les arcs conligus à Q.

Il est clair que la distance de l'arc s^ à Dp est non nulle; nous la
désignons par d^ d,n^> of

Puisque mesE==o, nous pouvons enfermer (au sens étroit) tous
les points de E situés sur s^. dans un système d'arcs n'empiétant pas
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(et même sans extrémités communes) dont la somme des longueurs
est <^£T^- Considérons un ensemble parfait p i , qui s 'obtient en
supprimant de G tous ces systèmes d'arcs; nous dirons que cet
ensemble p ^ est un ensemble déduit dep par le nombre s. 11 est clair
que les ensembles F^ et Do n'ont aucun point c o m m u n ; on voit bien
qu'on a ^( z \ p ) << £ pour tout. point z dans D.,.

o. Existence de la/onction cherchée. — Soit

(P 4- ^ 4- ... 4- ^ 4- . . , <^ -., Q(J ^ > o.
ï

Prenons un ensemble parfait qui ne contient aucun point de E, et
désignons-le parpo.

Soit p, un ensemble parfait déduit de py par ,̂ ; soit, en générale
pn un ensemble déduit dep^ par £,,. II. est évident que la fonction'

û(5 |E)=^( . s po) -+-^|p0 4-. . . -4- ' l / (^ |p« , ) 4-.. •

est telle que Réel û^>o à rintérieur de C et Réel û devient une infi-
nité de fois égale à î- et à ï sur tonte, ligne jordanienne à l ' intérieur
de C et aboutissant à chaque point choisi Zo de E. Donc la fonction

^-Q(z[E)

est une fonction cherchée.

i4. Supposons que la fonction analytique /Ï^), holomorphe dans
le cercle [ r- j <^ ï tende vers des valeurs finies et bien déterminées', quand
z tend vers des points d'un ensemble M, mes M > o, suivant les ctie-
mins non tangents. , • -

Nous démontrerons, dans ces conditions, que là - fonct ion /(s) est
•uniquement déterminée par ses valeurs sur M ( < ) . Il suffit, évidemment,
de démontrer, que la fonction j'\z) prenant la valeur zéro en chaque
point de M, suivant les chemins non tangents, est identiquement nulle.

Supposons, au contraire, qu'il, existe une fonction/(^),holomorphe
dans le cercle j s j <^ ï , différente de zéro et s 'annulant aux points de M
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dans le sens défini plus hauL Cette hypothèse nous conduira à une
contradiction. Simpl i f ions notre problème. Du point z^ appartenant
à M traçons à l ' intér ieur du cercle deux droites faisant, chacune des
angles de 45° ^^c îa tangente en ^o, et traçons de plus un arc de
cercle de centre ZQ et de rayon -•

Ai.nsi nous avons construi t un secteur du sommet z ^ . Désignons
par /,,(-So) == max \f{^) \ le maximum du module de valeurs àe f ( z )
dans ce même secteur. En égalant n à i, 2, 3, ... nous obtenons u n e
suite de fonctions

/^•o), .A^o). ..- ///(-^), ...

définies en chaque poin t de M. Conformément à la déf in i t ion , les
fonctions de cette suite, finies et mesurables sur M, convergent vers
zéro en chaque point de M. Il existe, diaprés le théorème de M. Ego-
r o ( f ( 1 ) , u n . ensemble parfa i t P, mesP^>o , de convergence uni-
forme vers zéro de la su i te /y , (^o) . Cet ensemble P fixé, traçons une
courbe rectifiable de la manière suivante : elle contient P tout e n t i e r
et une inimité de couples de segments de droites menées de deux
extrémités dechaquearc contigu à P à l ' intérieur du cercle, et faisant
des angles de 45° avec les tangentes correspondantes. Désignons
par K le domaine, dont la frontière est cette courbe rectilïable. Réali-
sons la représentation conforme du domaine K sur le cercle \oc << i.
Soit P, le correspondant de P sur la circonférence x = i. P< est par-
fai t et de mesure positive (cf. § i2). Moyennant celte représentation
conforme, la fonction ./(^) se transforme en une fonction ^( lr) ^e

propriétés : -

ï ° ^(oc) est holomorphe à l ' i n t é r i e u r du cercle \x\ <<i;
2° ^(^) est continue dans le domaine fermé x [5 î ;
3° ^(^) <"st égale à zéro sur un ensemble parfait P^ de la circonfé-

rence | ^ [ = i , mesP^>o. D'après la condition 2° on peut prendre
|^(^) |<^i dans le cercle x\^ï^ car, dans .le cas contraire, on. multi-
plie ^(<2?) par une constante, ce qui ne change pas les condi t ions i°
et 3°.

i 1 ) EGOROFF, C.K Acad. <Sc.; 191
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Etude de la/onction '^(.z*). — On peut faire a priori seulement deux
hypothèses sur la nature de ^(.r) : i° ou bien ' ^ ( x ) n'est jamais nulle
à l ' in tér ieur du cercle | ^ [<^ i ; 2° ou b ien il y existe des zéros de cette
fonct ion .

Envisageons la prem-ière hypothèse. La partie réelle de la fonc-
tion Ln ^Çï) est une fonc t ion harmonique dans le cercle x\ <^ i pre-
nant la valeur — ce sur l 'ensemble P, de la circonférence x = î .
Cette fonction harmonique est negatù'e dans le cercle \x\ <; i, parce
que le module de ^(.T) est inférieur à î . Soit U cette fonction.
Traçons un cercle auxiliaire, concentrique au cercle \x 5i et de
rayon p, p <^ î . La valeur Uo de la fonction harmonique en question,en
un point (/'o, 60) de ce cercle, est donnée par l ' intégrale de Poisson Up:

/ -t-TC • o ^o

(I) Up=-1- U(p,a)-;——„——p"~ro -———n-^,v / p 27T ^ '• r ' / p2-}- / • l i - -2p/\)Cos(a--0o)

0) U o = U p .
Faisons tendre p'vers l'unité. U(p, a) tend uniformément vers ~ 'X)

sur un ensemble P ^ , mesPi > o, tout en restant négative.
2 2

Le facteur —,——^—^ ~~7 ° ———o— de l'intégrale de Poisson restep " + r d — 2 p r o cos(a — ^o) 0

positif et plus grand qu'un nombre fixe, différent de zéro.
Nous pouvons en conclure que Up tend vers —"-c, ce qu i nous

donne une contradiction avec l 'égalité ( î ) . Analysons, de la même
manière, la seconde hypothèse. Remarquons, d'abord, que les zéros
de la fonction ^(t/r) son^ isolés dans le cercle \oc <^T . En effet, s'ils
avaient un point limite à l ' intérieur du cercle, la fonction ^C^) serait
ident iquement nulle. Par conséquent, dans le cas considéré, la fonc-
tion harmonique U, étant négative, devient infinie sur un ensemble de
points isolés situés à l ' intérieur du cercle [.y|<^i et sur l'ensemble P^
de la ci'rconférence.

Traçons un cercle auxiliaire ne contenant pas sur sa périphérie de
zéros de la fonction ^(^). C'est toujours possible, p étant aussi voisin
de l 'unité que l'on veut, car l'ensemble des zéros de ̂ (x) est isolé. La
fonction harmonique U est négative sur cette circonférence. Formons
l'intégrale de Poisson Up (I) et posons

W Uo=Up-^Bp.
Ann. Éc, Norm., (3), X.LÎL — JUIN 1920. 21
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Il est évident que la fonct ion Dp est une fonct ion harmonique à
l ' intér ieur du cercle de rayon p, égale à zéro sur sa périphérie et
à —oo dans un nombre fini de points, s i tués à l ' in tér ieur de ce
cercle. On a, par suite, Dp<;o. Comme Up tend vers — co q u a n d ?
tend vers l 'unité, la formule (i') nous donne la contradic t ion cherchée.

15. Les considérations précédentes ne sont pas applicables dans
le cas où la fonction analytn/ue /(^), hoîomorphe à l'intérieur (lu
cercle \ z \ <^ i, tend z^ers une limite f/é terminée, éffale à F in fi m sur un
ensemble f/e points M, mesM ^> o, de la circonférence.

Il est facile, cependant, à l 'aide de que lques considérations auxi-
liaires, à réduire ce cas au précédent, et de résoudre dans le sens
positif le problème r / u i nous occupe (1).

Supposons, donc, qu'i l existe u n e fonct ion /'(.s), hoîomorphe dans
le cercle z \ <^ i et t endan t vers r i n f î n i sur un ensemble de points M,
mesM^>o, de sa périphérie, su ivan t les chemins non t angen t s . Il faut
démontrer que dans ces conditions nous aurons une contradict ion.
Répétons la construction du paragraphe 14, c'est-à-dire traçons du
point ^o appar tenant à M deux segments taisant chacun des angles 45°
avec la tangente en -^ et traçons de plus un arc de cercle de centre ̂
et de rayon ^ 'Dés ignons par /^(^o) = m l n L/'C^) 1 ^mG) 1e secteur

lî

contruit . La suite des fonctions

/l ( ^ 0 ) î /2(^0 ) i . • * • •i fn(^O ) ? ... i

linies et mesurables sur M, converge vers ( 2 ) l ' inf ini en chaque point
de AI. Il estévident de plus que toutes ces fonctions sont non négatives
et vér i f ien t la condition

/i(^)S/^o)—.^(^):=...-
Considérons une autre suite auxiliaire des fonctions

îpi0o)== T~^——> ?2 (^o) ^7-7T-r-—> " " • ' ?^o)==•f ( " ' \ -L-. ' Y2 ^o/ — f / ^ \ , , -» 7 Y ^ K - ^ O / — ./. //, \ ,_ ,
J l^o)-^ 1 /A^o)^ 1 J n ^ o ) •+- J-

Les fonctions ®^(-sa) sont évidemment finies et mesurables sur M.

(^J. PRIWALOFF, loc. cit.
( î ) La convergence au sens de M. Baire»
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Elles convergent vers zéro en chacun de ces points. Il existe, par suite,
d'après le théorème de M. Egoroff, déjà cité, un ensemble parfait P,
mesP > o, de convergence uniforme de la sui te y^(so).

La suite ./(^o) converge, donc vers l ' inf ini uniformément sur P. Cela
veut dire que, quel que soit un nombre posi t i f C, on peut trouver un
nombre 722, tel que, pour tout n >- m, fnÇ^o) | ̂ > ^» ^o étant arbi t raire-
ment choisi sur P. L'ensemble P étant dé te rminé , répétons la construc-
tion du paragraphe 14 de la courbe rect i f iable , et dés ignons de nou-
veau par K le doma ine , dont la t ron l i è re est cette courbe. De la défini-
tion même de ce domaine résultent les propriétés suivantes de /'(s) :

i° /(.^) est holomorphe dans K.
2° /(^) tend vers des valeurs bien déterminées en chaque point de

sa f ront ière , ^ t endan t vers ces points suivant tous les chemins
agrégés à K.

3° Les valeurs de/(^) en chaque po in t de P sont égales à 4- co.
Montrons que/(s) peut avoir seulement un nombre fini de zéros à

l ' in tér ieur de K.
En effet, il existerait, dans le cas contraire, au moins un po in t

l imite des zéros. Ce poin t se trouverait ou à Fintér ieur de K ou sur
sa frontière. La première supposition est impossible, car la fonc-
tion /(-s) étant holomorphe serait ident iquement nulle. Reste la
deuxième supposi t ion. Les points de la frontière se divisent en deux
classes : les points de P et les points intérieurs au cercle. Le po in t
l imi te ne peut appartenir à la seconde/classe, parce que la fonction /'(^)
est holomorphe à l ' intérieur du cercle.

Il nous reste à considérer le cas, où ce point appartient à
l 'ensemble P. Or, cela est impossible , d'après la condi t ions 0 . Ainsi
nous avons obtenu la condition.

4° L'ensemble des zéros de /(^) situés à l ' intérieur de K est f in i .
Faisons m a i n t e n a n t la représenta t ion conforme de K sur un cercle

dans le plan x. Le correspondant de P est un ensemble parfait P^
mesP,>o(§12).

La fonction /(^) se transforme en une fonct ion '^(.ï) ayant les
propriétés suivantes :

i'. ^(.r) est holomorphe à l ' in té r ieur du cercle;
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2\ ^(^) tend vers une l imi te déterminée en chaque point de la
circonférence, x tendant vers ces points le long des chemins quel-
conques tracés à l'intérieur du cercle;

' Y . En chaque point de î\ : ̂ (..x') == 4- ce';
Z/. ^(^) a un nombre f i n i de zéros à l ' intérieur du cercle.
Désignons parz(^) un polynôme, ayant les mêmes zéros que ^(^)

et formons la fonction
iTr /^—7 1^)¥(^)= ^)

II est évident que W(^') vérifie les conditions i^ , 2'. Quant aux
conditions 37, l\1 y elles se transforment de la manière suivante :

3//. Les valeurs de WÇx) en chaque poin t de P^ sont égales à zéro ;
Zf. WÇx) ne s'annule pas à l ' intérieur du cercle.

D'après le paragraphe 14, W(ûy) est i den t iquemen t nul le , ce qui
contredit l'hypothèse.

16. Nons résumons les paragraphes 14 et 15 ainsi (1) : Si la fonction
analytique /(^)? holoînorphc à l'intérieur du cercle, tend vers des ^^aleurs
déterminées (finies ou in/inies) sur un ensemble M, mesM^>o, de la
circonférence, suivant les chemins non tangents, cette fonction /"(^) est
unique.

CHAPITRE ffl.
CERTAINS EXEMPLES DE MULTIPLICITÉ DES FONCTIONS ANALYTIQUES.

17. Avant d'étudier les problèmes posés à la fin du Chapitre I,
on a besoin de construire une courbe Z et de discuter ses propriétés.

Divisons la circonférence z =^= ï en 60 parties égales et par chaque
point de division traçons une partie de rayon de longueur -• Divisons
ensuite chacune de ces 60 parties en 60 parties égales et par chaque
point de division traçons une partie de rayon de l o n g u e u r - y - ? et a insi
de suite.

( 1 ) î. P[U\V.\LOFF, ÎOC. C i t .
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Désignons par Z la courbe jordanienne formée par \z = ï et par
toutes les parties des rayons définies plus haut. Soit G le domaine
l imi té par cette courbe. En remarquant que la partie de rayon utilisée
dans la «/ î — ï » division, é tan t -!-? soit un i n f i n i m e n t petit d'ordre
i n f é r i e u r à la division correspondante de la circonférence, dont la lon-

gueur est —^rp ^ûus avons la propriété :

Quel que soit un point M agrégé à z = ï et ne coïncidant avec aucune
dùnsion de la circonférence, tout chemin L, [aboutissant à ce point et
situé à F intérieur de G, est nécessairement tangent au rayon OM.

Il en résulte que, si L, et L^ sont deux chemins quelconques,
situés à l ' intérieur du ^ <i aboutissant à M et faisant en ce point
entre eux un angle supér ieur à zéro, alors l'un au moins de ces che-
mins traverse nécessairement une infinité de parties de Z, situées à
l'intérieur du z \ < ï .

•18. Soi t z=^{u) la fonction d o n n a n t la représentation conforme
du domaine étoile G sur le cercle u \ <; ï .

Considérons les propriétés de ç(^) . I l est évident que ç(^) est con-
t inue, si u\^ r . En ut i l isant les coordonnées polaires, nous avons

donc

et

z-zzRe1^, M==p^°,

Re1^ = 9 ( p e^ ), Ln 9 ( u ) == Ln R -h N>

— iLn o ( u ) = <!> — iLn R.

Il est facile de voir que la fonction

A(p, <9)=:e>(p, 9)—e

est une fonction harmonique, régulière à l 'intérieur du cercle u < ï .
Cet tc fonc t ion estune/fonctionconfcinueetaz^/Y^o/?bornéewT u = ï ,
parce que î> est toujours croissante avec 0. La fonct ion A(p ,6) peut
être^léterminée par une intégrale de Poisson, dont les valeurs l imites
ont une dérivée finie presque partout. Par suite, d'après le théorème
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de M. Fatou ( i) , f t ^ ^ tend vers une l imi te f in ie et dé te rminée
presque en chaque point de la périphérie du cercle, fp , 6*) t endan t
vers ces points le long des chemins quelconques, non tangents à la
périphérie.

Soit B(p, 0) une fonction harmonique conjuguée à A(p , 0). D'après
le théorème démontré dans le travail (2), la fonct ion -"^î étant conju-

guée a — ? tend aussi vers une l imi te f inie et dé terminée presque en
chaque poin t de la circonférence \u =--i, (p, 0) tendant vers ces
points le long des chemins quelconques, non tangents à la pér iphérie .

Il en résulte que la dérivée û'Çu) d'une f o n c t i o n ana ly t ique

^ ( ^ ) = = A ( p , 0) +z 'B(p , Q)

tend vers une l im i t e finie et déterminée presque en chaque p o i n t
de | u\ = ï , u t endant vers ces po in t s le long des chemins que lconques
non tangents à la périphérie. Or

0, ( u ) -==: — i Ln 9 ( u ) -4- i L n u
ou, si l'on veut,

^)^_,Lnî^)
//

et par suite1 . , . •r \ , . . - ,
(û(u) rr:?/^'0^.

En dérivant cette fonct ion, nous avons
^(u^e1^^ ^0-^.^/(^);

d'où le théorème :

La dérivée ^Çit) tend vers une limite finie et déterminée î/(^) presque
en chaque point de u === i, u tendant vers ces points u^ le lo/iff des che-
mins quelconques non tangents à la périphérie.

Il est évident , d'après tout ce qui précède, que le théorème ci-dessus
démontré est applicable à toute fonction ;p(^) donnant la représentation
conforme d ' u n cercle \ u \ <^ i sur un domaine étoile.

( 1 ) PATOU, loc. cit.
( 2 ) J. PRÏWALOPF, loc, c ï l ,
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I I est facile de voir que le nombre e/(^o)== Vim^Çu) s'exprime«->-//(,
ainsi

© ( ^ ° 4 - A / / ) — O ( / / o )
^^^Ïo————•KU——————--

le point UQ-+- Au tendant vers ^o 1e ^"g d'un chemin quelconque tout
agrégé à u <^ i et non tangen t à | u == i.

19. Quel que soit un ensemble de. points E, mesE^o , situé
sur [ u = i, il existe cer ta inement , d'après le thé'orème à'unicité (§ 14),
un poin t u^ de E tel que

Cp^/o) r̂ 0.

Soient À et 7\^ deux chemins quelconques 'situés à l ' in tér ieur
du | u | <^ i, aboutissant en u^ et non tangents à [ ^^ = i . Ces chemins,
d'après la fonôtion ^ =y(^), se transforment en L et, L^ appartenant
à G et about issant au point ^o == ç(^o) ̂  sa frontière. 11 est aisé de
voir que F angle formé par À et )^ sera égala [.''angle entre les 'Loi L^
ce$t''à-dirc si V o n / a i t , la représentation conforme du u <^ i ^ur le
domaine étoile, il y a un conservatisme des angles sur les frontières^ ( / ( i a / i ( l
on néglige, un ensemble de points de u \ •== i de mesure nulle.

20. La circonférence z === i, étant une partie de Z, correspond à un
ensemble parfait P, mesP == o, situé sur \ u \ === ï , si Von fait la repré-
sentation conforme du domaine G sur \ u <^ i .

En effet, si cela notait pas vrai, il existerait au moins un point Mo
de \z -== i et tel, que l'on pourrai t tracer deux chemins tout agrégés
à G, ne traversant aucun point de Z et dont l'angle au po in t Mo
d'intersection de ces chemins surpasserait zéro, ce qui est impos-
sible (§17).

21. «Soient u = ̂ F(s) la fonction donnant la représentation conforme
du domaine étoile G, construit au paragraphe 17, sur l ' intérieur du
cercle ^(\u\^ï), et P un ensemble parfait, mesP = o, situé sur la
périphérie du cercle y , correspondant à la circonférence z = = = i . Il,
s'agit de construire une fonction /(^)» méromorphe à l'intérieur du
cercle G (| z ^ i) et telle qu'après l'élimination de tous ses pôles intérieurs
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à C à l'aide de courbes analytiques fermées y^ , y_,, ..., y^ ; n avant entre
elles et a\'ec la périphérie de C de points communs^ dans le domaine res-
tant R, | /(^) [ tende iinif armement vers V infinie (;?) tendant vers C unité.

Prenons la fonct ion de M. Fatou ( ' ) F(^) holomorphe à l ' i n t é r i eu r
de y; RcelF(^) é tan t posit if , tend uni formément vers F inf i i i i , quand //
tend vers un point quelconque de P, ¥ ( u ) est holomorphe en d'autres
points d e l à périphérie de y. La fonction €>(s) == F[^(s)J est holo-
ïnorphe dans le domaine G; Fleel <D(^), étant positif, tend uni formé-
ment vers l ' infini , z restant dans le domaine G et son module tendant
vers l 'uni té .

Le long d'un segment du rayon, si on le considère comme double,
la fonction ^(.s) prend une suite con t inue de valeurs, exception faite
pour le's extrémités de ce segment. En outre , les valeurs de <&(;s) à
droite et à gauche de cette partie du rayon forment deux suites de
valeurs holomorphes et différentes entre elles. Au bout du segment le
plus rapproché de z = o, ces deux suites holomorphes de valeurs se
confondent. Quant à la valeur de <&(^) au bout du segment de rayon
se trouvant sur la périphérie de C, elle est égale à l ' infini. Transfor-
mons cette fonction <&(^),

Appelons les segments de rayons par « aiguilles ». Nous avons un
ensemble dénombrable d'aiguilles. Mettons sur chaque aiguille
un ensemble dénombrable de segments, que nous appellerons les
« û-coupures ». Toutes les o-coupures forment un ensemble dénom-
brable et vérifient sur chaque aiguille les quatre condi t ions suivantes :

i° Elles sont sans points communs.
2° Leur po in t l imi te unique est l'extrémité de l'aiguille qui est

placée sur Isi périphérie de G.
3° En désignant par â;^ la v1^6 coupure sur la /^ème aiguille et parM^

le maximum du module de <&(^) sur les deux côtés de S^, on a

long-ueur ô^5 •ivlb"""'v ^ (M^4-i)(K!)^!)^

Or cela est toujours exact, si l'on diminue convenablement la Sî^, son
centre étant fixé a priori.

(l) FAÏOU, loc. cït,
k.
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4° La première S-coupure sur la ^ îème a igu i l l e , S^5, ne contient pas
Fextrémité de cette a igui l le .

Considérons la série
^^_ r ^ { z ) d z ^
^ 27T/ ,/.„.} 5 —.y ?
. J ^^J^.) 5 —^

où l'intégrale est prise le long de la à-coupure dans le sens posit if
relativement au domaine G.

Cette intéa'rale — / —'1—^ prise le long des deux côtés de la
& 2 7 T Z j ( A ) Z — X 1 °

Oy

à-coupure, est une fonct ion holomorphe partout, excepté la coupure
elle-même.

Si la variable œ se trouve à une distance plus grande que .y—y de la
Fs i /„ \o;/-coupure, on a

(S>(z)dz • M^ _j_ i ^ _î_71 X. —^————— << 2 —— , ^ ^ .. ̂ ^ -̂  , ,
^T,ij^ Z-.C ^' 2TT Â - ! ^ î M^+I ̂  Â - ! ^ ! '

Il s'en suit que, si le points se trouve dans le domaine G ̂  entière-
ment agrégé à G, ainsi que sa frontière, la série (i) converge unifor-
mément et absolument. Par suite, la somme de la série (i), désignons-"
la par S (a."), est une fonc t ion holomorphe dans le domaine G. Étudions
la structure de la différence ̂ {x) -- S(.-r) sur la 5-coupure, cette dif-
férence étant holomorphe dans G. Envisageons pour cela une S-cou-
pure quelconque, S,̂  par exemple. Soient x^ etx^ deux points variables
assez voisins d 'un point £ de notre coupure à;/", situés l 'un à droite et
l'autre à gauche et tendant vers ^. Comme nous avons déjà remarqué
plus haut, $(^1) et^.z'ayfoî^^deux suites holomorphes de valeurs
de deux côtés de â^-coupure. D'autre part, on a

S( . )=V—f î^^_ f^(r)^-,^(^
^ ; ^^ij^ z-~x aTaJgo,) ^-x

II est évident que S'C^)? qui est une fonction holomorphe dans G,,
reste ho lomorphe sur S^-coupure et prend, par conséquent, les mêmes

Ann Éc. Norm., (3), XLII. — JUIN 1925. 22
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valeurs de deux de ses côtés ^/(.-Ti) ==I/(^). Ainsi, on a
i-rl / r r f^f'-\rî'\ r^ / r r^ <s(...)-s(.^) = r ̂ - r ̂ (^\ = f (-1- r^±=^^^

2 7^ J-(^ •5 — •r / /,. \ 2 7: / .̂  ^ —— •r/, l27r^J.(^ .^-.r ; /^ \ 3 7 : z , 4 ^—,r

o ù p a r < I ^ ( ^ ) et î^^) n o u s dés ignons respectivernent les valeurs
de <&(:;) sur les côtés de x, et de .2^, par a et p, les extrémités de S:/'5.
Nous trouvons f a c i l e m e n t de là

SOO - S (.i^) ,== --̂ -.. 27r^[( ï ) , (^) -- <IMÊ)] =• ^(^i) — (î)(^).

De cette man iè re , la fonc t ion <l>(.r) ~ S (.y) prend sur âî/1' -coupure
les mêmes valeurs de deux-côtés, c'est-à-dire cette différence est une
f o n c t i o n ho lomorphe et uni forme sur o^'\ et , comme S!/' étai t choisi
a rb i t r a i r emen t sur tou tes les ^-coupures, a joutons aux quatre cond i -
t ions men t ionnées encore une cond i t ion .

5° -En dés ignant par p!/ la 'distance du centre de la coupure Sî/0 et
de la périphérie du cercle C, nous avons

longaeuro^<^^^^^,,

.ce qui se. réalise toujours en d i m i n u a n t c^, son centre étant toujours
^fîxe.

En u t i l i s a n t cette condi t ion , nous t rouvons pour l ' in tégra le

L. C ^(-^O^
2 TT./ Ĵ .) Z — X

sur la périphérie de C l'inégalité suivante :

ï r ^(z)c/z | i M^.o'^ • r
< '̂ ""' „ — / 1 /ï ( /•'( . - • > /. ï „, i - ( /• ; '̂ ~'"27:<J^ Z——X " 27: (M^"t-l)/-!^!p^ ""• Â - ! ^ î

A i n s i nous avons sur ia périphérie de C

S^)|<^^r

Ainsi la différence <I>(^) — S(.r) e s t éga l eà l ' i n f in i , quand la variables
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se trouve sur la périphérie de C. Mais on ne peut pas en conclure de
suite à la convergence uniforme de cette différence vers l ' i n f i n i , si x
tend vers la périphérie de C, même s'il reste à l ' intérieur de G. On
doi t prolonger l'analyse. On doit imposer, pour cela, une nouvelle
restriction sur les S-coupures.

6° Désignant par (^ le centre de la coupure S^ et par d ^ ' la distance
du pointa du centre le plus voisin de à-coupures, on a l 'inégalité

n''^ ^^ Ti 'v/''i r-V —V -longue^/<^,^^,-g-.^

ce qui se réalise d'une manière analogue aux conditions 3° et 5°.
<^,A) .Traçant du point i^\ comme centre, un cercle du rayon —, on voit

c^ue la S^-coupure est placée tout entière à l ' in tér ieur de ce cercle.
Le point x étant placé en dehors de l ' in té r ieur du. cercle construit, on
a alors

^ r ^dz < l ,̂  J .._^_^./>.<_.Ètil̂  < ï ,^J.._^_^./>.<-1
^nlj^ .z—x ^27: ' d^' (M^+i)^!/;! 3 ' 2 "^, j^ ^ _ ^ <- 2-7, • 2 iTiv ^/••/ ( M^ +!)-/!/;! 3 ' a ^ A- ! v\

De cette manière, si le point x est s i tué en dehors de tous les cercles
construits ou sur leurs périphéries, on a l ' inégal i té

I-S(^) ^y^^2^

k, v

Si, au contraire, le point x est situé à l 'intérieur du cercle construit
pour la coupure ̂ \

s^-fî^+i'^
27^ J .̂) ^—-^

OÙ
\^W <9-

La variable x restant à l ' intérieur de ce cercle, étudions Pinte-
, i r ^(z)dz /-.ffrale ——r \ ———' On a

b 2TÎ:( J,(A") Z— X
ov

_i_ r <i>(s}dz ̂  _ r^^s)-^) ̂
2irî'J,();) 3——X Î-KÏ J ^ S——,V
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Désignons, pour abréger récri ture, par <P(s) la différence

(D,^) -<I>^): <!>(.-) =^ (^ ) -<D, ( G ) ,

et en appliquant l ' intégrat ion par parties, nous aurons

j_ ^ <î)(^)^ ^ _ _ / 4i(.^L^_.^_^L/' Ln(^ -^ ) .<F(^)^ ,
2^J^ ^ — ^ 37^ ' N 37:/^

où la fonction ^(s) est une fonction holornorphe le long de â^-cou-
pure. Quant à la dernière intégrale, n o u s avons

i ^ - ' ï i- , r^—— / Ln(^-^)<i) ' ( . )^ <—.mnx. |<r ( . - ) [ . / | Ln(3~^) 1 1 dz \
• " ^ ^ J y , 21Ï Joi

• 0^

< ~î- max. ^(/s)!^ f Ln^-cU^1- max.)^^^) ] . ̂ ^ . ^L t i 2 ^
27T JQ t 7r 2 \ ô^ 7

Cette inégal i té nous montre que le module de cette intégrale est
aussi petit que l'on veut, si la longueur de âî/^coupure l'est aussi.
D'autre part la partie tout intégrée

,3 _ _ p'_, ' _
—— I ^^)L^^~^)=^<i)(a)Llj l^^+^[^(P) ~^(^)jLn(P-^).
2-Kl /a 27U a — x ' 2 7 1 : 1 - J

Soit x un point d ' une perpendicula i re à o^-coupure passant par le
point ̂ '\ situé à l'intérieur du cercle. Nous avons

^.[<Ï((3)-<i(a)] ]Ln(p-^)|<^ î)(p)-<î(a)| Ln p^

Or, cette expression tend vers zéro, avec la distance entre ae t? .
D^autre part, l'expression

i .-^/ ... 6 — x——:e>(a)Ln1-———
27T^ a — ̂

û _
est égale à — < î > ( a ) , où 0 est l'angle a^p.

.<î>(a) est, par définit ion, la différence de deux valeurs de la fonc-
tion <I>(^) au point a. La fonction $(s) étant égale à F["^(^)j, il en
résulte que <&(a) est la différence de deux valeurs de la fonction F ( u )
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de M. Fatou en deux points de la circonférence | u ==i , correspon-
dant au point double a. Cette valeur <D(a) est un nombre imagi-
naire Nî , parce que nous pouvons toujours supposer que la par t ie
réelle de F(^) a les mêmes valeurs aux points correspondants. Résu-
mons maintenant tout ce que nous avons démontré à l'égard de la
fonct ion S(<r), Cette fonction étant égale à

_ f i(±l^+^('^)
2 TU J^ ^— x • ^

vérifie la condit ion |S(o;)[<9, si..r n'est pas situé à l ' intérieur des
cercles construi ts pour ^-coupures. Si x est à l ' intérieur du cercle
construit pour â^-coupures, ̂ (x)\ est nécessairement <9. Enfin, à
l ' intérieur du cercle construit pour â^-coupure et au voisinage d'une
perpendiculaire passaçt par le centre de o^-coupure, la partie réelle
de—-1- f ,îli^ est arbi t ra i rement petite, si la longueur de â;̂  l'est

27TîJ.(/.) Z——-r27TîJ.(/,) Z——X
ù^

aussi.
Donc la fonction

^(^)=€î(^)—S(^)

holomorphe a l'intérieur de G, en dehors des cercles construits pour
les S^'-coupures, tend uniformément vers l ' infini , quand | x — i .

û(^) est de plus holomorph.e et uni forme sur les à-coupures. Nous
arrivons a insi à la construction dans le cercle ^ [<i d'un système
dénombrable de contours analytiques et fermés y^ y^, . . - , y^, ...,
tels qu'en dehors de ces contours la fonction û(;r) est holomorphe et
tend uniformément vers l 'infini, quand x ->ï.

Nous pouvons supposer Û(^) [>o , quand x se trouve en dehors
de ces contours, parce que la fonction £l(x) reste holomorphe sur les
contours eux-mêmes. Envisageons l'intégrale

1 r ^w^-.f,.27:îJ^ Z——X

prise le long de ̂  dans le sens positif relativement au domaine Q, qui
nous reste après l'élimination de domaines fermés limités par y^
Ta; • • •? T^ • • • • Cette intégrale est une fonction holomorphe en dehors
de y^, égale à zéro pour x à l'infini.
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La différence £l(x} — —— / " î-l—Lr. est évidemment une fonct ion
v / 27^ J, Z — ̂

holomorphe dans Q. Montrons que cette différence reste holomorphe
sur y^ et à son i n t é r i e u r . En effet, prenons un contour y^-, contenant
a son intérieur le contour y,^ plus grand que lui et tel qu'il se trouve
en dehors de tous les contours y^, n -=/=. m.

On a l'égalité
o^- I r ^^s-, î r ^^dz
uW [ O/ j ——— ————. 1 —————,.—————— —j~ ^ * ——————————————y

' , .ir^i J^, s — x 2 ni. j z — x

où x se trouve entre y^ et Y^.
Cette égalité montre rholomorplusnie de la différence considérée,

, , , î r ^ ( z ) c / z . .,. . , . , , ,e^ale a —. | ———~? a 1 intérieur du y,n et sur le contour .
0 ^ l j , Z - X lm

\nt

Prenons un contour y^, moindre que y,//, et tel que la couronne y,/,y^
et sa frontière ne contiennent pas de points s ingul iers de û(.r).

Alors on a
î r ^(z)ch î r ^(z)dz_i_ r ^(z)ciz __ j_ r a(z)dz

2 7ï' i j s — ^ 2 7r i J, ^ z — a.;

Choisissons, par la méthode de M. Kungé, une fraction ration-
nelle R^(;r), de manière qu'on a i t sur y^ et en dehors de y^ (| x <^ i)

,ĵ -^) <;,-,-
Désignons la différence —î— J ïll^~^:l ~ RT?^^) par â^(^') et posons

T/'n
oo

/(^)=:^)-»^M^). •^)==^^)
//2 == 1

C'est une fonction l iolomorphe dans le domaine Q et sur tous les
contours y,,,. Nous avons de plus

| /(^)]^|^(^)|~V|0/,(^)[>[^^)|-V—>|.Q(.r)|-3,
^usSS ^aaaa //{, .

1 1

c'est-à-dire |/(^)[ tend un i formément vers l'infini, quand x\ tend
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vers l 'unité , tout en restant dans le domaine Q. D'autre part, nous
avons

f^^aw-e^—i'Q,^)
ou

/(.r)=P^)__^, f ^^l^-n ^ _ _ v /
•" ^ " J •>. ^ — tr

,/(.r) = .O(^) - —— f ^^1^ + î\,,,Ç.r) -l'(^)
" l!» v J •>' ^ —— u"

ou ^ ( x ' ) est holomorphe à l ' in tér ieur et sur Y/,,. Comme, d'après les
démonstra t ions précédentes, la di f férence

^———f^^K / 27rîJ, s — . y

est une fonc t ion holomorphe à r in tér ieur et sur Y//,, et K,^(.y) a un
nombre l imi té de pôles s imples à l ' intér ieur de y^, la fonct ion /(^)
est une fonction rnéromorphe dans le cercle \x <^î, ayant des pôles
simples a l ' intérieur des Y//,.

22. Le problème posé dans le paragraphe précédent est donc résolu.
On peut prendre les contours y^ y^, . . . , y^, ..., en touran t les restes
des aiguilles, aussi voisins des a igu i l l es que l'on veut. Pour cela i l
faut prendre les à-coupures suff isamment petites. D'où i l résulte que
l'on peut construire deux courbes Z et Z7, rayant aucune (liyuille com-
mune, et deux fonctions /\Çz) et f^Çz)^ pour lesquelles les domaines
fermes limités par des contours ^\, y',, .... y^, ... n ont pas de points
communs.

23. En posant /<(;?) === —— nous aurons une fonction J\ (;?), méro-
J ( z )

morphe à rintérieur du cercle \z <^ i et tendant uni(/'armement vers z'éro,
quand j //'//// z^ers z \ == i, tout en restant dans le domaine Q.

24. Le but de ce paragraphe est de résoudre le problème, posé à la
f i n du Chapi t re I, c'est-à-dire de construire une fonction analy'
tique co(^), continue et uniforme dans le cercle \ z <^ î et tendant uni-
foriwment vers zéro, z tendant vers la péripliérie ^ \ == î .

Soient /', ( z) et /^(^) deux fonc t ions^ méromorphes à l ' intér ieur
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du cercle 5 ] < ^ i , déjà construites dans le paragraphe 22, ayant les
propriétés :

i° Tons les pôles de la fonction f(^) sont situés à l ' intérieur des
pnufnnr^ ^ "̂  ' '̂ "'L'U 1 1 1 U U. 1. £> ^ , j ^ , . . . , p^ . • . •

2° fiÇz) tend uni formément vers l ' inf ini , ^ t e n d a n t vers la -pér i -
phérie tout en restant en dehors de y < , y^, . . . , y^ ... [c'est-à-dire
z est toujours dans Q (1 )j.

Les propriétés de la fonction/a^) sont analogues à celles de/i(J),
c'est-à-dire tous ses pôles sont situés à l ' intérieur des contours y ^ ,
Y^ • • • ? T^ • • • ^./^(-O ̂ ^d u n i f o r m é m e n t vers l ' i n f i n i , quand ^ tend
vers la pér ipl ïér ie [ z == i tout en restant dans (Y. ÇV é tant un ensemble
connexe, extérieur à tous les domaines fermés l i m i t é s par des con-
tours y',, y^ .. ., y',,, .... Quels que soient n et w, les contours y^
ety^ n 'on t jamais de points communs et sont deux à deux extérieurs.

Considérons dans le plan w un ensemble parfait E, partout discon-
t inu, mesE > ô et une fonction de M. Denjoy

D(^)= rr
J " v '

cla

On sait que cette fonction est une fonct ion analy t ique , holomorphe
en dehors de E et cont inue sur tout le plan, égale à zéro à l ' inf ini .
Pour fixer les idées nous supposons que Pensemble E est s i tué à
l ' in tér ieur du domaine, l imité par le contour K. Soit main tenan t

G)(^=:D[/,(^]D[/,(.):|.

II est évident qu'en tout po in t z , ] ,j <^ i , la fonction c^(^) est
déterminée et '[ co(^) | <; M2 quand [ z \ <; i si | DCw) [ <; M. Nous pou-
vons toujours supposer, que pour tout point de Q : \j\{z) \ >w, et
pour tout p o i n t de Q' : f^(z) \ ̂ > rn, où m, m ̂ > o, est une constante,
parce que nous pouvons enfermer tous les zéros de ces fonctions
à l ' in tér ieur de contours correspondants. Si K est s i tué à l ' intérieur
du cercle de rayon m, la fonction w ( z ) est holomorphe en tout

(r) Q étant un ensemble connexe, extérieur à tous les domaines fermée, limités par
des contours Yi. 7 2 5 - • . î ^n^ • • . .
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point ;?, | z <; i , extérieur à la fois à -^ et y^,, donc tous ses points sin-
guliers sont situés à l ' intér ieur de ces contours et forment un ensemble
parfait partout discontinu. Nous allons démontrer que a>(^)[ tend
uni formément vers zéro, quand \z tend vers l 'unité. En effet/dans le
cas contraire, il existerait une suite de points

telle que
| co(^)| ->A, A>o.

Or, cela est impossible, parce que les contours y et Y sont deux à
deux extérieurs et, par suite, si l 'un des facteurs D[/^)] ou Df/^)]
est moindre que M en son module , l 'autre tend nécessairement vers
zéro.

Il es tévident , de plus, que œ(^) est une fonction continue, si |^[ << i.

25. Nous allons démontrer, dans tout ce qui suit, que l'on peu t
changer la fonction œ(-s), construite dans le paragraphe précédent, de
telle manière, que sa partie réelle soit pontife quand z << r (en
supposant toujours cpe toutes les autres propriétés sont con-
servées). A cet effet, considérons les propriétés des fonctions de
M. Denjoy.

26. Soit =^=ff—.
où E est un ensemble parfait, partout discontinu, mesE>o, situé à
l'intérieur du domaine limité par K.

Quand la variable *( varie dans tout le plan, la variable u reste
toujours à l'intérieur d'un certain cercle, dont le centra est au
point u == o, parce que la fonction D('() est bornée. La fonction D(*C)
étant partout continue, l 'ensemble de ses valeurs est un continu,
borné dans le plan de la variable u. La frontière extérieure de ce con-
tinu est une courbe jordanienne fermée J sans points multiples. Le
point u •== o est situé à l'intérieur du domaine, limité par J. Soit
v = cf(u) une fonction donnant la représentation conforme du domaine
limité par J sur l 'intérieur du cercle j p <^i. On sait que, dans ce

Afin. Éc. Norm., (3), XLll. •— ÏUIN 1925. 23
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cas, il existe une correspondance b iun ivoque entre les poin ts de J
e t | ^ =i. Nous pouvons toujours supposer que cp (o )==o . La fonc-
tion DÇQ étant continue, donc quel que soit un point de J il existe
cer ta inement au moins une valeur de Ç telle que DÇQ estl 'atïixe de
ce point. Il est évident que ce point '( appartient nécessairement à E.
Cela étant, considérons la fonct ion

^ = = 9 [ D ( Ç ) ] = < Î > ( Ç ) .

Il est aisé de voir, que la fonction analytique, uniforme ^ÇQ est
partout continue et holomorphe en chaque point t, n 'appartenant pas
à E. L'ensemble de toutes ses valeurs est un cont inu sur le plan de (P,
dont la frontière extérieure est une circonférence de centre ^=o et
de rayon i. 11 est à remarquer que, w est à l ' in té r ieur (hj
cercle | w| <^ i chaque fois, quand *( est en dehors de E, et que w est
ou bien à l 'intérieur du cercle ] ^ | < ^ i , ou bien sur la circonfé-
rence | (P == i dans le cas contraire, et qu'à tou t point de w === i
correspond certainement un point de E. 11 en résulte que l 'équation

<D(0.-=—i

a nécessairement des racines, et que ces racines forment un ensemble
fermé C, C C^E. Soit .(^un cercle, contenant t ous les points de ^, don t
la circonférence a nécessairement au moins un pointa de ^. Soit .Çj un
autre cercle symétrique à ^par rapport à la tangente au point ^. II est
évident que, pour construire ce cercle .Çj, il suffit de tourner le plan
de Ç de 180° autour du point $, c'est-à-dire faire le changement

Ç i = ^ - Ç -

Soit ^ i le transformé de c. La fonct ion
e>^)=<D(^-ç)

est partout continue et holomorphe en dehors de l'ensemble E^ (E, est
le transformé de E par la rotation considérée).

En chaque point de l'ensemble <^ : ̂ (( 'G) = — i.
Les ensembles C et <!:, ont seulement un point commun Ç. Considé-

rons maintenant la fonction

S(Ç)=€»(Ç)4-<^(0.
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II est évident que S^Q^a et l 'équation S ( * ( ) = = — 2 a seulement
une racine Ç = ^.

D o n c S ( ^ ) = - 2, ReelS^O-^srC^t
La fonction S(*() est partout continue, holomorphe en dehors de

l'ensemble E -+- E.^ et égale à zéro à l ' inf ini .
Considérons enfin la fonction

T(0=S(0+2.

Les propriétés de Ï^C) :

i° T(Ï) fst ^w fonction analytique uni/orme cl partout continue;
2° ïÇC) est holomorphe en chaque point, n appartenant pas à l'en-

semble parfaite partout discontinu ;
3° ReelT(0'So;
4° ReelT(Ç) == o est vérifié seulement dans le cas où 'C ==• E. Dans ce

cas, T^C) =o.

27. Soit/(^) une fonction méromorphe à l ' intérieur du cercle \z <^ i
(construite dans le paragraphe 21) dont tous les pôles sont situés à
l ' in té r ieur des contours fermés y ^ , y^ • • • • » T^ • • • e t tendant unifor-
mément vers l ' i n f i n i , z tendant vers la périphérie du cercle ^ | == i
tout en restant en dehors de 71, y^, .... Considérons la fonction

""'^(^T^) " " l s t < "
Si ^ n'est pas un pôle pour /(^)? la fonction U(^ ) a une valeur

déterminée différente de zéro. Si z est un pôle pour /"(^), la fonc-
tion U(^) est égale à zéro. Donc il existe à F intérieur de ^ <^ i seule-
ment un ensemble dénombra/} le de points de .^y dans lesquels U(^) === o,
et tous les points limites de cet enseml)le appartiennent nécpssairement
à .2 = î.

Ces zéros sont les points singuliers pour la fonct ion U(^). Il est
aisé de voir que la fonction U(^) est continue et uni/onnémeni hornée
à l'intérieur du cercle \ z \ << î ; V ensemble de ses points singuliers est un
ensemble par/ait situé dans le cercle z\^ï et ayant la circonfé-
rence z == î comme ensemble limite. De plus, si z est à r intérieur du
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domaine Q (m dehors des y^-) <^ | .̂  [ —> i, /^ module U(^) ^w/ uniformé-
ment vers séro. Enfin Réel U (,;?):? o.

28. Soientmamtenant /a^) une fonction méromorphe foutanalogue
à fÇz) et y^ y^, ..., y^, ... une suite de contours correspondants.
Nous supposons seulement que les contours Y, et y^- sont deux à deux
extérieurs.

Désignons respectivement par Q et (Y les ensembles connexes
formés par les points de \s \ <^ i extérieurs aux contours j\, y^, • • • »
y,p . . . ou aux contours y^, y^, . . . , y^ .... Soient

U,(^)=Tf£4--r——) et U^)=T(ï+ r N
V ./i(^)7 -^"^s . ^^^

Nous avons démontré que ces fonctions sont con t inues et unifor-
mément bornées à l ' intérieur du cercle | ^ |<^ i et tendent pniformé"
ment vers zéro, z tendant vers la périphérie ] ^ [ = = i tout en restant
dans Q pour la première fonction, et dans Q'pour la seconde. La pre-
mière de ces fonctions a un ensemble dénombrable de zéros singuliers
à l'intérieur des contours y^ ya? • " • ? Y»? ... et la seconde à l ' intérieur
des y^ y,, ..., y;,, .... Le produit

TT(Z)=U,(.Z)V,(Z) .

est une/onction analytique uniforme^ continue dans le cercle \ z ] <^ i et
tendant uniformément wr.y zéro, z tendant î}en' la périphérie ^|==i.
TOIU les zéros' de cette /onction forment un ensemble dénombrable et
sont situés à l'intérieur des contours y et y'.

La fonction "^ ̂
est égale à Vinfini dans an ensemble dénombrable de points z^ z}\ <^ i.
Cet ensemble n'a aucun point limite à l'intérieur du cercle, mais chaque
point de la circonférence [ ^ [ == f est son point limite. L'ensemble des
points singuliers de la fonction R(^) est un ensemble par fait, partout
discontinu à l'intérieur du cercle^ dont la ligne limite est la circonfé-
rence \s == i. Il .est essentiel à remarquer que R(^) n'est jamais nulle^
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si z <^i. Enfin, R(^) tend uniformémentvers C infini quand z\ïend
vers runité.

29. Cela étant, considérons la fonction

V(^)=Tf,+

V(^) est une fonction analytique uniforme, continuef dans le cercle \z\ <^ ï
et telle que |V(^)| tend uniformément vers zéro quand z tend vers
l'unité. L'équation V(^) == 0 a^ ad'intérieur du cercle \z <^ ï , une infi-
nité dénombrable de racines z^ n ayant aucun point limite à l'intérieur
de\z -< ï. Chacun de ces points est un point singulier pour la fonction
V(^). En chaque point z n''appartenant pas à cet ensemble dénombrable
z^ on a, : ReelV(^)^>o, où z <^i.

Considérons la rotation du cercle |s]<;i autour du centre s •== o
par un angle 6, de la manière qu'aucun des points transformés

-• /tî'O ^ oi^} r' ûi^i 6 , ^^e; , . • ., .^nc

ne coïncide jamais avec des points

^'i •> ^i • •

II faut remarquer, que nous supposons dans cette transformation le
points ==- o n 'appartenant pas à l 'ensemble dénombrable^; dans le cas
contraire, nous faisons d'abord la représentation conforme du
cercle | ^ [ < ^ i en lui-même, de telle manière que le centre ^ == o se
transforme en un point, où V(^) est différente de zéro. D'après les
transformations déjà indiquées, considérons la fonction

V^):=V(^-9).

Cette fonction est continue dans le cercle z- <; r, tend uniformément vers
zéro, \z tendant vers Vunité y et la partie réelle de Vi(^) est positive
pour tout point z, \z <<ï, n'appartenant pas à l'ensemble ^/ô, dans
lequel Y ^ (;?) == o.

La somme
^)==V(^)+V^)

est une fonction analytique uniforme, continue dans le cercle z\ <^ r ,



l82 N. LUSÎN ET J. PRIWALOFP.

avec un ensemble parfait des points singuliers, et tendant uniformément
vers ^éro, |^ tendant vers V unité. De pins, pour tout point z-y \z\ <^ï,

Réel cjL)(s) ^> o.

30. En posant
î2 (.)=—-,

& ) ( 5 )

nous aurons un exemple à'ime fonction ancilylique. continue à rinté-
rieur du cercle \z <^ i et telle que ^(-s) tend uniformément vers r in-
fini, ^\ tendant vers F unité. De plus, pour tout point ^, ^ [ < ^ i ,
BeelQ(^)^>o. L'ensemble de ses points singuliers est un ensemble
parfait, situé dans le cercle z. |5i, et d iscont inu partout clans \z\<^i.

31. On peut transformer la fonction o)(^), construite dans le para-
graphe 29, de manière que le rapport de la partie inwginaire à la
réelle de la fonction tram formée w(^) tende uniformément ve/'.v ^rro,
\z tendantvers l'unité (bien en t endu , que les autres propriétés de la
fonction ( jû(^) restent les mêmes après la t ransformat ion adoptée).

En effet, soit uÇx, y ) la partie réelle de wÇz). Il est évident ,
d'après la construction de co(^), que l'a fonction harmonique uÇx, y),
u{x, j) >- o, est continue dans le cercle \z <^î et tend uniformérnent
vers zéro, \z tendant vers l^unité. L'ensemble parfait de ses points sin-
guliers, étant situé dans le cercle z 5i, est partout discontinu à
l ' in tér ieur de ce cercle. Soit (^^(n^une fonction d o n n a n t la repré-
sentation conforme du domaine simple, formé par les points w == co(^),
sur un domaine quelconque de w1 situé à droite de l'axe imagina i re
symétrique par rapport à l'axe réel et l imité par une courbe, a d m e t t a n t
le contact d'ordre infini au point M / = = O avec l'axe réel. On peut
prendre comme exemple de la fonct ion cherchée la fonction

&}(5)==(p[G>(5)

32. En posant

o-r^- I -. J ^ p - ̂ QUMM ~ ̂ 7) " "P^Q ~" P^Q25
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considérons la partie réelle de û(^) :

u^. ^ - p ( < v - y ) - r .
^.j)"p^Q.- Q.

l + -p-

II est évident que U(;r, y) a les propriétés :

i° U est uniforme^ harmonique et continue à U intérieur du cercie\^\ <^ i ;
2° U est positive^ si z \ <^ i ; .
3° U tend iini/onné nient rers r in fini, \z tendant vers r unité;
4° t^ ensemble parfait de se^' points sin^idiers est situé dans le

cercle z ] 5 1 , partout discontinu à 1^ intérieur de ce cercle.

CHAPITRE IV.
•UNICl.TÉ DE FO:NGT.I:ONS A N A L Y T I Q U E S . ' C A S DES C H E M I N S R A D I A U X .

33. Nous allons déinontrer, dans ce paragraphe, qu'il existe une
fonction analytique OJ(^), holomorphe a l'intérieur du cercle \z\ <^ i et
tendant vers l'infini en chaque point d'un ensemble E, mes E == 211 de
la circonférence [ .s | == ï, quand z tend î^ers des points de E le long des
rayons.

Soit Z une courbe, cons t ru i te dans le paragraphe 17, et
U==cp(^ )

une fonction donnant la représentation conforme du domaine G,
l imité par la courbe Z, sur l ' intér ieur du cercle [ u\ <^ i. D'après cette
transformation, les points | s ] = = i correspondent aux points ^ | = = i ,
appartenant à un certain ensemble parfait P, mesP •== o (§ 20).

Considérons ma in tenan t une fonction deM.Fatou F(^), holomorphe
à rintérieur du cercle // <^ i? dont la partie réelle, étant posi t ive,
tend un i fo rmément vers l ' i n f i n i , u tendant vers des points de P par
des chemins quelconques. La fonction transformée

(I>^)=F[cp^)]

est holomorphe à l ' intérieur de G et sa partie réelle, restant positive, tend
uniformément vers l ' inf ini , s tendant vers la périphérie \z\ == ipar des
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chemins quelconques, traversant peut-être les aiguilles de la courbe Z.
Ces aiguilles sont les coupures pour la fonction <1(^). Soit z | = !{„,

R i < R a < ... ( lim R/»==n
\ m ==30 J

l 'ensemble des circonférences tout agrégées au cercle z <^ i .Nous
supposons que R^^>- 1 - et que les extrémités des aiguilles n'appar-
t iennent pas à ces circonférences. Il est évident que toutes les aiguilles
sont partagées par des circonférences en une infinité dénombrable de
parties. Soit

O i , c^, . . ., ô/,, . . .

l 'ensemble de ces parties. Chacune de ces parties ̂  a deux extrémités :
-nous désignerons par a^ celle dont la dis tance de la périphérie ^ === i
est la plus grande. Soient C^ le cercle de rayon p^ dont le centre
est a^ et C'̂  le cercle de rayon p^ dont le centre est au point d' inter-
section de cette aiguil le aveclacirconférence j s \ = r . Soi tAjecontour
convexe formé : i° par la partie de C^ ; 2° par les deux tangentes com-
munes à C,, et à C^ prolongées jusqu^aux points d'intersection avec
z ==i ; et 3° par la partie de la circonférence [ ^ J = = = i tout agrégée
au cercle G/',. Les nombres p,^ etp'^ étant jusqu'ici arbitraires, nous les
choisissons de telle manière, que chaque contour 7^ soit tout agrégé
aux domaines limités par les contours précédents et contienne tous

oo oo

les suivants. Nous supposons, en outre, que les séries^ p^ et^ p^ sont
i i

convergentes. Considérons la fonction

K M-. l f^O^
• . ^^-^^j^ Ç-^

en supposant que â^a deux côtés. Cette fonction est holomorphe en
dehors de ê^ et égale à zéro à l 'infîni. Soit p^( s) un polynôme tel,
que pour tout points , agrégé à [ ^ | < ^ i et extérieur au domaine,
limité par X^,

|K,(^~-^(^]<^.

Diaprés la construction faite; la différence
^(z)-K^z) :
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est une fonction holomorphe à l'intérieur de G et sur le segment S^.
Or, la fonction

ys

L(^)==^iK,,(^-^(s)i
n==i

est holomorphe dans G, donc la fonction
r^z)=^(z)-L(z)

Pest aussi. Cette fonction co(^), étant holomorphe dans G, Pest aussi
sur toutes les aiguilles de Z et, par suite, elle est holomorphe en
chaque point ^, z\<^î. Il nous reste à démontrer que tô(^) vérifie
les conditions cherchées. En effet, les séries Sp7,, et Sp^ étant conver-
gentes, il existe sur la circonférence \z | •= i un ensemble E de la pre-
mière catégorie, mesE=2'n:, et tel que, pour tout point a de cet
ensemble, le rayon Oa traverse seulement un nombre fini des con-

.tours Â^. Donc, si z est sur Oa, les modules de tous les termes de la
série L(^), à partir d'un certain terme, sont moindres que —• Par
conséquent, la fonction L(^) est bornée sur Oa, d'où il résulte que
Reelo)(^) tend ve r sP in fmi , quand z tend vers a le long du rayon Qa,

34. En posant
^(^^e-^),

nous aurons une fonction analytique, holomorphe à ^intérieur du
cercle z \ <^ i et tendant vers zéro^ z tendant vers un point quelconque
de E le long du rayon. Cet ensemble E de la circonj érence z \ == ï est de
la première catégorie et de mesure 27;.

35. Dans ce dernier exemple Pensemble E était un ensemble de la
première catégorie et de mesure a^r. La question se pose naturel le-
ment, sU existe une fonction analytique^ holomorphe à r intérieur du
cercle z \ <^ ï et tendant vers zéro en chaque point de E ( ( ) de la seconde
catés'orie, mesE ^> o, z tendant vers ces points le long' des rayons.

La réponse est affirmative et voici l'exemple d'une telle fonction.

( l) II est bien entendu que E est sur la circonférence | z \ ==^i.
Ann. Éc. Korm., (3), XLU. — JUIN 1925. 24
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Dans le paragraphe 34 nous avons construit une fonction analy-
tique û(^), holomorphe à l'intérieur du cercle z \ <^ i et tendant
vers zéro presque en chaque point de |.^j == i, j tendant vers la péri-
phérie le long des rayons. Il est évident que l'on peut construire, par
la même méthode, une fonction û,(^), holomorphe à ^intérieur du
cercle \ -^ <^ i ainsi que sur la demi-circonférence y située au-dessous de
l'axe Ox^ qui tend vers zéro en chaque point de l } ensemble E^ , situé sur
la circonférence z = i au-dessus de F axe Qx, mesE^ = r: (1).

D'autre part, soit iî^Çz) une fonction holomorphe et bornée à /'mie-
nef ir du cercle \ z \ <^ i et tendant vers zéro en chaque point d^un
ensemble Ea, de la seconde catégorie^ mesE^^o, situé sur la demi-
circonférence au-dessous de Vaxe 0^, ^ tendant vers ces points pur des
chemins quelconques (§ 11).

Il est aisé de voir que la fonction

7T^)-^M,).^(:^

est une fonction cherchée.
En effet, elle est holomorphe à l ' intérieur du cercle \z << i et tend

vers zéro aux points d'ensemble ^ === E, 4- Ea de la seconde catégorie,
situé sur la circonférence \z = = i , .z t endant vers ces po in t s le long
des rayons.

La mesure de c est é^'ale à 'n'.

36. Soit CD, ( z ) une fonct ion analyt ique , holomorphe à l ' i n t é r i e u r
d u cercle \z <^i et t endan t vers l ' i n f i n i presque en chaque po in t de
la demi-ci rconférence, située au-dessus de l'axe Ox, z t e n d a n t vers
ces points le long des rayons (§ 33). Nous supposons que notre fonc-
t ion coi(^) est holomorphe en chaque poin t de .s ==:i, s i t u é au-
dessous de O.'r. D'autre part, soit (^(/s) une fonction analyt ique, holo-
morphe à l ' in tér ieur du cercle \z \ <; T , la réelle partie de o->a(.s) étant
plus grande que l ' un i t é , et t endan t uniformément vers l ' inf ini en chaque
point d 'un ensemble E, de la seconde catégorie, mesEï == o, s i tué sur
la demi-ci rconférence au-dessous de l'axe Ox, z tendant vers ces

( 1 ) -3 tendant vurs ces points toujours le long des rayons.



SUR L'UNICITÉ ET LA .MULTIPLICITÉ DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 187

points par des chemins quelconques (§ 11). Considérons le p rodui t

ç-O) -=(,j i(^), ^(s)-

II est évident que ^(s) est une fonction analytiqu.e^ holomorphe à
r intérieur du cercle [ ^ | < ^ î , et tendant vers V infini en chaque point
(F an certain ensemble^ situé sur la. périphérie z ==i^ qui est de la
seconde catégorie et dont la mesura est TT Çz tendante bien entendu^ sui-
vant les rayons),

37. Les ensembles E et C, définis dans les exemples construits (§ 34
et 35), étaient ou bien réduits ( ') et de la première catégorie, ou bien
de la seconde catégorie, mais alors il n'existait aucun arc de la cir-
conférence, sur lequel cet ensemble était à la fois réduit et de la
seconde catégorie. Nous allons démontrer que, n ^ensemble E est à la
fois réduit et de la seconde catégorie sur un certain cire de la circonfé-
rence , toute /onction analytique égale sur cet ensemble à zéro, ou à
l^infini Çdans le sens mentionné plus haut'), es£ ideuiiquemeîU ou bien
nulle y ou bien infinie.

38. Nous al lons démontrer, dans ce paragraphe? le théorème suivant :

Si E est un ensemble réduit de points de la seconde catégorie, situé
sur un arc cr de la périphérie z \ == i, et f \z) uns fonction analytique^
holomorphe à l'1 intérieur du cercle \z <^ i, et tendant vers zéro en chaque
point de .E, z tendant vers ces points le long des rayons^ alors cette fonc-
tion est identiqiiem.ent nulle.

Supposons que le théorème n^est pas vrai et soit / (^) une fonction
vér i f iant toutes les condit ions du théorème. Posons

f.^^y
La suite des fonct ions

/i(^), f^)^ ..., ,A(^ ...

( 1 ) Nous dirons que l'ensemble E est réduit sur l'intervalle, si toute sa portion a une
mesure positive.
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holomorphedans le cercle \z $1 converge vers zéro en chaque p o i n t C
de l'ensemble E.

Donc, si
n>n(Ç)^ |/.(Ç)|<^

[^(T) est un nombre naturel aussi petit que possible et tel que, pour
tous les n surpassant ce nombre [//^(O | <^ ^ ] '

Désignons par E/^ l'ensemble des poin ts ^ pour lesquels riÇQ == k '
Nous aurons

E=Ei+E2+ . . .+ -E / ,4 - . . . .

H est évident que E^C^CEg ... .
L'ensemble E étant de la seconde catégorie sur cr, i l existe par suite

un certain ensemble E/, qui est de la seconde catégorie sur cr.
Donc, il existe un arc cr', aÇ^c, sur lequel l 'ensemble E/ est dense

partout. D'après notre construct ion, les ensembles E^i, E,_i_2, ... sont
aussi denses partout sur ar\ Si mes(cr\ Ë^) == o, il existe certainement
un ensemble E^(/> i) tel que, me^c/. E,) ;> o (dans le cas contraire,
l'ensemble Œ'.E serait de mesure nulle) . Donc, il existe toujours un
ensemble E^ partout dense sur a' et dont la mesure sur cet arc est
positive. Nous désignerons par M/ç l 'ensemble cr'.E/,.. D'après tout ce
qui précède, l'ensemble M/^ est partout dense et mes MA> o.

Si '( appartient a M^
[/„(;) \<C pour / î> / f .

S o i t C ^ un nombre positif plus grand que

|/i(0|, |/.(0|, ..., |//.(01,
où/CCM,.

Désignons par c le plus grand des deux nombres ^ et C, II est évi-
dent que

1/ . (01<^

pour tous les n et pour tous les ÇG^ M/-
La fonction fnÇz) étant continue sur o' et-l'ensemble de points M/,

partout dense sur cet arc, on a

\fnW\<C

pour tous les n et xÇ^ o-'.



SUR L'UNICITÉ ET LA MULTIPLICITÉ DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 189

En ut i l i sant le changement de variable z == n ~ ~ ~ î x, nous transfor-0 nïî,

mons l'arc cr' en un arc cr^, dont le rayon est i — -• Diaprés cette trans-
formation, nous avons

/(^EE=//^).

11 en résulte que \f(^)\ <<c pour tous les s, z(^_a\^
Soient a et b les extrémités de a ' ' . Nous pouvons toujours

supposer, sans aucune restriction, que ces points appart iennent
à l'ensemble M/,.. La fonction /(-^) est bornée sur les rayons Oa
et 0&, parce que le long de ces rayons elle tend vers zéro. Donc,
quel que soit 71, la fonction f(s) étant bornée sur le contour Oa^b^O
(où a^ et b^ sont les extrémités de l'arc o-^) le sera aussi clans le sec-
teur 0^60. D'après le théorème de M. Fatou ( i), la fonction /(^) tend
vers une limite déterminée presque en chaque point de la périphérie
de ce secteur, 5; tendant vers ces points le long des chemins quel-
conques, non tangents à la périphérie. Soit K l 'ensemble de ces
points : mesK^o"'. II. est évident, d'après tout ce qui précède, que
dans chaque point de l 'ensemble (M^. K.) cette l imite est égale à zéro.
Or, mes(M^..K) étant positive, d'après le théorème déjà démontré
(§ 14), y'(^) est égale à zéro identiquement, ce qui est impossible.

Remarque. — II est évident que le théorème est ivraie si l'on suppose
que Ici fonction fÇs) est holomorphe seulement au voisinage d^iin certain
arc a de la circonférence | s | == i.

39. Nous allons démontrer, dans ce paragraphe, que toute fonction
analytique ./(s)? holomorphe à V intérieur du cercle \z <^ï et tendant
vers l^ in fini en chaque point d^un ensemble E, réduit et de la seconde
catégorie sur un certain arc a~ de la circonférence \ z == i, s tendant vers
ces points le long' des rayons^ est égale à F'in fini identiquement. Su^po'
sons que le théorème n'est pas vrai. Soit f(z) une fonction vérifiant
les conditions du théorème. Désignons par E^ une portion de E, par-
tout de la seconde catégorie, située sur a', c/<^ar. Il est évident que

(1) FATOU, loc. cit.
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tout point de c/est nécessairement un point l i m i t e pour .les zéros de la
fonction / ( ^ ) î s inon , il existerait au moins un arc cr, , c^ <C cr/? c^ '^e!
qu^au voisinage de CT) la fonction /(^) Saurait pas de zéros.

Donc la fonction

/^)=77^

serait holomorphe au voisinage de cet arc. La fonction j\ (s) tend vers
zéro en chaque point de l 'ensemble o-,.E^ z tendant vers ces points le
long des rayons, donc elle est égale iden t iquement à zéro, d'après le
théorème du paragraphe 38, parce que l 'ensemble c r ^ . E^ est réduit et
de la seconde catégorie sur CT^. Cela est impossible.

Soient r^r^r^... les modules des zéros de la fonction /(^)?
' ' : 7\ les circonférences concentr iques et fn{^) la suite des fonct ions

f^z)^f(r^).

Cette suite de fonctions/^(s), holomorphe dans le cercle z ^ i ,
converge vers rinfini en chaque point *( de l^ensemble E( , donc pour

^>^(a, ]//.(?) l> c, où c>o
[/i^) est un nombre naturel , aussi petit que possible, et tel que pour
tous les n surpassant ce nombre \fnCQ\ ^>C].

Soit E^ l 'ensemble des points '(, pour lesquels nÇC) ~=^k\ il est évi-
dent que

E,==E; -+-E;4-. . . + E f - k . ..,
o ù E ^ C E ^ C - - -

L'ensemble E, étant de la seconde catégorie sur cr7, il existe, par
suite, un ensemble E\ qui Pest aussi. Donc, il existe un arc ̂ \ c/'Ç^ a1\
sur lequel l^ensemble E^ est partout dense.

(Les ensembles E^, où j^>i, sont aussi partout denses sur cr^.)
Si maintenant mesÇo^.E^) == o, il existe nécessairement un en-
semble E{(y> ?) te ly que mes(c^ / / .E{)> o, parce que, dans le cas con-
traire, la mesure de Pensernble E^ serait nulle sur a " . Donc il existe
toujours un ensemble E^1 partout dense sur a" et dont la mesure sur
cet arc est positive. Nous désignerons par M/^. l 'ensemble cr^Ef
[mesM^.> o, M^. est partout dense].
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Si l appartient à M/;,

[/^)| >C pour»>Â'.

La fonction /^s) étant continue sur v" et l'ensemble de points M/,
partout dense sur cet arc, on a f^x) >C pour n^k ç.[x(^r,".

En uti l isant le changement de variable z = r^x, nous transformons
l'arc o" en un arc cr",, dont le rayon est ̂ . D'après cette transformation,
nous avons f(z)=f^x). Il en résulte que /(z) >C pour tous
les z, z Ç^, ï\n^>ft.

L'arc ' J " étant un arc limite pour les zéros de la fonction /(;;),
si n est suffisamment grand, ̂  doit renfermer au moins un zéro de la
fonction/(s), d'où la contradiction.

î\cmar(]ue. — II est évident que le théorème smiùvm^ si l'on sup-
posait que la fonction f ( z } eut holomorphe seulement au voisinage d\in
*• JL v (/ \ / J,

certain arc de la dmnfércm :• = i.


