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-MEMOIRE
SUR LES

FONCTIONS UMFORMES DE DEUX VARIABLES INDÉPENDANTES
D E F I N I E S

PAR Ï/INTÉGRATION D'UN SYSTÈME AUX D1FFÉHENT1KLLES TOTALES [)[• ^ ORDRE

ATTACHÉ A IJNlî S U H F A Œ ALGKB1S1QUE

PAn, M. RENÉ GARNIE R

Introduction.

1. Dans son Mémoire sur la théorie des fonctions algébriques de deux
variables indépendantes (1), dont les résultats ont été si féconds pour
le développement de la théorie des fonct ions algébriques et des équa-
t ions d i f férent ie l les , M. Emile Picard posait la quest ion suivante :

«Concevons une surface .f(x,y, z )= o, possédant deux expres-
sions u de première espèce C2}

^r,r.5t rVf/.r.^(jHY / .. /-.-/ ^̂ -("..̂ ..•J.
//*(•r•r';l fpw£±,Q^>:/ u/ r\f \

n — / QJ ^W ( dx-^- l ^ f / v î -ç — î </<- l u^ -t- p, .., u.y i
J \ " 1 n /

Pouvons-nous imaginer que .r, y, -s noient des fonctions uniformes
de u eî v ? »

Cette même question/M^ Picard la renouvelait en 1906, dans sa
Théorie des fonctions algébriques de deux variables indépendantes (t. II,
p.484). • ' . ^ • ; ' ^

(1 ; Jour u, de Math. pures et appi^ 4e séné, t. 5, 1889, p. 309.
( 2 ) C'est-à-dire restant finies en tout point de/dans les mêmes conditions qu'une in-

tégrale de Picard de première espèce. — Tous les coefficients P, ..., [\\ sont rationnels
en (.r,y, z).

Ànn. Éc. Norm., ( 3 ) , XLÏ. ~ SEPTEMBRE 1924* ^4
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Plus.généralement, on peut se poser le problème suivant :
Déterminer toutes les surfaces algébriques F (rr,y, ̂ ) ==-o sur les-

quelles on peut construire deux expressions

«= f e^îidj: +• 5v<r),

<» == f e^ ( ,L dx 4- M <^y)?

1 -=. f P ̂ .r + Q dv, J = f 1{ dx +- S ̂ 7,

(S)

î{ dx

et cela de telle sorte que les fonctions x^ y y z déf in ies par l ' inversion
du système (^) soient uniformes en u et v ; Hy K, L, M, I\ Q, R et S
sont rationnels en { x , y , s ) et les cond i t ions d'intégrabilité sont sup-
posées identiquement vérifiées.

Or, immédiatement , se présente une d i s t i n c t i o n d ' importance
capitale. Si P, Q, R et S ne possèdent <Hicune l igne polaire d'ordre
supérieur à î , du et dv n 'auront pas de singularité essentielle sur la
surface; pour abréger le langage, nons dirons que le système (rS) est
normal, et, dans le cas contraire, singulier ( ^ ) . Le Mémoire actuel a
précisément pour objet :

i° La résolution du problème précédent pour le cas nornwl;
2° La résolution du même problême pour le cas singulier, sous réserve

que F î€ est pas une surface de genre géométrique nul.

En particulier, le problème de M. Picard rentrant nécessairement
dans le cas normal, sa résolution se trouvera contenue dans le présent
travail (2).

2. Précisons d'abordies raisons qui amènent à se poser le problème-
actuel. Le système (§) est un système automorphe ; si [scÇu, ̂ ),yÇu^^
z(u, ̂ )] est une solution particulière de (.s), on obtiendra la solution

(r) Par analogie avec la théorie des équations différentielles linéaires, où la même dis-
tinction se présente, il semblait tout indiqué de cjualifîcr les deux cas de régulier et
^ irrégulier ; mais ici une telle dénomination eût été inadmissible, car les deux termes
précédents devaient déjà figurer dans le Mémoire avec un tout autre sens : celui qu'ils
possèdent dans la théorie des surfaces algébriques.

( 2 ) Voir p. 270.
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la plus générale de (.s) en remplaçant dans celte solution a et e par
Au + B et 0 + I) (A, B, C, D, constantes arbitraires) ( j). On prévoit,
donc que le problème se présentera lui-même dans la recherche des /onc-
tions uniformes de deux variables admettant des groupes de transforma-
tions hyperabéliens : sur ce point , i l nous suffira de renvoyer aux
travaux déjà cités de'M. Emile Picard.

Le même problème se rencontre encore dans la recherche des fonc-
tions de deux variables^ uni formes ou à lignes critiques fixes ̂  définies par
des systèmes différentiels algébriques. En effet, lorsqu'on se propose
de déterminer l'es fonc t ions d 'une variable, uniforme ou à points cri-
tiques fixes, définies par des équations différentielles d'un ordre
donné on doi t d'abord intégrer des équat ions qui ne contiennent pas
la variable indépendante (:i). Ce sont, pour les deux premiers ordres (;i),
les équations su ivan tes :

/ A \ dx /•/ \ r r dx 1(A1) ^ ̂ "^ r1 "^JT^^r
... . d\x ,,. . /d^y r r -F-(.r,n^r i
(B,) ^=/(^)^ ]ou u = . j e J ^J,

oùfÇx, y) est une fonction rationnelle du point (x, y) de la courbe
algébrique F Çx, y) == o. Lorsqu'elles sont uniformes les intégrales de
ces équations se ramènent aux fonctions classiques (el l ipt iques, expo-
nentielles, r a t ionne l l e s ) ; et, dans ce cas, le genre de la courbe F ne
peut dépasser l ' u n i t é .

Or, posé dans le champ de deux variables indépendantes, le premier
des deux problèmes précédents s'énonce ainsi :

Déterminer toutes les surfaces algébriques F (a?, y, ^) = o telles
que lés fonctions x, y , z définies par l'inversion d'un système aux

(1) Cette remarque nous permettra d'abréger récriture : fréquemment il nous arrivera
de définir un système (§) au moyen de l'une quel conque de ses intégrales (où ne figurera
aucune constante arbitraire).

( 2 ) Efïectivemeiit, à chacun des types possibles pour (Bi) , M. Painlevé a fait corres-
pondre une classe spéciale d'équations du second ordre à points critiques fixes.

( 3 ) Et, pour. le troisième ordre différentiel, les équations appelées « simplifiées » par
M. Painlevé, et dont les intégrales se réduisent aux fonctions automorphes de H. Foin-
caré, ou à des combinaisons de fonctions élémentaires.
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différentielles totales

(A.
du == P(.;r, y , z) cix 4- Q(^'. J? -s) <^y»
C'A-' ̂  R (;r, y, ;;) <^z- -+- S (.2,̂  r, ^) ̂ r,

où P, Q? 1̂  S sont rationnels en x, y, ^, so ien t uniformes en u et ^.
Ce problème, a fait l'objet des recherches de M. Picard (1), puis de
celles de M. Painlevé (2). Les surfaces répondant à la question sont :
1° les surfaces hyperelliptiques de Picard; 2° les surfaces e l l ip t iques
de ^'enre o; 3° les surfaces réglées ell iptiques; 4° l^s surfaces
rationnelles; et les fonctions uniformes x {u, c), y{u, ^), ^(^ ^) se
ramènent aux fonctions hyperelliptiques ou à des combinaisons de
dégénérescences de ces fonctions.

Quant au problème (B.^), analogue à (B^), c'est précisément celui
qui fait l'objet du Mémoire actuel.

Enfin, notre problème se rattache encore d\jne autre façon à la
théorie des équations différentielles ordinaires: Si l 'on fai t , par exemple,
f=:const., la fonction uniforme x(^Au 4-B, v ^ ) vérif iera une équation
différentielle algébrique- du troisième ordre : les résultats que nous
avons obtenus dans ce problème trouveront donc une application dans
la théorie des équations différentielles (3).

3. Tout ce que l'on sait actuellement sur l 'extension à deux va-
riables d 'une théorie déjà établie dans le cas d'une variable (et, en
particulier, la comparaison des problèmes A^ e tA^) , tout permettait de

( 1 ) iMémoire couronné (loc. c i t . ) , p. a'2.3 ù a5o.
( â ) Leoo/ts .. .professées à Stockfiolm^ Paris, 1897, P. '>^8-35i. Àaio mat/t.^ t, â7, j<)o3,

p. ï. .M. Painlevé a énoncé ses résultats dans le cas plus général où l'intégrale de
(Aa) est une fonction à un nombre fini de branches {Àcta^ p. 49^. Dans le cas où l'inté-
grale doit être uniforme, les résultats de M. Painlevé conduisent à un énoncé précis
qu'on trouvera au n° 46 du Mémoire actuel (p. 35(>).— M. Painlevé n'a publié la démons-
tration de ses résultats que dans le cas où l'intégrale générale est une fonction algébrique
des constantes d'intégration; mais depuis que ce Mémoire a été rédigé je suis parvenu
à rétablir la démonstration des résultats de M. Painlevé {Comptes rendu/f, t. 179, p. 737;.

( 3 ) Inversement, si l'état de cette dernière théorie avait été plus avancé, on aurait pu
l'utiliser pour la solution du problème actuel : à ce point de vue, si F est un cylindre
elliptique, il paraît tout indiqué d'appliquer un théorème formulé par M. Rainlevé pour
les équations du 3*' ordre (Acta m.ath^ t. 23, p. 73-7 /i); mais cette proposition-appelle
de non velles recherches.
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prévoir que la question actuelle est singulièrement moins simple que
l'intég'ration. uniforme de (B^)Bornons-nous(1 ) a cette seule remarque :
On sait que pour le problème (B,) les résidas de la fonction /(.r, y)
doivent être rat ionnels; au contraire, dans (^), di et d] peuvent pos-
séder des courbes polaires affectées de résidus irrationnels ou complexes
sans que l'inversion de ( s ) cesse, pour celci, d'être uniforme : pour s'en
convaincre, il suf f i t de considérer le système

^ / / i . v - "•' ^v o / ^ ( v , 3 ) « / r• // :=: .z101 e^ , r -== .z'1-* 6 '̂

[F(y,s)==o, courbe de genre i"|. Observons, de plus, que l ' intégrale
générale du système précédent possède àdistance f i n i e des lignes essen-
t ie l l es mobiles ( 2 ) .

Pour toutes ces raisons, on conçoit donc que les difficultés qu i se
présentaient déjà dans le cas d'une var iable à propos des singularités
des intégrales doivent se retrouver, aggravées, dans le problème
actuel. Aussi, les propositions établies jusqu'ici sur les fonctions
analyt iques des deux variables ( é tude du cont inimm des s ingula-
rités, invers ion, ...) ne pouvaient être d 'aucune utilité. En fait, s'il
était permis d'aborder le problème, c'était d'une part, grâce aux
méthodes de recherche données par M. Painlevé pour les équations
d i f f é ren t i e l l e s ; — il faut observer d 'ai l leurs que lorsqu'on opère sur
un système a deux inconnues une transformation dégénérescente de
M. Painlevé, le système-limite doit rester résoluble par rapport aux
inconnues ; et cette condit ion évidente rend l'application de la méthode
moins immédia te qu'on ne pourrait croire à première vue — ;' et c'était,
diantre part grâce aux impor tan ts résultats obtenus par ie^ géomètres
italiens dans la théorie des surfaces algébriques. Effect ivement , tonte
transformation b i ra t ionnel le qu i change lasurfaceF en une variété -^¥
change le système^) en un second système qui répond également a
la question (et cela, que lque soit le nombre de dimensions de l'espace
auquel appar t i en t F7) : en d'autres termes, ce qui intervient dans le
problème, ce ne sont pas les propriétés projectives de F, mais celles

( 1 ) Foir aussi n0 7, p. 275.
(2) Voir n° 9, p. ^79.



270 RENÉ GARNIES

de Vente algebrico don t F est. un modèle; or, tel est précisément le
point de vue de l'Ecole i t a l ienne .

Nous pouvons résumer main tenan t la disposit ion du Mémoire ainsi
que les résultats généraux que nous avons établis .

4. Le Mémoire est divisé en sept parties. La première à pour objet
de délimiter les catégories de surfaces auxquelles peut appartenir F.
Appelons lignes singulières de l 'expression u les lignes le long des-
quelles Log-^ et Log -^ deviennent i n f i n i s s imul tanément . Nous
établissons successivement les théorèmes suivants :

THÉORÈME I. — Le genre d'une ligne singulière ne peut dépasser Inanité.

THÉORÈME IL — Si ~-4^— s annule le Ions' d'une courbe C, C est néces-D^',j) °
sairement une lig'ne singulière.

THÉORÈME III. — Le genre géométrique de F ne peut dépasser l'unité.

Précédemment, M, Emi le Picard avait établi. ( i ) que si les coor-
données .r,y,.^ d'un point quelconque d 'une, surface algébrique
«s 'expriment par des fonctions uniformes de deux paramètres u et c\
restant* invariables pour un groupe de subst i tut ions de la forme

( u, v ; au 4- b. cv 4- ci)

et que le domaine fondamental de ce groupe soit tout 'entier à dis-
t ance finie, sans singularité essentielle des fonctions sur sa surface, le
genre de la surface ne pourra dépasser l 'unité ». Mais nous avons
déjà observé que dans le problème du n°l les solutions x Çu, 9\ yÇu, ̂ ),
z Çu, v ) peuvent présenter des singularités essentielles à distance f in ie ;
pour pouvoir être appliquée à notre problème, la démonstration de
M. Picard exigeait donc un complément nouveau.

THÉORÈME IV. — Si la surface F possède une courbe canonique effective
le genre de cette courbe (ou-de chacune de ses composantes, si elle est
réductible) ne peut dépasser F unité.

(' 1 ) Mémoire couronné (loc. cit^ p. 3i6""3i8.
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THÉORÈME V. — Si le genre géométrique p g de F est égal à ï, ou bien
u et v doivent être des expressions de première'espèce, ou bien pour une

valeur déterminée de la constante h l'une des combinaisons M^\ OM
Lo^u 4- hv^ on u -{- hç, est une expression de première espèce.

5. Ayant ainsi limité les hypothèses admissibles pour les genres de
la surface F, on peut attaquer le problème en adoptant successivement
l 'une ou l'autre de ces hypothèses. Or, à deux reprises différentes,
pour p^= ï et ])OMT pg.= Oy on est amené à supposer que F est une
su? face elliptique; atin de ne pas interrompre l 'exposition, nous avons
consacré spécialement la seconde partie du Mémoire à l'étude de ces
surfaees. Les surfaces e l l ip t iques ont éî-é rencontrées d'abord par
M. Emile Picard ( r); puis M. Painlevé en a caractérisé complètement
la représentation ( 2 ) ; enf in M. Enriques (3) les a construites en insis-
tant particulièrement sur le cas où le déterminant de la surface est un
nombre premier. Nous avons obtenu, dans le cas d'un déterminant
composé, une représentation plus simple ( 4) , .et ceci nous a permis
d'établir directement l 'existence'et de donner la construction effec-
tive des sept surfaces elliptiques F', de genre géométrique zéro, possé-
dant un faisceau elliptique de courbes elliptiques : nous avons obtenu
ainsi , et de la manière la plus naturelle, les modèles que nous croyons
les plus simples possible des surfaces F'.

La troisième partie se rapporte au cas où F est une surface irrégulière
de genre jp^==i. La discussion repose sur le théorème V; on prévoit
donc que dans les trois cas possibles (pa= o; p^= -~ ï , surfaces hyper-
elliptiques ou el l ipt iques) un même problème préliminaire se posera :
la construction des expressions de Picard de première espèce sur la
surface. Dans k cas où F est une surface de Picard, la construction
repose sur Fétude de ces expressions le long des courbes du système
de dimension, de genre et d'ordre 2 (et d'indice 25) que possède alors
la surface.

*
f 1 ) Mémoire couronné ( l oc . c i t ) ^ p. w'y-'iîï du Mémoire.
( 2 ) Leçons ... professées à Stock/iol/fly p. 2 <S 9, ••-••;» 85.
f 3 ) Rendic. del Circoio mciL di Palernio, l. â0, 1905, p. 17.
( 4 } Au moiliRnt de corriger les épreuves de ce Mémoire, nous ajouterons que, lors de

son récent passage à Paris, l'illustre géomètre a bien voulu nous signaler que la même
question a fait l'objet (Tune étude analogue de M. Ghisini.
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La qua t r ième part ie , plus ana ly t ique , est consacrée au cylindre
e l l ip t ique . Dans le cas général où 1 et J ne sont pas du type algébrico-
logarithmique, la méthode s'appuie sur une réduction préalable de 1
et J, réduction qui augmente d'entiers positifs les résidus de 1 e t J et
qui généralise celle des différentielles de Picard* Si î (ou J) est du
type algébricô-logarithrnique, la solution du problème se dédui t
(mais par une discussion longue et complexe) de la so lu t ion du pro-
blème As.

La cinquième partie traite des surfaces elliptiques de genre zéro.
La formation des expressions u et ^ exige la construction des intégrales
de troisième espèce de la surface F, problème où intervient la nature
arithmétique de F. La fin de la discussion utilise les résultats de la
quatrième part ie .

Enfin la sixième part ie est relative aux surfaces régulières; grâce
au théorème de Severi-Picard le problème se ramène encore à un
problème Aa.

6. Voici m a i n t e n a n t le résultat généra! auquel on t abouti nos
recherches sur les systèmes normaux. La surface F peut appar tenir à
six catégories différentes, et pour chaque catégorie le système ( r S ) d o i t
être l 'un des su ivants (1) :

I. F est une surface hypereUiptique de Piccird. On doit avoir (2)

\n..= e^-^\ ( ,/ == ̂ -pv, ( u = a [J 4- p Y
^1 ) ; . ̂ -v, ^ , ; ̂ yU+ÔV, ol1 j . =:ylJ ̂  oV

(a, ,6, y, ô:==consL numériques; ao—py?±o)

[ (Jet V paramètres de la représentation hypereliiptique normale de F|.

I I . F est une surface hypereUiplique de Picard du type elliptique.
F possède alors (au moins) deux faisceaux elliptiques, auxquels, sont

( r) Cf. noie ( l ) du n° 2, p. 9.67. Les constantes numériques figurant dans les systèmes
doivent satisfaire à des conditions d'uniformité [en général transcendantes par rapport
aux coefficients de (.y}] qu'on trouvera dans le cours du Mémoire.

(2) Les deux derniers systèmes sont. des dégénérescences du premier (cf. n" 54,
passage de VI à II).
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attachées deux intégrales de Picard de première espèce, (.r, et i.r.,.
Soient 9(^,7, 3} == À et ^ (<r ,y , j )==a les équations du premier
faisceau, et r (A , ;j,)=/(w,) une fonction rationnelle de A et a [telle
que (§)soit normal] ; posons

Ci-= 5Wi + (3 ^^+J/(tpi)^ (a, ̂  y, a := const. numériques),

v i == y Wi -4- ô ^2 •+• j f{ tv'i ) chr, ( aô — py zzr o ') ;

on auraw î ?:: »" î ï:; 0" ^:.
III. F est un cylindre elliptique y2 = 4,r3 — ^^r; — ^^ ( ou x === p^\

y==p^).
Posons

A = CT' -t- y /• (.^) Js, 1 B == Log ̂  -+- Fo ( (-^) .̂r

•

| r(^), fonction rationnelle, et 9 (^), fonction rationnelle de ^ et y,
sont choisies de manière que (s) soit normal], (.s) coïncide, soit avec
l'un des systèmes

( u-=e^,

(^3) r dz- c^'^J ^(^
j {) — s __f J ' - F ( ^

1 ^. /î ̂ ; ̂ .-. „ -- ^ „ ,- - .„ - A- - .<- -. . ï • < • ^S[a désigne une constante arbitraire ; ̂  == ^ (^) est une équation de
Briot et Bouquet, à intégrale générale uniforme];

(^)

(^)

/.i =: ^"^T'Î ( ^ ^ p^ y^ o^ const. numériques),
P_^^«.+ÇK ^ ( 5<o—(3y^o ) ;

^ =: ^aA-t-TLo^s ^ p^ y^ ^ const. ninnériqdcs),
t, •_ ^^A+o l.oî? z • ( û/o — (3 y ̂  o ) ; ^

soit avec une dégénérescence de ces systèmes ( c / \ n° 54). ' •

IV\¥ est une sur[face elliptique de genre zéro. Soient z ==cônsL l'équa-
tion du faisceau [K], U l'intégrale clé Picard de première espèce de F.

Ann. Éc\ Narrn., (3 ) , XLI. — SEPTEMBRE 1924. 35
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a. Le.y courbes G .îo/^ <^ n'enre ^^ i ; on doit avoir
( if •=: e^ 7^-z^ (a , ^ y, o, const. numériques) ,

(^)

avec
(c^^ZM < a o — i 3 y ^ o )

^n^-^n^"^5
/ /

. l es Ci son t» des constantes numériques, choisies arbi t rairement;
tes e, sont les points critiques de. la fonction algébrique *((^) liée
à z par l 'équation abélienne de degré n, cp ( l ( ,5 )==o attachée à F;
lésa ûjsont des périodes convenablement choisies de IL

b. Les courbes G sont de genre i. Soit V le second argument de la
représentation el l ipt ique de F'; on doit avoir

( u^e^ ( u=U, ,

^ • )^y ou i^v.

V. F est une surf ace hyperelliptique régulière (au sens généralisé de
MM. Enriques et Severi). Les seuls cas possibles sont les suivants :

a. F est Pune des trois surfaces de genre o el de higenre i
obtenues par MX. Baguera et de Franchis (\) (Surfaces VJ I I , IX et X
de ces auteurs).

b. F est une surface à plurigenres tous égaux à i, possédant une
f.nwlution cyclique d'ordre 3, 4 ou 6 (Surfaces XII, XI I I , XIV de
MM. Baguera et de Franchis). Soient U et V les arguments de la
représentation el l ipt ique (a) pu hyperelliptique (6) de F; on doit
avoir
(^s ) u= : [ ] , ^V.

c. F est une sur/nçe de Kuminer, à diviseur o== i, ou une de
ses généralisations (S> i) dues à L. Remy et à M. Traynard. On doit
avoir
(89)

?/=:a'l;-h-|3V,
r=ylJ +oV

( 1 ) Memorie délia Soc. it. délie Se. (dei .^L), série 3, t. l."), 190^, p. 34o.



SUR LES ! [^ONCTIONS UNIFORMES DE DEUX VARIABLES ÏINDÉPENDANTES. 27:")

[ L , \ , arguments clé la représentation hvpere l l ip t ique c a n o n i q u e :
a, p, -y, S, constantes nuinériqu.es telles que •xo— ^=^=0].

Vï. F est une surface rationnelle. Le problème se ramené à u n
problème (A^) [n0 2] : car une transformation rationnelie change F
soit. en une surface hyperelliptique de Picard, soit en une surface
elliptique, soit en un cylindre elliptique, soit en surface rationnelle,
et la même transformation change (§)sbi t (3io) e ï ï l^11 ^es systèmes
obtenus par M. Picard et parM. Painlevé pour la surface transformée.

Du tableau précédent, il.resu.lte que le's -systèmes différentiels^)
résolçcmt le problème de Af. Picard appartiennent aux catégories
(^)? (^>; î ) [avec /• (:;)^o; ^ -==- ^ (z) relation algébrique de genre un]
et sa dégénérescence

r ciz
——— ^j W

(^7), (.Ss), (.Sy) et (^o)- L68 surfaces F rentrent loutes alors dans Je
type hyperelliptique (dégénéré ou non); et les solutions x {u, i\),
y(/./, (•), z(u, r) rentrent dans le type des solutions de (c^) (dégénéré
ou non).

7. La méthode que nous avons employée pour les systèmes nouveaux
s'applique d'elle-même aux systèmes singuliers^ nous a fourni à leur
sujet des résultats étendus. Ces systèmes f o n t l'objet de la deriHière
partie du Mémoire.1 A priori^ on pouvait se demander si l'existence
d'une ligne de singularités essentielles pour e1 ou ei (h0 1) est compa-
t ib le avec Funiformité des intégrales: dans le cas d'une variable indé-
pendante (problème B,), M. Painlevé a démontré que l ' intégrale
générale de l'équation

?,(.,-) r/.r
du •==. e' dx

| À ( ^ ) algébrique en x'\ ne saurait être uniforme si e^ ^'possède un
point essentiel. C'est ici qu'apparaît une fois de plus une différence
profonde entre le cas d 'une et celui de deux variables indépendantes ;
pour le voir, i l suffît de se reporter a u n e transformation b i u n i f o r m e
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citée dans un tout autre but par M, Picard. Le système (§) défini par
• 1 1 ,y _

u == y Ê?111 ', • t.» ==. '— e'1'
x

.. u ^
est intégré par les fonctions uniformes x^= -, y ==:ue~~~^ , et il pré-
sente effectivement une ligne essentielle^ x == o.

Or, dans ia septième partie, nous établissons que tous les théorèmes
démontrés dans la première partie pour les systèmes normaux s'appli-
quent encore au cas singulier. Pour pg==ï, il n'existe donc aucun sys-
tème singulier, exception faite de (^2) [aucune restriction n'étant im-
posée alors à la fonction r(À, p-) ]. Pour achever l'étude des systèmes
singuliers il reste à traiter encore le cas de p^=o ; que le problème
réclame un nouvel effort, cela ne doit pas surprendre : au contraire,
on vérifie ici, une fois de plus, que les systèmes différent ie ls à inté-
grales uniformes dont les caractères algébriques sont les .plus simples
sont souvent aussi ceux dontl^étude est la plus longue (1).

PREMIÈRE PARTIE.
THÉORÈMES GÉNÉRAUX.

8. THÉORÈME I. — Forme du système (§) dans le voisinage d'une ligne
singulière V. — Appelons lignes singulières de ̂ .les courbes de F le long

desquelles Log — ^tLog y- deviennent infinis simultanément. Le sys-
tème^) étant supposé normal, nous commencerons par démontrer le
théorème suivant :

THÉORÈME I. — Le genre d'une ligne singulière T ne peut dépasser l'unité.

Tout d^abord, moyennant une transformation birationneUe préa-
lable on peut toujours supposer (2) que, F appartient au plan x == o ;

( 1 ) Les principaux résultats de ce .Mémoire ont été exposés aux Comptes rendus^ 1.176,
1923, p. i363, ï5'28 et 1689. Les deux dernières Notes complètent le résumé do n°r> (p. '271).

(2) 6y. PAINLEVÉ, Acta math^ fc. 27, 1903, p. i'2.
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F sera donc définie dans ce plan par l'équation

( 1 ) F,(j,.)^o/

V, représentant un facteur irréductible de F (o,y,^). F pourra être,
d'ailleurs, une courbe multiple de F (1) ; mais d'après un résultat
classique de G. H. Halphen (2), on pourra décomposer le voisinage
de F en un nombre fini de nappes telles que sur chacune d'elles on
ait, pour une valeur entière positive de v :

•+°o ^

p - ¥ +1;A. W-^' Q =1; B/( .y)^', ,.r = v,
-V.rl -v

les Ay et les B; étant rationnels en y et ^ liés par (i); de plus, H et
K sont supposés holomorphes en X et non nu l s pour X = o. Or Ici con-
di t ion d'intégrabilité pour P dx+ Qdy donne aussitôt

^ B:..,-= B.^^ -=-. .. "B^ ~ o, ^A.,, î.^ Bi, . . ;,

d'où l'Oti tire f3)

j P dx^- Q dy ==^(a -- i ) j.ogX 4- /' €0(7) <y 4- ^XA-^i, ( r ) 4- . . .

et dans le voisinage de F on pourra écrire

du := . X^-1 ^^ ^ ^ y } d y [i ̂  '^Ai (y) -t~... -h-X^i)(r) +.. .J'X^^X

^ x^ a--1 ̂  c-1 h"1 ' f r /1 [ i 4- X X, i y ) + ... 4- X./ F/ ( y) --h.. . ] dy.

Formons la condi t ion d'intégrabilité de du; en supposant a =^= i

( 1 ^ On pourrait éviter celte complication en remplaçant F par une transformée bira-
tionnelle convenablement choisie dans 85.

( 2 ) OEwres, t. °2, Paris 1918, p. 159.
(•'^Dans la formule (17) du Mémoire de M. PAINLEVÉ (toc. cit., p. i3) et dans les for-

mules suivantes, le terme A^ (y) représente l'intégrale d'une fonction algébrique (et non
pas une fonction algébrique). Mais ceci ne change rien aux conclusions de Fillustre
géomètre.
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et ,B(» fy)^o on trouvera a == a~ i, avec

YB,.//.»- ,-_ fï^/y
.Bo<01 ' == (a —i)^(?1 ' ;

mult ip l iant ̂  par w on pourra donc écrire

f i { , , (n^ - ,- _ ,
/^ --== c^ X^-' e^ ' [ ï -(-...+ X^ A./ ( .)••• ) 4- .. . j ^X

+ B^j'^^e-1 ""''"^ [r -4-. . .4- Xy'Zy(y) +...] ̂ y.

La nouvelle condition d'intégrabilité donnera

^(BoA,-^A^)==(^+./)Boï, ' ( y = i , 2 , . . . ) ,

et, si av n'est pas un entier négatif, on en déduit aussitôt

rBo(,r)<y
( 2 ) u = X^ e-' [ ï -+- X .1, i ( y ) 4- . . . -h X-/ cJl̂ - (y )+.. .] ,

les cA/,/ (y) étant rationnels en y et ^ liés par ( ï ) : nous dirons que u
est alors du type général.

Si l'on a av ==/?, (^/À entier négatif) il faudra envisager à part le cas
de J = — n et, suivant que A_^ èj Borfy sera constant ou non, oh aura

(3) a = X^[^,(y) + X,^i(j) -4- . ..] + c LogX 4- f^(r) ̂ /

ou

(4 ) ./ = X- J '̂̂  [ï -^ X^ (y) 4- . . .] 4- ^^o(r)^' ̂ ,(y) dr

|c, constante ; les A.j etB, fonctions rationnelles de (y, z)\. Nous dirons
alors que u est du ^y^é? exceptionnel.

Pour a== ï , av devra être entier ( ^ ) et ^ sera encore du type excep-
t ionne l (avec/2 positif ou négatif). Enfin pour Bo (y) ==o, l'expression
qu'on obtiendrait pour ^rentrerait encore comme cas particulier dans
1 es fb r t n e s ( 2 ) o u ( 3 ).

( l ) Dans ce cas, il se peut que P ne soit plus une ligne singulière, mais une ligne de
niveau pour u. Les développements suivants restent cependant valables, et la conclusion
subsiste : si la courbe algébrique P est une ligne de niveau pour u et p, son genre est :;: ï -
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En définitive, dans le voisinage de la ligne singulière, le système
différentiel aura l 'une des formes suivantes ( ') :

(1)

( I I ;

( I I I )

(IV)

(V)

/ Bu i ) i (/v
ti =- y e"' " ' [ i -4- X «l"i (.}•) -I-... J,

i 1>»| »'/r
c -X^e1 ' ' • [ i4-.XS,(y) +...];

t ii — c LogX -+• f \^(y) dy 4- -\ -^i (j) + • . . ,

l t I l , . ( , l - I l i Y

li.=\^^ • [i+Xe, (y)+...];

( u — f'e^ ̂ "'"''^(.y) cl y + ̂  ""'" (XAiCy) 4-.. .],
1 t-/ »

/ ï > l t „ t v • l ( / > •

( <. := X.^ e^ • " " ' [ i +• X 3i (./) 4- . . . ] ;
1 C\ u :- c Log X + 1 •it^(j) ̂ y + X^i ( j)4~... ,

t

^ = k l.og X -4- y CD(j) ̂  + X Si (y )+...;

\ u :::= c Log X + ^ il1-) (j) ̂ r 4- X^i ( v ) +. . .,
i »-'

^J'J^-^OÇrî^+J^^CXe^,')-.-...];

c et A- désignent des constantes ; les fonctions dey sont ra t ionnel les
en (y, z ) ; enfin pour av (ou [riv) entier, u (ou v) peut, soit con ten i r un

terme en Log X [et l'exponentielle ej^ (ou e J ^ ' ) est alors ration-
nelle en ( y, ̂ ) ], soi t admettre un coefficient Jl(y) non algébrique en y.

9. Le cas général; F est de genre ï . - Cela étant, considérons d'abord
le casoù(§) est du type (1) et admettons que l'on ail ,

( 5 ) H(y, ^) - (3Bo(y) - ccl)o(j) ̂  o.

Dans (I) remplaçons X par sX, u par Ê^ et P par £^; puis faisons

( 1 ) on a exclu le cas on 11 cl c seraient tous deux du type exceptionnel non logarith-
mique avec des exposants ̂ > o : F ne serait alors une ligne §ingalière ni pour //, ni pour c.
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tendre £ vers o ; (I") tendra vers le système

/Bn>V) / /v - / IVv) ' / } -
(r;) if^^e^ ^ ' , F^,^^ ' ' ,

qui , en vertu de (5), est résoluble en x et (y,^) 6t qui, de plus, doit
définir des fonctions uniformes xÇu^ v ) , y (u , P), ,s(?/, p}. Mais on
déduit de (F)

j H (y, ̂  ) ciy == (3 Log //, — a Log (.',

relation qui ne peut donner pour y et z des fonctions uniformes de u et v
que si le genre de T ne dépare pas Vunité.

Supposons d'abord que F soifc de genre i ; moyennant une transfor-
mation birationnelle sur F on pourraramenerF à la cubique

X •=-=. 0, J ~= y ( tï"' [ GJ, G)'). -3 == p/ ( (F | G), C»/ ) .

Un devra -avoir H==E-;, A étant une constante (=^=o) et 'l'on pourra
écrire^

B,,=:aK(y, ^ )+J, D,= (3R(y, ^) 4-^

avec a â — p y ^ o C ) ; la fonction R (y, ̂ ) n'est d 'ai l leurs définie qu'à
un terme additif près en ;. Ainsi le système (F) se réduit à

(F) u=:x^e^\ (. == ^PYP e5»'

/ /'Rrfy \ r*
avecy==^J ) . Or \ \\dy est une intégrale de troisième espèce

\ / J
relative à F; puisqu^on peut en retrancher un terme de la forme Iw,
on peut écrire

/•R(r,.)^-^A,Log^^L)

( t ) II en résulte que les intégrales j B o (y)fîy et f Do (y)dy ne pourront pas se réduire
toutes deux à des logarithmes-de fonctions rationnelles.
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et la solution de (F) sera donnée parles formules ( 1 )

( Y ' == — (Y Log: u -+- y/ Lo^ (',
(6)

avec

(7)

y =-. J.HV, , . = p^, ^ = ̂  ̂ -r-U [^"^^n"^
/ = i

a/ _ P' -_ y' „.0/ _ i
a ~~ j3 y ô aô — j3y

M M F - j -A/

Posons alors V A.a,= a ; l'expression Tf ^±al) ^ ,
^ •/ J x 1.1 a-o' l^^a)
/=i /=r L J

fonct ion ell iptique de w^ est rationnelle en y et z ; par une trans-
formation birationnelle x,-=xr{y, z ) , on pourra ramener les rela-
tions (6) à la forme

^^r^^,- y=y^ ,̂/.

et, pour que oc, y, z soient uniformes, il faut et il suffît que l'on ait :

^rci'y.'^^ 2mo) -ha^o/,

3 Tt i (S' == 2 /^ 0) -h ?t q G)/,

l'F.i^ ==— ( 3/M^ -h- ïn-n'')a 4- 2/*7r/',
2 TT ^ ô^ == — ( 2 /? TJ -}- 2 rjr^a 4- a -s- 7: /,

m, /z, /?, y , / \ , ^ é t a n t des entiers. En particulier, si a est n u l on aura
;r==^(^'; y7 et ^ sont en t i e r s ; et si Fon a, de plus, o = = o (d 'où
o'==o, Y'=—^-), l'exposant ? est sûrement rationnel.

10. Le cas général; T est de ^'enre o. —Supposons maintenant que F
soit de ^enre zéro; par une t ransformation b i ra t ionne l le sur F on
pourra ramener son équation à z=o, et si Fon fait

/-*-al.ose.,
t..'=Fo, (f-=.€ 'fi

( ') / oir la note ( l ) du n0 2, p. '267.
^/2. jéc. Norm.y (3) , XLI. — SEPTEMBRE 1924. 36
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(en supposant, par exemple, [3=^:o) Fèqua t ion

I |:a.Do(y)-.pBo(y)]^7==^

devra donner pour y une fonction uniforme de L On en dédui t aisé-
ment { { ) •\

l^(y) =: aR(.7) + -^ l)o(j) == pï{(j) + °-

avec ao — py ̂ : o et,
.M

'̂ ^STé^; (^°)-
/^-.i

Ainsi le système (l7) se réduira à

// z=~. ̂  Y» jï, c = ̂ P Y ? j5

avec Y== II {y—a^Y1; on en tire [avec les notations (7}\ :
/==t , ' "-1

x Y == ^ô/ r-T7, y r= ^-~ ̂  (.'a/.

Ainsi a7, ̂ \ ̂ f, a1 doivent être rationnels et les A,, entiers, de sorte
que moyennant une transformation h i ra t ionnel le ;/;Y==^,, le système
( V) s'écrit :

U rrr.a^y"1^ pr^^^y0. ' :

De la condi t ion d 'uniformité qu'on v ien t d 'énoncer i l résulte, en par-
ticulier que lorsque la li^ne singulière T est de genre o, .sw rendus a et B
doivent être rationnels.

[{.Examen des ca^ d'exception. —Supposons m a i n t e n a n t que- la
condi t ion (5) ne soit plus rempl ie ; dans ce cas le système p e u t s'écrire

( 1 ) C'est i ine conséquence dii Lhéorèrne classique de Briot et Bouquet. On •peut encore
l'établir directement de la manière suivante. La fonction rationnelle y .Do—pBo ne pou-
vant avoir de zéro se réduit à P-KJ). ^ ( j ' ) étant un polynôme dont le degré ne peut
dépasser 2 (comme le montre rapplicalion d'une substi tution j | j~ i ) . Moyennant une
substitution linéaire sur y on peut supposer que a D o — j â Bo se réduit à A :y, les alures
tormes (A :}^ on A) ne pouvant donner pour ^r des fonction? un î to rmes de // et p.
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mra^o)(p-o
[ /",.m./r1 u^\^^ ' ' [i+x.a.,i(r) --}-...],

^) ^ /*
<'~ A-^ = \^ e-1 ̂  '<fy [:\// 3,(r) +...],

À- désignant une constante et, s^ (r) étant rationnelle (MI (y,.;). Admet-
tons d'abord que l'on ai t

( 9 ) ^ 3^ ( j ) — /^, ê^, ( y } 3,, ( ,v ) ̂  < ).

^
On remplacera ^par £^//^ r par /i£^ //^ -f- Ê^4-^', XparcX, et i 'onfera
tendre £ vers o. A l.a l imite les tonct ions ,r(^(,, r ) ,y(^y, r), ^ (^^ , r ' )
définies par le système

/ lîo ( } ) / / ) •
UQ=.X^ e^ • ' " ,

/ D o i n ^ v
(•' =: XP^^-e^ " ' Qn{r)

[résoluble d'après (9)] ne peuvent être uniformes en r que si le ^enre
de la courbe T est au plus é^al à t ; d'ailleurs, dans le cas actuel, x = o,
est pour..^-^^ zéro d'ordre a4- p — T + n-

Supposons main tenant que la condition (9) ne soit pas réalisée
(avec a ̂  o) ; on procédera sur (8) comme sur (I), et ainsi de suite. Je
dis qnau bout d'un nombre fini ^opérations on aboutira à un système

[ / ï l , , ( y ) / / v

( , 0 ) 1 ' '.-xa^ ';^-^ .

f ^^/•^A,_.. ._/-^A r=\^rh^^ l )<) l ' ) )^[^(r)4--..] (^>o)

dont le système-limitç sera résoluble en x^ y. En effet, dans le cas con-
traire, la suite dont le terme généra! e s t j a X y croîtrait indéfiniment ;
or,d'après(io), le déterminant '^ contient x en facteur a une puis-I \ / . , - - , - •i.)(^j.) 1 ! ' " " , ! A 1"
sance au moins égale à a -1 i-t-a^-h- fls- = a ( À y + i + i ) — ï ; cette
puissance étant nécessairementfinie, la sui te ( a À y [ est bornée, contrai-
ren^ent à notre hypothèse.

On traiterait de même les systèmes (II) à (V) du n° 8. Si u, par
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exemple, est du type exceptionnel logarithmique, on remplacera Xpar
sX, uyàT u+cLogz et l'on fera tendre c vers zéro; à la limite, les sys-
tèmes ('II), (III), (IV), (V) tendront vers les systèmes

( i l / ) // -= ci LQ^X -(- / i>Ky) <)'? r ̂  ̂  eJ ^'^« '̂
( 3 IF) u = fet^"' ilKy) dy^ . = ̂  e^"^",

1 J

(TV) / /==Ci Log^ 4- I ^(y)dv, t'==:/-i.Log-^ 4- j ^ { y ) c i y ,

(V7) « ̂  ci Lo^ +/' ,jl,(y) ̂  v =fJ oll(yf^ (D (y) dy.

Les systèmes (II7) et (IV^ s'étudient comme (I7) | et s'en déduisent
d'ailleurs par la substitution de e11 (ou e^) à l 'ancienne variables (ou ?)].
De même, le système (V7) se traitera comme (lit') qu'il nous reste à
envisager.

Or, By(y) et iit>(y) étant des fonct ions rationnelles du point (y, ^)
de F, et y, ̂  devant être uniformes en u et P, il résulle de la solution du
problème ( B < ) que la courbe F est de genre i au plus.

Si F est de ^enre i, on doit avoir
du = A e^' d ^ ' ou . du == A dw

(A, constante d'intégration; w, intégrale de première espèce de T).
On retombe alors, soit sur les formules du n° 9 (où l'on ferait a === o),
soit (pour h == o) sur une dégénérescence de ces formules.

0 • 1^ , 1 i - , • -y -—IdLQf; „'(.')') riy 'bi 1 est de genre o, on doit avoir du == e J dy^ -/- = = = < r ( y \
étant une équation de Briot et Bouquet à intégrale uniforme. On
pourra supposer que T a pour équation z = o ; par une transformation
algébrique x^ =xa(y) et une substitution linéaire sur y, on pourra
ramener l'intégrale du système différentiel à l 'une des formes suivantes:

cffu — b)
^=vmeau—-^——/, y~=çff{u);

'•^ a
x == v^- \ ( u ), y == cos u ;

^=z^meaït y=:e";
x == ^w, y == (^7l

[P-1 = m, entier ; a et é constantes numériques î y (^), fonction ellip-
tique, A(u) = cos ^» ou sin ^-î ou sin u ou i].
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Le théorème 1 se trouve ainsi complètement établi (1).

•1:2. THÉORÈME II. — Démontrons maintenant le théorème suivant :

THÉORÈME II. ~ Si le déterminant fonctionnel'l ' t • s'annule le long

d'une courbe T de la surface, cette courbe est nécessairement une ligne
singulière de u ou v.

En effet, supposons que. du et dv soient holomorphes le long de F;
en procédant comme au début du n° 8 on pourra toujours admettre
que T appart ient au plan x = o., et que, dans le voisinage de F, u et v
sont développables su ivant les puissances entières positives d'une

/ i .
nouvel le variable X.{= x^)^ on sait de plus (2) que X est' une fonction
u n i f o r m e (donc rationnelle) de .r, y, ^ ; X devra donc être uniforme
en u et v et notre théorème sera établi si nous réussissons à démontrer
la proposition suivante (''l) :

Soient y Çx, y) et 'L Çx, y) deux fonctions de x et y, holomorphes et
nulles pour x = o = y. Si les fonctions xÇiiy v\ y(^5 ^) définies par
ï inversion des relations

(n) a=:<y(^,.y), v - = ^ { x , y )

sont uniformes et nulles pour u ==. ô = v, et si le déterminant fonctionnel

— { n l > { } s'annule identiquement pour x = o, on a identiquementD(,^j) 7 /
0(0, y) EEE o, ^(o, r ) E=O.

Or supposons que l 'une au moins des deux fonctions y(.r, y) et
^{x, y), soit y (a;, y), ne s'annule pas identiquement pour x=o, et
soit 6"y {b =^= o) le terme indépendant de x, de degré minimum en y,
qui figure dans le développement de ç(a^ y) au voisinage de l'origine.

( 1 ) On remarquera que les résidus a, f^ , de la ligne singulière F ne peuvent cesser

(Fêtre rationnels que si la décomposition des intégrales j^djr^ j Dody contient des
intégrales de première espèce attachées à r.

( 2 ) G.-H. HALPHEN, loc. cit., p. 180.
• (3) Nous avons substitué la lettre oc à X dans cefcte proposition.
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Appelons encore ax111^ (a^-o) le terme de ^(<z',y) qui con t ien t la
plus petite puissance de .2* (d'exposant non nul); ce terme existe sûre-
men t : s inon // ne dépendrai t que de y : pour que l ' inversion soit uni-
forme on devrait avoir ̂ ^i^ =^ o) ; le déterminant fr^-— ne pourrait. " ! i' d,v 1' / . • . D (.-r, }'•) l

donc s'annuler i d e n t i q u e m e n t pour x == o. Or, en changeant au besoin
y en y +•/', u en u + o (o, /), et v en v -+- '^ (o, /') (/', cons tante arbi-
trairement choisie), on peut toujours supposer que l 'on a n = î y p = o
et que v s 'annule pour ^==0 . Ceci posé, fa isons la t ransformat ion
u\ z^u, x\ ̂ x ^ y \ € l l y f , la première re la t ion ( i î)^^^^

( î 2 ) // r:r a a'"1 •+- h Y +•£(...),
»

les ternies entre parenthèses représentant ici, comme plus loin, une
fonction holomorphe dans le voisinage de £ == o == .r === y .

Si l'on applique la transformation précédente à ^(^y), la fonct ion
transformée contiendra en facteur une puissance de £ d'ordre
j -+- m(k -4- /*), cette puissance provenant d'un groupement tel que
^ y ^ ' P k (y, x ' " ) où P^ est un polynôme homogène et de de^ré h > o en y
et ^w; changeons alors (? en ^^-^ç^ (a .seconde équat ion ( ï i )
deviendra

( I 3 ) ^=^r^P^(j, ^m) + £ ( . . . ) .

liaisons tendre £ vers o; (12) et ( i 3') deviendront à la l i m i t e

, l // == ax^" + /^y
(uu ( ,. -: .z<r^P,(j, ̂ ) (/n > oî a^ 05 l>h7â 0 )<

et, si le système (14) est ré^oruble en x et y , i\ devra définir deux
fonctions uniformes x{u, v), y ( u , v ) ; de plus, ̂ ^^ calculé sur( i4)
devra s'annuler identiquement pour x '== o.

Or faisons u = o; b n'étant pas nul, on tire de ( i4) y --=. ~ ^x"1• ;
fc transportée dans (14)2, cette valeur doit donner pour x une fonction
uniforme de p, ce qui entraîne

( I ^ ) J+ (Â-hÂ- )w=r i ,

dans l'hypothèse où P/, n'est pas divisible par ax^ + &y. Mais, puisqu'on
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a m^> o ety> o, ( i 5 ) exige soit //. -=: o == A',y = i (et m quelconque) :
soit h = i, k = o, m = i, j == o ; soit enfin h == o,. k == i, m === ï , j == o.

Dans le premier cas, le système ( î4) se présente sous la forme

u == ̂ ^'^ -ï- b y^ f ==:: c.y,

et la condition relative au déterminant fonc t ionne l ne peut être
réalisée. Dans le second cas, le système s'écrit :

/,/, == €i.x -+- />y, c := ex 4- cl v ;

il est résoluble en ;r, y puisque P^==c^ 4- rfy ne conlient pas ax-^r by
en fadeur; mais il ne vérifie pas non plus la condition au déterminant
fonctionnel ; et l 'on aboutirait à la même conclusion dans le dernier
cas.

Supposons maintenant que P^ contienne en facteur (cw^ +&r)^;
il suffira de substituer à ( i4) 1^ système

//.•= ax^1 -+• h r, r, ̂  -^- == xJ •)'•Â'.————/i-,——!
l ' ' l u^' J (aJ.'m-^-byY

' ., , , , , , ï » • i l D ( ^ , c ' ) ^ D ( z ^ r i )pour être ramené au cas précèdent; on a d ailleurs ,-———- === u0 ———-1 L D(.r,j) D(.r^r)
et comme, pour b -=f=. o, u6' ne s'annule pas ident iquement avec ^, la
condit ion requise ne peut être réalisée.

13. Examen du ccis d'exception. — 11 nous reste à lever une restric-
t i o n : nous avons admis expressément que le système (i4) (?st réso luble
en .r, y. Or supposons qu'il en soit au t rement ; posons cix^1 -+- by == E :
rexpression homogène

(^y, .„„(,,, l̂ ),
ne devant dépendre que de S, est (1) de la forme c^; le système ( r 4 )

(1) On peul d'ailleurs vénfier ce résultat en intégrant le systènie formé par l'équation
„———— [a^f'i.+. by^ xJ y1^^ (y^ x ' 1 1 ' ) } = o et l'équation d'Euler salisfaite par le poly-
'- ^^''^y )
uonie iloiiiogène P/t.
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s'écrira alors
u -=z a x " 1 -+- by^ p == c ( ax"1 -4- by )/l.

Procédons comme au n° 11 et posons 9 == cu^ +• ^ ; oc et y devront être
uniformes en // et ^ ; le raisonnement et la conclusion qui s'appli-
quaient aux systèmes (i4) résolubles seront encore valables, en géné-
ral, pour ^ et ^ ; on ne sera arrêté que si après l ' introduction de £ et
le passage à la l imite , on obtient (^ = e^a^ -J- by)^; on aurait alors
A I > h et Pon poserait v — eu1' — c, u^ === ^, et ainsi de suite. <

Je dis quau bout d'un nombre fini de transformations on ne sera plus
arrêté : en effet, dans le cas contraire, la suite des entiers À, h^ ...,
h^ ... croîtrait indéfiniment ï or, si l'on a été obligé d'introduire ^+,,
c'est qu'après la transformation en £ le premier terme du développe-
ment de . - ' ' - ^ en £ est au moins d'ordre h, par rapport à x"1 et y.
n D(^,(^) D (u\ v) f - p - - - , ^ «n ,i ,Lomme on â=———- ==- ———'-.-> fi, est hni , contrairement a 1 hYpothese.D(.r,j) D { x , y ) l ^ J A

Ainsi donc l'hypothèse b ̂  o est inadmissible ; en d'autres termes,
x == o est un infini deLog^, et après une transformation hirationnelle
générale sur F, F sera une ligne d' infini de Log u'^ et Logu , c'est-à-
dire une ligne singulière de l 'une au moins, u^ des expressions u et v.

Remarque. — Une ligne singulière de u (ou v) peut fort "bien être une
ligne de zéros du déterminant ' u ' / en môme temps qu'une li^'neJJ ^ oc-, y ) t-
d ' i n f i n i s pour u (ou P) : pour qu ' i l en soit ainsi , il faut précisément
que la condition (5) cesse d'être réalisée. Avec les notat ions du n° 1.1,
lorsque ]—^~ cont iendra x à l 'exposant a(À^ i + i) — i [au lieu de
a •+- ? — i qui est la valeur générale de l'exposant j , x •== o doit être
compté comme un zéro d'ordre /ll"+'\"'4"nr/ du déterminant fonctionnel.

14. THÉORÈME III . — Appliquons les résultats précédents à la
démonstration d'un théorème fondamental.

THÉORÈME ni. — Le genre géométrique pg de la surface F ne peut
dépasser l'unité.
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Supposons en effet que la, surface possède une in tégra le ilouble de
première espèce (ne se réduisant pas à une constante), soit

' -yy^^
où Q == o est l 'équation d 'une surface adjointe à F, de degré m—4
(m étant le degré de F). Dans l'intégrale double précédente exprimons
x^ y , z en fonct ion de u et P; il viendra

=: j f G- ( M, r ) cl a ch'

avec
(^ C ( . .}- Q Ili-Ï^--0 ̂(Ib) (J ( / / Î ^-FT j)(^ ,,<) -F^ A 5

le second membre étant exprimé en a et ^ et A désignant le détermi-
nant HM—KL (n0 1); on aura ainsi .
( 1 7 ) dL(.^G-(u, ^} == ̂ Logp^ — dî — ^J;^

rfLog G est donc une différentielle de Picard attachée à F (\), soit

dLogG { ( / , c) ==p dx 4- q dr == dj\x, y, z ) ,
et,

|/^/.ï-+<7<i('r
G.(^ P)=:^

de plus, puisque (S) est normal, il résulte immédiatem.ent de (17) que
dj ne possède aucune courbe polaire d'ordre supérieur à i. On peut
aller plus loin et établir le lemme suivant :

Lemme. — L'intégrale j Ç x , y, -s) ==- ^ pdx 4- qdv est une intégrale

de Picard de première espèce attachée à F.

En effet, d'après (16), toute courbe polaire C de ^/esfc : i° soit une

( 1 ) Ce fait a déjà été eonstaté par M. Emile Picard [Mernpï're çpurowfi (loc. .ç^.),
p. 317]-

( 2 ) On petit le montrer par le calcul, en faisant les changements de variables sur u, p
et 7. Mais a priori il est évident, d'après (17) , que F^.A doit avoir sur F une valeur
indépendante du couple de coordonnées adopté.

Ann. Ec. A^O/VM.» ( 3 ) , X.U. — OCTOBRE H)̂ -- ' ^l
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ligne singulière de du ou dv; 2° soit une l igne de zéros pour A (ce qui
revient au même d'après le théorème II); 3° soit une courbe canonique
de F. D'ailleurs, si l 'on permute le couple de variables indépendantes
(j?,j) avec (z, x ) ou (j, z), on voit aussitôt que les points de V situés
sur K == o, hors de la ligne double de F^ ne peuvent pas consti tuer
une courbe polaire de dj\

Si nous parvenons à prouver que dj ne peut admettre aucune courbe
polaire des deux premières catégories^ notre lemme sera établ i , car toutes
les courbes polaires de dj devraient appartenir à la troisième catégorie,
et, par conséquent, être affectées, toutes, de résidus positifs, ce qui
est absurde.

Or, comme au n° 8, effectuons sur F une transformation bi ra t ionnel le
qui ramène G à être située dans le plan œ == o, et faisons sur .3 la subs-
t i tut ion (^\^x}\ il viendra, avec les notations déjà adoptées :

( 1 8 ) £-^== f fQ(gtrJ y^dxdy^^^ f fij^u, ^^dud^

et l'on pourra écrire
£--U ==^+ £n5i+. . ."he71^/,^-. . .

avec, par exemple,

• •'-//^r '̂-
15. La courbe C est rationnelle; cas général. — Supposons d^abord

que C soit ra t ionnel le et que, dans le voisinage de G, (S) rentre dans
le type général du n° 8. Moyennant une transformation birationnelle
convenable on peut ramener C à coïncider avec la droite z == o : x, y, z
seront développables suivant les puissances de £ et, pour £ === o, se
réduiront respect ivement (r) à u^v-^, u-^ ^ ' ' et o; d'ailleurs, à tout
nombre positif p, a rb i t ra i rement petit, on pourra faire correspondre
un nombre positif Y] tel que pour l^'^j^ p et £J <^ïj on ait j^ ' | <; 2P'"1

et que le développement du premier membre de (18) su ivan t les puis-
sances de s soit uni formément convergent, quels que soient y e t z ( 2 ) ,

( 1 ) On suppose réalisée la condiu'on(5); le cas où il n'en sérail pas ainsi n'introduirait
que des compîicafcions d^écriture. — La même remarque reste valable lorsque C est de
genre i.

(2) Cela résulte du fall que ^ est une intégrale double de première espèce.
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II en sera donc de même du second membre : et la l i m i t e ̂  (u, r) de
ce second meinbre se réduira à r intég ' rale doub le (19) dans laquel le
on aurait remplacé y par u~~^' ̂ t el. ^ par o; -\ (u, v} est donc une inté-
grale double de fonc t ion rationnelle de îi et F qu i ne peut admettre
diant re cont inuum polaire que u-^ ̂ s = o, et la même remarque
s'applique à tous les coeff icients du déyeloppeiiieni : -^(M, P), . . * . »
^(^ ̂  ....

Or ceci exige d'abord que ~ °' J' 01' ==.f(r) ne possède aucun pôle
distinci de o ou co; si, l'on écrit alors /(y) = S^y'"', et si l'on intègre
dans un rectangle (^o, u; ^o, <') ^ o ( ^ » p) sera formé d'une somme de
termes égaux (à des facteurs numériques près) à

a^[u-^1^^'— ̂ (^+1)^] [(,(/^-î)a'-r_ (,^l3a'-7^

û'

Posons v=/^ur (avec l ^ ' l ^ p ) ? <ît faisons tendre ^ vers o ou 33; si
l'on a a^ ^= o, il résulte de l'inégalité a'ô'' -— ̂ Y -=f=. o que dans l 'un au
moins des cas le terme précédent tendra versTinllni.

Ainsi donc, Q(o, y, o) doit être identiquement nul; autrement d i t ,
C doit faire partie d ^ u n e courbe canonique.

Procédons de même p o u r ^ < ( ^ , ^ ) ; l 'expression

Q^^0) Q(0^0) r (o y o)
r ( o , y . o ) - [F^cs^o)]^-^0 '^0 5

devra, elle aussi , être i d e n t i q u e m e n t nu l l e : il devra donc en être de
d^même de Q;,(o,j,o) — et, d 'une manière générale, de j^Q (o,y,o).

Comme on a supposé que Q (.z\y,s) n'est pas identiquement nul, la
présence de la ligne singulière C est inadmissible (1).

( 1 ) L'exposant (le .z- dans -—1^—— (c'est-à-dire le résidu de G pour d / ) est égal

à i _ a—- p ; toute la question revenait à établir que i— y.— ? est nul ; or, en fait, îa com-
binaison précédente ne joue aucun rôle dans la démonstrat ion, contrairement à ce qu'on
pouvait croire ci priori. L'explication de ce paradoxe est aisée si l'on observe qu'actuel-

lement ^^ se réduit pour £ == o à ̂ -^ r1-'-'-5. Le terme en -r ne peut donc figurer
D ( ^ , c Q

dans le déterminant sans être multiplié par un terme enj- qui masque précisément l'effet
de l'exposant ï — a — p du terme en x,
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16. La courbe C" " e s t rationnelle; cas exceptionnel. — Supposons (1)
maintenant que (<§) rentre dans ' l a forme (III) du n0 8 au voisinage
de C; x^y^ z seront encore développables suivant les puissances de £,
mais, pour £ == o, ils se réduiront respectivement à ^^(u)^ y (^ )
eto [m ̂ >o, par exemple; 9(^)5 fonction e l l i p t i que ; ^(^), fonction à
multiplicateur constant}. Les .considérations "'précédentes montrent
encore que ^o(^ ,^) ,^ , i (^ , p}, . . . ne peuvent avoir d'autre ligne d'in-
finis que ^==cc; à un facteur constant près, on a donc

~\,-==: J t^-1 c l u d ^ ,

et l ' intégrale"»' /r^^
se récluil actuellement à j c u ', actuel lement, cm ne peut donc plus
affirmer immédiatement que [^intégrale précédante est de première espèce
pour C [et, par suite, que Q (o,j,5) est identiquement nul].

On se rend compte qu'il en est bien a ins i par le procédé suivant,
qui, d'ailleurs, s 'applique aussi au, cas général (a). Supposons que le
modèle projectif de F sur lequel on étudie le problème d'inversion
soit une surface F sans singularité dans un espace 83 et que, sur F, il,
existe une courbe C, de genre o, qui soit ligne singulière pour du
ou dv et ligne polaire pour dj; l'intégrale (20) sera nécessairement
de première espèce pour C (3). Ainsi donc Q.(o,y,o) devra être iden-
t iquement nul , et la rAême conclusiQn s'appliquera aux dérivées

^Q(o,J,o).

17. La courbe C est elliptique. — Considérons maintenant le cas où
la courbe G est de genre ï; on pourra supposer que x ^ y ^ s sont déve-

( 1 ) On n'envisage que les cas qui introduisent une difficulté nonvôlle.
( 2 ) Oti pourrait encore appliquer au cas actuel la méthode du numéro suivanfc.*
(3) Cf\ PICARD et SÏMAIIT, Théorie des fonctions algébriques de deux variables indé-

pendemteSst.ï, Paris 1897, p. ï86.
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loppables suivant les puissances de £ et se réduisent pour £ = = o à

//^r"""^' ——^——-', p ir, y 1 n' [\v -=. — 3' Lo§'« 4- a' Logi'j ;

d'ailleurs, si \e\ est assez pet i t , les développements seront uniforme-
ment convergents pour toutes les valeurs de u et ^ telles que l 'on ait

(21) 1 | Log(^^î) | < M, 1 a^-r ̂ ^".̂  < M,

M étant un nombre posit if fixe (arbi t rairement grand). Enfin, comme
pour £ ==o on. a

î ) ( / / , i7) . ^ . , (f^v — — — ' ^ ( a ô — b y ) — ?
,l)(.r,j) v • ^..r^,l)(.r,j) ^

^ ( ̂  ( - ) == F fa°~1 ̂ l~ï ̂ ^^^ y' w ̂  ( <-') ^^ ̂
on en déduira

T / , . ,..- ^/ lo~l„-Y-^( l r— r t).^
avec

^(^)^M^£!^^
' '"' F^o,?^',]^»-)

et^ ne pourra admettre comme ligne d'intims que les ensembles E
sur lesquels les conditions (21) ne sont jamais réalisées quel que
soit M : à savoir

( '̂.a^^ ^•,r^^^-=o.

Cela étant , supposons d'abord a==o; "d'après les conditions précé-
dentes l'expression p'w (&(w) ne peut avoir aucun pôle; elle se réduit
donc à une constante et (20) est une intégrale de première espèce
pour C. Je dis que la constante est identiquement nulle.

En effet ^. se réduit à

(32) //""-•"•-^-A^r-ïciu^;

or, faisons le changement de variables

^3) • , ^U^, . c^UPV^

avec
(24) • . "À(7—p,0==î ;
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rinlégrale double (22) devient

F 1 IP'0- Pï-i Y^o—TY'--i ^•[j ̂ v ;

étendons-la au rectangle ( U n , U ; Vo/Vj ; poui* quelle reste linie, i l faut
que [F10'" '̂ et V^0''"77' restent finis séparément. Or prenons

^' ilL-
y^^-o-4-0 '^ Yrr:^'"^;

la condition (21)., sera sûrement remplie ; la seconde le sera aussi
. 3_E^i / ^ Q ' y ' \sl t Kf tend vers zéro. Supposons alors, par exemple, ^FU ù' —^ i>o

et fa isons ten-dre ^ vers zéro suivant un argument déterminé; d'après
ce qui précède, on devra avoir s imultanément

(25) ,^P^^p\^of^^t)\>o. ^ („^+^)().o /-p/)|>o.
L V ^ / J ~ \ "" -/ -»

Or il est toujours possible ( 4 ) de trouver des nombres A, (X,F,(T satis-
faisant à (24) sans vérifier à la fois les relat ions (25).

Ainsi donc Q (o,y,z) doit être ident iquement nul ; et, procédant
de la même façon pour ^ , . . . , ^ / , , . . . , on montrera de même que
Q ( x , y ^ z ) doit être identiquement nul, contrairement à notre hypo-
thèse initiale : l'existence de la courbe polaire C est donc inadmis-
sible.

Supposons m a i n t e n a n t a=/=o et soit Â = E = A ( a ' — ^-j;>o [c'est-à-

dire <^ (a)>oj. Faisons tendre u vers zéro (2) suivant un argument

0) On prendra, par exemple, A = a'-+-si , ^==o, p == fy-4-£2, o-ss.^-^, les |£ / | é tan la rb i -

( û/»,'\

trairement petits; le prenner membre de (25)2 diïïerera Lrès peu de cR Q'--L±.\^ {[

sera donc positif; mais le premier membre de ('2:5 ;i sera égal à X — — ( " - s i — £ 2 ]

(avec une erreur relative très faible). Son signe dépendra donc de celui de &i et £3. •—-
/ r^-A

Le raisonnement s^étend à éh.{ ^'—L-J••} =o, à condition de faire tendre l vers o suivant
\ a 7

une spirale convenable.
(2) Oa vers oo, si X-<o.
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bien déterminé et prenons ('r)
Ê

(26) p==^a ' ( î -+- t i ( 1 ) ,

la variable t devant tendre vers une limite finie non nu l le ; pour M assez
grand, les condit ions (21) seront sûrement réalisées. Or, comme tout
à l 'heure, on voit d'abord que la fonction p'w$(^) ne. peut admettre
dans un parallélogramme des périodes que deux pôles dis t incts au
pins : l 'un, d'ordre k, équiva lent à w= o, l 'autre, d'ordre Jc\ équivalent
à w=a. Mais, siTon fait le changement de variables (26) on aura

W ( / ^ u ) restant bornée quand t et u varient comme il a été d i t ; pour
Â*> i, ^o posséderait^ == o comme ligne d ' infinis, ce qui est inadmissible.

a-1 p' / - \Posons de même v==.e^ u ^ i î ^ t u ' ^ j , u croissant indéf in iment
(suivant un argument déterminé) et t tendant vers une limite finie. Chî
montrera encore, au moyen de ce nouveau changement de variable,
que w=a ne peut être qu'un pôle du premier ordre au plus pour
p'w^w, on peut donc écrire

/ A / N i ̂ (w— 6)^((p-4- b—a)p' iï- 4) ( n' •== A ———.————————.--^ .
" ^ w ^{^r — a )

Mais on aurai t alors

- - , . F F a- i - ^(^—h)^(w-^-b-a)^o ( / / , t.') =. A f f a0 ~1 ('"- -1 ——————^———————- du d^,

expression qui est développable suivant les puissances entières et
positives de a et b (le développement é tant uni formément convergent
pour a et b intérieurs à des régions bornées quelconques de leurs plans
complexes). Chacun des termes ne peut admettre d'autre l igne d'in-
finis que les ensembles E; mais le premier terme se réduit à (22);
ainsi, on a A==:o, et l'on retombe sur la même conclusion que plus
haut.

( i ) On ç' == //a ' ( i -i- —— ) pour / == </ \ l^///
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18. Appliccilion du. théorème, de Nœther, La démonstration de
M. Picard. — Supposons qu'on ait é tabl i que (20) doit être une inté-
grale de première espèce de la courbe e l l ip t ique C; pou r / ^> i on
pourra encore démontrer de la façon suivante r'impossibilité de l'exis-
tence de la courbe polaire C.

Tout d'abord, la courbe C ne peut constituer Vinlerseclion totale de F
par le plan X=Q : car l'intégrale (20) où Q (o,j,s) est un polynôme
.de degré 5/72—4, non ident iquement , nu l , ne peut être une intégrale
de première espèce pour ta courbe e l l ip t ique C, d'ordre m. Or, si la
courbe C n'est pas l'intersection complète de F par une seconde sur-
face, on peut toujours supposer (pour s impl i f ier l'écriture) que la
transformation birat ionnel le qu ia ramené C dans le plan œ=~o a été
choisie de telle sorte que ce plan coupe F suivant deux courbes seule-
ment, d'équations 9=0 et ^==0, de degrés respectifs p et y (avec
^-+-^==m). Comme tout point d'ordre rpour <p et d'ordre s pour ^ est
d'ordre r+s— i au moins pour Q (o,y,s), on peut écrire d'après le
théorème de Nœther :

Q(o ,y , . s ) = = A 9 + B ^ ,

A et B étant deux polynômes de degrés y — 4 et p - 4; il résulte
d'ailleurs du même théorème que B sera adjoint à la courbe ellip-
t ique C, d'ordre/.», ce qui est absurde.

Ainsi, que C soit ou non l 'interseclion complète de F par le plan
x==o, le polynôme Q ( o , y , z ) doit être ident iquement nul. Procédant
alors comme au n° 15, on montrera que ^ ^ ' ( o ' y ' ^ ) d y doit être une

J - 3 {O-, J'''f ^ )

intégrale de première espèce pour C; mais Q7, est au plus de degré
m - ô ; comme tout à l'heure, on a donc Q^, (o,y,5)==o et d'une façon

(-fk

§éaérale^^Q(o,J,5)=o. Q(^y^) doit donc être identiquement
nul, contrairement à notre hypothèse.

Notre Ifim me établi, la dénion.stration s'achève comme dans Je Mé-
moire de M. Picard. Nous la rappellerons rapidement.

, ^ Supposons que l'on ait /^a; F possédera deux intégrales doubles
distinctes de première espèce : a i n s i le rapport G^ : G, des deux
fonctions G (u, v) correspondantes ne se réduira pas à une. constante,
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et, par suite, la différence
Log- (h(u, c) — Log-Gi (u, f) ==,/2 (^,y, ^) —71 (^r, ^)

des intégrales de d i f îe rent ie l les totales ne se réduira pas à une cons-
tante. Cela étant , faisons décrire au point (x,v,z) un. cycle l inéaire
quelconque de F; u e t ^ se transformeront en cm -+- b et cv -^cl: G\) et G-2
deviendront G, : ac et G^ : ac; par suite, sur tout cycle de F l ' intégrale
de première espèce j^ —j\ (non constante) devrait admet t re comme
période un multiple de 21;^ ce qui est absurde.

19.' Théorème IV. — Le mode de démonstrat ion employé plus haut
pour établir quej(.r,y^) est une intégrale simple de première espèce
entraine l'importante conséquence que voici :

THÉORÈME IV. — Si la surface F est de genre géométrique î , et n elle
possède une courbe effectivement canonique^ le genre de cette courbe
(ou de chacune de ses composantes irréductibles) ne peut dépasser
F unité (1 ).

En effet, l îintégrale.„y(.r,y^) ne pouvant posséder aucune courbe
logarithmique, la courbe Q==o (ou chacune de ses composantes) doit
se retrouver parmi les courbes polaires de I -+-J+ LogAF^ ; cette courbe
(ou chacune de ses composantes) est donc de genre i au plus.

Dès maintenant, nous pouvons donc affirmer que si, pour/^= i, la
surface F possède une courbe canonique propre irréductible, le genre
linéaire /Y l } de F est égal à i.

20. Théorème V; cas général. ~- Rappelons ma in tenan t une notion
introduite encore par M. Emile Picard. Une expression

|P,Q,H,K,.fonclions rat ionnelles du point analytique { x , y , z ) de F]
sera dite de première espèce si elle est une fonction partout régulière

( i ) Pour donner au théorème toute sa signification, on pourra toujours supposer la
surface F dépourvue de courbes exceptionnelles.

^7i7î. Éc. Norm., (3), XLÎ. — OCTOBRE 1924. ^
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' de sa l imi te supérieure; une tel le expression restera donc f inie dans
les mêmes condit ions qu 'une intégrale de Picard de première espèce;
elle ne peut cesser d'être bornée que lorsqu'on fait, décrire à ( x , y , z " )
un nombre indéf iniment croissant de cycles l inéaires sur F. Cela étant,
nous allons démontrer le théorème suivant.

THÉORÈME V. — Pour pg= 1 5 on bien uei v doivent être des expressions
de première espèce^ ou bien, pour une valeur déterminée de la constante h y
l'une des combinaisons uv11 ou Lo^u+hv ou u-}-hv est une expression
de première espèce.
\ Dans le premier cas, on doit avoir u =~elvl, ç ' - ^ e ' " " - ; dans le second,

u^-e^'^ ^== iv^y ('P, et^ étant deux intégrales de Picard de F. Dans le
t ro is ième cas, on doit avoir I==J dans (^)*]

Reprenons la formule

//^)^=//G<-'•W••.
les notat ions restant les mêmes qu'au n.° 14; on en déduit aussitôt :

. ^ fî^^^^^fî^-
* Or, en vertu de sa construction même, l'intégrale qui figure au, premier

membre conserve une valeur finie, quel que soit le continuum ce2 de
la variété riemannienne ao4, F, auquel on fé'tend ( i ) . Il en sera
évidemment ainsi, lorsque u et useront deux expressions de première
espèce. Écartons cette solution immédiate, et voyons si le problème
en comporte d'autres.

. Or^admettons que u, par exemple, ne soit pas de première espèce,
mais possède une ligne d'infinis C (nécessairement algébrique) et
supposons que v ne soit pas constant sur C. En deux points dist incts
de G faisons passer deux courbes c» == ^ ,^==^,(^: PQ ); ces deux courbes
seront distinctes de C et'délimiteront avec C et u == UQ ( f in i ) une région

^de F sur laquell'e le second membre de (27) ne pourra rester ,fini,, ce

( î ) il est loisible de supposer que ce continu um ne comprend pas une inûniLé de cycles
superficiels de F.
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qui. est inadmissible. Il faul donc que le long' de C ç1 gnrde une valeur
constante qui. peut être i n f i n i e ou non ; mais dans tous .les cas (1)
u et ^ peuvent être développés autour de C comme il a été dit au n° 8.

Supposons que relativement à C (-s) soit du type général ; moyennant
une transformation birat iônnelle préalable on peut admettre que C est
située dans le plan x ==o; on écrira alors Ses équations (2) pour^ et^
et (en supposant p== i pour simplifier l'écriture) on aura

(28) 1 //. = ̂  ̂ ^""^^[ï -h ,rCi(r)-r-...];

/ -»iL\ •
d'après les résultats du n0 9 (2), w7'[ ==si^ ^ j devra rester fini et
régulier sur C.

Soit alors C' une autre l igne d'infinis de u qui. rencontre C en M; il y
aura (<<i) une autre expression u^ qui. restera f inie et régulière le long
de G'. Or, la comparaison de ces résultats au p o i n f c AI m o n t r e que l'on
a nécessairement h' = A, de sorte que w^1 reste fini et régulier le lon^
de C et G'; et l'on verra ainsi , de proche en proche, que uv^ reste, fini
et régulier sur toute la surface F.

Cerésultatsuppose toutefoisque s'il existe p lus d 'une ligne d'infinis,
deux lignes d'infinis cfuelcônques peuvent être reliées par une chcilne de
li'gnes d'infinis telles €fue deux lignes consécutives soient, sécantes. Or,
supposons qu'il existe deux lignes d ' infinis C, C' sans point commun.
Moyennant une t ransformat ion birat iônnelle possédant deux points
fondamentaux sur C et C' on pourra toujours admettre que sur la sur-
face transformée les homologues de G et C" sont coupées par deux
exceptionnelles; mais ces exceptionnelles font partie de l'intersection
de Q avec F; elles peuvent donc être reliées pai* une chaîne de lignes
d' infinis (/1) de u mutuellement sécantes; el, de proche en proche, on
est assuré que u^ restera fini sur C et (7.

( 1 ) Voir la notô de la page i'jS.
( 2 ) C'est immédiat si C esl elliptique. Lorsque G est rationnelle, on observera que u ne

peut rester fini le long crune courbe p==const. [comme cela doit être diaprés (27)] que si
l'exponentielle de(a8) se réduit à Punité. On esi alors dans le cas d'exception du n0 'l-l.

( 3 } On verra aisément que dans l'hypotlièse actuelle u ne peut être du type général
sur G et du type exceptionnel s.ur G'.

(4) A priori ces valeurs peuvent être unies : on sait seulement que toute composante
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Montrons maintenant que si u et v ne sont pas des expressions de
première espèce^ on a w^=:e^ w(.x",y,s ) étant une intégrale de Picard
de première espèce de F*

En effet, faisons décrire à (;r,y,^) un cycle l inéaire quelconque
de F; si u et v sont remplacés par A (/./ -^a)'et B (p-}~ 6) {a ou. h =^o),
le développement de A (u 4- a) B^ (v+bY1 relativement à ci et b montre
aussitôt que u et v doivent, séparément, rester f in i s sur "F; puisqu'on
a supposé qu'il n'en est pas ainsi , c'est que toutes les déterminations
i ^ . j i ^ A . rs <"/LOH'^ . ûfLog'^ / , . • pde M et ^ sont de la forme Au et B^; ——— el——— é tant uniformesa.r dy

sur F et sans singularités essentielles, sont ra t ionnel les en x . y ^ z et
l'on a (avec la signification de l'énoncé) n ^ e ' ^ ' , r^e^.

2t . Cas exceptionnels. — On étendra a i sément les cons idéra t ions
précédentes au cas où l 'une seule (soit u ) des expressions u et v est
du type général dans le domaine de G. Le seul cas nouveau à envisager
sera celui où v est du type logar i thmique. On montrera , encore qu ' i l
doit exister une combinaison Lo^u+hv qui reste f inie et régulière
sur G, et en procédant comme à, la f in du n° 20, on verra que si. u
et v ne sont pas de première espèce, i ls sont de la forme annoncée
u^e^'^v ==^2-

Supposons enfin que, dans le domaine de C, u et ^ soient tous deux
du type except ionnel logar i thmique ; on pourra écrire, dans le
domaine de C :

(29)
u == °^.H +. . .+ alcy) + cLogx^ fa( y ) d y + . . ..

x x J ' '

'-^^•.^^^^^^^(.r)^-....,

les coefficients a^, ^- étant des fonctions rat ionnelles du point analy-
tique de C. Je dis qu'il existe une combinaison linéaire à coefficients
constants au 4- bv qui reste finie et régulière le long de C.

Tout d'abord, moyennant une substitution l inéaire à coefficients

de Q est une ligne singulière de (^ ); mais, de proche en proche, 011 voit aussitôt que les
valeurs constantes de u prises sur ces lignes singulières sont infinies.
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constants sur u et ^ ( 1 ) , on peut supposer 72= m; tirons alors x de (29)2
et portons-le dans (29), ; comme u doit rester fini le long d'une courbe
^ = = c o n s L , le coefficient a?^ de v devra être une constante (qu^on
peut supposer égale à i). De mènie^ expr imons que le second terme
du développement, de u suivant les puissances décroissantes de p^ reste
fini quel que soit y (donc constant), ou, ce qui revient au même,
annulons le terme en .r"2"' du déterminant _-(-^l--l— ; il viendraD(^j)

( 3o ) m a^ ( a^.i — |3 )̂ — ( m — i) a^ ( a^-i — p^ ) = o.

Cela étant, supposons d'abord que Pon ait a/,, (y) = [yCr)]^ jetant
rationnelle eny^ z ; la transformation x \ y .z'permettra de supposer y E=E î
pour l 'équation transformée; et l 'on devra avoir a,^ —[3^_.i ==const.
Mais m o y e n n a n t une t ransformat ion x\x (i 4- A.r).Qn pourra prendre
p^ ==o, d'où

a,/^i ( j) = c^, .1 (== const.) ;

et un procédé analogue permettra de supposer

<^-2(y)^^-2, p,/^2(y) ^o, ..., ai(j) =c-i,
^(y)^o, a ( y )=p (y ) .

Si ^ar fy ̂  ^Tie fonction rationnelle de y et z on pourra continuer

encore, et, en expr imant toujours que -.. . • ne devient pas infini
sur C on mettra u et ^ sous la forme

a -= — +. -c— + . . . + c^-! -j- c Log-^ + c^x -+-...+ c.^^^ + a\ y^x^ -+•.
x'11 x 1 1 1 1 .y

(, ̂ : -.L- 4- /»• S,og.r -i- b( r).^^-4-1 + .
.T '̂

( 1 ) Celle opéralion est légitime : car, (F une pari, elle laisse -_-——•— invariant O'i un

facteur constant près); d'autre part, si a. devient infini snr C et f, eotistant, toute combi-
naison au -+- bv deviendra infinie sur Ci en général
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Or, supposons, par exemple, c^ -=/=. o (r); on tirera de (3î) :

- — i == c^x 4-... -+- c^_i .r^-1 -h (<? — A' ̂ ^ Log\r -+-. . . ;

résolue par rapport à «r, puis introduite dans (3i)i, cette formule
donne
(82) ^-»rr^-i,Log^-i) j =f(y)^^l+..^

r étant une fonction rationnelle de ses deux arguments, et les termes
négligés étant, pour ;y infiniment petit, d'ordre supérieur à .z'2^'1.
Posons u—r == (P; le système (2)

w == /( y ) ̂ sw+i 4- . . ., << ̂  ,r- ̂  -1--. . .

doit avoir sa solution uniforme lorsque v tourne autour de l'origine :
car on peut toujours faire tourner u en même temps autour de o de
manière que L o g ( - - - i ) et, par suite, w reviennent à leurs valeurs
initiales. Or remplaçons x par ^Xy w par s2^^, v par £"~^P et faisons
tendre £ vers o; à la l imite, le système précédent ne pourra avoir sa
solution uîliforme autour de ^ = = 0 que si m == i : montrons qu'Qn
aura alors c==/c, et notre théorème sera établi (sous les hypothèses
faites plus haut).

En effet, pour c -=f=. k, on pourrait remplacer u et v par des combi-
naisons linéaires de la forme

i^== - ^c^x^x^y)-^-. . ., v=Lç>^x^-x^{y)+...,
Ub

(1) Si l'on avait çi.=== o, le procédé s'appliquerait encore moyennant des modifications
faciles. Soient par exemple ci == o=== c^ ==. . .== c^ ̂  Ciy et soit 8 le p. ,g. c. d. de m

et i; on développera a?0 suivant les puissances de - — i el d'un logarithme; le seul cas

nouveau serait celui où u contiendrait des termes d'exposant (< m-4-1) non divisible
par ô. Soient xî un tel terme et §' le p.g.c.d.de/ et ô; on pourra développer ^°' suivant
les puissances positives croissantes d'une fonction rationnelle de u et p (et d'un logarithme);
et en opérant ainsi de proche en proche, on établira une égalité de la forme (S^).

( â ) Dans ce qui suit, on suppose/'^) yé o, ce qui îl 'entraîiie aucune restriction essen-
tielle.
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d'où l'on lire
^ 4- Log u = ;r2 y ( y ) -4-. . ..

Changeons .r en EX, u en E^M, p en ^'-h-Logs et faisons tendre a
vers o; à la limite nous obtenons un système dont la solution n'est
pas uniforme.

Il nous reste à discuter les hypothèses précédemment écartées..
Supposons d'abord que 1 ^dy ne^ soit pas rationnelle en (y, ^) ; on
aura :

u == ̂  + ̂ -r -+-••• -+" C^F1• + c Log-^ + J a( r) dy -+- ^0^ (y) -h. . .,

^ == ̂  + ^ /c Log;r 4- J a(j)^y+^^(y) -+-...;

le déterminant i—-^^^ aura x == 0 comme ligne polaire d'ordre positif,u \ ^ x ^ y }
à moins que Fon n'ait

( w — î ) . C l a ( y ) — w ( a / l - - ^ ) = o ,
(w — 2) c^aÇf) 4- (w — i)ci b\ — m(a\— b^) =:o,
• . . < » , . . * . * • . . « » • • • • • • • • ' . • • • • • • • • • • • • • • « • • • • • ;
( c — Â - ) a (y )+............ ..4-w«,—^)===o.

En vertu de l'hypothèse faite sur a (y) on aura

Ci=o, puis • C2== o ~=z.. .= c^^i;== c—A-

et ^ -- 9 sera fini et régulier le long de C.
Supposons enfin que ^^(y) ne soit pas rationnelle en (y, s). La

relation (3o) donnera a^ == ^_, , et l'on aurait de même

aw,-2'=Pw-2- ûiî :i6i,

puis
m^(a — p) = — (c — Â-) a^.

Je dis que l'on doit avoir c == A: : en effet, dans le cas contraire, substi-

ÎL( i ) Le cas\)ù certaines puissances a^ seraient rationnelles se traifceraït par un procédé
analogue.
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, m (r — 11} ^ i , • i i , ^ •> / •tuons — —-———- a P comme nouvelle variable ; notre système s écrira
A —— C

^^^Zi -i-...+ ^ ( y } -hcLog^-r- fa^y-h^a^j) +...,

Logp^ 4-^(.y)+...,t.' =: ^ .Log

et la condition au déterminant: fonctionnel montre encore que (; — Log u
est de la forme .r'"4'1 f(y) '+-t^>m"i"2<g'(y) 4- • . . . Faisons encore la trans-
formation dégénérescente X\E.X, ii^'^Uy ^ [ c ^ ^ ^ p — m L o g s ; à la l i m i t e
nous obtiendrons le système

u ̂  ̂ -^ ^ - Log« ̂ .^^/(.r),iv i

dont la 'solution ne peut être uniforme en u et ^ ( f ) . On doit donc
avoir c = k et la différence a -" v reste f inie et régulière dans le voisi-
nage de C.

Procédant alors comme au n° 30, on verra qu ' i l existe une combi-
naison à coefficients constants (soit u + hv) qui reste f in ie et régul ière
sur toute ligne d'infinis de aoup , donc sur F. Et, en ra isonnant comme
à la fin du n° 20, on montrera que si. u et v ne sont pas de première
espèce, du et dv admettent même mult ipl icateur relativement à tout
cycle linéaire de F. Nous pourrons donc écrire, avec les nota t ions
du n° 1,

u,-— f e1 ( H dx + K ciy ), ,' == / e1 ( L dx + M dy ).

•22. Résolution du problème (B^) dans le cas' ou les courbes u = const.
sont algébriques. -— Pour ne pas interrompre l 'exposition, nous allons
résoudre directement le problème actuel, (B,,), dans le cas où les
courbes u = const. sont algébriques. La fami l le précédente dépend
algébriquement de la constante arbitraire et constitue nécessaire-

( 1 ) Car, si Von élucîie le système dans le voisinage d'un polo a-^ /soit y == o), on
obtiendra le système réduit u === .y^y^ p — Lo^u = a?w^-iyy.
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ment im faisceau ( 1 ) . Moyennant une traiisforinatiol ' i biratiomielle
préalable; on peu t donc supposer que la famil le est découpée par les
plans v === consL, de sorte que le système (§) s'écrit

^ 1 P^.r /'IW.r-i-S<v
( o 3 ) du-= e-' dx, dv ̂  e J _ ( L dx 4- dy ).

Nous allons déterminer dans quels cas l ' intégrale générale de (33) est
uniforme.

A priori, P Çx^ y , z ' ) peut dépendre de <r,y, s (considérés un instant
comme variables indépendantes) ; mais, en vertu de l'équation de la
surface, P et x sont liés par une équat ion algébrique à coefficients
numériques, 3?(P, x) == o ; et P, ra t ionnel le en ̂ ,r, -s doit être1 uniforme
en u. Dès lors, la dé terminat ion de la fonct ion uniforme x ( t i ) par la
première équation (33) n'est autre qu'un problème (Ba) relatif à c?. On
peut donc écrire, soit

du == ^/<w d\v

( / c , constante numér ique ; w, intégrale de premïére espèce de la courbe
el l ipt ique ^ = o) ; soit l ' équa t ion •de Briot et Bouquet

(dxY_
\ d u ) --Ali w

[m, entier pos i t i f ; A i , constante d'intégration ; P(^)? polynôme à
coefficients numér iques |; et l'on aura x = ç - Log'(A.^ -|~ B) ou
x=^ÇKu -4-B), 9 é t a n t , soit une fonction elliptique, soit une dégé-
nérescence (exponent ie l le ou ra t ionnel le) .

Passons à (33)a et faisons-y ^ = = c o n s L , d'où x == xÇ= const .) ;
y ne dépendra q u e de (/' et devra être uniforme. Or d'une manière
ûçéoéraîe supposons que l ' in te rsec t ion de F par le plan x == ,v se com-
pose de plusieurs courbes y, d 'équat ions

x ~—~ A, ^'(Jt1, y, ,;) == .̂ (g-, fonction rationnelle),

et qui varient dans un même faisceau, A (A, a.) == o. Le gepre de h ne

(L; Car, par un point (.'y, y^ .s.) de la surface F, il ne passe qu 'une seule courbe inté-
grale de l'équation îldy -h K^y === o.

A fin. Éc. Norm., ( 3 ) , XLL —• OCTUUKK 192:4. - • SQ
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pourra d'ailleurs dépasser l 'un i tc : car ^ esl une fonction ell iptique
de u (dégénérée ou n o n ) ; a est une fonct ion algébrique de A, uniforme
en ii : c'est donc aussi une fonction e l l i p t i q u e de u (dégénérée on non) .

Ceci posé, sur u n e courbe y, (33)^ ne peut donner pour y et z des
f o n c t i o n s uni formes de v que si y est de genre o ou i . Supposons
d'abord que y soit. de genre i ; on devra avoir alors :

/ — \ i dr , .S(.r, y, z) ES - .-̂  -h zr (s -== o ou i),

r(.r, y, z) désignant la différentielle de première espèce attachée à 7.
A priori r est algébrique en x\ montrons qu'on peut supposer aussi r
rationnelle en. (A, a). En effet, faisons décrire à (X, p.) sur la surface
de Riemann (1\, a) un chemin fermé quelconque; la différentielle r dy
doit se reproduire a un facteur près, qui , a priori, peut dépendre de a?;
les rapports des coefficients de la. fonct ion r ( x , y , . z " ) — ra t ionnel le en
y et s — sont donc ra t ionne l s en (A, a) et l 'on a r=== f\(x) ̂ (Â, a ;y, ^),
y'a é tant rationnelle en A, a,;y, ^ et r, , algébrique en ;r. Or pour £ = = o ,
on peut prendre 7*1 ̂ i sans changer S, et, pour £ - = = 1 , l'expression
g—-L T3 étant rat ionnel le en (A, a), r, doit l'être aussi, et l'on peut^ ̂  . , i .
encore supposer ^ = i.

Cela étant, nous considérerons d'abord le c a s e = = i . Les périodes de.-»
l rrfy ;?OT^ alors indépendantes de x : car, si l'on fait décrire à (y, s)

w ' /
un. cycle quelconque de y, c— se reproduira mult ipl ié ^ p a r e^, û étant

la période correspondante de 1 r d y ; or ce multiplicateur doit être
constant. Géométriquement, on peut dire que F possède un faisceau
de courbes elliptiques de module constant.

Faisons alors varier .r ; nous aurons ( 1 )

/ B.(^,y, ^)^-4-S(^,j , 5 ) ^ 7 = = L o g r ( . À , ^ , y , s) -h J r ( / . ,^ , j, s) dy -+- s{x),

s ne dépendant que (le x9, d'où

: . . ... - ^ K(^,j^)=.^|;+J'^^^^ . ' . • . . •

(1) Dans l'intégrale du second membre, ^ est regardé coinme une constante.
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mais les périodes de f rdy é t an t in dépendantes de «r, celles de f -r-,dv
sont nulles ; cette dernière intégrale est donc rationnelle (" î) en À, [x,j'', z
et s ' (x) est rationnelle en (^,,a), soit s ' (x)= X(À, p.); on a alors

fxj.r+ f / 'Jr
r/i? == e^ t ( r r/r 4- Li cLr),

d^u
| \t!ji'+ I r < 1 \ -

r=^ J '-i-^r)
avec

fxrf.r+ f / . ( / r / ,„ r^r -, \
^W^el ./ •(l^-X—J^^.

Or quand y a décrit un cycle de y, ^(-r) doit rester invar iable; mais
les périodes de (rcly ne peuvent se réduire toutes à des mul t ip les
de 2-îu; il faut donc que la parenthèse,,et, par suite, que s\ ( x ) soit
ident iquement nul le : on en déduit que l'intégrale générale de (33)
est alors de la forme

x = Q(A.U + B), y-= 7 [.Log-(C(' + 1) ) — j X ()., ^) ûTA

OU
.T =: 9 [ k' l.og ( À u -4-- B ) ], ^ =: ̂  ['1 .og ( (: r -4- 1) ) — ^ X (A ,^ ) ̂ , ,

y é tan t la fonction e l l i p t i q u e définie par l ' inversion de j rdy et ^
étant une fonc t i on aux mêmes périodes. Les condit ions d 'uni formi té
du système précédent sont d'ailleurs faciles à écrire.

Dé te rminons dans ce cas la nature de la sur face algébrique F. On a
déjà vu que F possède un faisceau (ell iptique ou rationnel) de courbes
elliptiques 7, de module constant. Supposons d'abord le faisceau
ell iptique; moyennant une transformation biratiormelle sur À et p on
pourra écrire

^=/(^, ̂ ), ^(•r- 7. .3)==^(}^ ̂ )
avec 1 p f= :4A?—^Ài—^,

( î ) La rationalité relativement à ( À , ^) est une conséquence de la méthode de décom-
position en éléments simples. Il résulte (railleurs des considération? développées plus
loin qu'on peut supposer r indépendant de x.
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l et k étant, ra t ionnel les en )^ et a,, el A^ a^ s 'exprimant ra t ionne l le -
ment en x, y, :?. Soit p (?^ | co, o/) la fonct ion de Weierstrass aux inva-
riants g'^ et ^;, | u^ == Au + B,ou Z- 'LogCA^- -4- B)] et soit

(34) -n—^-^-^

l 'équation d^une cubique correspondant bi r a t ionne l lement aux
courbes y. On aura

.3?-=: l(\^ ^), j=:m(?, T); ^i, f-ii), ^ == ri('^ T); Ai, fJ.i),

m et n étant rat ionnel les en ^, '/] et algébriques en A^ et ^.j. Mais ̂  et ^^
sont des fonctions uniformes de u^ ; il, en résulte que, si y et z ne sont
pas rationnelles en "̂  et p-^ on pourra trouver deux entiers M et N tels
que j e t ^adme t t en t les périodes 2Mo.) e t ^Noj ' r e l a t ive i ' nen tà ^.p.et, par
suite, soient rat ionnel les en ^^^^(^^(Mco/Nœ^etp/sE^^JMoo/No^').
Soifc
(35) ^=[^^^^^-à 2 '• ô ;î

la relation entre V et p/; appelons F* la surface hyperelliptique
(elliptique) dont les points cor respondent .h iunivoquement aux couples
de points des cubiques (34) et (35). Entre les surfaces Fel 'F*on vient
d'établir une correspondance [r , v] : la surface F, image d^une involu-
tion sur la surface F*, est donc une surface de Picard (ell iptique), ou
un cylindre elliptique/ou un plan.

De même, si le faisceau des courbes y est l inéai re , on montrera ( ^ )
que F se réduit à un cylindre e l l ip t ique ou à un plan.

Prenons ma in t enan t £ === o ; on trouvera

( X r/,r
ch> === e^ {r cly 4- Li ûf.r),

d'oùÇ2)
fx//,r r . . ,

p =: e ^ .1 r cly 4- s^ {x ).

( 1 ) En vertu du théorème de MM. Casteiniiovo et Enriques sur les in volu lions apparie-
nant à une surface réglée [Ann. cli Mal., 3e série, t. 6, K)OI, p. 9 , f3 , (n0 il )}.

( 2 ) Voir la note de la pa^e34.
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Faisons décrire àj-, success ivement , deux cycles de y ; ^va deveni r

• S, r == e^ ' " l r c!r 4-" Q / } 4- .̂  ( ̂  ) ( / = î ou a ) ;

écrivons que S/p --= C^4- D/; on ironvera €/ == i el le rapport des
périodes de J 7" dy devra être i ndépendan t de ;y. Ainsi /^j courbes^ sont
encore de module constant et Ici surface F est Fune de celles qui 'viennent
d'être énumérées. On peut. donc supposer que r est i ndépendan t de oc;
mais alors on doit avoir

xJX(7•rfr^•-....<(.^)^.JX(/•rL,

ce qui e n t r a î n e X^ o, s^Çx) = X,i (.r), X,, é t an t ra t ionne i le .
Dans les deux cas précédents (& == o ou i), on peut donc résumer

les résultats obtenus en d i san t que l'intégrale générale de (33) est
donnée par les formules w -

x == Q [ / I Log(A^ -f-B)] ou x = o(A^. 4-B),

- y = : % r V + ^ X ( Â , ^ ) ^ L ^ = ^ . l v - i - ^X(À^)^1

[ V on (lv =: C r 4- 1) ; .r = ?. ; A( / . , {^) == o, r e l a t ion de genre i].

Nous laisserons de côté le cas où les courbes y sont rationnelles ( 1 ) ;
la surface F ne peut être alors de genre géométrique un et les résul-
tats que nous é tab l i r ions ne nous seraient d^aucune ut i l i té .

23. Générciliscuion. — Les- conclusions que l'on vient d^ob ten i r
s'étendent .i.m,médiatement au cas où l 'une des familles

u^^zz: const., Lo^u 4- h^ == const., u -h- h^ •==. const.

est algébrique, le premier membre correspondant satisfaisant aux
conditions du 'théorème V : ce premier membre s 'exprime donc en
(^, y , z ) de la même manière que u (n° 1). On montrera dans tous les

( l ) Les formules qu'on obt iendrai t rentrent d'ailleurs connne cas particuliers de celles
que,nous établirons plus loin. (F est alors un cylindre elliptique ou un plan.)
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cas que si la surface F a. un ^enre p^== i, elle est nécessairement une
surface de Picard (.elliptique), possédant deux faisceaux e l l ip t iques
de courbes elliptiques. Soient rfW^ et dW^ les différentielles de Picard
de première espèce correspondant à ces' faisceaux; le système (cS) aura
l 'une ou l 'autre des formes suivantes (qui comprennent celles qu'on
a données •po-urpg == i au n° 2'2) :

aWi+p fw,-+-f/(W.i) U\\\~\ . . TW.I-+-S [w,4-^/(,Wi) cl\\\ j
u = e l v J, P = e "- J J,

« = .awl^ [-J-11 rfw-] , , = yw. „ o [w, + //(W.) ./W,1,
L *J J

«=aWi+^rW.,+f/(WO^Wi1, ^=yW,+ o W,+ f/(WO^W,1,

a, p, y, § é tant des constantes numér iques tel les que a â — j3y =^ o,
e t /*(W^) coïncidant avec une fonct ion ra t ionne l le r(A, a) des para-
mètres qui individual isent u n e courbe ^ (^»y? ^) === A, ^ (^'?y? ^) == j^
da faisceau W,, == const.

PARTIE.
HEPRÉSENl 'ATION DES SLÎHFACKS ELLIPTIOUES.

24. Premières conséquences de la définition. Fixation da signe (ï un
radical. — On appelle surfaces elliptiques les swfaces algébriques
F(;r,y, s) possédant :

i° Un faisceau, linéaire ou non, de courbes el l ipt iques K ayant toutes
le même module;

2° Un faisceau el l ipt ique de courbes algébriques C (dis t inct du
faisceau précédent). Nous allons construire ces surfaces.

Les équations d'une courbe K peuvent s^écrire :

' (36) ' ^ /(^y,^)=S, ^(.r,^.^)=T,
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j et g é tant r a t i onne l l e s en ,r, y , z cl S, T vérifiant une relation
algébrique

- (3;) • , , ' 5 (S, T)=:o.

De même, les équat ions d 'une courbe C sont. de ia forme

(38) • 1 /^,y,.=)=Â, Â-(.^y, )̂ = p,

À et k étant rationnelles et A, p. satisfaisant à la relation

(39) [j.i == 4 A 3 — y 2 /. — y 3 ( •/ î, 73, c o ri s t. ri u 11.1 é r i q a es).

Puisque les faisceaux ; C j et j K ; sont dis t. in et s, deux courbes quel-
conques G et K se coupent toujours en n ( ^ ï ) po in t s . At t r ibuons une
fois pour toutes à (A, a) un couple de valeurs numériques (Ào, [j^)
satisfaisant à (3p); soient Co la courbe correspondante et /n^(;ro,j^,.:^)
l'un quelconque des poin ts d'intersection de Go et K. Posons .

W == aj;o + ^Vo + c^o -h a S -4- jST,

.a, b, Cy a, ^étant/cinq constantes arbi t rairement choisies et résolvons
par rapport à ^oy.Vo? ^o? W 1e système (compatible) formé par l 'équation
précédente jo in te à (36), (37), (38), (39) (écrites pour Wo) ; W sera
lié à T par une résolvante *

(40) 9 (T ,W)=o

et l'on pourra écrire .
.:z,,^^(T,W), y,=yo(T,W), 5o=:^(T,W),

( 4 î ) S:=S(T,W),

toutes les fonctions précédentes étant rationnelles en T, W.
Cela étant, puisque les courbes K ont même -module, elles peuvent

être transformées birâ t ionnel lement en la cubique fixe
vu , ' , , , ! 1 ' , !

(42) Y 2 ==4X 3 —•^ I X.—^ (^2. é's» œnst. numériques).

Pour définir la transformation, nous choisirons arbitrairement sur (42)
un point (Xo, Yo) auquel nous ferons correspondre l 'un (T, W) des
points m^ ; les formules comporteront d'ailleurs une ambiguïté de signes
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que nous lèverons arbi t rau 'ement : ; elles s ' é c r i ron t

(43) ^=..r(X,Y; T, W), j:=:j-(X, Y ;T , W), :. = ..(X, Y ; T, W),

les fonctions précédentes étant ra t ionnel les en Xy Y, T, W (1 ), et nous
appellerons (43Q les formules que l'on aurait obte-nues au l ieu de (43)
en choisissant la seconde application de K sur (42). Inversement, on
aura

(44) X = X(.r, j, z ; T, W), Y = Y (^ y, z ; T, W),

tes fonctions X, et Y étant rationnell 'es en x^ y, z, ï, W (1). Enfin, on
peut tirer de (4.3) et (44)

(45) •W=W(.r,r^; X, Y),

W étant rationnelle en x , y , z^ X, Y.(1). En ellet, supposons la corres-
pondance entre K et (42) déf inie seulement par un couple (x, y, z\
(X, Y) de points homologues ; au po in t (Xo, Y(() correspondent deux
points (.ro, y^, z^) et (:^, j^, z[) don t un seul appar t i en t à Go (si,
comme on peut ^supposer, le couple donné n'a pas été choisi d 'une
façon part iculière) .

Jusqu' ici les formules (4.3)? (44)? (4-5) n'ont été établies que sur
une courbe K particulière, soit K; bien en tendu, si l'on fait varier K
(c'est-à-dire le point rn^ de Go), les formules précédentes con t inue ron t
à s'appliquer par con t inu i t é aux courbesKvois ines de K; .mais, jusqu'à
nouvel ordre, rien ne prouve que lorsguon aura fait décrire à m^ un
cycle quelconque €• sur Go, les formules (43) (par exemple) coïncideront
à la fin avec les formules initiales [et non pas avec les formules (43 ̂ )|.

0[\ exprimons que le faisceau 1 C ! est <le genre ï ; à ce faisceau est,
attachée l'intégrale de différent iel le totale de première espèce

r'*^" d'} ^w^1

ij == / —-7= / p (^ J» ^)d x 4- 0 ( •̂  r' •3) </
^ ( À o ^ u ) ' l ^(.ïWo^o»

n'ayant que deux, périodes distinctes, so i tao) et 20J / ; et, l'on pourra

(1) Ainsi qu'en Xo, Yu.
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satisfaire à (.39) en posant

(46) " /.=p(U| c^, û/), ^=:j:/(lj g c o , r./).

Cela étant, si l'on t ient compte de (43), on peut écrire dans le voisi-
nage de K

U = f P,(X, Y; T, W) dX - Qi(X, Y; T, W) dl\

I\ et Qi étant rationnelles -en X, 'Y, T, W-. Mais sur une courbe K
(ï == constante), U s e réduit à l 'intégrale de première espèce, I, de
cette courbe ; on doit donc avoir

P , ( X , Y ; T , W ) ^ ^ •

A [déjà indépendant de (X, " Y " ) ] étant indéperidant de (T, W) (puisque
les périodes de U en sont indépendantes) et ne pouvant être nul
(puisque les courbes G sont distinctes des K).

Or ce résultat montre déjà que Vechange clés formules (43) et (437 ) à
la suite du lacet a décrit par m^ est impossible : car f/LJ, pmmtivernent
é^'al à A — sur K (A, constante absolue) ne peut se permuter

avec — A —~ : ainsi, donc, les formules (43)-» (44)î (45) sont uni'fof'
me ment valables, sans ambiguïté de signe, sur toute fa sur/ace F.

25. Propriétés des couples paramétriques répondant à un point donné
de F. — Mais il y a plus : moyennant une transformation d^liomogénéité
sur X et [j. on pourra supposer A = i et Fon aura ainsi

r^ r/\ r^'^•U^ ^-h/ Q(T,W)^Ï.
^(XO,YO) 1 ^(To/Wo)

Or déplaçons m sur Co en faisant varier (T, W) par continuité; nous
aurons U = o, et (w coïncidant avec /n,,) X •= X^y Y = Yo ; on doit
donc avoir Q(T, W)^o et par suite

^̂̂ dX^

^ e -Yol •
47) , .U- Jv < ^

Ânn. Ec, Norm^ (3) , XLI. — OCTOBRE 19^4. ^0
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Soit alors 2Û, 2iy un couple de périodes fondamentales de l'intégrale
de première espèce 1 de (42); o" pourra prendre ( ' )

(.\S) X=p(U+(: i2,^), Y=j/(ll4-C a,^),

et en vertu de (38), (46), (47) et (48) les équations (43) entraîneront
la relation

(49) ^(Ul^ ,^ ' )^!^ :^^!] !^ ,^ ' ) ; T/W]

où R est rationnelle en p , ï, W. On aura donc

(5o)
I"2 == a G») -(- h Ci/

{ (ad—bCy^-o\
\ ^-^ cw-^d^ > ^ '

ci^ h, c, d é tan t qua t re entiers : a insi , on passe de j ) ( U | Û , Û') à
p ( [] | co, oY) par une transformation (ï ordre ad— bc \ ; de plus, (T, W)
étant donné , et U étant déterminé (mod 203, 2co /) 1/équation (49)
est vérifiée par [ ad — bc \ valeurs de U, de la forme

L = llo-+- 9/.c*.) 4- S^G/,

congrues mod 200, 2o/, mais incongrues mod au, 2Û / : en d'autres
termes, Tordre \ad — bc\ de la transformation est précisément égal au
nombre n des points d'intersection d'une courbe G et d^une courbe K ( 2) ,
et l'on peut a jouter que ces n points sont toujours distincts.

Ainsi, la surface F est représentée paramétriquement par les
équations

x^^p{V\Q^^p'{V ^^) ;T,W], • . ,
(5i) < j^j[p(li |I2, ̂ ), p^U [ ̂  ̂ ); T, W],

^=i[p(U ^,^),^(IJ a,^);T,W],

x, Y et s étant des fonctions rationnelles de leurs quatre arguments.
Inversement, à tout point {x, y, z) de F correspondent : i° n valeurs
de W définies par (36) et (4 i )» (^t 2° n arguments ÏJ/, incongrus

. (Xo, 'Yo)/T'^o» * o f ,./\1-
( i )AvecC=^ ^.

(f.2) Appelé déterminant de la surface par M. Enriques»
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mod 2Û, 2fy. D'après (44) ̂  (45)» chaque argument

( G- ) t ] j = Ui 4" 2 Ày ̂  •+- 2 fJ.y Cx/ ( mod 0. Û, 2 ̂  )

( j==i , ..., n; "Â^ et [Xy entiers) e^ associé biunivoquement ( ' ) a «TX<°
racine 'Wj de (4i) par les équations

y (Uy -l- G | ̂ , a7), == X (.r, y, ̂  ; T, Wy), ^ (U, + C | ̂  S) == V ̂ , j,^ ; Ï,W;)

et

(Sa) Wy=W[^,y, ̂  jKUyl^ S^O, p'(l],|^,^)].

Il résulte de là que V équation (4.1) ̂  W ^^ saurait être arbitraire; son
groupe de monodromie ç |(S, T) étani considéré comme le paramètre
variable | est hoioédriquement isomorphe au groupe (1 des pe rmu ta -
t ions Uy]ÏJ\., et par suite, abélien.

26. Le groupe oo1 de transformations de la surface F. Les intégrales
simples de première espèce de F. — Ce fait, indiqué par M. Enriques,
comporte d'importantes conséquences que nous développerons tout à
Pheure; actuellement nous utiliserons les formules (5 i ) pour établir
que F possède un groupe con t inu ce1 de transformations b i ra t ionne l l e s
en elle-même. Effectivement faisons la transformation

(53) U'^IJ-î-a, -T^T, W^'W;

au point ( x , y, z) correspondent n systèmes de co-ordonnées (L Iy ;T ,
W^-); les transformées par (53) de ces différents systèmes seront
( [^ _[- a ; T, W^-). Or, donnons a j une valeur fixe (quelconque ) quand a
variera d 'une manière continue, les entiers A/, [^ qui caractérisent la
détermination de II /4-a associée comme il a été di t à (T, W y ) ne

f 1 ) Qn passe d'un couple coordonné (Ty; T) W/) du point m à un antre couple en
faisant décrire d'abord à m un arc de la courbe C passant par w; l'arc aura son origine
en ~m et son extrémité en run, ~~m' des n — i antres points d'intersection de C avec la
courbe K qui passe par "̂  ; puis on déplacera m de m' à m le long de K. Dans le premier
parcours, U n'aura pas varié et (V, Wy)sera devenn (V, W/,); pendant la fm du parcours,
(V, W/c) ne change pas, tandis que U variera d'un T^™ de période de p ( U | Q , Q').
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peuvent que rester con.sta.nts le long de K ^ Uy-4-a est donc associé
à (T, Wj) et tous les systèmes ( U y + a ; T, Wy) définissent un point
unique : la transformation (53), qui était évidemment algébrique, est
donc bien birat ionnelle; elle engendre sur F un groupe intransi t i f co1

dont les courbes K sont les trajectoires.
Montrons encore que la surface ne peut posséder ^intégrale de Picard

de première espèce distincte de U et clés intégrales attachées à J K j (lorsque
ce faisceau est de genre ?i). En effet, le procédé employé tout à l'heure
pour exprimer diî en fonction de dK et dT prouve que l'intégrale de
première espèce la plus générale de F est de la forme

x(J -+- fr(T, W)<^T,

(r, rationnelle en Ï, W). Par soustraction de xlî on obtient donc une
relation de la forme

î(.r,;y, .s)^r+^(.r,j, z ) d y = r ( J , W)<:fl

(<£ et ^rat ionnels en x, y, z). Or, en vertu de (36) dî est de la forme
^dx + ̂ dy Ç ( S ' et ^ rationnels en x, y , z ) ; r(T, W) doit donc être
uniforme sur F; mais, d'après (41), on peut écrire

. r( Ï .W)=p(S,T)+Wp,(S,T)+..-+W^p^(S,T),

les p étant rationnels en S, T; et la condition précédente exige que
l'on ait p , = o ==... s p^ : ainsi r (1\ W) est une fonction rationnelle
de S et de T, comme nous l'avions annoncé.

27. Représentation des surfaces elliptiques de déterminant quel-
conque. — Revenons maintenant au groupe abélien G. Il est facile d'en
déterminer une base. Tout d/abord, on peut (^effectuer sur le couple
de périodes(2c^ aa/) et sur le couple (.2^ 2^) deux transformations
modulaires telles que les formules (5o) s'écrivent

^==/?ÔG), ; ^==ÇO(x/, . , . ^

( î ) ^rn°56.
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jp et q étant deux entiers premiers entre eux, et S étant, le p. g. c. d.
des coefficients <a, &, c, d de (5o) (on aura, de plus, pyo2 = n). Il
résulte auss i tô t de là que l'ordre d'une subst i tut ion quelconque de G
ne peut dépasser/^o^ or la substitution (1)

SiU= U 4- 2&>4- 2&/ ' (moda^, 2^)

engendre un groupe F d'ordre p q o ; on pourra donc la prendre pour
première subst i tut ion génératrice de G; d'ailleurs si §=15 F se réduira
à G qui sera cyclique et dérivera de la seule substitution S,. Supposons
alors ô > i et soient h et k deux entiers tels que hp — kq == i ; la subs-
titution

Sg U === U ~{- 2 hp co -+- 2 Â'^ û/ ( mod a î2, 2 ̂ 2' )

sera étrangère à F si â^> i; elle sera d'ordre à et constituera la seconde
substitution génératrice de G. Ainsi la base de G sera formée par S^
et Sa ; ses invariants seront pqS et à (ou -^ et à).

Pour plus de généralité, supposons que G ne soit pas cyclique (2); le
groupe de monodromie Q de l'équation (4i) est donc, lui aussi, engen-
dré par deux substitutions fondamentales ^ e t ^ ^ » depériodespçâetâ ;
soient [W,, W^, . . . ^W^j e t - [W, , W^', ..., Wg21] deux cycles de
racines de (4i) s'échangeant les unes les autres par les substitutions
§^ e t r $ 2 ; pour réduire Q a la substitution, unité, il sera nécessaire et
suffisant d'adjoindre au champ (S, T) les expressions

Zf = Wi + £, W^) + . . . -h £^1 w^

Za == Wi 4- sa W^ +... 4-. e|-1 Wô2^

E I et £a (puissance de £^ ) étant deux racines primitives de l'unité,
d'ordres^yS et §. On aura ainsi

(54) . Z^^o^S/f), Z|-=c?2.(S,T),

les seconds membres étant rationnels en S et T, et l'on pourra écrire

(55) Zï=^(W; S ,T ;£ , ) , Z,=^(W;S,T;^),

( l) Pour ne pas compliquer l'écriture, on n'a pas modifié les notations précédentes.
( ï ) Si G était cyclique, on pourrait encore appliquer les développements ci-dessous; à

condition de supprimer partout les symboles affectés de l'indice 2.
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W désignant, par exemple, la racine W, de (4i), e t f ^ , ^2 étant ration-
nelles en W, S, T, £ , , , s^; inversement, on aura
W W = 7 ( Z , , Z , ; S , T ; s , ) ,

^ étant rat ionnelle en Z, , Za, S, T, ^.
Posons alors

A i = p ( U | Û, 9J ) + Si p ( U + 2 c,3 4- î? a ) 7 1 ̂  ̂ / ) 4- . . .

4" e^MII •+- 2(,^â ~ i) (co + c^) | ̂ 2, ^/],

A.2=p(IJja, ^)-4-£âp([J -1 -2A&) - { -2Â-& / [ I2 , i^) -h. . .
+ ̂ pEU 4- 2 (5 — i) (//a) + yrô/) | ̂ , û'],

et considérons la surface F* lieu du point
(57) ^ ^ ^ À i Z t + a a A s Z ^ + a S , j^^p^lJ | &), co'), ^*=:T,

S et T étant liés par (37); en faisant correspondre les points de F et
F* qui répondent aux mêmes valeurs de U et de (S, ï) on définira une
correspondance birationuelle entre ces deux surfaces (1).

28. Les surfaces elliptiques V de genre pg = o, possédant un faisceau

( i ) Car, à tout système de valeurs y*, s* correspondent trois valeurs de U (incongrues
modaœ, 'îa/) et un nombre f ini de valeurs de S ; si l'on se donne encore s e * , une seule
des valeurs de U est admissible (mod -2cû, iw), ainsi qu'une seule valeur de S :
p ( U | œ , o/), j ; /(U|(o, a/), S et T sont donc rationnels en a?*, y* et z * . Donnons-nous
alors p ( U l û , Q ' ) ; Ai et Aa, puis Zi et Zg seront déterminés sans ambiguïté; ainsi % i , Z^.
et, d'après (56), W seront rationnels en p (U| û, ^ /), y*, y*, .5*, soit

{e) W=W[p(U|i2,^);.^,j*,^].

Mais, par suito de l'isomorphisme de G et Q les différentes valeurs de W correspondant
à un point œ, y, z de F s'obtiendront en remplaçant dans (<? ) U par n valeurs congrues
(mod a<^, ao/), et incongrues (mod au, -au'). Or, si l'on porte T==;y*, S f^'\y*, .s*),
et la fonction W définie par ( e ) dans les équations (5i) , cm voit que a?, y, z seront ration-
nels en p (U| û, û'), a?*, y*, s*. Mais ^', y, ^ ne doivent pas changer quand on remplace
le couple (U, W) par l'un de ses n — ï conjugués ; il suit de là que les fonctions rationnelles
précédentes ne doivent pas changer quand on y remplace U par ses n — ï associés : c'est
dire que se, y , z sont rationnels en x*', y*, z* et p (U [ co, a/) (ou eh v*, y * , s * ) .

Inversement,craprès (36), (38) et (46), y* et ^sont rationnelles en x, y, z ; déplus, à
tout point ,27, y, z correspondent n valeurs de U (incongrues mod % û , %û ' ) ; l'une d'elles
étant fixée, d'après (5%) W sera connue rationnellement, et par suite Zi efcZg d'après (55) ;
AZi et BZs s'exprimeront donc rationnellement en p ^ U l û , û'), .z?, y, z et Fon conclut
comme tout à Pheure que £G* est rationnel en a7;j, s, p (L | co; o/), c'est-à-dire en x, y, s.
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îlliptu/ue de courbes elliptiques. — On sait ( < ) que ces surfaces se répar-
tissent en sept types d is t inc ts ; nous allons les retrouver en nous
appuyant uniquement sur les considérations qui viennent d'être •1

développées.

oui

Tout d'abord puisque^. == o, la relation (37) est de genre o ( 2 ) ;
ainsi, moyennant un choix convenable de Pexpression T, la relation (37)
peut être réduite à S==o et l'équation (4o) ou l 'équation S(T, W)===o
sera de degré n en W. Son groupe de monodromie devant être abélien,
foules ses racines Wy s exprimeront par des fondions rationnelles de Tune
(relies (à coefficients rationnels en ï), soit
(58) W,==R,(T,WO (./==i. . . . , / z ) .

Mais puisque C est de genre ï , on peut exprimer (:î) T et W en fonc-
tions rat ionnelles de p(Y| î^ ,n / ) et p'(V CT, îD-7) [d'après (36) et
(52') |. Aux n points (T,W/) correspondront n arguments V/ et puisque
les équations (58) définissent n transformations birat ionnelles de(4o)
en elle-même, on aura
( 59 ) \j E= o/ V ï 4- Py ( mod 2 CT, 2 ̂ /)

avec
a^ == ï , si G est de module quelconque,
a)==: i , » - ha rmon ique , «
a^==i , » équianharmonique.

Je dis qu^7 est impossible que pour toutes les valeurs dej on ait Oy === ï :
en effet, les points (T, Wy) se meuvent dans une série linéaire; si l'on

n.

avait, quel que soity, d N , == r f V i , l'expression ^^V/ ne pourrait être
/= i

nulle, comme l 'exige le théorème d'AbeL Par une transformation '

( ï ) Voir l 'Introduction (n0 5).
( 2 ) En procédant comme au n° 26, on montrera aisément, que toute intégrale double de

Picard de première espèce de la forme j ^ [Sc /Q , (S /T) ] dCdT, les QidT étant les
intégrales abéliennes de première espèce attachées à (37). Le genre de (37) est donc
égal à p g . La surface ayant jc^-i-i intégrales de Picard de première espèce, son genre
arithmétique pa e s t — ï .

( 3 ) Les courbes C seront de même module : cela résulte de la formule de Castelmiovo-
Enriques, rappelée au n° 31, dans laquelle on a p = = i , pa = — ï (et pC 1 )^ 1 ! d'après
les propriétés du faisceau I K | ).
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V J V - 4 - Â on pourra donc ramener l 'une des subst i tut ions génératrices
du groupe abélieii (59) à la forme

(60) ^V=EaV (modûOT, W),

où oc est une racine primitive de i, d'ordre 2, 3,4 ou 6 et la construction
du groupe (09) se trouve ainsi achevée lorsque ce groupe est cyclique.

Supposons alors que le groupe dérive de la substitution (60) et de
la substitution

rSg V =E a'V 4- (̂  ( mod 2 CT, 2 v51 )

et exprimons que §^2 ===^2^. Si la courbe C est de module quelconque,
on trouve

^Vsss--V, ,^V=S=—V+CT (modasT, an^).

Si C est équianharmonique, prenons d'abord

a==£==a \£== :e '
on trouvera

^V=ssV, . ^V=£V+( i—£)^ 7 (mod-2CT, 2^).

Si a et a/ ne sont pas tous deux égaux à £, on pourra supposer a = — c;
mais alors on trouve que [3 doit être un'e période (donc nul) et le groupe
est nécessairement cyclique. Enfin si C est harmonique, on obtient de
la même façon :

^SEÏ'V, êgSE—Y + -——^vs (mod 2-57, aïïT').

On a donc en tout sept hypothèses (p) :
^r .^2- p. ff. 8. P^^

"-V : 1 . - ^ ! ! ^ . i j ' ., - ^
sV ^ , - - , . 3 - , -ï. ' i 3 . 3
î v i f - . 4 ï r • 4 4

— s V ^ ' , - ^ 6 ! ,1 , , ï ! . () 6
— y , — V •+• CT ï ï -2 -2 , 4

sV eV^d--^)^1 , r . . 1 , , 3 ' 3 ^ 9

. z'v —V-4 - ( ï "+ - ï )Tn 'A i 2 4 8

(r) On dresse le tableau en calculant d'abord pq^\ o, ^(ordres de §1, §2, Ç) puisjoely.
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Dans les quatre premiers cas, où ^ est cyclique, une analyse classique
fournit immédiatement la fonction ç, (S, T) de (54)i; on trouve ainsi ,
en écrivant oc^ y, z au lieu de x\ y\ z ' :

n == 2 :

n-==3 :

^==4 :
n^6 :

x = A^\z — e,) {s — eg) (z — e^) (^ — ^4).

^ = A3 Î/(T— ̂ )2^ - ̂ )2(3-- <?3)2,
^ === A,4 ̂ (^.-ej^.^-ea)^^-^)3,

;r== A.ï^/(.s—eï)\.z— e^(z — e^

avec ( 1 ) <s

rt-1 a/^i
A.^=^e n p(U+ 2Â-û) \nu, ̂ )

/.•=o

et, dans tous les cas,
. ' j^p^UI^,^).

29. Construction des surfaces F7 à groupes Q non cycliques. — Pour
obtenir les trois autres surfaces, il faut encore exprimer que les trois
relations

.z-^A^P^-j-Bv/CKl),

^rrrA^P^^B^QT^),

^ = A ̂ /PT^) -h B\/<I(ïy. '.
. j»

construites à partir de (57), (54) et du tableau des valeurs de p^ y, S,
sont, chacune^ de genre i.Or supposons que chaque zéro de P et Q soit
un point de ramification effectif pour oc, et que z ==co ne soit pas un
point de ramification des radicaux (ce qui est toujours possible); sup-
posons encore que P et Q possèdent en commun r zéros distincts (2)
et soient p et q le nombre des autres zéros de P et Q; on trouvera pour

' ! ! ^ ! ! ' ^ ï'Kt ! 1
(1) D'ailleurs, dans A^, on pourra substituer à e w une autre racine primitive,

d'ordre n, de Punité, et à p ( U 1 nco, ù/) une autre Irans formée p (lî| ^ ,—vtô4-nco ' ) .
( 2 ) Chacun d'eux pouvant être simple ou multiple.

Ann. Ec. Norm., ( 3 ) , X L ï . — NOYEMBHE 1924. 4^
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les trois cas précédents les trois équations (1)

p 4- q 4- r-=.^ ' ;
/? 4- q -4-' 7-==: 3,« _

3p 4- a<7 4- 3r ^= 8.

Dans le premier cas (n == 4)» en rejetant maintenant à l ' i n f i n i l'un des
zéros de P et Q, on obtient les deux surfaces

^ ==A\/.c — <?i4- B \ / ( ^ — e ^ ) { z -—63)
x1' == A v/^- ^1 ) (T^JTT^^ 4- B ̂ /(r̂ 7)"(T= )̂

avec

j^p^UKo/)

A == p ( U [ a û), o)' ) — p ( U 4~ 2 co [ a G), oo^ ),
B == p(lJ ( ûi), SC.)') ——p(U -h 2û)/ | &), 2ù/),

Mo}rennant un changement d'écriture, on peut encore représenter ces
surfaces par les équations ( 2 )

3' V"
X 1 —. [p ( U 1 2 (*.), 6) 4- fA)' ) — j) ( U 4- 2 û) | 2 ûù, G) + C»/ ) ] —1-—

'3' ; V ^ 'V4- [peu | c«), a co7) — p (U 4- %a/ <x), ao)')] t" 3

G'^V

.̂ ^ [? ( U [ 2 CO, û/) - p(U 4- 2 0) | 2CO, G/)]?7 V

^v^v[p(li 1 a), ac^ 7 ) -p(lJ 4" 2./ | ̂  ^^Y\ —ÎT—.,̂ 2 Y
j=:y(i]|o), G) /), ^=p(V j^^) .

On vérifie aisément qu'elles admettent le même tableau de périodes

4ûj
0

0 2 G/

4^' 2CT^

4^ [[ /
2OT II \

/' 8(0
<4ro')x

ï

2

0

C^

4œ
ïr -
2

1

2

ÏST
.——.
2^T/

(1) Dans le troisième cas, la formule suppose que P n'a aucun zéro double ; si P possé-
dait m' 4-/?' zéros doubles, dont m' étrangers à Q, on devrait remplacer ladite formule
par 3p 4- 'î q 4- 3 r 4- ïin' 4- '/s^' == 8 qui ne donne aucune surface.

( 2 ) Pour la première surface, À et B ont été formés de même manière que pour la
seconde, mais à partir du couple -26)1 == 20, -acoi == 200' -h 20^, équ,i^alent à %œ, 'au/.
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et la même transformation en elle-même : Us = U.< -r- 200, V^ = — Y .
Elles sont donc birationnellement équivalentes.

Tableau des substitutions :

ï " ! U V
Si U + 2 CO — V

<^2 U •4- '2 fi)' V "+- '>. H^

§ 1 § 2 U+• 2 (0-4-'2 Ci/ —V-4- '2 'OT

Dans le second cas, on prendra m=n-==p == ï et ( i )
( 61) ..r == A ̂ O—i) + B V ^ ( ^ — 2 ) , j = jV ( U | M, &)' )

avec

A==p(U|3co , c,)') 4-£j)(U 4-2û) |3ûo, ûJ /)-^-£2J^(l l-^4c.^ 3co, û)'),
B=-p(l]\ Q, 3(^^)+£p(U-+-2c») ' | ûù,3co f ) -^£ 2p(U+4^ / ! ûo, 3û/).

Or considérons l'équation (61)^ comme représentant une courbe du
plan (a), ^); ell^ sera vérifiée si l'on pose

• 2 A V 4 X — 2 B Z __ -2
OC —— ——————————?-~—————— ? .S —— J™ï"-'^—77? îy -+- Z3 ï 4- Z3

y /, ^ j / V + y / 3
avec

x == ̂  ̂ ^r^ z - jTv^/i'
et

j 3^v^4^y_ t .

La fonction pV admet les deux périodes imaginaires conjuguées 20^
et 20)3 = 2£a^, la période 20)2 = aœ^ + 20)3 étant réelle. On trouve
aisément

..epl^^çfv-^+^fv+^+^dv+^'^^v),
p 'y—^S \ .3 / \ 3 / \ 3 /

^<I)^±4=çfv-^)+eç(v-^)-^^ç(v-2-)3)=^(V),
v p 'V—\/3 \ 3 / \ j / \ 3 ^

et, en se servant des relations
Yia-t-£-fli== 0==Y)3—e 2 ^!

( » ) Où. vérin, ra que la solution a ==, A-.^s2 (^ — ï) + B ^(-; — ï)2 (z -+-i)2, qui,
a priori^ paraît distincte de (61), conduit à une surface identique.
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vérifiées par les pseudo-périodes de la fonc t ion S:V, on établira les
formules

/,. 200, + 20)., \
9 V+-————" —e^O
\ ° /

A l'aide de ces formules, on
tableau de périodes

/ i8c.) \
x

\2ûL>i -+- 2C02/

Tableau des substitutions :

i U
^1 ^ U -+- 20}

^ U-f-4œ

^2 U -r- 4<Jt> -t- 20->'

§l § g ,,[J -4-. 3(^r

^ î §2 , , U -+• 2 G.) -+- 3 œ^

§1 , U 4- 2(jL» 4- /^œ'

Si§| U+4^ ^^œ'

§?§j U+4(o\

Dans le troisième cas, on pré

^ — A , V ^ ( ^ — 2 ) ^ B ^
avpf*

r) <^/V+ 2cl)l-^--2^
\ 0

démontrera que la s

1 2 û) -f- (xJ/ 1

3 g c«> 3
i: i — g
3 3

/

V
ÊV ^ £

S^V £2

V , ^t0i-+- 20)2
V - 1 - . . . ^ £.

.y i ^i-i-'2^
3

,2V -4- '^1+^2 •. v+... ^
^ , 2 OL>2 -h 2 (JL»3

S2V+ ,^2+20.3 ^

« —

^y 2t02+2œ3

3

ndra de même (1)

A(^-i), j^p^u

)-^(v").

urface admet le

x z
x z
x z
X eZ

X sZ

X £ Z

X s^Z

X £2Z

X £2Z

c*), co^

A == J) ( U | 4 M, M7 ) -+- (• j) ( U + 2 M | 4 M, M' )

- ^(U^co l^^—^U+Gwl^ ,» 7 ) ,
B=P(U|(0, 2(,)')—p(U+2M /|(U, 2M');

( 1 ) Ou vérifiera qae la solution a- = A V'z (z — •>\z "-L. R J—T.——- . - ,
surface identique à celle du texte. •^ ~ I) condult à we
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on posera
ÛC :

2A.V—7Z-+-B^/3X
l 4-Z4 TTz45

avec
X.==cnVdnV, Z==snV,

la fonction s== snV vérifiant l'équation Z72 == i — Z\ de sorte que snV
admet les deux périodes primitives 4K et 2(1 -4- i)K. Comme on a

sn ( îV K, K. -4- iK) == ? sn V,
. cn (^V |K , K.4-z'K)= dnV,

dn ( i V | K, K + i K) == en V,

on formera aisément le tableau de périodes de F :

eau des

i
§1
§?
Si
s,
§ î § 2
§ î § 2

5^2

/8M"\

(4.K) ><

substitutions :

u . v x
U-r-20> ';'V X

U + 4 M • ' — V X
U,-6a) —iV X
^-4-200' —V- t -2K — X

U •4- 2 M 4- 1 ci/ — £ V + 2 K — X

'[j-^-^-^-aco^ V-t-aK —X
U 4- 6(D 4-aô/ 1 —^'V-t-^R —X

I 2 ûi) 4- dû' Ï

2 4^ 2

Ï. Ï -h Z

2 2

z
îZ

— Z
-iZ

Z
— iZ
— z

—iZ

• • TROISIÈME PARTIE .
LÈS SURFACES IRRÉGULIÈRES DE GENRE GÉOMÉTRIQUE UN

I. — Les surfaces de genre arithmétique zéro.

30. Le genre linéaire p^^ est égal à i. — A priori, pourp^==i , on
peut faire sur la surface F du problème (B^) l'unedes trois hypothèses
suivantes :pa==ï, pa=^!pa= —i . Réservant pour la sixième Partie
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l 'étude du premier cas, nous allons mont re r que l'hypothèse pg = i,
p^ == o est inadmissible; et, pour cela, nous établirons d'abord que
Ï1 hypothèse précédente entraîne p( ' ') = i.

* Lorsque la courbe canonique K de F est irréductible ( f ) l'assertion
précédente se réduit au théorème I V ; elle est alors immédiatement
justifiée (2), Nous allons donc supposer que la courbe canonique K est
réductible.

Or, dans le cas actuel (p^ . — ï , pa—o^ il résulte d 'une importante
proposition de M. Enriques (3) que la courbe canonique K est
contenue totalement dans un système algébrique ^ J K { de courbes
paracanoniques. A priori, [K\ peut être une série d'indice v^>i . La
surface F pourra donc être représentée biunivoquement sur une
courbe algébrique plane F, de telle sorte qu'à une courbe K corres-
ponde un .po in t de F, et qu'aux v courbes de { " K } passant par un point
de F corresponde un groupe de v points [1,5 . . . , ^ sur F.

Ceci posé, soit C une ligne de niveau de Fintégrale de Picard de
première espèce attachée à F; considérons'les v courbes de \K\ qui
passent par un point m variable sur G et supposons qu'elles forment

^ un système simple. D'après une remarque féconde de M. G. llumbert,
si I. ((ï) est rime (quelconque) des intégrales abéliennes de première
espèce de F, la somme o-==l ([j., ) + . . . • + - 1 (;j.v) sera égale à la valeur
en m d'une intégrale de Picard de première espèce attachée à F. Mais
F ne possède qu'une seule intégrale de Picard de première espèce (non
constante sur F) et celle-ci est précisément constante sur G : donc,
quand m décrira G, cr restera constant, et cela, quelle que soit Finté-
grale abél îenne de première espèce I. D'après la réciproque du théo-
rème d^Abel/fe^ points [J. appartiennent donc à une série linéaire^ et,
par suite, quand m variera sur G, les courbes K devront se mouvoir à
Fintérieur d'un système linéaire; il en est de même de la série cc^ J K ! ,

( 1 ) Nous admettrons, comme il est permis, qae F est dépourvue de courbe exception-
nelle.

( 2 ) On sait qu'alors la surface possède nécessairement un faisceau de courbes de
genre ï.

( 3 ) EMUQUES) Rend. ^cc. Boîogna, t< IX, 1904, p. 5.
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et, comme ?<„== i, ceci, n'est possible que si les courbes K restent -fi^es
quand m décrit C.

•Les courbes K (ou leurs composantes irréductibles) doivent donc
coïncider avec les courbes C, qui, dès lors, sont algébriques et forment
nécessairement ( ^ ) un faisceau i C | . Mais alors le système i K! est formé
de courbes variables dans i c i ; or | C i , étant un faisceau irrationnel,
n'a pas de point-base; une courbe C ne peut donc avoir aucun point
commun avec une composante K / d e la courbe canonique K sans qu'elle
la contienne. Cela étant, puisque les courbes G (générales) ne peuvent.
ni se couper, ni couper K, il. résulte de l'absence d'exceptionnelles et
de la relation classique |C '—C|== |K | que sur toute courbe générale C
la série canonique sera d'ordre o : les courbes C sont donc elliptiques,
et F possède ainsi un faisceau de courbes de genre i.

I l est facile maintenant d'établir la relation /j^==i. Observons, en
effet, que les composantes K, deK ne peuvent avoir aucun point commun :
car, ou bien les K^ coïncideraient avec des courbes C qui seraient donc
mutuellement sécantes; ou bien l 'ensemble de deux ou plusieurs
courbes K, constituerait une courbe C (réduct ible) dont le genre
vir tuel serait nécessairement supérieur a- i. Les K./ ne pouvant se ren-
contrer, le genre virtuel ̂ ( 1 ) de la courbe B. est égal à i.

Toutefois, nous avons dû supposer que la série | K l était s imple;
examinons maintenant 1/hypothèse opposée : les v courbes passant par
un point m^ de F auront en commun n -—i autres points m^,..., m,^
A la surface F on pourra faire correspondre une surface ^ te l le que
chaque point M de ^ corresponde (rationnellement) au groupe m , , . . . ,
m^ quand m,, par exemple, décrira une courbe K, ses associés rn^ ...,
m,, décriront la même courbe, et le point M décrira une courbe X; à la
la série IK"! correspondra sur ^ une série j x i d'indice v et simple.

Ceci pose, quand m parcourra une courbe G du faisceau |C!, son

correspondant M décrira une courbe e ; la somme ̂  1 ( a/) sera une
./==!

intégrale de Picardie première espèce sar ef; et comme ^ ne peut pos-
séder au plus quune intégrale simple depremière espèce, le raisonnement

( i ) T"oir la note 1 de la page 3o5.
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de tout à l 'heure continuera à s'appliquer sur ^ : quand M décrira ©,
les courbes x devront se mouvoir dans un système linéaire. Or à
chacune d^elles correspond une seule courbe K : celles-ci devront donc
également appartenir sur F à un système linéaire, ce qu i exige que
dans l'opération précédente elles restent fixes ; dès lors nos conclusions
intérieures conservent toute leur validité.

31. Formation des expressions u de première espèce. — On vient de
montrer que, dans les hypothèses actuelles, la surface F possède
nécessairement un faisceau de courbes elliptiques C. Comme on a ici
pg == i, p^ === o, p{i) == i, le genre de ce faisceau est égal à un ( ' ) ; quant
aux courbes C, elles ne peuvent avoir leur module constant : car, la
surface F étant supposée dépourvue de courbes exceptionnelles, la
formule classique de MM. Enriques et Casteinuovo

A - + - 4 ( 7 T — î ) ( p — ï ) = : ï 3 ^ïïpa—p^

(A, nombre de courbes C possédant .un point double; p genre du
faisceau ; TC, genre des courbes C) donne aussitôt A ====12 (>o).

Or les équations d'une courbe C peuvent s'écrire

/(^y^)=^ ^(^7^)==^
7i et pi satisfaisant à l'équation
(62) y(î., ^)=o

de genre i; déplus, C sera la transformée birationnelle d'une courbe
(63) 4 / (p , a-; X, p )=o

du plan (p, o) (les coefficients de ^ seront d'ailleurs des fonctions
de À et ^ qui, d'après ce qui précède, ne pourront se réduire à des
constantes); sur F, x ^ y , s seront donc des fonctions rationnelles des
variables À, ^, p, a liées par (62) et (63). Enfin, si l'on désigne par

==7^(^ y. ̂  dx + ̂ , y, z)dy

( 1 ) ENRIQÏJES, Rendic. délia R, Âcc. délie Se. del IsL cii Bologna, nouvelle série,
t. XI, ¥906-1907, p,n.
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l'intégrale de Picard de première espèce attachée à F, et. admet tan t
2co et 2û/ pour périodes primitives, ^ et ;x s'exprimeront rationnelle-
ment en fonction de p (wjcoy a/) et jY (^|co, û/) et l'on pourra écrire :

/ A(u';p ,<r)^ti'-^li(u';p,'7)(Jp
( 64 ) du == € • • [ C ( n' ; p, <r) dw -+- D ( t-r; p, cr) afp ],

A, B, ,C, D étant rationnelles en pw, p^-7? p, <?',. Cherchons a déterminer
ces fonctions de manière que u soit une expression de première
espèce.

A cet effet, exprimons d'abord que u reste fini quand on se déplace
sur u n e courbe C (d'équation w==(^). L'intégrale

r fc<-»'o;p,'7)rfp

(65) ^ D(wo;p ,a )^p

devra être une expression de première espèce pour C. Or, C étant de
genre i, il résulte d'une proposition de M. Emile Picard (1) que
l'expression (65 ) •est alors nécessairement de la forme W ou - e^,
dW (p, cr) désignant une différentielle abélienne de première espèce
de C (et à coefficients algébriques en Ao) et a étant une fonction algé-
brique de À O . Nous allons /nontrer quon a dW==:.o.

Effectivement, faisons décrire successivement à («r, y, z ' ) deux cycles
fondamentaux de G, et soient D, (j=i, 2) les périodes correspon-
dantes de W; u, qui doit subir une substitution linéaire à coefficients
constants sera transformé en u+Qj ou en ue"0^ const. Dans les deux
cas, le rapport £L : Q, serait constant, ce qui est impossible, puisque
les C ne sont pas de module constant.

pi l'u'o ; p. <T:| <7p
Ainsi donc D (^o; p, cr) e ' doit .être nul quel que soit ^'0

et (64) se réduit à
|A(«';(/H'

du^e-' C((r)^r,
c'est-à-dire a

dd^-cciw^ ou ^'(v dw (c, constante n u m é r i q u e ),

puisque ^ doit être de première espèce.

( ' ) Mémoire couronné (loc. eu), p. 3o5. roir aussi la note du 11° 33, p. 33i.
Ann. Éc. Norm.., (3.), X L I . — NOVEMBRE x()24. ' • 4'2
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32. Rejet de ^hypothèse p^.=î ^==0. — II est aisé de montrer m a i n -
tenant qu'aucune surlace de la catégorie actuel le ne peut fourn i r une
solution de notre problème. Tout d'abord, u et v ne peuvent être simul-
tanément de première espèce, car, d'après la fbnno qu'on vient de t rouver
pour ces expressions, i ls seraient fondions l 'un de l 'autre. Mais alors,
d'après le théorème V, i l existe une expression [égale soit à m^, soit
à Log(u-r-hy), soit à u-J^-hv\ qui est de première espèce. Or /es lignes
de niveau dhme expression de première espèce sont algébriques dans le
cas actuel, et la solution directe que nous avons obtenue aux n^ 22
et 23 pour une telle hypothèse ne nous a donné aucune surface de
la catégorie présente.

II. — Les surfaces hyperelliptiques.

33. Forme des expressions de première espèce pour une courbe de
genre 2. -— Considérons maintenant rhypoth.èse/^.==i, ^== — i ; dans
ce cas F est une surface hypcrel l ipt ique de Picard ou u n e surface
elliptique. Nous étudierons d'abord le premier cas.

Pour obtenir les expressions de première espèce appartenant à une
surface de Picard, nous aurons besoin de connaître la forme des
expressions de première espèce appartenant à une courbe de genre 2.
Or. il est aisé de construire ces dernières expressions.

Moyennant u n e transformation b i rati o n n el 1 e con ve nahie m e n t cliei sic
une courbe de genre 2 peut être r amenée a la forme

f;(66) "^ri^""^
et une expression de première espèce pour (66) peut s'écrire

r r/-(S,riKY£(67) u = y ^ • ^ ,
la fonction r a t i onne l l e r ( ' ! ; , rj) n 'ayant que des pôles du premier
ordre (^ •T]^ Parmi, ces pôles/soient (b^ c^) ( A = = i , . . . , M) ceux qui
sont à distance f in ie , et d i s t inc t s des points de ramif ica t ion ; soient m//
le résidu de /"(^ Y)) r e la t i f à (b/^ c/,), nj c e l u i de aj et p , q ceux des
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points à l ' infini. . On a nécessairement
M 6

2 mk ~^ 2 nj 'Jr Jp 4" q = 0?

/(•==;! /=1

équation qu'on peut écrire encore
M (;

(68) ^ ̂ ^--S ^v4"1)4- (^ - 2) -T- (^ — 2) = 2.
/i-=i /-s i

Mais u étant de première espèce, les //^, 7^, p et ^ sont entiers et
satisfont aux inégalités
(69) ^>!, n^i, p^, q ^2 .

On t j re aussitôt de (68) et (69) la conséquence M$2, d'où l'on déduit
sans peine que r (^ Y]) est égal, soit à , •

ti ! ,
, i ̂ i i i /r j-+-Ct • •f} 4- '̂.A a £ 4 - S

70 — - >, F——— 4- —— .•——.- 4- ;:——— -h ———'?" / ' a Ad ^ — o/ 2rj \c — ^i d — b^ 1 -f]
/ == i '

soit à rune des hui t expressions analogues que l'on en déduit en
fa isant coïncider les points (b^ c,), Çb:^ Ç a ) entre eux, ou avec un ou
deiix des points de ramification, ou avec un ou deux des points à l'in-
fini. Par su i te , si U est de première espèce, / r (E, Yj) d\ est une inté"
ffrale abélienne de troisième espèce n'ayant que deux pôles au plus
[à une combinaison logarithmique près du type SA/ Log ̂  (^ Y;)], et
l'on a, soit

r^^ ïy^L{7^±^^^\^}^
J •n L ^J U—^i ^—b^) n J

soit un ca^ limite de la lormule précédente.
Réciproquement, on constate aussitôt que l'expression précédente

est de première espèce pour la courbe (66)|(1).

( 1 ) On verrait de môme qu'une expression U de première espèce attachée à une courbe
elliptique est nécessairement du type f e ̂ dl ( I, intégrale de première espèce ; q/1 PICARD,
.Mémoire coprolmé, p. 3o5).
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34. Pour une expression de première espèce de F, les lignes 'singulières
sont algébrico -logarithmiques.— Revenons m a i n t e n a n t aux expressions
de première espèce pour ' F ; une te l le expression peut s'écrire

u. = ( e'^^f1^ ( A. dx -+- B dy).

les R/, A e t B étant des fonctions rationnelles de ' ( x , y , s) et J étant
une intégrale de Picard de troisième espèce dont on ne peut d iminuer
le nombre des courbes polaires par la soustraction d'aucune combi-
naison logarithmique (telle que Sa) Log R}). Nous al lons montrer
que J se réduit à une intégrale de première espèce^ et, pour cela, nous
établirons d'abord que J ne peut posséder au plus que deux courbes
polaires.

Or, soit o le diviseur de la surface de Picard F; on sait que F possède
nn système algébrique .ce2, <E, de courbes C, de genre 2, de degré 2 et
d'indice 2§; nous allons exprimer que^ considéré comme fonction d'un
point variable de C, u est une expression de première espèce pour cette
courbe.

Prenons dans S un système algébrique co^ Ï / , qn i ne contienne
aucune courbe polaire de J ( {) , et faisons varier C dans H ; les équations
do C seront de la forme f{x, y, s; X, ^)=o==^(.r,j, z; A, (^),/et^
étant rationnelles en ^,y, z ainsi qu'en X et [M liées par une relation
o (A, m)== o; inversement, sur F, À et y. seront algébriques Qnx,y,z.
Puisque sur C, u doit être une expression de première espèce, on pourra
écrire, sur C, d'après le n° 33 :

cU = dS(x, j, z; À, p.) ̂  d^ (3^ Log'^(^ y, z ; "A, ^),
v

dH étant une différentielle abélienne de troisième espèce pour G, à
coefficients algébriques en À, ?„, n'ayant que deux pôles au plus o^ et a^
et irréductible à nne combinaison logarithmique; de plus, les ^ sont
rationnels en x ^ y , z et algébriques en À, a. Or, dans la relation précé-
dente, remplaçons A et (x par leurs expressions algébriques en Xy y, -s;

( i ) Les courbes polaires de J étant en nombre uni,le choix de ^/ est toujours possible.
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nous aurons sur toute courbe de ^?, et par suite sur F :

d] (.r, j, .s) == c9 (.r, y, s) -r ̂ ^ ̂  LûgA.^ (.r, y, z ),
V

les Av étant algébriques en oc^ y, .s; rf^ ==<a?J — d^ ̂  Log A</ étant
L ' ) J

de, la forme ^dx+^dy (cl> et •i^ algébriques en ..r, y, ^) et ne pouvant
devenir inf in i que sur les deux courbes F,,, ï\> lieux des points
oc^ et a^ (1).

Soient alors d^\ A^, ..., rfjf1, A^ les diverses déterminations de
d ^ y A,, au point x, y, ^; on pourra écrire

r/J == ̂ (.̂  + d^ ̂  LogAv(.r, y, ..) = ̂ d 1^^-^-J^ ̂  Pv LogAv-l
,.r L ./- ^ «•̂  J

et, par suite :
J == J ( ..y, y , z ") + V ps/ LogAv (.r, y, .5 ),

'<»

les A, étant rationnelles en se, y , z et rfj étant dès lors une différentieiïe
de Picard ne possédant au plus que deux courbes polaires T^ Fa;
d'après notre hypothèse sur J, J se réduit à J et n'a ainsi, au plus, que
deux courbes polaires, 1̂  etl\. Nous allons montrer maintenant que
l'existence de ces courbes est inadmissible.

Tout d'abord 1̂  et T^ ont le même genre. En efîet, puisque! existe
une intégrale de Picard de troisième espèce ayantT^ et Fa pour courbes
polaires, on a l'équivalence algébrique )^ r^+\'r^=o. (Ai et A^
entiers); mais, comme les nombres des points d'intersection de ï\
et 1\ avec une même courbe G sont égaux à i, on déduit de l'équi-
valence précédente ̂  4- X^ = o, et par suite

( 7 1 ) , , ^ , r^r, .
(puisque sur F la division d'une courbe algébrique est univoque).

Limitons maintenant le genre de T, et F.,. Soient A un point fixe

( i ) Ou, a priori sur certaines courbes de ^; mais ceci est impossible d'après notre
choix de ce système.
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de F, G une courbe fixe de ï. issue de A, et M un point 'variable sur F.,.
Par A C E M passent 2 S courbes de ï qui coupent chacune C en A et
en un second point. On fait ainsi correspondre à un point de r\ u n
groupe G de 2$ points sur G; or G décrit une inwlution sur G : car les
courbes G ne peuvent couper Y, qu'en un seul point (n° 33); par un
point arbitraire de G il, ne peut donc passer qu'un seul groupe G. Mais
alors, étant Fimage d'une involut ion sur G, r\ est au plus de genre 2.

Or je dis que F ^ et I\ ne peuvent être de genre 2. Car, d'après (71),
r, et Fa font partie d'un même système algébrique de courbes de
genre 2. Mais une courbe de ce système ne peut être coupée par F^
(ou Fa) qu'en un point au plus (n°33 ); et ceci est absurde, pu isque
le degré du système est égal. à 27: — 2 = 2.

Gomme on peut toujours supposer que F, et I\ ne sont pas ration-
nelles ( ^ ) il ne nous reste plus qu'à envisager le cas où F'^ et I\ seraient
elliptiques. Mais alors F posséderait deux faisceaux de courbes ellip-
tiques, et, de plus, F^ et Fa appartiendraient au même faisceau ( t 2 ) . Or,
comme il a été dit au n° 31, sur toute courbe du faisceau e l l ip t ique J G ;
qui ne cont ient pas F, et I\v u devra être de la ! forme ie^ r f l ,
1 désignant l'intégrale de première espèce attachée u G; a i n s i ,
siir G on devrait avoir J = = < % L On procédera alors pour |G! comme
au début de ce numéro pour 5; aucune expression algébrique et non
rationnelle en x, y, s ne pourra d^illeurs s ' introduire, puisque |G| est
un faisceau ; sur la surface F on aura donc J (x, y, z) == a.î (^ y, ;:;),
^ é tan t .une intégrale de Picard de première espèce pour F : l 'existence
de F^ et F^ est donc inadmissible .

35. Formation des expre^ion$ u de première espèce. — Ge po in t
acquis, nous pouvons écrire u sous la forme

(7 2 ) ^= (e^^^^jÇKdx^Bdy),

(1) Car (.oiïte courbe rationnelle de F est une exceptionnelle de la sartace.
( 2 ) En effet une courbe quelconque r du faisceau j \\ \ est coupée parles courbes Fi et Y^

équivalentes d'après ('71). suivant, le même nombre de points; F ne peut donc couper Fa,
ce qui est absurde si }\ n'appartient pas à S Fi ;.
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1 et J é tant deux intégrales distinctes de Picard de première espèce
attachées à F. Or considérons u comme une fonction du po in t ' ana-
lytique de Pune des courbes G du système S (du n0 34), et soit

r fri'î^H^
u.('^ Y])= e^ ' , di

ce que devient cette fonction quand on subst i tue au point (..r, y, z) de G
son image ($,T]) de la t ransformée b i r a t i onne l l e (66) de C. D'après la
forme obtenue p o u r r ( £ , rj) tous les a, devront être ent ie rs ; on peut
donc supprimer de (72) le terme SayLog 'Ry; d'autre part l'examen
de (70) et de ses formes limites mon t re que les seuls cas dans
lesquels f rdE sera du type algébrico-logarithmique (à des expres-
sions de première espèce près) sont les suivants :

-,.. . c l , a cî 4- d
r(f, r i ) -==— - . Log'ïj •+• ———; 4- —'——.- 5

' de ae-\- h •(\

- , . . d i / ï ï \ c£-4~r/
r(c, •/))==— -—.Lo^rj •4- - ^——•- -+- ^-—— 4- -'——?

di 2 \'t — a^ 'c — ffs / 'n •

" -... , d „ ï c'E 4- d
r{^ -fi ) ==— — [.ogrî 4- ^--— -h -^-—- • •

et^ a, — CL\ '{\

Or les deux dernières formes doivent être, écartées : car les lignes
singulières de u couperaient G en l 'un des points de coïncidence m
de la série ^ 'appartenant à G ; mais, par un point [̂  commun à une
ligne singulière et à G on peut toujours faire passer une autre courbe
de S sur laquel le u. n'est pas un point de coïncidence m. On aura
donc :

«a,. ̂ fJ^^^

en d'autres ternies, sur toute courbe G, A^-i-Brfy devra se réduire
à une dif ïerentiel le ahélienne de première espèce. Mais, dans la repré-
sentation hyperellip tique de F à l 'aide des variables indépendantes l e f c j
Adx+Ïîdy devient A (I, J)rf l4-p.(I , J ) r fJ , et, d'après ce qui précède,
les fonct ions (hyperelliptiques) À et a sont constantes le long de G ;
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elles le sont donc sur F ( i ) et l'on peut écrire : •

u = fe^+^CX cil 4- fJ- û?J) ( a, (3, À, .̂, const. ).

Mais la condition d'intégrabilité de l'expression précédente montre
qu'on a a a—- [3X==o ou que u est de la forme

u^Çe^dV,

U désignant une intégrale quelconque de première espèce de F.

36. Formation des systèmes (s). — Cela étant, la construction des
systèmes (^) résultera immédiatement du théorème V. Supposons
tout d'abord que u et 9 soient deux expressions de première espèce,
et soit ^ = = ( p ( U , V ) , y = / ( U , V), ^ = = ^ ( U , V) la représentation
hyperelliptique normale de la surface; d'après la forme qu'on vient
de trouver pour les expressions de première espèce, la solution .x (u^ ^),
y (^, P), z Çu, v) de ( $ ) s'obtiendra en posant U == a Ui 4 -& 'Vi ,
V=== c U i 4-rfY,, (a, h, c, d, constantes numériques; a d — b c ^ o ) ,
(U\, V^) coïncidant avec l 'un des trois couples

B ) ; i:'i = Log(A ̂  + B) ; 'Ci = A u ~h B ;( Ui=: Log(A.^+B); i:'i=: Log(A^-
1 Vi = Log-( G (..' -+- D ) ; ' Yi = G (/' 4- D ;

U I = = A ^ -h B;
v. — r.. _L_ î\D ) ; ' IYl = (2 c. +- D ; Vi =1 G c -h" .1)

(A, B, C, D, constantes d'intégration). On obtient ainsi les systèmes (^)
du n°6. Réciproquement, si a, b, c, ci satisfont à des conditions faciles
à former, les fonctions se, y , s seront uniformes en u^ ç\

Supposons maintenant que u et c ne soient plus de première
espèce .et appliquons le théorème V. Dans le premier cas possible, •
u^=Logu, ï^^Log^ seront dçs différent iel les de Picard attachées à F;
x^ y, s seront uniformes en u^ ^, et d'après la solution du pro-
blème (A 2) (2), on peut affirmer que : i° si la surface F est de
modules généraux, le système (.s), coïncide avec le premier des

(1) On peut remarquer encore que tout point de P peut être relié à C par un arc
appartenant à une autre courbe C.

(^roir^^o.
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systèmes (^); 2° si F est une surface elliptique, (s) coïncide avec
le premier des systèmes du n° 23 [soit encore (^),,, îi° 6j.

De même dans le second cas possible du théorème V, {$) se réduit
au système (-S,,)^

Examinons le troisième cas : u-^-hç doit être de première espèce
pour une certaine valeur de la constante A. D'après ce qui précède, on
aura donc

u-^-hv= (' e^di:,-. (e^di:,

= fe^[^( [;, V) d'U W( [;, V) dV],

^ et "¥ étant deux fonctions hyperel l ip t iques de U et V (rationnelles
en x, y, ^). De plus, quand on fera u -4~Âp=const. , u devra rester
f i n i ( { ) ; ^"(U, V) se réduit donc à une constante; et l'examen de la
condition d'intégrabilité montre qu'on doit avoir "^^o, <&= const. :
l'hypothèse est donc inadmissible.

En résumé, quand F est une surface .hyperelliptique de Picard,
le système (.s) doit être ident ique à l'un des systèmes ( â < ) et (§2)
du n° 6.

III. — Les surfaces elliptiques.

37. Formation des expressions de première espèce. — Pour construire
les expressions de première espèce appartenant à une surface elliptique
quelconque de genre /^==i nous utiliserons la représentation para-
métrique (5i); nous aurons donc

fï>i(/lJ4-(hr/T
du^-e^ (PS^U+QS^T),

ï\ ? I\, Q i , 0.2 étant rationnelles en p (U|û, û'), p ' (U|û, Q') et en T, W.
Ainsi sur une courbe K (T == const.), on aura

/p^u
du = e-' Ps rfU ;

mais u doit se réduire alors à une expression de première espèce

( 1 ) Sous une autre forme, cette remarque a déjà été faite au n° 20, p. 298.
Ânn. Éc. Norm^ (3), XLÏ. — NOVEMBRE 1924* 43
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l\dV

pour K; sur cette courbe du doit donc coïncider ( * ) avec B e l d l ',
A et'B ne dépendant que de (T, W). D'ailleu.rs, .lorsque {x, y , z) décrit
un cycle de K (auquel correspond une période CT de U), —^ se repro-

" VtX/ 9

duira multiplié, par e ACT, ce qui prouve que A est une constante absolue
et l'on pourra écrire, en modifiant: au besoin Q,,,

Al;-i-ÏQi(T.W)/'/T
(73) ciu=e J • [ dV + Qa ( U ; T, W ) dT ],

et tout revient à déterminer Q< et Q^. Or effectuons sur (78 ) l 'une
quelconque des transformations (53) du n0 26; l'expression deviendra

A(ÎJ4-<.04-/(»t(T.W)^
(73 /) (duY^e • ' ' [^i ï-+-Q,((J4-a;T,W)rfT:|;

d'autre part, les conditions d/intégrabilité de (73) et (73') s'écrivent :

(74^ AQ,(l,I; ï, W) + ̂  0,(L'; T, W.)

==Q,(T,W)=:A.Q,(•U+a;T,W)+.^Q.([ r+^;T,•W•),

d'Où

(78) ^j [(MU + a; T, W)—Q,(IJ; T, W)]

^ ACQ^U -+- a; T, W) - ÇMU; T, W)] = o.

Mais Q, (V+a; T, W I)--Q,(U;11\ W) est une fonction rationnelle
de pU et jVU; pour A -^ o on voit donc aussitôt que la différence pré-
cédente doit être identiquement nulle. Et ceci subsiste pour A==o,

.car, diaprés (73), Q, (U+a; T, W) ~ Q^U; T, W) est alors indé-
pendant de U quel que soit a; Qa est donc une fonction linéaire de II,
c'est-à-dire une fonction de la seule variable (1\ W).

Cela étant, les conditions (74) se/réduisent à Q^ (1\ W)==AQ2(1\ W)
et l'on aura

^(v+fwï}
du^ e v J q^lj + (^(T, W)^T],

d'où
I AflH-fQ,( /T) FI Af lH-fQ,( /T)

r —"- _ ^ v ^ /
'-1 A^ = = - e ^ J / , ou , ^;-r;i i+^Q3</T,

(r) Foirl'dîïolQ du n0 33, p. 33ï .
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suivant qu'on a A^.-o ou A,==o. Réciproquement., pour qirune telle
expression soit, de première espèce, il faut- et i l suffit que / fWT se

réduise à 'une intégrale de Picard de première espèce pour F, c'est-à-dire
à une intégrale abélienne de première espèce pour ('37) qui. est
actuellement de genre 1 [cf. n° 26 et note (^) p. 319] et Qa est
rationnel en S et t.

38. Rejet de Vhypothèse actuelle. — Cela. étant, appliquons le
théorème V ; si. u et P sont deux expressions de première espèce,
ainsi que dans les deux premiers cas complémentaires du théorème,
le problème actuel se rédui t immédiatement à un problème (A:,) : c'est
la conséquence de la forme qu'on vient de trouver pour les expressions
de première espèce.'D'après la solution du problème (As) il û'y aura
donc pas d/inversion uniforme, sauf toutefois si F est hvperelliptique,
cas que nous écartons, comme déjà traité.

Reste le dernier cas du théorème V : u-^r-hv est de première espèce,
mais u et v ne le sont, pas. Or les lignes d'infini, de n sont données par
une équation ^(j)U, p'U ; T, W) = o où ^ est un polynôme à coefficients
numériques. Elles doivent être delà forme u+/'i9= const. : elles véri-
fient donc une équation de la forme rfU-hQa ( T , S ) r f T = = o . Mais
alors on déduit aussitôt de là que l'intégrale générale de l'équa-
tion â?U+-Q2^T^o est algébrique; •on retombe sur le problème
traité aux n^ 22, 23, ce qu i montre que , l'hypothèse actuelle est
inadmissible:

OHATRIÈME PARTIE
LR CYLINDRE ELLIPTIQUE

39. Si F est réglée^ elle doit être de genre un. — Supposons main-
tenant que. F soit une surface irrégulière de genre géométrique zéro :
ce sera 'donc une:1 surface réglée ou une surlace e l l i p t i que . Envisageons
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d'abord le premier cas, et démontrons que si lasurface F estréglée^ elle
est birationnellement identique à un cylindre elliptique.

Supposons que moyennant une transformation birationnelle on ait
ramené l'équation de F à la forme /' (..r, y ) ==•0; par un simple chan-
gement d'écriture on peut toujours admettre que dans (rS) (n°l) H, K,
L, M sont des polynom.es en z (1). Imaginons alors que/soi t de
genre >-!. A l'exception des génératrices F ne peut posséder aucune
courbe rationnelle ou elliptique (car sa projection sur le plan z=o
serait de genre ^>i). Donc, d'après le théorème 1 les intégrales 1 et J ne
peuvent admettre aucune ligne singulière distincte des génératrices :
on aura donc ainsi

(\(.r,r}flY+fr(z)(/z
du^e^ ' J |:A(^^,y)^+B(5;.r,y)^):|;

de plus la même condition devra être vérifiée après une subs t i tu t ion
linéaire quelconque effectuée sur z , ce qui exige que l'on aitB^o, r==8
(et, par suite, A indépendant de z). Mais alors u et c seraient fonctions
l'un de l'autre (et, en outre, x e t jnepourra ien t être uniformes en u).

40. Forme générale des coefficients de (cS). L'hypothèse ( H ) . — Sup-
posons donc que F soit un cylindre el l ipt ique
(76) y^^3_^_^

ou, si l'on veut
x = p ( w \ G) , G/ ), y •==: j./ ( w | r,.), &./ ).

Les seules courbes rationnelles que possède F sont les génératrices.
Quand aux courbes elliptiques de F, i l est aisé de les déterminer : le
long d'une telle courbe, C, x , y , z sont des fonctions elliptiques d'un
paramètre t, c'est-à-dire des fonctions rationnelles^ (^ T]),J(^ T]),
z ( ' ^ T? deÇ=:p (^0, Û')E=p^ et de 7]=p^; x (^ ï ] ) e t y ( ^ y ] )
satisfaisant à (76) on a nécessairement

., dx -
dw =s — == a cit.y

( l) Les différentielles écrites sont actuellement linéaires en dx et dz.
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soit (v==:at-^-b, a et h étant deux constantes qu'on peut prendre
respectivement égales à i et à o. On en déduit

p(^|œ,o/)==R[p(^ii2,^)],

R étant u n e fonction rationnelle : pw est donc une transformée depw
et l'on a

^2 = aw 4- b^'^ Q!-==. CG.) -h <^û/,

^ 6, c, rf étant quatre entiers. Réciproquement, il est clair que les
équa t ions

x=pw\^ R(p(v)], r^pSï'l^jPn'R^p^)], z=f{pw, jVu"),

où /* est une fonction rationnelle quelconque de y et p^, représentent
une courbe ell iptique située sur F.

Gela étant, écrivons du sous la forme (rS ) (n01), avec H et K poly-
nômes en z (1), et supposons que les lignes singulières de du so i en t
formées de génératrices et de courbes elliptiques C^.. . , C^. Les
équations de ces courbes peuvent s^écrire z=j} [p (^[Û^ Û 7 / ) ,
p^l^ Û7,)] ==F,[p(^|û, Q^, j/(^|a û')] les/, et ies F, étant
des fonctions rationnelles, et les j)(w, SÏ^ ^-)» comme p(w ] 03, co^^
étant des transformées dep(^|û, O'). Pour abréger récriture, nous
adopterons simplement comme équation de C;

^==:a/(( ï ' ) ou ^=a/(.-r),

cii ('.r) étant une certaine fonction algébrique du point {x, y); la
notat ion sera suff isamment explicite d'après ce q u i précède.

En retranchant de l'intégrale f P dx -4- Q dz la combinaison
«-' .

1ht Log \ z — a ^ Ç s c ) ] la différence n'admettra plus à distance finie,
comme courbes logarithmiques, que des génératrices de F; on pourra
donc écrire
(77) f ^=WZ[A(^ , .:z')^+B(^ x)dz.]

( 1 ) Les différentielles indépendantes écritos élanfc dx et dz.
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avec
r N

au'-^•^ç(^•)^(v -SS—B-
W=-e J , Z=Ij[^-a,(^):l^-,'

/'^i

A et B.sont des polynômes en z à coefficients rat iûnnets en .y, y [ou,
encore, en p ( w [ Û , ^), jy(w|Û, iV); ç (w) est une fonction ration-
nelle de p (w[û , fl') et P'^IO, Û') et nous supposerons essentielle-
ment pour commencer, que l 'intégrale LogW==ow-f-" ^ cp(^)rf^ w ^
réduit pas à une combinaison logarithmique, à résidus ré/lionne f s : ce
sera l'hypothèse (H).

41. Réduction de F expression du (conditions d'intégrabilùé). — Ceci
posé» nous présenterons d'abord des remarques préliminaires sur la
réduction des expressions (77 ) ; en principe cette réduction a été
indiquée déjà par M. Ermakoff ( 1 ) ; mais, au. fond, elle const i tue
l'extension du procédé employé par M. Emile Picard pour la réduct ion
des intégrales de différentielles algébriques à deux variables. Écrivons
pour ( 7 7 ) la condit ion d ' in tégrabi l i té

/ ., ,V" hi àA. [ r dW ^Â/<(^)T,. àKw ^^ + „ = w -^ -1-^7 p + ̂
/•=! , |__ /=-! J

On en déduit aussitôt (2)

(79) A(a,, x) -+- ^.B(a/, .:y) =: o.

Supposons, alors /^ =^= — ï ; posons
N

F(^a-)sjj[.s-a^)]

( 1 ) tournaide Crelle^ t. 131, 1906, p. 56. Cet aiifceur s'était proposé clé coust-ruire
toutes les différentielles totales de la forme a (.r) X (AW.z'+B^), a (.r) et les a/ (v)
étant des fonctions quelconques de '̂.

(2) Cette relation exprime un théorème connu, c3û à Euler, sur les facteurs intégrants
de A ̂ .r^-B ̂  ! ! . ,' / 1 , ! ^ ! ! ! ^ ! , ! ! . ! ^ .,
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et retranchons de du l'expression

^AW•^^v{''l•^}'
on trouve aussitôt, en vertu de (79), que là différence possède encore
la forme (77), les h^ n 'é tant pas modifiés, sauf Ai qui est, remplacé
par /^ -4-ï. De proche en proche, en retranchant de du une expression
de la forme û ? [ W Z P ( ^ , ,'r)| (P, polynôme en ^), on peut donc sup-
poser que pour la différence

, ! du i === d ( u — WZP ) -==. WZi ( A, dx + 3^ d^ ),
on a

:s

Z,= ]'{(.--a, )/•-,,
l == 1

chacun des^- satisfaisant à l'une des conditions ̂  (^)> — i ou ^/== — i
(avec /c^=h^ entier positif). De plus, si l'on a

s Ai=:a^+. . .+^0, Bi==(3y^4-. . .-+-PO (^T^0).

on peut toujours supposer les /^ choisis de telle sorte que
N

^^+/?^0.

/ == 1

Écrivons alors pour du^ la condition d'intégrabilité (78) ; d'après
l'inégalité précédente le premier membre de cette condition sera
exactement d'ordre p — î W ^ et, en vertu de l'hypothèse (H), le
second membre sera d'ordre q exactement; on aura donc q =p — i (?o)
et, de plus :

/^ , V (3y dW o?(V
(80) a, (^^P =^-^-+^.

\^i /

Or admettons d'abord que les h, ne soient pas tous nuls, et sup-
posons p ^ > N — i ; on trouvera

^_1——^[pçW"2iF.<5--a,^]=WZi(A^+B^)
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avec
^»,.-_„f^^w^^V+
-1 — ^/f,+p \W ^ ^ -̂r ; " ?

.B:=^,.^-1--}-...,.

D'après (80) la différence

da,- ^———^|-^WZ,F.(^ - a)!'^]
^ A / + p :

sera donc de la même forme que du^ mais avec A^ et B, de degrés
respec t i f s^—i et q— 2; d'ailleurs, les ^ (/^:) (qui ne peuvent dimi-
nuer) ne seront pas modifiées si l'on prend a-=^a^Çx), De proche
en proche, en retranchant de du^ une expression de la forme
C / I W Z ^ F P ^ (z, x)] (Pi 5 polynôme en z\ on peut donc supposer que
pour la différence

diu ES d ( u, — 'WL, FPi ) =: 'WZi (A,2 ̂  -+- Ba ̂  )

A^ et IL seront de degrés respectifs N — ï ^ N— 2.
On aboutirait à la même conclusion si tous les k^ étaient nuls à ceci

près qu'on aurait As (z, x')=-ciÇoc\ B2==o, soit
du^ d(u, — WPi) = "W^(^) dx.

En définitive, A^ et Ba étant ainsi précisés, on peut écrire

du = WZi (As dx -h Bg ̂ ) -^ ̂  fwZi ̂ Y
\ Va /

Pa €t Q^ étant des polynômes en z^ avec
N

^^ïl^ ~ aiyci~/t'•
i==.l

42. Propriétés des exposants de du. — Cela étant, il est aisé de voir
qnaucun des exposants de Z^ ne peut être égal à—ï : car supposons
par exemple / C i = — - i ; l e résidu en a^ de la fonction rationnelle
de 5, WZi B^, doit être indépendant de x (1). Or le résidu en a^
de Zi Ba est rationnel en p (w [û, Q'), p' (^[ û, fY) ; en vertu derhypo-

(1) Car toutes les déterminations de u sont de la forme A^"+"B (A et B constantes).
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thèse (H) le résidu de W Z, B, est donc nul . On a alors B^ (a,) ==: o,
d'où, d'après (79), A., (a, )=o : c'est dire cpe l'exposant k, est nul.

On p-eut donc supposer que tous les k, ont leurs parties réelles supé-
rieures à—î. Or, moyennant une substitution linéaire T sur z ( i ) iîest
loisible de ramener deux a, (dont l'un peut être r.=oc) à coïncider
avec les points 6^==o, c^==i. Supposons que T transforme aussi
d'autres a^ {oc) en des valeurs constantes ^ 3 , . . . y c^; nous pourrons
écrire ainsi :

M ' :S-M1 •
duï= ̂ ^lï13 ~c fy£ i IT^ ~ ̂ (<wA3 dx - Ba ̂ ).

f= l 7=1

aucun des ay (.r) n'étant constant- Je d is que tous les exposarïts Ày rfffj
,s—^/(^) w^ rf^ entiers (nécessairefflent pô'sitifs, d'après ce ^ qui
précède).

Observons d'abord qu'on peut écrire

¥ f 9 { z ^ ) d z ,
JQ

^==W 1 9(z, ̂ )^
JQ

'en posant
M N — îî

0(^ ^^^^(^-^^^[s-a^^)^^^^^
.=1 y==i

'et, puisque ( 2 ) ^ == e^ ('== i) est ' une ' intégrale première de
A3 rf;r -4- Bg ^s" == o, on aura, quel que soit a",

(81) , @(^)^ Ç 9(^, ^)ds=CW--1 (C==const.),
••'o

fintégrale étant prise, par exemple, le long du segment rectiligne L
joignant les points o et r . Or, faisons décrire à (x\ y ) sur la surface
de Rienxann (76) u n , chemin fermé J^tel que l'un des a^ (•cc)y a^ {x}

( 1 ) ïl extôte d'ailleurs une inanité de transformations T répondant à la question; nous
en préciserons bientôt une s'il y a lieu. On observera que l'opération T est une transfor-
mation bi rationnelle de F.

(2) Cette application du théorème d'Euler a déjà été faite par M. Ermakoff (îoc, cit.) et
antérieurement (selon cet auteur) par M. Korkine dans un Mémoire écrit en langue
russe. Ce sont précisément des équations de la l'orme ( 8 1 ) qui fournissent à M. Ermakoff
la construction des différentielles qu'il, avait en vue.

Ânn. Éc. Norm., (3), XLL — NOVEMBRE ÏQ'Î'^. \ 44
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par exemple, tourne autour de ^==0 et désignons par a^ (x),. . . y
Oy (x) tous les points aj (x} qui, en même temps que a,, tournent
autour de z ==o et reprennent leurs positions primitives en même
temps que (^,y). D'ailleurs, on peut exclure de ce groupe tous
les dj d'exposants Xy entiers (positifs) : il suffit, en effet, d'incorporer
les(/s—a.^correspondant à A;} e tBy. Enfin, si la sommer, 4- ... -{-^^
est elle-même un entier, on pourra tou jours particulariser la trans-
formation T de manière que l'un dès Oy (y=i , . . . , v) coïncide avec
^=oc(1).

Cela étant, la disposition initiale du groupe < ^ , . . . , ^ v par rapport
à L dépend de la posi t ion initiale de {oc, j) ; si celle-ci, est telle que
les points traversent L dans le sens directe! dans l'ordre a^ a ^ y . . . , Oy
(par exemple), après le cheminement de ( x , y) sur ^ © {x) sera
devenue :

(82) £ i £ 2 . . . £ v © ( ^ ) + ( ï — — £ i ) f 0 ^ 4 - £ i ( l — £ â ) ( ' Q d z ^ r . . .
J Q JQ

4-£^...£^(I~Ê.) f / Qdz (c,=^^/).
^o

Or on peut effectuer l'opération précédente en prenant comme position
initiale de Çx^ y) un point quelconque de ,Ç (tél., par exemple, que
les ctj traversent L ' d a n s l'ordre a^ a,^.,,..., Ovy <^ , . . . , a^,^); on
trouvera en tout v expressions de la forme (82), et chaque fois le
second membre de (81) se mult ipl iera par le même facteur constant H.
On obt iendra ainsi v équations (E). Or, quand x sur ^ dépasse un
point .r tel que a^ (^), par exemplêy franchisse L en a^ (a?), © (^)
reste continue en vertu de l'hypothèse faite sur les \j ; deux relations E
consécutives sont donc valables en un même point x, et ainsi fie suite.
Les premiers membres de ces relations seront linéaires par rapport aux

f " 1

v intégrales (i — ej) | Q (^, x) dz^ et les seconds membres serontvn

( 1 ) Ce résultat peut être obtenu, du reste, avant même la réduction de (77), puisque
cette réduction ne modifie la somme Xi-(-...-+-Xv que d'iin entier. Les considération&
suivantes s'étendent aisément au cas plus général où les aj se répartiraient en différents
groupes, ^"i, ..., ^(j, les points du groupe go tournant autour de 6p.
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égaux à (H — i ) © (;r). Or le déterminant des équations (E) est égal à (1 )

A(£,, ..., 6v)=E=

£3 Sg . . . £,/ 1

£3. . .£v £3. . .£^£i

c-i £2 • • • ^ï £2 £3 • • • £v—i

Sa • • • • £3^3 • • • ^v—î

l ... £ 3 . . . £^—^

£v£.l £y£ . i £2 . • •

= : ( l — £ i £ 2 £ 3 . . .S,,)\

D'après notre hypothèse sur les a;, A est /sûrement diflerent de zéro.
Mais alors il résulte aussitôt des équations (E) que chacune des inté-

^ C l j [ X ' }

grales / 8 {z, x) dz est proportionnelle à © (,r). Or, si l'on a par
^o

exemple
^fïjW ^l

/ . 9(3,.c)ds=K @(5, x) <fc,
»/Q <-/(»

en faisant tendre ^y(^) vers Oy on en déduira que K est nul, et par
suite que le premier membre est identiquement nul. On verrait de

{ "/•' •t '
même que toutes les expressions 0 (^ oc) dz doivent être EEEO;

*• i..t

par suite, l'expression W 6-1 f 6 (z, x) dz, qui n'a pas de pointsJQ
logarithmiques, est uniforme sur le plan s; comme elle n'a pas de
points essentiels, elle est rationnelle en s; dès lors, on peut sup-

poser W FO (s) dz incorporée à W Z, ^ (n° 41), ce qui revient à la

supposer ident iquement .nulle : on doit donc admettre que tous les Àj
(y = = = ï , . . . , N — M ) sont des entiers (positifs), c. Q. F« D.

y—m

Maintenant, s'il en est ainsi , on pourra incorporer j_J[ (z — a^) \-

( i ) On obLient aisément par récurrence la valeur de A : pour passer d e v — i à v, on
développera A suivant les éléments de la première l igne; tous les mineurs seront nuls, à
l'exception du premier qui est A (£2, E.-}, ..., £v- i5 £ v £ i ) = = ( i — s i . . .ev)r'1 et du dernier,
qui, pris avec son signe dans A, est é^al à — - £ v A ( £ v S i , ss,. .- £ v - i ) = = — - ( ï — S l • • * £ v ) v , t-
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à A$ et Bg et écrire (pour Nrï i ) :
M

du^ WjJ(^ — ^-)^(A3 ̂  -}- Bs ds).
7=î

Mais sioiis avons vu qu'on peut supposer A 3 de degré N — i au plus
(pour N^i) ; en vertu de'(79) Ag doit s 'annuler pour z==c^.. .„ c^;
il est donc identiquement nul; et il en est de même de Bg, sinon le
produitWBg devantétreindépendant de x^ 1/hypothèse (H) ne pourrait
être vérifiée.

En définitive, il est donc établi que Fexpression (77) est nécessaire-
ment de l'un des types suivants :

ï° df.(.-=d[WZP(z, ^)];

on a
N

Z=]Jt>-a,(^)]^,
1 == 1

aucun desA^+i n'étantun entier positif,et l'un au moins des /^n'étant
' pas entier; P est un polynôme en z.

: ^ du-=d[WZP{z, o;)]+Wa(.:r)^; 1

on,à » , '
N

Z^J^-a,)^
î ; 1 , , ?=:i , ! "" ' •

tous les w, étant des entiers négatifs. ,

43. Séduction de F expression du (conditions d'uniformité), —
Réunissant les deux formes précédentes et modifiant la notationy
nous sommes ainsi ramenés au problème suivant : Soit uni système

(83).
u = W'iZi Pi( z, x) -4- rWî h, (x) dx,

y = W^IVC^ .r)-^ f'W^^) dx, •
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où Von a

LogWy == aj w 4- j o/ ( w ) dw (j == î , 2 ) ;y W .

N " ^

Z, =][J> ~ a,^)]^ ^=][][[^ - a,(^)r< ;

les 9j sont des fondions elliptiques (1), et.Log Wy ne se réduit pas à
des sommes de logarithmes de fonctions elliptiques ( f ) à résidus ration-
nels; les k, (ou les h,) sont des entiers négatifs pour b, (ou ^)^=o;
îes a,, b^ b^ et les coefficients des polynômes en ^, 'Pi et .P^ sont des
fonctions el l ipt iques ( ^ ) : on propose de dé terminer tous les sys-"
ternes (83) dont l'intégrale générale est uniforme en u et 9.

Nousallons montrer tout d'abord qu'ondoà avoir P^ b^ =oetP^b^=o.
En effet, supposons qu'on ait, par exemple, ^ ̂  o, et qu'il existe

un pôle (soil z = o) deZ, qui soit effectivement d'ordre p pourZ , P, ;
posons z = es,, u = €~PU^ v = ̂ v^ q étant égal àp^ ou à o,suivant
que s == o est un pôle d'ordre/?.; ou un point régulier pour Za P_>; puis
effaçons les indices de s,, ^ i ,^ . Pour q 7^0, le système (83) sera rem-
placé par

(84)

W r,! • Wî1 "•— ——c,{^)iiz^̂<^(.r)[î -r^^t(^) -+-.. / |==e^JWtÀ,(^)^

^(^)[i 4-£s^(.r) -h. ..] = e^ (w^b^x)dx
W^
^y

{ c ^ c ^ d ^ d ^ ^ . . fonctions algébriques de x, y); et pour ç =o (84)2
sera remplacé par (84)^ bis :

(8^bis p—.W2Câ(^)[^(^)4-£^(^)-4-.. . j==o.

Or développons la solution du système précédent suivant les puis-
sances de £y.soit

5 .=: ̂  -+- £ s, -+-... y .'r == .TO + £ ̂ *i 4- o . . (et w == Wo -+- e w, -h... )»

Comme au ïi° 9, on trouvera ^==A Log uqv~py ainsi que ;s^; puis ̂

'(1) C'est-à-dire rationxieîles en p (w |Q ,û ' ) et p ' (w[Q, Q',) (n" 4.0).
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et z^- seront donnés par un système l inéaire à dé t e rminan t non nul (î).
Pour i in fér ieur à p (si q = o ) ou à la pins pe t i t e , r, des quantités p , y,
l 'uniformité de ZQ eta-o entraînera celle de .^, et a", ; pour ?===/? (ou r) un
secorsd membre au moins du système l inéaire en ^, w, contiendra
soit l'expression | W^yè^ clipy soit .l'expression j W^yb^dw (dans
laquelle (v serait remplacé par M^,). Supposons que ce soit la première
et désignons par w = ^ un pôle de o^ (w) ou dey6, (exprimé en w);
ZP et x^ cont iendront un terme en

[ A Log-( u^v-f1 ) — T? ou en Log- [A Log ( u^ V-P ) — r]

et, par suite, ne pourrontêtre uniformes autour de ^=o.
Il fandra donc que W ^ y b ^ se réduise à- ^a1"'1, auquel, cas on. pourra

réunir le second membre de (8.4)^ au premier. Le même résultat
s'appliquera ensuite à (84)2 si. q est positif ou , si, q étant nu l , ZaPa
possède au moins un autre pôle s=a, (fini ou non), c'est-à-dire
si ZQ Pa n^est pas indépendant de z.

Nous aboutissons ainsi à la conclusion suivante : Pour que les
fonctions x (u, P)y y (&/, P), zÇu, v) définies par l'inversion d'un sys-
tème (83) soient uniformes, il est nécessaire et suffisant que ce système
possède Fune (2) des formes suivantes :

(85) u^W,Z,P,(z,x), (^WAFM^ ̂

(86) c -= Wi ZPi {s, x), p = AVâ b^x ) dx.

44. Formes des systèmes (S). -— Occupons-nous d'abord du sys-
tème (85). Pour simplifier l'écriture, nous poserons

\l. V "

Z,P,=I^~^)\ Z,P^IJ(^~a,)^ ( v ^ N ) ;

quelques-uns des a, pourront être algébriques en p{w\ iî, û') et

( ' ' ) Comme éliint éû;ril an (Jétermiaaîit .———' (iaiis lequel CEI aurait remniacé s par o,
I.) ( W, Z ) ï î î

w et s par WQ efc ^o,
(2) Le cas ou Zi Pi el Za Pa ne contiendraient pas z ne peut être envisagé»
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j/ (^I^Û7) , ce qui, d'ailleurs, n'a pas d'importance pour la suite.
^App l iquons alors les résultats du n0 9 au domaine du point a,-; le
système

/* v /•» v
au'-i- î '^chv «• •-,.. Sw-4- ï 'bdw -Ta -a-

u=e J j j(^-»^,)^, ç^e J < ]||^-^
/• =-; 1 /• = t

ne pourra avoir sa solution uniforme que si Foxi a
<»•

v
(87) A-, f QCÙV — h, ^^A^+V (/,• ,/^. — 7i,A:y)Log (a, —a^ ==:€/• (C/=const.).

7--=i
(./^^

Supposons (rcibord que o ̂  ^ T?^ soient pas identiquement nuls; écri-
vons alors les équations (87) pour deux valeurs quelconques f, i" de
l ' indice; 9 et 'sp ne pouvant se réduire à des combinaisons loga-
r i thmiques , ces deux équa t ions ne sont pas distinctes. On a donc
k, À,//—/^,/c^==: o ; ceci ayant lieu quels que soient i\ z7', on tire de (87 )
h^ \ ^dw — ki f '^dw = C,;; on peut alors poser

(p ==y3-, ^ "= 5^, /^•===7'^/i /^•==ôx/ (y, ô, %,-== COnst.);

le système (85) est donc de la forme

aiv-t-Y |,5'(<r)c/iv Bw-i-5|-5"(iv)c/w
(88) ^=:<? J Zï, ^=:e J Z0,

avec
v

Z = ]["][ ( ̂  — <2,)7^- et a<5 — (3y = î) yé o.
i=i

On tire de (88) :

^^=^^1, ^^pf-Log'(^p-î)1, ^^^^^^(^^-Y)^;

^ etj ne seront donc uniformes que si ̂ 7 et 2-^ sont des périodes
de p(w|^y ^O-

Je dis maint enant que z (^, (;) ne pourra être uniforme que si l'équation
Z (^ w) = ̂  (o^ ̂  <°̂  regardé comme une constante) donne pour s une
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fonction uniforme de t. En effet, en même temps que le système
hdw

x =: pw, y = p'w, 0^'= ^°P-Ï, Z eJ w = u-^'^'

(B = p'D, a = = a ' D ) , tous les systèmes qu'on déduit de celui-ci en
mul t ip l iant u8^ par une constante arbitraire h devront aussi avoir
leurs solutions uniformes en u et ^. Or, soit z == ^(n^) un zéro de—
(qui n'annule pas Z); dans le voisinage de *C on aura,»

•zJ^^^o^) +^(^) (z - OM-. .. [^2; ̂ (^) ̂ o]. .

Déterminons w'o par l'équation ^o (^o) ==== ^y'^^^^^o et ^o étant arbi-
traires, mais tels que g\ <^o) T^'o et calculons'À par la relation .

e^^hu0,^;

puis effectuons la transformation
u [ U Q ( l - J ^ E i u ) , . V [ Po( l -̂ - S^)? w| Wo( 1-!--S^r), .5 j Ç(^'o) -+- £S ;

à la l imite , notre système deviendra
Â^ __ •u y

• • ' tlp ̂  'Dçy > t•?'l (lwo ') 's ' ̂  §Q ^ '̂<1) ) ( — (3/ « -4- ^/ c ) — ^o ( ̂ a )' w-

Quel que soit^o^o)? comme on a ao — py ̂  o, le second membre de
la dernière relation ne pourra jamais s 'annuler identiquement, et,
pour i^> ï , 2 sera une fonction mulliformé de u et ^.

Ainsi donc Péqualion V —^— == o n'a pas de racine finie (4), et l'on
aura

V 'Ki — '__^ _^ _ _ „ /
-̂ "J ^5 —! df (s — ^i ). . . (z — a^.)

Changeons, .s en z^^.; en verlu du résultat précédent/on devra avoir
. ^,== ï ou v ==. 2.Le second cas se ramène d'ailleurs au premier par une
substitution linéaire sur-s (car x^ -h x^ == o); et,'en définitive, le ,sys~
terne (85) sera de la forme 1

,o\ aw+Yp(M'}rfw fïw-hol^{w}dw s;(89), n-=.e J „ ^ï, r — < ? , ^ , • ^°;

( 1 ) On serait parvenu au même résultat en appl iquant le théorème II,
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on en tire
I» Q, „ —D|jf.iv)/hr. '̂•'rr: «""Pt.'7- c* J

Quand u (ou ç^) tourne autour de o, j^Çw^dw augmente de 20 (ou
de 2CT'); — 2T:^3 — 2CT et 2iu a — I-ÎCT' devront donc être des multiples
de 2-îu.D, et ces condi t ions sont évidemment suffisantes pour l'unifor-
mité de s ('1).
" Supposons maintenant que y sou mil; d'après (87) ^ devra être nul ,
à moins que tous les /^- ne soient nuls (ce qui nous ramènerait au cas
précédent avec y == o). Or, posons a^ — aj == bj, d'où a^ — aj = b^ — bj.
Les équat ions (87) écrites pour i -=-- 2, ..., v sont distinctes par rapport
aux i n c o n n u e s : car le dé terminant fonc t ionne l des premiers membres
par rapport aux bj cont ient dans sa diagonale le terme irréductible

(2Î)——W [a^ec (y) = À, A,- h^
i' ;> . . . Lf'j

et si quelques-uns des Ç i i ) étaient nuls, (21) par 'exemple, on envisa-

gerait le ferme également irréduclible ' ^ y41^/" r' • • • • ^ résulte
donc (2) des équations (87) que les h/ sont des constantes, et moyen-
nant le changement de z — a^ en Z y on peut supposer qu' i l en est de
même des aj.

Le système (85) est donc de la forme

^==^^Zi, ^^re^Za
avec .

't V •

Zi== IJ (z - c,Y^ ^H (^ - ̂ y)^
7=1 ;=2 ' .

les Ci étant constants. Éliminons w; il viendra ir-^ ==Z7^Z^; comme
tout à l'heure (3), on montrera que le second membre peut être réduit

( 1 ) D'ailleurs, aux noialions près, le système (89) esl identique citi système r étudié
an n0 9, et il peut être simp'ifîé coniine ce dernier système.

( t 2) On écarte ie cas où tous les (y) seraient nuls : on serait alors raiiiené au système (^9).
( 3 ) Comme le second membre ne conlieni pas w, le résultat sera une conséquence

immédiate du théorème de Briot et Bouquet {voir la note du n° 10, p. 282),
Afin. Éc. Norm., (3), XLI. - DJÊCÇMBRE 1924, 4^
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à.s^, d'où il résulte, que le système (85) s'écrira :
( 90 ) u =. e^' V .3ï, c -=. e^' Z ̂  s s

avec
v

• ^ ' . . %,r=îî(,-—^.)^ et a r î—f iy^o .

En se servant des notations (7) on pourra écrire :
3=U-^^', ff11^ ^"^-T'Z-1.

Pour que sa solution soif uniforme, a'et [^devront être entiers; suppo-
sons-les positifs, par exemple; comme on peut toujours admettre
qu'aucun des ^ n'est n u l , l 'uniformité de x et dey exigera que 2'7î^y / ,
ird^ et 2'^iKj soient des périodes de p(U | CD, co'}.

Il nous reste à envisager le système (86). Dans ce cas, x et y ne
dépendent que de P; on a nécessairement C) P = e^\ et l'on voit
aussitôt que les systèmes (86) à intégrales uniformes rentrent comme
cas particuliers de (89 ) (avec S == o).

45. IJhypothèse (H) nest vérifiée que par du. Retour au problème (A.)). —
Examinons maintenant te cas où l'hypothèse (H) du n° 40 n'est vérifiée
que par du; ainsi du conservera sa forme (75), mais dv s'écrira :

(91) ^=^•(^)IJ[.-—ay(^Q] / l ;(A^-+B^),
7=1

k étant rat ionnel et aÇx) étant une fonction r a t i o n n e l l e dep (w[^, 0')
etjp'(^'|û, Û^Cn^O). Comme au n°9 , effectuons la transformation
5—o,(^)|£s, suivie^e u^^u et de 9[ c71^. Le système limite

/ ; // = W^^/ ^ 1 C (^), ^ =•= ,^/4'1 D ( .r )

est alors du type F du n° 9; il ne peut être identif ié à F que si l 'on
prend S == o (avec les notations du n° 9); d'après la forme actuelle de ^
l'expression désignée au n° 9 par Y est une fonction e l l i p t i q u e ; a(n°9)

(1) Le cas v == w du problème ( Bi ) ne peut se présenter actuellement en raison de
l'hypothèse (H). . ,
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est donc nul , et l'on se t rouve ainsi dans le cas part iculier sig'nalé à la
(in du n° 9 : ainsi donc kj el h sont des nombres rationnels et l'on pourra
poser

N

(9^) , ^ (^IJ [ z - a, (,^).p, = 1̂  (^, y, ^) ,

p et y étant en t ie rs (et premiers entre eux) , et R étant rationnelle. Or
il est toujours possible ( ' ) d'effectuer une transformation

L
R*7-+-Ày=:Y,

r,
telle que y, et par suite R^ soient rationnels en ̂ , Y, s; soit y ==r(a?,Y,.^).
Mais la transformation

.r=X/ 7==-r(X, Y, Z), z=ï

' change le cylindre (76) en une surface ^(X,Y,Z) , et le système (^)(2)
en un système de la forme
(98) u=^^, ^=Jl,(X, Y, Z)^X+^(X, Y, Z)^Z,

4. et 'iHî é tant rationnelles en X;, Y, Z et \^, &, «f étant de formes analogues
à Wi , Z , , P^ ; d'autre part, on trouve d'après (85),, (91), (92) :

ôx . , — ' 1 • ! ' ^ »
^ = = R ^K^./, .5),

p
^ étant ra t ionnel le en x, y? s; H/^ (et, par suite, Y) doit donc être uni-
forme en u et v\ a ins i le système (98) aura son intégrale générale
uniforme en u et (^ et, par suite, en v et en U==Log^. Maisie nouveau
système s'écrit :

r ^ U . ~ _ e ( X , Y , Z ) ^ X + ^ ( X , Y , Z ) ^ .
(94) j ^ ^ ^ ( x , Y , Z ) ^ X + ^ ( X , . Y , Z ) ^ [^X,Y,Z) -o] ,

s et cô étant rationnelles en X, Y^ Z; et le système (94) est un système

( 1 ) Si X est choisi arbiLrairemelU, on tirera immédiatement f de l'équation (76) jointe
à (Y—Xy^ssR^ . ' 1 1 . , • ' , „ . . , ! 1 ! ' .

( 2 ) Comme au n0 43, on verra sana peine que si u est de la forme ( 83. )i l'uniformité
de (.r, j, 2) entraîne ^i ̂ o (ou Pi == o, ce qui conduit à un second système qui n'est
qu'un cas particulier du précédent).
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(A.^) (n 0 2) attaché à la surface if; pour que son in tégra le générale soit
uniforme, il doit rentrer dans l 'une des catégories résultant des
recherches de M. Painlevé.

46. Énoncé de la solution générale du problème (A^). — Cette solution
a été donnée sous forme explicite par M. Painlevé lorsque Vintégrale
générale de ( A ^ ) — oude(Q^) — renfermealgébriquement ses constantes
d'intégration : S doit être alors une surface hyperelliptique de Picard,
un cylindre elliptique ou un plan.

Premier cas. -— Les seconds membres de (<)4) doivent coïncider
avec deux différentielles de Picard de première espèce indépendantes
attachées à 3?; X, Y, Z sont des fonctions hyperelliptiques de U et v:

Deuxième cas. — L'équation de S ayant été ramenée à
(95) • ' ' -T^^-Q^—Q^

une substitution linéaire (qui remplace U et y par u^ et ^) donne au
système (g4)-l 'une des formes :
. . , , .. • ., ! X-c/X . dX . ,

. •- ! du.i= àL -^ s. —^—- î . dv^ == —^ ( £ = o ou i ),

, dÏ s fY+p^ ' - 1^X , dX .
• ^^ï^qp^^'4"2^^' ^^"T ( £ = : O O U I ) -

pa =p(a; Gs, Ga); C^ = ?(a; Ga» ^3).

Troisième cas. — L'équation de S ayant été ramenée à Z= o, le sys-
tème (94) peut être réduit (par une substitution linéaire) à l'une des
formes :

. d'X. • . (^X , ,„., 1 , . 1 1 1 ' 1 , a^i==--^-'? •dUi= -^-1? ff^i=îaA, ': 1 1
1 1 ' y^ • i ^ i ".'v. 1 1 ,

,- . ' . , . j\r • ^ • ' • •
1 1 1 1 . ' ! ! , . cù^-^'-^-ï .^.^rrr^Y, ' (iî^=. âY. • ^ 1 .

Lorsque, de quelque manière qu^ôn leschoisisse, l'intégrale générale
da. (94) ne. peut être une foncliaa algébrique des deux constantes
d'intégration, K intégrale doit être une/onction semi-transcendante des
constantes', en d'autres termes, on doit pouvoir choisir lès constantes
de manière que l'une d'elles figure algébriquem.ent. D a n s c e cas.,
M. Painlevé, se plaçant dans l'hypothèse plus générale où rintégrale
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possède un nombre fini de branches.» à obtenu six types distincts pour
les systèmes (Aa). De ses résultats il nous sera facile de dégager .les
formes de. ^ et de.(A,.) — ou de (94) — lorsque l'intégrale est uni-
forme ( f ) .

Premier cas. — On a pour (A's) : • •

.dm == dz ̂  H ( X ) dX, dv, = ^X,
•sL

î 7
H(X) étant algébrique en X^ -y— devant être uniforme, H(^) est uni-
forme; H(X) est donc rationnelle en X et la surface S se réduit au
plan Y = o. On peut écrire (2)

X = = < ^ , Y==o, Z^e^P^ [ p( Pi ) fonction rationnelle].

Deuxième cas : • .
du,^ dL +H(X)<a?X, ^===^,

H(X) étant algébrique en X (et uniforme en ^,); il existe donc une
relation y (H, e^) == o où <p est rationnelle en H et en e'11 qui donne
pour H (^) une fonction uniforme. H est alors une fonction rationnelle

. . ' îi. ! ! ' ! ! " ! ! !

de e " (n entier); moyennant une substitution ^ == nv^ et une trans-
formation rationnelle sur X on peut supposer que H (X) est rationnefie,
S se réduitencore au p l a n Y ̂  o et l'on a

^ • X=:<?% ! Y==o, -Z:^"^^.

Troisième cas :

(^6) • ^==^+H( I X,Y I I )^X, 1 ^=^ :

[X et Y liés par (gS)]. La fonction H, algébrique en X et uniforme
en (^, est une fonction rationnelle de
... , • - . ^^^(^tû,^), -ïsy/C^liï,^)

. ( J ) La réduction à la forme canonique n'exige ga'iine fcrajisfornialion birafcioûnellâ miS
et une substitution Iméairesur u et v.

( ï ) Voir la note précédente.
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avec û ==aoù-h eu)', û' == cco -+- d^\ a, 6, c, d entiers et 200, 2ùy,
périodes primitives de F,,. Or, si 'l 'on effectue sur ^ la transformation
rat ionnelle

^ X=:/-(Ï), Y^Tr^X),

le sYstème (9^) conservera sa forme actuelle (96) (avec de nouvelles
valeurs pour Ga et G») et H sera rat ionnel le en X et Y. Moyennant cette
transformation 'préalable nous pourrons donc supposer que déjà,
dans (96), H(X, Y) est rationnelle en X, Y. ^ se réduit au cylindre
el l ip t ique (90) et l'on peut prendre

X-^, Y=j:/^ Z^e^W^^^^

\ © (^), fonction ra t ionnel le de X et Y) .

Quatrième cas :
du, =r. d^ + H ( Z ) dl, dp,=dl.

Cinquième cas :
. d\. „, , ,-, . ,ry . Cl/^du^ == --y- -4- H ( Z ) dL, • cl^i = -y- •

Dans ces deux cas, X et Y sont liés par (95),. on voit comme plus haut
que la fonction algébrique (1) H(Z) doit être rat ionnelle en Z; et S se
réduit encore au cylindre ell iptique (95) (2). On peut prendre

X= p[^i+p.(V)+2A.Lo^(V—^)],
Y = p7^ + p(V) + J^Log(V - a,)],
Z = V . , , ' ' ! ! ! •
(V== ^i ou <?^; p, fonction rationnelle).

Sixième cas :

^=^4-H(? ,ÇO^, d^^.t\ ^ ! - Ci

( 1 ) Dans le quatrième cas H(Z), ei dans le cinquième ZH(Z), peuvent êti'ô supposés
non constants; autrement on retomberait sur un système antérieur.

(2) On peut aussi considérer les systèmes comme attachés à une surface elliptique;
si l'on revient aux notations de la deuxième partie, on remplacera <^X : Y par <^U, Z
par (S,Ï)Cf. Comptes rendus^. 179, i9%4?P- 74° •



SUR LES FONCTIONS UNÏFOKMES DE DEUX VARIABLES INDÉPENDANTES. 35^

avec " '

(97) • , ^=4P-^-^ îî-^-y^—^;

comme au troisième cas, moyennant une transformation préalable, on
peut toujours supposer que H(T, Q est rat ionnelle ' en ï, ^ (et que de
plus H ne se réduit pas à a •/(,). Les coefficients de (94) sont alors
rationnels en X, "Y, Z, la surface ^(X, Y, Z) = o étant une surface
hyperelliptique (elliptique) dont les points correspondent biration-
nellement aux couples de points des courbes (97). X, Y, Z sont donc
rationnels en

- y </i + j 9 ( v, ) dv, ; g-^ ^3 , p' u i -1- / 9 ( ̂  ) d^ ; g^ ^3 ,

P ( ^ i ; 72' y?) . P'O'i; 72 ,7:0

[y (^) fonction rationnelle de pï^ et p^J.

47. Démonstration (Tun lemme. — Appliquons ces résultats à notre
problème actuel, et pour cela, démontrons d'abord le lemme suivant
qui nous servira fréquemment dans celte discussion :

LEMME. — Pour qu une expression

- , |P(.r,y)rf.r JQ(s} ds
(98) du = e^ ' dx 4- e^ d^

[P rat ionnelle en (^,y) etQ rationnelle en z] attachée au cylindre (76)
et dépendant à la fois de x et de z puisse se mettre sous la forme

du == J11^'4-^5 (A dx -+- B dz)
„.-"

(R, S, À, B rationnelles en x, y, s) il faut et suffit que le coefficient
de dx dans (q8) soit rationnel en (x, y) et celui de dz, rationnel en z.

La condition est évidemment suffisante ; montrons qu'elle est
nécessaire. Or A :B devant être égal au quotient d'une fonction de a?
(nécessairement rationnelle ( { ) en x, y ) par une fonction de s (néces-
sairement rationnelle) on aura

: A=ZC, B = X C ,

( 1 ) Pour le voir, il suffit de faire -z == const. dans A : B.
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X étant une fonction rationnelle de (.r^y), Z étant rationnelle en1^
et C en x,y^ z. II en résulte

„ jR^dJt.t•+-S^dz . ,du-^eJ {Ldx-^-Xdz),

expression qui ne peut être de la forme (98) que si l'on a

R, lX+X / =o==StZ+Z / .

Mais on doit supposer XZ ~=f=- ô ; on pourra donc écrire :

- C î i d . z-' /-
du-=ze v ^ ^ z ' " (Z ̂  -+- X ^-s). c. Q. F. û.

48. U1 intégrale est une fonction algébrique des constantes : premier et
second cas. — Cela étant, supposons d'abord que l'intégrale dépende
algébriquement des constantes arbitraires et que la transformée c^deF
soit hyperelliptique (premier cas du n0 46); dans (94) ^U, devant
coïncider avec une différentielle totale de première espèce pour ^, ne
peut contenir aucune différentielle logarithmique; et, en se reportant
à (93^, on en déduit aussitôt d\]=v.dw : dès lors la sur face S possède
deux faisceaux de courbes elliptiques. Faisons alors u = const. (d'où
X = x == const. =X); dv se réduira à.

N

l̂"

7==1

^ ̂  ̂ ]J (^- a,)^B(^j, z ) d z ;

de plus, dans (94)2 ^ IX, Y, Z) rfZ doit être une différentielle abélienne
de première espèce pour une composante irréductible y de la courbe
^ ( X ^ Y, Z) ==o (de module constant). Par suite (1), le nombre N des
facteurs de II ne peut être que 3 ou 4 ; s'il est égal à 4? o^ aura :

(99) [<?(z}Y=(s—a,)(z-a^{z—a^(z--a^,

moyennant une substitution linéaire sur z ( a) on pourra supposer
que a^ a^, a^ sont constants et, comme y est de module constant, a,,

(1 ) Les résultats suivants supposent qu'on a effectué au préalable sur z une substitution
linéaire à coefficienrs constants.

(s) C'est-à-dire une transformation birationaelle sur F.
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sera constant. Si N es£ égal à 3, y sera donnée par Fune des formules
l [9(--)]3=(^—^)2^~a,)2(5-a3)2,

l<?W=(z-a^(z-^a,Y^-a,)\(100)

l E?^)]6^^—^)3^-^)^—^)5,
a,, a_>, a;î pouvant être supposés constants. Dans tous' les cas, puisque
dv est une différentielle de première' espèce pour ^ on aura

dv == ;3 dw •
dz

^{zY
mais y (-s) n'est pas ra t ionnel le ; d'après notre lemme, l'expression
précédente n'est admissible pour notre problème que si l'on a (3 ==o
et le système différentiel s'écrit alors

P{l.V , r^,'
aj --rdx , - -^ .= e ^ ï —, ^ = e v " dz,( . O ï ) du : y

Second cas. — Supposons maintenant que S ne soit pas hyperellip-
(ique; ^, devant être la transformée rationnelle du cylindre (76), ne
peut être une surface rationnelle : S est donc birationnellement iden-
t ique au, cylindre (95). Les génératrices de (76) et (95) se correspon-
dant nécessairement , on passe de la première surface à la seconde par
des formules telles que :
(102) .^r(X), j^Yr^X), ' z = p(X, Y, Z),

p ' /. dx
d ou dw=: -y-,

/* et p étant rat ionnel les . Nous nous bornerons d'ailleurs àla première
des deux formes données pour le cas actuel au n° 46 : aussi bien, la
seconde forme rentre comme cas particulier d 'une forme envisagée
plus loin (n° 49^). Nous aurons ainsi :

^Log//,=^Loê-(WiZiPi)

( io3)

^X y ^Z+ Xc/X'
Y ' ^ V ' Y

d9 = ̂ ^JT 0 ~ ajV; (A dx + B dz}

dX.'

(s == o ou i).

,7'==1-

^dX.
^^^e^

^nn. Éc. Norîîi.y (3) , XLÏ. —DÉCEMBRE i924« 46
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Or z est rationnel en Z ; on a donc y == p, d'où Z, P, ==i et W\ == e^\
• (avec S 7^ o). Faisons alors x == const. (d'où X = const.) dans (10.3)2;

il viendra
N

^(.-.,^,8^=0.

Mais si cette équation admet une intégrale ra t ionnel le .s == p (X, Y, Zj ,
une substitution linéaire effectuée au préalable sur z permet de rame-
ner cette intégrale à la forme z = Z'", en sorte que Pon a

IN ' ^ ,1- '
• ̂ j j (.s—ff^jB(^, r, z) ̂  S'z 1"11"' /"

• ! ;==l - ,

et,'en portant dans (io3)a, on en déduira :
J. ^rv v ,,/v

s^Ait-r, j', s) r/.z? =: (3 —- + sô ——— (A, fraction rationnelle).

Or une telle égalité exige que ZA^ [/"(X), Yr't X), Z^ | soit i ndépendan t
de Z; on .a donc soit A^-ESO, j3 == o ==== £, soit w = = i . iMais, puisque
y-^.'rrr: Y^^X, cçtte dernière hypothèse exige que X soit rationnel
en oc etj : on peut donc prendre x == X , j == Y, z =-= Z, et en dé f in i t ive
le système (^) est de l^une des deux formes ( { " " )

.r^^r ï-=— ( l d z '
(104) c/u=eJ y , <-/c=='e m ^ £ dz,

, K \ ' , a d^ dx , (3+eô.:^ , ^ ,(105 ) , , du = e J y —y dy = i———— dx + o ^3.
1 1 ' ! ! ! J. rl

49. L'intégrale est une fonction semi-transcendante des constantes :
troisième cas. •— Supposons maintenant que l 'intégrale générale de (94)
ne puisse dépendre algébriquement des deux constantes ; la surface S ne
pouvant être rationnelley les deux premiers cas du n0 46 sont inadmis-
sibles; envisageons alors le troisième cas.

On aura encore des relations de la forme (102) et, de plus, on

(1) Foir lanot©(1) dun06^ p. 267. La même remarque s'applique aux systèmes suivants,
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pourra écrire :

[dZ
( ^[J-=:â?Loê'(WiZîPi)=^^r -4-7 dL -+-H(X, Y)^X

! \ ^ ' •
I ̂  = ̂  ÎT (z — a^i ( A cijc -+- B ̂  ) -: p <^ -h ô [ ̂  4- H ( X, Y ) dl\.

(106)

'Si l'on fait dans (106)2 x == const. (d'où X == const .) , on en déduira
(pour § -=^ o)

^•n(.-a,y.B^=|.

Or s doit être une fonction rationnelle de Z; ainsi., moyennant une
substitution linéaire préalable sur z on pourra supposer que

<îa-Â',lï(,s—^)-Â•;•B-l

se réduit à l 'une des deux expressions

fît s ou m \/52—i

72 //l . 1 . , r , . '
(m, entier), ce qui donnera 5 == 1^ ou s == ^ " Comme x ne
dépend que de X, l 'équation

€ s.__„ ̂ = [3 dx -¥- § H (X, Y) dX ' ' -
• " m v^2 — r. •" J

entraîne A^o, H==EO, p == o; de même Inéquation

JL A^=:p^+o^H(X,Y)^X 1 ; . '
m 5 B • v . . ^ ^ ! •

exige soit A===o, H==o, p == o, soit , , " • • ' • • ' • •

' • ! ' " : • .H(X, Y)rfX.-==À(.r,r)^, . • • - , . - .

À étant rationnelle en x, y . De plus, on devra écrire selon le cas
y d^ 1 ! - . / dz \

ciV = a rf^ •+" ~"—/ „ ! 011 • d\] = y:dw -4- 7 —— + À dx ,rn\/z- — i ^ 1 1 . . . ! , ' ! """,., \m^ ! /

et, d'après notre lemme, la preulière hypothèse entraine ^ = o, Z, P(=^I ,
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Moyennant un changement d'écriture nous aboutissons ainsi aux sys-
tèmes
( 107 ) ii == e^, eu' == --=====: ?

( 108) u == e^^, p ==(3 (F + ÔT, T == Log-^ 4- ^ A (^, y) dx.

On a supposé § =7^ o. Pour S = o, on aurait ^ == [3^p et l 'examen
de (io6\ (où l'on fait a? == const.) montre que z=7^^r; on retombe
ainsi sur un cas particulier du système (108).

50. Quatrième cas. — En plus des relations du type (102), nous
pouvons écrire les suivantes :

^U=^Log(WiZiP i )==a[^^4-H(Z)^Z1+y^Z,
N ' , ^ '

[I09) \ dv =^•]^(5—ay) A ; (A^+B^)=(3[^w+Il (Z)^ZJ+o^^^^
[ /= i

On en déduit
—pLoga +aç> =:(a<5 — |3y)Z;

s/fonction rationnelle de Z, ne peut donc être uniforme en u que si
l'on a p = o. Faisons alors dans( î09)a x == const. ; l 'équation obtenue
doit pouvoir être résolue par une fonction rationnelle s == p (X,Y,Z) ;
moyennant une substitution linéaire sur z on peut donc supposer que
z == Z^. D'autre part, si l'on fait \> == const. (d'où z^= const.), on voit
que u devra se réduire à e^ x const. ; on peut donc écrire

rw ' fl-nf^ '
(uo) u^e^^ | (s—ajy1,, ' ç^e^ ) J z ds

/==i ' 1

(m, entier; a^ const.), système qui comprend (10.4) comme cas
particulier.

51. Cinquième cas\ -— On a alors, avec ( iô2 ) ( 1 ) :

^Loga==^Log(WiZiPt )=a[^+-H(Z)^Z]+y^.

(ni) • ! ' . N • . 1 1 ^ J ^
^ == ̂ n^^— ^)^(A dx^ B ^ )==(3[ r fw4-H(Z)r fZ]+<î—-

C 1 ) On a substitué la notation a à a pour éviter toute confusion plus loin.
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Faisons dans (i 11)3 x == const. (ou X == const.) ; inéquation

.I]>-̂ B^H.-|
/ = i

devant être 'satisfaite par une fonction rationnelle z == p (Xo, "Yo, Z), la
N

courbe .s, == HT (^ — ajY'j est rationnelle; moyennant une substitution
/• == i

linéaire sur ^ le second membre de cette relation peut donc être ramené
L

à z^ (p et q étant deux entiers premiers entre eux); et, si l 'on.pose
•s == 'Q1, ^p et, par suite, t sont rationnels en Z. Cela étant, on déduit
de (i 11) :

(,.„ }^..B-p[2^^.p-^]^=î^'^

et, si l'on fait z = ̂  Z = e^ l'équation précédente devient

R(«^=.,

R (*C) étant ra t ionnel le . Elle doit être vérifiée par une fonct ion uniforme
de t (rationnelle en Z); donc, moyennant une substitution linéaire
sur ̂  on a Ç === Z'" (m, entier), c'est-à-dire

(n3) z == (—y——",) (û;, Z?, c, d, fonctions elliptiques de ^).
^'C/j -+- CTy

Nous allons montrer que q est égal à i ou a.
En-effet , on déduit de (ii3) :

m aï " J ad — ô<?
•"1 ' " ' "1 ! • ' ' ijz^^ 1 " " ^ T T : 1 ^

„ ' ,^~- 6^ ' ' 7 / \ — c ^-l- a/ -

d'après (ï 12) on aura donc

( ^ — 6 y ) ( a ^ — ô c ) f,, ^ .rV/7 7 -^r ^ 1-i———' ' \————f-==.\Lzfî-\-^\.)\d—bz '7; [—c5'7-4-aj ,
TYÏ/ US , ' . '

L et M étant rationnelles en 5. Supposoas d'abord q =7^ i ; en écrivant
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qu'il y a dans l'identité précédente en ,s des termes semblables qui se
réduisent, on obtient soit q =~ 2 (etp =- i), soit q = 3 (et p == i ou 2) ;
mais, en passant à l ' identification des coefficients, on trouve que le
second cas est impossible. Reste y == 2. Or, exprimons que les coeffi-
cients derf<rdans( in)a sont égaux de part et d 'autre; nous obtiendrons

a^s- A-+- 12B ̂  ^^-^•^^(a^—a^+^-c^) v/^ -+- (cd'—c/c^z = ^;• ( ad — bc . y

il viendra donc
^ u ̂ - B ^ _ _ _ , .À- A — ., ...—JÈ4^— ,Ct' JLr —s— 7~r'h———————ï'ï^ î fct' •• *• —— • w -»••» î

J3(5-^3 + Bs) B2.5 -4- Ba

les nouveaux coefficients ne dépendant que de x. Or, si rexpression

, ""' 1 , B^^+B^
_________Vf

ÎÎ^S -h- BS

est une différentielle exacte, elle se réduit à d/cLos v ̂ ~a{x\ ̂  \ - en
^-^a^) N /

multipliant z par une fonction rationnelle de Çxy y ) on peut supposer
<2(;z")=i ; on aura (3 == o; a71 et les a, seront indépendants de x^ ce
qui donnera :

N ! . • _

(i i4) ^ == ̂ a?^T( z — ^•)/-/, ^ == A- Log v^^ fou ^P == ^ds 1 •
^i \/^-+-i L ^(^-QJ

Supposons maintenant y == i, d^où, moyennant une substitution
linéaire sur iz^z=Zm. Dans l'expression de «, les oy et les coefficients
de P/ devront être indépendants de x; de pluSy ( i i i )a se réduira
à A(<y,y) <^+-B(^) ds. D'après le lemme du n0 47 on aura donc :

^=:(3^+R(^)^

(1) Ou à d[a(^) •\fz \ ; niais cette forme ramènerait à {no).
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Or actuellement (n 0 45) on doit supposer a •=/=. o, ce qui donne :

H(Z)=WZ—V--^--—,' / a Awl z — a ^ a Z
I -= 1 '

d'où
H(,)=êV_AL-^(,--.P2)_x / a ^ — i c . — f/y \ a / m s

/•=i

et l'on pourra ainsi écrire :
N r N -i

(ï iS) ^ = ̂ JJ(^ — ^y)^» ^ = P | tT-' -'-2 ̂  Log(^ - c j ) -+-,5 Log^.
/=i L =1 . J

52. Sixième cas. — On doit avoir :

dV =- ^JLog(W,Zi Pi) = a^ -h ? f$ + H(Ç, Ci) <],
^1 L ci -1

^ = ̂ Î~T( z—a^(k.dx ^ B ̂ ) = 7^ + ô f^ -+- H(Ç, ÇQ â?ç1.1 -^ =^j^(,s—ay) / c /•(A.^^B^)=7^+ôf^-+-H(Ç,Çl
S A . C,i [_ ^i J

Si la surface S est de modules quelconques, elle ne possède que
deux faisceaux elliptiques; etauxgénératrices du cylindre (76) corres-
pondent les courbes de l'un de ces faisceaux; on a donc nécessairement
j ^ ^ ^dw = — ou dw == — '

Si ^1 ' . .

i° clw^—1 : x et y sont des fonctions rationnelles de /( et t^ (à
Ci • '" , • •

coefficients numériques); on a de plus ô -^ o : sinon, on en déduirait
8 ̂  o, et à cause de la présence de (— il serait impossible de satisfaire
à (ï x6)/. Cela étant, faisons x == const. (d'où Ç = const.) dans (ï 16)2 ;
il viendra

' 1 ' N • . ! ! , !

" • • 1 €^ / L < | ^ ' (S——^•)^B^==<Î S

! ! ! 1 1 1 /^l • 11 1 ' ! , , ! ^ 1 1 -
équation de la forme

. . - . ̂  . ,;-;1 //\ . 1 , 1 1 1 , 1 1 dz ^ . . . . ^ 1 ' 1 ! ! ' ! ! . .(ii7)', 1 ^ ,-1, ;„' ,,,•-=-.-, . ^ ^ . , ^ . •dz _ d^
'^~ Et
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avec

( 1 1 8 ) .̂ ïl =: <t ( 5 ; oc^ y) (m entier; <D, rationnelle en -s).

Or (117) doit être vérifiée par une fonction rationnelle z (^ ^) et, s'il
en est ainsi, .̂  sera rat ionnelle en (2;, "^) : la courbe (97)1 est donc
une transformée rationnelle de (nS), et d'après (117) — est une
différentielle de première espèce attachée à (n8); par suite, une subs-
t i tu t ion linéaire sur z ramène (118) à la forme ^ == y (;s), cp (^) étant
de l'un des types (99) ou (100). Mais alors, d'après le lemme du n° 47,
ona

1 A. SE 0, • • y "+- M == 0,
Ci

et ce dernier résultat est incompatible avec l'hypothèse que nous avons
faite'sur H (n° 46, ad/in.).

2° dvp == ̂ : dans (ï i6)a faisons .r=:consi. (d'où ^ = const .) ; il^
viendra

N^^^(^-^)Â/B ̂  == |I + ô H(Ç, ço | ci^
.B-JL [ Ç,i ^ j
7=1

équation qui peut encore s'écrire, moyennant la notation ( ï i8 ) :

( 1 1 9 ) ^=[7+.oH(Ç,Ço1<.^i L?i J

Or (119) doit être satisfaite si l'on prend z=.r(^, ^), r étant une
fonction rationnelle de '(, Ci (à coefficients fonctions de I; et ^) ; par
suite, (i 18) est actuellement de genre i au plus; supposons d'abord que
cette courbe soit rationnelle.

N

Moyennant une substitution linéaire sur;?, TT(^—a^y^ doit alors se
11 . ^ ',. ! ! '

réduire à / (p et q entiers premiers entre eux) et l'on déduit de (i ï6)
la combinaison

020) ^p^^B(^y^)+â(^ ^=(^â^py)^.
1 \ ;.=:1 / •
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Or, d'après (97)2 on peut poser *(== p ( t ; Yi,Y./) , ^ ==p" (^TuTs) ;
/ i\

de plus ^ ^ = = = s / devra être rationnelle en t et ^, c'est-à-dire ellip-
tique en t : mais ceci est absurde, car on déduit de ( 120}

( î 2 i ) ' ! R(52: .:z-, r.)^2 = aô—(3y,

R étant rat ionnelle en z^.
On doit donc supposer que la courbe (118) est de genre i, et,

d'ailleurs, de module constant; après une substitution linéaire sur ^
N

l'expression ^3 E==TÏ (^ — a/)^ se ramènera donc à l ' une des
^==1

formes îp(^) données par (99) ou (100). On pourra donc expri-
mer ^ et ^3 comme fonctions e l l ip t iques d'un paramètre T [à coef-
ficients indépendants de (^,r)J; et, en procédant comme tout à
l'heure on déduira de (116) une combinaison

^ (^ î ^»J)^ = : : a ô—P7

analogue à (121), et qui ne pourra donner pour s une fonction ration-
nelle d e Ç e f c Ç , que si elle coïncide avec ̂ = G, C étant nécessairement
une constante absolue (qu 'on peut supposer égale à i). Mais alors ^ est
une fonct ion rationnelle des seuls arguments Ç et ^, et nous savons
déjà que C^,r) ne dépend qu e de (^^); s idans (n6)a0n faiti^ ^ const.,
on en déduit que les coefficients de dx et dz ne doivent contenir
respectivement que oc et z : d'après le lemme du n° 47, on aura donc
Aso, â==o, et, en procédant de même sur (116)^ on montrera que
les a, sont constants, en sorte que le système différentiel se réduit à

dz
( I2â) a=^w]J(^-^•)/S ^=^y.

;==1 ,

Pour être complet, il nous faut encore traiter le cas où f possède
des faisceaux elliptiques d'équations

(i^3) a^+6^==:o (ab^o).

Anri. Éc, Norm., (3), XLÎ, -- DÉCEMBRE 1924. ; 47
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A un facteur constant près (que nous négligerons) dw sera donc égal
au premier membre de (i23). Faisons alors ;r==const. dans (116)2,
nous aurons :

N

( t a4 ) a" 17 ( s - ay )*; B ( x, y, ^ ) ̂  = ( y - 0& ) rfs + o H ( Ç, Ï, ) rfÇ.
. •- JL v. Ct / t, j

On procédera sur (124.) comme sur (i 19), et l'on montrera que ̂  est
définie par une relation (118) de "genre s et (pie, moyennant une
substi tut ion linéaire sur 5, z est une fonction rat ionnel le de Ç et Ç,
(à coefficients numériques). Dès lors, si dans (i 16)2 on fait ^ == const.,
on en déduira

N^'o' ( ' s ~ a ^ ^('/ A dx == ̂  'IA'T"S
/==!

ce qui ent ra îne encore 2t===.K:)==ê, et le r a i sonnement s'achèvera comme
plus haut : on ne trouvera donc pas de forme nouvelle. •

53. L'hypothèse (H) n est vérifiée ni par du ni par dv. ~ Nous allons
terminer la discussion en supposant m a i n t e n a n t que du et dv ne
vérifient plus l'hypothèse (H,) du n0 40; le procédé du"n° 45 s ' appl ique
encore/et moyennant une transformation rat ionnel le
( î 2 5 ) ; ^=.r(X, Y ,Z ) , y-jCX/Y^), , ^==^ (X ,Y ,Z )

qui change (76) en J ( X , Y , Z ) = = o , le système (S) peut être trans-
formé en un système, (à intégrale générale uniforme) : '
( 1 2 6 ) du ~~ -h dX 4- \^ elY, dç> == 8 dx -h (0 dy,

r,^, ̂ , ©, (ô étant rationnels en X, Y, Z. Bornons-nous à de rapides indi-
cations sur la discussion.

I. V intégrale est une fonction algébrique des deux consta/i tes ^inté-
gration. Premier cas : La surface S esthyper elliptique. -— La transfor-
mation (i25) change y^ dx en une différentielle de première espèce
attachée à § et n'ayant que deux périodes. Supposons que dz figure
dans du, par exemple^ et faisons-y ,r==const.; du se réduira a u n e
expression de la forme a^IlÇz—o^'Brfs qui devra^coïncideravecune
différentielle de première espèce sÇ1 dz attachée à l 'une des courbes ( 99)
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ou (100). D'après notre lemrne, on dédui t de là que du se réduit
à —1; on ! aura alors d^== arfçp4- S^î et l 'api).lication du l emme•^i ^i
montre que (<§) est de la forme
/ . , clz , f/,:,r(..7) ^OTT)' ^y

Deuxième cas : Lci sur/ace ^ est un cylindre elliplùfîle. -— Supposons
que dz figure clans r/p; conime au n0 48, l'examen de dv donneras == Z"';
pour m2 •=f=. 15 on trouvera (en tenant toujours compte de la ilote ( ' ' ) de
la page 267) : -

1 f d"

( 1 2 8 ) du -=. dx-, eu- -= ^m ~ ' }J T' dz ;

pour m21-^!, on aura
( , , , dx , . , dx ^ ,
\ du ==: [a 4- ys,:?;) — -+- y a.s, (T/i' =: (p 4- ds^r) — •+ o "^

V "'"' iJ / i t. •

( (£==o Oïl l; a o — p y ^ z f o ) .

II. ^intégrale est une fonction se/ni-transcendante des constcmles
dv intégration.

Troisième ccis. — Une substitution linéaire sur z ramène (^) à l 'une
des deux formes
( i3o) u -==. a w -\- yr, pr^p^'+ûr, T==Log.s4- f h{x^y)djc (aô1—py^o),

C'ZJS
( î 31 ) ^ == a w, af-' == —=——- •

^ / s 1 — î

Quatrième ccis. — On doit avoir :
; N

[ du = a^'l 1 {3 — â^^-CA^ 4- Bds) ̂ adw 4- [aH(Z) 4-i3] • cTL,

W} 1;:1 . ! ^ • , ; • •

( ^=^TÎ(5~ay)A / (C^4-l)^
• 1 - / == î . •

Comme précédemment ( n° 51), on voit que les courbes
: ' , ! 1 1 ! /N , ! ! - 1 1 1 , ' N !

31^I:I(-5~:^)///Î , ^^Il'c^-^)^ 1 . '' • .
, . . !

 1 1 ; ,' - 1 ,=1.^ •1 , ^ ! , ^ \ 1 1 , ; /-i ^ . ! ! ^ ;
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sont ra t ionne l les ; on peut donc écrire

. ̂  - _^^v
^-' / 5 --^^^J

(P e^ y» premiers entre eux ; r e t s premiers entre eux; a, 67 c, rf,
fonct ions elliptiques de w). D'ailleurs, si l'on pose z === tq^ d'après (iSa.)^,

/'
^, tq et, par suite, t sont rat ionnels en Z; d'après (132)2, ( • , )
et t seront rationnels en Z, ce qui exige soit & = = o = c (ou â==o==rf ) ,
soit y== i (ou s == i), soit y == 2 == ^ (abcd= o et jo = i== r). Dans le
premier cas, on aura :

Wt Wg

du == 5"^ ( A dx + B ̂  ), û^ = ̂ "^ ( C ̂  -T- 1) ̂  ),

m étant le plus petit commun multiple de q et s; et d'ailleurs, cette
forme reste encore valable p o u r ^ = = i , par exemple, à condition de

j-
prendre m^-==-m. Ainsi zri sera rationnel en Z ( ^ ) et l'on déduit alors
de (iSa) :

/ îïî mî. \ r i -
[ a z ^ ,0 ~ y z ^ B; ̂ r= aS ~ py,

ou
R(Ç)^=.Ô~^

en posant -3-='C" et R ('() étant rationnelle en 'C. Mais la fonction Ç (Z)
définie par cette équation ne peut être rationnelle en Z que si elle se
réduit à Z (à une substitution linéaire près surZ) et l'on a ainsi z^Z"1;
B et D sont donc indépendants de x; A et C, indépendants de z.

Pour m2^!, on déduit de notre lemme (n° 47) les relations
j î==o===y (ou a==o=â) et l'on a

(L^i\ (îî
(i33) du'=.^dw^-h\z)ds, dv = e^ U z dz [h{z), fonct. rationnelle].

( I) Car il existe deux entiers a et b. tels que--—— ==—•
. c! s w
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Pourw^i (soit m==i) , on trouve, moyennant une transformation
rationnelle préalable sur (76) :

(i34) du =y.[dw+ h(z)dz]-^ydz, dv = §[dw -r- h(z} ds] -+- S ds
(aô—(3^o).

Enfin, on constatera aisément que l'hypothèse ç==2==5- doit être
rejetée.

Cinquième cas. — En procédant comme au n° 51, on aura a vérifier
une égalité de la forme

[ n- m 1 / - - J L \ / ' I \ / -
[a^D(^y, z ) — y z < î B(^,j, z)] \d — bz ^[—cs^ 4- a) •==. ̂

On trouvera y ==2 ou i. Dans le premier cas, on sera conduit au sys-
tème
(135) du == <x dw -4- h(z) dzy dv == —=—^——;

^(•s—i)
dans le second cas, au système

(136) du == a[dw -4- A (.s) ̂ ] + y —*'•? û?p== û[<^w+ À(5)^-s] -h §—-
Z 3

Sixième cas. — Une méthode analogue conduit (^ ) au système

(187) * du==.-——) dv == adrw-+• h(z)dZ)
(?(s)

ç (z) étant toujours donnée par (99) ou (100).

54. Classification des systèmes (^obtenus pour le cylindre elliptique. —
Nous allons montrer que tous les systèmes (s) quon vient d''obtenir pour
le cylindre elliptique dérivent de trois formes simples. A cet effet, nous
poserons

w-4- fh(z)dz =5 A, Log5-4- fh(x^')da:== B,

(l) On montrera, notamment, qu'on doit avoir 5= ç(Ç, Ci), y étant une fonction ration-
nelle à coefficients numériques; et en s'appuyant sur le lemme du n° 47, on établira que
Pune des deux formules -sis=n (2—ff/)^-, -Sâ==n (-s—^/y^/ (qni> ^ priori^ représentent
des courbes de genres ^i)so réduit à î==I (ou à ^2=1).
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|À(^), rationnelle en ^ et ^(^j) en (^y)] et nous désignerons
par Ao la valeur de l'expression A pour

: /,(,)^V-,A/_.
v / ^W .; —— Cy

7=1

Ces notations admises., les systèmes (101), (io4), (107)? ( î ï o ) ,
(i 14)5 (122) rentrent dans le type

( S ) u^e^, • .^—^y .

^ ==A (s) étant une équation de Bri-ot et Bouquet , à intégrale générale
nniforroe.

Les systèmes (127), (128), ( î3 . r ) , (T'Î3), (i35); (137) sont du type

(:r) u=^1 ^=^v

Le système (108) est de la forme
( II ) u •=. c^'+ï", ^ =.(3 w + ffî ;

et le système (i3o) a la forme
(II') , a == an- -}- y B, (/' =: P w ^.ÔB. ! , ' , , !-

Le.système (ii5) s'écrit . ' «

( III ) u == êaÀ"+ï ILO^^ ^ == p Ao 4- ô Log s,
et le1 système (i36),, , . •
(Iir) ' ^ u == û:A -+- y Legs, P •== [3A 4-ô Log.5.

Enfin , les systèmes Y I O Ô ) , (129) et (ï34) rentrent dans les types
respectifs
(IV) u=e^, v^^+^z-^ { h ( x , y ) d x \ ,

(IV^ u =ra(p -+"y ;5 4- ? h^x^y) clx , P =r pw 4- ^ p 4- ^ h{x^ y ) dx\,

(V) ' ' « == aA-l--75,' ,^=.j3 A 4-0^, - '• „ • :

et, rappelpnsque les systèmes (89)01(90 ), précédemment rencontrés/
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s 'écrivent actuellement :
( ^ i) ft ~Z~. e^'-f-'^ (.,» -^ ^,p'n'-+-SB

(Vil) u ̂  ^aAo-^-Lo^ ^ ̂  ̂ A,+oî,og^

Cela étant, on observera que (IV) est une dégénérescence de ( I I ) obte-
nueen remplaçant dans ( I I ) , z, h, ^ par i -4-£^, £À, ^--^et en f a i san t
tendre £ v e r s o ; de même, ( IV) est une dégénérescence analogue
de ( I I ) ' . De plus, ( V ) est une dégénérescence de (lit).. qu'on ob t i en t
en remplaçant dans .(IIP) z, y, o par 14- £.^ £- ^ " e t c-'o; ( I I ) est une
dégénérescence de (VI . ) résultant des transformations p î --h^, ^£(3,
o\eS. De même, ( II/) est une dégénérescence analogue de ( I I ) ; ( I I I )
et ( lll1) sont des dégénérescences de ( V I I ) et (F)est une dégénéres-
cence de ( I ) . F ina lement , si l 'on observe que A n'est, qu 'une forme-
limite de, A,, ob tenue par coalescence ou. croissance indéf inie
des a/;, on peut affirmer que le système (.s) coïncide avec l 'un des sys-
tèmes (r^), (.s,,), (.s,) énumérés aa n0 6, ou avec l 'une des dégénéres-
cences de ces trois systèmes que nous venons d'écrire.

CINQUIÈME PARTIE
LES SURFACES ELLIPTIOUES ,DE GENRE ZÉRO.

55. Les courbes ellipticfues de la surface F . — Si la surface F est
i r régul iére , il ne nous reste plus q u ' u n cas à envisager : celui où e l le
est une surface el l ipt ique de genre p^=o. Pour • obtenir la .forme
générale des expressions u correspondant .à une telle surface, nous
commencerons, d'après le théorème I» par déterminer les courbes F
de genre 5i appartenant a F.

Tout d'abord, F ne peut posséder aucune courbe rationnelle [à l'ex-
ception de certaines courbes K(n° 24) décomposées] :: car les trans-
formées d 'une telle courbe par les substi tutions (53) formeraient sur F
un système co\ ce qw est impossible ( t ) .

( 1 ) G.CASTELî^novo'etF.'ENRiQUES, t̂'n. di Mat-.^ ser-nî, t. Cs-ï^o^. ,11° 17 •du
Mémoire. 1 1 ^ 1 ' ' ./ , • ! , ' ! ! , ! ' , ' ! ! ! ! ' , ' , 1 ; ,
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Je dis maintenant que si les courbes C (n° 24) sont de genre ©>i,
F ne peut posséder aucune courbe elliptique en dehors des courbes IL

En effet, s o i t F u n e telle courbe; considérée comme fonction d 'un
point de F, l'intégrale de Picard U (a° 24) est une intégrale abélienne
de première espèce pour F; les coordonnées d'un point de F s'expriment
donc au moyen de deux fonctions elliptiques p(U|o)^ oo^), et
jVCU;^ , oj^) âvec (^ ) .

^ -=.A^ -t- B.G)', w\ ,= Cco + D u ' (A, B, C, 1) entiers).

Soit alors U/ l 'une quelconque des n valeurs de U, incongrues
modd.2Û, 2Û' ,qui correspondent au point ̂ ,j, z de F; d'après (52),
on aura pour les valeurs correspondantes Wy de W :

^^.^^[^(Uyl^,^),^^^!^,^); ^ (Uy]^^) ,?^^!^^)]

(W, fonct ion rationnelle des quatre arguments). Ains i donc W, et T
[d'après (36) J seraient des fonctions elliptiques de U/, de périodes
primitives 2co2, 20^; mais alors, d'après (5i), les coordonnées^, y,^)
d'un point quelconque de F seraient des fonctions rat ionnelles
d e p ( U | û , ^^(q^^), p(U,|c^ 0, ^(LI / IO^ co,) et les
courbes G, d'équations U==consî:, ne pourraient être de genre CT'>I.

Supposons donc C T = = I , et recherchons s'il existe sur F d'autres
courbes elliptiques F que les C et les K. F coïncide alors avec Furie des
sept surfaces que nous wons étudiées (n^S et 29). Appelons T le rapport
de deux périodes prumtives de l'intégrale U, et désignons respecti-
vement par T'et T^ les quant i tés analogues relatives aux intégrales de
première espèce attachées aux courbes C (de même module) et à F.
Des considérations développées tout à l'heure il résulte aisément
que l'on a :

^^î7^ (ad^bc^o)^
c TI-+- d ' ' h

a, è,c, d étant entiers; de plus, comme les courbes G découpent une
involut ion sur F, on a encore

^ê."^ (A,D,-B,C,^o),

( 1 ) Car tout cycle de r est un cycle linéaire de F.
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A,, Bi , G,, , DI étant encore quatre entiers. Il suit de là que les rapports
de périodes T et ^ sa t is font à u n e re la t ion b i l i néa i r e à coefficients
entiers, soit

(i38) • . T/=^^ (AD-BC^o) ,
V^ (. -T- î'

A, B, G, D pouvant être supposés premiers entre eux dans leur
ensemble.

Ainsi clone, si, pour CT == i, il exls(e sur F des courbes elliptiques
n 'appar tenant à aucun des faisceaux t C| et |K|, la surface F (qui était
déjà singulière, au sens adopté par M. G. 1-îumbert pour les surfaces
hyperell ipt iques) sera doublement singulière.

Cherchons à déf in i r ana ly t iquemenfc r. La surface F est l 'image
d 'une invo lu t ion a p p a r t e n a n t à une surface de Picard F; cette involu-
tion n'ayant pas de point de coïncidence sur F, aux courbes elliptiques
G, K, F de F correspondent respectivement sur F trois courbes ellip-
tiques ( ^ ) C, K, I\ Or les coordonnées (,r, y, s) d'un p o i n t de F
s'expriment actuel lement (n05 28, 29) par des fonctions e l l ip t iques de
deux paramètres U, V. Le premier, U, devient égal sur F à la valeur, U,
d 'une intégrale de Picard de première espèce; soient 200 et STO) les
périodes de Xy y , z considérés comme fonction de U. Le second para-
mètre, V, se transforme sur F en une intégrale de Picard ( 2 ) de
première espèce, d i s t inc te de U ; d 'ai l leurs, on peut mul t ip l ier V par
une cons tan te de manière que les périodes de x , y , - z par rappor ta V
soient ^ O Û ^ C T + D ) et 200 (AT -i-B). Cela étant, sur F les courbes
C, K, F appar t iennent à trois faisceaux el l ipt iques; -et comme F ne
possède que deux intégrales de Picard de première espèce l inéa i re -
ment indépendantes ( s o i e n t II et V), l 'équation de T sur F sera de la
forme

a il + b'\7 === c (a, b, c ~=~ consL) ;

(^D'après la foi'nnilô de correspondance (le Zeutlien.
(2) Car sur tout pûint de F ne corrpsporu.î qu1^ seul couple U, V (à des couples de

périodes près).
^{l.ii. Éa. Korni^ ( 3 ) , KU. — DÉCEîpnE IQ'.^. 4^
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donc, sur F, l'équation de r sera

(189) f f l î -+ .^V =:c.

On obtiendra la représentation paramétr ique de F en remplaçant d a n ?
les expressions de x ^ y , 5,le paramètre U par -— bt et V par al-+-c' :
ainsi p(^|co, O)T) et p[al\w (Ar-hB), C O ( C T + D ) ] devront être liées
algébriquement^), etpar suite, il devra en être de mêmedej)(^/[o), a)')
et p (&/|co, û/). Pour qu'il en soit ainsi, il faut que :

i° Si ^ est quelconque, & : a soit rationnel ;
2° Si T est un nombre algébrique du second degré, b : a soit de la

forme a + VT (p. et v rationnels); la fonction p(U|ùL) , CD') arfm^ ^or-y
Ici multiplication complexe, et F <°.̂  trwiement singulière.

Ces. conditions sont d'ailleurs suffisantes pour que F soit une courbe
elliptique.

En définitive, après multiplication de U par une constante convena-
blement choisie, toutes les courbés elliptiques F appartenant à F seront
données par le tableau suivant :

Les courbes C sont de g-enre CT > r . . . . . .
/ Les courbes C et K ne

se correspondent pas
ra t ionnel lement :

Les courbes C
sont

de genre CT= i Les courbes C et K se
c o r r e s p o n d e n t ra-
t ionne l lement : II.

a. Courbes K.

b. Courbes K et C.

c. Courbes
m'U -+- n Y == const.

(w et n entiers).
d. Courbes

(mU-f-(/Zi-h^âTV)=:const.
(Wi , n^ n^ entiers).

(I . Les courbes C et K n ' adme t t en t ̂ pas la mul l îp l i ca l îon complexe.)
( IL Les courbes C et K admettent la mult ipl icat ion complexe.)

Ce point acquis, nous allons construire les intégrales de Picard de

( 1 ) Car, d'après les n08^ et 29,j est une fonction algébrique de p ( U | œ , o/), ets une
fonction algébrique de p [V| oj (AT + B), w (G-: -4- D}] ;'ory et z (qui ne sont pas constants
sur F), çcmt algébriquement liés sur T.
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troisième espèce I, appar tenant à F, et dont les courbes polaires sont
formées un iquemen t de courbes el l ipt iques I\

Dans le cas a, la réponse est immédiate : si fÇo^y y, z) = A est
l'équation du faisceau l inéaire | K j , 1 est une somme de la forme

. A - À,I î^^ a /L oê> ;i . î = = = . , ayi.uë.——=~

Dans le cas 6, 1 est égal à une expression I, augmentée d'une
intégrale de la forme j [a -j- ç (U)] ^U? a -+- o (U) étant une fonction
el l ipt ique n'ayant que des pôles simples et a d m e t t a n t les périodes de
Tinlégrale de Picard de preinière espèce de F.

Dans les cas c et rf, la formation de 1 est moins simple. On sait,
d'après les résultats de MM. Baguera et de Franchis que l ' invar iant p
de M. Emile Picard est égal à 2 pour toutes les surfaces ell iptiques
dont le faisceau elliptique est formé de courbes elliptiques (même
dans les cas c et d). Deux courbes C et K consti tuent donc une base
pour la totalité des courbes algébriques de F; en vertu d'un important
théorème de M. Severi on est sûr alors de pouvoir former une intégrale
de différentielle totale de troisième espèce J", ayant seulement comme
courbes logarithmiques une courbe C, une courbe K (choisies une fois
pour toutes) et une courbe quelconque r : V pourra alors jouer le rôle
d'élément simple dans la réduction des intégrales de troisième espèce I.
Toutefois, au lien de J', il nous sera plus commode de former un
nouvel élément de réduction J qui devient infini sur F et sur plusieurs
courbes C et K (1). Pour cela, nous démontrerons d'abord la proposi-
tion suivante.

56. Théorème sur la réduction des transformations des fonctions
elliptiques. — Application :

THÉORÈME (2). — Sur chacune des fonctions elliptiques p(U|û>,Tù)),

( i ) D'ailleurs, on passerait de J à J' en ajoutant à J des intégrales de la forme indiquée
pour a et b ; cf. n° 99.

( ï ) La proposition précédente est classique^/. JOR DAN, Cours à'Analyse, t. Il, n°309;
E. CAMEN, Théorie des nombres, t. I, p. 268); toutefois les méthodes employées pour
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p [ \ [co (CT -+-.D), co (AT + B) j on peut effectuer une transformation du
premier ordre, de telle sorte que les rapports T^ ^ des nowelles périodes
vérifient une relation

( t 4 o ) /iTi—mr\= o (m, /^ entiers premiers entre eux) .

Nous commencerons par une simplif ication préliminaire. Posons
d'abord

——^IdlÊ ^ a^-^ ./ . ,
- - y^J9 - = ̂ ^T^ (^ • • • - ̂  entiers)

avec- ! ! " ' !

(Il^I) at î .—pym^a'ô^—p7 - / ;

d'après (i38), T, et T, seront liés par une relation de la forme

0^) Nr ,= :LT2^M (L, M, N entiers)

pourvu que a, (3, y, à, a, (^ /, ^ vérifient les relations (i4i) et

( A a + B y ) y / = ( C a + D y ) a / .

Or il est facile de déterminer les entiers a, ..., $' répondant aux
conditions précédentes. Puisque y/ et Y doivent être premiers entre
eux, on aura

, ' Aa+ByrrrÀ^, 1 Ca+Dy=:X/,

X étant entier. Mais, soient o, le p. ^ c. d. de A et B, et ^ celui
de C etD,

- (avec A=^A,, B=o\B^ C==ô^ I:)=<5,Di).

A, B , C , D étant premiers entre eux dans leur ensemble , S, et oseront
premiers entre eux, et l'on pourra prendre y: = 5,, y= S, ; il n'y aura
plus qu'à choisir pour a, y deux entiers premiers entre eux et tels que

( A i - C O a + ( B i ~ D O y = = o .

l'établir font appel» d^ordinaire, à un algorithme de réduction plus général que celui du
p. g. c. d. La démonstration actuelle n'utilise que cette dernière théorie. Elle se rapproche
^ceIadèïadëffîDnstrati<)HdeTànneryèt^M^^
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Les couples (a, y), (a/, y') étant formés dentiers premiers entre eux,
on pourra déterminer [3, §, pf, §' de manlèTe à vérifier (iZi-ï) .

Faisons alors
_a^-^ ^_a^4 -^

^-c-^d' ^-p-?^F,

les entiers a, . . . , cl' devant satisfaire aux relations

( 1 4 3 ) ciel — bc == i = a' ci' — b' c'.

La transformée de (142) sera bien de la forme (i^o) si. l 'on a p u choisir
les entiers a, ..., d de manière à vérifier les équations

(La^mc)cr^:'^cclf, (Lb^Md)dl=:^dlbf.

A cet effet, on prendra d'abord

La^mc-=^a', L^-4-Mû?=^
]Nk==^, ^d^vd',

;j, et v étant entiers. Or on tire de ces relations et de (i43) ^ LN == p.v.
Prenons a = = = i , v = = L N ; toute la question rev iendra à résoudre
l'équation

•^b'—Md'^b

à l'aide de trois entiers b, b ' , d ' tels que b' et d' soient premiers entre
eux et que b soit premier à Ld' : car, s'il en est ainsi, on pourra déter-
miner à l'aide de b et derf (== L^') deux autres entiers a et c vérifiant
(i43),; et les formules

a''==L^4^Mc, c^Nc

donneront pour a7, d un couple de valeurs qui, conjointement avec //
et d ' y vérifieront nécessairement (143)2.

Or,soit§lep.^c.d. de M e tN (avec M = M,,o e t N = N ^ ) ; comme
on peut supposer L, M, N premiers entre eux dans leur ensemble, 5
sera premier à L; on posera b === (Sa et tout reviendra à résoudre
Féquation

N i ^ - M i ^ ^ - p

( M ^ c f c N i , premiers entre eux)^ar trois entiers //, d\ (3 tek que : i° p
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soit premier à d ' et à L; 2° d ' soit premier à b' et à S (car alors b == Râ
sera premier à W). Or soit £ le p. g. c. d. de L et N,| (avec L == iL^
NI == sNa); et appelons / l e plus grand diviseur de L, qui soit premier
à £ ; on aura donc L, == ^/, l étant premier à s.,. Je dis qu'on pourra
satisfaire aux conditions requises en prenant d' === l.

En effet, l étant premier à N , et à § est premier à N; il existe donc
un nombre b' tel que N&' soit premier à / et la condi t ion 2° est ainsi
réalisée. Montrons qu'il en est de même de la première.

Si N I ^ - — M^ et d'LÇ= £ £ i / 2 ) avaient un diviseur premier commun
0(=^=i); , ce diviseur appart iendrai t à ££ , (c'est à-dire à £) ou à / .Mais 0
ne peut diviser /, car il diviserait N^ et, par suite, N6' (qui est pre-
mier à /); et, si 6 divisait £, il diviserait N< et, par suite, M</ . Mais
actuellement 9 est premier a /; il devrait donc diviser M^ et N^ qui sont
premiers entre eux.

En définitive, on peut donc écrire deux transformations modu-
laires ( ^ )

__^t-^ q^-^
"^ yr^ô' - /<-4-ô7

qui réduisent (i38)à la forme (i4o). On aura a ins i
f (Aa-l-By^—ÎCa-hD^a^o, (Ap+Bo)/— (C(3 +1)^==:-?^,

( î H) ( (.A.a-+-B7)^—(Ca-^-D7)(3 /=À/^, (At3-+-BÔ)ô /—(CjS+Dâ^rrro,

^ étant entier.
Introduisons alors deux quantités ù)^ o^ satisfaisant aux relations

(sûrement compatibles)
| COT=^(^+P) (AT-^-B)c.)=(a^-+-(3 /X.
1 co =r^(yTi+ô), ( C T + D ) c o „ = ( y ^ ^ + ô / ) ^ ,

On pourra écrire ;
^)(lî|co, û)T)=p[U|(y7i+<3)&)i, (ari+P)c.Ji]--=p(U| coi, &)ï Ti),

^[V|(CT+D)o3, (AT+B^^ptVKyY^ôOû/t, (a/r,+P/)^]=p(V|^, O/,T,).

Mais on tire de (i 45) les relations
C ûùi ( aTi -4- (3) +D c^i ( yri 4- ô ) == o' c,̂  4- y' ̂  T'/,
A ûûi (aïi + (3) -4- B û)i (y-ri •+• ô) == (S^^ -+- a'û^ T^

(1) On a inodifié ici les notations précédentes.
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qui, en vertu de (i44), se réduisent à

• ÛL)̂  == Àm Cx) i, . fj)^ T^ == A/Z C»)iT.î.

Faisons alors la transformation d'homogénéité Y j - [qui laisse,
dans (139), le rapport a : b rationnel], et modifions la notat ion des
périodes ; nos fonctions p U et p'V pourront s'écrire

( ï46) p( ÏJ |œ, ^) e t p ( Y | m c o , W )

(m et 72, entiers premiers entre eux).

57. La surface F est doublement singulière. — Ces transformations
effectuées, nous allons construire une intégrale de différentielle totale de
troisième espèce qui ne présentera'comme courbes logarithmiques que la
courbe F, et des courbes C et K. Nous supposerons d'abord que F est
doublement singulière (cas c), et nous raisonnerons sur la surface 1
du n° 28, mais il n'y aurait aucune difficulté à étendre la méthode aux
six autres surfaces.
' Cette surface 1 est birat ionnellement équivalente a la s u i v a n t e ( 4 ) :

CT3 U -, ^
\ 2

u/ . --1——--P/V, ^(ll̂ ), .=pV,
(7 U — î û/ ' '
\ 2 )

pV (comme plus loin) étant toujours définie par (146)2. Le tableau de
périodes de F s'écrit actuellement :

047)
2û) 0 2 ÛL» 0

0 2/71CO 0 2nci/

et à un point quelconque de la surface répondent seulement deux
couples d'arguments distincts relativement à (1/47) : ce sont les couples
(U,V) €1(1/^(0, ~V). , ^ • .

Supposons alors que l 'équation de F s'écrive (2) aU 4- 6V= o (ce

( 1 ) On a modifié la notation des n08 24 et suivants- I/intégrale de Picard U deF admet
actuellement pour périodes primitives co et ^œ^.

(2) En négligeant une constante additive (ce qui revient à augmenter U d'une constante).
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qui est le seul cas à envisager pour c); so ien t y et S les p. g. c. d.
respectifs de a et m, de a et ^ A ; appelons o^ la fonc t ion de Weierstrass
^ Çt | "yco, Sco'),

Ceci posé, je dis que {'expression Log^U, V), <w /'o/2 a

_ d(aU + ̂ V)^^!.! —, ̂ V ^.ffo)) ̂ V — ^a/):^ ^V -^ ̂  4- oc^)
( ? ) ~ 5aU'5 [̂l''T^~)1^V , ?

est une intégrale de Picard pour•"F, ne devenant infinie logarithmiqu^ment
que s ' i r T et sur des courbes G et K.

La première partie se vérifie aussitôt, car < & ( U , V) est une fonction
rationnelle du point (x. y, z ) : t ou t d 'abord, $(IJ, V) admet tous les
couples de périodes du tableau (147); $(U, V) est donc une fonction
algébrique de (.r, j, s) à deux va leurs au p lus . Conune d'autre part
on a < Ï ) ( U - 4 - o ù , — V ) = = = Î > ( U , V), on vérifie b ien que cette fonction
algébrique est rationnelle.

Pour achever dé justifier notre assertion, il nous suffira donc de
montrer que $(11, V) n'a pas d'autre ligne de zéros que la courbe T
(en dehors de courbes K), et pour cela, nous pourrons nous borner à
établir la même proprié té pour c / ( û U + 6 V ) . Or les zéros de cette
fonction sont définis par la relation

( 148 ) ' ci (J -+- b 'V -4-- a M y^:) 4- ^ N ôc../ == o,.

M et N é tant des entiers arbitraires; je dis que quels que soient ces
entiers, la courbe représentée par( i48) se confond avec F- Acete l ïe t ,
il suffira de montrer qu'on peut toujours dé te rminer quatre entiers
[X,, [j.2, p.3, ^4, tels qu'on ait

alJ -h b V + a Myc«j 4- 2 N cW
=== a ( l1 4- a pi ̂  -h a ̂ 3 c»-/ )—(- ^ ( V 4- 2 pâm ûo 4- 2 ̂ .4 n ̂  ' ),

et, pour cela, il n'y aura qu'à résoudre en entiers les équations

ap^ 4- b/n^-=- M y, 0^3-4- bn ?.:,•=: N ô.

Or cette résolution est toujours possible, car a et 6 étant premiers
entre eux comme on l'a supposé, le p lus grand c o m m u n diviseur
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de a et bm se rédui t à celui de a et ni, c 'est-à-dire à -y? et une-remarque
analogue s'applique à la seconde équat ion.

58. La surface F est triplement singulière. — Abordons m a i n t e n a n t
le cas d du. n° 55 : les fonctions pU et pV (a lgébr iquement liées)
admettent la m u l t i p l i c a t i o n complexe. Soit £ le mul t ip l i ca t eu r ; le.
tableau de périodes de F peut toujours ê t re rédui t à la forme (147 )?
mais a/ :• co sera relié au multiplicateur £ par les formules

EU) == a (,;> -+- b c>.) \ £ G/ == c M -+- dh/ ( ad — bc ?== o ),

ci, b, c, cl é tan t quatre ent iers . Enf in , h, k, / é tan t trois entiers premiers
entre eux dans leur ensemble, l 'équation de r s'écrira sous la forme

A U 4- (/c 4- l e ) V=o

(en négligeant une constante additive). Cela é tan t , nous a l lons montrer
qu'on peut trouver deux périodes aûj atY (dont le rapport est
complexe) telles que l'expression Log<Ï> (U, V) du n0 57 — oh cette
fois a est remplacé par À ; &, par /{ ' -+- /£ ; oo/, par fV; G - ( / J Y C O , QÛL/),
p a r G - ( ^ | û , ^) — const i tue encore une in tégra le de Picard clé troi-
sième espèce attachée à I7, ne devenant logar i thmiqaement in f in ie que
sur F (en dehors de courbes C ou K). A cet effet, il sera nécessaire et
suff isant d 'établir ( comme tou t à l 'heure) que :

i° Lorsqu'on augmente le couple (U, V) de l ' un des couples de
périodes du tab leau-( i47)» A U 4-(/c 4-^£)V augmente d'une période
de<7^ |û^ 1^); ^ •

2° Pour augmenter l 'argument A U + ( ^ - h / s ) V de 2Û ou de 2Û7 ,
il suffit d 'augmenter (U, V) d'un couple de périodes convenablement
choisi.

En d'autres termes, pour que ' la fonction cr (^[û , Û^) remplisse les
condi t ions requises, il faut et il suffit que û et û7 soient reliées à co

( 1 ) Ainsi on verra aisément qu'il n'y a pas lieu d'examiner l'rnvariance de ^ pai.*
• l'opération U, V | U -+- co i—V; elle est assurée,dès que la preniièr© ^condition qu'on a

énoncé sera remplie. .
Ânn. ÉCt Norm., (3), XLI. — DÉCEMBRE 1924. ^9
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et a/ par les équations
RENÉ G A R N i E R .

049)

(i5o)

Aco== p^ 4- ̂ ^/,
h^=:p'^^-q'^',

km G) 4- ^/n (a G) 4- ^ c*)7 ) = r Û 4- .? ̂ ,

A-/î&)4- Z/z(cco 4-^ /)=/' /^ 4-^;0/,

^ == [AÀi 4- A-m^ 4- l{am\^ 4- c/î?^)]^

4- [À^3 4- /^À4 4- l{bm).^ 4-<^?.4 )]&/,,

î ' == [ A ^JL^ 4- km ̂ .2 4- ^( âwî .̂2 -4- en ̂ .4 ) ] co

4- [À^.34- A'̂ jj.,, 4- /(c/71^2 4- ^/i^4)]co',

où/? , y?.^'? /? ^» ^3» ^, ^? ^i, Âa? ^3? ^.i» ^ i , p-2? ^-3? ^/, désignent
16 entiers à déterminer.

Or substi tuons dans (i5o) les valeurs de co et OD' tirées de (i4q);
comme le rapport Q! : û est imaginaire, on voit aussitôt que les
équations (i5o) entraînent le système

05i) P\-\- J^3+ ^^2-^- r /^4=TI ,

ÇÀl4- (7/^34- .^^2 4- S'\=- 0,

^P-i + /^^-s -+- ^'^2 -4- r̂ ;, == o,
Ç/J.14-^^3+^^-2 4-^^^ï.

D'autre part, pour la même raison, les équations (149) entraînent
(A- 4- la} mp -}- Ibmp^ hr, ( / { 4- la) mq 4- Ibmq'^z. hs,

Icnp 4- ( /c 4~ Ici) np'==. hr'\ Icnq 4- (À- 4- I d ) nq'==. hs\
(l52)

Et, réciproquement si les équations (i5i), (i52) sont vérifiées, et si
l'un au moins des déterminants extraits de la matrice

053) p p '
^ q '

r r

s y
n'est pas nul, les valeurs de û et Q! tirées des équations (149) corres-
pondant à ce déterminant satisfont aux équations (149) restantes
e tà( i5o) .

Or^ considérons le système

054)
(/C4- la} mx 4- lbmy==: hu^
le n x 4- ( k 4- l d) ny —= hv^

aux entiers inconnus (^, y , u, ^); choisissons pour (p, /• , r, r ' ) et
pour (^ q\ s, S1} deux solutions de (i54) formant un système fonda-
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mental [c'est-à-dire telles que les déterminants extraits de (i53) soient
premiers entre eux dans leur ensemble (! )] ; en vertu de la propriété
que nous venons d'assigner à leurs coefficients, les deux systèmes (i5i)
aux inconnues A^ et a/ seront sûrement résolubles en entiers.

Remarques. — I. Tous les systèmes fondamentaux de solut ions
ponr ( [54 ) se déduisant de l 'un quelconque d'entre eux par substitu-
tions ( p ^ ) de déterminant ± i ; Û et û7 seront donc déf in ies à une

\LrU/

transformation modulaire près, et l 'on voit que ;

Quel que sou le système fondamental choisie la fonction ^Çt \ Û, il')
qui en résultera restera la même.

II. On vérifiera aisémentque la construction obtenue pour ^(^|û, û')
dans le cas d du n° 55 comprend, comme cas par t icul ier , la solu-
tion o^lyco, Sa/) du cas c : il suffit de faire 1= o. Inversement si l'on
veut former une fonction a'Çl |û, û') répondant à la question pour le
cas ûf, il ne sera pas toujours possible de la prendre égale à cr^ly 'oo^
âW) : il suffira d' indiquer l 'exemple suivant : pour la surface F on
a a == 3, b = — 2, c ==. 7, d == — 3 ;m == i n ==. ï ; et pour la courbe c,
A=3, A = = = i , 1=2, on observera d'ailleurs que le corps x(£)== 9-c(\/—5)
contient des classes d'idéaux non principaux.

39. Forme générale des coefficients de (ê). — Ces préliminaires
établis, il sera facile d'exprimer en fonction de U et Vies différent iel les

IP(IY~Ï-Q(ÎZ /——— , "ÎT T \du^eJ { K d z + ^ d y )

^tdv. On aura d'abord
, . ' , , , , ^ , , . N . • -

3 -s A> dy + Q dz ==^ h, Log<Ï),(U, V) •+• Ji ,
, ! .1 ' ! y = = l

(1) H.-J. STEPHEN SMITH, Phil. Trans. of thé RO}\ Soc, of London, vol. 151 (i86ï ; édile
en 1862), p. 297; FROBKNiuSy fourn. dç Çrçlle^ t, 86^ 1879, p. 171.
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avec ( l )
\ ^-(^/tJ -+- hjV 4- c/) ^/(a/U — bj V -+- aj^ + C j ) )

., /.., .r. \____X^^/V——OyO)^ i/(^V -^ 0, G) + ̂ /)_____[

^ ' / — ^(^U4-^)^(^U+ayG.)+^)^^V

<îyU -+- 6yV + c^- == o étarit l 'équat ion de r/ et ^j é tant formée au moyen
de deux périodes 2Î.^, 'iiÏ. correspondant à Fy. De p lus , J\ sera une
intégrale de troisième espèce n ' adme t t an t comme courbes loga-
r i thmiques q u e d e s courbes C ou des courbes K. Or les courbes K
appa r t enan t au faisceau l inéaire V == const., on peut écrire (2)

P
^=J^^Los(pV^d^^^[^^^{U)]d{^

/==!

^^(\]}d\] é t an t une somme d'intégrales normales de troisième espèce
relatives au faisceau e l l i p t i q u e { C { ; o(V) est donc une fonction
e l l i p t i q u e aux périodes co et ao/. •

Enf in , on pourra poser

I(.r,y, 5)^+B(^,j, z ) d y ^ K ( V , 'V)^U+B(U, 'V)dV

et i l nous reste,à préciser la forme de A et de B.
Pour abréger le langage nous dirons qu 'une fraction r f (U, V) est

normale si elle satisfait aux c o n d i t i o n s suivantes :

1° ^(U, V) esl une/onction elliptique de U et de V admettant tous les
couples' de périodes (147 ) î

.2° ^(U/V) vérité ï équation

^(U+co, -V)=:^( tJ ,V) ;

3° ^(U, V) nalmot aucune autre courhe polaire que la courbe V == o
ou des courbes G.

(1) Dans le cas où F serait triplement singulière, on apporterait à cette notation les
changements indiqués au n" 58.

(2) Ceci s'accorde bien avec le fait qu'une expression / [R(pV) -+- S(pV)p'y]dV

(R et S, fonctions rationnelles) ne peut être une intégrale de Picard fiour F que si elle
rcsto in varia, itc par la tl'ansforinalion V | — V : on doit doiic pvoir K ss o,
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Sis^U, V) possède les deux premiers caractères précédents, mais
admet des courbes polaires V = Y(, (Vç, quelconque), nous dirons
que § est semi-normale,

11 résulte aussitôt de là qu'on peut mettre toute fonct ion normale
sous la forme

^IJ- Y)=20/( [T)^Y4-^v2^ ( lJ)^Y;
' /'

les exposants i et j sont posi t i fs ; pV désigne toujours la fonc-
tion p(V|/?2co, n^); enfin ^•(U) et ^ y ( U ) représen ten t des fonctions
e l l ip t iques , de périodes 2co et 200', et telles que

^(U+^^^d'"), ^(IJ+G3)=-^(L:i-).

Cela étant , A(U, V) et B(U, V)j:/V vérifient sûrement les deux
premières c o n d i t i o n s précédentes; enf in , quit te à mod i f i e r la forme
de J, et à augmenter le nombre des <&/ on peut toujours supposer
que A. et Bp'V vérif ient la troisième condit ion. On aura ainsi , en se
bornant aux termes de plus haut degré en jpV :

j A == a^p^V 4- . . . + ao-4- (j^ V + . . . 4- po) ̂ Y,

- ) iB^y.p^V^. . . -+-7o+(ô^pPY-+-. . .+ôo5p'V,

avec 1 " . ' . ! ^ - .
, ( ^.(U^ .x)) == ̂ (li), ^,(U + 0)) ==- P./-(U),

" ( I < ) ( ^([J+,3)=-y^.(U), ^(U+û.)=o^lJ).

En résumé, nous pourrons donc écrire

(i.">7) ^=:,WZH(A^[J+B^V).

A et B ayant leurs valeurs (i55), avec en outre :

W^e^1'"'"1, z^pV-d,)^ H=.n^-(U,V).
. , 1 1 - - l=sl , •/'=l !

60, Condidojïs d'intégrûbUitê. —Ceci posé/exprimons que du esÇ
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l'-i,, ,y.j, . . . . ^ de l'équation mumérique en X

/ ( l ,X)+^( i ,X)==o

sont fonctions du paramètre ,u et la courbe sénérale du faisceau ( i ) a pour
équation

(7-^/)(-/-^7'), ..; (y-^,/)=o.
La solution du paragraphe cité est donc trop particulière .-j'avais réduit

en effet/à -/P et 9 à //', mais la seule conclusion, qui était nécessaire pour
achever, subsiste : à savoir que les points de base du faisceau (i) se réduisent

//raV
aux l _ \ points communs à y et /, chacun d'eux comptant pour/A
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La comparaison des ternies prépondérants de (i 58) dans le voisinage
de V == o donnera alors :
( ï 6 î ) p==;p——I, 7 Î=V 4- 2 •

avec

(162)

/ . N P v

I ^{ ^S^'^Sl^4"^ l^^'4'" ?) Oa-i+^-l,
] V ;=i ^=1 /

/ N p A
^M ^hJ~J^~^Eàkl'J^V+'^ )=(a-4-9)yv+2+7^-\ -w" -flBI™ 2 /\ , — 1 /- î /

t,y

\ /=;1 /==!

61. Réduclion de du : première étape. — Ces pré l iminai res établis,
il nous sera possible d'étendre aux surfaces elliptiques la théorie
développée pour le cylindre elliptique. Nous ferons voir tout d'abord
comment on peut augmenter hj d'une unité Çen supposant toute-
fois hj -^— î,

A cet effet, démontrons d'abord la proposition suivante :

LEMME. -— Sou
N P

F(l:l,V)^l'j€)y(U, V), G(V)=]J(pV~^);

on peut construire une fonction normale (n° 59), E(U, V) telle que le
lon^ de r\ le produit a^EC^Q prenne la même succession de valeurs
yJ\(U,V).

En effety on peut écrire :

^^(U)SKpV)+P /v2leKU)TKpV)
A,

a,C,FG~ ]^,(U)IMpV)
;

les symboles R;, S,, T; désignant des fonctions rationnelles de pV, et
les coefficients A,., .̂ (ou ©;) des fonctions elliptiques de-U, aux
périodes 2w, ao/ et satisfaisant aux mêmes conditions (i56) que les
coefficients o^ et ^ (ou (3y et y/). Or le long de T, on a, par
exemple, V = - a^-^ ; dans la fonction p (^j^) remplaçons U
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par U 4- Xco 4- 2^o/; lorsque tes ent iers À et avar ieront de toutes les
manières possibles, la fonct ion p^^——-^ rno^, n^} prendra succes-
sivement un système de S% valeurs distinctes-. Écrivons alors

2^.(tj)s.|p(^^ ^
L v A^^y ^ ( a l u + c [ }, U 4 - c A | - Z A / J ) ( — — — — — ) ,

Y a / T T \ ^ ? ^lU "-t-^lMJ^ ̂ , ( 11 ) R, h) ( ——^——-J
/ /

 1

 •_

1

1 /

les A/ étant des fonctions de U à déterminer; et dans cette égalité
remplaçons successivement U par les X valeurs U + Àœ + ^aco' du
système complet précédent. On obtiendra ainsi pour les A^ un système
d'équations linéaires dont le dé te rminan t est sûrement différent de
zéro (pour U arbitraire); et les A^, s 'exprimant par des quotients de
déterminants qui se mul t ip l ient par le même facteur lorsqu'on
augmente U de Xco 4- 2^o/, admettront bien les périodes co et 20)'. On
déterminera de même les M<r(U) par les équations

V Q / | y ^ .n f , / ^1'^ + Ci \\
^i^li[s)[—^—)^ «x-

'̂  HC 1 ( ^\ ^ 4~ C^«,ii-r«,TT =1 "';''( —,—2^L,)[<,[,p(î^)J-^."":V-^

' e t l^expression
x-i

E ( U , V)^ ̂  [A^ lQ+M^.Uyp 'V j j ^y
/=0

satisfera manifestement aux condi t ions requises.
Cela étant, revenons à notre problème et posons

^= T——W'ZHFGE.
/îl -4- (

Nous aurons :
dç,_ : { ï ^ - g ,rfs i i ^^ 1 /) p j

WZBT^ ATÏ^ a ̂  ? ̂ ^ (^-+- ̂ ^^ FGE + FG ̂  ^U'r L' /^i • . , J ) '
+ ̂ , ! fÏ^y ̂ l(/^.)/.i>/| EGE . F(, ̂  L.

' L^i ;==i J 1
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Le second membre de cette re la t ion est du type A^dV 4- B^rfV, A* etB*
désignant des fonctions seTiii-norniales ; i l - e n résulte que • -•—..

flu^ (=s du — dG)

est u n e di l férent iel le de même forme que du; d'ailleurs, le lon^ de I\,
a ^ C , E F G - prendra les mêmes valeurs que A ( U , V ) ; par suite,
d/après (159), Z^D^EFG prendra les mêmes valeurs que B(U, V); on

1 / 1 - , ' ^ i C i E F f r — A , &|î")iEFG-—B 1 , i , i•en déduit que ———.——— et —-—-—.———- posséderont les caractères
de fondions semi-normales ; dans du^ /i\ sera donc remplacé par/?/, -+-1,
taudis que les autres cR.(Ày) et x(/^) n'auront pu d iminuer .

Dès lors, en opérant ensui te de proche en proche, nous pourrons
construire une expression semi-normale E < ( U , V), telle que pour la
différence du^^ïdÇu — WZHFE^), de forme analogue à du^ chacun des
exposants hj satisfasse à l'une des conditions ^(7^-) > •— i ou hj •===- — T .

Pour ne pas compliquer la no ta t ion , nous écrirons encore du^ sous
la forme WZH(A.rfU -+- B^V), en laissant à A et à B leurs expres-
sions (i55).

62. Réduction de du : seconde étape. — Les hj étant ainsi fixés, je
dis ([\i^on pourra y sans diminuer leurs parties réelles, augmenter d'une
unité chacune des <R(À"^), à moins que k^ ne soit égal à — i.

Pour le voir, observons d'abord qu'o/z peut former une fonction
normale

K.(lJ,V)-K,(U)+K,(IJ)Jy\7•

telle cjue^ pour y V == d^ la fonction

__B_(_U/V)_
(^'~t-OF(0,V^7\-

co'incide avec K(U, V), et cela, quelle que sou la déterminatio/i adoptée
pourp1^.

Effectivement/si l'on a

y,^^)^dp^}+p^j,^^)^j^)
• ^^Jl__ ^ J__^ __1 „ _ _^L._______ _
l(^I)F(lvvy ''" ^(-^MP^. 7

.t 1 ' * . 1

Aiin, Éc. N o / ' m . , (3), XLÎ. — DÉCEMiinE 19^^. ^ ^0
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les symboles .(^, ôli/, X/; p^ cr/, T/ ayant des propriétés analogues à
celles de cl^ ii^-, €„ R/, S,, T^ il n'y aura qu'à prendre

^W)^i)
î^ ( U) — -^———————— ;

2 ^^)P^7Î)
/

et do même pour K a C U ) . Dès lors, si l'on retranche de dii^ l'expression

^^[WZHF^K],

la différence aura môme forme que du^, les ^(A/) ne poiivant avoir
c l iminué; d'autre part , dans Jc^ le coefficient de dV con t i en t en
facteur pY — r/, avec l 'exposant /c, 4- i, comme celui de d\] dans du^
[d'après la formule (160) appl iquée à du^\, et celui de dV est de la
forme ' wyHr^'1^1^1-^00^^^^-^--••[^vv ^ u —~T?———^,,^. .--——- IY t . 7 ^•^ G^A:
l 'étoile dés ignan t des termes qui s ' annulent pour j )V = d^ D'après le
ciloix: de K, pV ~- d^ figurera donc dans la différence du^ — d^s^ avec
un exposant de partie réelle S<^(X^ + i).

Comme précédemment , il résulte de là qu'on pour ra cons t ru i r e u n e
expression semi-normale E^ (U , V) tel le que la différence

du^sd(u—W7MFî^}]

soit de forme a n a l o g u e à du, chacun des hj ou des /"/ sat isfaisant à
l 'une des cond i t ions
( i63) A ( ^ ) > - ~ I ' ou ^=:"i ( ^ = = À / O U / ^ ) .
Bien en tendu, on pourra choisir les nouvelles valeurs des hj ou des k^
de telle sorte qu'aucune des sommes (1)

N P N" l*

' ^^^S^^S^4"^ "et . y ,^2^y/y4-^A7+^+^
/==1 /==! / s s l . / == 1

ne soit nul le .

( 1 ) Pour ne pas compliquer la noÊation, les symboles qui fig-urent dans ces sommes
CL dans les développements suivanis sont regardéâ comme s'appliquant à 0^3.
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Supposons alors que l'on a i l (pour ^3) a> 2N -4- P, v > 2 N 4- P
et formons (r)

^^xWZHTG [^1 (pv)^-^+ ^(p-vr-^-^jyY'] ^
avec

N
^ TT .___^-,——.,,.-,^^____,,__„ .

A 1. ^y ( -^- ô .̂ r,/ ) ̂ . ( ^y &) -i- Ôy ^t' ) 5

T-I

quand V tend vers o, -^^ tend vers i, et l'on trouvera aisément que ̂ 3
est, de la forme

d^ = WZ'H ( À di] 4- B â?V ),
»• -k

A et B é tant des fonctions normales analogues à A et B, soient

. ! À == A i -4- la j/ V, , B -=: B, + Ba p' V ;
•C •K +: •X

A ^ , Aa, B,i, Ba sont des polynômes en j)V et, d'après (-162), les termes
de plus 'liant de^ré dans ces polynômes sont ident iques respect ivement
à ceux de A, , Aa, B ^ , B^.

Finalement, il est donc établi qu'on peut construire une expression
semi-normale ^(U, V) telle que la différence

" . clu'=^ d(u—'W7A}¥(jC) ==WZH(Pi dl] + Qi dV}

soit encore d'e la même forme que du, telle en outre que les expo-
sants À,, ki de du' satisfassen-t" encore a (ï63) el que, pour P, et Q| —
de formes analogues à ( ï55) — , les exposants a et v soient au plus
égaux à 2 N -i- P •—. ï .

L'énoncé précédent suppose impl ic i tement 2N -j- P 7^ o. Dans le cas
contraire, N et P étant nuls, on montrera aisément que si LogW ne se
réduit pas au logarithme d 'une fonction e l l ip t ique (à un facteur ra t ion-
nel près), le même procédé de réduction donnera r///== Wa(U)rfLL
a(lî) étant une fonction el l ip t ique de IL

( 1 ) Si l'on avait, par exemple, ;j-§ a N — P, ^ < aN •+• P, on supprimeraît de c/^a les
termes en p'V. .



396 RENÉ GARINÏEU.

63. Conditions d'uniformité : Réduction définitive de d\] dans F hypo-
thèse (H). -— Dès lors, si l'on procède comme pour le cylindre
elliptique (11°'' 42 et 43 ) y on about i ra à la conclusion suivante :

Lorsque du et dv contiennent respectivement en fadeurs deux termes W,
et W^ satisfaisant tous deux à l') hypothèse H ( n° 40}, les solutions x ( u, ̂ ),
y(^, ç^), s(^, c) du système (§) ne peuvent être uniformes c/ue si (s) se
réduit à l'un des systèmes suivants ( ' ) :

Cas a :

Cas A :

Cas c et d :

' U-: É^Zi, Î^ÊîMZ^;

^=W,Z,, P=:W,Z^

^ = •\V i Z i H i .A. i, F = W'â Zâ ïïs A.2.

Dans les cas précédents, les courbes K sorit • supposées avoir pour
équat ion z == const., et l 'on a posé :

a;('--)-A/,ai)//U
- -W/^e ^ ' ' ,

P N

Z,-j"|(^-^)^ H,-]J(Ï)^(U,V)
/=!' /==1

( ^ = 1 , 2 ) ,

lies A^ étant de la forme (i55).
On observera que le résultat obtenu reste valable même dans le cas

particulier indiqué à la fin du n° 62. En effet, so i en t
(i64) r(.r,r^)==X, s{x\y^}.^^

avec ©(À, (x) == o les équations du faisceau j C \ ; on pourra écrire

/?(),, a) </\
WaClJ1)^!^^ ^Â,

p étant rationnelle en \ et ^.; mais, d'après (164), À et ^ doivent être
uniformes en u et ^; <3^ se réduit donc à e^dlî ou à d[î, et, par sui te ,
rentre encore dans le type i n d i q u é pins haut.



SUR LES FONCTIONS UNIFORMES DE JŒLÎX VARIABLES INDÉPENDANTES. 397

Comme au n0 44, on montrera que si xÇu^ P), y{Uy t'), zÇu, v) sont
uniformes, les systèmes précédents se rangen-t dans l'une ou l'autre
des catégories suivantes :

I. Cas b, c, d :

a n +Y p? i u. </1: ^ r •+• 5 /5 ( u i // L'
// == ^ J .^T, î ' —~ e J ^ ( avec z = p V''1 ) ;

I I . Cas a, &, c, a? :
U ^e^'Z^T, r^r^^Z^5

P

avec ,î=pV poar les cas /j, c, </ et Z ̂ ï~|(^ — ^/)^.
/=!

64. Forme du système (.s). — Nous montrerons d'abord que le
système î ne peut avoir de solution Çx, y, z ) uniforme en u et v.

En effet, rappelons d'abord que.r, r, z sont des fonctions el l iptiques
de U et des fonct ions rationnelles d'un couple de variables f(T, W),
dans la notation du n° 25 J algébriquement liées; actuellement, la
variable T peut être prise é^'ale à z et la seconde variable, que nous
appellerons ici *(, est définie par une relation

(^obis) 9 (s, Ç)==o.

Ainsi, a tout point ( x , j, z) correspondent n systèmes de coordon-
nées (Uy; z, t / ) , les ^ se déduisant de i^, par les opérations d'un
groupe abélien isomorphe à celui qu i fourni t Uy à partir de U , .

Cela étant, observons que, quelle que soit la constante x, l 'inversion
da système

a U 4-y / *^( U ) //O ' ^ U -1- 0 Ça ( U ) d l
(i65) u=.Y:fe J ^ï, r=:z5^ J ^

devra donner pour x^ y, z des fonctions uniformes de ^ et <' . Or, on
déduit de (i65), avec les notations (7) :

. ' . -f^/LI
[J ^^Log^/ " -y^Log^; 7^== u-^'^ e J . •

Attribuons alors à u et v des valeurs quelconques iio, i^ (=7^ o) ; soit Uo
une valeur correspondante de U, et choisissons x de manière que la
fonction z(u, ^) définie par (165)2 soit égale pour ^ = = = ^ , ^==^
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(et U == Uo) à un poin t c r i t ique e de la fonct ion 'C^) définie par (4o 6^).
Nos constantes ainsi fixées, prenons v == î-'o et, faisons décrire à u un

cercle arbi t rairement pe t i t autour de u^ (à partir d 'une posi t ion ini t iale
arbitrairement vois ine de u^ mais quelconque); U et z- varieront très
peu et reviendront à leurs valeurs in i t i a les ; d^ai l leurs z décrira un
coÂtour fermé autour de e, et la dé terminat ion in i t ia le de '((^s), soit ^ i ,
se sera permutée avec une dé terminat ion • différente, soit 'C,. Mais
l'opération l.y== U, , ^ == z,.^ == î^- (/-^ 1) ne peut laisser invariant, le
point ( U ^ ; s, ^ ) de la surface F.

C. Q. F. D.

Reste le système IL Or on en dédui t d'abord, avec les relations (7 ) ,

Ce qui exige a^jD, ?'== q ( p et y ent iers) . Supposons alors qu'on a i t
Q . M

Z^]J(,5-^)^|~I'(^—^)F/,

les <?/ étant les points critiques de la fonction Ç^). On tirera de II .
Q _ ^ . M

LJ +2Â'/Log^2î ^"^^ •+•^PyLO^(•3—<£>y)::::= â'Log^ —y^Ogc.
/=i /=i

Or, il suffît de se reporter à la représentation paramétrique du n ° 2 7
pour obtenir sous la forme suivante les condit ions d 'uni formi té
de :x{u, v ) , y ( u , c), zÇu, v). Tout d'abord on devra avoir

aTr^Ysso, âTT^^sEo, 27:i/i'/=^o (mod 200, 2G./),

les périodes priîïlitives de U étant 20, 2oi/. De plus, si un lacet simple
direct autour de e, permute 'C, et ̂  et si à cette subst i tut ion du
groupe ç correspond une substitution U^= U < + 2 Û y du groupe G
(n0 25) on devra avoir (r)

27:/py 4- -2^==: 0,

( 1 ) II résulte de là que^<?A- points critiques € j doivent nécessairement figurer
4ans(^), • ,. • . ^ 1 " ' , ; ' , ^ • •' ! , •• ' • ^ ' ,
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et, réciproquement, ces condi t ions sont év idemment suffisantes pour
l 'uniformité de ̂ r, z .

65. L'hypothèse (H) nest plus vérijiée. Nouveaux systèmes (^). —
Lorsque du (ou.dv) ne vérifie plus l'hypothèse (H) du n0 40, o.n établira,
comme au n°45, l 'exilstence d'une transformation ra t ionnel le
( 166 ) ^=.-r(X, Y, Z), r==y(X/Y,Z), ^ - = - ; ( X , Y , Z )

qui changera (s) en un système

^ du = ̂  •( X, Y, Z ) clK 4- ^ (X, Y, Z ) ^Y,
] d^ r= C (X, Y, Z) d\ + d)(X, Y , Z) ^Y,

067)

où l'on a ~U=ÏA)^U ou ^ ; d e plus, les fonctions X(^, ( ? ) , Y(^, r ) ,
Z(^, r) dé f in ies par (167) devront être uniformes. Mais (167) est un
système (A^) attaché à, une surface S, t ransformée r a t i onne l l e de F
par (166.); puisque X, Y, Z sont uni formes , on peut supposer que ^
se réduit à une surface ra t ionnel le , un cyl indre elliptique, ou une
surface hypere l l ip t ique de Picard. Le premier cas est à écarter,
puisque F est i r régulière ; le second également pu isque F a le
piurigenre composé P , .+P6>i ( tandis que pour le cylindre ellip-
t ique P.^-4- Pô == o). ^ est donc hyperell ipt ique, ce qniexdut le cas a
<^n°55 (1), et possède deux intégrales de Picard de première espèce
à deux périodes, U, et V , . D'après la solution du problème (Aa) on peut
écrire dans le premier cas de la page 356^=== U , , ̂ = V,, ; d 'ai l leurs,
il résulte des développements du 11° 55 que l 'on a

dU^a'dU-^- ô d V ,

et, avec une notation analogue, ^V, == cd\] + r f ^ V ; a in s i le système
ditïerenfciel (^) est de l'une des formes :

' ^ \ , . . / ; .u^e^1'^, ^-==.cV ~\-d\\
9.° , 1 1 u -= a 'U + b Y, r -= c U 4- dN. -

11 nous reste à exprimer que, réciproquement, les systèmes précé-
dents sont bien des systèmes (cS) attachés à F; et, pour cela,, il nous

( i ) Ainsi, la surface F eâl l 'une des sept surfaces des n*1" 28 et â9; les notations U et, Y
du nuniéro actuel ont la même signification que dans ces numéros.
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suffira d'exprimer qu'en un point (.^j, ^ ) toutes les dé te rmina t ions
de du et dv sont identiques, à des facteurs de propor t ionnal i té près.
En d'autres termes, lorsqu'on change U en U 4- û, et V en À'V (À ̂  i),
du et dv doivent être remplacés par des quant i t és proportionnelles.
On arrive ainsi aux résultats suivants :

i° On doit avoir b = a, cd = o; (cS) coïncide avec le système
H^C^, c==Y;

2" On doi t avoir ab=o=cd\ ( s ) coïncide (a une t ransposi t ion
près) avec le système

«=u, ^=:v,
qui est une dégénérescence (1) du précédent (2).

I l reste enfin à examiner le sixième cas-de la page 358. Or;, écrivons^
par exemple,

u o u Lo g u ==. a ( a l J 4- b V ) -+- (3 c l i -+ d V -i- fj\ a l ; •4- b V ) d ( a 1 4- b \ )

et exprimons que la substi tution (U, V| LJ -+- û, À V ) mul t ip l ie par une
constante la différentielle du second membre; on obt iendra deux
équations qui exigent que / se réduise à une constante sauf si l 'on a
ab == o. Le problème se termine alors aisément et l 'on trouve que ( r S )
coïncide avec \\m des systèmes

(^Y it ou Loga = aU + ff(V)dV, p === (3 V [V(ÀV) :=/( V)] ;

W ^ouLog^==ûclJ; p=(3V-h-J ^(IJ)^IJ [^(IJ-i-^)=^((î);|.

La surface F est alors l 'une des sept surfaces delà page 820 et il serait
aisé de former explicitement dans chaque cas les fonctions elliptiques
/(V)ou^(U).

( 1 ) Cf. n° 54, ad fin.
(r) Par exemple, si F est la première surface du n°Q8, et si l'on adopte pour la repré-

senter la notation du n° 57, complétéepar^-s '^—Ys^—Ts^/Cs), on aura un système^)
de la forme ^••'̂ ^y, „_.


