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MEMOIRE

FONCTIONS UNIFORMES DE DEUX VARIABLES INDEPENDANTES

PAR LINTEGRATION [VUN SYSTEME AUX DIFFERENTIELLES TOTALES DU 4° ORDRE

ATTACHE A UNE SURFACE ALGEBRIQUE

Par M. Rext GARNIER

Introduction.

1. Dans son Mémoire sur la théorie des fonctions algébriques de deux
vartables indépendantes (*), dont les résultats ont été si féconds pour
- le développement de la théorie des fonctions algébriques et des équa-
tions différentielles, M. Emile Picard posait la question suivante :

« Concevons une surface f(xz,y,5)=o0, possédant deux expres-
sions « de premicre espece (*)

v/

XY S PP de - () dy - \
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u = e/ MU dx + d)),
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. i /
Pouvons-nous imaginer que x, v, 5 soient des jfonctions uniformes
deweto?»
Cette méme question, M, Picard la renouvelait en 1906,' dans sa
Théorie des fonctions algebriques de deux variables indépendantes (t. 11,

p- 434).

.

(1) Journ. de Math. pures et appl., 4° série, t. 5, 1889, p. 3og.

(?) C'est-a~dire restant finies en tout point de f dans les mémes conditions qu’une in-
tégrale de Picard de premiére espéce. — Tous les coefficients P, ..., R} sont rationnels
en (x,y, 5). )

Anun. Ec. Norm., (3), XLI. — SkpreMiRE 192]. 34
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Plus.généralement, on peut se poser le probleme suivant :
Déterminer toutes les surfaces algébriques F («,y,5) =o sur les-
quelles on peut construire deux expressious

u :/e‘([l dr + Kdy),
(3) .
¢ = [e"( L de + Mdy),

= /p de+Qdyv, 3= [ Rde+Sdy,

ot cela de telle sorte que les fonctions x, y, 5 définies par I'inversion
du systéme (s) soient uniformes en « et ¢; H, K, L, M,P, Q, R et S
sont rationnels en (x,y, z) et les conditions d’intégrabilité sont sup-
posées identiquement vérifiées.

Or, immédiatement, se présente une distinction d’importance
capitale. Si P, Q, R et S ne possedent aucune ligne polaire d’ordre
supérieur 4 1, du et dv n’auront pas de singularité essentielle sur la
surface ; pour abréger le langage, nous dirons que le systtme (3) est
normal, et, dans le cas contraire, singulier ('). Le Mémoire actuel a
précisément pour objet :

1° La résolution du probléme précédent pour le cas normal;
 2° La résolution du méme probléme pour le cas singulier, sous réscrve
que ¥ nest pas une surface de genre geomeétrique nul.

En particulier, le probléme de M. Picard rentrant nécessairement
dans le cas normal, sarésolution se trouvera contenue dans le présent
travail (2).

2. Précisons d’abordles raisons qui aménent a se poser le probléme.
actuel. Le systeme (8) est un systéme automorphe ; si [ x(u,¢),y(u,v),
z(u, ¢) ] est une solution particuliere de (), on obtiendra la solution

(1) Par analogie avec la théorie des équations différentielles linéaires, ot la méme dis-
tinction se présente, il semblait tout indiqué de qualifier les deux cas de régulier et
d'irrégulier ; mais ici une telle dénomination edt été inadmissible, car les deux termes
précédents devaient déja figurer dans le Mémoire avee un tout autre sens : celui qu'ils
possédent dans la théorie des surfaces algébriques.

(2) Poir p. 275.
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la plus générale de (3) en remplacant dans cette solution « et ¢ par
Au—+Bet Co+D(A, B, C, D, constantes arbitraires) (*). On prévoit
done que le probléme se présentera lui-méme dans la recherche des jonc-
tions uni formes de dew.r variables admetiant des groupes de transforma-
tions hyperabéliens : sur ce point, il nous suffira de renvover aux
travaux déji cités de M. Emile Picard.

Le méme probléme se rencontre encore dans la recherche des fonc-
tons de deux variables, uniformes ou a lignes critiques fixes, définies par
des systémes différentiels algébriques. En effet, lorsqu’on se propose
de déterminer les fonctions d’une variable, uniforme ou & points cri-
tiques fixes, définies par des équations différentielles d'un ordre
donné on doit d’abord intégrer des équations qui ne contiennent pas
lavariable indépendante (*). Cesont, pour les deux premiers ordres (*),
les équations suivantes :

(A) 5(% =/lzy) [0”' “ :f/_(';g?]

A

§ d*x . ) dx\? o —l e, vy de
(By) Tt =/f(z,y) <m> [ou u _(/ve o dr],

ou f(x, y) est une fonction rationnelle du point («, y) de la courbe
algébrique F (x, y) = o. Lorsqu’elles sont uniformes les intégrales de
ces équations se rameénent aux fonctions classiques (elliptiques, expo-
nentielles, rationnelles); et, dahs ce cas, le genre de la courbe F ne
peut dépasser I'unité.

Or, posé dans le champ de deux variablesindépendantes, le premier
des deux problémes précédents s’énonce ainsi :

Déterminer toutés les surfaces algébriques F(ax, y, =) =o telles
que les fonctions x, y, = définies par I'inversion d’un systéme aux

(1) Celte réemarque nous permettra d’abréger écriture : fréquemment il nous arrivera
de définir un sysléme (8) au moven de 'une quelconque de ses intégrales (ol ne figurera
aucune conslante arbitraire).

(2) Lffectivement, & chacun des types possibles pour (B;), M. Painlevé a fait corres-
pondre une classe spéciale d’équations du second ordre a points critiques fixes.

(*) Et, pour.le lroisicme ordre différentiel, les équations appelées « simplifiées » par
M. Painlevé, et dont les intégrales se réduisent aux fonctions automorphes de H. Pain-
caré, ou i des combinaisons de fonctions élémentaires.
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différentielles totales

(du="P(x,y,s)dx+ Q(x. y, 5)dy,
(:\f") Et/v._l\(x Yy s)de 48 (z, ¥y, 5)dy,
ou P, Q, R, S sont rationnels en z, v, z, soient uniformes en u et ¢.
Ce probleme a fait 'objet des recherches de M. Picard (*), puis de
celles de M. Painlevé (2). Les surfaces répondant i la question sont :
1° les surfaces hyperelliptiques de Picard; 2° les surfaces elliptiques
de genre o; 3° les surfaces réglées elliptiques; 4° les surfaces
rationnelles; et les fonctions uniformes = (u, ¢), y (u, ¢), =(u, v) se
raménent aux fonctions hyperelliptiques ou & des combinaisons de
dégénérescences de ces fonctions.

Quant au probléme (B,), analogue a (B,), ¢ ebt précisément celui
qui fait Uobjet du Mémoire actuel. "

Enfin, notre probleme se rattache encore d’une autre fagon i la
théorie des équations différentielles ordinaires: Si I’on fait, par exemple,
¢ =const., la fonction uniforme z(Au + B, ¢,) vérifiera une équation
différentielle algébrique du troisieme ordre : les résultats que nous
avons obtenus dans ce probléme trouveront donc une application dans
la théorie des équations différenticlles (*).

3. Tout ce que I'on san actuellement sur 'extension & deux va-
riables d’une théorie deja établie dans le cas d’une variable (et, en
particulier, la comparaison des problemes A, et A, ), tout permettait.de

(1) Mémoire couronné (loc. cit.), p. 223 & 250.

(%) Lecons ... praofessées a Stockholm, Paris, 1897, p. »88-351. deta math.,t, 27, 1903,
p. 1. M. Painlevé a énoncé ses résultats dans le cas plus général ou lintégrale de
(A, ) est une fonction & un nombre fini de hranches (Acte, p. 49 ). Dans le cas ol 'inté-
grale doit &tre nniforme, les résultats de M. Painlevé conduisent & un énoncé précis
qu'on trouvera au n° 46 du Mémoire actuel (p. 356).— M. Painlevé n’a publié la démons-
tralion de ses résultals que dans le cas ol I'intégrale générale est une fonction algébrique
des constantes d’intégration ; mais depuis que ce Mémoire a 6Lé rédigé je suis parvenu
a rétablir la démonstration des résullats de M. Painlevé (Compres rendus, t. 179, p. 737).

(%) Inversement, si I'élat de cette derniere théorie avait été plus avancé, on aurait pu
I'utiliser pour la solution du probleme actuel : & ce point de vue, si F est un cylindre
elliptique, il parait tout indiqué d’appliquer un théoréme formulé par M. Rainlevé pour
les équations du 3¢ ordre (Acta math, t. 28, p. 73-74); mais cette propusition-appelle
de nouvelles recherches.
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prévoir que la question actuelle est singuliérement moins simple que
Pintégrationuniforme de (B,)Bornons-nous (') i cette seule remarque :
On sait que pour le probleme (B,) les résidus de la fonction /(2, ¥)
doivent étre rationnels; au contrairve, dans (8), dl et dJ peuvent pos-
séder des courbes polaires affectées de résidus irrationnels ou complexes
sans que Uinversion de (8) cesse, pour cela, d’éire uniforme : pour s’en
convaincre, il suffit de considérer le systéme

"
. Jiyvozody ] iy, 3 dy
u = .rlc»/ , o == b e

[F(y,5)=o0, courbe de genre 1]|. Observons, de plus, que Iintégrale
géncrale du systéme précédent possede hdistance finie deslignes essen-
tielles mobiles (*).

Pour toutes ces raisons, on concoit donc que les difficultés qui se
présentaient déji dans le cas d’une variable a propos des singularités
des intégrales doivent se retrouver, aggravées, dans le probleme
actuel. Aussi, les propositions établies jusqu’ici sur les fonctions
analytiques des deux variables (étude du continuum des singula-
rités, inversion, ...) ne pouvaient étre d’aucune utilite. En fait, s’il
était permis d’aborder le probléme, c’était d’une part, grice aux
méthodes de recherche données par M. Painlevé pour les équations
differentielles ;5 — il faut observer d’ailleurs que lorsqu’on opére sur
un systeme i deux inconnues une transformation dégénérescente de
M. Painlevé, le systéme-limite doit rester résoluble par rapport aux
inconnues ; et cette condition évidente rend Papplication de la méthode
moins immédiate qu’on ne pourrait croire  premicre vue — 5 et «’était,
d’autre part grace aux importants résultats obtenus par les géométres
italiensdans la théorie des surfaces algébriques. Elfectivement, toute
transformation birationnelle qui change lasurface F en une variété -2 I
change le systéme (8) en un second systéme qui répond également &
la question (et cela, quel que soit le nombre de dimensions de I'espace
auquel appartient ¥y : en d’autres termes, ce qui intervient dans le
probléme, ce ne sont pas les propriétés projectives de F, mais celles

(1) Poir aussi n® 7, p. »75.
(2) Poir n° 9, p. 279.
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de I'ente algebrico dont F est un modéle: or, tel est précisément le
point de vue de I'Ecole italienne.

Nous pouvons résumer maintenant la disposition du Mémoire ainsi
que les résultats généraux que nous avons établis.

4. Le Mémoire est divisé en sept parties. La premiére a pour objet
de délimiter les eatégories de surfaces auxquellés peut appactenir F.
Appelons lz'g;w.s' singu/igres de Pexpression u les lignes le long des-

agu JU - s . ,
quelles Log—— et Log -— deviennent infinis simultanément. Nous

établissons successivement les théorémes suivants :

Turonime 1. — Le genre d'une ligne singulicre ne peut dépasser l'unité.
o el fe] g
e D (e, 0y, 9 e 4
Tuiorene [1. — St w——— s'annulele long d’une courbe C., C est néces-
D (z,y) e
L

sairement une ligne singuliere.
Tutorime 1. — Le genre géométriqgue de ¥ ne peut dépasser 'unité.

Précédemment, M, Emile Picard avait établi (*) que si les coor-
données x,v,z d’'un point quelconque d’une surface algébrique
«s’expriment par des fonctions uniformes de deux parameétres « et o,
restant invariables poar un groupe de substitutions de la forme

(u, 95 au -+ b, cv + d)

et que le domaine fondamental de ce groupe soit tout entier i dis-
t ance finie, sans singularité essentielle des fonctions sur sa surface, le
genre de la surface ne pourra dépasser 'unité ». Mais nous avons
déjh observé que dans le probléme dun®l les solutions z (w, ¢), ¥ (1, v),
= (u,v) peuvent présenter des singularités essentielles & distance finie;
pour pouvoir étre appliquée 4 notre probléeme, la démonstration de
M. Picard exigeait donc un complément nouveau.

Tutorime IV. — Si la sur face ¥ posséde une courbe canonique effective

le genre de cette courbe (ou-de chacune de ses composantes, si elle est
réductible) ne peut dépasser Uunité.

(') Mémoire couronné (loc. cit), p. 316=318.
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Treorime V. — S le genre géoméirique pg de F est égal a 1, ou bien
u et ¢ dovvent étre des expressions de premiére espéce, ou bien pour une
valeur determinée de la constante h lune des combinaisons us®, ou
Logu + ke, ou u + £, est une expression de premiere espece.

5. Ayant ainsi limité les hypotheses admissibles pour les genves de
la surface F, on peut attaquer le probléeme en adoptant successivement
'une ou l'autre de ces hypotheses. Or, & deux rveprises différentes,
pour p, =1 et pour p, =0, on est amené¢ a supposer que F est une
sur face elliptique ; atin de ne pas interrompre 'exposition, nous avons
consacré spécialement la seconde partie du Mémoire a Pétude de ces
surfaces. Les surfaces elliptiques ont été rencontrées d’abord par
M. Emile Picard (*'); puis M. Painlevé en a caractérisé completement
la représentation (*); enfin M. Enriques (*) les a construites en insis-
tant particuliérement sur le cas ou le déterminant de la surface est un
nombre premier. Nous avons obtenu, dans le cas d’'un déterminant
composé, une représentation plus simple (*), et cect nous a permis
d’établir directement 'existence et de donner la construction effec-
tive des sept surfaces elliptiques F’, de genre géométrique zéro, possé-
dantun faisceau elliptique de courbes elliptiques : nous avons obtenu
ainsi, et de la maniére la plus naturelle, les modéles que nous croyons
les plus simples possible des surfaces I'.

La troisieme partie se rapporte au cas out F est une surface irréguliére
de genre py=1. La discussion repose sur le théoréme V; on prévoit
done que dans les trois cas possibles (p, = 0; p,= — 1, surfaces hyper-
elliptiques ou elliptiques) un méme probléme préliminaire se posera :
la construction des expressions de Picard de premiere espéce sur la
surface. Dans le cas ou F est une surface de Picard, la construction
repose sur I’étude de ces expressions le long des courbes du systéeme
de dimension, de genre et d’ordre 2 (et d’indice 25) que posséde alors
la surface.

(Y Mémoire couronné (loc. cit), p. ‘),0")—3‘:‘). du Mémoire.

(2) Legons ... professées a Stockholm, p. 282-85.

(3) Rendic. del Circolo mnat. di Palermo, i. 20, 1905, p. 17.

(#) Au moment de corriger les épreuves de ce Mémoire, nous ajoulerons que, lors de
son récent passage a Paris, I'illustre géométre a bien voulu nous signaler que la méme
question a fait l'objet d’une étude analogue de M. Chisini.
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La quatritme partie, plus analytique, est consacrée au cylindre
elliptique. Dans le cas général ou I et J ne sont pas du type algébrico-
logarithmique, la méthode s’appuie sur une réduction préalable de 1
et J, réduction qui augmente d’entiers positifs les résidus de I et] et
qui généralise celle des différentielles de Picard. Si T (ou J) est du
type algébrico-logarithmique, la solution du probléeme se déduit
~(mais par une discussion longue et complexe) de la solution du pro-
bleme A,.

La cinquitme partie traite des surfaces elliptiques de genre zéro.
La formation des expressions u et ¢ exige la construction des intégrales
de troisieme espéce de la surface F, probleme ot intervient la nature
arithmétique de F. La fin de la discussion utilise les résultats de la
quatriéme partie.

Enfin la sixiéme partie est relative aux surfaces régulieres; grace
au théoréme de Severi-Picard le probléeme se ramcne encore a un
probléme A,.

6. Voici maintenant le résultat général auquel ont abouti nos
recherches sur les systémes normaux. La surface F peut appartenir a
six calégories différentes, et pour chaque catégorie le systéme () doit
étre I'un des suivants (') :

I. Festune surface hyperelliptique de Picard. On doit avoir (?)

( "= ealu-l:\ ‘ T ez(’+-{a’\"

S ==l 4 (3 V
ou ou

.{(’ ::"/U-%—a\'. t‘
(2, B, v, 9 == const. numériques; ad — By = 0)

<h ) ( ¢ -—_@(U+o\

[ Uet V parametres de la représentation hyperelliptique normale-de F|.

Il. ¥ est une surface hyperelliplique de Picard du type elliptique.
F posscde alors (au moins) deux Luaceaux elliptiques, auxquels sont

(1) Cf. note (') du n°® 2, p. »67. Les constantes numériques figurant dans les systemes
doivent satisfaire a des conditions d’uniformité [en général tr anscendantes par rapport
aux coefficients de (s)] qu'on Lrouvera dans le cours du Mémoire.

(?) Les deux derniers systdmes sont des dégénérescences du premier (cf. n® 54,
passage de VI & 1I).
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attachées deux intégrales de Picard de premiere espéce, o, et .
Sotent ¢ (w,y, 5)="2n et Y (x,v,5)=u les équations du premier
faisceau, et r(h, ) =7 (w,) une fonction rationnelle de & et u [telle
que (8)soit normal] ; posons

Ui=aw, + 0 l £ —%—ff(w,) dav, l («, B, 7, 0 == const. numériques),

Vi=ywi+ 0 [|('2—|—ff(w,) dwv, l (20 — By =0):
on aura

u=-e, (w=e",
e =V,

. (e="U,,
8, :
(%) o [ ¢ = V,.

IHI. Festun cylindre elliptique y* = j2* — g,z — g, (ou z = pw,
y = p'w).

Posons

A=w —i—/r(:)d:. B=Logs + [ o(w) dw

[r (=), fonction rationnelle, et o (w), fonction rationnelle de x et y,
sont choisies de maniére que (8) soit normal]. (8) coincide, soit avec
I'un des systémes

= e*A

(
(83) \ ds
(7 - —
"=/ 36
. P . . . ({3 ’ , .
[ o désigne une constante arbitraire ; -~ = () est une équation de
. =) dy

Briot et Bouquet, & intégrale générale uniforme J;

(s.)' _( (0 == W+ (z, B, 7, 9, const. numériques),
' [ ¢ == eBurin (28 — By = 0);

(55) { == e““z"'”“ (B, 7, 9, .const. numérigues),
t ¢ glIA+ELog s (:/6 _ BV £ 0);

’

. v ’ . . N 3
soit avec une dégénérescence de ces systémes (¢/. n° 54).

IV.F est une surface elliptique de genre zero. Soient 5 = const. I'équa-
tion du faisceau [K], Ul'intégrale de Picard de premiére espéce de F.

Ann. Ec. Norm., (3), XLI. — SEPTEMBRE 1g24. 35
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a. Les courbes (. sont de genre 572 1 ; on doit avoir

(55) {(«=e*V *sY (e, 3, 7, 9, const. numériques),
B [ ¢ = eBUZB50 (20 — By == 0)
avee
- Ly
r=T] :—ent [] (z—en™s
. y ;

.les ¢; sont.des constantes numériques, choisies arbitrairement ;
les ¢; sont les points critiques de la fonction algébrique {(z) liée
4 5 par I'équation abélienne de degré n, o ({,s)= o attachée a F;
les 2 Q;sont des périodes convenablement choisies de U.

b. Les courbes C sont de genre 1. Soit V le second argument de la
représentation elliptique de F'; on doit avoir
(u=1U,

U
j v ou

(52) : | ¢ =V [ ¢ =V.

\ I' est une surface hyperelliptique réguliere (au sens généralisé de
MM. Enriques et Severi). Les seuls cas possibles sont les suivants :

a. F est lune des troivs surfaces de genre o el de bigenre 1
obtenues par MM. Bagnera et de Franchis () (Surfaces VIII, IX et X
de ces auteurs).

b. F estune surface a plurigenres lous égauwx a 1, possédant une
tneolution cyclique d’ordre 3, 4 ou 6 (Surfaces XII, XIII, XIV de
MM. Bagnera et de Franchis). Soient U et V les arguments de la
représentation elliptique (@) ou hyperelliptique (b) de F; on doit
avoir
(8s) w =", p==V.

¢. F est une surface de Kummer, i diviscur ¢ = 1, ou une de
ses généralisations (6> 1) dues & L. Remy et a4 M. Traynard. On doit
avoir

(o) T

[l / § - oV

(V) Memorie della Soc. it. delle Sc. (dei XL ), série 3, (. 13, 1908, p. 34o.
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[V, V, arguments de la représentation hyperelliptique canonique :
%, B, ¥, 8, constantes numériques telles que = — By =£0].

~ VL. F est une surface rationnelle. Le probléme se raméne & un
probleme (A,) [n® 2] : car une transformation rationnelle change F
soit en une surface hyperelliptique de Picard, soit en une surface
elliptique, soit en un cylindre élliptique, soit en surface rationnelle.
et la méme transformation change (s)soit (8,,) en U'un des systémes
obtenus par M. Picard et par M. Painlevé pour la surface transformée.

Du tableau précédent, il résulte que les systémes différentiels (s)
résoleant le probleme de M. Picard appartiennent aux catégories
(8,9, (8,) [avec r (z) == 0; " = 1 (5) relation algébrique de genre un|
et sa dégénérescence

. " . o ds
=¥, ) — —>
¥(=)

(8,), (84), (8,) et (8,,). Les surfaces ¥ rentrent loules alors dans le
97 8 9 10 .

type hyperelliptique (dégénéré ou non); et les solutions x (u, v ),
y(u, ), 5(u, o) rentrent dans le type des solutions de (8,) (dégénéré
ounon).

7. Laméthode que nous avons employce pour les systétmes nouveaux
s'applique d'elle-méme auwx systémes singuliers et nous a fournt & leur
sujet des résultats étendus. Ces systémes font I'objet de la derniere
partic du Mémoire. A priori, on pouvait se demander si 'existence
d’une ligne de singularités essentielles pour e ou ¢’ (n° 1) est compa-
tible avec 'uniformité des intégrales: dansle cas d’une variable indé-
pendante (probléme B,), M. Painlevé a démontré que Uintégrale
générale de I'équation

W) da
di— e‘/‘ dr

| & () algébrique en x| ne saurdit étre uniforme si e/ " possede un
point essentiel. Cest ici qu’apparait une fois de plus une différence
profonde entre le cas d’une et celui de deux variables indépendantes ;
pour le voir, il suffit de se reporter a une transformation biuniforme
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citée dans un tout autre but par M, Picard. Le systéme (8) défini par

1 1

o Y 7

u=ye", = = e
x

g

Ao c . . u X . ,
est intégré par les fonctionsuniformes z ==, y=ue™v, et il pre-

sente effectivement une ligne essentielle, x =o.

Or, dans ia septiéme partie, nous établissons que tous les théorémes
démontrés dans la premiére partie pour les systémes normaux s appli-
quent encore aucas singulier. Pour p,=1, il n’existe donc aucun sys-
téme singulier, exception faite de (8,) [aucune restriction n’étant im-
posée alors & la fonction 7(A, g.) ]. Pour achever I'étude des systémes
singuliers ilreste & traiter encore le cas de p, =o ; que le probléme
réclame un nouvel effort, cela ne doit pas surprendre : au contraire,
on vérifie ici, une fois de plus, que les systemes différentiels & inté-
gralesuniformes dont les caractéres algebnques sontles plus simples
sont souvent aussi ceux dont1’étude estla plus longue ().

PREMIERE PARTIE.

THEOREMES GENERAUX.

8. TuioreME I. — Forme du systéme (8) dans le voisinage d’'une ligne
singuliereT". — Appelons lignes singulieres de wles courbes de F le long

desquelles Log 9% ot Log 2% deviennent infinis simultanément. Le Sys-
® oz © dy

téme (8) étant supposé normal, nous commencerons par démontrer le
théoréme suivant :

TrioriMe 1. — Le genre d'une ligne singuliere T ne peut dépasser l'unité.

Tout d’abord, moyennant une transformation birationnelle préa-
lable on peut toujours supposer (?) que I" appartient au plan x =o;

(1) Les principaux résultats de ce Mémoire ont été exposés aux Comptes rendus,t. 176,
1923, p. 1363, 1528 et 1689. Les deux derni¢res Notes complétent le résumé du n® "S(p 271).
(2) Cf. PAINLEVE, Acta math., t. 21, 1903, p. 12.
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I'sera donc définie dans ce plan par I'équation

(1) Fi(7 3) =0,

%

I, représentant un facteur irréductible de F (0,7,3). T pourra étre,
d’ailleurs, une courbe multiple de F (*): mais d’aprés un résultat
classique de G. H. Halphen (*), on pourra décomposer le voisinage
de " en un nombre fini de nappes telles que sur chacune d’elles on
ait, pour une valeur entiére positive de v :

-t o0

Pt N (N 3:}.4 B,(y)Xs, =\,

X

1 ~

les A; et les B; étant rationnels en y et s liés par (1); de plus, H et
K sont supposés holomorphes en X et non nuls pour X = o. Orla con-
dition d’intégrabilité pour P du+ Q dy donne aussitot
B..=B_(—y,=...=B_ —o, yAL =B, ...,
d’ou I'on tive (*)
/ J’clx—t—()c/y-—v(u——l | 0"\+/ Bo(y)dy +vyNA_y (» )+

et dans le voisinagede I' on pourra écrire

do == . N\XtF ef“““”dy [.1 + XA, (y)+...-=X/. /(1 )+ ]“'“1 dX

L
} Byt 3 dy -

[1 4+ XX (y) 4o+ XK () .. |y

-+ \(?(—1)-/ e

Formons la condition d’intégrabilité de du; en supposanl a=£1

(t) On pourrait éviter celte complication en remplacant T par une transformée bira-
tionnelle convenablement choisie dans S;.

(2) OFusres, t. 2, Paris 1918, p. 159.

(#)Dans la funnule (17) du Mémoire de M. PAINLEVE (loc. cit., p. 13) et dans les for—
mules suivantes, le terme A,, () représente I'intégrale d’une foncuon algébrique (et non
pas une fonction algébrique). Mais ceci ne change rien aux conclusions de lillustre

(reomet re.
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et B, (v)=fo on trouveraz = o — 1, avee

oy

“In
Boe‘/

—_ /E,lll)‘
:(a—1>ve‘ :

multipliant u par «v on pourra donc écrire

ih.(_)‘u’_\' - - .
du—= oy X#-! ef ]71 +o XA () . ] ax

/ By (yrdy

+ By ) X*e [1+.. .+ X/K;(y) +...]dy.

La nouvelle condition d’intégrabilité donnera
av(ﬂ(,;{j + A_’,-) = (av —|—./')B0;_\-j (j=1,2,...),

et, si v n’est pas un entier négatif. on en déduit aussitot

/.B“ (y)dy

|—I+Xra\7l(}’)+ .o xijL)j(y)+.. .],

(2) = X* e

les bo; (o) étant rationnels en y et 5 liés par (1) : nous dirons que «

est alors du zype général.
Si I'on a v =n (n entier négatif) il faudra envisager a part le cas

de j = —n et, suivant que A_, 274 sera constant ou non, on aura
(3) w=X"[ Aoy (y) + X () +...] + c Log X + f-v'»(.v) dy
ou "

(H w=X" et/‘n"”"'b’ [1+ Ny (y)+... ]+ [efu""")(lf Wh(y)dy

|, constante ; les A; et B, fonctions rationnelles de (y, z)|. Nous dirons
alors que u est du type exceptionnel.

Pour a= 1, av devra étre entier (') et u sera encore du type excep-
tionnel (avec n positif ou négatif). Enfin pour B, ()==0, 'expression
qu’on obtiendrait pour u rentrerait encore comme cas particulier dans
les formes (2) ou (3).

(1) Dans ce cag, il se peut que I" ne soit plus une ligne singuliere, mais une ligne de
niveau pour u. Les développements suivants restent cependant valahles, et la conclusion
subsiste : si la'courbe algéhrique I est une ligne de niveau pour « et ¢, son genre est = 1.
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En définitive, dans le voisin: age de la ligne singuliére, le systeme
différenticl aura I'une des formes suivantes (' ):

N . '/‘B(, dy .
(0 w=1X%e [T+ NXeboy ()) +... ],

" /Iw_m'.v_ .
X ed T N

\ w=rclLog\ + / () dy + X\ (v) +.

(1) .

’ . ‘} DyCyidy .
, v =XPFe [t+=XeS(y)+...1;

§ u« ;.f e.} B""”d’v'\i'.»(y) dy —+ etl “"'I‘\'[Xejlol(y) +... ]
(1) :

/ ’ Batyredy

. Lo =XFe [t+=NXZ(y)+...]:

gu iz e |00\+f\!'(3)dy+\n%,( ).
V)

? =k ogX—i—/ ®(y)dy +~XZ((y)+...;

gumclofu\ —i—‘/ 1|'(\)d)~+—‘(obl(1)—{—
(V) / budy ["vaay

] O(r)ydy +~e) " [XS () 4. s

¢ et k désignent des constantes; les fonctions dey sont rationnelles
en (3, 5); enfin pour av (ou $v) entier, « (ou ¢) peut, soit contenir un

~ b

terme en Log X |et I'exponentielle eJ®” (ou ef“""") est alors ration-
nelle en (97, 3)], soitadmettre un coefticient A,(y) non algébrique en y.

9. Le cas général; 1 est de genre 1. — Cela ¢tant, considérons d’abord
le cas ou (8) est du type (1) et admettons que 'on ait

(5) H(y, 5)=EBo(y) —ab(y)

Dans (I) remplacons X par ¢X, wu par ¢« et ¢ par eBro; puis faisons

(1) On a exclu le cas ol « et ¢ seraient tous deux du type exceptionnel non logarith-
mique avec des exposanis 2~ o : I' ne serait alors une ligne singuliére ni pour «, ni pour ¢.
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tendre ¢ vers o; (I) tendra vers le systéeme

/ Dyliyvidy

I-
(1) = x%*e s o= b e ,

qui, en vertu de (5), est résoluble en w et (y,=) et qui, de plus, doit
définir des fonctions uniformes x(u, ¢), y(u,v), =(u,¢). Mais on
déduit de (1)
/ I (y,5)dy = Logu — = Loge,
relation qui ne peut donner pour y et = des fonctions untformes de u et ¢
que st le genre de 1" ne dépasse pas U'unité.

Supposons d’abord que I' soit de genre 1 ; moyennant une transfor-
mation birationnelle sur F on pourra ramenerI" a la cubique

x == o0, y=pwlo, o). s=p'(w]m, o).

. h , .
On devra avoir H===, /. étant une constante (=£0) et T'on pourra

éerire

AR R3]

Bi=aR(y, s)+ L, Dy=BR(y, 5)+

avec ac — By 520 (') ; la fonction R(y, 5) n’est d’ailleurs définie qu’a
un terme additif prés en *. Ainsi le systéme (I') se réduit &
850)] = x*Y%et", p =B YBelw

Rdy - , = e 3
<avec y:ef ) Orf R dy estune intégrale de troisieme espece

relative 4 I'; puisqu’on peut en retrancher un terme de la forme ko,
on peut écrire

o tdl

/R(V,e)r/_y__> Aj LO"J(W_}_” )

(1) Il enrésulte que les intégrales [ By () dy etho (r)dy ne pourront pas se réduire

toutes deux & des logarithines-de fonctions rationnelles.
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et la solution de (I') sera donnée par|les formules (*)

S w=—3"Logu + o' Logv,
. M
(6) , 5 - F(w 4 a;) N
( y=pw, = pw, x=u" ¢ n —_—
. Fev
J=1
avec
(—) a—l e —ﬁ—’- = 7—’ = fa—l = L .
/ o [ 7 ) a0 — By
M M -
. — . . F(waj T
Posons alors Z Aja;=a;Vexpression I I Wewtaj) o —a)
y 7w I(ww—a)

j=t j=t
fonction elliptique de w, est rationnelle eny et s ; par une trans-
formation birationnelle z, =ar(y, =), on pourra ramener les rela-
tions (6) a la forme
, T (w—a)
Fp

= ub o — 5 — pliw
x = u o7 y=pw, s==p'n

et, pour que x, y, 5 soient uniformes, il faut et il suffit que I'on ait :

omia' = 2me + 210,
amif'= 2pw +aqe
amiy' =—(2mq+2nn’)a + 2rxd,
amio' = — (2pn +2q90’)a +2aswi,

m, n, p, ¢, r,s ¢tant des entiers. En particulier, si @ est nul on aura
' n r ( . - ~N N
x=u"¢V'; ¥ et ¢’ sont entiers; et si on a, de plus, c=o0 (d’ou

0 . ] o
¢/ =o, {'=-—75), 'exposant B est sturement rationnel.

10. Le cas wénéral; T est de wenre o.— Supposons maintenant que I’
soit de genre zéro; par une transformation birationnelle sur F on
pourra ramener son équation i == o, et si on fait

(+xLoge,

¢ = ¢y, u=c¢ B

(') Foir la note (1) du n® 2, p. 267.
Ann. Ec. Norm., (3), XLI. — SEPTEMBRE 1024. 36
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(en supposant, par exemple, B=£0) "équation

[ [obu(y)—BBu(p) ] dy =1

devra douner pour y une fonction uniforme de ¢. On en déduit aisé-

ment (') .

' " 0
Bo(p)=aR() +L, Do) =EROI+ 2

avec og — By £ o et
. ‘ M

A
R(y)y=N 2 ;7 0).
() Zy—a (a;7#

i
Ainsi le systéeme (1') se réduiraa

= 2% Y% yY, o =zBYPByO

M . . <
avec Y =1I(y —a;)"; onen tire | avec les notations (7)] :
j=t )

zY = u? oY, g = B,

Ainsi o', B/, ¥, ¢’ doivent étre rationnels et les A, entiers, de sorte
que moyennant une transformation birationnelle Y =, le systéme
(I") s’écrit : )

w==a% )7, p = b yb,

De la condition d’uniformité qu’on vient d’énoncer il résulte, en par-
ticulier que lorsque la ligne singuliérel estde genre o, ses résidus o et 3
doivent étre rationnels.

. Examen des cas o’ cwception. — Supposons maintenant que-la
condition (5) nesoit plus remplie; dans ce cas le systéme peut s’écrire

(1) (Yest une conséquence du théoréme classique de Briot et Bouquel. On-peul encore
I'établir directement de la maniére suivante. La fonction rationnelle zD,— £B, ne pou-
vanl avoir de zéro se réduit a P-t1(y), P(y) élant un polynome dont le degré ne peut
dépasser 2 (comme le montre 'application d'une substitution y | y~1). Moyennant une
substitution linéaire sur y on peut supposer que = Dy— B By se réduit & A : ), les auires
formes (A:y* on A) ne pouvant donner pour » des fonclions uniformes de « el ¢
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(pouraz=£o) .

/.H,,«.\‘,cl_\’
) . w=\# e [ Nl () - .

E “ /.h‘, yidy
O hu® =\ e I\ Z, () +...],

Ak désignant une constante et 2, () étant rationnelle en (v, 7). Admet-
tons d’abord que 'on ait

(9) &, () —nBy( ), () =o.

53
Onremplacera upar & u,, v par ke 5 4 B+np, X pareX,etl’onfera
tendre ¢ vers o. A la limite les fonctions w(e,, ¢), ¥y (1&g, ), 5(wy, )
définies par le systeme
J By (y)dy
o= X* e~ s
‘l) iyidy
— X{S‘H-n, e\/ L Sn(“’)
[résoluble d’aprés (g)] ne peuvent étre uniformes en ¢ que si le genre
de la courbe I est au plus égal & 1 ; d’ailleurs, dans le cas actuel, z = o,
D (uw,¢ , n
est pour—(——’—)-un zéro d’ordre oo+ — v+ .
D(x,y) . ! v
Supposons maintenant que la condition (9) ne soit pas réalisée
(avee @ ==0); on procédera sur (8) comme sur (1), et ainsi de suite. Je
dis qu'au bout d’'un nombre fini d’opérations on aboutira a un systéme

/ By (y)dy
e

u=X%e¢ [r+...1,

(10)

R . . "‘lw.»‘)d.r . . .
gyt — . — kgt == \®hyEny e'} [Ly+...] (ny>o0)

dont le systéme-limite sera résoluble en z, y. En effet, dans le cas con-
traire, la suite dont le terme général est |aA, | croitrait indéfiniment ;
D (w,v)

-contient & en facteura une puis-

or,d’aprés(10), le déterminant D)
Dz,

* I} \ - n RN
sance au moins égale & o — 140, + L = (A, + 1)— 1; cette
puissance étant nécessairementfinie, la suite |2, | est bornée, contrai-
rement a notre hypothése.
¢ . - 3 . N N v
On traiterait de méme les systemes (II) & (V) du n® 8. Si #, par
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exemple, est du type exceptionnel logarithmique, on remplacera X par
eX, upar u—+cLoge et 'on fera tendre ¢ vers zéro; a la limite, les sys-
temes (1), (III), (IV), (V) tendront vers les systémes

5 oty dy
e w=1c Logz + [U!)(y)a()*, . ::rﬁen/ Dot ,
(Hr'y  w :[en/ Bty w(y)dy, p o= (./ b
l «.
v/ u=-cyLogz + [ W(y)dy, p =1 Logx + | ®(y)dy,
g y)a

(\]/) w=rc Logx + ‘llh( dy, Py (,'t/ Dytyydy (D(y) d“)‘.
8 Yy

Les systemes (11") et (IV") s’étudient comme (1') | et s’en déduisent
- d’ailleurs par la substitution de ¢“(oue*) a 'ancienne variablex (ou v)|.
De méme, le systtme (V') se traitera comme (1I1") qu’il nous reste &
envisager. ,

Or, B, (y) et ws (y) étant des fonctions raticnnelles du point (y, =)
de I, el y, = devant étre uniformes en « et ¢, il résulle de la solution du
probleme (B,) que la courbe I" est de genre 1 au plus.

Si T est de genre 1, on doit avoir

du=—=A e dw ou | du=Adw
(A, constante d’intégration; w, intégrale de premicére espéce de I).
On retombe alors, soit sur les formules du n° 9 (ou I'on ferait « = o),
soit (pour 2 = o) sur une dégénérescence de ces formules.

Si T est de genre o, on doit avoir du = eﬁfdl'og‘"'mc[y, Z—i :—.g(y‘)l
¢tant une équation de Briot et Bouquet & intégrale uniforme. On
pourra supposer que I' a pour équation 5 = o; par une transformation
algébrique , =xa (y) et une substitution linéaire sur ¥, on pourra
ramener 'intégrale du systéme différentiel 4 'une desformes suivantes:
S(u—b)
e

X = VI)L e(lll —o(u):
Su J p(u);

x=9¢mx(u), y=cosu;

Z = pnean ‘y —e%;

Z == M, ' y=u"

[B—' = m, enticr; @ et b constantes numériques ; ¢ (), fonction ellip-

M ~ w . " . -
tique, A (u)= cos -, ou sin -, ou sin « ou 1.
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Le théoreme I se trouve ainsi complétement établi (*).

12. Tugorime I1. — Démontrons maintenant le théoréme suivant :

P - . , . . D (u, ) ,

Tugorine 1. — Si le déterminant fonctionnel 5= annule le long
?

d’une courbe T' de la surface, cette courbe est nécessairement une ligne
singuliere de u ou .

En effet, supposons que du et dy soient holomorphes le long de I';
en procédant comme au début du n® 8 on pourra toujours admettre
que I' appartient au plan x = o, et que, dans le voisinage de T', w et ¢
sont développables suivant les puissances enticres positives d'une

_ ); on sait de plus (*) que X est une fonction
uniforme (done rationnelle) de a, y, s; X devra donc étre uniforme
en « et ¢ ot notre théoréme sera ¢tabli si nous réussissons adémontrer
la proposition suivante (*) :

Sotent ¢ (x, y) et b (@, y) deux fonctions de x et v, holomorphes et
nulles pour x = o0 =y. Si les fonctions x (u, ¢), y (u, ¢) définies par
Uinversion des relations

1
nouvelle variable X (: X

(11) w=uo(x, y), v =U(x, ¥)

sont uniformes et nulles pour u = o = v, et si ledéterminant fonctionnel
D (uy o) . . . .

l—)—E—L_’—),—; s’annule identiquemnent pour x = o, on a identiguement

P N

o (0, y) = o, b(o, y)=o.

Or supposons que l'une au moins des deux fonctions o (x, y) et
b (=, y), soit o (x, ¥), ne s’annule pas identiquement pour x =o, et
s0it "y (b =~ o) le terme indépendant de z, de degré minimum en y,
qui figure dans le développement de ¢ (x, ) au voisinage de l'origine.

(1) On remarquera (que les résidus o, §, de la ligne singuliére I' ne peuvent cesser

d’étre rationnels que si la décomposition des intégrales f Body, f D, dy contient des

intégrales de premiére espece attachées a T.
(2) G.-H. HavLpHEN, loc. cit., p. 180.
- (3) Nous avons substitué la lettre # 4 X dans cette proposition.
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Appelons encore ax”y? (a =~ o) le terme de 2 (x, y) qui contient la
plus petite puissance de 2 (d'exposant non nul); ce terme existe sure-
ment : sinon « ne dépendrait que de 3 ; pour que Uinversion soituni-
forme on devrait avoir c—{L\—Q—l—) ==0); le déterminantg—(i’——“,—)

: dx / : D (2, )
done s’annuler identiquement pour . = o. Or, en changeantaubesoin
yveny+ fuenu+ 2o, /), cteen v+ Yo, /) (/, constante arbi-
trairement choisie), on peut toujours supposer que lonan=1,p=0
et que ¢ s'annule pour & =o. Ceci posé, faisons la t‘r‘ansformnt,i()n
wle™u, x|ex, v]|e"y: la p‘r(‘mi(xrv relation (11).8’écrira

ne pourrail

(12) w=aaxm+ by +zc(...),

L]

s termes entre parentheses représentant iet mine plus loin, 3
les termes entre parentl I tant ici, comme plus loin, une
fonction holomorphe dans le voisinage de ¢ == 0 = a =y.

Sil'on applique la transformation précédente a g (z, y), la fonction

ansformée contiendra en facteur une puissance de ¢ d’ordre
transformée contiendra en facte 1 ance de d
J+m(h+ L), cette puissance provenant d’un groupement tel que
2y Py (v, ™) ot Py, est un polynome homogene etde degré 4~ o eny
et x™; changeons alors ¢ en &/*™**¢ la seconde équation (11)
deviendr:

(13) o=/ )PPy (y, ™) +e(...).
Faisons tendre e vers o; (12) el (13) deviendront & la limite

| u=axm =+ by
(14) é ' (m>o0, abz%o0,P,#0).

o — 'L»_/"},/.-ph(},’ 1,/:1)

et, si le systéme (14) est résoluble en & et v, il deyra définir deux

. . . D (e, ¢) .
v Q Q ) . n X 3 ol A 4
fonctions uniformes x (u, v), ¥ (u, v); de plus, DY) calculé sur(14)
devra s’annuler identiquement pour @ == o.
DN y . . . t
Or faisons « = o3 b n’¢tant pas nul, on tire de (14) y = — ya™;

“transportée dans (14),, cette valeur doit donner pour x une fonction
uniforme de ¢, ce qui entraine

(13) JH+(h+LkYym =1,

dans I'hypothése ou P, n’est pas divisible par az™ + by . Mais, puisqu’on
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am>oel/>o0,(15)exige soith=o0=~rh,j=1 (et m quelconque):

soith=1,k=o0,m=1, j=o0;soitenlinh=o0,k=1,m= I,/=o0.
Dans le premier cas, le systéme (14) se présente sous la forme

u=—ax™ -+ by, p=cuw,

et la condition relative au déterminant fonctionnel ne peut étre
réalisée. Dans le second cas, le systéme s’écrit :

u=ax-+ by, v=cx 4+ dy;

il est résoluble en x, ¥ puisque P,==cx + dy ne contient pas az + by
en facleur; mais il ne vérifie pas non plus la condition au déterminant
fonctionnel ; et 'on aboutirait i la méme conclusion dans le dernier
cas.
Supposons maintenant que P, contienne en facteur (ax™ + by);
il suffira de substituer & (14) le systeme
v P,

uw=axrm—+4+ by = — = Y ——
< P s S ax by )

D (u, ¢) — w8 D (&, )
D (x,y) D ()
el comme, pour b=~ o, uf ne s’annule pas identiquement avec o, la
condition requise ne peut étre réalisée.

your étre ramené au cas précédent; on a d’ailleurs
!

13. Examen du cas d’exception. — 1l nous reste & lever une restric-
tion : nous avons admis expressément que le systéme (14) estrésoluble
en x, y. Or supposons qu'il en soit autrement; posons ax™ + by = g;
'expression homogene ‘

z .
b\ b
(» 7 ) YEPul 7 e— 27},

a

ne devant dépendre que de %, est (') de la forme ¢5%5 le systéme (14)

(1) On peul d'ailleurs vérifier ce résultat en intégrant le systeme formé par I'équation
IERT] [azm 4+ by, x ykP, (¥, )] = o et 'équation d’Euler satisfaite par le poly-
Z,y) :
nome homogeéne Py.
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[ee]

’

s’écrira alors
u=azxm+by, ¢=c(azx™+ by)"

Procédons comme au n° 11 et posons ¢ = cu® + ¢, : « et y devront étre
uniformes en « et ¢,; le raisonnement et la conclusion qui s’appli-
quaient aux systemes (14) résolubles seront encore valables, en géné-
ral, pour u et ¢, ; on ne sera arrété que si aprés I'introduction de ¢ et
le passage & la limite, on obtient ¢, = ¢, (aa™ + by)"; on aurait alors
k, >/ et 'on poserait v — cu" — ¢, u" = ¢,, et ainsi de suite. .

Je dis qu'au bout d'un nombre fini de transformations on ne sera plus
arrété : en elfet, dans le cas contraire, la suite des entiers /4, 4,, ...,
ly ... croitrait indéfiniment; or, si I'on a été obligé d’introduire ¢,
¢’est qu’apres la transformation en ¢ le premier terme du développe-
ment de g—%l—;’% en ¢ est au moins d’ordre /4; par rapport 4 = et y.
D (w,¢;) _ D(u,9)
D(x,y)  D(z,y)

Ainsi donc 'hypothése b == o est inadmissible; en d’autres termes,
= o est un infini de Log «, et aprés une transformation birationnelle
générale sur F, T' sera une ligne d’infini de Log w,, et Log«/, ¢’est-a-
dire une ligne singuliére de I'une au moins, u, des expressions « et ¢.

Commeon a

» o;est fini, contrairement & ’hypothése.

Remarque. — Une ligne singuliere de « (ou ¢) peut fort bien étre une
. L , . D (u, ) N o ) ;
ligne de zéros du dczlermmantm en méme temps qu'une ligne
d'infinis pour & (ou ¢) : pour qu’il en soit ainsi, il faut précisément
que la condition (5) cesse d’¢tre réalisée. Avec les notations du n° 11,
D (u, )
D(z,y)
o+ 3 —1 qui est la valeur générale de I'exposant], = o doit étre
ny—+...-+n,

v

N

lorsque contiendra  a I'exposant « (A, , + 1) — 1 |au lieu de

compté comme un zéro d’ordre du déterminantfonctionnel.

14, Tutorine III. — Appliquons les résultats précédents 2 la
démonstration d’un théoréme fondamental.
Tutorine Ill. — Le genre géométrique p, de la surface F ne peut

dépasser Uunité.
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Supposons en effet que la surface possede une intégrale double de
premiére espece (ne se réduisant pas & une constante), soit

S = /:j Q. ‘y'~)a’z dy,

olt Q = o est I'équation d'une surface adjointe & F, de degré m — 4
(m étant le degré de F). Dans I'intégrale double précédente exprimous
xz, y, = en fonction de w et ¢; il viendra

3= /fG(u, ) duwde ’

. : Q D(r,y) Qe
(16) Gl ) =5 Dia, ) = F, &

avec

le second membre étant e\{prune enwet o, et A deswnant le détermi-
nant HM— KL (n° 1); on aura ainsi

(17) dLogG(u, ¢v)=d Log l")A dl —dJ;

d Log G est donc une diiférentielle de Picard attachée & F ('), soit
| dLogG(u, v)=pdr+qgdy =dj(x, y, 3),

et
[]nl.z'+qdy

b

Gu, v)y=ce"

de plus, puisque (S) est normal, il résulte immédiatement de (17) que
dj ne possede aucune courbe polaire d’ordre supérieur & 1. On peut
aller plus loin et établir le lemme suivant : -

Lemme. — L'intégrale j(x, v, =) = [ pdx + qdv est une intégrale
de Picard de premicre espéce attachée a F.

En effet, d’apreés (16), toute courbe polaire C de dj est : 1° soit une

(1) Ce fait a déja 6té constaté par M. Emile Picard [ Mémoire couronné (loc. cit.),
p- 317]. ] )

(2) On peut le montrer par le calcul, en faisant les chan%ments de variables sur u, ¢
et 7. Mais @ prioré il est évident, d’apreés (17), que F:.A doit avoir sur F une valeur
indépendante du couple de coordonnées adopté.

Ann. Ee. Norm., (3), XLI. — Ocrosre 1924 - 37

/
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ligne singuliere de du ou de; 2° soit une ligne de zéros pour A (ce qui
revient au méme d’apres le théoréme IT); 3° soit une courbe canonique
de F. Dailleurs, si I'on permute le couple de variables indépendantes
(@, y)avec (5, ) ou (y, =), on voit aussitot que les points de F situés
sur F, = o, hors de la ligne double de F, ne peuvent pas constituer
une courbe polaire de dj. :

Si nous parvenons & prouver que dj ne peut admetire aucune courbe
polatre des deux premiéres catégories, notre lemme sera ¢tabli, car toutes
les courbes polaires de dj devraientappartenir a la troisiéme catégorie,
et, par conséquent, étre affectées, toutes, de résidus positifs, ce qui
est absurde.

Or, comme au n°8, effectuons sur F une transformation birationnelle
qui rameéne C & étre située dans le plan 2 = o, et faisons sur 3 la subs-
titution (2 |ex); il viendra, avec les notations déja adoptées :

Qex, y, 3) P s
—1y — vy — B-1 1 (g% Bo )
(18) ¢ ﬁF’(sr ) da dy == e+ l/f(w(a wu, &P o) duds

et 'on pourra écrire
R T R T mTITE -Lr: PR S

avec, par exemple,
Qo, v, = :
(19) . fflu((u e '-I‘(l‘)"_

15. La courbe C est rationnelle; cas général. — Supposons d'abord
que C soit rationnelle et que, dans le voisinage de G, (S) rentre dans
le type général du n° 8. Moyennant une transformation birationnelle
convenable on peut ramener C a coincider avec la droite s =o0:,y, =
seront développables suivant les puissances de ¢ et, pour ¢=o, se
réduiront respectivement (') & «® o=V, u=¢* et o; d’ailleurs, a tout
nombre positif o, arbitrairement petit, on pourra faire correspondre
un nombre positif 7 tel que pour |u=" o¥'| > s et || < v on ait|z| < 20~
et que le développement du premicr membre de (18) suivant les puis-
sances de ¢ soit uniformément convergent, quels que soient y etz (*).

(1) On suppose réalisée la condition (5); le cas ol il n’en serait pas ainsi n’introduirait
que des complications d'éeriture. — La méme remarque reste valdble lorsque C est de

genre 1.
(2) Cela résulte du fail que d est une intégrale double de premiére espece.
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Il en sera done de méme du second membre: et la limite 3, (u, ¢) de
ce second membre se réduira i I'intégrale double (19) dans laquelle
on aurait remplacé y par «=#¢*’ et = par o; 3, («, ¢) est donc une inté-
grale double de fonction rationnelle de u et ¢ qm ne peut admettre
d autre continuum polaire que «=*¢¥ = o, et la méme remarque

s'applique & tous les coeflicients du développement : 3 (u, ¢), ...,
Sty 0), oo

. . Q(o, ¥, 0
Or ceci exige d’abord que (0, 7 0)

Fi(0,9,0)
distinct de o ou =3 si 'on éerit :1101': s f(y)=2ZXa,)y", et sil'on intéegre

== /'(v) ne posséde aucun pole

dans un rectangle (u,, u; ¢,, ¢) 5, (u, ¢) sera formé d’une somme de
termes égaux (& des facteurs numériques preés) i

an [u—(m+1)ﬁ/+r}_ u~(1u+1).’i'+af} [ptm+tia =y pumelyal=y],

o

~

Posons v:/z»u' (avec | 2| >¢), et faisons tendre u vers o ou %; si
I'on a a,, =~ o, il résulte de I’ megahte a'e" — B'y" == o que dans 'un au
moins des cas le terme précédent tendra vers U'infini.

Ainsi done, Q (o, ¥, 0) doit étre identiquement nul; autrement dit,
C doit faire partie d’une courbe canonique.
Procédons de méme pour Ri(u,v); ["expression

Do, y.0) Qo v, 0) -,
. (0, 7, 0) ~ [Fa(o, 7, o)F Les(® 7 0)

devra, elle aussi, étre identiquement nulle : il devra donc en étre de
R , . .y . d*

meéme de Q, (0,y,0) — et, d'une maniére générale, de -—Q(0,y,0).

Comme on a supposé que Q (x,y,5) n’est pas identiquement nul, la

présence de la ligne singuliére C est inadmissible (*).

b trr) (¢'esl-a-dire le résidu de G pour dj) est égal
D (u,¢)

d1—a—8; toute la question revenait a élablir que 1—2z— g estnul; or, en fait, la com-
binaison précédente ne joue aucun réle dans la démonstralion, contrairement a ce qu’on
pouvail croire @ priori. L'explication de ce paradoxe est aisée si 'on observe quactuel-

(1) L'exposant de . dans

lemeutg @ 2] }) se réduit pour e=o a £i—%—# y'=7=0. Le terme en .z ne peut donc figurer

dans le deLermmanL sans étre multiplié par un terme en ) qui masque précisément 'effet
de I'exposant 1—ax— 3 du terme en .x.
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16. La courbe G est rationnelle; cas exceptionnel. — Supposons (')
maintenant que (8) rentre dans la forne (IIT) du n®8 au voisinage
de C; x,y, = seront encore développables suivant les puissances de ¢,
mais, pour ¢ = o, ils se réduiront respectivement a ¢™d(u), ¢ (u)
eto [ m>o, par exemple; o (u), fonction elliptique; Y (u), fonction a
multiplicateur constant]. Les considérations précédentes montrent
encore que 3(,(u,v),_3,(u,o), ... ne peuvent avoir d’autre ligne d’in-
finis que v =7c; & un facteur constant preés, on a donc

;
aﬂ():// =t du dy,

*Q(o0, y, 3)
. l‘”:(O, ’u -:)

et I'intégrale

(20) dy

Ly - R * du
se rédull actuellement & /W, actuellement, on ne peut donc plus

affirmer immédiatement que Uintégrale précédente est de premiére espéce
pour C | et, par suite, que Q (0,¥,z) est identiquement nul|.

On se rend compte qu’il en est bien ainsi par le procédé suivant,
qui, d'ailleurs, s’applique aussi au cas général (*). Supposons que le
modele projectif de F sur lequel on étudie le probléme d’inversion
soit une surface F sans singularit¢ dans un espace S; et que, sur F,il
existe une courbe C, de genre o, qui soit ligne singuliére pour du
~ou dv et ligne polaire pour dy; l'intégrale (20) sera nécessairement
de premiere espéce pour C (*). Ainsi donc Q. (0,y,0) devra étre iden-
tiquement nul, et la méme conclusion s’appliquera aux dérivées

ok
—_ () .
T Q (0,7, 0)

17. La courbe C est elliptique. — Considérons maintenant le cas ou
la courbe C est de genre 1; on pourra supposer que @,y,s sont déve-

(1) On n’envisage que les cas qui introduisent une difficulté nouvelle.

(2) On pourrait encore appliquer au cas actuel la méthode du numéro suivant..

(3) Cf. Picarp el Simart, Théoric des fonctions algébriques de deux variables indé-
pendantes, 1. 1, Paris 1897, p. 186.
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- loppables suivant les puissances de < et se réduisent pour e =o &

5 . 3(w—a) .
7Y —Z b P [w=—3"Logu =+ o' Log¢]:

d’ailleurs, si || est assez petit, les développements seront uniformé-
ment convergents pour toutes les valeurs de « et ¢ telles que 'on ait

(21) | Log(w=® %) | < M, { Wl o=y (“J; a) <M.

M étant un nombre positif fixe (arbitrairement grand ). Enfin, comme
poure=o0o0na

l)(u. ©) uy
l.)(.-r._y) =(20—37) N
on en deéduira .
(u,v) = // A i = a)lp’u'(l)(c) du do*

avec

D () = 9(’0, P, plan) ,
F_(o, por, pla)
et 5, ne pourra admettre comme ligne d’infinis que les ensembles E
sur lesquels les conditions (21) ne sont jamais réalisées quel que
soit M : a savoir

B yEl — —3 Y’ I
(— =) (=% el - -
(amFe%)= ? F(w—a)

=0,

Cela étant, supposons d’abord a=o; d’apres les conditions préceé-
dentes I'expression p’w ® (&) ne peut avoir aucun péle; elle se réduit
donc & une constante et (20) est une intégrale de premiere espéce
pour C. Je dis que la constante est identiquement nulle.

En effet 5, se réduit a

(22) ffua“l =Yt dudes

or, faisons le changement de variables

(23) - W=TU'Vr,  o=UsVT
avec

(24) ho — pp=1;
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U'intégrale double (22) devient

[ / Urs-pr—1 Vod—av=1 70 V'

étendons-la au rectangle (U,, U; V,, V)3 pour qu'elle reste finie, il faut
que U7F7 et V¥¥=°7 restent finis séparément. Or prenons

1% .3
— =

U=t %", V= ¥y

la condition (21), sera sirement remplie ; la seconde le sera aussi

s By
) >0

o 0= — , 6/'/
SLT@ tend vers zéro. Supposonsalors, par exemple, aﬁ(f:’— ‘7&,1

et faisons tendre ¢ vers zéro suivant un argument déterminé; d’aprés
ce qui précede, on devra avoir simultanément

&

UL A . - . N -
(25) aﬂ[(ﬁfr—p) ((;6’~——ay’)J > o, ﬁ[(—“f‘,’ -+ a)().r)’—-p-/")J > o.
\

-4

Or il est toujours possible (*) de trouver des nombres 4, p, 0,5 satis-
faisant & (24) sans vérifier a la fois les relations (25).

Ainsi done Q (o,y,5) doit étre identiquement nulj et, procédant
de la méme facon pour 3yseeny 3pse.., on montrera de méme que
Q (x,y,z) doit étre identiquement nul, contrairement & notre hypo-
thése initiale : U'existence de la courbe polaire C est donc inadmis-
sible. / o

Supposons maintenant a=£o et soit A==a (3’— p—d-,f—)>o [ ¢’est-a-

dire & (2)>o0]. Faisons tendre u vers zéro (*) suivant un argument

. . 1 . .
(1) Onprendra, parexemple, » =2 +¢e;,pp=0, p = f'+2;, 5 = = -z, les |¢;] élanl arbi-

Py

. . . N ol . < By .
trairement pelits; e premier membre de (25), différera trés peu de R <o’—— %,L), il

o' 1
sera done positif; mais le premier membre de (25) sera égal & R [—-i—(% 51—52”

(avec une erreur relative trés faible). Son signe dépendra done de celui de ¢ el eg. —
B . - - .
Le raisonnement s’étend a :R<o’——‘—;—,£> =0, a condition de faire tendre ¢ vers o suivant

une spirale convenable.
(2) Ou vers oo, si k <o.
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bien déterminé et prenons (')
‘ &
(26) o= u® (14 tuh),

la variable z devant tendre vers une limite finie non nulle; pour M assez
grand, les conditions (21) seront stirement réalisées. Or, comme tout
a I’heure, on voit d"abord que la fonction p’ w® (i) ne peut admettre
dans un parallélogramme des périodes que deux poles distincts au
plus:l'un, d’ordre £, équivalentd w =o, Pautre, d’ordre ¥/, équivalent
a w=a. Mais, si I'on fait le changement de variables (26) on aura

By N
—b—ik—1—1

30:/ / P (e, w)dedu,

W (7,u) restant bornée quand ¢ et u varient comme il a été dit; pour
k>1,5,posséderaitu =ocommeligne d’infinis, ce qui estinadmissible.

a, B .
Posons de méme v=¢e* u“'<1+tu“"), uw croissant indéfiniment

/

(suivant un argumentdéterminé) et ¢ tendant vers une limite finie. On
montrera encore, au moyen de ce nouveau changement de variable,
que w=a ne peut étre qu'un pole du premier ordre au plus pour
p'w®; on peut donc écrire

(v —b)3(w+ b—a)
~ vy y — \ — @
prv®w) =A== T

Mais on aurait alors

— SGEe , ’:‘w—-/;‘:’m—l—b—-d
g (e, ('):;—\J fu""c'“"f‘" ( )’,S” )a’u v,
ST

expression qui est développable suivant les puissances entiéres et
positives de @ et & (le développement étant uniformément convergent
pour a et b intérieurs i des régions bornées quelconques de leurs plans
complexes). Chacun des termes ne peut admettre d’autre ligne d’in-
finis que les ensembles E; mais le premier terme se réduit & (22):
ainsi, on a A=o, et l'on retombe sur la méme conclusion que plus
haut.

.".;" [ \, .
(1) Ou v =u* ((—+— -————-) pour A =o

Logu
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18. Application du théoréme de Nwther. La démonstration de
M. Picard. — Supposons qu’on ait établi que (20) doit étre une inté-
grale de premiére espéce de la courbe elliptique C; pour p,>1 on
pourra encore démontrer de la facon suivante 'impossibilité de I'exis-
tence de la courbe polaire C.

Tout d’abord, la courbe C ne peut constituer U'intersection totale de F
par le plan x=o0 : car I'intégrale (20) ot Q (o,y,5) est un polynome
.de degré Sm—-4, non identiquement nul, ne peut étre une intégrale
de premlere espéce pour la courbe elliptique C, d’ordre m. Or, si la
courbe C n’est pas I'intersection compléte de F par une seconde sur-
face, on peut toujours supposer (pour simplifier I'écriture) que la
transformation birationnelle qui a ramené C dans le plan x =0 a été
choisie de telle sorte que ce plan coupe F suivant deux courbes seule-
ment, d’équations s=o0 et Y=o, de degrés respectifs p et ¢ (avec
p-+q=m). Comme tout point d’ordre 7 pour @ et d’ordre s pour ¢ est
d’ordre r—+s — 1 au moins pour Q (o0,¥,z), on peut écrire d’apreés le
théoreme de Neether :

Q(o,y,3)=Ao+ B,

A et B étant deux polynomes de degrés ¢—4 et p —4; il résulte
d’ailleurs du méme théoréme que B sera adjoint & la courbe ellip-
tique C, d’ordre p, ce qui est absurde.

Ainsi, que C soit ou non I'intersection complete de F par le plan.
x =0, le polynome Q (o, y,3) doit étre identiquement nul. Procédant
Q% (0,1, 3)
F (0, y,2)
intégrale de premicre espéce pour C; mais Q', est au plus de degré
m—5; comme tout & ’heure, on a donc Q, (0,y,s)==0 et d'une facon

alors comme au n° 15, on montrera que dy doit étre une

genu'ale O(o y,5)=0. Q(x,y,s) doit donc étre identiquement

nul, contralrement a notre hypothese.

Notre lemme établi, la démonstration s’achéve comme dans le Mé-
moire de M. Picard. Nous la rappellerom rapidement.

Supposons que I'on ait p,Z2; F possedera deux intégrales doubles
distinctes de premicre espéce : ainsi le rapport G, : G, des deux
fonctions G (u, ¢) correspondantes ne se réduira pas & une constante,
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et, par suite, la différence
Log Ga(u, ¢) — Log G, (u, ¢) =/s (@, ¥, 3) — 1 (w3, 3)

des intégrales de différentielles totales ne se réduira pas 4 une cons-
tante. Cela étant, faisons décrire au point (x,v,s) un eycle linéaire
quelconque de Fiuete se transformeront en ai + b et cov +d;: G, etG,
deviendront G, : ac et G, :ac; par suite, sur tout cycle de F I'intégrale
de premiére espéce s, — /, (non constante) devrait admettre comme
période un multiple de 27, ce qui est absurde. .

19. Théoréme IV. — Le mode de démonstration employé plus haut
pour établir que ; (x,y,z) est une intégrale simple de premiére espéece
entraine I'importante conséquence que voici :

Tutortme V. — St la surface ¥ est de genre géométrique 1, et st elle
posséde une courbe effectivement canonique, le genre de ceite courbe

(ou de chacune de ses composantes irréductibles) nre peut dépasser
Punité (').

En effet, I'intégrale.; {.x,y,5) ne pouvant posséder aucune courbe
logarithmique, la courbe Q =o (ou chacune de ses composantes) doit
seretrouver parmiles courbes polaires de I 4+J+ LogAF.; cette courbe
(ou chacune de ses composantes) est donc de genre 1 au plus.

Dés maintenant, nous pouvons donc affirmer que si, pour p, =1, la
surface F posséde une courbe canonique propre uréductible, le genre
lnéaire p'*’ de ¥ est égal a 1.

20. Théoréme V; cas géneral. — Rappelons maintenant une notion
introduite encore par M. Emile Picard. Une expression

7 f pdr+ Qdy
i« :fc (Hde + K dy)

[P,Q, H, K, fonctions rationnelles du point analytique (x,y,s) de F]
sera dite de premiere espéce si elle est une fonction partout réguliére

(1) Pour donner au théoréme toute sa signification, on pourra toujours supposer la
surface F dépourvue de courbes exceplionnelles.

Ann. Ec. Norm., (3), XLI. — OcroBRre 1924. 38
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de sa limite supérieure; une telle expression restera donc finie dans
les mémes conditions qu’une intégrale de Picard de premiére espéce;
elle ne peut cesser d’étre bornée que lorsqu’on fait décrire & (z,y,3)
un nombre indéfiniment croissant de cycles linéaires sur F. Cela étant,
nous allons démontrer le théoréme suivant.

Tutorime V. — Pour p,= 1, ou bien uet ¢ doivent étre des expressions
de premicére espéce, ou bien, pour une valeur déterminée de la constante h,
Lune des combinaisons uv* ou Logu+he ou u-hy est une expresszon
de premiére espece '

[ Dans le premier cas, on doit avoir u ==¢*', p=¢"*; dans le second,
u=e",v=w,, w, etw, étant deux intégrales de Picard de F. Dans le
troisieme cas, on doit avoir I=] dans (8).]

Reprenons la formule

f/F’ 0 J;’:;dxd) ../f(x(u ¢)dudp,

les notations restant les mémes qu’au n°® 14; on en déduit aussitot :

(27) ' ffe—j(x,y %‘?ifﬁ%")dwdy—f/dudv

Or, envertu de sa construction méme, U'intégrale qui figure au premier
membre conserve une valeur finie, quel que soit le continuum =* de
la variété riemannienne %', F, auquel on I’étend (*). Il en sera
évidemment ainsi lorsque w et ¢ seront deux expressions de premiere
espéce. lcartons cette solution immédiate, et voyons si le probléme
en comporte d’autres. '
Or, admettons que «, par exemple, ne soit pas de premiére espece,
mais posséde une ligne d'infinis C (nécessairement algébrique) et
supposons que ¢ ne soit pas constant sur C. En deux points distincts
~ de C faisons passerdeux courbes o= ¢,, 0 =9, (5£0,); ces deux courbes
seront distinctes de C et délimiteront avec C et u==u, (fini) une région
‘de F sur laquelle le second membre de (27) ne pourra rester fini, ce

(1) 1l est loisible de supposer que ce continuum ne comprend pas une infinité de eycles
superficiels de F.
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qui est inadmissible. Il faut donce que le long de C ¢ garde une valeur
constante qui peut étre infinie ou non; mais dans tous les cas (')
u et v peuvent étre développés autour de C comme il a été dit au n° 8.

Supposons que relativement & C (3) soit du type général ; moyennant
une transformation birationnelle préalable on peut admettre que C est
située dans le plan  =o0; on écrira alors les équations (2) pourwety,
et (en supposant ¢ =1 pour simplifier 'écriture) on aura '

& f("l’ al) )rlr
Iz o — 7 Yo " -
(28) w=be 8 1+ 2C(y)+...];

2N -
d’aprés les résultats du n° 9 (?), we” <ELLV—?> devra rester fini et
régulier sur C.

Soit alors C" une autre ligne d’infinis de « qui rencontre C en Msil y
aura (°) uneautre expression u¢" qui restera finie et réguliére le long
“de C'. Or, la comparaison de ces résultats au point M montre que I'on
a nécessairement 2’ =4, de sorte que u¢” reste fini et régulier le long
de C et C'; et 'on verra ainsi, de proche en proche, que ue® reste {ini
et régulier surtoute la surface I¥.

Cerésultatsuppose toutefois que s’il existe plus d’une ligne d’infinis,
deux lignes d'infinis quelconques peuvent étre reliées par une chaine de
lignes d’tnfinis telles que deux lignes consécutives soient sécantes. Or,
supposons qu’il existe deux lignes d’infinis C, €’ sans point commun.
Moyennant une transformation birationnelle possédant deux points
fondamentaux sur C et C’ on pourra toujours admettre que sur la sur-
face transformée les homologues de C et C’ sont coupées par deux
exceptionnelles; mais ces exceptionnelles font partie de I'intersection
de Q avec F; elles peuvent donc étre reliées par une chaine de lignes
d’infinis (*) de « mutucllement sécantes; et, de proche en proche, on
est assuré que uv” restera fini sur C et €.

(1) Poir la note de la page 278.

(2) C'est immédiat si C est elliptique. Lorsque C est rationnelle, on observera que « ne
peut rester fini le long d’'une courbe ¢ =const. | comme cela doit éire d’aprés (27)] que si
I’exponentielle de (28) se réauit a 'unité. On est alors dans le cas d’exception du n® 11.

(3) On verra aisément que dans I'hypothése actuelle z ne peut étre du type général
sur C et du type exceptionnel sur G

(¥) A priori ces valeurs peuvent étre finies : on sait seulement que toute composante
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Montrons maintenant que st u et ¢ ne sont pas des expressions de
premiére espéce, on @ ud" =e", w(x,y,z) étant une intégrale de Picard
de premiere f'spe‘ce de F.

En elfet, faisons décrire 4 (w,y,3) un cycle linéaire quelcongque
de F; siwetosont remplacés par A (u +a)et B(v+b) (aou b=£0),
le développement de A (w+a)B* (¢+ 5)" relativement 4@ et b montre
aussitot que « et ¢ doivent, séparément, rester finis sur F; puisqu’on
a supposé qu'il n’en est pas ainsi, c¢’est que zoutes les déterminations

. {Logu dl. |
de u et v sont de la forme Au et Bo; dOI et dO; ¥ étant uniformes

sur F et sans singularités essentielles, sont rationnelles en x,y,s et
I'on a (avec la signification de I’énoncé) u=e", ¢ =e™.

21. Cas ecxceptionnels. — On étendra aisément les considérations
précédentes au cas ou I'une seale (soit «) des expressions « et ¢ est
du type général dans le domaine de C. Le seul cas nouveau a envisager
sera celui ot ¢ est du type logarithmique. On montrera encore qu’il
doit exister une combinaison Logu— 4¢ qui reste [inie et réguliére
sur C, et en procédant comme a la [in du n° 20, on verra que si u«
et ¢ ne sont pas de premiére espece, ils sont de la forme annoncée
u=e", 0 =w,. .

Supposons enfin que, dans le domaine de C, w et ¢ soient tous deux
du type exceptionnel logarithmique; on pourra écrire, dans le
domaine de C :

= “nl¥) +...+a (y —l—(Io“;r—k—'/.a(‘y)dy—i—....

xlll

(29)

= Baly) m( Y>
¢ — . —+—/.l40°1,-+- Cly)dy +..
les coefficients «;, 8, étant des fonctions rationnelles du point analy-
tique de C. Je dis qu'il existe une combinaison linéaire a coefficients
constants au + by qui reste finie et régulicre le long de (.

Tout d’abord, moyennant une substitution linéaire & coefficients

de Q est une ligne singuliére de (8); mais, de proche en proche, on voil aussitot que les
valeurs constantes de « prises sur ces lignes singuliéres sont infinies.
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constants sur « et ¢ ('), on peut supposer n = m; tirons alors x de (29),
et portons-le dans (29),; comme w« doit rester fini le long d’'une courbe
¢ = const., le coefficient «3-' de ¢ devra étre une constante (qu’on
peut supposer égale a 1). De méme, exprimons que le second terme

’4
du développement de « suivant les puissances décroissantes de ™ reste
fini quel que soit v (donc constant), ou, ce (ui revient au méme,

a l N .
annulons le terme en =2 du determmant Dz, a %, il viendra
(30) ma,,,(ai,,_1 —_ 5;::—-—1) - ("l - [) ain(am—l - i?)m——l) = 0.

Cela étant, supposons d’abord que on aite,, (y)=[y(»)]", yétant
rationnelle en y, s; la transformation x|y permettra de supposer y==1
pour I'équation transformée ; et ’on devra avoir «,,_, —8,,_, = const.
Mais moyennant une transformation a|x (1 + ) on pourra prendre

Broy==o0, d’ou

Em—y (V) = Cp-1 (= const.);

et un procédé analogue permettra de supposer

Ap—s(Y) = Cim-sy Bm-—&(y) =0, ceey a () =¢y,
Bi(y)=o, “()’)E@(J’)-

St focdy est une fonction ranonnelle de y et = on pourra continuer

encore, et, en exprimant toujours que T_—; ne devient pas infini

sur C on mettra u et ¢ sous la forme

1 Cy C
U= — + —— o 2 CLOZZ A Copg & e Com @ a( )X A,
xm oot A
I
I p— + i Logx + b(y)xntt 4.
xlll
D(u, v)

(1) Cette opération est légitime : car, d’une parl, elle laisse D7 invariant (4 un

xu’)
facleur constant pres); d’autre part, si « devient infini sar C et ¢, constant, toute combi-
naison au -+ by deviendra infinie sur C, en général
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Or, supposons, par exemple, ¢, == o0 (*); on tirera de (31):

124

—‘;—ch,xﬁ— e (e — k)am Logx +. .
résolue par rapport & x, puis introduite dans (31),, cette formule
donne

, -
(32) ll——l‘[%-——l Log (?-—1>J = fy)a®m+t4. .,

r étant une fonction rationnelle de ses deux arguments, et les termes
négligés étant, pour x infiniment petit, d’ordre supérieur a z>™*'.
Posons u—r = w; le systeme (*)

W= f(y gam+t g M, L.

doit avoir sa solution uniforme lorsque ¢ tourne autour de l'origine :
car on peut toujours faire tourner z en méme temps autour de o de

.oy o . . \
maniére que Log (; — 1> et, par suite, w reviennent a leurs valeurs

initiales. Or remplagcons @ par e, w par ¢**'w, ¢ par ¢™¢ et faisons
tendre € vers o; a la limite, le systéme précédent ne pourra avoir sa
solution uniforme autour de ¢ = o que si m =1 : montrons qu’qn
aura alors ¢ = £, et notre théoréme sera établi (sous les hypothéses
faites plus haut).

En effet, pour ¢ =~ k, on pourrait remplacer u et ¢ par des combi-
naisons linéaires de la forme

I —_ —
uzgs—i—c,x—\—x?oc(y)-{—..., v = Logx + 2*B(y)+...,

(1) SiTon avait ¢;.= o, le procédé s’appliquerait encore moyennant des modifications
faciles. Soient par exemple ¢; =0 =cy =... =c¢;24 # ¢;, ot soit 8 le p. g. ¢. d. de m

. . o . u . '
et Z; on développera x¢ suivant les puissances de S et d’un logarithme; le seul cas

nouveau serait ‘celui ott » contiendrait des termes d’exposant (< m -+1) non divisible
par 8. Soient 2/ un tel terme et &' le p.g.c.d.de ; et 8; on pourra développer 2% suivant
les puissances positives eroissantes d’une fonetion rationnelle de « et ¢ (et d’un logarithme);
et en opérant ainsi de proche en proche, on établira une égalité de la forme (32).

(2) Dans ce qui suit, on suppose f'(y) £ o, ce qui ventraine aucune restriction essen-
tielle.
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d’ou I'on tire
v+ Logu=ay(y)+....
Changeons @ en ex, u en «'u, ¢ en *¢ + Loge et faisons tendre ¢

vers o; a la limite nous obtenons un systéme dont la solution n’est
pas uniforme. ‘

Il nous reste & discuter les hypothéses précédemment écartées.

Supposons d’abord que fogdy ne soit pas ratonnelle en (y, =); on

aura :

. I ¢ Cur—1 s Loex . Ndy -+

U= {;‘E -+ W +..'+_.—l:‘—- -+ C JOC‘L +' O((‘}) .,} - & (ll(y)—*—...,

I

0=+ . l:Logx—i—fa(.y)d_y-}—xbi(y)+...;

. . D(u, ) . T -
le déterminant D (z.y) AUra @ = o comme ligne polaire d’ordre positif,

?

a moins que I'on n’ait

(m—1)cia(y)—m(a;—b\)=o,
(m—2)csa(y)+(m—1)c b, —m(a,—b,)=o,

En vertu de ’hypothese faite sur « (y) on aura
¢, = o0, puis - 62:0:...:0,,1_1:(:——7{

et u — v sera fini et régulier le long de C.
In/—'_————.' . -
Supposons enfin que Vo, (y) ne soit pas rationnelle en (y, s). La
relation (30) donnera «,,_, = B,._, , et 'on aurait de méme
R p—n — Bm—z' oy = 1311
puis

1);0(,,,(0:——5)::— (¢ — k) o

Je dis que ’on doit avoir ¢ = £ : en effet, dans le cas contraire, substi-

I)
(1) Le cas ol certaines puissances a” seraient ralionnelles se traiterait par un procédé

analogue.
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m(e—u),

tuons — —-———a ¢ comme nouvelle variable ; notre systéme s’écrira
o ) % * —
= ”’(”?’) +e 7 (y) -+ Log.v-+—f ady +xa(y)+...
X £
T (Y —
¢ == .Log[ivfc(,;l ) ] 2B (y)+. ..,

et la condition au déterminant fonctionnel montre encore que ¢ — Log u
est de laforme ™' f(y) + 2™** g(v) + .... Faisons encore la trans-
formation dégénérescente x|ex, u|e"u, ¢|e™+'¢ — mLoge; 4 la limite
nous obtiendrons le systéme :
u:a—'f;(;);—y—), ¢ — Logu = am+! f(y),

dont la solution ne peut étre uniforme en « et ¢ (*). On doit donc
avoir ¢ = % et la différence « — ¢ reste linie et régulicre dans le voisi-
nage de C.

Procédant alors comme au n° 20, on verra u’il existe une combi-
naison & coefficients constants (soit u —+ /%) (ui reste finie et réguliére
sur toute ligne d’infinis de wou v, donc sur F. Et, en raisonnant comme
a la fin du n° 20, on montrera que si « el ¢ ne sont pas de premiére
espece, du et dv admettent méme multiplicateur relativement a tout
cycle linéaire de F. Nous pourrons donc écrire, avec les notations
dunei,

u::/ e (U d + K dy), v:/‘el(de—l—Ma’y).

22. Résolution du probléme (B.) dans le cas o les courbes u = const.
sont algébriques. — Pour ne pas interrompre I’exposition, nous allons
résoudre directement le probleme actuel, (B,), dans le cas ou les
courbes w = const. sont algébriques. La famille précédente dépend
algébriquement de la constante arbitraire et constitue nécessaire-

’
. . . - . G0, a .

(1) Car, si Fon éludie le systeme dans le voisinage d’un pile —= (soit ¥ = 0), on
X R L X ) Lm

obtiendra le systéme réduit u = z-myi, v — Logu = am+1y/.
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ment un faisceau ('). Movennant une transformation birationnelle
préalable, on peut done supposer que la tamille est découpée par les
plans ¢ = const., de sorte que le systeme (8) s’écrit

] Rdw+Sdy

,l’.l.r
(33) du = eJ dx, de = e* (Ldx + dy).

Nous allons déterminer dans quels cas I'intégrale générale de (33) est
uniforme.
A priori, P (z, ¥, z) peut dépendre de x, y, = (considérés un instant
‘comme variables indépendantes); mais, en vertu de I'équation de la
surface, P et @ sont liés par une équation algébrique & coefficients
numériques, § (P, x) = o; et P, rationnelle en 2z, v, = doit étre uniforme
en u. Dés lors, la détermination de la fonction uniforme @ () par la
premiére équation (33) n'est autre qu'un probléme (B, ) relatif 4 5. On
peut done écrire, soit
du = e"v diwv

(%, constante numérique ; w, intégrale de premiere espéce de la courbe
elliptique ¥ = 0) ; soit I'équation de Briot et Bouquet

<(l1} ‘)m: ‘\l [’(l)

du )

[m, entier positif; A, constante d’intégration; P (x), polynome a

coefficients numériques |; et 'on aura z =19 ; Log(Au—i-.B)—l ou
x =0 (Au+ B), 9 ¢tant, soit une fonction elliptique, soit une dégé-
nérescence (exponentielle ou rationnelle).

Passons a (33), ct faisons-y w = const., d’ou ,),-:..E(z const. )3
y ne dépendra que de ¢ et devra étre uniforme. Or d'une maniére
générale supposons que I'intersection de I par le plan & = @ se com-
pose de plusieurs courbes v, d’é¢quations

x = A, g(x, ¥y, 5)=p (g fonction rationnelle),

et qui varient dans un méme faisceau, £ (A, o) =o. Le genre de 4 ne

(') Car, par un point (2, y, s) de la surface F, il ne passe qu'une seule courbe inté-
grale de I'équation Hdz + Kdy = o.

Ann. Ec. Norm., (3), XLI. — Ocrosre 1921. : 39
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pourra d’ailleurs dépasser Punité : car & est une fonction elliptique
de « (dégénérée ou non);w est une fonction algébrique de A, uniforme
en « : ¢'est done aussi une fonction elliptique de w (dégénérée on non).

(eci posé, sur une courbe vy (aa), ne peut donner pour y et = des
fonctions uniformes de ¢ que si v est de genre o ou 1. Supposons
d'abord que v soit de genre 13 on devra avoir alors :

H(r y,.,>__—2—1;+c1 (e=oou 1),

r(x, v, s) désignant la différentielle de premicre espéce attachée i .
A priori r est algébrique en z; montrons quon peut supposer aussi r
rationnelle en (7\, w). En eflet, faisons décrire & (A, w) sur la surface
de Riemann (%, u) un chemin fermé quz'lcom/ue la différentielle r dy
doit se lepmdun ¢ 4 un facteur pres, qui, @ priord, peut dépendre de x;
les rapports des coefficients de la fonction r(:{,y, z) — rationnelle en
yets — sontdoncrationnelsen (A, p)etlonar=r () r,(A, w3y, =),
r, étant rationnelle en %, u, v, z et r,, algébrique en 2. Or pour e =o,
on peut prendre 7,==1 sans changer S, e(, pour ¢ =1, I'expression
S———,—; i%'z;étant rationnelle en (7, w), r, doit I'étre aussi, et 'on peut
encore supposer 7, ==1.

Cela élant, nous considérerons d’abord le case =1. Les périodes de

=y

‘/rafly sont alors indépendantes de x : car, si 'on fait décrire & (y, )
dv . R [6) .
un cycle quelconque de v, dy S¢ reproduira multiplié par e, Q étant

la période correspondante de /rafv; or ce multiplicateur doit étre
constant. Géométriquement, on peut dire que F posséde un faisceau
de courbes elliptiques de module constant.

‘aisons alors varier 2 5 nous aurons (')

[ @y, o da Sy, =) dy =Logr (2, ¥+ [ 1y 2) dy + s(a),

s ne dépendant que de z; d’ol

R(z, 7, s)=12 2"

r Jdx

“or / '
-*—‘/ -é;cly—b-s (z);

(%) Dans l'intégrale du second membre, « est regardé comme une constante.
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mais les périodes de /1 dy étant indépendantes de v, celles de / ~—d\

sont nulles ; cette derniére mte@rale estdonc rationnelle () en . UV, 3
et s'() est rationnelle en (X, ), soit s’ (2) =X (%, ); on a alors

)

”Xl/r«(»— /‘I' dy )
. dly = e+ ¢ (rdy 4+ L, dr),
d’oil

’Xd.l'»s- ‘r 1y
(«':e‘/ / ‘ + s ()

Sll (Cl‘) —0 / Xd.l'—l—l/ rody . \ f >
oxr

Or quand y a décrit un cycle de v, &, (2) doit rester invariable ; mais

avec

les périodes de [ra_’v ne peuvent se réduire toutes & des multiples
de 2=w4; il faut donce que la parenthése,.et, par suite, que s, (x) soit
identiquement nulle : on en déduit que U'intégrale générale de (33)
est alors de la forme

c=o(Au+B). y=y [I,og(Cv—i—I))—.fK()., [.L)d).]
ou ) V
r=o[kl Log(Au-+B)], 5 :/ {Log((l(' +D)— / X(}.,‘u.)(./}._l,

7. ¢tant la fonction elliptique délinie par Uinversion de /'r(/y et 4
étant une fonction aux mémes périodes. Les conditions duniformité
du systeme précédent sont d’ailleurs faciles & écrire.

Déterminons dans ce cas la nature de la surface algebrigue F. On a
déja vu que F posséde un faisceau (elliptique ourationnel) de courbes
elliptiques v, de module constant. Supposons d’abord le faisceau
elliptique ; moyennant une transformation birationnelle sur A et u. on
pourra écrire

=10, 1)y gz, x, 3)= k(s pa)

avec
P =40 — g2k — g3,

(1) La rationalité relativement & (X, w) est une conséquence de laméthode de décom-
posmon en éléments simples. Il résulte d’ailleurs des conslderatxom développées plus

loin qu'on peut supposer » indépendant de z.
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[ et £ étant rationnelles en %, et ., et &,, u, s’exprimant rationnelle-
ment en z, y, . Soit p(u, |o. ') la fonction de Weierstrass aux inva-
riants g, et g, |«, = Au + B ou £ Log(As + B)] et soit

(34) 4P gti g
I'équation d’une cubique correspondant birationnellement aux
courbes v. On aura

x="L{(hy, Pa), y=m(E, n;hy, 1) s=n(E n; Ay ),

m et n étant rationnelles en &, 1 etalgébriquesen, et p.,. Mais %, et i,
sont des fonctions uniformes de u, ; il en résulte que, si y et = ne sont
pas rationnelles en 2, et u,, on pourra trouver deux entiers M et N tels
que y et zadmettent les périodes 2Mo et 2Nw’relativement a «,, et, par
suite, soient rationnelles en Z'=p(u,|[Mw,No')et == (u, Mo, No’).
Soit
(33) pr=40E— g — g
la relation entre A’ et w’; appelons F* la surface hyperelliptique
(elliptique) dont les points correspondent biunivoquement aux couples
de points des cubiques (34) et (35). Entre les surfaces F et F* on vient
d’établir une correspondance | r, v] : la surface F, image d’une involu-
tion sur la surface F*, est donc une surface de Picard (elliptique), ou
un cylindre elliptique, ou un plan.

De méme, si le faisceau des courbes vy est linéaire, on montrera (*)
que F se réduit a un cylindre elliptique ou & un plan.

Prenons maintenant € = o; on trouvera

Xda
dy = ef (rdy + L, dz),

d’ou (*)
' = efx ""‘/Or dy + sy ().

(1) En vertu du théoreme de MM. Castelnuovo el Enriques sur les involutions apparte-
nant & une surface réglée [Ann. di Malt., 3¢ serie, L. 6, 1901, p. 213, (n° 17)].
(2) Voirla note de la page 34.
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faisons déerive & v, successivement, deux eveles de v ¢ va devenir

(xae/ , .
e j 1-((‘-+-£2,) -+ 5, () {i==10u 2);

écrivons que S;¢ = C;o + D5 on trouvera C; =1 et le rapport des
périodes de [rdy devra étre indépendant de . Ainsi les courbes ~ sont

encore de module constant et la surface ¥ est Uune de celles qui viennent
d’étre énumérées. On peut done supposer que r est indépendant de a;
mais alors on doit avoir

N

X eJ X /

o

, / X
rdy a8, () = e Ly,

ce qui entraine X==o, s, (x) = X, (), X, étant rationnelle.

Dans les deux cas prcwdunlb (; =oou 1), on peut donc résumer
les résultats obtenus en disant que 'intégrale crvnerale de (33) est
donnée par les formules

x=o[lhlLog(Au+B)] ou x=9(Au—+B),

y:y,[\' +-f.\'(7.. ,J.'-)d)‘], [ [\(7 H)d)]

[VoueV==Co-D;.r=2%; h(2,+)=o0, relation de genre 1].

Nous laisserons de eoté le cas ot les courbes vy sontrationnelles (*);
la surface F ne peut étre alors de genre géométrique un et les résul-
tats que nous établirions ne nous seraient d’aucune utilité.

23. Généralisation. — Les conclusions que l'on vient d’obtenir
s’étendent immeédiatement au cas ot 'une des familles

we = conslt., Logu + he = const., 1 + hy = const.
est algébrique, le premier membre correspondant satisfaisant aux

conditions du théoréme V : ce premier membre s’exprime donc en
(z,y, =) de la méme maniére que « (n° 1). On montrera dans tous les

(1) Les formules qu'on obtiendrail rentrent d’ailleurs comme cas particuliers de celles
que,nous établirons plus loin. (F est alors un eylindre elliptique ou un plan.)
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cas que si la surface Fa un genre p, =1, elle est néeessairement une
surface de Picard (elliptique), possédant deux faisceaux elliptiques
de courbes elliptiques. Soient #W, et dW, les différentielles de Picard
de premiere espéce correspondant i ces faisceaux; le systéme (s) aura
'une ou l'autre des formes suivantes (qui comprennent celles qu'on
a données-pour p, =1 au n°®22):

14:(30‘“14-{3[“24—'/-““” Il\\‘]’ . . ":e‘\\.-q—a[\\g-ﬁ[/t\\,,d\\,J’

o e[ rovwaw | o=y W,+ 6 [Wg -+ / FW)dW, | :

W, f _/'(W,)dwl],

u=0oW, ‘*"..’3 [\Vﬂ+ [f(\V,) d\vl] : v= '/-\Vx + 0

a, B, v, ¢ étant des constantes numériques telles que ac — Py 5 o,
et #(W,) coincidant avec une fonction rationnelle »(%, v.) des para-
métres qui individualisent une courbe o (2, y, 3) =24, Y (=, y,5) = 1
du faisceau W, = const.

DEUXIEME PARTIE.

REPRESENTATION DES SURFACES ELLIPTIQUES.

24. Premieres conséquences de la définition. Fixation du signe d’un
radical. — On appelle surfaces elliptiques les surfaces algébriques
F(x,y, z) possédant : - ' '

1° Un faisceau, linéaire ou non, de courbes elliptiques K ayant toutes
le méme module;

2° Un faisceau elliptique de courbes algébriques C (distinet du
faisceau précédent). Nous allons construire ces surfaces.

Les équations d'ane courbe K peuvent s’écrire :

(36) Sz, y,5)=8,  glx,),3)=T,
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J et g étant rationnelles en a, v, z ¢t S, T véritiant une relation
algébrique

(37) . 9(8, T)y=no.
De méme, les équations d'une courbe € sont de la forme
(38) (e, y, 3)=1, k(x, y, 3) =14
/et k étant rationnelles et %, u. satisfaisant & la relation
’ \
(39) L opr= 40—k — (2, 73> cousl. numeériques).
Puisque les faisceaux | € { et | K{ sont distincts, deux courbes quel-
conques C et K se coupent [()UJOUPb en n(Z1) points. Attribuons une
fois pour toutes & (A, w.) un couple de valeurs numériques (A, &,)

satisfaisant a (39); soient C, la courbe correspondante etm, (x,,v,, z,)
["'un quelconque des points d’intersection de C, et K. Posons

W= axy-+ [)‘}'0 -+ C3y -+ aS + ;3]‘,
.a, b, ¢, %, B étant cing constantes arbitrairement choisies et résolvons
par rapportax,, y,, =,, W le systéme (compatible) formé par I’équation
précedente jointe a (36), (37), (38), (39) (écrites pour m,); W sera
lié 2 T par une résolvante

(40) o(T,W)=o0

et ’'on pourra écrire

]

'I“():xﬂ)('ri \V)! y():VVU(r—rﬁ \V’)v T‘O—::'O(rr7 \‘7)1
(41) S =8 (T, W),

toutes les fonctions précédentes étant rationnelles en T, W.
Cela étant, puisque les courbes K ont méme module, elles peu\ent
étre transformées birationnellement en la cubique fixe

(42) Y2=4X3— g X — g3 (g2s &3 const. numériques).

Pour définir la transformation, nous choisirons arbitrairement sur (42)
un point (X,, Y,) auquel nous ferons correspondre l'un (T, W) des
points my ; les formules comporteront d’ailleurs une ambiguité de signes
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que nous léverons arbitrairement; elles s’éeriront
(43) w=2(X, Y; T, W),  y=(X,Y;T, W), s=z:(X,Y;:T, W),

les fonctions précédentes étant rationnelles en X, Y, T, W ('), et nous
appellerons (43") les formules que 'on aurait obtenues au lieu de (43)
en choisissant la seconde application de K sur (42). Inversement, on
aura

(44) X=X(a, 5T, W),  Y=\(z, 7 55T, W),

les fonctions X et Y étant rationnelles en x, y, =, T, W (*). Enlin, on_
peut tirer de (43) et (44)

(45) W =W(z, y, 5; X, Y),

W étant rationnelle en x, y, 5, X, Y (*). En elfet, supposons la corres-
pondance entre K et (42) définie sculement par un couple (=, y, =),
(X, Y) de points homologues; au point (X,, Y,) correspondent deux
points (x,, ¥,, z,) et («, ¥,, 5,) dont un seul appartient & C, (si,
comme on peut le supposer, le couple donné n’a pas été choisi d’une
fagon particuliere).

Jusqu’ici les formules (43), (44), (45) n'ont été établies que sur
une courbe K particuliere, soit K; bien entendu, si on fait varier K
(c’est-a-dire le point m, de C,), les formules précédentes continueront
a s’appliquer par continuité aux courbes K voisines de K; Inais, jusqu’a
nouvel ordre, rien ne prouve que lorsqu’on aura fait décrire a m, un
cycle quelconque € sur Cq, les formules (43) (par exemple) coincideront
a la fin avec les formules initiales [ et non pas avec les formules (437)].

Or, exprimons que le faisceau |G| est de genre 15 & ce faisceau est
attachée I'intégrale de dilférentielle totale de premiere espece

' ‘n)‘,y., 4 (0,351 ‘
U= — = Pz, y, 5)de + Q(x, y, 35)dy

(Agylho) [ (X9sY0150)

n’ayant que deux périodes distinctes, soit2w et 2w’; ¢t 'on pourra

(1) Ainsi qu'en Xg, Y.
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satisfaire & (\'3{)) en posant
(46) ' r=pUle, o), p=p(ljis, o).

Cela étant, si l'on tient compte de (43), on peut écrire dans le voisi-
nage de K

U =/ PN, Y; T, W)aX +—Q, (X, Y; T, W)dr,

P, et Q, étant rationnelles en X, Y, T, W. Mais sur une courbe K
(T = constante), U se réduit & I'intégrale de premicre espéce, 1, de
cette courbe; on doit donc avoir

A

P(X, YT, W)= 7

A [déja indépendant de (X, Y)] étant indépendant de (T, W) (puisque
les périodes de U en sont indépendantes) et ne pouvant étre nul
(puisque les courbes C sont distinctes des K).

Or ce résultat montre déjh que I'échange des formules (43) et (43") &
la suite du lacet @ décrit par m, est impossible : car dU, primitivement

. R dX =
égal & A <~ sur K (A, constante absolue) ne peut se permuter

avec — A % : ainsi done, les formules (43), (44), (45) sont unifor-

mément valables, sans ambiguité de signe, sur toute la surface I'.

25. Propriétés des couples paramétriques répondant a un point donné
de ¥. — Mais il yaplus : moyennant une transformation d’homogénéité
sur A et p on pourra supposer A =1 et I'on aura ainsi

(X,Y) dX (T,W)
U= =+ Q(T, W)dT.
(Xy,Yo) (To, W)
Or déplagons m sur C, en faisant varier (T, W) par continuité; nous
aurons U= o0, et (m coincidant avec 72,) X =X,, Y=1Y,; on doit
donc avoir Q (T, W)==o et par suite

. &YX
47) ,L=f 3
U Yy

Ann. Ec, Norm., (3), XLI. — OctoBRrE 1924. : 4o
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Soit alors 2Q, 2Q" un couple de périodes fondamentales de Uintégrale
de premicre espece | de (42); on pourra preudre @)

Q )/)’

oy i

(18) N=p(U=+(]Q,Q, =p'(U
et en vertu de (38), (46), (47) et (48) les équations (43) entraineront
la relation

(49) C (U e, ey = Rp(U[2, Q)5 T, W]

ot R est rationnelle en p, T, W. On aura done

- Q =awn+bw )
(50) ; Q'=co-+dw (ad—bez=0),

a, b, c, d élant quatre entiers : ainsi, on passe de p(U|Q, Q) a
P (Ulw, ") par une transformation d’ ordre | ad — be|; de plus, (T, W)
étant donné, et U étant déterminé (mod 2w, 20") I'équation (49)
est vérifice par | ad — be| valeurs de U, de la forme

L =Uj+ 2720 + 2po',

con“l"ues mod 2w, 2w, mais incongrues mod 2Q, 2Q’ : en d’autres
termes, lordre |ad — be| de la t/a/szormatwn est précisément e€gal au
nombre n des poinis d intersection d'une courbe C et d’une courbe K (*),
et on peut ajouter que ces n points sont toujours distincts.

Ainsi, la surface F est représentée paramétriquement par les
¢quations

z==a[p(U]Q, Q) p/(U1Q, 2); T, W],
(51) y=rylpU]|Q, Q) p'(U]|Q, ); T, W],
s=3[p(U]L,Q), p'(U|Q, Q); T, W],

z, y et 5 étant des fonctions rationnelles de leurs quatre arguments.
Inversement, a tout point (z, y, =) de I correspondent : 1° n valeurs
de W définies par (36) et (41), et 2° n arguments U;, incongrus

(Xo, Yo! >
(1) Avee C =f [%}—

(2) Appelé déterminant de la surface par M. Enricues.
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p 4 ’ b /, 7= -
mod 2Q, 2Q'. D’aprés (44) et (43), chaque argument

(&) Ui=U+2hw+op;0 (mod 242, 2Q7)

(=1, ..., n3 N et . entiers) est associé biunivoquement (') @ une
racine W; de (41) par les équations

PU+ G Q) =X(2, 7,5 T W), p(U;+C12,0 =Y (2, s;T,W))
et

(52) W, =W, y, ; p(U;]Q, ", p'(U;]4L, Q)]

Il résulte de 12 que Véguation (41) en W ne saurait étre arbitraire; son
groupe de monodromie G | (S, T) étant considéré comme le parameétre
variable | est holoédriguement isomorphe au groupe G des permuta-
tions U;| Uy, et par suite, abelien.

26. Le groupe ' de transformations de la surface ¥. Les intégrales
simples de premiére espéce de F. — Ceé fait, indiqué par M. Enriques,
comporte d’importantes conséquences que nous développerons tout &
I'heure; actuellement nous utiliserons les formules (51) pour établir
que I posséde un groupe continu o' de transformations birationnelles
en clle-méme. Effectivement faisons la transformation

(53) U'=1U + a, =T, Wi=1W;

au point (x, y, z) correspondent n systémes de coordonnées (U;; T,
W;); les transformées par (53) de ces différents systémes seront
(U;+a; T, W;).Or, donnons & june valeur fixe (quelconque ) quand «
variera d’une maniére continue, les entiers A;, u; qui caractérisent la
détermination de U; + a associée comme il a été dit & (T, W;) ne

(1) Qn passe d'un couple (:oordunn(; (C;; T, W;) du point 7 & un autre couple en
faisant décrire d’abord & m un arc de la courbe (& passant par 7 ; l'are aura son origine
en m et son extrémilé en l'un, m' des n —1 autres points d’inlersection de C avee la
courbe K qui passe par 7; puison déplacera m de 7' & m le long de K. Dans le premier
parcours, U n’aura pas vari¢ et (V, W) sera devenu (V, Wy); pendant la fin du parcours,
(V, W) ne change pas, tandis que U variera d’un n“ de période de p (U|<Q, ).
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peuvent que rester constants le long de K5 U; + @ est donc associé
a (T, W;) et tous les systémes (U; +a; T, W;) définissent un point
unique : la transformation (53), qui était évidemment algébrique, est
donc bien birationnelle; elle engendre sur F un groupe intransitif oo'
dont les courbes K sont les trajectoires.

Montrons encore que la surface ne peut posséder d'intégrale de Picard
de premiere espece distincte de U et desintégrales attachées & | K | (lorsque
ce faisceau est de genre Z1). En elfet, le procédé employé (out a heure
pour exprimer dU en fonction de dX et dT prouve que Uintégrale de
premiére espéce la plus générale de F est de la forme |

20 +fr('_1x W)dT,

(7, rationnelle en T, W). Par soustraction de U on obtient donc une
relation de la forme

Q(‘r’ Y ’:>d‘x -+ Q('l‘v Y Z)d)’: "(Ta VV)dT

(@ et 9 rationnels en @, y, ). Or, en vertu de (36) 4T est de la forme
@'dr + 9'dy (¢ et 9 rationnels en @, y, z); r(T, W) doit donc éure
unyforme sur ¥'; mais, d’apres (41), on peut écrire

P(T, W) =p(8, 1)+ Wpy(8, T 4.+ Wn=ip,_ (S, T),

les ¢ étant rationnels en S, T; et la condition précédente exige que
Ponaitg,==o0==...=p, , : ainsi r (T, W) est une fonction rationnelle
deSetdel, comme nous I’avions annoncé.

27. Représentation des surfaces elliptiques de déterminant quel-
conque. — Revenons maintenant au groupe abélien G. Il est facile d’en
déterminer une base. Tout d’abord, on peut (') effectuer sur le couple
de périodes (2w, 2w") etsurle couple (2Q, 2Q") deux transformations
modulaires telles que les formules (50) s’écrivent

Q= pdw, Q' =¢q ov,

(1) Poir n° 86,
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P et g étant deux entiers premiers entre eux, et o étant le p-g-c d.
des coefficients a, b, ¢, d de (50) (on aura, de plus, pgd* = n). Il
résulte aussitot de Ia que I'ordre d’une substitution quelconque de G
ne peut dépasser pgs; or la substitution ()

S, U=U+20+ 20 (modz?,z.f?.’,

engendre un groupe I' d’ordre pgc; on pourra donc la prendre pour
premiére substitution génératrice de G; d’ailleurssic=1, I'seréduira
& & qui sera cyclique et dérivera dela seule substitution S,. Supposons
alors ¢ > 1 et soient 4 et k& deux entiers tels que 2p — kg =1; la subs-
titution
S;U=U+2hpo+2kge (mod 2Q, 29Q7)

sera étrangere 4 I’ si 6 > 1; elle sera d’ordre ¢ et constituerala seconde
substltutlon génératrice de G. Ainsi la base de G sera formee par S,

et S,; ses invariants seront pg¢ et ¢ (ou < et o).

Pour plus de généralité, supposons que G ne soiz pas cycligue (*); le
groupe de monodromie § de I’équation (41) est donc, lui aussi, engen-

, “ . .. N o
dré par deux substitutions fondamentales 8, ets,, de périodespgoetc;
soient [W,, Wi, ..., W] et [W,, W, ..., W§'] deux cycles de
racines de (41) s’échangeant les unes les autres par les substitutions
$, et 8,; pour réduire ¢ a la substitution unité, il sera nécessaire et
suffisant d’adjoindre au champ (8, T) les expressions

1 G 7(1),
4 1+€1W(5_,“+.- __5_5}1"10 I\V;qay

Zo= W+ W . ..+ ST WE,

e, et e, (puissance de g,) étant deux racines primitives de l'unité,
d’ordres pg¢ et 8. On aura ainsi

(54) 2iP=0,(8,T), Z3=0s(8,T),
les seconds membres étant rationnels en Set T, et I’on pourra écrire

(55) Zo=0 (W38, Tier),  Zo=Us(W3 8, T; ), .

(1) Pour ne pas compliquer I’éeriture, on n’a pas modifié les notations précédentes.
(%) Si G était eyclique, on pourrait encore appliquer les développements ci-dessous, a
condition de supprimer partout les symboles affectés de l'indice 2.
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W désignant, par exemple, la racine W, de (41), et J,, ¥, étant ration-
nelles en W, S, T, ¢,, c.; Inversement, on aura
(56) W=y (%), 70; S, T 5,).
7 ¢tant rationnelle en Z,, Z,, S, T, ¢,.
Posons alors
Ai=p(U)Q, Q) +ep(U+20 + 20’2, Q)
+ el p[U+2(pgd—1) (0 + o) |2, Q'],
Av=p (U], Q) +eaap(U+2ke +2ko|Q2, Q) +. ..
4+ p[U4+2(0—1) (o + ko) | Q, Q]

et considérons la surface F* lieu du point

“
*

i

=

(57)  @*=aMli+aAlataS,  yr=p'(U]w, o),

S et T étant liés par (37); en faisant correspondre les points de F et
F* qui répondent aux mémes valeurs de U et de (S, T) on déliniraune
correspondance birationnelle entre ces deux surfaces (*).

28. Les surfaces elliptiques ¥' de genre p, = o, possédant un [aisceau

(1) Car, & tout systeme de valeurs y*, z* correspondent trois valeurs de U (incongrues
mod2w, 2w’) et un nombre fini de valeurs de S; si 'on se donne encore z*, une seule
des valeurs de U est admissible (mod 2w, 2a), ainsi qu'une seule valeur de S :
p(Ulw, o), p’(U]w, ), Set T sont done rationnels en z*, y* et z*. Donnons-nous
alors p (U] Q, Q'); Aq et A,, puis Z; et Z, seront déterminés sans ambiguité; ainsi Z;, Z..
et, d’aprés (56), W seront rationnels en p (U[|Q, Q), x*, y*, 3*, soit

(e) W=WI([p(U0|Q,Q);a* y* 5]

Mais, par suite de I'isomorphisme de G et § les différentes valeurs de W correspondant
4 un poinl z, ¥, =z de F s’obtiendront en remplacant dans (e) U par » valeurs congrues
(mod 20, 2w’), et incongrues (mod 22, 2Q"). Or, si I'on porte T=z*, S(z*, y*, 5*),
et la fonction W définie par (e) dans les équations (51), on voit que z, y, 5 seront ration~
nels en p (U] Q, Q), 2*, ¥*, z*. Mais «, ¥, 5 ne doivent pas changer quand on remplace
le couple (U, W) par I'un de ses » — ¢ conjugués; il suit de Ia que les fonclions rationnelles
précédentes ne doivent pas changer quand on y remplace U par ses n —1 associés : c’est
dire que z, y, z sont rationnels en z*, y*, z* ot p (U|w, w’) (ou €n z*, y*, z*).
Inversement, d’aprés (36),(38) et (46), »*et s*sont ralionnelles en #, y, z; de plus, &
tout point z, ¥, z correspondent n valeurs de U (incongrues mod 2 Q, 2Q'); I'une d’elles
étant fixée, d'aprés (52) W sera connue rationnellement, et par suite Z, et Zz d’apres (55);
AZ, ot BZ, s’exprimeront done rationnellement en p (U[Q, Q'), z, », 5 et I'on conclut
comme tout & 'heure (ue 2* est rationnel en z, y, 5, p (U] w, w’), ¢'est-d~dire en z, ¥, 5.
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clliptique de courbes elliptiques. — On sait (*) que ces surfaces serépar-
tissent en sept types distinets; nous allons les retrouver en nous
appuyant uniquement sur les considérations qui viennent d’étre
développées.

. Tout d’abord puisque p, = o, la relation (37) est de genre o (*);
ainsi, moyennantun choix convenable de expression T, la relation (37)
peut étre réduite a S=o et 'équation (40) ou I'équation S(T, W)=o0
sera de degré » en W. Son groupe de monodromie devant étre abélien,
loutes ses racines W ; s'exprimeront par des fonctions rationnelles de Pune
d’elles (i coefficients rationnels en T), soit

(58) W,=R;(T. W)  (j=1....,n).

Mais puisque C est de genre 1, on peut exprimer (*) T et W en fone-
tions rationnelles de p(V]w, @) et p'(V|w, ') [dapres (36) et
(52)]. Aux n points (T, W) correspondront » arguments V; et puisque
les équations (58) définissent » transformations birationnelles de (40)
en elle-méme, on aura

(59) V=,V + 5 (mod 2w, 2w")
aveoe
al=1, si C est de module quelconque,
alt=1, » - harmonique,
ab=1, »  équianharmonique.

Je dis qu'el est impossible que pour toutes les valeurs de j on ait 0; =1 :

en effet, les points (T, W) se meuvent dans une série linéaire; si 'on
n

avait, quel que soit /, dV; = dV,, I'expression 2 dY; ne pourrait étre
j=1

nulle, comme I'exige le théoréme d’Abel. Par une transformation

(1) Voir 'lntroduction (n°® 35).

(%) Ln procédant comme au n° 26, on montrera aisément que toute intégrale double de
Picard de premiére espéce de la forme f/[}lc,-(;)i(s, T)] U AT, les Q:dT étant les
intégrales abéliennes de premidre espéce attachées & (37). Le genre de (37) est donce
égal & p,. La surface ayant p, -1 intégrales de Picard de premiere espeéce, son genre
arithmétique p, est —1.

(%) Les courbes C seront de méme module : cela résulte de la formule de Castelnuovo-
Enriques, rappelée au n° 31, dans laquelle ona g =1, py =—1 (et p(!) =1, d'aprés
les propriétés du faisceau | K|).
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V|V —+ A on pourra donc ramener I'une des substitutions génératrices
du groupe abélien (59) i la forme

(60) _ $;V=aV  (mod2w, 25'),

ou o est une racine primitive de 1, d’ordre 2, 3, 4 ou 6 etla construction
d [ 1 Q1 A > Y » Y TN 1

du groupe (59) se trouve ainsi achevée lorsque ce groupe est cyclique.

Supposons alors que le groupe dérive de la substitution (60) et de

la substitution
$sV=2a'V+f (mod 2w, 2w)

et exprimons que 8,8, ==8,8,. Si la courbe Cest de module quelconque,

on trouve
$ V=—YV, $V=—V4w (mod 2w, 2&').

Si C est équianharmonique, prenons d’abord

27
a—c¢=o <s:e7),
on trouvera
L ns . . ; 2%
S, V=eV, égVEs\"—l-(x-—s)—s— (mod 2w, 2w').
- Siaeta nesont pas tous deux égaux i €, on pourra supposer ¢ = — ¢;

mais alors on trouve que { doitétre une période (donc nul) et le groupe
est nécessairement cyclique. Enfin si C est harmonique, on obtient de
la méme facon :

I+

S=iV,  S=—V+

o} (mod 2w, 25").

On a donc en tout sept hypothéses (') :

3. S, 12 q. 8. Pg8. n.
—V - b3 I 1 9, 9
eV - 3 i [ 3 3
A - 4 1 I 4 4
—zV - 6 1 I 6 6
-V —V+5 1 I 2 2, 4
eV €V+(l+£)2-3—ﬁ-j 1 1 3 3 9
tV —V+(+i)w 2 I 2 4 8

(1) On dresse le tableau en calculant d’abord pg 8, 3, n (ordres de 81, S», §) puis p et ¢.
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Dans les quatre premiers cas, ou ¢ est cyclique, une analyse classique
fournit immédiatement la fonction o, (S, T)de (54),; on trouve ainsi,
en écrivant x, v, s au lieu de 2°, y*, 5 :

n=2: x=A/(5—e)(5—e)(5—e3)(5—ey),
n=3: x':Agt/(:—~el)‘-’(z-—e.z)'-’(:.——eg)'-’.
n=1/: x:Ak{/(z,-— €;)* (s —es)d(s —e,)%
n==~6: .zr:A.;f/(:——e,)“(:——e.l)'*(:—es)’*
avee (')
: Yl ggmi ’
A =D p(U+2ke|nw, o)
k=0

et, dans tous les cas,

_}":J)’(Ulm, w').

29. Construction des surfaces ¥' & groupes G non cycliques. — Pour
obtenir les trois autres surfaces, il faut encore exprimer que les trois
relations i

-2 =AVP(5)+BYQ(s),
z=AVP(z) +BYQ(3),

z =AYP(5) +BYQ(5).

construites & partir de (57), (54) et du tableau des valeurs de p, ¢, ¢,
sont, chacune, de genre 1. Or supposons que chaque zéro de P et Q soit
un point de ramification effectif pour @, et que z =100 ne soit pas un
point de ramification des radicaux (ce qui est toujours possible); sup-
posons encore que P et Q possédent en commun 7 zéros distincts (*)
et soient p et ¢ le nombre des autres zéros de P et Q; on trouvera pour

2T

(1) D'ailleurs, dans Ap, on pourra substituer & e ” une autre racine primitive,
d’ordre n, de l'unité, et & p(U | nw, ') une autre transformée p (U] w, —vw + nw').
(2) Chacun d'eux pouvant &tre simple ou mulliple.
Ann. Ee. Norm., (3), XLI. — NovEMBRE 1924. 41
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les trois cas précédents les trois ¢quations (*)

p+ ¢+ r=h,
p+ q-+ r=3,

P

3p+2g+3r=

Dans le premier cas (n = 4), en rejetant maintenant & Uinfini I'un des
zéros de P et Q, on obtient les deux surfaces

x':A\/:——e,+l¥¢(sfeg)(z~e3) ‘ ‘(‘},:J),(Uim, o)
d'=AVGE—ea)c—e)c—ea)+B/E—ea)(s—e) | T .

avec ' .
A=plU]2o,0)—p(U+20]20, o),
B=p(U|aw, 20') —p(U 20 |0, 20').

Moyennant un changement d’éeriture, on peut encore représenter ces
surfaces par les ¢quations (*)

[JJ(UI‘)m o+ o)—p(U+20|20, o+ o')] ;\\,
Vo,V

+[p(U]w, 20") —p(U+20'|o, 20')] 'dsz ,

2'=[p(U]l2w, ") —p(U+20|20, o)]p'V

‘»\

\ \

/\.\

+[pU]w, 20") —p(U +20' o, 20)] ——
=p"(U]w, o), s=p(V]w, o).

On vérifie aisément qu’elles admettent le méme tahleau de périodes

I o) 1

hw o 20" 4| /8w’ 2 hw 2
’ o 4w 2w 2w —<4m')x s 1 L B
2 2%

(1) Dans le troisieme cas, la formule suppose que P n’a aucun zéro double ; si P possé-
dait m'+ p' zéros doubles, dont ' éirangers a Q, on devrait remplacer ladite formule
par 3p + 29 + 37 +2m' + 2p’ = § qui ne donne aucune surface.

() Pour la premiére surface, A et B ont été formés de méme manitre que pour la
seconde, mais & partir du couple 204 = 20, 20] = 2w’ + 2w, éguivalent 4 2w, 2u'.
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et la méme transformation en elle-méme : Uy = U, + 20w, V, = — V.
Elles sont donc birationnellement équivalentes.

Tableau des substitutions :

I U \
Sy U+2w —V
S U+oaw V+oow'
3.8, U420+ 2w —V+ow

Dans le second cas, on prendram =n=p =1 et (')
(61) =AY E =N +BVIE(G—2). y=p(Ulw, o)
avee
A=pU|3w, o)+ep(U+20 3w, o)+ep(l+bo |30, o),

B=pU| 0,30)+ep(U+20'| w, 30)+2p(U+40] o, 3o’).

Or considérons I'équation (61), comme représentant une courbe du
plan (@, z); elld sera vérifiée si l'on pose

_ —2AV4X —2BZ 2
z= A ’ T a2V
avec
pV . p'V /3
X=y3 —F—— ‘
4 py—3 PV —V3
et

PV =4pPV — 1.

La fonction pV admet les deux périodes imaginaires conjuguées 2w,
et 2w, =2¢cw,, la période 20, = 2w, + 20, étant réelle. On trouve

aisément
/ 7 /
_..______.,f‘pv\/g:C(V—L‘T&)’>+EC<V+4—?>+32§(V+4—;)3>Ecp(_\")’
Py — :
P VHVE o hoy (_z_«%) d(,_gi:):
53___5'V——\/§_§<V 5 ) etV 5 ) L) 5 ) =4 (V)

et, en se servant des relations

Ny~ €10y = 0 == N3 — €7y

(1) On, vérifi.ra que la solution o= AV (s—1)+B{(5—102(z+1)2, qui, -
a priori, parail distincte de (61), conduit & une surface identique.
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Yyr

véritiées par les pscudo-périodes de la fonction IV, on établira les
formules

20—+ 2w,

—ca(V). ¢<V+ - >:eq)(\f).

TN T

20+ 20,
oV 4+ —5——

3

A laide de ces formules, on démontrera que la surface admet le
tableau de périodes

L 20 + o 1
1Sw 3 g 3
<
20 20)y ° . I I—E&
3 3
Tableau des substiiutions :
I U AY X Z
Sy U+a2w eV e X /
S2 U+ 4w 2V 2 X Z
20+ 2w , .
8, U4+ 4w+ 2w’ V -+ __t'_xg__z e2 X el
' 2wy~ 20 .
S8, U420 =V + —‘——;———)—2 X YA
oo . 264~ 2 . .
518, U+20+a20 E-V—P—%ﬁug ¢ X e Z
5 N ' 2 “
83 U420+ 4o’ V+M eX e2Z
9

8183 U+4w 440 2V + w‘f&' e2X 27
8282 U+ 4o 2V 4+ 1‘1})& X Ry

Dans le troisitme cas, on prendra de méme (*)

z=AY5(s—2) +Byz(z —1), y=p'(Ulw, o)
avec
A:J)(U[[;a), o) +ip(U+20]|40, ») _
— p(U+bolio, o)—ip(U+6n|4fo, »'),
B=pUlw, 20"y —p(U + 20 |0, 26');

’

(1) On vérifiera que la solution 2 = A{/z (#—2)*+B y5(5—1) conduit & une
surface identique & celle du texte.

’
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on posera
2A YV 1Z+ BY/2X 2
1+ ZF ’ T+ 7V

@€ =

avec ‘
N=¢nVdnV, Z.=snV,
la fonction z=sn'V vérifiant Péquation Z'* =1 — Z*, de sorte que sn'V
admetles deux périodes primitives 4K et 2 (1 + ¢) K. Comme on a
sn (iV|K, K +iK)=1isnV.
cen(EV]K, K+iK)= dnV,
dn({V{K, K+ /K)= cnV,

on formera aisément le tableau de périodes de I :

I 20 4+ o I
8w’ g 2 fow' 2
4iK 1 14+
o 1 -
2 2

et le tableau des substitutions :

I U \Y X 7
Sy U+2w IAY X {7
83 U+ 4o —V X —1Z
83 U+bow —iV X —1iZ
Sy U+ 2w —V +2K —X Z
828, U+20+ow —iV+2aK —-X —iZ
8318, Ut+fw+20 V+2K —X —7Z
838,  U+6bw-+20w —iV+ 2K —-X —1iZ

TROISIEME PARTIE

LES SURFACES IRREGULIERES DE GENRE GEOMETRIQUE UN

I. — Les surfaces de genre arithmétique zéro.

30. Le genre linéaire p' est égal a 1. — A priort, pour p,=1, on

peut fcure sur la surface F du probleme (B,) I'une des trois hvpotheses

suivantes : p,=1, p,= o0, p,= — 1. Réservant pour la sixiéme Partie
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I,

étude du premier cas, nous allons montrer que Lhypothese p,=
p. = 0 est inadmissible; et, pour cela, nous établirons d’abord que
Uhypothese précédente entraine p'') =1.

Lorsque la courbe canonique K de F est irréductible (') I'assertion
précédente se réduit au théoréme [V elle est alors immédiatement
justifiée (*), Nous allons donc supposer que la courbe canonique K est
réductible.

Or, dans le cas actuel (p, =1, p,=0), il résulte d’'une importante
proposition de M. Enriques (*) que la courbe canonique K est
contenue totalement dans un systéme algébrique ' |K| de courbes
paracanoniques. A priort, |K| peut é¢tre une série d’indice v>1. La

~surface F pourra donc étre représentée biunivoquement sur une
courbe algébrique plane T, de telle sorte qu'a une courbe K corres-
ponde un point de T', et qu’aux v courbes de {K/ passant par un point
de F corresponde un groupe de v points p.,, ..., py sur I'.

Ceci posé, soit C une ligne de niveau de l'intégrale de Picard de
premiére espéce attachée a F; considérons les v courbes de K! qui
passent par un point m variable sur G et supposons qu’elles forment
un systéme simple. D’aprés une remarque féconde de M. G. Humbert,
si 1 (u) est Pune (quelconque) des intégrales abéliennes de premicre
espece de I', la somme o=1 (p, ) + ...+ I () sera ¢gale & la valeur
en m d'une intégrale de Picard de premiére espéce attachée 2 F. Mais
F ne posséde qu'une seule intégrale de Picard de premiére espéce (non
constante sur F) et celle-ci est précisément constante sur G : done,
quand m décrira C, o restera constant, et cela, quelle que soit 'inté-
grale abélienne de premiére espece I. D’apres la réciproque du théo-
réme d’Abel, les points u. appartiennent donc & une série linéaire, et,
par suite, quand m variera sur C, les courbes K devront se mouvoir &
Iintérieur d'un systeme linéaire; il en est de méme de la série oo ;K;,

() Nous admeltrons, comme il est permis, que F est dépourvue de courbe exception-
nelle.

(*) On sait qu'alors la surface posséde nécessairement un faisceau de courbes de
genre 1.

(%) ExriQuEs, Rend. Acc. Bologna, t. 1X, 1904, p. 5.
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et, comme p, =1, ceci n'est possible que si les courbes K restent fives
quand i décriz (.. :

Les courbes K (ou leurs composantes irréductibles) doivent done
coincider avec les courbes (, qui, dés lors, sont algébriques et forment
nécessairement (') un faisceau ;C|. Mais alors le systéme | K! est formé
de courbes variables dans |C!; or {(!, ¢tant un faisceau irrationnel,
n’a pas de point-base; une courbe C ne peut donc avoir aucun point
commun avec une composante K; de la courbe canonique Ksans qu’elle
la contienne. Cela élant, puisque les courbes € (générales) ne peuvent
ni se couper, ni couper K, il résulte de ’'absence d’exceptionnelles et
de Ta relation classique | -— C|=|K| que sur toute courbe générale C
la série canonique sera d’ordre o : les courbes C sont donc elliptiques,
et F posséde ainsi un faisceau de courbes de genre 1.

1 est facile maintenant d’établir la relation p*)=r. Observons, en
ellet, que lescomposantes K; deK ne peuvent avoir aucun point commun :
car, ou bien les K; coincideraient avec des courbes C qui seraientdone
muluellement sécantes; ou bien I'ensemble de deux ou plusieurs
courbes K, constituerait une courbe € (réductible) dont le genre
virtuel serait nécessairement supérieur & 1. Les K; ne pouvant se ren-
contrer, le genre virtuel p¢*/ de lacourbe R est égal & 1.

Toutefois, nous avons di supposer que la série |K| était simple;
examinons maintenant 'hypothese opposée : les v courbes passant par
un point m, de F auront en commun n — 1 autres points m,, ..., m,.
A la surface Fon pourra faire correspondre une surface § telle que

“chaque point M de § corresponde (rationnellement) au groupe m,, .. .,

m,; quand m,, par exemple, déerira une courbe K, ses associés m,, .. .,

m,, décriront la méme courbe, et le point M décrira une courbe :)T ala

la série | KI correspondra sur & une série |a¢| d'indice v et simple.
Ceci posé, quand m parcourra une courbe (. du faiscean ;Ci, son

2

correspondant M décrira une courbe e; la somme 21 (w;) sera une
. j=1

intégrale de Picard'de premietre espéce sur §; et comme § ne peut pos-

séder au plus qu’une intégrale simple de premicre espéce, le raisonnement

(1) Foirla note 1 de la page 305.
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de tout a 'heure continuera & s'appliquer sur & : quand M décrira e,
les courbes 9¢ devront se mouvoir dans un systéme linéaire. Or a
chacune d’elles correspond une seule courbe K : celles-ci devront done
~ également appartenir sur Fa un systéme linéaire, ce qui exige que
dans l'opération précédente elles restent fixes; dés lors nos conclusions
intérieures conservent toute leur validité.

31. Formation des expressions u de premiere espéce. — On vient de
montrer que, dans les hypothéses actuelles, la surface F posséde
nécessairement un faisceau de courbes elliptiques C. Comme on a ici
Cpe=1, p,=0, pM=1, le genre de ce faisceau est égal a un ('); quant
aux courbes C, elles ne peuvent avoir leur module constant : car, la
surface F étant supposée dépourvue de courbes exceptionnelles, la
formule classique de MM. Enriques et Castelnuovo

A+b4(m—1)(p—1)=13 4+ 12pa— p(V)

(A, nombre de courbes C possédant un point double; p genre du
faisceau; =, genre des courbes C) donne aussitot A =12 (>>o0).
Or les équations d’une courbe C peuvent s’écrire

Sz )=k gz, y,5)=p,
A et wsatisfaisant & I'équation .
(62) o(} p)=o
de genre 1; de plus, C sera la transformée birationnelle d’une courbe
(63) U(pyo; A, p)y=o0

du plan (p, o) (les coefficients de ¢ seront d’ailleurs des fonctions
de A et p qui, d’aprés ce qui précede, ne pourront se réduire i des
constantes); sur F, x, y, = seront donc des fonctions rationnelles des
variables A, u, p, o liées par (62) et (63). Enfin, si 'on désigne par

w :f@(x,y, s)dx + Q(z, ¥, 3)dy

(1) Exriques, Rendic. della R. Acc. delle Sec. del Ist. di Bologna, nouvelle série,
t. XI, rgo6-1907, p. II.
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I'intégrale de Picard de premiére espéce attachée a F, et admettant
2w et 2’ pour périodes primitives, A et y. s’exprimeront rationnelle-
ment en fonction de p (w]w, w’) et p’ (w|w, »’)et I'on pourra écrire :

A(wep.7)d w-+B(sar:
} (wip.o1dw-+B(n;0,5)dp -

(64) du=e [C(ws p, o) dw-+D(w; p, o) dp],

A, B, C, D étantrationnelles en pw, p'w, 5, . Cherchons 2 déterminer
ces fonctions de maniére que u soit une expression de premiére
espece.

A cet effet, exprimons d’abord que u reste fini quand on se déplace
sur une courbe C (d’équation w=w,). L’intégrale

Biwgip, d:
(65) fef P D])(w,,;p, o) do

devra étre une expression de premiére espéce pour C. Or, C étant de
~genre 1, il résulte d’'une proposition de M. Emile Picard (*) que
expression (65) est alors nécessairement de la forme W ou Ciz e™,
dW (¢, o) désignant une différentielle abélienne de premiére espéce
de C (et & coefficients algébriques en A, ) et @ étant une fonction algé-
brique de A,. Nous allons montrer gu’on a dW==o0.

Effectivement, faisons décrire successivement a (2,y, 5) deux eycles
fondamentaux de C, et soient Q; (j=r1, 2) les périodes correspon-
dantes de W; u, qui doit subir une substitution linéaire & coefficients
constants sera transformé en u+ Q; ou en ze*¥ const. Dans les deux
cas, le rapport Q, : Q, serait constant, ce qui est impossible, puisque
les G ne sont pas de module constant.

. . . fﬂ (wy; .70 .'lp
Ainst done D (wy:p,9) e

et (64) se réduit a

doit étre nul quel que soit a4,

/t\uv;dw -
: du=e" C(i) dw,
c’est-a-dire a

did = cdw ou e dw (¢, constante numérique),

- puisque u doit étre de premiére espéce.

(1) Mémoire couronné (loc. cit), p. 303. Foir aussi la note du n® 33, p. 331.

5 /
Ann. Ec. Norm., (3), XLI. — NovEMBRE 1924, 42
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32. Rejet de U'hypothese p, =1 p,=o. — Il est ais¢ de montrer main-
tenant qu’aucune surface de la catégorie actuclle ne peut fournir une
solution de notre probléme. Tout d’abord, u et v ne peuvent étre simul-
tanément de premiere espece, car, d’apres laforme qu’on vient de trouver
pour ces expressions, ils seraient fonctions I'un de I'autre. Mais alors,
d’aprés le théoreme V, il existe une expression [égale soit & ue?, soil
a Log (u+7A), soit & u—+/he| qui est de premicre espece. Or les lignes
de niveau d’une expression de premicre espcce sont algébriques dans le
cas actuel, et la solution directe que nous avons obtenue aux n® 22
et 23 pour une (elle hypothése ne nous a donné aucane surface de
la catégorie présente.

II. — Les surfaces hyperelliptiques.

33. Forme des expressions de premicre espéce pour une courbe de
genre 2. — Considérons maintenant 'hypothése p,=1, p,= —1; dans
ce cas F est une surface hyperelliptique de Picard ou une surface
elliptique. Nous étudierons d’abord le premier cas.

Pour obtenir les expressions de premiére espéce appartenant a une
surface de Picard, nous aurons besoin de connaitre la forme des
expressions de premiére espéce appartenant i une courbe de genre 2.
Or il est ais¢ de construire ces derniéres expressions.

Moyennant une transformation birationnelle convenablement choisie
une courbe de genre 2 peut étre ramence i la forme

(66) wr=]fE—a,
j=1

et une expression de premicre espéce pour (G6) peut s’éerire
© [remar
(67) e

la fonction rationnelle r (£, 7) n’ayant que des poles du premier
ordre \'5, 7). Parmi ces poles, soient (by, ¢;) (A=1,..., M) ceux qui
sont & distance finie, et distincts des points de ramilication; soient my
le résidu de » (&, 1) relatif a (b, ¢,), n; celui de a; et p, ¢ ceux des
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points a l'infini. On a nécessairement
M
S’ nzﬁ—uy nj-=p—+q=o,
k=1 j=1
équalion qu’'on peut écrire encore
M [
W
(68) }_‘m,t-}—\ (nj4+1)+(p—2)+(g—2)=2.
=1 J=1
Mais w étant de premiére espece, les my, nj, p et g sont entiers et
satisfont aux inégalités
(69) mp> o, n;or, P=2, g 2.
On tive aussitot de (68) et (69) la conséquence M=2, d’ou I'on déduit
sans peine que r (E, 1) est égal, soit a ‘

RS L /¢ 1 =4 ¢y af +

(70) o s o Rl -)+ =7,
""'".—"1 21 \&— b1 E—bs, 0
J=1

sott & I'une des huit expressions analogues que 'on en déduit en
faisant coincider les points (b, ¢,), (6., ¢,) entre eux, ou avec un ou
deux des points de ramification, ou avec un ou deux des points al'in-
fini. Par suite, si U est de premicre espéce, / (%, ) d% est une inté-

11(* abélienne de troisicme espéee n'ayant que deux pole> au plus
[a une combinaison logarithmique pres s du tvpe X2; Log ' (-, n)], et

'on a, soit
(/c . Yfn 4+ ey 1 2\ de
o [V _'j<:40 Tz b2>ﬂJ’

% +,$

U / \+/

soit un cas s limite de la formule précédente.
Réciproquement, on constate aussitot que I'expression précédente
est de premiére espéce pour la courbe (66)i(").

(1) On verrait de méme qu’une expression U de premiére espece atlachée & une courbe

elliptique est nécessairement du type | e*/I(I, inlégrale de premitre espéce; cf- Prearp,

Mémoire couronné, p. 305).
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34. Pour une expression de premiere espéce de ¥, les lignes singulieres
sont algébrico-logarithmiques. — Revenons maintenant aux expressions
de premiére espéce pour F; une (elle expression peut s’éerive

w= [e"*"\]“i"%’“i(A de + Bdy),

les Rj, A et B étant des fonctions rationnelles de (=, y, 5) et J étant
une intégrale de Picard de troisiéme espéce dont on ne peut diminuer
le nombre des courbes polaires par la soustraction d’aucune combi-
naison logarithmique (telle que Zo; Loa R}). Nous allons montrer
que J se réduit & une intégrale de premwn’ espéce, et, pour cela, nous
établirons d’abord que J ne peut posséder au plus que deux courbes
polaires.

Or, soit ¢ le diviscur de la surface de Picard F; on sait que F posséde
un systeme algébrique =22, X, de courbes C, de genre 2, de degré 2 et
d’indice 20; nous allons exprimer que, considéré comme fonction d'un
point variable de C, u est une expression de premicre espéce pour celle
courbe.

Prenons dans ¥ un systeme algébrique =, ¥, qui ne contienne
aucune courbe polaire de J (*), et faisons varier C dans X'; les équations
de Cserontdela forme f'(x, y, 55 A, p)=0=g (&, y, 55 A, 1), fetg
¢tant rationnelles en , ¥, z ainsi qu’en A et w. liées par ane relation
¢ (A, u)==o0; inversement, sur ¥, A et p. seront algébriques enz, y, 5.
Puisque sur C, udoit étre une expression de premiére espéce, on pourra
écrire, sur C, d’apreés le n° 33 :

dy =d¥(z, y, 53 %, 1) + dZ By 'Log's\,(x, ¥ 55k 1),
v

dJ étant une differentielle abélienne de troisiéme espéce pour C, i
coefficients algébriques en A, i, n’ayant que deux poles au plus o, eta,,
et irréductible 4 nne combinaison ]bg’arithmique; de plus, les s, sont
rationnels en z, y, z et algébriques en A, w. Or, dans larelation précé-
dente, remplacons A et u par leurs expressions algébriquesena, y, z;

(1) Les courbes polaires de J étant en nombre fini, le choix de %' est toujours possible.
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nous aurons sur foute courbe de X7, et par suite sur F :

di(z, y, z)=dV(x, y,5)+ a'z B, LogA, (2, ¥, 5),
N
les A, étant algébriques en z, y, 51 dy l:d.l — (ZE 8, Log A‘,] étant
de la forme Adx +wvdy (<L et w algébriques en ., y, =) et ne pouvant
devenir infini que sur les deux courbes T, T, lieux des points
%y eta, (). '
Soient alors dy', AY, ..., d5, AY les diverses déterminations de

d 5, A, au point 2, y, 53 on pourra écrire

dl = d3" + d ¥, B, LogA, (., y, 5) = g d [}: 3o+ 3 ¥ B, LogAf;'"f]

et, par suite :
J=J(x, vy, 3) +2 ¢, LogA, (=, y, 5),
v

les A, étant rationnelles en x, ¥,z et dJ étant dés lors une différentielte
de Picard ne possédant au plus que deux courbes polaires T',, I';;
d’aprés notre hypothése surJ, J se réduit & J et n’a ainsi, au plus, que
deux courbes polaires, T', et T',. Nous allons montrer maintenant que
’existence de ces courbes est inadmissible.

Tout d’abord ', et T', ont le méme genre. En elfet, puisqu’il existe
une intégrale de Picard de troisiéme espéce ayantI', et I, pour courbes
polaires, on a I'équivalence algébrique A, I'i +24, I, =0 (A, et &,
entiers); mais, comme les nombres des points d’intersection de T',
et I', avec une méme courbe C sont égaux a 1, on déduit de I'équi-
valence précédente A, + A, = o, et par suite :

(71) r=r

(puisque sur F la division d’une courbe algébrique est univoque).
Limitons maintenant le genre de T', et T'y. Soient A un point fixe

(1) Ou, a priori, sur certaines courbes de X'; mais ceci est impossible d’aprés notre
choix de ce systéme.
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de F, C une courbe fixe de X issue de A, et M un point variable sur T,
Par A et M‘passent 28 courbes de ¥ qui coupent chacune ¢ en A et
en un second point. On fait ainsi correspondre & un point de I', un
groupe G de 28 points sur C; or G déerit une ingolution sur C : car les
courbes C ne peuvent couper I'; qu’en un seul point (n° 33); par un
point arbitraire de C il ne peut donc passer qu’un seul groupe G. Mais
alors, étant 'image d’une involution sur C, I', est au plus de genre 2.
Or je dis que T, et T, ne peuvent éwre de genre . Car, d’aprés (71),
I', et T, font partie d'un méme systeme algébrique de courbes de
genre 2. Mais une courbe de ce systéme ne peut étre coupée par I’
(ouT,) qu'en un point au plus (n°33); et ceci est absurde, puisque
le degré du systéme est égal & o — 2=+
Fommo on peut toujours suppOscr que ”‘, et ', ne sont pas ration-
nelles (*) il ne nous reste plus qu’a envisager le cas ou I', et T, seraient
elliptiques. Mais alors F posséderait deux {alscedu,\ de courbes ellip-
tignes, et, ce plus, I'; et I', appartiendraient au méme faisceaun (*). Or,
comme il a 6(é dit au n° 31, surtoute courbe du faisceau elliptique ;€|

[v

qui ne contient pas I'y et I'y, w devra étre de la forme /e“‘ dl,
I désignant l'intégrale de premiere espéce atlachée i (; ainsi,
sur C on devrait avoir J= «l. On procédera alors pour [C{ comme
au début de ce numéro pour X; aucune v\prossmn alnt,brlque el non
rationnelle cn z, v, z ne pourlad ailleurs s’introduire, puisque {C! est
un faisceau ; sur la surface F on aura doncJ (z, v, z) = a3 (x, )',v ),
3 étant une intégrale de Picard de premicre espoce pour F : Pexistence
de T, et 1, est donc inadmissible.

35. Formation des expressions u de premicre espéce. — (e point
acquis, nous pouvons éerire u sous la forme

(72) u .:/.eal+(3.l+20:iLogRi(A dx + B dy),

’ (1) Car toute courbe rationnelle de F c¢st une exceptionnelle de la surlace.

(2) Eneffet une courbe quelconque I' du faisceau | I'y | est coupée parles courbes T et I's,
équivalentes d’aprés (71). suivant le méme nombre de points; I' ne peut done couper 1,
ce qui est-absurde si I'y n’appartient pas & {T'y!. ’
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[et ) étant deux intégrales distinctes de Picard de premicre espice

attachées & F. Or considérons u comme une fonction du point ‘ana-
Ivtique de 'une des courbes € dua svsteme X (du n® 34), et soit

1.I—'-E_.'u'l:‘,
wlz, ~n>:fej‘ "

ce que devient cette fonetion quand on substitue au point (.2, y, 5)de €.
son image (£,7) de la transformée birationnelle (66) de . D'aprés la
forme obtenue pour 7 (£, 1) tous les «; devront étre entiers; on peut
donc supprimer de (72) le terme Ya;Log R;; d’autre part I'examen
de (70) et de ses formes limites montre que les seuls cas dans

lesquels /rdE sera du type algébrico-logarithmique (& des expres-

sions de premiére espece pres) sont les suivants :

r(& ) D logn + -0 4 ci
¢ 1) =—=— -z L0g7 o
d: at+ 0 0

- . d 1S P cE4+d
rié,n)=— —lLogn+ —{ = -+ = =

(57 f)) dC_ = 9 \\_t;‘“ﬂl - (It_)) p )

, I ct+d
ri¢,n)=-— —Logn—+ +—— + 2>——

L— @y 1

Or les deux dernieres formes doivent étre écartées : car les lignes
singulieres de « couperaient € en 'un des points de coincidence m
de la série g'*appartenant & C; mais, par un point w commun & une
ligne singuliere et & C on peut toujours faire passer une autre courbe
de ¥ sur laquelle v n’est pas un point de coincidence m. On aura
done :

G
- [ e+ b
w(g, n)=|e P dE;

en d’autres termes, sur toute courbe C, Adx + Bdy devra se réduire
a une différentielle abélienne de premiére espece. Mais, dans la repré-
sentation hyperelliptique de F & ["aide des variables indépendantes I et J
Adx+Bdy devientx (1, 1) dl+u.(1,1)d], et, d’aprés ce quiprécede,
les fonctions (hyperelliptiques) A et . sont constantes le long de C;
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elles le sont donc sur F (') et 'on peut éerire :

u= [ e+ (A dl -+ p. d;l) (o, 3y %, p, const.).
Mais la condition d’intégrabilité de I'expression pré cedente montre
qu'on a ey — 37\_0 ou que u est de la forme

u= | e*’ dU,
U désignant une intégrale quelconque de premiére espéce de F.

36. Formation des systémes (8). — Cela étant, la construction des
systémes (8) résultera immédiatement du théoréme V. Supposons
tout d’abord que u et ¢ soient deux (\xprnssions de premiére espéce,
et soit x:m(U V), y=7(U, V), z=¢ (U, V) la représentation
hyperelllpthue normale de la suxf‘w e; d’apres la forme qu’on vient
de trouver pourles expressions de premicre espéce, la solution z (u, v)
y (u, ¢), z (u, ¢) de (8) s’obtiendra en posant U=alU,+bV,,
V=1cU,+dV, (a, b, ¢, d, constantes numériques; ad — bc == o0),
(U,, V,) coincidant avec 'un des trois couples

5 U,= Log(Au—+B); U,=Log(Aw~+ B); Uy=Au+ B;
[ V,=Log(Ce + D); Vi=Co +D; Vi=Ce+D

(A, B, C, D, constantes d’intégration). On obtient ainsi les systémes(s,)
du n°6. Réciproquement, si @, b, ¢, d satisfont a des conditions faciles
a former, les fonctions x, y, = seront uniformes en u, ¢.

Supposons maintenant que » et ¢ ne soient plus de premicre
espece et appliquum le théoreme V. Dans le premier cas possible,
w,=Logu,v,==Log¢ seront des différenticlles de Picard attachées d F;
x, y, = seront umformes en u,, ¢, et d’aprés la solution du pro-
bleme (A,) (?), on peut affirmer que : 1° si la surface F est de
modules généraux, le systéme (8) coincide avec le premier des

(1) On peuat remarquer cncore que tout point de F peut étre relié & C par un are
appartenant & une autre courbe C.
(2) Poir n° 46.
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systémes (8,); 2° si F est une surface elliptique, (s) coincide avec
le premier des systémes du n° 23 [soit encore (8,),, n° 6].

De méme dans le second cas possible du théoréme V, (s8) se réduit
au systéme (8,),.

Examinons le troisitme cas : u+ /¢ doit étre de premiére espéce
pour une certaine valeur de la constante 2. D’aprés ce qui précede, on
aura done

w—+ hy ::/e“” dl,

u=— [ e*V[®(U, V)dU W (L, V)dV],

@ et W étant deux fonctions hyperelliptiques de U et V (rationnelles
en z, ¥, ). De plus, quand on fera «w—+ Av=const., u devra rester
fini ("); W (U, V) se réduit donc 2 une constante; et 'examen de la
condition d’intégrabilité montre qu’on doit avoir W==o, ®== const. :
'hypothese est donc inadmissible.

En résumé, quand F est une surface hyperelliptique de Picard,
le systéme (8) doit étre identique & l'un des systémes ($,) et (8,)
du n° 6.

III. — Les surfaces elliptiques.

37. Formation des expressions de premiere espéce. — Pour construire
les expressions de premiére espece appartenanta une surface elliptique
quelconque de genre pg,=1 nous utiliserons la représentation para-
métrique (51); nous aurons done

f PdU+Q,dT
(P, dU + Q,dT),

du—e

P,,P,,Q,, Q,étant rationnelles en p (U]Q, ), p' (U]|Q, Q) etenT, W.
Ainsi sur une courbe K (T = const.), on aura

Pl .
du = e* P,dU;

mais u doit se réduire alors 4 une expression de premiére espéce

(1) Sous une autre forme, cette remarque a déja été faite au n° 20, p. 298.
Ann. Ec, Norm., (3), XLI. — NoVEMBRE 1924. 43
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AdU
pour K sur cette courbe du doit done coincider (') avec Be* al,
A et B ne dépendant que de (T, W ). D’ailleurs, lonque(a y, z)décrit
un cycle de K (auquel correspond une période = de U) sL repro-

duira multiplié par e *”, ce qui prouve que A est une con.slante absoz’ue
et 'on pourra écrire, en modifiant au besoin Q,,

At f QuT.W)dT
.
(73) du—e -

[dU + Qu(U; T, W)dT],

et tout revient & déterminer Q, et Q,. Or effectuons sur (73 ) Pune
quelconque des transformations (53) dun® 26: I'expression deviendra

;L{Uﬁ-uH—/Q‘ (r.wWyar

(=3 (du)' = e : [dU + Qy(U~+a; T, WYdT|;

7

d’autre part, les conditions d’intégrabilité de (73) et (73") s’écrivent :
(94)  AQu(U; T, W)+-‘~()2(L W)

= Q (T, W) =AQ,(U +a; T, W)+ dl,()g(l a; T, W),
d’ou .
(75) LU + a5 T, W) —Qu (U5 T, W)
+A[Q:(U+a; T, W)—Qu(U; T, W)]=o0.
Mais Q, (U+a; T, W) —Q, (U; T, W) est une fonction rationnelle
de pUet p'U; pour A=~ o0 on voit donc aussitot que la différence pré-
cédente doit étre identiquement nulle. Et ceci subsiste pour A=o,
car, d'apres (95), Q, (U+a; T, W) — Q,(U; T, W) est alors ind¢-
pendant de U quel que soit a; Q, est donc une fonction linéairede U,
¢’est-a-dire une fonction de la seule variable (T, W).
Cela étant, les conditions (74) se'réduisent & Q, (T, W)=AQ,(T, W)
et 'on aura
i [ QadX
e = (O Jiat + oy, W) dT],
d’ou

[ A"((t+fu,:n‘) . o i
w=ye ou 1t:lj+j()2rll,

(1) Foir lanote du n° 33, p. 331,
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. .. L R . . .
sutvant qu'on a A -0 ou A=o. Réciproquement, pour qu'une telle

cxpression soit de premitre espéce, il faut et il suftit que / Q.dT se
réduise d une intégrale de Picard de premiére espece pour F, ¢’est-a-dire
a une intégrale abélienne de premitre espéce pour (37) qui est
actuellement de genre 1 [ef. n° 26 et note (2) p. 319] et Q, est
rationnel en S et T. '

" 38. Rejet de Uhypothése actuelle. — Cela étant, appliquons le
théoréme V ; si u et ¢ sont deux expressions de premiére espéce,
ainsi que dans les deux premiers cas complémentaires du théoreme,
le probleme actuel se réduitimmeédiatement & un probléme (A,) : ¢est
la conséquence de la forme qu’on vientde trouver pourles expressions
de premiere éspéce.-D’aprés la solution du probléme (A,) il n’y aura
donc pas d’inversion uniforme, sauf toutefois si F est hyperelliptique,
cas (ue nous écartons, comme déja traité.

Reste le dernier cas du théoréme V: w—+ /Ao est de premicre espéce,
mais u et ¢ ne le sont pas. Or les lignes d’infini de « sont données par
une équationg(pU, p'U; T, W)=o0 ou § est un polynome i coefficients
numeériques. Elles doivent étre dela forme u—+ A¢= const. : elles véri-
fient donc une équation de la forme dU+Q, (T, 8)dT=o0. Mais
alors on déduit aussitot de ld que D'intégrale générale de I'équa-
tion dU+Q,dT=o0 est algéhrique; on retombe sur le probleme
trait¢ aux n® 22, 23, ce qui montre que I'hypothése actuelle est
inadmissible:

. QUATRIEME PARTIE

LE CYLINDRE ELLIPTIQUE

39. St F est réglée, elle doil ¢tre de genre un. — Supposons main-
tenant que F soit une surface irréguliére de genre géométrique zéro :
ce sera done une surface réglée ouune surface elliptique. Envisageons
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d’abord le premier cas, et démontrons que st lasurface ¥ estréglée, elle
est biratonnellement identique & un cylindre elliptique.

Supposons que moyennant une transformation birationnelle on ait
ramené I'équation de F a la forme /'(x, y) =o0; par un simple chan-
gement d’écriture on peut toujours admettre que dans (s) (n°1) H, K,
L, M sont des polynomes en s ('). Imaginons alors que f soit de
genre >1. A l'exception des génératrices F ne peut posséder aucune
courbe rationnelle ou elliptique (car sa projection sur le plan z=o0
serait de genre >1). Donc, d’aprésle théoréeme [lesintégrales Iet Jne
peuvent admettre aucune ligne singuliére distincte des génératrices :
on aura donc ainsi

‘/‘X(.x-,y)rl_r+ r(s)dz
du —=¢€ ¢

[A(s; 2, y)dr + B(s; 2z, y)ds)];

de plus la méme condition devra étre vérifiée apres une substitution
linéaire quelconque effectuée sur z, ce qui exige que I'on ait B=o, r==8
(et, par suite, A indépendant de z). Mais alorsu et ¢ seraien( fonctions
I'un de l'autre (et, en outre, 2 et y ne pourraient étre uniformes en u).

40. Forme générale des coefficients de (8). L hypothése (II). — Sup-
posons donc que F soit un cylindre elliptique

(76) Y= hat— g — gy,

ou, si 'on veut
z=p(w|w, o), y=p(v]w, o).

Les seules courbes rationnelles que posséde F sont les génératrices.
Quand aux courbes elliptiques de F, il est aisé¢ de les déterminer : le
long d’une telle courbe, C, z, y, 5 sont des fonctions elliptiques d’un
paramétre ¢, ¢’est-i-dire des fonctions rationnelles (£, 1), y (&, 1),
s(E ) deE=p (1]Q, Q)=pretde n=p'¢; 2 (5 1) ety (& 1)
satisfaisant & (76) on a nécessairement

dw = da =adt,
Y

(1) Les différenticlles écrites sont actuellement linéaires en dz et dz.
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soit w=at+ b, a et b étant deux constantes qu'on peut prendre
respectivement égales & 1 et & o. On en déduit

plwlo, o) = R[J«)(u‘lﬁ, ?2')]

R étant une fonction rationnelle : p o est done une transformée de pw
et l'on a
Q=aw—+bu, Q=cw+duw,

a, b, c, d étant quatre entiers. Réciproquement, il est clair que les
équations’

X == ‘])(1'[:—:3 [{(:;—)H')], y== "],JIH"[._'—__ Fn'f{’(ﬁw\)], ;:f(;n', F("),

o f est une fonction rationnelle quelconque de p et p', représentent
une courbe elliptique située sur F.

Cela ¢tant, écrivons du sous la forme (s) (n° 1), avec H et K poly-
nomes en s ('), et supposons que les lignes singuliéres de du soient
formées de génératrices et de courbes elliptiques C,,..., Cy. Les
¢quations de ces courbes peuvent s'écrire s=f; [p(»|Q, Q';),
Prw|Q;, Q)] =F[p(w]Q,Q), p' (w]|Q, Q)] les f; etles F, étant
des fonctions rationnelles, et les p (:v_o, (f,-, Q'), comme p(w]|w,w),
étant des transformées de p(w|Q, Q). Pour abréger Pécriture, nous
adopterons simplement comme ¢quation de G,

3= a;(w) ou s=a;(x),

a; () étant une certaine fonction algébrique du point (z, v); la
notation sera suffisamment explicite d’apres ce qui précéde.

En retranchant de [Iintégrale f P dx + Q ds la combinaison
sh; Log [s—a;(2)] la différence n’admettra plus & distance finie,
comme courbes logarithmiques, que des génératrices de F; on pourra
donc écrire

(77) du=WIZ[A(s, x)dr + B(s, 2)ds]

(1) Les différentielles indépendantes écrites élant da et ds.
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avec

i=1

. A | Dy dw N i .
W=—e , Z:I I[.:»a,»(x)_l’li;

A et B sont des polynomes en = a coefficients rationnels en a, y [ou,
encore, en p (w|Q, Q), p'(w|Q, Q"); o (w) est une fonction ration-
nelle de p (w]Q, Q) et p'(w|Q, Q) et nous supposerons essentielle-

ment, pour commencer, que l'intégrale Log W==o + fcp (w)dv ne se

réduit pas & une combinaison logarithmique, a résidus rationnels : ce

sera ['hypothése (H).

41. Réduction de lexpression du (conditions d’intégrabilite). — Ceci
posé, nous présenterons d’abord des remarques préliminaires sur la
réduction des expressions (77); en principe cette réduction a été
indiquée déja par M. Ermakoff ('): mais, au fond, elle constitue
I’extension du procédé employé par M. Emile Picard pour la réduction
des intégrales de différentielles algébriques i deuxvariables. Ecrivons
pour (77) la condition d’intégrabilité

N - o N ,
(58) A ;}E -+ %l:} = vlv Cé}:? =¥ héc_li_(;‘;) - 35

I=1

On en déduit aussitot (*)
(79) Ala;, x) 4+ d;B(a;, ) = o.

Supposons, alors £, == —1; posons

(1) Journal de Crelle, t. 131, 1906, p. 56. Cel auteur s'élait proposé de construire
toutes les différenticlles totales de la forme a (&) Z (Adr—+Bdz), a(x) et les a; (z)
étant des fonctions quelconques de x. . )

(%) Cette relation exprime un théoréme connu, dd & Euler, sur Ies facteurs intégrants
de Adx~+Bdz,
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et retranchons de du Pexpression

! (W F(s, @) NP
/ll-ﬁ—l({ L\‘/;IW—)‘B(((X l)J,

on trouve aussitot, en vertu de (79), que la différence posséde encore
la forme (77), les %; n’étant pas modifiés, sauf 2, qui est remplacé
par /2, +1. De proche en proche, en retranchant de du une expression
de la forme d[WZP (z, «)| (P, polvnome en =), on peut done sup-
poser que pour la différence

duy=d(u—WILP)=WIZ (A, dv + B, ds),

on a
X
Zl :] ](: —_— (Z,‘) /‘.i,
i=1
chacun des 4; satisfaisant 2 I'une des conditions & (£; )> —10uk;=—1

(avec k;=~h; eutier positif). De plus, sil'on a
Ai=opzP+. ..+ &, Bi=0,57+...4+ 5, (apZ0),

on peut toujours supposer les £; choisis de telle sorte que
N
> ki+p Fo.
i=1
Eerivons alors pour du, la condition d’intégrabilité (78); d'apres
I'inégalité précédente le premier membre de cette condition sera
exactement d’ordre p—1 en z, et, en vertu de I'hypothése (H), le
second membre sera d’ordre ¢ exactement; on aura donc ¢ =p — 1(Zo)
et, de plus :

. N \ A :
s AW d|
(80) a Z"f“’l’):%’%Jfa%' :
=1 )

Or admettons d’abord que les #; ne soient pas tous nuls, et sup-
posons p >N —1; on trouvera

R, - j A — —NT — / 3
SFiap d[By WL (5 —ap—~]= WL (Adr+Bds)
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avec
T b (B AW 4B,
'\‘:‘/;,--;-p(W dz T dz )S T
B=p, 1. ..
D’aprés (80) la différence
I r nl )N
diti— s LB W F (s — ay ]

sera donc de la méme forme que du,, mais avec A, et B, de degrés
respectifs p —1 et ¢ — 2; d’ailleurs, les & (£;) (qui ne peuvent dimi-
nuer) ne seront pas modifiées si 'on prend a=£a; (x). De proche
en proche, en retranchant de du, une expression de la forme
d{WZ,FP, (z x)] (P,, polynome en z), on peut donc supposer que
pour la difference

duy=d(u;,— WZ, FP;) = WZ,(Aydz + B, ds)
A, el B, seront de degrés respectifs N —1 el N—2.
On aboutirait & la méme conclusion si tous les £; étaient nuls i ceci
prés qu’on aurait A, (z, z)=a(x), B,=o0, soit
dus==d(uy— WP,) = Wa(x) dz.
En définitive, A, et B, étant ainsi précisés, on peut écrire
5
die=WZ(A, dz + By ds) + d (Wz, %)

P, et Q, ¢tant des polynomes en z, avec

N

(22211(5 — a; )i,

=1

42. Propriéiés des exposants de du. — Cela étant, il est aisé de voir
qu'aucun des exposants de 7, ne peut étre égal a—1 : car supposons
par exemple £, = — 1; le résidu en a, de la fonction rationnelle
de =, WZ, B,, doit étre indépendant de z (*). Or le résidu en a,
de Z, B, est rationnel en p (w[Q, Q'), p' (w|Q, Q"); en vertu de’hypo-

(1) Car toutes les déterminations de « sont de la forme A «-+B (A et B constantes).
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thése (H) le résidu de W Z, B, est donc nul. On a alors B, (a, )=o,
d’ou, d’aprés (79), A, (a, )_-o c¢’est dire que I'exposant £; est nul.
On peut donc supposer que zous les k; ont leurs parties réelles supé-
rteures @ — 1. Or, moyennant une substitution linéaire Tsurz (*) il est
loisible de ramener deux a, (dont I'un peut étre z==) & coincider
avec les points ¢, =o, c,=1. Supposons que T transforme aussi
d’autres «; () en des valeurs constantes ¢y, ..., ¢,: nous pourrons

écrire ainsi : :
N—M °*

M
duy, = WH(: — H[ s —a;(2) (A, do + By ds),
i=1 J=1

aucun des a; () n’étant constant. Je dis que tous les exposants X ; des
z—a;(x) sont des entiers (nécessairement positifs, d’aprés ce qui
précede). .

Observons d’abord qu’on peut écrire

Uy =W [ 9(s, x)ds,
o

en posant :
N—M

6(, x>__['[(~-—-c,>' I][- —a;(z) B,

i=1
et, puisque (*) s=¢c, (=1) est une intégrale premiére de
A,dx + B, dz = o0, on aura, quel que soit 2,

' 1
(81) B (x) E/[. 6(s, ) dz=CW~-! (€ =const.),
)

Iintégrale étant prise, par exemple, le long du segment rectiligne L
joignant les points o et r. Or, faisons décrire & (2, y) sur la surface
de Riemann (76) un chemin fermé s tel que I'un des a; (x), a, ()

(+) Il existe d'ailleurs une infinité de transformations T répondant & la question; nous
en préciserons bientdt une s'il y a lieu. On observera que l‘opératiou T est une transfor-
mation birationnelle de F.

(2) Celte application du théoréme d'Euler a déja été faite par M. Ermakoff (loc. cit.) et
antérieurement (selon cet auteur) par M. Korkine dans un Mémoire écrit en langue
russe. Ce sont précisément des équations de la forme (81) qui fournissent & M. Ermakoff
la construction des différentielles qu’il avait en vue. ;

Ann. Ee. Norm., (3), XLI. — NoVEMBRE 1924, 44
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par exemple, tourne autour de z=o et désignons par a,(x),...,
a, (x) tous les points a; (x) qui, en méme temps que a,, tournent
autour de s =o et reprennent leurs positions primitives en méme
temps que (a, y). D’ailleurs, on peut exclure de ce groupe tous
les a; d’exposants A; entiers (positifs) : il suffit, en effet, d’incorporer
les(s —a;)"correspondant & A, etB,. Enfin, silasommeX, + ... +2,
est elle-méme un entier, on pourra toujours particulariser la trans-
formation T de maniére que 'un dés a; (j=1,..., v) coincide avec
z==w=(").

Cela étant, la disposition initiale du groupe a,, ..., a, par rapport
a L dépend de la position initiale de (a, y); si celle-ci est telle que
les points traversent L dans le sens direct et dans Uordre a,, a,,..., ay
(par exemple), aprés le cheminement de (x, y) sur g, ® () sera
devenue :

(82) €160 .6yO () 4+ (1—2,) 96[3—}-5,(1——82)/ ’9d:+...

0 “0

a,
+sle,...s‘,_,(1—av)f 0ds (g;= e2™ik).
0

Or on peuteffectuer 'opération précédente en prenant comme position
initiale de (2, y) un point quelconque de £ (tel, par exemple, que
les a; traversent L' dans lordre a,, @,.y,..., @, @,,..., @, ,); on
trouvera en tout v expressions de la forme (82), et chaque fois le
second membre de (31) se multipliera parle méme facteur constant H.
On obtiendra ainsi v équations (E). Or, quand @« sur £ dépasse un
point z tel que @, (x), par exemple, franchisse L en a,(z), 0 (z)
reste continue en vertu de 'hypothése faite sur les A; ; deux relations E
consécutives sont donc valabies en un méme point x, et ainsi de suite.

Les premiers membres de cesrelations serontlinéaires parrapport aux

aj
v intégrales (1 -— ej)f f (3, ) dz, et les seconds membres seront
o

(1) Ce résullat peut étre obtenu, du reste, avant méme la réduction de (77), puisque
cette réduction ne modifie la somme A\ +...+XAy que d’un entier. Les considéralions
suivantes s'étendent aisément au cas plus général ol les a; se répartiraient en différernts
groupes, &1, ..., &g, les points du groupe g, tournant autour de Cp-
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égauxa (H—1) @ (x).Orledéterminant deséquations (E)est égala (')

1 gy S189  -a.  E1€2€3...8y_y |
€aEy. . .&y I gs €9€3. - -Ey_y
Aey, ..., &y) = €5...8) E3...8/8 I €3+ -Ey—q
‘ gy Ey8y EyE1Es ..., 1
= (1 —&,2.85...8)"

D’aprés notre hypothése sur les @;, A est'sirement différent de zéro.
Mais alors il résulte aussitot des ¢quations (E) que chacune des inté-

ajlx)
grales f 0 (=, @) d= est proportionnelle & @ (w). Or, si I'on a par

exemple

‘nj{.z‘) A1
/ " 8(s, ) ds=K [ 9(s, x)ds,
0

0

en faisant tendre a;(«) vers o, on en déduira que K est nul, et par
suite que le premier membre est identiquement nul. On verrait de

ai(:r)
méme que toutes les expressions [ 0 (=, x) ds doivent étre =o;
C

ar suite, expression W -1 HO z, ) ds, qui n’a pas de points
p Y i q p P

logarithmiques, est uniforme sur le plan z; comme elle n’a pas de
points essentiels, elle est rationnelle en z; dés lors, on peut sup-

[ . . wr g P
poser W[ 0 (z) ds incorporée & W Z, o,
supposer identiquement nulle : on doit donc admettre que tous les A;

(j=1,..., N—M) sont des entiers (positifs). C. Q. F. D.
N—M

. ,. .. o _ N
Maintenant, s’il en est ainsi, on pourra incorporer 11 (z—a;)

(n° 41), ce qui revient a la

=1

(1) On obtient aisément par récurrence la valeur de A : pour passer dev—r1 a v, on
développera A suivant les éléments de la premiere ligne; tous les mineurs seront nuls, &

Pexception du premier qui est A (es,&5,..., 8y—1, €421 ) =(1—¢&y...¢,) Y"1 et du dernier,
qui, pris avee son signe dans A, est 6gal 8 —eyA(eyey, €oy. 0o 8y 1) = —(1—¢&1...8) V"L
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a A, et B, et écrire (pour N21) :

N .
du,:WI](:——cj)"i(A3 dx + B, dz).

I=1

Mais nous avons vu qu’on peut supposer A, de degré N —1 au plus
(pour N21); en vertu de (79) A, doit s’annuler pour z=c¢,, ..., ¢y;
il est donc identiquement nul; et il en est de méme de B, sinon le
produit W B, devant étreindépendant de , ’hypothése (H) ne pourrait
étre vérifiée. 7

En définitive, il est donc établi que U'expression (77) est nécessaire-
ment de 'un des types suivants :

e du=d[WIP (3, z)];

on a
Z :H[z — a;(z) Jh+,
aucun des A; +1 n’étant un entier positif, et I'un au moins des 4, n’étant
“pas entier; P est un polynome en z.
2° du—=d[WZIP(s5, )]+ Wa(x)dz;

on a .

N
7= ]l(z —a; )™,
=1

tous les m; étant des entiers négatifs.

43. Réduction de Uexpression du (conditions duniformité). —
Réunissant les deux formes précédentes et modifiant la notation,
nous sommes ainsi ramenés au probléme suivant : Soit un systéme

W= VV,Z,P,(Z, x) "!"“/‘Wl bl (.z‘) dx,
(83) .
¢ = W,7,P,(s, 2) +j'W2b=(x) dax,
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ot lona

Long:ajw-;-/cgj(w)dw (=1, 2);

~ N
Z, :I]-[S——-(lj(l‘)]k,-‘ Zzzn[;_ai(x)]k,;

i=1

les ¢; sont des fonctions elliptiques ('), et Log W, ne se réduit pas 2
dessommes de logarithmes de fonctions elliptiques (') A résidus ration-
nels; les k; (ou les 4;) sont des entiers négatifs pour b, (ou b,)=o0;
les a;, b,, b, et les coefficients des polynomes en =z, P, et P, sont des
fonctions elliptiques (') : on propose de déterminer tous les sys-
temes (83) dont I'intégrale générale est uniforme enu et ¢.

Nousallons montrertout d’abord qu’on doit avoirP, b, =o etP, b,=o.

En effet, supposons qu’on ait, par exemple, b, = ¢, et qu’il existe
un pole (soit 3 =o0) de Z, qui soit effectivement d’ordre p pour Z, P, ;
posons z =¢z,, u = ¢ Pu,, v =c7¢,, g étant égal 4 p,, ou a o,suivant
que = = o est un péle d’ordre p, ou un point regulier pour Z, P,; puis
effacons lesindices de z,, u,, ¢,. Pour ¢ 5= o, le systéme (83 ) serarem-
placé par

( w— Y_V_p’m(w)[: +esdi(x) +...] = S"‘/l‘vtbx(x)dx’
(84) o

¢ —

va ()t +cezdy(x)+...]= s‘lf“"gbz(x) dx
(¢4, €5, dy, dy, . .. fonctions algébriques de x, y); et pourg =0 (84),
sera remplacé par (84), bis :

(84). bis ¢ — W,eo(2)[d(2) +edy(2) +...]=o0.

Or développons la solution du systéme précédent suivant les puis-
sances de ¢, soit

5=+ E3 ... L= Lo+ EXy 0. - (et w=wyo+ ews+...).

Comme au n°9, on trouvera w,= A Log u?¢*, ainsi que 5,; puis w;

(1) C'est-a-dire rationnelles en p (w]Q, Q') et p'(w]2, Q") (n® 40).
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et z;seront donnés par un systeme linéaire a déterminant non nul (*).
Pour ¢ inférieur & p (si ¢ =o0) ou a la plus petite, r, des quantités p, g,
Puniformité de z, et o, entrainera celle de z, et 2,5 pouri=p (our)un
second membre au moins du systeme linéaire en z;, w; contiendra

soit I'expression [W,yb, dw> soit ['expression /Wz(ybza’(«v (dans

laquelle ¢ serait remplacé par w,). Supposons que ce soit la premiere

et désignons par w = < un pole de o, (w) ou de b, (exprimé en w);
D l 71\ {

z, et 2, contiendront un terme en

. [ALog(u?¢=P)—<z]* ouen Log[ALog(utc—r)—r]

et, par suite, ne pourront étre uniformes autour de u =o.

Il faudra donc que W, y&, se réduise & ¢, auquel cas on pourra
réunir le second membre de (84), au premier. Le méme résultat
s’appliquera ensuite & (84), si ¢ est positif ou, si, ¢ étant nul, Z,P,
posséde au moins un autre pole z=g¢; (fini ou non), c’est-a-dire
si Z, P, n'est pas indépendant de z.

Nous aboutissons ainsi a4 la conclusion suivante : Pour que les
JSonctions & (u, v), y (u, v), 2(u, v) définies par U'tnversion d’un sys-
téme (83) sotent uniformes, il est nécessaire et suffisant que ce sysiéme
posséde U'une (*) des formes suivantes :

(85) w=W,72,P,(5, ), 0= W,7Z,P,(5, z),
(86) 0 =W,ZP,(z, 2), o :fw2 by () de.
44. Formes des systémes (S). — Occupons-nous d’abord du sys-

téme (85). Pour simplifier écriture, nous poserons

b} v
Lhi=[]e—am  LP=]fz—arm  (v2N);

i=1 i=1

quelques-uns des @, pourront étre algébriques en p (w|Q, Q) et

y . , . D(u, o
(1) Comme étant égal an déterminant T-T)

dans lequel on aurait remplacé ¢ par o,
D(w, 3)

w el z par w, el 3,
(%) Le cas olt Z; Py et Zy Py ne contiendraient pas z ne peut étre envisagé.
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P (w|Q,QN, ce qui, d’ailleurs, n’a pas d’importance pour la suite.
Appliquons alors les résultats du n° 9 au domaine du point a;; le
systeme :

M) N
ocw+f:pdw - [T Ky e —
u=—te Hl(:——wn)’h. p—e * ll(:——a,-)’fs
i=1 =1

ne poutra avoir sa solution uniforme que si l'on a

Ll

v
(87) /'f,-fcp(/w — /z,.fq, (/w+E(/r,-/ej——lz,/cj)Log(a,——-aj):(_l,- (Ci=-coust.).
o J=t
(770
Supposons d’abord que o et b ne soient pas identiqguement nuls; écri-
vons alors les équations (87) pour deux valeurs quelconques ', " de
'indice; o et ¢ ne pouvant se réduire a des combinaisons loga-
rithmiques, ces deux équations ne sont pas distinctes. On a donc
k;hy—h, k= o;ceci ayant lieu quels que solent ¢, 7", on tire de (87)

/zif'pdw — k; [’.}de = (;; on peut alors poser
o =7y3, V=93, fy=y%i, ki= o%; (7, 0, »;= const.);

le systéme (85) est donc de la forme

.
ocw--t-\{‘/ff(w)dw Bew+8 [ Stwvjdw
.

(88) w—e 7, p—=e 73,
avec

.Z :ll(:—ag)“i et ad —By=D #Zo.

On tire de (88) :
L

R o ]
slog(we)|,  y=p'| §Log(we|;

P =yl o, z=p [

. . . ami 270 "
@ et y ne seront donc uniformes que si "T)l et —5— sont des périodes
de p(w|o, o). ‘
Je dis maintenant que z («, v) ne powrra éire uniforme que sil'équation
Z(z, w) =t (ou w est regardé comme une constante) donne pour s une
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fonction uni forme de t. En effet, en méme temps que le systéme
3 Jd i
Zr==pw, y=p'w, e — %7, Z ef R

(B =0'D, « =a'D), tous les systtmes qu'on déduit de celui-ci en
multipliant ¥®¢~Y par une constante arbm(ure h devront aussi avoir

a7
leurs solutions uniformes en u et ¢. Or, soit = = (w) un zéro de—-—
(qui n’annule pas Z); dans le voisinage de Con aura,

f(w)dw So(w) + g (w) (s —2)+... [£Z2; 'r,(w);?_‘o].
Déterminons e, par I'équation go(u»*(,)_zt #o¥ u, et v, étant arbi-
traires, mais tels que g, (w,) 5= o et calculons-4 par la relation

ePWo—h (1,2 o3l
puis effectuons la transformation
wlwg(r-+etu), . v|v(14¢ep), w w14 efw), 518(wy) +e5;
a la limite, notre systeme deviendra

du — yv .
Y= “TWL g1(w0) 37=go () (— Blu o' v) — gy (o) w.
Quel que soit ' (w,), comme on a a8 — By =~ o, le second membre de
la derniére relation ne pourra jamais s’annuler ldenthuoment et,
pour i >1, 5 sera une fonctlon muluforme de u et o.

Ainsi donc I'équation }_‘ - = o n’a pasde racine finie (*), et I'on

-—da;

aura .
2 % - A -
z—a;  (3—a)...(3—ay)

I3

Changeons z en z='; en vertu du résultat précédent, on devra avoir
v =r1ouv=2. Le seccond cas se raméne d’ailleurs au premier par une
substitution linéaire sur z (car %, + %, = 0); et, en définitive, le sys-
téme (85) sera de la forme

aw 4+ [ J(w)d 3 6/:9 ) d
(89) "n—e w Yf ‘")'w;:‘l’ w-_-—-e{w"- ) wsa;

5 —

(1) On serait parvenu au méme résultat en appliquant le théoréme I1.
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Ut
e

on en tire

~

. =D S dae
b=y Bp%e tv-/ .

Quand u (ou ¢) tourne autour de o, [S' (w)dw augmente de 2w (ou

de 2e'); — 273 — 2w et 2wiz — 26’ devront donc étre des multiples
de 2=iD, et ces conditions sont évidemment suffisantes pour 'unifor-
mité de z (). _
Supposons maintenant que o soit nul; d’aprés (87) 4 devra étre nul,
4 moins que tous les /; ne soient nuls (ce qui nous raménerait au cas
précédent avecy = 0). Or, posons a, — a; =b;, d'ou a; — a; = b; — b;.
Les équations (87) écrites pour ¢ = 2, ..., vsontdistinctes parrapport
aux inconnues : car le déterminant fonctionnel des premiers membres
par rapport aux b; contient dans sa diagonale le terme irréductible
21)...(vr1) ..
(_—h—)*“b’,‘— [avec (i) = hik;— h; k],
et si quelques-uns des (71) étaient nuls, (21) par exemple, on envisa-
(2312 (41) ... (v1)
(03— 05)%0, ... b,
done (?) des équations (87) que les ; sont des constantes, et moyen-
nant le changement de = — @, en z, on peut supposer qu’il en estde
méme des a;.

Le systeme (85) est donc de la forme

y .... Il résulte

gerait le terme également irréductible

w=e*"17, o= ePwZ,
avec
~ ~
Z,:ll(:——cj)”i, Z2=I I (5 — ¢;)%,

j=1 j=2

les ¢; étant constants. Eliminons w; il viendra u—f¢* = Z,‘QZ‘;‘; comme
tout 4 ’heure (*), on montrera que le second membre peut étre réduit

(1) Dailleurs, aux nolalions prés, le sysiéme (89) est identique au systéme I' étudié
au n® 9, et il peut étre simplifié conm:e ce dernier systeme.

(2) On Gearto le cas o Lous les (&) seraient nuls : on serait alors ramené au systéme (8g).

(®) Comme le second wmembre ne contienl pas w, le résultat sera une conséquence
immédiate du théoréeme de Briot et Bouquet (woir la note du n°® 10, p. 282).

Ann. Ec¢. Norm., (3), XLI. — DEcEMBRE 1924. 45
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az¥, d’ou il résulte que le systeme (85) s’éerira :
(OO) u — exw 7o 3%, ¢ — eﬂwz,ﬁsa

avec

En se servant des notations (7) on pourra écrire :

z=u B o, ew = u%v-V7-1,

Pour que sa solution soit uniforme, o' et 3’ devront étre entiers; suppo-
sons-les positifs, par exemple; comme on peut toujours admettre
qu’aucun des ¢; n’est nul, 'uniformité de x et de y exigera que 2wzy’,
2wid’ et 2mix; soient des périodes de p(U|w, w').

Il nous reste & envisager le systéme (86). Dans ce cas, x el y ne
dépendent que de ¢; on a nécessairement (') v =P, et I'on voit
aussitot que les systémes (86) & intégrales uniformes rentrent comme
cas particuliers de (89) (avec ¢ = o).

45. L’ hypothése (M) n’estvérifiée que par du. Retour auprobléme(A,). —
Examinons maintenant le cas ou ’hypothése (H) du n® 40 n’est vérifiée
(que par du; ainsi du conservera sa forme (75), mais dv §’écrira :

N
(g1) dv:.—.a"'(x)H[:-—-a,—(x)]"’,(Adw+Bds),

J=1
k étant rationnel et @ () étant une fonction rationnelle de p (w|Q, Q")
et p'(w|Q, Q') (n®40). Comme au n° 9, effectuons la transformation
s—a;(x)|ez, suivie de u| " uet de ¢| . Le systeme limite

w= W, st +1 C(x), g == ski+1D(x)
est alors du type I du n® 9; il ne peut étre identifi¢ & 1”7 que si I'on

prend 6 = o (avec les notations du n° 9); d’aprés laforme actuelle de ¢
Iexpression désignée au n° 9 par Y est unefonction elliptique; @ (n°9)

(1) Le cas v = w du probléme (By) ne peut se présenter actuellement en raison de
I'hypothése (H). -
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est donc nul, et 'on se trouve ainsi dans le cas particulier signalé a la

fin dun®9: ainsi done & et k sont des nombres rationnels et I'on pourra
poser

(92) (@) [z = @ @)1 =Ri (2, y, 2,

p et g étant entiers (et premiers entre eux), et R étant rationnelle. Or
il est toujours possible (') d’effectuer une transformation

P
Ri+2y=Y,
/V
telle que y, et par suite R7 soient rationnels en 2, Y, 53 soit y =r(=,Y, z).
Mais la transformation

xr =X, y=r(X, Y,Z),I z=17

“change le cylindre (76) en une surface (X, Y, Z), et le systéeme (s)(*)
en un systéme de la forme

(93) u=0ee,  de==*&(X, Y, Z)dX +(X, Y, Z)dZ,

L et élant rationnelles en X, Y, Zetw, %, ¢ étant de formes analogues
a W,, Z,, P ;dautre part, on trouve d’aprés (85),, (qr) (92):

dex

Je =R '/(!(‘l Ys 3

.op
¢ étant rationnelle en a, y, z; R7 (et, par suite, Y) doiz donc étre uni-
forme en u et v; ainsi le systéme (93) aura son intégrale générale
uniforme en « et ¢, et, par suite, en ¢ et en U= Logu. Mais le nouveau
systéme s’écrit:

dU=2(X,Y,2)dX+®(X,Y, Z)dZ

(94) _ ", X
de =do(X, Y, 2)dX + (X, Y, Z)dZ

[$(X,Y,Z)=o0],

2 et o étant rationnelles en X, Y, Z; et le systeme (94 ) est un systéme

(1) Si % est choisi arbitrairement, on tirera immédialement y de I'équation (76) jointe
a(Y—Ay)?2=Rr. :

(2) Comme au n° 43, on verra sans peine que si « esl de. la forme (83); 'uniformité
de (, ¥, z) entraine b; = o (ou P; = o, ¢ qui conduit & un second systéme qm n’est
qu'un cas particulier du précédent).
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(A,) (n° 2) attaché & la surface §; pour que son intégrale générale soit
aniforme, il doit rentrer dans l'une des catégories résultant des
recherches de M. Painlevé.

46. Enoncé de la solution générale du probléme (A,). — Cette solution
a 6té donnée sous forme explicite par M. Painlevé lorsque I'intégrale
généralede (A,) — oude(9h) — renfermealgébriquement ses constantes
d’iniégration :  doit étre alors une surface hyperelliptique de Picard,
un cylindre elliptique ou un plan.

Premier cas. — Les seconds membres de (94) doivent coincider
avec deux différentielles de Picard de premiére espéce indépendantes
attachées a #; X, Y, Z sont des fonctions hyperelliptiques de U et ¢.

Deuxiéme cas. — L’équétion de & ayant été ramenée i
(93) - V= 4X0— G X — G,

une substitution linéaire (qui remplace U et ¢ par u, et ¢,) donne ay
systeme (94 ) I'une des formes : '

’duﬁ.—:vdZ +5X§X, | dvizd,? (¢=oour),
dl  e[Y+p'a dX dX
dulz 7 +;[Fj)——x‘+2ta]_y——’ dez—— (E:O ou I),
ba=p(a; Gy, Gs); fu = (o3 G, Gy).
Troisiéme cas. — L’équation de  ayant été ramenée 4 Z=o, le sys-

téme (g4 ) peut étre réduit (par une substitution linéaire) & I'une des
formes :

dX dX
du, = <’ | a’fqu:: <’ duy=dX,
dv, = %X, dvoy=dyY, de,=dY.

Lorsque, de quelque maniére qu’on les choisisse, 'intégrale générale
de (94) ne peut étre une fonction algébrique des deux econstantes
d’intégration, lintégrale doit étre une fonction semi-transcendante des
constantes; en d’autres termes, on doit pouvoir choisir les constantes
de maniére que I'une d’elles figure algébriquement. Dans ce cas,
M. Painlevé, se placant dans I'hypothése plus générale ou I'intégrale
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posséde un nombre fini de branches, a obtenu six tvpes distincts pour
les systemes (A,). De ses résultats il nous sera facile de dégager les
formes de § et de (A,) — ou de (94) — lorsque [I'intégrale est uni-
forme (*). A

Premier cas. — On a pour (A,) :

d{z,:d,—lz—i—H(X)dX, dv, = dX,

H(X) étant algébrique en X; 3—5‘ devant étre uniforme, H(¢,) est uni-
1

forme; H(X) est donc rationnelle en X et la surface & se réduit au
plan Y = o. On peut écrire (*)

X = ¢, Y=o, 7 = et +pley) [p(¢1) fonction rationnelle].

Deuzxiéme cas : : 4
daz . : aX

du,:-—Z—-Q—H(_\)dX, dvl:_i—’

H (X) étant algébrique en X (et uniforme en ¢,); il existe donc une

relation ¢ (H, ) = o0 ou ¢ est rationnelle en H et en e qui donne

pour H(¢,)une fonction uniforme. H est alors une fonction rationnelle

de e™ (n entier); moyennant une substitution v, = n¢, et une trans-
formation rationnelle sur X on peut supposer que H (X) eszrationnelle.
¥ se réduit encore au plan Y=oetl'on a

X = e*, Y= o, 7, — ela+plers,
Troistéme cas :
(96) : du,::%é + H(X, Y)dX, dw:%

[X ét Y liés par (95)]. La fonction H, algébrique en X et uniforme
en v,, est une fonction rationnelle de

izp(vdﬂ,ﬁ’), Y=p/(0|Q, )

.(7) La réduction a la forme canonique n’exige qu'une transformation birationnelle sur &
et une substitution linéaire sur x et ¢.
(2) Poir la note précédente.
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avee Q=aw +bo’, Q' =cw+dw'; a, b, ¢, d entiers et 2w, 20/,
périodes primitives de ¢,. Or, si P'on effectue sur 7 la transformation
rationnelle

X = r(X), Y =Y (X),

le systeme (94) conservera sa forme actuelle (96) (avec de nouvelles
valeurs pour G, et G;) et H sera rationnelle en X et Y. Moyennant cette
transformation ‘préalable nous pourrons done supposer que déja,
dans (96), H(X, Y) est rationnelle en X, Y. ¥ s¢ réduit au cylindre
elliptique (95) et I'on peut prendre

Xmpen Yo ploy 1 everpwyeate =)
. . agey
| o (), fonction rationnelle de X et Y]. ™~
Quatrieme cas : :
duy=F +H(L)dL,  de,=dL.
. Cinquieme cas : . .
du,:%-}—ﬂ(l)dz, dyy= d,/L

Dans ces deux cas, X et Y sont liés par (95), on voit comme plus haut
que la fonction algébrique (') H(Z) doit étre rationnelle en Z; et § se
réduit encore au cylindre elliptique (95) (*). On peut prendre

X= plug+po(V)+Zh;Log(V—a;)],
Y=pluy+p(V)+Zh;Log(V—a;)],
7=V

(V=v, 0u e"; p, fonction rationnelle).

Stxieme cas :

doy=% Lm0 ey, da=2%

el
(4] ?§1

(1) Dans le quatrieme cas H (Z), el dans le cinquieme ZH (Z), peuvent étre supposés
non constants; autrement on retomberait sur un systeme antérieur.

(2) On peut aussi considérer Jes systémes comme attachés 4 une surface elliptique; -
si I'on revient aux notations de la deuxiéme partie, on remplacera <X :Y par dU, Z
par (S, T)Cf. Comptes rendus, . 179, 1924, p. 740.
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avec

z

(97) G=48—gi—g, I

e

SN

53—72:—}’3;

comme au troisiéme cas, moyennant une transformation préalable, on
peut toujours supposer que H(Z, {,) est rationnelle en Z, 7, (et que de
plus H ne se réduit pas & «:%,). Les coefficients de (94) sont alors
rationnels en X, Y, Z, la surface 7(X, Y, Z) =o étant une surface
hyperelliptique (elliptique) dont les points correspondent biration-
nellement aux couples de points des courbes (97). X, Y, Z sont done
rationnels en

' P["M‘f@("x)d"t; 52, g:;}, P Luﬁ—f@(m)dv,; 82, gg].

| PG s) PO 72 )

Lo (¢,) fonction rationnelle de pe, et p’e,].

47. Démonstration d’un lemme. — Appliquons ces résultats & notre
probléme actuel, et pour cela, démontrons d’abord le lemme suivant
qui nous servira fréquemment dans celte discussion :

LemMe. — Pour qu'une expression
© [Py de 17)d3
3 du:e‘/l”’w ld;v—i—e/Qz“ dz
9

[P rationnelle en (z, y) et Q rationnelle en z] attachée au cylindre (76)
et dépendant a la fois de x et de = puisse se mettre sous la forme

‘/I'.(IJ'+S’1'—' (:\ dr + B dS)

du—¢e

s

(R, S, A, B rationnelles en x, v, z) i faut et suffit que le coefficient
de dx dans (98) soit rationnel en (., y) et celui de dz, rationnel en z.

La condition est évidemment suffisante ; montrons qu’elle est
nécessaire. Or A : B devant étre égal au quotient d’une fonction de x
(nécessairement rationnelle (*) en @, y) par une fonction de = (néces-
sairement rationnelle) on aura

A=7C, B=X(,

(1) Pour le voir, il suffit de faire.s = const. dans A : B.
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X étant une fonction rationnelle de (@, y), Z étant rationnelle en z,
et C en z, y, . 1l en résulte

du = ef_“"“'”“”(zcz'x + X dz),
expression qui ne peut étre de la forme (g8) que si I'on a
HIX + X'= 0:S1Z -+ 7.

Mais on doit supposer XZ == 0; on pourra donc écrire :

—f£d1'+£{l:
du—e’ X L (Ldx+ Xds). C. Q. F. D.

48. L’intégrale est une fonction algébrique des constantes : premier et
second cas. — Cela étant, supposons d’abord que l'intégrale dépende
algébriquement des constantes arbitraires et que la transformée §deF -
soit hyperelliptique (premier cas du n° 46); dans (94) dU, devant
coincider avec une différentielle totale de premiere espéce pour ¥, ne
peut contenir aucune différentielle logarithmique; et, en se reportant
4 (93),, on en déduit aussitot dU=adw : dés lors la surface § possede
deux faisceaux de courbes elliptiques. Faisons alors u = const. (d’out
X = x = const. —::-)_(), do se réduira a

ds
0(3)

\
= a’*‘].[ (5 —a;)*iB(x, y, 5)dz;

=1
de plus, dans(94), w (X, Y, Z) dZ doit étre une différentielle abélienne
de premiére espéce pour une composante irréductible v de la courbe
F(X, Y, Z)=o (de module constant). Par suite ('), le nombre N des
facteurs de IT ne peut étre que 3 ou 4; s’il est égal &4 4, on aura :
(99) [o(z) = z~al)(z—a2)(z—fa3)(z —-a);

moyennant upe substitution linéaire sur s (*) on pourra supposer
que a,, a,, a, sont constants et, comme y est de module constant, a,

(1) Les résultats suivants supposent qu’on a effectué au préalable sur z une subslitution
linéaire & coefficients constants. ‘
(%) C’est-a-dire une transformation birationnelle sur F.
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sera constant. Si N est égal & 3, ¢ sera donnée par 'une des formules

s [e()P=(5—a,)*(s — @) (s — a,)?,
() =(s—a)* (5 —a)*(5 — a5)3,
’ [o( VP=(5—a,)} (5 — az)* (5 — a3)?,

@, @y, ay pouvant étre supposés constants. Dans tous les cas, puisque
dv est une différentielle de premiére espéce pour ¥, on aura

&

(100)

A

dy =

ds

o(z)’

mais ¢ (5) n’est pas rationnelle; d’aprés notre lemme, I’expression
précédente n’est admissible pour notre probléme que si 'on a B =o
et le systeme différentiel s’écrit alors

e .
—_ [,' — | =ds
(101) du._eoi/ -"%/fa dv:ej‘?[d;.
Second cas. — Supposons maintenant que § ne soit pas hyperellip-

tique; &, devant étre la transformée rationnelle du cylindre (76), ne
peut étre une surface rationnelle : § est donc birationnellement iden-
tique au cylindre (95). Les génératrices de (76) et (95) se correspon-
dant nécessaircment, on passe de la premiére surface a la seconde par
des formules telles que :

(102) z=r(X), y=YrX), s=pXY,17),

d’ou dw = dY »

r et o étant rationnelles. Nous nous bornerons d’ailleurs & la premiére
des deux formes données pour le cas actuel au n° 46 : aussi bien, la
seconde forme rentre comme cas particulier d’une forme envisagée
plus loin (n° 49). Nous aurons ainsi :

dLogu=dLog(W,7Z,P,)

XdX)
Y

:r/f-[{,} 4+ 7<LIZ+E
N
| a’w:a"ll(z —a;)ri(Adz + B ds)

j=1

_,;‘[X <dz+sx‘f?>

Ann. Ee. Norm., (3), XLI. — DECEMBRE 1924. 46

(103) (e =o ou 1).
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Or = est rationnel en Z; on adoncy =y, d'ou Z,P, =1 et W, = ™",
(avec 3 == 0). Faisons alors @ = const. (d’ot X = const.) dans (103).3
il viendra '

i

N

j=1

Mais si cette équation admet une intégrale rationnelles = ¢ (X, Y, Z),
une substitution linéaire effectuée au préalable sur = permct de rame-
ner cette intégrale & la forme z = Z", en sorte que ['on a

- ' 1
B —_1 A —
at [ (s—aj)iB(=z,y,5) =05 "

j=1
et, en portant dans (103),, on en déduira :

: dX NdX

A (x, y, 3)de =0 ¥ " €0 5 (A, fraction rationnelle).

Or une (elle égalité exige que ZA, [»(X), Yr'(X), Z" | soitindépendant
de Z; on a donc soit A,=o0,  ==0=¢, soit m=r1. Mals, puisque
y tdr = Y'dX, celte derniére hypothése exige que X soit rationnel
en z ety : on peut donc prendre x = X, ¥y =Y, 5 == Z, et en définitive
le systeme (8) est de ’'une des deux formes (')

o z_l_:_dr 11— ds
(104) du—=ed ¥ 7, dp=e ™ Y *ds,
Y
4 af’fa’x G+ edx
(103) du=—e" ¥ —, dy = S —lx + 0 ds.
"

49. L'intégrale est une fonction semi-transcendante des constantes :
troisieme cas. — Supposons maintenant que 'intégrale générale de (94)
ne puisse dépendre algébriquement des deux constantes; la surface § ne
pouvant étre rationnelle, les deux premiers cas du n° 46 sont inadmis-
sibles ; envisageons alors le troisiéme cas.

On aura encore des relations de la forme (102) et, de plus, on

(1) Poir lanote(!) dun°2, p. 267. La méme remarque s'applique aux systdmes suivants,
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pourra écrire :
. d7
(dU d Log(W,7,P,) = z duv +~,l L L H(X 1)(1\1

(106) < N
de —a"’l‘[(.,——aj)":( Ade +Bds)—=53dw + o[——i—H(\ \)d\]

\ J=1
Si 'on fait dans (106), x = const. (d’'ot X = const.), on en dedu1r

(pour ¢ = o)
9
k k et
10} 1]‘(.. ;) =5
J=1
Or =z doit étre une fonction rationnelle de Z; ainsi, moyennant une
substitation linéaire préalable sur z on pourra supposer que

da—*Il (5 —a; )% B-!

se réduit a 'une des deux expressions
mz ou myzst—1
Zﬂ"l«—i—l ~ .
- Comme x ne

(m, entier), ce qui donnera z=Z" B =

dépend que de X, I’équation
+3H(X, Y)dX

¢« 0 A dx
—_—  —dr=03 =
my/zt— B g

entraine A=o, H=o, 8 = o0; de méme I’équation
Aa’z —DE{E—I—OH(‘( Y)d‘(

o

K
msz B

exige soit A==0, H==0, § = o, soit
H(X, Y)dX=hA(xr, y)dx

A étant rationnelle en x, y. De plus, on devra écrire selon le cas
W= adw s —E clU-—a'dév+‘<£+l¢dx>

alu = a dw - nl\/z_?—: ou- = "/ oy N
et, d’aprésnotrelemme, la premiére B‘ypovt}‘i‘éSe entr unefi__o Z,P=1.
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Moyennant un changement d’écriture nous aboutissons ainsi aux sys-

témes
ds

(107) w=e*, dy = )

=21

~
(108)  u == e*WHIT, o =0 -+ 07, t=Logs —|—/ h(z, y)dx.

On a supposé & # o. Pour ¢ = o, on aurait ¢ = Bdw et ’examen
de (106), (ou l'on fait « = const.) montre que s = Z"'; on retombe
ainsi sur un cas particulier du systeme (108).

50. Quatriéme cas. — En plus des relations du type (102), nous

pouvons écrire les suivantes :
dU=d Log(W,Z,P,)=a[dw + H(Z)dZ] + ydL,
] N
(109) ' do = a* [ (s — o )5(A dw + B dz) = B[ dw + HL(Z) dZ] + dL.
\ L=t
On en déduit
—BLogu +av={(ad — By)Z;

z, fonction rationnelle de Z, ne peut donc étre uniforme en u que si
’on a B = o. Faisons alors dans (109), # = const.; I’équation obtenue
doit pouvoir étre résolue par une fonction rationnelle z = ¢ (X, Y,Z);
moyennant une substitution linéaire sur z on peut donc supposer que
5 =17™. D’autre part, si ’on fait v = const. (d’ott 2#=const.), on voit
que u devra se réduire & ¢* < const.; on peut donc écrire

N .
€ ‘1 dz
(110) u= e“‘”l—_[ (58— aj)hi, v:e("‘ 1)f *dz

j=1

(m, entier; a,, const.), systéme qui comprend (104) comme cas
particulier.

51. Cinquiéme cas. — On a alors, avec (102) (') :

dLogu=dLog(W,Z,P,) =a[dw+H(Z)dZ] +yd—ZZ,

(111) _ N dz
v:akﬂ(z_a,.)k,-(Adx_+ B dz) = Bdw -+ H(Z) dL] + 3 -

J=1

(1) On a substitué la notation @ & @ pour éviter toule confusion plus loin.
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Faisons dans (111), « = const. (ou X = const.); I'équation

N
E’“I](:——aj)",lij—; =pH—+

=l o

J=1

devant étre satisfaite par une fonction rationnelle z = 2 (X,, Y,, Z), la

N
courbe z, = z —a;)% est rationnelle; moy substituti
courbe =, 3 (lj> i est rationnelie; moyennant une substitution
7]':1
linéaire sur = le second membre de cette relation peut donc étre ramené
r

4 57 (p et ¢ 6tant deux entiers premiers entre eux); et, si I'on pose
s =Y, {# et, par suite, { sont rationnels en Z. Cela étant, on déduit
de(rir):

) L S op || 5

- . (%3 1 o0 —

112) « aafz9B — — S s =2y
(112) | P Zz—aj(x) P, 95 | | Z ’

y /
et, si on fait s = {7, Z = ¢’, 'équation précédente devient

d
RS =1,

j=1

R (¥) étant rationnelle. Elle doit étre vérifiée par une fonction uniforme
de ¢ (rationnelle en Z); donc, moyennant une substitution linéaire
sur £, on a { = Z™ (m, entier), c’est-a-dire

m q
al”+ b) (a, b, ¢, d, fonctions elliptiques de ).

(113)  z= <c—'/:_'7’——{—_d
Nous allons montrer que g est égal a 1 ou 2.
En-effet, on déduit de (113) :
m ol 1 ad — be .
Nl P I
d’apres (112) on aura donc

= ed =) (L ) (am b4 [ st

21

L et M étant rationnelles en 5. Supposons d’abord ¢ 1; en écrivant
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qu'il y a dans I'identité précédente en = des termes semblables qui se
réduisent, on obtient soit ¢ =2 (et p =1), soitg =3 (et p =10Uu2);
mais, en passant & I'identification des coefficients, on trouve que le
second cas est impossible. Reste ¢ = 2. Or, exprimons que les coeffi-
cients de dx dans (111), sont égaux de part et d’autre ; nous ohtiendrons

E"\/Z}A—I— 2BV

o~ ﬁ
/ 7 7 1 7 ’ - o ngl— PB.
| ad — be [ab'—ba'+(a'd ftd be'—cb") 'z + (cd'—dc) ¥’

il viendra donc

B, diA = B

. , |
@B =y ' Byz + B,

les nouveaux coefficients ne dépendant que de 2. Or, sil’expression

I%V,\/E([(I; -+ Bi “ii‘
Vz
B,z + B,
estune différentielle exacte, elle se réduit & d% Log \L——aﬂ (*); en
“Vaital(x) "

multipliant = par une fonction rationnelle de (%, y) on peut supposer
a(x)==1; on aura B =o0; a" et les a; seront indépendants de =, ce
qui donnera :

N

‘ . VE—1 kds
(114) w=e*§ § (5 — a;)%, v =k Log ~—— [Uu dy = _T'—J
-}l;!: / D\/sl—y-l \/z(z—-l)
Supposons maintenant ¢ =1, d’oll, moyennant une substitution
linéaire sur =, 5 = Z™. Dans I'expression de «, les a; et les coefficients
de P, devront étre indépendants de x; de plus, (r11), se réduira
aA(xz,y)dr+B(z)ds. D’apreés le lemme du n° 47 on aura donc :

dv:ﬁi/—x—l-ﬂ(z)dz.

(1) Qu & dla(x) vz |; mais cette forme raménerait 4 (110).
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Or actuellement (n° 45) on doit supposer « 5= o, ce qui donne :

N .
/-. -
— Tm—1 \J __/_
H(Z)= "7 ,"S_':l_”"“f 5>
d’ot1
R(s >~5,“

/
+ (56—
d'——((‘/

et 'on pourra ainsi écrire :

N N
(113) w= e?‘"’n(s — )%, p=0 [w' ~§—2 k;j Log(s — Cj)] ~+.0 Log s.

J=1 =1

52. Sizieme cas. — On doit avoir :
dt
s AU =dLog(W,2,P) =oZ + 6 £ + iz, 0 at)
N

(116) de

'wio ::a’*‘l——_[("——a )%i (f\dx—!—Bd.'):y-c—- -4—0[; + H(E, C:)dt‘l-

=1

Si la surface & est de modules quelconques, elle ne possede que

deux faisceaux elliptiques; et aux génératrices du cylindre (76) corres-
8¢ y 7

pondent les courbes de I'un de ces faisceaux; on a donc nécessairement

g ou dw = 4

dw — oL
= Zl &

dg . . . v
10 dw = + ¢ ety sont des fonctions rationnelles de T et J, (&
1

coefficients numériques); on a de plus ¢ 5 o : sinon, on en déduirait
; \ , dk . . . - p-
B =~ o, et & cause de la présence de —g-i il serait impossible de satisfaire
1
a (116),. Cela étant, faisons « = const. (d’oit { = const.) dans (116),;
il viendra

a’lI 5 — a;)ki de___é__i’
équation de la forme

(117) —:f:
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avec

(118) sr=®(z; 2, y) (m entier; @, rationnelle en z). ‘

Or (117) doit étre vérifiée par une fonction rationnelle = (&, &,) et, §il
en est ainsi, z, sera rationnelle en (&, £,) : la courbe (97), est donc

, . . . ds )
une transformée rationnelle de (118), et d’aprés (117) — est une
1

différentielle de premiére espéce attachée a (118); par suite, une subs-
titution linéaire sur z raméne (118) & la forme z, = ¢ (z), 9 (=) étant
de I'un des types (99) ou (100). Mais alors, d’aprés le lemme du n° 47,
on a

A=o, - l-i—&-l'lzo,
[
et ce dernier résultat est incompatible avec ’hypothése que nous avons
faite sur H(n® 46, ad fin.).

2° dw = 5—25 dans (116), faisons @ = const. (d’ou & = const.); il,
-1
viendra
N - -
a"l_[(::-—aj)/"fB ds = lg—l +8H(, :,)J dz,

j=1

équation qui peut encore s'écrire, moyennant la notation (118) :

dz } N
(119) = :[Z/_+o}1(<, C,)]dc.

~1 1
. Or (119) doit étre satisfaite si U'on prend z=r(Z, {,), r étant une
fonction rationnelle de 7, , (& coefficients fonctions de £ et &,) ; par
suite, (118) est actuellement de genre r au plus; supposons d’abord que

cette courbe sott rationnelle.
N

Moyennant une substitution linéaire sur z, II (s—a’)¥ doit alors se
» J=1 )
réduire & 7 (p et ¢ entiers premiers entre eux) et I’on déduit de (116)
la combinaison

P N i
(120) [-“-@a/vzﬂs(x,y, 3) +6<25ﬁ’a,- +5 %?ﬂ ds = (a6—ﬁy>%c'

=1
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Or, d'aprés (97), on peut poser L= p (£;v,,v2)s S =P (L3170, 1)
i

de plus s, (EZ > devra étre rationnelle en Tet ,, ¢’est-a-dire ellip-
tique en ¢ : mais ceci est absurde, car on déduit de (120)

(121) R(s,: @, »')———2—-_:&6——(3'/,

R étant rationnelle en z,.
On doit donc supposer que la courbe (118) est de genre 1, et,
d’ailleurs, de module constant; aprés une substitution lmeane sur s,

I'expression 5*'"' l (z—a;)* se ramenera donc a l'une des

formes ¢(z) données par (99) ou (roo). On pourra donc expri-
mer z et z, comme fonctions elliptiques d’un paramétre = [4 coef-
ficients indépendants de (z,v)]; et, en procédant comme tout &
I'heure on déduira de (116) une combinaison

V(s 2, y)d =ad — By

analogue & (121), et qui ne pourra donner pour =z une fonction ration-

nelle de {et ¢, que si elle coincide avec Z—f: C, C étant nécessairement

une constante absolue (qu’on peut supposer égale & 1). Mais alors s est
une fonction rationnelle des seuls arguments { et {,, et nous savons
déjaque (x,y) nedépend que de (%,,); sidans (116), on fait { = const.,
on en-déduit que les coefficients de dr et dz ne doivent contenir
respectivement que x et 5 : d’aprés le lemme du n° 47, on aura donc
A=o, c=o0, et, en procédant de méme sur (116),, on montrera que
les @, sont constants, en sorte que le systeme différentiel se réduit a

ds
— wl I z—c; )% ) — .
(122) uw=e% (5—c;)%, dy = el

j=1

P

Pour étre complet, il nous faut encore traiter le cas ou ¥ possede
des faisceaux elliptiques a”e’gualions
o %
“%

Anp. Ec, Norm., (3), XLI, — DECEMBRE 1924. . 4y

(123) -+-b =0 (ab o).
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A un facteur constant prés (que nous négligerons) dsw sera donc égal
au premier membre de (123). Faisons alors x=const. dans (116),,
nous aurons :

N . ~ I N
(r24) (—Ik‘[I (5 — a,)iB(x, y, 3)ds = (-/— 92) 2[—3 +aH(g, Z,) dg.
\

a 3

'

J=1

On procédera sur (124 ) comme sur (119), et 'on montrera que z, est
définie par une relation (118) de genre 1 et que, moyennant une
substitution linéaire sur z, s est une fonction rationnelle de (et {,
(4 coefficients numériques). Dés lors, si dans (116), on fait {=const.,

on en déduira
N

— )
ak.l[ (5 — a;)kiA doe = — dw,
a

j=1

ce qui entraine encore A==0 =24, et lc raisonnements’achévera comme
plus haut : on ne trouvera donc pas de forme nouvelle.

53. L’hypothése (1) n’est vérifice ni par du ni par dv. — Nous allons
terminer la discussion en supposant maintenant que du et dv ne
vérifient plus I'hypothese (H) du n® 40; le procédé dun® 45 s’applique
encore,et moyennant une transformation rationnelle
(125) z=z(X, Y, 7Z), y=yX,Y,7), ss=:(X,Y,%)

qui change (76) en 5 (X,Y,Z)=o0, le systtme (S) peut étre trans-
formé en un systéme (& intégrale générale uniforme) :

(126) du =L dX 4+ 1hdY, do =& dzx + 0 dy,

b, b, 2, @ étant rationnels en X, Y, Z. Bornons-nous a de rapides indi-
cations sur la discussion.

L. L'intégrale est une fonction algébrique des deux constantes a’inté-
gration. Premier cas : La surface 3 est hyperelliptique. -~ La transfor-
mation (125) change y™ dz en une différentielle de premiére espéce
attachée & & et n’ayant que deux périodes. Supposons que dz figure
dans du, par exemple, et faisons-y x= const.; du se réduira 4 une
expression de laforme a'II(s—a; )% Bdz qui devra’coincider avecune
différentiellede premiere espece 57" dz attachée a I'une des courbes(99)
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ou (100). D’aprés notre lemme, on déduit de la que du se réduit

ds s , . .
a —; on aura alors dv=adw—+ 33—, et I'application du lemme
~1

~1

montre que ($) est de la forme

d:., ([\’::E[;—.r-

(127 dn =
: BREIE)

Deuziéme cas : La surface 3 est un cylindre elliptique. — Supposons

gm

que d=z figure dans @v; comme au n® 48, 'examen de de donneraz =2";
pour m*=£1, on trouvera (en tenant toujours compte de la note (') de
la page 267 ) : -

. Ly
(128) du:i{i, a’(':e('" 1)'[561:13
Y
pour m?*==1, on aura
s du = (a +'/a;z:)f%£+7d:, d«f:(ﬁ—l—aew)i?—ko\dz
( (¢=o0 our1; ad — By o).

[I. Lintégrale est unc fonction scmi-transcendante des constantes
d’intégration.

Trovsieme cas. — Une substitution linéaire sur s ramene (8) a 'une
des deux formes

(130) u=aw--y7, ¢=3w-+0dr, r~L0g5+j/z(J-,y)dx (a8 — By = 0),

‘ dz
(131) w=uaw, dy= -

~2
<

Quatriéme cas. — On doit avoir :

N
dltzizlall(:_a,)lf,(,xc/x+de):azzw+[aﬂ(2)+§]¢iz,
(132) =
dy :'Ekﬂ(s.— a4 (Cda + Dds)=ydw+ [yH(Z) + 3] dZ.

\ j=1

Comme précédemment (n° 51), on voit que les courbes

j=1 =1



372 RENE GARNIER.

sont rationnelles,; on peut done écrire

-

f—/’ ) m(a:- + /;\>“‘
SR R a7

(p et ¢, premiers entre eux; rets premiers entre eux; a, b, c, d,
fonctions elliptiques de w). D’ailleurs, sil’on pose z =17, d’aprés(132),,

,.

S
7, 17 et, par suite, ¢ sont rationnels en Z; d’aprés (132),, <%>
et ¢ seront rationnels en Z, ce qui exige soit b=o0=c (ou a= o=d),
soitg=1 (ous=1), soitg=2=s(abed=o0 et p =1=r). Dans le
premier cas, on aura : ‘

my mg

du=:s" (A dx + Bds), do = :ﬁ(‘l dx + D dz),

m étant le plus petit commun multiple de ¢ et s; et d’ailleurs, cette

forme reste encore valable pour s=1, par exemple, & condition de
1
prendre m,=m. Ainsi =z sera rationnel en Z (') et I'on déduit alors

de (132) :

(_azﬁl) —757’7‘]3>Z—;—:a6 — By,
ou
"
R(2) & = o8 — By,

en posant z={"et R () étant rationnelle en {. Mais la fonction { (Z)
définie par cette équation ne peut étre rationnelle en Z que si elle se
réduit a Z (4 une substitution linéaire prés surZ) et ’on a ainsi z=2";
B et D sont donc indépendants de z; A et C, indépendants de =.

Pour m*# 1, on déduit de notre lemme (n° 47) les relations
B=o=y (ou a=0=2¢) et I'on a

2t

N\ [(dz
(133) du=oadw+ h(z)ds, dv= e(’" )f7 dz [h(z), fonct. rationnelle].

- . b
(1) Car il existe deux entiers .« et b, tels que g—-s_-=’-:z-
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Pour m*=1 (soit m=1), on trouve, moyennant une transformation
rationnelle préalable sur (76) :

du=oal[dw + h(z)dz]+yds, dv =B8[dw + h(z)ds] +dds

(134
0 (28 — By o).

Enfin, on constatera aisément que I'hypothése ¢ =-2=s doit étre
rejetée.

Cinquiéme cas. — En procédant comme au n° 51, on aura & vérifier
une égalité de la forme

’

[a:z:—;])(ac, ¥y 5)— y:%L B(z,y, z)] <d—, bz_i) (—cz’l?-i—a):

W

On trouvera ¢ =2 ou 1. Dans le premier cas, on sera conduit au sys-
teme

(135) du=adw+ h(z)ds, do=—5

—;
‘ V(s —1)
dans le second cas, au systéme

(136) du=oa[dw+ h(z)ds] —l—-yéi: dv:ﬁ[dw—i—h(z)dz]'*‘ag;z"

Sixiéme cas. — Une méthode analogue conduit (') au systéme

ds

(137) * d[l:c‘o(z)

s dv=oadw—+ h(z)ds,
9 (=) étant toujours donnée par (99) ou (100).

b4. Classification des sysiémes (8)obtenus pourle cylindre elliptique. —
Nous allons montrer que zous les systémes (8) gu’on vient d’obtenir pour
le cylindre elliptique deérivent de trois formes simples. A cet effet, nous
poserons

m—l—f/z(z)dz—:—A, Logsz -—i—fh(x,y)dx—EB,

() On montrera, notamment, qu’on doit avoir s=¢(%,% ), ¢ étant une fonction ration-
nelle 4 coefficients numériques; et en s'appuyant sur le lemme du n° 47, on établira que
I'une des deux formules 3y =1 (5—aj)%;, zo=1 (5—aj)%; (qui, a priori, représentent
des courbes de genres 1) se réduit & ;=1 (ou & 5,=1).
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[~ (=), rationnelle en =, et & (2, ) en (2,))] et nous désignerons
par A, lavaleur de 'expression A pour

N
\ 7y
hs)=N "4 .
¢ ( ) AJ et —Cj
J=1
Ces notations admises, les systémes (101), (104), (107), (110),
(114), (122) rentrent dans le type
. . LaA, R ,_(./:t
(h w=e*, s TI)
' =14 (z) étant une équation de Briot et Bouquet, aintégrale générale
uniforme.
Les systemes (127), (128), (131), (133), (135), (137) sont du type

-~

(1) u=caA, da:—q;—(—:';—)-
Le systeme (108) est de la forme
(1) 1 == e¥*W+TB, ¢ =Bw+ dB;
et le systéme (130) a la forme
(1" w=oaw+yB, ¢ =B -4 B.
Le systeme (115) s’écrit . .
(111) w == e*AvtYlogs, v =3A,+ 0 Logs,
et le systéme (136),
(ary w=oA +yLogs, o=FA-+3Logs.

Enlin, les systémes (105), (129) et (134) rentrent dans les types
respectifs

(1vy ‘ (= e*, w:{iw—-l-é[z—i—/lh(x, )')dx],
< (IVh) rq:aw—i-y[z%—fh(x,y)dw.‘, u:ﬁw—i—é(z—i—f/z(w,y)dx—‘,
(V) u=oA-+ys . 0=[A 05, . : '

et, rappelons que les systémes (89) ct(go), précédemment rencontrés,



<

SUR LES FONCTIONS UNIFORMES DE DEUX VARIABLES INDEPENDANTES. 570

k]

s’écrivent actuellement :

(V1) u = exW+Th, p — Rk

(V1) U = e*to+y Loz ¢ = eB3+Blogs

CGela étant, on observera que (IV) est une dégénérescence de (IT) obte-
nueenremplacant dans (1), 5, 2,3 par 1 +,€:’ ¢h,='¢, et en faisant
tendre = verso; de méme, (IV) est une dégénérescence analogue
de (IIy. De plus, (V) estune dégénérescence de (II1), qu'on obtient
en remplacant dans (1II') z,v, ¢ par 1+c3, = v et e'g; (1) est une
dégénérescence de (VI) résultant des transformations ¢ |1 +z¢, 8|25,
¢|ed. De méme, (I1') est une dégénérescenceanalogue de (II); (III)
et (11I') sont des dégénérescences de (VII) et (I')est une dégénéres-
cence de (I). Finalement, si I'on observe que A n’est qu’une forme- ‘
limite de A_, obtenue par coalescence ou croissance indéfinie
des a;, on peut affirmer que le systeme ($) coincide avee 'un des Sys-
temes (8,), (34), (3;) énumérés au n° 6, ou avec I'une des dégénéres-
cences de ces trois systémes que nous venons d’écrire.

CINQUIEME PARTIE

LES SURFACES ELLIPTIQUES DE GENRE ZERO.

55. Les courbes elliptiques de la surface F. — Si la surface F est
irrégulicre, il ne nous reste plus qu’un cas a envisager : celui ot elle
est une surface elliptique de genre p,=o. Pour obtenir la forme
générale des expressions « correspondant & une telle surface, nous
commencerons, d’aprés le théoréme I, par déterminer les courbes I’
de genre =1 appartenant a F. .

Tout d’abord, F ne peut posséder aucune courbe rationnelle [ I'ex-
ception de certaines courbes K(n° 24) décomposées] : car les trans-
formées d'une telle courbe par les substitutions (53) formeraient sur F
un systéme %', ce qui est impossible (*).

(') G. CasteLNvovo et F. EnriQues, /l‘nn'.. di Mat., ser. I, t. 6, 1goo. n° 17 du
Mémoire.
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Je dis maintenant que si les courbes C (n° 24) sont de genre w>1,
F ne peut posséder aucune courbe elliptique en dehors des courbes K.

En effet, soit I" une telle courbe; considérée comme fonction d’un
point de T, I'intégrale de Picard U (n° 24) est une intégrale abélienne
de premiere espéce pourI'; les coordonnées d’un point deI's’expriment
donc au moyen de deux fonctions elliptiques p (Ujw,, w’,), et
p (Ulw,, o) avec ()

o, =Aw+Bo, 0, =Co+Dao' (A,B,C, D entiers).

Soit alors U; I'une quelconque des » valeurs de U, incongrues
modd. 2Q, 2Q', qui correspondent au point ,y, 3 de I'; d’aprés(52),
on aura pour les valeurs correspondantes W; de W :

W/‘:W{J)(Ul‘ [y, 07), pI(Us | o, 0)); p(U;] 2, Q7), p/(Us]| L 9’7)]

(W, fonction rationnelle des quatre arguments). Ainsi donc W; ez T
[d’aprés (36),] seraient. des fonctions elliptiques de U;, de périodes
primitives 2w,, 2w’; mais alors, d’aprés (51), les coordonnées (z, y, z)
d’un point quelconque de F seraient des fonctions rationnelles
de p (U|Q, @), p' (U]|Q, &), p (Uj|w,, ©,), p’ (Uj|w,, ) et les
courbes C, d’équations U==—const, ne pourraient étre de genre w>1.

Supposons donc m=1, et recherchons s’il existe sur F d’autres
courbes elliptiques I' que les C et les K. F coincide alors avec Uune des
sept surfaces que nous avons étudiées (n° 28et29). Appelonstlerapport
de deux périodes primitives de 'intégrale U, et désignons respecti-
vement par < et 7, les quantités analogues relatives aux intégrales de
premiére espéce attachées aux courbes C (de méme module) et a T.
Des considérations développées tout & I'heure il résulte aisément

que 'on a :
, __at+ b
T =
cT+d

(ad — be 2 0),

a, b,c,d étant entiers; de plus, comme les courbes C découpent une
involution sur I, on a encore

A7+ B,

G+ D, (A1D;—B,;(C,20),

T=

(1) Car tout cyele de T' est un cycle linéaire de F.
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A, B,, C,, D, étant encore quatre entiers. Il suit de la que les rapporis
de périodes = et <" satisfont & une relation bilinéaire & coefficients
entiers, soit

Az+B
38 . = — N
(138) ST (AD —BC=o0),

A, B, C, D pouvant étre supposés premiers entre eux dans leur
ensemble.

Ainsi done, si, pour ® =1, il existe sur F des courbes elliptiques
n’appartenant & aucun des faisceaux | G| et | K|, la surface F (qui était
déja singuliére, au sens adopté par M. G. Humbert pour les surfaces
hyperelliptiques) sera doublement singuliere.

Cherchons & définir analytiquement I'. La surface F est 'image
d’une involution appartenant i une surface de Picard F; cette involu-
tion n'ayant pas de point de coincidence sur F, aux courbes elliptiques
C, K, T" de F correspondent respectivement sur F trois courbes ellip-
tiques (') C, K, T'. Or les coordonnées (z, v, z) d’un point de F
s’expriment actuellement (n° 28, 29) par des fonctions elliptiques de
deux paramétres U, V. Le premier, U, devient égal sur Falavaleur, U,
d’une intégrale de Picard de premiére espéce; soient 2w et 27w les
périodes de x, y, = considérés comme fonction de U. Le second para-
métre, V, se transforme sur F en une intégrale de Picard (*) de
premiére espéce, distincte de U; d'ailleurs, on peut multiplier V par
ane constante de maniére que les périodes de z, y, = par rapporta V
soient 20 (C7-+D) et 20 (At +B). Cela étant, sur F les courbes
G, K, T appartiennent i trois faisccaux elliptiques; ot comme F ne
posséde que deux intégrales de Picard de premiere espéce linéaire-
ment indépendantes (soient Uet V), I'équation de I' sur F sera de la
forme

' all + bV =c¢ (a, b, ¢ =cousl.);

(1) D'apres la formule de correspondance de Zeuthen.
~ (#) Car sur tout point de F ne corrgspond qu'un seul couple U, V (4 des couples de
périodes prés). .

Ann. Ec-_A'ol"ll., (3), XLI. — Dgcenare 1924. 48
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®

donc, sur F, 'équation de T" sera

(139) alU+bV =c.

On obtiendra la représentation paramétrique de I" en remplacant dans
les expressions de @, y, s le paramétre U par — &z et V par al +¢":
ainsi p (bt|w, wt) et plat|w (At + B), o (Cz+D)] devront étrelices
algébriquement ('), et par suite, il devra en étre de méme de p (at|w, w’)
et p (bt]w, ). Pour qu'il en soit ainsi, il faut que :

1° Si < est quelconque, b : @ soit rationnel ;

2° Si 7 est un nombre algébrique du sécond degré, b : a soit de la
forme g + vz (et v rationnels); la fonction p (U|w, o) admet alors
la multiplication complexe, et ¥ est trivlement singulicre.

Ces.conditions sont d’ailleurs suffisantes pour que I" soit une courbe
elliptique. o .

En définitive, aprés multiplication de U par une constante convena-
blement choisie, toutes les courbés elliptiques I"appartenant a F seront
données par le tableau suivant :

Les courbes Csont de genre @ >1......coc.nnn.. a. Courbes K.
| Les courhes C et K ne‘)
se correspondent pas R b. Courbes K et C.
rationnellement : g
Les courbes C I...... ¢. Courbes
sont mU~+ nV =const.
de genre mw=1 Les courpes Cet K se (m et n entiers).
correspondent ra- 1 4. Courl
tionnellement: ) 77 ) - Lourbes
(mU-+(n;=+nytV)=const.
(my, nq, ny entiers).

. (L. Les courbes C et K n’admetlent-pas la multiplication complexe.)
(II. Les'courbes C et K admeltent la multiplication complexe.)

Ce point acquis, nous allons construire les intégrales de Picard de

(1) Car, d’apres les n°* 28 et 29, ¥ est une fonction algébrique de p (U|w, '), et z une

fonetion algébrique de p [V]w (Ax -+ B), w (Ct +D)];or ¥ et z (qui ne sont pas constants
sur I'), sont algébriquement liés sur I'.



SUR LES FONCTIONS UNIFORMES DE DEUX VARIABLES INDEPENDANTES. 579

troisiéme espéce 1, appartenant 2 F, et dont les courbes polaires sont
formées uniquement de courbes elliptiques T

Dans le cas a, laréponse est immédiate : si /(x, y, 5) =71 eost
I’équation du faisceau linéaire | K|, I est une somme de la forme

A —

.j .
h—h

I EZ a; Log

j
Dans le cas b, 1 est égal & une expression I, augmentée d’une
intégrale de la forme f[a + 2 (U)]dU, 2 + = (U) étant une fonction

elliptique n’ayant que des poles simples et admettant les périodes de
'intégrale de Picard de premicre espéce de F.

Dans les cas ¢ et d, la formation de I est moins simple. On sait,
d’apreés les résultats de MM. Bagnera et de Franchis que I'invariant g
de M. Emile Picard est égal & 2 pour toutes les surfaces ellipliques
dont le faisceau elliptique est formé de courbes elliptiques (méme
dans les cas ¢ et d). Deux courbes C et K constituent donc une base
pour la totalité des courbes algébriques de F; en vertu d’un important
théoréme de M. Severi on est sur alors de pouvoir former une intégrale
de différentielle totale de (roisieme espéce J’, ayant seulement comme
courbes logarithmiques une courbe C, une courbe K (choisies une fois
pour toutes) et une courbe quelconque I' : J/ pourra alors jouer le role
d’élément simple dans laréduction des intégrales de troisiéme espece I.
Toutefois, au lieu de J’, il nous sera plus commode.de former un
nouvel élément de réduction J qui devient infini sur I' et sur plusieurs
‘courbes C et K (*). Pour cela, nous démontrerons d’abord la proposi-
tion suivante.

56. Théoréme sur la réduction des transformations des fonctions
elliptiques. — Application :

TuEoreME (2). — Sur chacune des fonczz’o'ns‘el/iptiques p(U]o, t0),

(1) Dailleurs, on passerait de J 4 J' en ajoutant & J des intégrales de la forme indiquée
pour @ et b; cf. n° 59.

(2) La proposition précédente est classique ( cf. JORDAN, Cours d’Aralyse, t. 11, n° 309 ;
E. Canen, Théorie des nombres, t. I, p. 268); toutelois les méthodes employées pour



380 ' RENE GARNIER.

p[V]e(Cx+D), o (Ax + B)| on peut efjectuer une transformation du
premier ordre, de telle sorte que les rapports =,, = des nouselles périodes
vérifient une relation

(140) nty—mti=o (m, n, entiers premiers entre eux).

Nous commencerons par une simplification préliminaire. Posons
d’abord ‘

o o' ! N .

T= -iﬂf—, == ,’+§\‘,‘ (e, ..., d', enliers)
YTy 0 YT, 40

avecl

(141) ad—By =1=a'd'—[('y';

d'aprés (138), 7, et 7, seront liés par une relation de la forme

(142) Ney=Lz+ M (L, M, N entiers)

pourvu que o, 3, v, ¢, o', §, ¥/, ¢ vérifient les relations (141) et
(Aa+By)y = (Ca+Dy)a'.

Or il est facile de déterminer les entiers o, ..., o’ répondant aux

conditions précédentes. Puisque o et y' doivent étre premiers entre

eux, on aura
Aa+By=1id, Co+Dy=1>N,

A étant entier. Mais, soient ¢, le p. g. c. d. de A et B, et ¢, celui
de CetD,

(avee A=24, B=0B, C=0&B,. D=2aD,.
A, B, C, D étant premiers entre eux dans leur ensemble, ¢, et ¢, seront

premiers entre eux, et l’on pourra prendre o' = S, ¥ = 0, il n’y aura
lus qu’a choisir pour «, v deux entiers premiers entre eux et tels que
‘ .

(Ay—Cy)a+ (B —Dy)y =o.

1"établir font appel, d’ordinaire, & un algorithme de réduction plus général que celui du
p- g. ¢. d. La démonstration actuelle n’utilise que cette derniére théorie. Elle se rapproche
en cela de la démonstration de Tannery et Molk. ‘
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Les couples («, v), (¢, ¥') étant formés d’entiers premiers entre eux,
on pourra déterminer 3, 3, #', ¢ de maniere & vérifier (141).

Faisons alors '
at;+b
cT, +d’

Ty =

b
d !

’ -

a7

Ty T —
2 C,T

les entiers a, ..., d’ devant satisfaire aux relations
(143) ad —bc=1=a'd — b'¢.

La transtormée de (142) sera bien de la forme (170) si 'on apu choisir
les entiers a, ..., d’ de maniére a vérifier les équations

(La+Mc)c'= \ed, (Lb+Md)d'=Ndb'.
A cet effet, on prendra d’abord

La+Mc=pa, Lb+Md=v0,
Ne=pc, Nd=vd',

v el v étant entiers. Or on tire de ces relations et de (143) : LN = pw.
Prenons u.=1, v=LN; toute la question reviendra 4 résoudre
I’équation

NO'—Md' =0

a 'aide de trois entiers b, 07, d' tels que 0" et &' soient premiers entre
eux et que & soit premier & Ld': car, s’il en est ainsi, on pourra déter-
miner & 'aide de b et de d(= L") deux autres entiers a et ¢ vérifiant
(143),; ct les formules

o’ =La+Mec, ¢’=Nc

donneront pour a’, ¢’ un couple de valeurs (ui, conjointement avec b’
et d', vérifieront nécessairement (143).. .
Or, soitclep.g.c.d. de M et N (avec M = M,¢ et N =N,8); comme
on peut supposer L, M, N premiers entre eux dans leur ensemble, ¢
sera premier &4 L; on posera b= (3¢ et tout reviendra a résoudre
Uéquation
N b —Md =

(M, ¢t N,, premiers entre eux) par trois entiers ', d', { tels que : 1° B
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soit premier @ d’ et @ L; 2° d’ soit premicr & b’ et a ¢ (car alors b= (38
sera premier & Ld"). Or soit ¢ le p. g. ¢. d. de L et N, (avec L =<L,,
N, =eN,); et appelons /le plus grand diviseur de L, qui soit premier
2 ¢; on aura donc L, = ¢,/, / étant premier i ¢,. Je dis qu'on pourra
satisfaire aux conditions requises en prenant d' = I.

En effet, [ étant premier A N, et & ¢ est premier & N; il existe donc
un nombre & tel que N&' soit premier a / et la condition 2° est ainsi
réalisée. Montrons qu’il en est de méme de la premiére. :

SiN, b —M,let d'L(=c¢¢,l*)avaient un diviseur premier commun
0(5£1), ce diviseur appartiendrait & e, (c’est-d-dire a ) ou 4 L. Mais 0
ne peut diviser /, car il diviserait N, b’ et, par suite, N’ (qui est pre-
mier & /); et, si 0 divisait ¢, il diviserait N, et, par suite, M,/. Mais
actuellement 6 est premier & /; il devrait donc diviser M, et N, qui sont
premiers entre eux.

En définitive, on peut donc écrire deux transformations modu-
laires (*) ‘

o +p H_,_oc":"—r—f;’
T yn+d) RV

qui réduisent (138) 4 la forme (140). On aura ainsi

(Ao +By)y' —(Ca+ Dy)a'=o, (AB+Bo)y' — (CB + Do)t =—dm,

&4
(144) (Aa+By)d' — (Ca+Dy)g' =kn, (AB+B3)' — (C+D3)B =o,

A étant entier.
Introduisons alors deux quantités w,, ) satisfaisant aux relations
(strement compatibles) '

| ot =w; (ot + ) (AT+I3)w=(a’T’1+ﬁ')&)’1.

5
(14%) [ o = w,; (y7,+ 9), (Ct+ D)o =(y'7,+d)wf,

’

On pourra écrire :

\ P(Ulo, 01)=p[U| (7714 8)ou, (o + Bor ] = p(U] w1, 0y,
PIV(Ce4D)o, (Az+ Bl = p[V |77, +8)0}, (e, +B)w, ] =p (V ]}, 0, 70).

Mais on tire de (145) les relations

Cay(ary+B)+Day(yri+96) =080 +y w7,
Aw (aty =+ B) + B (y7;+9) =0 + o) 7},

(1) On a modifié ici les notations précédentes.



SUR LES FONCTIONS UNIFORMES DE DEUX VARIABLES INDEPENDANTES. 383
qui, en vertu de (144), se réduisent a

o, =Amw,, o Ty =hnw, .

Faisons alors la transformation d’homogénéité \ | 5 [qui laisse,

dans (139), le rapport a : b rationnel], et modifions la notation des
périodes; nos fonctions p U et pV pourront s’écrire

, (146) PUlw, o) et p(V]mo, nw')

(m et n, entiers premiers entre eux).

57. La surface ¥ est doublement singuliere. — Ces transformations
effectuées, nous allons construire une intégrale de différentielle totale de
troisicme espéce qui ne présentera comme courbes logarithmiques que la
courbe T', et des courbes C et K. Nous supposerons d’abord que F est
doublement singulicre (cas ¢), et nous raisonnerons sur la surface I
du n° 28, mais il n’y aurait aucune difficulté & étendre la méthode aux
six autres surfaces.

" Cette surface I est birationnellement équivalente & la suivante (*) :

3 2‘)) 50')
2
— VA V4
__—.____J_') \’

pV (comme plus loin) étant toujouré définie par (146),. Le tableau de
périodes de F s’écrit actuellement :

| 26 0 2w’ o J

(147)

lo 2mw o0 2nw

et & un point quelconque de la surface répondent seulement deux
couples d’arguments distincts relativement a (14 /) cesontles couples
(U, V) et (U+ o, —V).

Supposons alors que l'équation de I's ecmve( yaU-+bV=o (ce

(1) On a modifié la notation des n°® 2% et suivants. L'intégrale de Picard U de F admet
actuellement pour périodes primitives w et 2w’
(2) En négligeant une constante additive (ce qui revient a augmenter U d’une conslante).
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qui est le seul cas a envisager pour ¢); soient y et & les p. g. c. d.
pectifs de @ et m, de a et n; appelons ¢ la fonction de Weierstrass

res
3 (t]yw, Sw).

Ceci pos¢, je dis que 'expression Log® (U, V), ou l'on a

(L, V) = d(al +bV) (al —-b\:+(m‘)) 3(bV —odw)3(bV +auw + O’ )’
dals(all+aw)s* bV

est une intégrale de Picard pour ¥, ne devenantinfinie logarithmiquement

que sur 1" et sur des courbes C et K.

La premiére partie se vérifie aussitot, car ® (U, V) est une fonction
rationnelle du point (x. y, ) : tout d’abord, ® (U, V) admet tous les
couples de périodes du tableau (147); ® (U, V) est donc une fonction
algébrique de (z, y, =) d deux valeurs au plus. Comme d’autre part
ona®(U+w, —V)=>0&(U, V), on vérifie bien que cette fonction
algébrique est rationnelle.

Pour achever de justifier notre assertion, il nous suffira donc de
montrer que ® (U, V) r’a pas d’autre ligne de =éros que la courbe T
(en dehors de courbes K), et pour cela, nous pourrons nous borner &
é¢tabliv ta meme propriété pour @ (aU—+ OV). Or les zéros de cette
fonction sont définis par la relation

(148) al 4+ bV + 2 Mym + 2N bw' = o,

M et N étant des entiers arbitraires; je dis que quels que soient ces
entiers, la courbe représentée par (148) se confond avec T'. A cet eflet,
il suffira de montrer qu’on peut toujours déterminer quatre entiers
Uiy Ueay ey Wy tels quion ait

all + bV + 2Myo + 2 N oo/’
=a(l+opo o)+ (V+2pme +2p,n0'),

et, pour cela, il n’y aura qu’a résoudre en entiers les équations
apy+ bmp, =My, aps+ bnp,= N9

Or cette résolution est toujours possible, car a et b étant premiers
entre cux comme on l'a supposeé, le plus grand commun diviseur
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de @ et bm se réduith celui de a et m, ¢’est-a-dire i v; et une remarque
analogue s’applique & la seconde équation.

58. La surface ¥ est triplement singuliére. — Abordons maintenant
le cas & du n° 55 : les fonctions pU et pV (algébriquement lides)
admettent la multiplication complexe. Soit ¢ le multiplicateur; le
tableau de périodes de F peut toujours étre réduit a la forme (147),
mais o’ : © sera relié¢ au multiplicateur ¢ par les formules

e =aw + bo’, to' =co + dn (ad—bc #Z0), -~

a, b, ¢, d étant quatre entiers. Enfin, 2, £, [ ¢tant trois entiers premiers
entre eux dans leur ensemble, ’équation de " s’écrira sous la forme

AU+ (k+le)V=0

(en négligeant une constante additive). Cela étant, nous allons montrer
qu'on peut trouver deux périodes 2Q, 20’ (dont le rapport est
complexe) telles que I'expression Log® (U, V) du n° 57 — ot cette
fois @ est remplacé par &; b, par &+ (e cw’, par Q'; o(¢]yo, sw'),
paro(¢]Q, Q') — constitue encore une intégrale de Picard de troi-
sieme espece attachée & F, ne devenant logarithmiquement infinie que
sur I' (en dehors de courbes C ou K). A cet effet, il sera nécessaire et
suffisant d’établir (comme tout & ’heure) que :

1° Lorsqu’on augmente le couple (U, V) de I'un des couples de
périodes du tableau- (147), bU + (£ + le)V augmente d’une période
de a(2]Q,, Q");

2° Pour augmenter 'argument AU + (4 + /&) V de 2Q ou de 24/,
il suffit d’augmenter (U, V) d’un couple de périodes convenablement
choisi

En d’autres termes, pour que‘la fonction o(z|Q, Q") remplisse les
conditions requises, il faut et il suffit que Q et Q' soient relices a ©

(1) Ainsi on verra. aisément qu'il n’y a pas lieu d’examiner I'mvariance de & par

- Topération U, V|U + w;— V; elle est assurée.dés que la pxennere comimon quon a
énoncé sera remplie.

Ann. Eec Norm., (3), XLl. — DECEMERE 1934, -/19
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et ' par les équations
ho= pQ + g,
heo'=p'Q+q'Q’,

(149) kmo—+Im(an+bw')= rQ +sQ',
knw 4+ ln(co +dw') = r'Q + s'Q’,
Q= [Lk+kmd,+ l(amd; + cndy)]w
—+ Ay + kndk, -+ [(bm)y +dnd,)] e,
(150) :

Q= [hpy+kmp,+ l(ampy+cnp,)]o
+[hps—+ knp, + l(cmp, +dnp,)]e’, -

o p, ¢, p's g, s, 7,8 Ay, hay Ay, Ay Wy, Uy U, W, désignent
16 entiers a déterminer.

Or substituons dans (150) les valeurs de o et o' tirées de (149);
comme le rapport Q':Q est imaginaire, on voit aussitot que les
équations (150) entrainent le systéme
(151) { Pl plhs+ g+ r'h=T, P+ P'Pa+rpa+ 1 pi=o0,

qh+ g'hy=+ sk, + 5"k, =o, GUi+ q g Spy + S Py =1.

D’autre part, pour la méme raison, les ¢quations (149) entrainent

(152) (k+la) mp + lbmp'= hr, (k+la) mg + lbmqg'—= ks,
152
lenp + (k+ ld) np'= hr', leng + (k+ ld) ng'=hs'.

Et, réciproquement si les équations (151), (152) sont vérifiées, et si
I'un au moins des déterminants extraits de la matrice

!

(153) ”P poror

qg 9" s &

n’est pas nul, les valeurs de Q et Q' tirées des équations (149) corres-
pondant & ce déterminant satisfont aux équations (149) restantes
et a (150). '
Or, considérons le systéme
(k+la)y ma + lbmy = hu,

(154)
lecnx + (k+1d)ny == ho,

aux entiers inconnus (z, y, u, ¢); choisissons pour (p, p/, r, ') et
pour (g, ¢', s, s") deux solutions de (154) formant un systéme fonda-
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mental [c’est-a-dire telles que les déterminants extraits de (153) soient
premiers entre eux dans leur ensemble (*)]; en vertu de la propriété
que nous venons d’assigner a leurs coefficients, les deux systémes (151)
aux inconnues A; et u; seront sirement résolubles en entiers.

Remarques. — 1. Tous les systemes fondamentaux de solutions
pour (154) se déduisant de I'un quelconque d’entre eux par substitu-

tions (‘ég> de déterminant ==1; Q et Q' seront donc définies & une

transformation modulaire prés, et I'on voit que ;

Quel que soit le systeme fondamental choisi, la fonction z(1|Q, Q)
qui en résullera restera la méme.

II. Onvérifieraaisément que la construction obtenue pour =*(¢|Q, Q)
dans le cas d du n° 55 comprend, comme cas particulier, la solu-
tion @(z|yw, cw’) du cas ¢ : il suffit de faire / = o. Inversement sil'on
veut former une fonction <*(¢|Q, Q") répondant a la question pour le
cas d, il ne sera pas toujours possible de la prendre égale 3 o(2]|v'w,
¢’w’) : il suffira d’indiquer I'exemple suivant : pour la surface F on

aa=3,b=—2,c=7,d=—3;m=1 n=r1; et pour la courbe ¢,
h=3, k=1,l=2, on observera d’ailleurs que le corps ot (¢) = at(y —5)
contient des classes d’idéaux non principaux.

39. Forme générale des coefficicnis de (8). — Ces préliminaires
établis, il sera facile d’exprimer en fonction de U et Vles différentielles

du = efpdy"-ws(xds —i—.]—i-d)')

et dv. On aura d’abord
N .
JEdey+ Qdz =3 1, Log®, (U, V) + s,

j=1

(1) H.-J. STEPHEN SMITH, Phil. Trans. of the Roy. Soc. of London, vol. 131 (1861; édité
en 1862), p. 297 ; FrRoBENIUS, Journ. de Crelle, t. 86, 1879, p. 171.
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avee (1)
s 1j(ajU+bj-\'+ cj):.’j(aj'U———ij%—ajm—!—cj)
? ><Q(b,\’—ajm’)dj(b,-\/’—:—a,-m—I—O‘jm’)

¢, (U V)= S (a;U+c,)s(a;U+ajm—+c;)34b;V

a;U—+ b,V +c;=o étant 'équation de T'; et &; étant formée au moyen
de deux périodes 2();, 200 correspondant & I';. De plus, J, sera une
intégrale de troisicme espéce n’admettant comme courbes loga-
rithmiques que des courbes C ou des courbes K. Or les courbes K
appartenant au faisceau linéaire V = const., on peut écrire (*)

p ’

O ; i

1=k Log(pV —dy) -i“f[ot +9(U)]dU,

=1
f?(U)rJU étant une somme d'intégrales normales de troisiéme espeéce
relatives au faisceau elliptique {Ci{; 2(U) est donc une fonction

clliptique aux périodes w et 2.
Enfin, on pourra poser

Nz, v, 5)ds + B(a, y, 5)dy =A (U, VYdU + B(U, V)dV
et il nous reste.a préciser la forme de A et de B.

Pour abréger le langage nous dirons qu’une fraction (U, V) est
normale si elle satisfait aux conditions suivantes :

1° §(U, V) est une fonction elliptique e U et de V admettant tous les
couples de périodes (147);
2° §(U, V) vérifie l'équation

FU+w, —V)=3F(U, V);

3° ¢(U, V) n’almet aucune aulre conrbe polaire que la courbe V =0
ou des courbes (. -

(1) Dans le cas ou F serait triplement singuliére, on apporlerait a cette notation les
changements indiqués au n® 58.

(2) Ceci s'accorde hien avec lo fait qu'une expression f[R(pV') +S(pV)p'vV]dv

(R et S, fonctions rationnelles) ne peut étre une intégrale de Picard pour F que si elle
rveste invariaale par la transfurination V| — V: on doit done avoir R=s o,
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Si (U, V) posséde les deux premiers caractéres précédents, mais
admet des courbes polaires V=YV, (V,, quelconque), nous dirons
que § est semi-normale.

Il résulte aussitot de la qu’on peut mettre toute fonction normale
sous la forme

FOU, V)= 0i(U) piV + p VI, (U) p Vs
i . j

]

les exposants 7 et ;j sont positifs; pV désigne toujours la fonc-
tion p(V|mw, nw'); enfin ,(U) et Y,(U) représentent des fonctions
elliptiques, de périodes 2w et 20, et telles que

2(U+0)=o,(U),  §(U+w)=—1,(0).

Cela étant, A(U, V) et B(U, V)p’V vérifient surement les deux
“premicres conditions précédentes; enfin, quitte & modifier la forme
de J, et & augmenter le nombre des ®; on peut toujours supposer
que A et Bp'V vérifient la troisitme condition. On aura ainsi, en se
bornant aux termes de plus haut degré en pV :

(155) % A=tV oot (B Vo )Y,
B:‘yﬁ(}i)“v . '+7°+(6F3)Pv+~- ‘+60),}3’V,

avec -

(156) % ap(Uw)=oap(U),  Br(U+w)=—F(U),
7r(Ua0)=—=7,(U),  3,(U~+0)=3,(U).

En résumé, nous pourrons donc écrire
(137) du=WZH{AdU +BaV).

A et B ayant leurs valeurs (155), avec en outre :

P N
(U U - e
w=efor e PRy —ay,  n=[]ei, v,

=1 j=1

60, Conditions d’intégrabilité. — Ceci posé, exprimons que du esf
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re Py oo @y de Péquation mumérigue en X
S X)+po(n. X)=o0

sout fonctions du paramétre . et la courbe générale du faisceau (1) a pour
équation

. . . . N Y —

(1= ) (g —pa?')s - (y—ppy)=o0.

La solution du paragraphe cité est donc trop particuliére : j'avais réduit

en effet fa y# et © & y'7, mais la seule conclusion, qui était nécessaire pour
achever, subsiste : & savoir que les points de base du faisceau (1) se réduisent

m\?* . N
aux <;> points communs & y et /', chacun d’eux comptant pour p*.
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La comparaison des termes prépondérants de (158) dansle voisinage
de V= o0 donnera alors :

(1671) p=p—I, T=Vv -+ 2

avec

( N P ’
5 Oﬂy.<22h,'+2k(+p.>:(a+q9)6\!,.__1+6{L_1,

j=1 =1

(ZHJV( EIL"TZ/\[*—\)*{— >:(a+‘?)7v+z+}“’:+z.

=1

(162)

61. Réduction de du : premiére étape. — Ces préliminaires établis,
il nous sera possible d’étendre aux surfaces elliptiques la théorie
développée pour le cylindre elliptique. Nous ferons voir tout d’abord
comment on peut augmenter h; d’une unité (en supposant toute-
Jois h; 5= —1. :

A cet effet, démontrons d’abord la proposition suivante :
Lemme. — Sout

F(U, V) EII@,-(U, V),  G(V) EH@V— d);

Jj=1 =1
on peut construire une jfonction normale (n° 59), E(U, V) elle que le
long de T, le produit a,EC,FG prenne la méme succession de valeurs

que A(U, V).
En effet, on peut écrire :

N (U)8:(pV) + p' VY, (V) Tu(pV)
A f i

a,C, FG | ZJL,,-(U)Rf(pV)

K

les symboles R;, S;, T; désignant des fonctions rationnelles de pV, et
les coefficients w%i, w; (ou ;) des fonctions elliptiques de U, aux
périodes 20, 20 et satisfaisant aux mémes conditions (156) que les

coefficients o et 3, (ou B, et y7). Or le long de T', on a, par

exemple, V= — ———U—b:';fl dans la fonction p <——U—§—c‘> remplacons U
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par U + 2w + 2pw’; lorsque les entiers A et uvarieront de toutes les

a U+ ¢
maniéres possibles, lafonction p '—T“ mw, nw' ) prendra succes-
. 1

sivement un systéme de 9% valeurs distinctes. Ecrivons alors

2115 (U)S [ (“1U+c,>] . |
Z%II(IJ)B"[J)«LEJ:‘;&)J :I§ A/J»/(f_z_i%:i_:_cl)’

les A; étant des fonctions de U & déterminer; et dans cette égalité
remplacons successivement U par les 9t valeurs U+ Lo + 2p.0’ du
systéme complet précédent. On obtiendra ainsi pour les A, un systéme
d’équations linéaires dont le déterminant est sirement différent de
zéro (pour U arbltnure) et les \;, s’exprimant par des quotients de
déterminants qui se multlplxent par le méme facteur lonsqu on
augmente U de Aw 4+ 2p.0’, admettront bien les périodes o et 20'. On
déterminera de méme les M,(U) par les équations

[ fa U+
291'([;)1{[(;»(‘—”—(,——0‘)] Ko
- M,(p’(m +C>
S (20E5)] =2

b

‘et 'expression
JG—1
E(U, V)= 3 [A(L)+ M(U) p'Vp/V

=0

satisfera manifestement aux conditions requises.
Cela étant, revenons & notre probléme et posons

6= — \WZHFGE.
hi 41

Nous aurons :

{ N - ’
de 1 G 'E .
WIH = /z,+:% [“*”"‘2 “‘J*‘)“!(‘JJ FGE + FG Z)U: au

J=1

N —_—
______( (/f/—i-l)p —~ JE )
Tk } [Z pV—d; Z("H*')bﬂ)/ FGE + FG oy tdV.

j=1
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Le second membre de cette relation est du type A"dU + B*dV, A" etB*
(lésignanl' (l_es fonetions semi-normales: il en résulte que

duy (= du—dFE)

est une dilférentielle de méme forme que du; d’ailleurs, l\e long de I',,

a, G, BFG prendra les mémes valeurs que A(U, V); par suile,

d'apres (159), 0,D,EFG prendra les mémes valeurs que B(U, V); on

a, G EFG—A |, 0D, EFG—B
o, et &,

de fonctions semi-normales; dans du, A, sera donc remplacé parZ, + 1,

tandis que les autres & (%;) et &(%,) n’auront pu diminuer.

Dés lors, en opérant ensuite de proche en proche, nous pourrons
construire une expression semi-normale E, (U, V), telle que pour la
différence du, = d(u — WZHFE,), de forme analogue & du, chacun des
exposants £; satisfasse & 'une des conditions & (4;) > — 1 ou/y; = — 1.

Pour ne pas compliquer la notation, nous écrirons encore du, sous
la forme WZH(AJU + BdV), en laissant & A et & B leurs expres-
sions (155).

en déduit que

posséderont les caractéres

62. Réduction de du : seconde étape. — Les h; étant ainsi fixés, je
dis qu'on pourra, sans diminuer leurs parties réelles, augmenter d’'une
unité chacune des & (k;), a moins que k, ne soit égal a — 1.

Pour le voir, observons d’abord qu’on peut former une fonction
normale

K(U, V)= K, (U) + Ky (U) 'V

telle que, pour pV =d,, la fonction

B(U,V)
Ty ) ECL, Vyp/\

coincide asee K(U, V), et cela, quelle que soit la determination adoplée.
pour p' V.
Effectivement, si 'on a

Z N (U) ai(pV) +‘])’V2 IG;(U) = (pV)
_B(U, V) 4 -
(ky+=1) F(U, VYp'V —

z

}:f;z-( U p:(p V)

R )

dnn. Ec. Norm., (3), XLI. — Drceysre 1424 20
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les symboles ¢, o, 9% g 6, 7 ayant des propriétés analogues
celles de <1, w;, € Ry, S;, Ty, 1l 0’y aura qu’a prendre
2 (L) oy(dy)
K (U) = - ;
Z ‘;!(l )91(5/1)

i

et de méme pour K,(U). Dés lors, si 'on retranche de du, I'expression

d, = [wzm‘ %@(‘1}5) K],

la différence aura meéme forme que du,, les & (4;) ne pouvant avoir
diminué; d’autre part, dans d&, le coefiicient de dU contient en
facteur pV — d, avec 'exposant £, + 1, comme celui de dU dans du,
[@aprés la formule (160) appliquée & du, |, et celui de dV est de la
forme .
(k=D p'V G(pYV)

pY —d G (dy)

WZH [ KE + % |,
I’étoile désignant des termes qui s’annulent pour pV = d,. D’apres le
choix de K, pV — d, figurera denc dans la différence du, — de, avec
un exposant de partie réelle Z& (4, + 1).

Comme précédemment, il résulte de la qu’on pourra construire une
expression semi-tnormale E,(U, V) telle que la différence

duy[=d(u— WZHFE,)]

soit de forme analogue & du, chacun des 4; ou des 4, satisfaisant &
I’'une des conditions
(163) A(g)>—1  ou g=—1 (g=h,ou k).
Bien entendu, on pourra choisir les nouvelles valeurs des Z; ou des £,
de telle sorte qu’aucune des sommes (')

N P N r
flEZZ/Ij—{—Z‘/(/-i—[J. et ﬁ:‘522/’/+2/‘"+v+ D;

Jj=1 l=1 J=1. (=1

ne soit nulle.

(1) Pour ne pas compliquer la notation, les symholes qui figurent dans ces sommes
cL dans les développements suivants sont regardés comme s’appliquant & duy.
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Supposons alors que 'on ait (pour duy) u.>2N 4+ P, v>2N+ D
et formons (*)

4%, = ) WZHFG [Li (pVIp—2v=p . L2 (o \1 ’»
{ Ji 4/ ARD
avec
N .
]
ZEl l = PR 7 _,l)j ~ 7 ;
/—!‘ -oj(—*'.)j’;) ) Sl e == 05060 )
1V tend vers o, 28 , it L
quanda Y tend vers o, SRV tend vers 1, et!’on trouvera aisément que de,

est de la forme
de, = WZH (A dU - Bav),

A et B étant des fonctions normales analogues a4 A et B, soient

* * * *

.T\:Al—l—./\g,p’V, B=1I ,+T§n4p’\':

* *

./*\,, A,, B, ]§2 sont des polynomes en pV et, d’apreés (162), les termes
de plus haut degré dans ces polynomes sont identiques respectivement
a ceux de A,, A,, B,, B,. :

Finalement, il est donc établi qu’on peut construire une expression
semi-normale E(U, V) telle que la différence

Cdi'=d(u—WIHFGE) = WZH(P, dU + Q, dV)

soit encore de la méme forme que du, telle en outre que les expo-
sants /;, ko de du’ satisfassent’ encore & (163) et que, pour P, el Q, —
de formes analogues & (155) —, les exposants w et v soientau plus
égaux & 2N + P — 1.

L’énoncé précédent suppose implicitement 2N + P 5= 0. Dans le cas
contraire, N et P étant nuls, on montrera aisément que si LogW ne se
réduit pas au logarithme d’unefonction elliptique (2 un facteur ration-
nel prés), le méme procédé de réduction donnera du'= Wa(U)dU,
a(U) étant une fonetion elliptique de U.

(1) Sil'on avait, par exemple, w22N =P, v < 2N -+ P, on supprimerait de d&, les
termes en p'V.
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63. Conditions d’uni formité : Réduction définitive de dU dans U'hypo-
thése (H). — Dés lors, si l'on procede comme pour le eylindre
elliptique (n™ 42 et 43), on aboutira & la conclusion suivante :

Lorsque du et dv contiennent respectivement en JSacteurs deux termes W |
et W, satisfatsant tous deux a U hypothése H (n° 40), les solutions x(u, v),
y(u, ¢), s(u, ¢) dusystéme (8) ne peuvent étre uniformes que si (8) se
rédwt a l'un des systémes suivants ('): °

Cas a : ,

w=—e*Y7,, p=e*%V7,;
Cas b :

w=\W,7,, = W,7,;

Cascetd:
u = \\ 1'/;1 I‘Ivl :\l, [ Sy \'\/2712 l‘]’g!\g.

Dans les cas précédents, les courbes K sont-supposées avoir pour
équation z = const., et I'on a posé :

. .’Z‘-['..y;/:_ﬁ;{b'i/lll
"Wi=e

P N
To= l ] (5 —d, ke, 'IL.EI_[ @i (U, V)
=1 j=1

(=1, 2),

les A, étant de la forme (155).
On observera que le résultat obtenu reste valable méme dans le cas
particulier indiqué a la fin du n° 62. En effet, soient

(164) r(x, ¥, 5) =1, s(ax, y, 3)=p
avec g(A, ) = o les équations du faisceau { C{; on pourra écrire

) ) Pl dh
\\*a(h)dl;-_—.ef“ di,
o étant rationnelle en A et w.; mais, d’apres (164), A et p. doivent étre
uniformes en u et ¢; du se réduit donc a e*"dU ou & AU, et, par suite,
rentre encore dans le type indiqué plus haut. -

(%) Les cas @, b, ¢, d_sont ceux du n°® 53.
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Comme au n° 44, on montrera que si @ (u, ¢), y(u, ¢), z(u, ¢) sont
uniformes, les systemes précedents se rangent dans I'une ou l'autre
des catégories suivantes :

[. Cas b, ¢, d:

all-+y | S1UidU fﬂ=+8/1°mz,du .
o ;6

w=-e sY, [N

(avec s=pV);

Il. Casa, b,c, d:

w=e*V72zY, o= BB 58
P
avec s =pV pour les cas b, ¢, d et '/.=H(3—d1)""-
=1
64. Forme du systéme (3). — Nous montrerons d'abord que /le

systéme | ne peut avoir de solution {x, y, z) uniforme en u et ¢.

En effet, rappelons d’abord que o, v, = sont des fonctions elliptiques
de U et des fonctions rationnelles d’un couple de variables [ (T, W),
dans la notation du n°® 25| algébriquement liées; actuellement, la
variable T peut é&tre prise égale a z et la seconde variable, que nous
appellerons ici ¢, est définie par une relation '

(40 bis) 9 (3, §)=o.

Ainsi, & tout point (2, y, z) correspondent n systéemes de coordon-
nées (U;s 5, (). les ; se deduisant de {, par les opérations d'un
groupe abélien isomorphe & celui qui fournit U; & partir de U, .

Cela ¢lant, observons que, quelle que soitla constante %, I'inversion
du systeme
uU-»-(l/A.S(U)rIU ::‘{ {il;-(-Ef.&(U,dU 2

165 u=—1rve U—
( )

devra donner pour z, y, z des fonctions uniformes de u et ¢. Or, on
déduit de (165), avec les notations (7) :
' »«/‘51/[}

U=2d'Logu — y' Log¢; v = u—B % ¢
Attribuons alors & u et ¢ des valeurs quelconques u,, v, (5% 0); soit U,

une valeur correspondante de U, et choisissons x de maniére que la
fonction s(u, ¢) définie par (165), soit égale pour u=u,, v=y¢,
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(et U=U,)aun point critique e de la fonction (=) définie par (4o bis).
Nos constantes ainsi fixées, prenons ¢ = ¢, el faisons décrire 4 « un
cercle arbitrairement petit autour de u, (a partir d’une position initiale
arbitrairement voisine de u«,, mais quelconque); U et = varieront trés
“peu et reviendront & leurs valeurs initiales; d’ailleurs s décrira un
cohtour fermé autour de e, et la détermination initiale de {(), soit ,,
se sera permutée avec une détermination différente, soit ¢, Mais
"=1; (5 1) ne peut laisser invariant le

Popération U'=1U,, =’ = 5. =

point (U,; z, {;) de la surface F.
' ¢. Q. F. D.

Reste le systéme I1. Or on en déduit d’abord, avec les relations (7),

2= B, °

~ M L [ r ___ / M. N . ) N
Ce qui exige o'=p, B’'=ygq (p el g entiers). Supposons alors qu’on ait
‘ Q . M
7= I I(:—d,)kll l (5 —e;)¢i,
=1 j=1
les e, étant les points critiques de la fonction {(z). On tirera de 11 .

Q M
L —4—2 ki Log(z —d)) +2 oy Log(:,— e;)= o' Logu — ' Logv.

=1 j=1

Or, il suffit de se reporter a la représentation paramétrique du n° 27
pour obtenir sous la forme suivante les conditions d’uniformité
de x(u, v), y(u, v), z(u, ¢). Tout d’abord on devra avoir

amiy' =o, 2mid = o, amik;=o0 (moda2w, 2w’),

les périodes primitives de U étant 2o, 2w’. De plus, si un lacet simple
direct autour de e; permute ¢, et {,, et si & cette substitution du
groupe ¢ correspond une substitution U, = U, 4+ 2Q; du groupe G
(n°25) on devra avoir (')

(1) Il résulte de la que~les points critiques e; doivent mécessairement figurer

dans (8), -



SUR LES FONCTIONS UNIFORMES DE DEUX VARIABLES INDEPENDANTES. 3()9

et, réciproquement, ces conditions sont évidemment suffisantes pour
Puniformité de x, v, =.

65. L’hypothese (H) n'est plus verifiée. Nouveaux sysieémes (8). —
Lorsque du (oude) ne vérifie plus 'hypotheése (H) du n° 40, on établira,
comme au n°45, 'existence d’une transformation rationnelle
(166)  z=a(X,Y.Z), y=xy(X.Y,Z). s=s(X,Y,7)

qui changera (8) en un systéme

vdu =N Y, Z)dXo- (N YL 7)) dY,

(167) ‘ i O
ldy =2(\,Y,7Z)dN -+ (X, Y, 7Z)dY,

oit Pon a u=Logu ou u;de plus, les fonctions X(u, ¢), Y(u, ¢),
Z(u, ¢) définies par (167) deyront ¢tre uniformes. Mais (167) est un
systéme (A, ) attaché i une surface &, transformée rationnelle de I
par (166.); puisque X, Y, Z sont uniformes, on peut supposer que ¥
se réduit & une surface rationnelle, un cylindre elliptique ou une
surface hyperelliptique de Picard. Le premier cas est a écarter,
puisque I oest irréguliere ; le second également puisque F a le
- plurigenre composé P, + P, >1 (tandis que pour le cylindre ellip-
tique P, + Py =o0). 7 est done hyperelliptique, ce quiexclut le cas a
dun®b5 ('), et posscde deux intégrales de Picard de premiere espéce
adeux périodes, U, et V,. D’aprés lasolution du probleme (A,) on peut
¢erire dans le premier cas de la page 356w =U,,¢=V,; dailleurs,
il résulte des développements du n® 55 que 'on a
‘ AUy == adU + 6 dV,

et, avec une notation analogue, dV, = c¢dU + d dV; ainsi le systéme
différentiel (8) est de 'une des formes :

1° = ey, p=c¢U4+dV,

20 w=al -+ bV, p=clU + dV.

1l nous reste & exprimer que, réciproquement, les systémes précé-
dents sont bien des systémes (8) attachés a F; et, pour cela, il nous

(1) Ainsi, la surface F est I'une des sept surfaces des n* 28 et 29; les notations U et V
du numéro actuel ont la méme significalion que dans ces numéros.
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suffira d’exprimer qu’en un point (=, y, 5) toutes les déterminations
de du et de sont identiques, & des facteurs de proportionnalité pres.

* En d’autres termes, lorsqu’on change Uen U+ Q, et Ven AV (Ag£1),
du et dv doivent étre remplacés par des quantités proportionnelles.
On arrive ainsi aux résultats suivants : .

1 On doit avoir b = o, ¢cd = 03 (8) coincide avec le systéme
== %V po= V3
2" On doit avoir ab =o=cd: (8) coincide (4 une (ransposition
preés) avec le systéme

u=2~U, p=V,

qui est une dégénérescence (') du précédent (*).
Il reste cnﬁn examiner le sixiéme cas de la page 358. Or, L‘CFIV()nb,
par exemple,

wouLogu=o(al +0V)+f

cl‘—(—d\"—r—ff(al'—i— bV) dlal +6V)

et exprimons que la substitution (U, V| U + Q, AV) multiplie par une
constante la différentielle du second membre; on obtiendra deux
¢quations qui exigent que / se réduise 2 une constante sauf si 'on a
ab = o. Le probléme se termine alors aisément et 'on trouve que (3)
coincide avec 'un des systémes

() wouLoguzal+ [f(V)aV, o=BV  [Af(GV)=S(V)];
(87)" woulogu=rcal; v:ﬁ\’"——i—‘jng(l.i)dl; [s(U+D)y=g()].

La surface I est alors 'une des sept sarfaces dela page 320 et il serait
aisé de former explicitement dans chaque cas les fonctions elliptiques
JSY) ou g(U).

(Y) Cf. n° B4, ad fin.
() Par exemple, si F esl la premiere surface du n°28, et si 'on adopte pour la repré-

senter la notation du n° 57, complétée par 433 — v,5 — ','3==f(.3), on aura un systéme (8 )
de la forme

S35, - ,
il

du=e dy = 22
(=) Vi@



