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SYSTEME LINEAIRE

DE

COURBES ALGEBRIQUES DE DEGRE DONNE

ADMETTANT UN GROUPE DON\E DE POINTS BASES

Pir M. Berreano GAMBIER

INTRODUCTION.

1. Les géomeétres italiens ont ¢tudié en détail les séries de groupes
de points variables découpées sur une courbe algéhrique donnée par
des courbes algébriques variables. MM. Picard et Simart ont résumé
ces recherches dans leur ouvrage classique : Théorie des fonctions
algébriques de deux variables indépendantes, au début du tome 2.

Jétudie ici un probléme en quelque sorte inverse : déterminer les
courbes- algébriques diverses, mais de méme degré m, passant par un
groupe donné de points. Les courbes C,, obtenues forment un systeme
_linéaire; le groupe des H points donnés est dit : normal pour le degré m
si la dimension de ce systéme linéaire est celle qui résulte de la compa-
raison du nombre d’inconnues et d’équations ; anormal pourle degré m
si la dimension est supérieure. Jindique :

1° La construction de tous les groupes de points anormaux pour un
degré m donné ;

2° Le moyen de séparer les s points surabondants des I — s points
fondamentaux;

3° H — s—¢ points seulement, parmi les H — s points fondamen-
taux, peuvent étre marqués a priori sur le plan; les s + ¢ points com-
plémentaires peuvent, ou admettre un nombre fini de configurations,
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ou déerire un lieu géométrique algébrique sur lequel ils déerivent

une involution If,, simple ou composée.

¢

2. 1l y a environ cent ans, Cramer a cité le groupe anormal des
m® points communs & deux courbes C, et C,; aussitot aprés lui,
Plicker et Jacobi ont complété cette étude; en 1843, Cayley (Cam-
bridge Maih. Journal, vol. 3) étudie les mn points communs a deux
courbes C,, et G, et montre que si
___(17L+/L~q—l)(r7z+n—q—2)’

2

gZnim, g=m—+ n—3, b)

toute courbe C, contenant mn—2 points du groupe contient les ¢
restants, du moins en général.

En 1886 (Math. Annalen, t. 26), Bacharach remarque que la deémons-
tration de Cayley, basée sur un simple dénombrement de constantes,
préte a des objections sérieuses, bien que la proposition soit générale.
Au fond tout revient & démontrer que 'on ne peut pas toujours choisir
au hasard les ¢ points surabondants. Au tome 30 (1887) des Math.
Annalen, Cayley répond & quelques critiques de Bacharach. Mais ce
sont les définitions et propriétés développées en Italie qui permettent
de faire une théorie simple et précise du probleme poséici; au tome 3,
volume 3, de I'Encyclopédie des Sciences mathématiques (édition alle-
mande ), M. Berzolari donne un historique complet de cetle question.

3. Je me borne au cas ot les H points donnés sont tous distincts,
done simples & la fois sur chaque courbe et dans Iintersection. Je
n’emprunte guére a la théorie des séries algébriques de points sur une
courbe que la notion de série linéaire, spéciale o non spéciale. Je me
sers systématiquement du théoréme du reste de Brill et Noether ou de la
théorie de la residuation de Sylvester (voir Picarp et Smuarr, loc. cit.,
p- 15 et suiv., ou encore un article de M. Lebesgue sur les polygones
de Poncelet, dnnales de Toulouse, 1922, et un article complémentaire
du méme auteur aux Annales de Toulouse 1923). Jadopte la forme
suivante du théoreme du reste, qui est celle de MM. Picard et Simart
légérement modifiée : ,, :

Une G, donnée, qui a ou non des points multiples, est coupée par
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une G, simplement assujettie & ne contenir aucun point multiple de (.,
et & la couper en mn points distinets; les points communs sont partages
en deux groupes P et Q; deux courbes de degré n,, nyrespectivement,
assujetlies aux mémes restrictions que C,, sont issues des groupes P et Q
respectivement et découpent sur G, deux nouveaux groupes, Q' et
P’ respectivement. Les points P’ et Q' sont sur une méme courbe
d’ordre N ne contenant aucun point multiple de C,,, avec la relation
n+N=n+n,

Dans d’autres questions, telles que P'étude des intégrales abéliennes,
on considére exclusivement les ‘adjointes de C,,; ici jexclus les
adjointes et méme les courbes qui contiendraient, & quelque degré
de multiplicité que ce soit, un ou plusieurs points multiples de C,,.
La démonstration de la propriété ainsi modifiée est la méme.

P admet pour résiduels soit le groupe Q, soit le groupe Q'. Les
groupes Q, Q" sont corésiduels; avec le langage de la résiduation, le
théoréme du reste revient & dire : deux groupes de points ayant un
résiduel commaun, tout résiduel de U'un est ausst résiduel de [ autre.

La proposition de Sylvester est la suivante : si parmi les mn points
(Cu» G)s mp (p < n) forment I'intersection compléte de G, et d'une
C,, les m (n —p) restants sont U'intersection complete de C,, et d'une
Cp-p- Cette proposition rentre dans la précédente si on regarde
'intersection compléte de Gy, avec une autre courbe algébrique comme
un groupe admettant un résiduel de zéro point. '

4. Jutilise souvent ainsi la théorie des équations linéaires et homo-
genes : : : v "

m équations linéaires et homogtnes & m -+ p inconnues ont toujours
des solutions, non toutes nulles; la solution générale dépend de p + 4
arbitraires homogénes, ot 2 est un entier (m2 /i Zo) caractéristique du
systéme. Si 4 n’est pas nul, il est essentiel de choisir avec tact les
m — h équations distinctes auxquelles se réduisent les équations don-
nées oules /o surabondantes. L'objet de ce mémoire est précisément
I"étude du cas ot les A& équations a supprimer ne peuvent é(re choisies
au hasard.

Si E (nombre d’équations) atteint ou surpasse I (nombre d’incon-
nues), en général le systéme est incompatible; mais I'existence d'un
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systéme de solutions implique I'existence d’une infinité de solutions :
la solution générale dépend alors de 4 arbitraires homogénes
(kentierZ 1) et le systeme se réduit & I — £ équations choisies avec tact.
Cet énoncé, donné pour E — [Z o, subsiste d'ailleurs pour I — [ <o.
L’artifice bien simple, qui suit, suflit en général pour éviter Iemploi
de matrices et déterminants. Supposons connue, par un procédé quel-
conque, une solution i p paramétres homogeéenes arbitraires (pZ 1) du
systétme en question (EZ1) : le systéme est compatible, mais il s’agit
de savoir si la solution connue est ou non la solution générale : autre-
ment dit la solution générale dépend de p + ¢ arbitraires homogtnes,
olt ¢ est un entierZo, 4 déterminer. Supposons qu’en adjoignantp — 1
nouvelles équations linéaires et homogenes aux E proposées, les
équations nouvelles étant inspirées par telles considérations que I'on
peut imaginer, nous sachions cette fois trouver la solution générale
des E + p — 1 équations totales, avec £ paramétres homogénes. On a
nécessairement . :
k=qg-+1+4+q,

ol'q, est un nouvel entierZo qui peut dépendre du systéme complé-
mentaire de p — 1 équations, tandis que ¢ n’en dépend pas.

Si donce £ =1, on peut affirmer ¢ =o et il a donc suffi de cetle
unique expérience pour affirmer que la solution connue a priori est la
solution générale; si £ surpasse 'unité, on peut simplement écrire

0Zqgshk—1.

CHAPITRE 1.

GROUPES ANORMAUX POUR LE DEGRE 7. ETUDE DES 72 POINTS COMMUNS

A prux coursrs G, (), DECOMPOSABLES OU NON, MAIS SANS PARTIE

mr o

COMMUNE.

s
¢

L. Propositions de Cramer et Cayley. — 1l est nécessaire de donner 4
ces propositions une forme précise telle que la suivante :

Cramer : parmi les m® points, supposés distincts, communs 4 deux
courbes G, C,,, décomposables ou non, mais sans partie commune,



SYSTEME LINEAIRE DE COURBES ALGEBRIQUES DE DEGRE DONNE. 151

a
e . . . m(m—+3
il existe, toujours et sans exception, au moins un groupe de mim—+3)_,

points convenablement choisis tels que toute courbe C les contenant
(m—1)(m—2)

contienne aussi les - restants.
Cayley : soit
2 - 5 (m—4n—qg—1)(m+n—qg—2
qZm, qgn, gim—+n—3, o:( : g ) 7 )-

2

Parmi les mn points, supposés distinets, communs a deux
courbes C,,, C,, décomposables ou non, mais sans partie commune il
existe loujours et sans exceplion au moins un groupe de mn — ¢ points
tels que toute courbe C, les contenant contienne aussi les ¢ restants.

Pour m = n et ¢ = m, Cayley et Cramer coincident. 1l y ale complé-
ment suivant a ajouter, soit pour Cramer, soit pour Gayley :

En général on peut choisiv les ¢ points surabondants au hasard;
dans certains cas particuliers, qu'il s’agit de préciser, une courbe C, peut
contenir soit mnu — & points, soit méme mn — ¢ + £ points convena-
blement choisis, sans contenir les ¢ ou 5 — /4 points complémentaires.
Cela va étre développe.

2. Points communs & deur courbes G, el U,. — Deux courbes C,,
C,, sans partie commune, ayant m* points distincts communs, je pose
le probléme classique :

« Faire passer une courbe de degré m par les m* poinis communs @
Cnet C, », et le résous par une méthode, que je crois originale, basée
sur la seule proposition que deuwx courbes de degré m ne peuvent avoir
plus de m* points communs sans coincider ou avoir une partie commune.
> m(m—+3)

Je suppose bien entendu mZ 3 de facon que m*Z - Le pro-
bleme n’est pas impossible, car ['équation
(1) 1Cpu+ pCh=o
en livre une solution 4 deux paramétres homogénes; je veux montrer
que ¢’est une solution générale; I'équation (1) n’admet pas de facteur

de décomposition indépendant de o car G, et C), n"ont pas de facteur
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. A N e
commun. Il en résulte done que, pour — quelcongue, (1) est indécom-
. . . P . i .

posable : dirve le contraire reviendrait & décomposer le premier membre
de (1) en p facteurs (pZ2) dépendant chacun algébriquement du

3 .
rapport Son aurait done

o

N VA
L‘m:: /”7 (,,,,: /I)*,

. . . m . N ) .
olt y et v" seraient des polynomes de degré 7 5 mais alors chaque point
commun a C,, et C), compterait au moins pour p*, cas écar(é. Soient

m

done T' une courbe indécomposable du faisceau (1) et M un point
déterminé de T
Papplicue Partifice de la fin de introduction ; nous avons I == m?
(m 4 1) (m ~+2)
2

équations linéaires et horhogtnes par rapport aux I =

coefticients de I'équation ponctuelle de la courbe inconnue; adjoignons
Punique équation obtenue en imposant encore le point M : I' est
solution, et ¢’est la seule, puisque I' est indécomposable : done (1) est
bien I'équation générale répondant au probléme posé au début du para-

m(m =+ 3)
2

graphe. Les m? équations se réduisent bien & — 1 choisies

avec tact ou au hasard suivant le cas.

3. Systémes de H points, pour H = m* ou H > m*. — Marquons dans
un plan vierge m* points et cherchonsles C,, ¢ventuelles quiy passent;
il y a quatre cas possibles de complexité croissante :

19 Impossibilité; c’est le cas général.
2° Une seule C,, (on suppose toujours m = 3); cette courbe G, peut
d’ailleurs etre ou non décomposable. Il y a parmi les m?* points donnés

m(m-43) . c e, . y .
—(T~ points convenablement choisis déterminant une C,, unique,

m (m—3) -

qui passe par les restants.

3° Deux courbes C,, et C), linéairement indépendante : nous ren-
trons dans le cas étudié au paragraphe précédent, si du moins G, et
C,, n’ont pas de paytie commune; la courbe générale du faisceau
C,, + 2 C,, = o ne peut se décomposer que si G, et C/, ont une partie
commune.
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Caem 2/ . . - mim-+=3
4° Lesm*® équations obtenues ont une matrice de rangm 27720 )
« 2

avec & entier” 23 on trouve alors «=* courbes d’équation
() 20+ MGy - 2, G =0,

ott les A sont des constantes arbitraires et les C,, des polynomes linéai-
rement indépendants : ces polynomes ont nécessairement un facteur
commun, sinon G, et Gy, par exemple, n"auraient pas de facteur
commun el 'équation générale serait simplement

- .
1 G, -2, G = o.

Mais alors deux courbes du systeme (1), soient I' et T", avant une
partie commune, laissons T fixe et faisons varier IV d’une facon conti-
nue : la partie commune, ou bien reste fixe ou bien varie d’une facon
continue : le dernier cas est impossible, car I' ne peut admettre une
inflinité de morceaux de décomposition; done dans (1), tous les C
ont bien le méme facteur commun.

En supposant H=m?*-+ £, avec 41, on retrouve les quatre cas,
mais si 3° ou 4° se trouvent réalisés, il y a nécessairement une partie
de décomposition commune & tout le systéme Hncaire.

4. Groupes normaux ou anormaux, complets ou incomplets. Cas o
toutes les courbes du systéme ont une partie communc. — Un groupe de
H points est normal ouw anormal pour le degré m suivant que les Il
¢quations obtenues en imposant ces H points & une C,, sont distinctes
ou se réduisent & 1T — s : remarquons en passant que, si H surpasse
m(m -+ 3) m(m -+ 3)

2

2

» le cas ou H — s surpasserait aussi ne donnerait

aucune (,, et 'on doit alors regarder le systéme comme normal; cela
revient 4 sous-entendre, en parlant de systémes anormaux, qu'il y a
- m(m=3) I
: P

au moins une C, passant par les points, donc H — s L

nombre s est la surabondance; les H — s points correspondant aux

¢quations distinctes sont les points fondamentauz; ane G, les conte-

nant contient automatiquement les s points su -abondants; il peut

arriver qu’elle contienne encore s’ points {ixes nouveaux; si s’ est nul,

les H points forment un groupe anormal complet pour le degré m, de
Ann. Ee. Norm., (3), XLI: — Mar1g24. 20
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surabondance s; si s’ n’est pas nul, le groupe est anormal incomplet
pour le degré m, de surabondance s; mais il v a lieu de considérer sur-
tout le groupe des H -+ s points, obtenus en ajoutant les s points
virtuels. Un groupe anormal, complet ou non, peut, par suppression
de 1,2,...,5 -1 points surabondants étre transformé en groupe anor-
mal incomplet de surabondance s — 1,5 — 2, ..., 1 ; en supprimant les
s points surabondants, on a le groupe normal incomplet des H — s
pointsfondamentaux. Lanotion de groupe normal complet est intuitive.

- . m(m—+3 .
5. Donce si > —-(~—;-—); le groupe est normal s’il n’y a aucune

C,, les contenant; pour qu'tl soit anormal et ne définisse qu’une C,, il

o m(m-+ 3 .
faut effectivement que H > mlm+3) o que les points comprennent

2

m(m + 3)

un groupe de points définissant une seule C,, contenant tous

les autres points. Celte unique C,, peut étre ou non décomposable; il
faut remarquer d’ailleurs que 'obligation de décomposition peut n’étre
pas évidente a priori et ne le devenir qu’en adjoignant au groupe
donné un nombre suffisant de points virtuels. Ainsi pour m = 4, neuf
points pris sur une conique G, et cing points arbitraires hors de C,
donnent une seule quartique évidemment décomposée en G, ot la
conique circonscrite aux cing derniers; mais douze poinls pris arbi-
trairement sur une cubique C, donnée et deux points pris au hasard en
dehors de ia cubique déterminant une C, unique, composée de C; el
de la droite joignant les deux derniers points; cela tient & ce que onze
points pris sur C, obligent toute C, les contenant a contenir encore un
nouveau point de Gy, de sorte qu’ici la C, inconnue coupe en réalité
C, en treize points, et non douze, en tenant compte de ce point virtuel.

6. Il reste donc a étudier le cas ou le groupe des H points est anormal
et définit au moins deuzx C, linéairement indépendantes, que H soit

m(m =+ 3)
2

d’ailleurs supérieur ou inférieur 4 - Iy a un cas a extraire

immédiatement, c’est celui oil toutes les C,, ont une partic de décompo-
sition commune; cette obligation de décomposition peut élre plus ou
moins facile a apercevoir, et il est bon, comme un peu plus haut,
d’étudier un peu plus en détail cette circonstance.
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Un cas assez facile & mettre en évidence est celui ol les H points

tp(/) “‘F‘S
2

renfermen points définissant une C, unique (p <m) et

ou cette G, contient encore un ensemble de points complémen-
taires du groupe, le total ainsi obtenu dépassant soit mp, soit

(p —1 D — 2 . L
Y ) (’0 ) simplement (avee quelques restrictions dans ce

mp
cas; janticipe un pea ici sur les résultats ultérieurs). La courbe C,
fait alors partie de toutes les C,, et nous sommes ramendés a4 un pro-
bleme de méme espéce pour le degré m — p au lieu de m: trouver une
Cpp-p contenant les points de I non situés sur la C, trouvée ; ces points
peuvent former un groupe normal ou anormal pour le degré m — p.
Ainsi huit points d’une conique C, et un neuviéme point pris hors de
C, forment un groupe anormal pour le degré 3 et de surabondance 1,
mais le neavicme point, & lai seul, forme un groupe normal pour le
degré 1.

Un cas de décomposition forcée plus difficile & apercevoir est par
exemple le suivant : en général le total fermé par mp poinis communs
@ deux courbes C,, et C, connues (m>p) et par unsystéme anormal
complet ou incomplet relatif aw degré m —p fournit des courbes de
degré m toutes décomposables, C, clant commune a toutes.

Pour démontrer cette proposition, je donne un lemme : je prends
d’abord e total formé par mp points Q,, Q,, ..., Q,, communs & une
C,. et G, connues et par un systeme de points P,, P, ..., P, cette fois
normal (complet ou incomplet) pour le degré m—p; la courbe G, ne
contient par hypotheése aucun des points P. Les points P délinissent
donc un systeme linéaire »" de courbes C,,_, avec

h.

'/_ _(m—=p)(m—p+3)

Je vais montrer que les points P, Q au total définissent un systéme
linéaire =" de courbes C,. En effet I'équation d’une courbe de
degré m contenant les Q est de la forme

)

(2) Cp[Aam=r 4 Ban-r=y 4. 4+ L]+2C,=o0,

ot le multiplicateurde C,estle polynome de degré m — pleplusgénéral
en x et y (j'anticipe sur les résultats ultérieurs). En exprimant que



156 BERTRAND GAMBIER.

P, Py..., I, apparticnuent & la courbe (1), nous avons % équations
linéaires et homogénes en A, B, ..., L, X, contenant un déterminant
d’ordre 2 non nul : car faire & = o dans ce systeme donne les équa-
tions précises relatives aux C,, , contenant P, Py, ..., P,. Donc la-
solution du systéme obtenu contient bien.une arbitraive de plus, a
savoir A, que le systeme obtenu en faisant 2 = o. Le lemme est done
ctabli. )

Revenons donc & la proposition annoucée : on a un sysléme
Py Py ooy Pus Prsry vy Puys anormal (complet ou incomplet) de
surabondance s pour le degré m — p, les & premiers étant les points
fondamentaux; si les courbes de degré m contenant les P devaient
obligatoirement se décomposer, la proposition serait immédiate. 11
suffit donce de prendre le cas ottexiste au moins une courbe de degré m, -
soit I',,, indécomposable contenant tous les P; anticipant sur les
résultats ultérieurs, observons que les P sont, pour le degré n, ou un
groupe normal ou un groupe anormal de surabondance, inférieure,
sans égalité, & s; pour comprendre tous les cas, représentons par
s —s" la surabondance des P pour le degré m, s* est un entier tel que
o< s Zsy il y adone des courbes indécomposables de degré m conte-
nant P, P,, ..., P, sans contenir tous les autrves points P; on peut les
classer en séries diverses suivant qu’elles contiennent exactement la
totalité ou o, 1,2, ..., s —~1 points du groupe P, ,, ..., P, etilya
bien '+ 1 séries effectives; la définition de " revient & dire qu’une
courbe de degré m contenant outre P, Py, ..., P, encore s’ points du
groupe Pjeis ovvy, Puys contient aulomatiquement les s — s' restants et
I', est 'une d’elles; jappelle ') une courbe contenant P, ..., P, et
au plus s" — 1 points du groupe Prors ooy Phss. Nous savons qu'ily a
effectivement des courbes I',, et I' .

Prenons maintenant une courbe C,arbitraire, associée d’qbord a une
courbe T, et soit Q;, Q, ..., Q,, les points communs; d'aprés le
lemme I'équation générale des courbes de degré m contenant les Q' et
P,,P,, ..., P,est
(=) Col 2l 20 G2y o= 2GRN ] - 2T, = o,
ou G, . G2, ..o, CIF sont les (£ 1) courbes linéaivement inde-
pendantes de degré m — p définies par P, P,, ..., P, : cela tient  ce
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que équation (2) contient bien le nombre £+ 2 de paraméires homo-
genes indépendants voulu. Ces courbes contiennent automatiquement
tous les points du groupe complémentaive P\, ..., P, en nombre

s"—1 au plus, qui sont sur I') ;

m

st 'on exprime que la courbe (2) con-
tient «n des points rebelles de ce groupe, non situé sur '), on trouve
A =o, il y aalors décomposition comme on I'a annoncé a prior.

Si 'on répéte le raisonnement avec une C, arbitrairve, mais avec la
courbe Uy, au liew de T,,, la conclusion ¢choue; I'équation (2) repré-
sente un systéme ="*' de courbes n’admettant pas €, comme partie
commune, contenant les points Q,, Q,, ..., Q,, communs & C, et T,
et le systeme P, Py, ..., P, s anormal pour le degré m — p.

La proposition est done établie : le groupe P, P,, ..., Py anormal
pour le degré m — p étant donné, si Pon choisit les courbes G _et C,
au hasard (relativement au groupe P), il y a décomposition; on peut
choisir G, et C, de facon & éviter la décomposition. '

Le mode de démonstration que j'ai employé évite de considérer des
matrices et des déterminants extraits de cetle matrice et donne en
méme temps le moyen d’obteniv effectivement le cas que 'on peut
appeler normal et ceux que I'on peut appeler exceptionnels.

Donnons un exemple simple; supposons m =4, p=1. Prenons
done quatre points Q,, Q., Q,, Q, sur une droite G, et neuf points
P, Py, ..., P, dont aucun n’est sur C,; si ces neuf points déterminent
une seule cubique Cy, on est dans les conditions du lemme et P'en-
semble des points P, Q délinit un faisceau de quartiques d’équation
C,Ci -+ AC, = o et aucune de ces courbes (niéme si e'le se décom-
pouse) n’admet C, comme portion si A = o. Siau contraire P, P,,..., P,
sont bases d'un faisceau de cubiques (s =s' =1), les circonstances
changent : nous allons analyser. géométriquement les conditions
propres & obtenir le cas normal (décomposition) et le cas exceptionnel
(non décomposition’). Soient C, la cubique du faisceau qui contient Q,,
(" celle qui contient Q,, en supposant d’abord Q, et Q, non situés sur
une méme cubique avec P,, Py, ..., P,. On voit aisément qu’il y a «*
quartiques indécomposables passant par P, P,, ..., P,, Q;, Q. et que,
arace aux hypothéses faites, elles coupent la droite €, en deux points
rariables se correspondant dans une involution; C, perce C, en deux
points R,, R, autres que Q,; C; donne de méme S,, S, autres que Q,;

m?*
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Ry, R, est un couple de l.'in\u'»lution. S, et S, un autre. Donce toute
quartique contenant Q, contient automatiquement le conjugne Q) de
Q, dans cette involution: on prend « priort Cy et €, au hasard pour
définir P, Py, ..., Py; puis (0, au hasard (ne conlenant aucun des P),
puis Q,, Q, au hasard sur (1, Q, étant un point commun i G, et G,
Q. un point commun & C} et €, ; dans ces conditions Q, ne coincide
pas avee Q) et toute quartique contenantles P et Q,, Q., Q,, Q, contient
Q., done se décompose nécessairement et €, en fait partie : on (rouve
done Péquation (G, + 1C))C,=o0; le groupe P, Q est d’ailleurs ici
normal pour le degré 4. St au contraire on choisit @ dessein Q, coincl-
dant avec Q',, la décomposition ne se produit plus, on a une équation
(Cy + ACHC, + wCy=oet le groupe P,, Q est anormal, de surabon-
da'ncq 1, pour le degré 4. Dans cel exemple, si Q, et Q, sont sur une
méme cubique C, avec P, P,, ..., P,, toute quartique contenant P,, ...,
P, et Q,, Q, perce C, en un nouveau point F (ixe, de sorte que si Q, et
Q, ne coincident ni I'un ni Pautre avee F, on a la décomposition
(Cy + AC)HC, = o, mais si Q, ou Q, coincide avee F on évite la décom-
position. :

Il suffit de reprendre une discussion semblable en prenant m =35,
p=1, c¢'est-a-dire cing points Q,, Q,, Q,, Q,, Qs en ligne droite et
seize points P, ..., P,y communs & deux quartiques C, et C| pour
avoir 21 points formant un groupe anormal pour le degré 5, exigeant
en général la décomposition de la quintique en C, et une quartique du
faisceau; exceptionnellement la décomposition pourra étre évitée, mais
alors la surabondance pour le degré 5 est devenue 2 et non plus r.

Jindique quelques exemples qui peuvent a priori sembler ne pas
reritrer dans la proposition précédente. Cherchons une courbe de
degré 8 contenant les paints communs & deux courbes Cy et C, données
‘et les points communs. & deux courbes C) et C, dornées; il est clair
que C; C, C, est une solution, C, désignant une conique arbitraire :
en général c’est la seule solution. 1t suffit pour le voir de prendre m = 8,
p =3, m —p=>5.Pourle degré 5 les 21 points P, ..., P,, communs
a € et C, forment un systéme anormal de surabondance s = 6; en
effet, en général, P, P, ..., P, étant situés sur C; obligent une quin-
tique qui les contient & se décomposer en G et une conique arbitraire
C,; donc P, P,, ..., P,5 torment bien un systéme normal incomplet
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pour le degré 5 définissant %° quintiques d’équation C,(,=o0; on a
done s =06, =6 et la proposition s’applique; en général il v a
décomposition C, C, C, et la surabondance pour le degré 8 des 45 points
donnés est6; pour les configurations exceptionnelles des couples (C,,
Cg)y (C,, C;) on pourra éviter la décomposition avee C, et () comme
portions obligatoires, mais la surabondance pour le degreé 8 devient
au moins 7.

De méme une courbe inconnue de degré 1o contenant les 30 points
communs a un couple €y, C,, donne et les 30 points communs & un
couple C;, Cy donné doit, dans le cas général, se réduire &

Ca( G50 G C) = o,

ou C, et C, sont une gonique et une droite arbitraires, carles 3o points
(Cy, Cy) forment pour le degré 7 (m =10, p = 3) un systéme anormal
de surabondance 3.

7. Nous pouvons done écarter le cas ot il existeraito ou 1 courbe C,,
contenant les H points donnés ou hien o toutes les €, se décompo-
seraient avee une partie commune a toutes.

Dans la suite de ce travail, je n’étudie plus que les groupes anormauax
complets definissant au moins deux C,, linéairement independantes, sans
partie commune; d’ailleurs, si 'on ne trouve que deux C,,, le groupe
(complet) se réduit aux m? points de base d’un faisceau : nous nous
bornons donc en réalité au cas ot il y a au moing zrors €, linéairement
indépendantes.

Conclusion fondamentale : nous sommes ramenés i etudier la struc-
ture des m?* points communs a deux courbes C,, et C. quelconques de
degré m et a en exiraire tous les groupes anormaux complets qui peuyent
y figurer.

Dans le cas désormais écarté ou les H points donnés définissent une
seule C,, ou un systéme linéaire ol toutes les C,, ont une partie com-
mune fixe C,, on doitconsidérer qu’il y a une infinité de points virtuels;
dans les groupes complets (ou rendus complets) que nous étudierons
dorénavant, le nombre total des points est fini : cela fait bien com-
prendre la différence intrinséque des deux questions et explique
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pourquoi il fallait esquisser I'étude de la premiere (qui, en réalité,
nécessite beaucoup d’emprunts a I'étude de la seconde).

7 bis. Le groupe de H points est donc supposé désormais anormal
et complet, chaque point élant simple sur chaque C,, et aussi dans
Uintersection de deux C,, de la famille. Or, la courbe géncérale d'un
systéme linéaire n’a pas de point singulier mobile, donc les deux
courbes G, et (i), conservées pelivenl, étre supposées dénucées de point

o (m.——l)(rn—z);l
2

singulier, donc de genr a supposition est commode,

mais non obligatoire; on peut supposer que les m? — H points complé-
mentaires communs a C,, et €/, sont simples aussi dans U'intersection,
car si on laisse C, fixe, les courbes €, Au systéme linéaire ¢tudié
découpent sur (,, une série linéaire de groupes de m* — I points, tous
vartables, puisque les I points forment un groupe complet : donc le
groupe général de la série linéaire en jeu n’admet pas de point singu-
lier mobile.

Bien entendu si les H points forment un groupe anormal tncomplet,
méme si les H points du groupe sont distincts, il pourra arriver que
parmi les s" points virtuels, un certain nombre soient confondus entre
cux ou viennent se confondre avec un des H points déja donnés. (Vest
pour cela que je me borne aux groupes complets, a points tous distinets,
et que je peux me borner & étudier la structure des m? points, tous
simples, communs & deux courbes C,, et €/, que nous pouvons supposer

4

' , m—1 nm-—2
indécomposables et de genre (——~—~)(—2 toutes deux.

8. Structure de I'ensemble des m* points (C,,, C)). — Soient P,, P,, ...,

‘i
1

P,. les m* points communs a C,, et C 5 posons

(1 P_—_'f(mt_i)_,’ P,:(m--l)(mwz),

2

[— 2

5 p+pi=m-
Imposons & une courbe inconnue I' de degré m la condition de
contenir successivement P,, P,, ..., P,, P, ,...danscetordre. Deux cas :

1° Py, Py, ..., Py fournissent p équationsindépendantes; nous savons

que les o" suivantes en sont conséquence linéaire. Iy a C, ;. facons de
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séparer o points; si C,, et C, n’offrent aucune configuration spéciale,
toutes ces facons fournissent g équations indépendantes.

2° h étant un entier non nul, P, P,, ..., P,_, fournissent s— A équa-
tions indépendantes, mais P, ,,, fournit une équation conséquence
linéaire des précédentes; donc Py, P,, ..., P,_, fournissent un groupe
normal incomplet dont P,_,, , est un point virtuel; s’il y en a d’autres,
ils sont forcément compris dans les m* points étudiés et nous effec-
tuons, si besoin, un changement de numérotage de facon que
Ponivs Poonias ooy Py solent tous les points virtuels. On a

Nous verrons méme plus bas que 'on a, sans égalité, s < o'. Sur les
¢+ A — s points non encore appelés, on peut, soit au hasard, soit avec
lact prélever A points qui joints & P, P,, ..., P._, fournissent le total
des p équations distinctes : sans ouvrir pour le moment de nouvelle
" subdivision, numérotons de sorte que Py_jpgrss Potagias -+ -, Pogsoient
ces /i points; les 3" — s points restants sont la conséquence des précé-
dents et nous avons réalis¢ une séparation des m* points en quatre
groupes, ce que je figure par le schéma, avec parenthéses,

(2) (o—nN, h)y+ (s, p'—5),

voulant dire que les s points indiqués, en téte de la seconde paren-
thése, sont les points virtuels des p — 4 points indiqués en (éte de la
premiére parenthése. Le premier cas est figuré par le schéma

(3) : (p) =+ (¢)-
Le cas normal est que I'on ne puisse obtenir que le schéma (3); mais

un schéma, tel que (2), supposé existant, peut toujours étre ramené &
la forme 3 : il sulfit de prendre d’abord les points

. >
Ph -l-)"z-: ey Pp -y pp+h+s+~1y ERRE I s

qui correspondent d’ailleurs aux deux groupes placés dans la premiére
parenthése (2).
Le groupe
Piy Py veey Pocsi Poignny ooen P
Ann. Ee. Norm., (3), XLI. — Juw 1924, 21
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donne unc séparation que figure un schéma avec crochets
(4) . [P—h]m'{" [’1»

signifiant que j'ai un groupe anormal complet et de surabondance s pour
le degré m. Dans les schémas & parenthése, 'indication du degré est
inutile, puisque la premiére parenthéses donne g par sommation, la
seconde o’ et les deux réunies m*.

Les courbes T, contenant P, P,, ..., P, ,formentunsystéme linéaire
de dimension 1+ 4, découpent sur C,, une série linéaire de groupes
de points gf.,, , dont tous les points sont variables : cette série esl
done spéctale et ¢’est le résultat fondamental. En effet, il est commode
de supposer G, effectivement de genre ¢’ : la différence (¢ + & — s) — £
est o’ — s, ot s est un entier 21, donc la série est spéciale. Riemann-
Roch apprend que I'exces de ¢’ sur ¢ — s, autrement dit s, est le
nombre d’adjointes d’ordre m — 3 linéairement indépendantes passant
par un groupe de la série; sil’onsuppose C,, dénuée de point multiple,
les adjointes sont simplement I'ensemble des courbes algébriques;
puisque les courbes de degré m — 3, totalement arbitraires, linéaire-
ment indépendantes sont en nombre g/, celles qui contiennent un
groupe de la série sont en nombre inféricur i e’ et non égal; donce, on
a, égalité exclue, :
s<<o

et de plus, la surabondance pour le degré m d’un groupe de points
communs a deux courbes C,,, C,, est le nombre de courbes de degré m — 3
linéairement indépendantes passant par le reste des points commiuns aux
deux courbes. La démonstration faite en supposant le groupe étudié
complet subsiste méme pour des groupes incomplets : nous le verrons
plus bas. ' :

La série gg.+,,_.\. pewt étre découpée sur la courbe C,, par une courbe ~,
de degré d, 12d-m — .3, possédant sur C,, juste assez de points fizes
pour engendrer un systéme linéaire de dimension h non nulle.

Chaque groupe de la série g, d¢finit s courbes C,,_; linéairement
indépendantes et, par saite, est de surabondance 4 poar le degré
m—3; on a donc ce résultal curieux : determiner sur une C,, un groupe
anormal pour le degré m revient a déterminer sur cette (., un groupe
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anormal pour le degré m — 35 mais ce dernier groupe, contraivement i
ceux que nous voulons désormais étudier, peut ne définir quuneC,, .,
(s=1), ou ne définir que des courbes C,_, toutes décomposables; il
peut étre incomplet.

9. Construction de tous les groupes anormauzx complets pour un degré

Al

m donné. Tableaux numériques T. — Tracons donc une C, ; marquons
sur elle f points fixes F tels qu'une courbe v, de degré d donné
(1ZdZm — 3) contenant les F dépende de A parametres non homo-
gtnes, A~ 15 si les courbes v, ont des points lixes virtuels nouveaux,
situés sur C,, on les réunit aux points F de sorte que f désigne le
nombre des points fixes situés effectivement sur C,,; peu importe que
les v, aient des points virtuels fixes situés hors de C,,. Les courbes v,
découpent donc sur C, une série linéaire gl,_, & points tous va-
riables; soient V, V,, ... ces groupes; par le groupe V, menons une
¢, distincte de C,,; vy, étant la v, particuliere qui a fourni V, et vy, 4
étant une courbe arbitraire de degré m — d, supposons méme qu'’il
existe au moins une ¢/, non comprise dans ’équation C,, + 5 ¥, «= 0,
de sorte que cette ), ne contienne pas tous les points F; il sera avan-
tageux que la courbe G, puisse ne contenir aucun point F; mais il
pourra arriver qu’elle contienne soit accidentellement, soit obligatoire-
ment, quelques-uns d’entre eux (mais non tous); cette discussion
revient au fond a discerner si les groupes V, V,, ... sont complets ou
incomplets pour le degré m : ceci sera examiné plus tard, mais pour le
moment ee n’est pagessentiel. La courbe €, coupe done C,, ei un groupe
complémentaire de points P, en nombre m(m — d)+ /, et ce groupe P
est anormal complet pour le degré m. C'est la proposition réciproque de
celle obtenue au paragraphe précédent; elle résulte de ce que P et F
ont un résiducl commun V,, donc tous les groupes V, résiduels par
construction de F, sont résiduels de P et le remplacement de v, par
va.0u de V, par V est indifférent; les groupes V forment une série
gha,, done le systeme des courbes de degré m issues du groupe P est
de dimension 1+ 4; Uensemble des m(m — d)—+ f points P four-
nissent done seulement g — £ équations linéaires pour le degré m et
© ont pour surabondance m(m — d)+ [ — o + A, ¢’est-i-dire

() ‘ s=p'— md + [+ h.
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Si o est la surabondance (a2 0) du groupe F pour le degré &, on a

(2) h+ f= Mﬁ+g,

2
d’ou 'on déduit
(3) S:(m—-d-—l)(m—d——-z)_‘_U'

2

Ce nombre s est égal & 1 pour d =m — 3, 5 = o et supérieur a 1 dans
tous les autres cas : le groupe P est donc bien surabondant et nous
voyons méme que la surabondance de P reste constante st d el 5 restent
fixes, le nombre f de points ¥ pouvant varier.

La construction de tous les groupes amormaux pour le degré m
exige la solution des problemes préliminaires :

1° Construction de tous les groupes anormaux (el normaux), com-
plets et incomplets, pour les degrés 1, 2, ..., m — 33 ¢’est notre
probléeme, mais avec une valeur moindre du degré.

2° La détermination de tous les groupes anormaux, complets ou
incomplets relatifs aux degrés 1, 2, 3, ..., m — 3 situés sur une G,
donnée. '

Ce dernier probleme est plus difficile que le premier, mais n'esl
nécessaire que si nous-voulons construire fous les groupes anormaux
paur le degré m portés par une C,, donnée; s'il s’agit de construire tous
les groupes anormaux, contenus dans le plan wierge, relatifs au
degré m, le premier suffit : car le groupe F étant construit, on peut
toujours faire passer une infinité de courbes dé& degré m par F,
puisque & < m. .

Dressons, pour chaque valeur de m, un tableau T donnant les
valeurs simultanées des entiers f, d, 4, , 5; le tableau relatif a I'entier
m exige la construction de ceux qui précédent, jusqu’am — 3. Il est
superflu de signaler le groupe anormal formé par m* points communs
4G, etC,, donc T n’a besoin d’étre dressé que pour m> 4. Quand s est

nul, je ne 'inscris pas.

_droite. .. ... o 4 12 2 I



SYSTEME LINEAIRE DE COURBES ALGEBRIQUES DE DEGRE DONNE.

I m==35 l
Ir. ER V. 1. h. s.
droite....... o 5 20 2 3
1 4 21 1 3
conique ..... o 10 15 5 1
' I 9 16 4 1
2 ] 1y 3 1
3 vl 18 2 i
4 6 19 i t
l n==6 l
droite . ... .. o 6 30 2 6
1 5 31 1 6
conique .. ... 0 12 24 5 3
1 I 25 4 3
2 10 26 3 3
3 9 27 2 3
4 S 8 1 3
cubique..... o 18 18 9 1
1
2 16 20 7 I
3 15 21 6 1
4 14 22 5 I
, 5 13 23 4 1
6 12 24 3 1
i i 25 P L
8 10 206 I 1
9 ! 9 27 ! 2
I ne — 7 I
droite....... o 7 42 2 10
1 6 43 t 10
conique.. ... ) . 14 35 5 6
1 13 36 4 6
2 12 37 3 6
3 11 38 2 6
4 10 . 39 1 6
cubique .. ... o 21 28 9 3
1
2 19 30 7 3°
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’ m=7 l (suite).

I, 7. Y. P, . s
3 18 31 6 3
“ 17 32 5 3
5 16 33 4 3
6 15 34 3 3
7 14 35 2 3
8 13 36 1 3
9 1 12 37 1 4
quartique.... o ' 28 2l 14 ; .
1002

» 3* 25 24 T 1
4 24 25 10 1
5 23 26 9 0
6 22 2y 8 I
7 21 28 Vi [
S 20 . 29 6 1
9 19 30 5 1
10 18 31 4 1
1t 17 32 -3 1
12 16 33 2 [
12 1 16 33 3 P
13 1) 34 1 "
13 1 15 34 o - 2
14 i 14 35 1 2
15 2 13 36 . 3
16. 3 12 37 I 4

Ces tableaux deviennent rapidement considérables; il y a de nom-
breuses remarques a faire, rendant nécessaire d’aller au moins jus-
quam=7.

10. Remarques diverses sur les tableauz T. -- Le minimum de
.m(m —d)+ fs'obtient pourd =m — 3, f = o, et donne 3m, s = 1.
Un groupe de 3m — 2 points au plus, & condition que m -+ 1 ne soient
pas sur une méme droite, >m —+ 1 sur une méme conique, est lowjours
normal complet pour le degré m; un groupe de 3m — 1 points, sous les
mémes restrictions, est loujours normal pour le degré m, complet ou
incomplet suivant que les 3m—1 points ne sont pas ou sont sur une
~méme cubique. ' ‘
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Le groupe P demande, pour sa construction, trois courbes C,,, va,
¢, dans cet ordre; on doit simplifier si, parmi les o=” courbes y, issues
de I, il y en a qui se réduisent & une courbe v,_; issue de F complétée
par une vy, arbitraire (1;"3:(1:); le groupe V relatif & vy, svs contient
tous les points (G, vz), done les P sont une méme C,,_; avee (ous les
points autres que F communs a €, el v,_5. On utilisera done C,,, va_s
el €, 3. Si la courbe v, se (rouve complétement déterminée par les
J points F, les P sont sur une unique courbe C,_z; si la courbe y,—;
engendre un systeme linéaire «%, les P définissent un systéme linéaire
ok de courbes G, 5 : pour ce degré m — ¢ le groupe P est nécessairement
anormal et de surabondance supérieure a celle qu’il posséde pour le
degré m : cela est vrai méme pour une unique G, 3, ¢’est-h-dire £ = o;
le groupe P n’est pas nécessairement complet pour le degré m — 8. 11
peut arriver qu'il y ait plusieurs degrés d — 2, ¢ — &', ... donnant lieu
a cette particularité pour le groupe P.

Ainsi f=o0 revient & prendre les points communs & une C,,_, et
une (,,; il yaune C,_, unique contenant les P et toute courbe de
degré intermédiairve entre m — d ét m qui contient les P se décompose
en (G, , et une portion complémentaire, du degré voulu, & part cela
arbitraire.

On appliquera ceei sans difficulté pour m quelconque, d = 2,
S =1ouz2;les points sont déterminés par une C,, et une €,,_, ayant
a priort m—1 ou m — 2 points communs connus en ligne droite; on
a ainsi un exemple ou la proposition de Cayley pour C,—, C,, et C, ne
peuat étre appliquée qu’avec lact. , '

Considérons m==6,d =23, f=3.81F,, F,, F; ne sont pas en ligne
droite, les 21 points P sont bases d’un réseau de C;, donc surabon-
dance 3 pour le degré 5 et 1 pour le degré G, et il n’existe pas de
quartique contenant les P. Si F,, F,, F, sont en ligne droite, les
21 points P sont sur une quartique G, et une seule coupant C, en trois
points W,, W,, W, en ligne droite; la surabondance est 7 pour le
degré 4, mais les quintiques les contenant se décomposent cette fois
en C, et une ligne droite arbitraire; les quintiques continuent i former
un réseau.

Considérons m =6, d = 3, f = 4. Les 22 points P déterminent un
faisceau linéaire de quintiques, ayant (rois nouveaux points lixes hors
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de C;; les 22 points P forment un systéeme complet de surabondance 1
pour le degré 6, un systéme incomplet de surabondance 3 pour le
degré 5; les trois nouveaux points’ communs & toutes les quintiques
sont en ligne droite et c¢’est pour cela que C; peut, contrairement &
la proposition de Cayley appliquée sans précaution, contenir 22 points
communs i C; et C| sans contenir les trois restants. Ceci suppose que
sur les quatre points F, il n’y en a pas trois enlignedroite; supposons
maintenant F,, F,, F, sur une méme droite, coupant C;en V,, V,, V,;
le point F, est supposé distinct de V, V,, V,; si 'on utilise, au lieu
d’une cubique, une conique issue des points F, elle comprend la droite
F,, Fo, F, et une droite arbitraire issue de F,, coupant C, en W,, W,,
W,, W,, W,. Les 22 points déterminent encore un faisceau de quin-
tiques, dont les trois points complémentaires d’intersection sont en
ligne droite : le groupe P dans ce cas est exactement le méme que plus
haut, mais on a simplement fait passer une C, par ces points et par
I'un des nouveaux points de base du faisceau de quintiques, de sorte
qu’elle contient automatiquement les deux restants. En effet V,, V,,
V, sont les points communs 4 toutes les quintiques du faisceau déter-
miné par les 22 points P. Les 22 points P fournissent le schéma i
crochets

[21]e+[1],
les trois points V,, V,, V, ajoutés aux P donnent
[2r, 1]¢+[1, 2],
en ajoulant les cingq points W on a
Lo, 1,2,]6-+[1, 2,3],
enfin en ajoutant six points quelconques, en ligne droite, de C, on a
(21, 1,2, 2)+ (1,2, 3, 4)

avec des parenthéses cette fois.

De ce qui précéde résultent des propositions curieuses telles que
les suivantes :

Par trois points V,, V,, V, en ligne droite menons deux courbes
s et G ; elles se coupent encore en Py, P,, ..., P,,; par les P menons
une G, ne contenant ni V,, ni V,, V; (ce qui est possible); toute autre
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C, issue des P coupe C, en 14 points situés sur une méme et unique
C, et G, coupe G, encore en quatre points F,, F,, F,, F,, dont trois ne
sont pas en ligne droite; quand C] varie, , varie, mais F,, F,, F,, F,
ne changent pas. Si par les P on mene une autre quintique du faisceau
(C;, C)), cette quintique C perce C; en huit points situés sur une
méme et unique conique C,, variant avec (, mais passant toujours
aux quatre points F, F,, F,, F, dé¢ja donnés. Si la courbe €, contient
'un des points V, elle contient aussi les deux autres et rien nest
changé aux résultats précédents saul que (rois des points F sont en
ligne droite.

Sil'on considere le cas m =6, d =3, f =06, les 24 points P ne sont
pas sur une courbe de degré inférieur & 6, si les points F ne sont pas
sur une conique; mais si les F sont sur une conique, les 24 P sont sur
une unique (uintique : on a encore un cas critique pour la proposi-
tion de Cayley et les degrés 5, 6, 6.

1. Groupes anormaux tncomplets; groupes anormaux complets a
siructure interne symetrique ou dissymétrique. — Les groupes V doivent
étre & points tous vartables; si donc les courbes v, issues des points F
se décomposent nécessairement avec une partie fixe commune A

~toutes, il suffirait de conserver uniquement la partie mobile. Mais si
I’on n’écartait pas ce cas de décomposition obligatoire, on obtiendrait
des groupes anormaux incomplets; il faut remarquer dailleurs que
dans une question ot interviennent des paramétres, les groupes com-
plets obtenus par notre méthode peuvent, pour_certaines valeurs
critiques des parametres, devenir incomplets. Ainsi soit m =5, d =2,
/' =3. Prenons F,, F, fixes et F, variable sur C; : tant que I, est dis-
tinct des trois points ¢,, 0., 9, ot F,, F, perce C;, on a 18 points P
formant un ‘groupe anormal complet; si F, tend vers g4, la conique
se décompose nécessairement; les 18 points P limites peuvent se dé-
terminer en coupant C; par une quartique issue de ¢,, ¢,; pris seuls,
ils forment un groupe anormal incomplet de surabondance 1 pour le
degré 5; réunis i g,, ©,, un groupe complet de surabondance 3. ’
Voici une autre dégénérescence intéressante : soit m =4, d =1,
~f=1. Par un point fixe F de C,, menons une droite v, la coupant en
V., V,, V5 par V,, V,, V; menons une C, elle donne 13 points P de
Ann. Ec. Norm., (3), XLI. — Jux 1924. ) : 22 -, ¢
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7

surabondance 1 pour le degré 4; tant que C évite de passer par F, le
groupe P a une structure interne symétrique : on n’a d’équation sura-
bondante qu’aprés avoir écrit 12 équations, quel que soit 'ordre pris
pour P,, P,, ..., P,;. Si C, passe par F, les 13 points P du cas général
deviennent F et 12 points p,, ps, ..., p,., ces derniers pouvant étre -
obtenus par une C, arbitraire : la structure n’est plus symétrique, il
y a un point surabondant qui r’est jamais le point F. D’une facon géné-
rale en prenant un groupe P, anormal complet, & structure symétrique,
définissant %'+ courbes C,,, en adjoignant 1, 2, ..., A—1 points quel-
conques du plan, on obtient de: nouveaux O"roupes complets, tous de
méme surabondance, définissant 2%, ==*—', ..., ==* courbes C,,, & struc-
ture interne dissymétrique : sur une C,, quelconque les contenant, il y
ar,2,...,A—1 points communsaugroupe F et au groupe P (*). [lest
bien clair qu’il y a avantage & construire tous ces groupes cn en déter-
minant d’abord la portion symétrique; ¢’est pour celte raison que
certaines lignes du tableau T n’ont pas ¢té remplies ou que d’autres
sont marquées d’'un astérisque (*) : elles correspondent au cas ot la
courbe C', issue de V contient, obligatoirement, mais non plus faculta-
tivement, une portion du groupe I ou tout le groupe F; on aurait ainsi
un groupe anormal complet & structure dissymétriques; il n’ett pas été
incorrect de remplir la ligne, mais de cette facon on est prévenu que
le groupe de mémes caractéristiques  structure symétrique n’existe

pas. Ainsi on aurait pu écrire
’ m =206

cubique. e 0 17 19 8 I

]
a
~
>
“

~N/

mais la courbe C| contenant 17 points communs & C, et v, contient,
sans exception, le dix-huiticme; le groupe P se compose des 18 points
communs & G, et une cubique Cy, et d’'un point complémentaire
arbitraire.

PourmzZq,d =14, il est supexﬂu de rempln‘ les lignes /'_ Iouz2;
pour f = 3, il est superflu de I'¢crire si les trois points lixes ne bOllt

(1) On verra plus bas que I'on peut parfois augmenter la surabondance du groupe de
départ.
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pas en ligne droite et I'astérisque prévient que Ion doit, pour un
groupe P symétrique, se borner au cas o IY,, F,, F, sont en ligne
droite.

. o e (dd— 1)) (d — 2
Donc pour m-6 et 1° /< (=0 (d=2) on conserve, en les marquant

2

d’un astérisque, les lignes ainsi obtenues : on se reporte au tableau T
pour le degré d et I'on y reléve dans la colonne V tous les nombres V
tels que

(d—1)(d—2)

2

1=V

A

s

Par chaque groupe V ainsi obtenu sur une courbe €, on fait passer
une courbe C,,; sur cette courbe C,, considérons maintenant le groupe
en jeu comme jouantle role I et C, le role de v,. En elfet, appelons
Cq, 7 et F les groupes qui an tableau T, pour le degré d, s’appe-
laient F et V3 soit ¢ le degré de la courbe employée pour découper sur
Cq ces groupes simultanés o et I'. Nous pouvons sur cette courbe C,
figurer le diagramme

| ¢y F
78 C
F C, V

v est une courbe issue de 2, découpant sur C, le groupe F', corésiduel
avec F; done I" et V sont une méme C, variab’e avee v de sorte qu'il
n’y a plus de raison pour que les courbes (), issues de V contiennent
toutes le groupe F. ‘

A ce méme point de vue, dans le tableau T relatif & m, la fin de
Varticle  pour d- 3 exige que l'on ait fait le recensement de tous les
groupes anormaux, complets ou incomplets pour le degré d; il faut
aussi vérifier si la courbe (C,) contenant un groupe incomplet ne doit
pas, automatiquement, contenir un ou plusieurs points virtuels : cette
remarque commence 4 produire son effet & partir de m = g; ainsi
pour m =9, d =6 on a, en particulier,

[m=9]

F. . V. p. h. s.
sextique.... 34 8 20 61 1 9
35 9 2

36 10 18 63 I I1
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Il n'y a pas & compléter la ligne £ = 35, car si une C, contient déja
35 points communs & C, et €, elle contient, sans exception, le dernier.
De méme pour m =10, d =7, il n’y a pas & écrire £ =47 ni f=48;
en écrivant /= 406, il faut que les trois points complémentaires du
faisceau de septiques soient en ligne droite.

Ces remarques montrent la grande variété d’hypotheses & envisager
et la nécessité d'avoir étudié tous les groupes relatifs aux degrés
1,2,...,m—3avantde passer audegré m; on voit méme quenon seule-
ment on doit posséder les caractéristiques du groupe F pour le degre d,
et en particulier 5, mais encore évaluer le degré minimuwn des courbes
algébriques contenant I, '

12. Ktude d'un cas particulier: m =10, d =7, = 28. — J'amorce
la discussion d’un cas particulier, afin que nous voyions les propriétés
cachées que la méthode permet de trouver.

Puisqu’une sextique dépend de 27 parametres non homogénes, le
cas général est celui ou les courbes de degré minimum issues des
28 points [" sont de degré 7; il pourra y avoir des courbes de degré
inférieur : 6, 5, 4, contenant les F sans que toutes les v, se décom-
posent avec une partie commune; mais une courbe de degré 3
entrainerait cette décomposition avec partic commune. Suivant la va-
leur 7, 6, 5, 4 du minimum, il y a quatre cas : A, B, C, D.

Pour le cas A, minimum 7, le tableau T relatif au degré 7 montre
que tout groupe anormal, complet ou incomplet, de 28 points pour le
degré 7, est toujours sur une courbe de degré inférieur a 7 (en effet,
27 points fondamentaux au plus, donc m=17 avec d =4, f=17 ou
d=3,f=0,1,2);donconasc=oct

. l m =10 t
(1) . F.. = V. P. h. 5.
septique. . ... 28 o 42 58 Vi 1

Les 58 points P obtenus ne peuvent étre logeés surune courbe algébrique de
degré inférieur a 10.

Le cas B, minimum‘G, montre qu'il peut y avoir 1, 2, 3 sextiques
linéairement indépendantes contenant les 28 points F, car 4 sextiques
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ne pourraient exister que pour m =06, d =1, f=2o0 et alors il v‘
aurait une quintique contenant les F. On a quatre subdivisions B, B;,
Be, Bas Be correspond & 28 points F pris au hasard sur une C, donnée;
B; & 28 points pris sur les 36 points communs & deux courbes C, et
(G, qui n’ont aucune position relative particuliére; B, et B, sont relatifs
4 3 sextiques, de sorte qu'il faut relever la valeur 1 dans la colonne £
du tableau T pour m=06; B, correspond » m =6, d=1, /=35,
28 points seulement étant conservés sur les 31 points bases du réseau
de sextiques; B, correspond A m =6, d = 2, f=4; avec le tableau T
pour m =1 on constate aisément que B,, B;, B, donnent ¢ = o, de
sorte que le tableau (1) subsiste; mais B, se rvetrouve pour m =7,
d=14, =7 desorte que ¢ =1, ct alors dans le tableau (1) on rem-
place s par 1, 4 par 2. Examinons d’un peu plus pres les propriétés
des 58 points P; dans le cas B, il y a une seule C, contenantles P les
courbes de degré 1o définies par les P ont une équation de la forme

(2) CoCp 42 Crg 2 G4 2 G o L.+ 750 = o,

ou C, et C,, sont les deux courbes G,, C,, déja envisagées, C, une
droite arbitraire, A, ..., A, six constantes arbitraires; ce systéme
découpe sur G, une série linéaire g/, 5 le genre de C, étant 28, Riemann-
Roch-apprend qu’il y a une I'y et une seule contenant les 32 points Q
complétant U'intersection de C, et C,,; done, pour la subdivision B,,
nous prenons 22 points arbitraires R qui ne sont pas sur une méme quin-
tique et forment un groupe normal pour le degre 6 nous faisons passer
par les R une C, et une T'y se coupant en 32 points complémentaires Q;
par Q on mene une C ,',, qui coupe C, aux 58 points P réalisant le cas B,,.

Pour-le cas By I'énoncé précédent subsiste avec cette seule différence que
les 22 points R sont sur une quintiqgue Cs et une seule et conlinuent a
Jormer un groupe normal pour le degre 6.

En effet, pour B, de méme qu 11 y a deux courbes C; et C/ Issues
des F, il y a deux courbes C, et G, issues des a8 points P. On peut
donc former sur G, le diagramme sulvant :

22_[{ I's 320
C:; Cio
23 W (] 58P
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Ce diagramme résulte de ce qu'il y a une I'y et une seule issue des
32.Q et que les 23 W sont des points fizes de C, 5 il y a done une quin-
fique et une seule issue des 22 R et contenant les 23 W on peut dire
encore : sur une C; donnée prenons 23 points W quelconques ( définissant
une quinlique et une seule) : deux courbes G, et C, issues du groupe W se
coupent en 58 points P du type By. L'équation géncérale des courbes 'y,
issues des 58 points P est alors

(3) CoCy =+ Cy €L+ ACyy+ 2, G + 2, C3) = o,

ou C, et € sont deux droites arbitraires, A, A, et A, trois constantes
arbitraives; en général T, ne contieiit pas les 23 W et dépend de 8 pa-
ramétres; si elle contient trois points W, elle les contient tous et
dépend seulement de 5 paramétres. Or le tableau

nt==10 I

(4) F. = V. P. h s,
conique..... 1 o 19 81 4 21
septique .... 28 o ) 58 7 1

montre que si deux courbes I',,, I, - contiennent les 81 points bases
d’un faisceau de C,, les 19 points complémentaires sont sur une
conique, issue d’un point tixe de I';, si I", varie; ici tant que I',, ne
contient que les 58 P sans contenir les 23 W, elle est coupée par une
autre”,, dusystéme (3)enj2pointscomplémentaires situéssur une G,
variable avec I',, mais contenant 28 points fixes de I',,; imaginons
maintenant que I',, contienne aussi les 23 points W, une autre courbe
du systéme (3), I, donne toujours 42 points variables, une C, va-
riable et 23 points fixes de I',; imaginons que la courbe I",, variable
vienne aussi & contenir les 23 points W : alors les 42 points variables
comprennent les 23 points W et 1g autres points silués sur une
conique C,; donc la C, variable se décompose en C, et en Cy qui
contient les W : nous retrouvons directement cette propriété des
23 W d’étre surune C; ; les 28 points F se composent alors des 277 points
complémentaires communs a I';, et C; et du point complémentaire
commun & C, et I',;. Donc tant que I';, ne contient pas les 23 points
W, les 28 points F définissent un faisceau de sextiques indécompo-
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sables; dés que I',, contient les 23 points W, les 28 points F sont tels
que 27 sont sur une C; unique et le faisceau de sextiques comprend
cette quintique fixe et une droite arbitraire issue du vingt-huitiéme.

Pour B, on conserve l'énonce de B, sauf que les 22 points R sont bases
d'un faisceau de quintiques, les trots autres points de base de ce faisceau
n’étant pas en ligne droite. Pour le cas B, les 22 points R sont bases d’un
Jaisceau de quintiques et cette fois les trois autres points de base sont en
ligne droite.

On acheverait de méme la discussion des cas C et D et 'on peut,
méme dans le cas B, trouver bien d'autres propriétés de la figure :
étudier par exemple les propriétés du groupe P au point de vue du
degré 9.

13. Etudesimultanée des groupesI', V, P. — I’ai construit le tableau T,
en me servant des caractéristiques, pour le degré d, du groupe F et
non du groupe V; F est commode, parce que les vy, issues du groupe F
ont pour dimension /4, et les C,, issues du groupe P, 1+ A; par contre,
V donne des énoncés plus frappants : par exemple 13 points P du
plan ont pour surabondance 1 pour le degré 4 si les trois nouveaux
points communs 4 deux quartiques issues de P sont en ligne droite.

Sid =m — 3, le théoréme de Riemann-Roch permet justement de
déduire les caractéristiques, pour le degré m — 3, de chaque groupe
F, V en fonction de celles de I'autre.

Jaiindiqué plus haut I’énoncé précis : la surabondance du groupe P
pour le degré m est le nombre de C,_, lin¢airement indépendantes
passant par le groupe V; done, déterminer la dimension du systéme
linéaire C,, déterminé par H points P donnés revient & un probléme de
méme espece relatif d un degré égal au plus & m — 35 on doit en effet,
si 'on profite de cette méthode, chercher s'il existe soit zéro, soit une
seule G, contenant les P : dans I'aflirmative, la question est résolue;
sinon il existe au moins deux C,, et 'on cherche si toutes n’ont pas une
partie commune; si cela n’a pas lieu, on trace deux C,, quelconques
issues du groupe et Uon appelle V 'ensemble de leurs autres points
communs et 'on recommence pour V et le degré m — 3 la recherche;
il n’y a plus lica d’écartericile cas ot 'on azéro ou une seule courbe du
degré demandé, ou bien o il y a décomposition avec une partie com-
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mune & toutes les courbes du systéme. On pourrait comme exercice
reprendre le cas amorcé de 58 points et du degré 10.

Il y aurait intérét a introduire le degré minimum des courbes algé-
briques passant par le groupe V; & étant ce minimum (égal ou infé-
rieur bien entendu & m — 3), Vfigure i 'article 4 ainsi que le groupe P
si les courbes de degré d—+1, d + 2, ..., m— 3 menées par V se
décomposent nécessairement en une courbe de degré & et un morceau
complémentaire, le groupe V ne figure au tableau T qu’a larticle &;
cherchons la condition nécessaire et suflisante pour qu’il en soit ainsi.
D’abord il n’y aura qu’une courbe v, de degré & contenant V, sinon il
y aurait des courbes indécomposables de degré d +1 contenant V;
donc 'équation générale des C,_, contenant V, est v,C,,_4.,=0 olt
(m—d—1)(m—d—2)
. 2
courbes C,,_, linéairement distinctes contenant V et ce nombre est
égalis : ceci d’apres laformule (3) du paragraphe 9 entraine que o = o5
réciproquement si o =0, v;(, 4 ,= o0 est équation générale des
C,n—y contenant V. Donc :

Crp—a—s est arbitraire : il y a done exactement

Tout groupe P provenant d'un groupe F normal pour le degré d ne
figure qu’une foris dans'T.

Tout groupe P figurant plusieurs fous dans le tableau T au degré
d, d+d', ... correspond, pour chacun de ces degrés, a un groupe F,
F', ... anormal pour ce degré respectif.

Tout groupe P provenant d’un groupe ¥ anormal pour le degré d
figure au moins une seconde jfois dans le tableau T, & moins que
d=m-—3. _ :

La condition nécessaire et suffisante pour que les courbes de degré
d+1,d+2, ..., m—3 contenant un groupe V aient toutes une partie
commune de degré d est que le groupe F soit normal pour le degré d.

Le premier exemple rencontré est

m=gy

) \ F. a. V. P. h. .
cubique.... ¢ 1 12 37 1 4
quartique.. 16 3 12 37 f 4
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Plus généralement on a pour m>7,3<p - Z)l
.
F. o V. P. I s.
degré p.... P (p=1 ),“;(P'ﬁﬁ l'(l);—g) mi—pm—-p* 1 (m—j ')E+Z +h—3m
| degrém—p.  (m—p)? EI—"—v——iz_P_I)q(m:&j) 17.(/)2—-[)) mi—pm-+p* 1 (l”_[)y_kfﬁ_*_&—gm

Si I'on part de deux courbes €y, Gy, leurs p? points d’intersection
forment un groupe normal pour le degré m, puisque m” 2p; on méne
G, par ce groupe, et alors le groupe V commun & €, et C,, est silué sur
une courbe C,,_, d’apres la théorie de la résiduation; les courbes de

degré m — p menées par V ont donc pour équation générale
Cp Fm—‘zp"‘ Cm—p =0,

ot I',—s, est un polynome arbitraire de degré m — 2p; chaque courbe

de degré m — p menée par Vdonne done (m — p)? points complémen-

taires, situés d'apréslarésiduation sur une C,,_, et 'on voit qu’a chaque

groupe ¥ de p? points bases d’un faisceau de G, situ¢ sur G, corres-
(n=2p+1) (—ap+2)

pondent o groupes de points I situés sur C* et bases
d’un faisceau de C,,,; mais a un groupe I’ correspond un groupe F
et un seul. Nous verrons plus (ard qu'inversement sur une C,, donnée
a priori on peut (rouver une infinité de groupes de p* points bases
d’un faisceau de C,,.

Sile méme groupe de points P est donné deux fois par les courbes
Yar Yara et des groupes respectifs F, I de surabondance o, o', on a
o' > o > osans ¢galité, car

/

— —_— /-— — — ’_
S:(m—a’——x)(m—-a’—Q)+U:__(m d—d —1\)(m—d—d 2)+°_'

2 2

Dans le tableau T, pour m = 7, nous lisons:

S m=17

(3) ‘ F. . V. P. h. .
cubique..... 8 0 13 36 1 3
quartique ... 15 2 13 36 1 3

Ann. Ee. Norm., (3), XLl — Juix 1g24. ’ 23
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Nous sommes certains qu'il ne peut y avoir identité entre les deux
groupes de 36 points P de surabondance 3 obtenus par ces deux pro-
cédés : dans le premier type, il passe exactement trois quartiques par
le groupe V, elles sont décomposées en la cubique v, el une droite
arbitraire; dans le second type, il passe aussi trois quartiques par le
groupe V, mais il n’y a parmi elles aucune cubique.

14. Le groupe V définit exactement s courbes indépendantes de
degré m — 3, donc a pour surabondance 4 pour le degré m—3; donc
st d <m — 3, la surabondance s, de V pour le degré d est supérieure
a A, sans égalité.

Brill et Noether étudientla réciprocité, pourle degré m — 3, de deux
groupes découpés sur Cn par une C,_;; il est bon ici d’étudier une
espece de réciprocité de Fet Vpour le degré d, si d <<m — 3. Soit £
la dimension du systéme linéaire des va issues de V; 4 et o, relatifs &
F et au degré d, ont done pour homologues £ et =, relatifs & Vet au
degré d; onah”1, kZo. On peut écrire

h_*_f__ d,(,_(_l.’;f E_- ,

(1)
k+md—jf= cﬂd:—?)) -+ Ty,
(2) c+o=h+k+d(m —d—23).

Nous avons vu que ¢ = o entraine A =o0, 7, =A +d(m — d—3),
mais la nullité de £ n’entraine pas celle de s : il suffit de se reporter
au tableau (1) du paragraphe précédent; les 12 points V, pour le degré
d = 3 donnent une seule cubique, donc £=o0 et pourtant ¢ = 1. Si
d=m—3onac, =h, c="k;sid<m—3,o0naqg, > hsans tgalité
et par suite ¢ < k + d(m —d — 3).

Cette étude est utile pour la suite et en particulier pour résoudre ce
probleme : connaissant un groupe P et une (i, qui le contient, combien
correspond-il de groupes F sur C,, & ce groupe P? Si £=o0, on a un
seul groupe F; si £=£ o, on a = groupes F.

De méme étant donnés une courbe C,, et un groupe F, combien
correspond-il & ce groupe F de groupes P (d est donné)? Il suffit
d’avoir la dimension / du systéme linéaire de courbes G, issues de V :
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il y aura ==/~' groupes P. Remarquons que C,,+ C,,, _4ys=0, ot C,_4
est un polynome arbitraire de degré m — d, donne une courbe de
degré m contenant Vet F, donc

L(m—d+ ) (m—d+2)

l

b
2

I’égalité n’ayantlieu que pour £ = o ceci montre qu’a chagque groupe F
correspondent toujours au moins =’ groupes P. Introduisons la sura-
bondance s, du groupe V pour le degré m; la surabondance de V pour
le degré m — 3 est £, done s, << k. D’autre part,

M) g g e d ) o),

{ =z —md A f 4 5L IR

2 = 2

d’ou
- . d(d—+3
et si Pon remplace / par sa valeur ‘—(——;—F—)— +o - A,
h>8>h—ao—3d—+1.
D’autre part on a ¢videmment

L (m—1) (m—o
.9+slg( ) ( ),

2

car le second membre est la surabondance du total P + V pour le

, A m—d—1)(m—d—o2
degré m Enremplacant s par ( ) )—l— g, 0n a

|
|
|
|
|

Le groupe V peut étre normal pour le degré m : s, est en effet le
nombre des courbes C,._, passant par P; donc s, est nul s'il n’y a au-
cune courbe de degré d — 3 passant par le groupe F; s, = o entraine

-

(d—=1(d=2) qomme

de sorte qu’inversement, si d73 l'inégalité f<C -

2

des groupes V anormaux pour le degré m.
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5. Nombre minimum de poinis nécessaires @ la construction d'un
groupe P. — H points P ayantla surabondance s pourle degré m, Il — s
d’entre eux, choisis avec tact, forment un groupe normal incomplet
m(m -+ 3)
: )

(on a fl—s-
Or H — s points pris au hasard dans le plan forment un groupe non
seulement normal, mais complet; done nous ne pourrons marquer a
lavance que Il — s — ¢ d’entre eux. Cherchons & déterminer 2.

— 1 si 'onveutqu'il y ait au moins deux C,,,]-

Raisonnons sur un exemple précis

\m:lo“ !

(1) F. s V.o P h. s.
sextique... 18 1 4o 58 10 4
septique... 28 3 42 . H8 10 4

On peut se borner & la premiére facon d’obtenir le groupe des
38 points P les 18 points F sont intersection d’une G, et d’une C; de
sorte que la courbe de degré minimum passant par P est une C; unique;
les 42 V forment une partic de I'intersection de C4 et C,,, le reste
étant les 18 I' intersection complete de C, et C,, donc les 42 V sont
aussi sur une I';3 les 42 V forment done Dintersection de C; et T'; et
ils ont pour surabondance 1 pour le degré 1o, puisque par P passe
Punique C,.

Le tableau (1) nous montre que si 'on prend au Aasard 11 points Q
pour les ajouter aux P, il y aura une €, , unique contenant les points P
et ces nouveaux poinls Q; les 11 points Q peuvent étre choisis une
fois pour toutes, quels que soient les divers groupes de 58 points P
de cette espece. Il faut done trouver les 18 F :la (i, est unique et
demande ¢ parametres : retenons ¢; une fois G, tracée, il suffit de
marquer 17 points I sur elle pour avoir, d’une facon unique le dix-
huitiémej; soit 17 paramétres de plus, retenons g + 17. Par les 18 F et
les 11 points Q faisons passer une C,,, ce qui fait 65 — 18 — 11 ou
36 paramétres nouveaux; retenons g— 17 -+ 36. Par les 18 F nous
faisons passer une sextique arbitrarire qui n’a pas a intervenir dans le
décompte; elle donne 42 V par lesquels on fait passer une courbe €', :
le groupe V a pour surabondance 1 pour le degré 1o, le systéme linéaire
de courbes C/, est de dimension 65 — 41 = 24 et découpe sur C,, une
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séric g7 1l faut 23 parameétres de plus pour avoir le groupe P et
comme au groupe P correspond un seul groupe F (par les 42 V une
seule sextique), aucun des g -+ 17 + 36 + 23 ou 85 parametres intro-
duits successivement n'est étranger au probléme. Retournons a la G,
unique contenant les P : 35 paramétres la fixent, et il reste, C, tracée,
50 parameétres a notre disposition : nous pouvons done marquer arbi-
tratrement 5o points du groupe P swr une C, donnée a priori et a ces
50 points correspondent un nombre fini de contigurations des 8 points
restants. Krey indique aux Mathematische Annalen, t. 19, 1882, di-
verses méthodes pour calculer de tels nombres. On peut raisonner
autrement : donner d’abord 35 points du plan, ils déterminentla G,
et sur elle on pourra encore marquer arbitrairement 15 autres points.
Si Pon se servait de la derniere ligne du tableau (1), il faudrait remar-
quer que les 238 points F sont a Uintersection d’un v, et d’une v,, le
méme décompte conduirait & 88 au lieu de 85, cela tient & ce qu'a
chaque groupe P correspondent =* groupes de 28 points F, car par les
42 V passent = septiques (et une seule sextique) : le nombre 3 esta
retrancher. ’

Cette méthode réussit chaque fois que la courbe de degré ninimum
contenant le groupe P est unigue et se simplilie un peu si le groupe F
est normal pour le degré d.

16. Sila courbe de degré minimum ¢ qui contient les P n’est pas
unique, mais appartient & un systeme linéaire, il y a avanlage a se
reporter au tableau T pour le degré ¢, tableau ot P ligure déjh comme
groupe anormal complet ou incomplet, a condition que ¢ soit inférieur
am et non égal & m; mais nous pouvons, si nous préférons, recom-
mencer les décomptes suivant la méme méthode et nous arrivons
ainsi & un nombre de paramétres 2h ou 24 -+ 1. Si le nombre obtenu
2 est pair, on peut marquer arbitrairement dans le plan vierge
A points du groupe et 'on a A = Il — s — ¢, ¢ étant un entier positif; les
s -+ ¢ points complémentaires du groupe ont alors un nombre fini de
configurations et la connaissance de ¢, seulement, au licu de s+ ¢,
points de la configuration suffit pour obtenir cette configuration d’une
facon uniques; il y a avantage a avoir remplacé m par c, ce (ui revient
4 augmenter s. Si le nombre obtenu 2A + 1 est impair, on ne peut
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marquer que A points, arbitrairement comme plas haut, et les s + ¢
points restants décrivent alors un lieu algébrique, en général le méme
pour tous et sur ce lieu on a une évolution I ,.

L’exemple le plus simple est fourni par le groupe de 13 points bases
d’un réseau de quartiques : par deux points w,, w, donnés a prior,
on méne une C,quelconque: 12 paramétres; sur C,on choisitun point F,
total 12 + 135 de F on méne une droite donnant sur C, les points V,,
V,, V; et Pon méne par V,, V,, V, des courbes ) qui découpentsur G,
une série linéaire g7 ; total 12 + 1+ 10 ou 23 parametres. Marquons
done arbitrairement 11 points guelconques P, Py, ..., P, ; supposons
qu’ils ne soient pas sur une méme cubique; circonscrivons-leur une
C, fixe et une C) variable : sur C, les courbes C) découpent une série g3 ;
la conique circonscrite & un groupe quelconque de la série passe par
trois points A, B, C de C, et chagne droite BC, CA ou AB perce C; en
deux points que I'on peut associer aux points P, Py, ..., P,,. En effet
si BC coupe G, enII et II', on voit que, en menant par A une droite
quelconque coupant C; en V,, V,, V,, le groupe II, II' V,, V,, V, est
résiduel de A, B, C, donc sur une méme courbe I'; avec Py, Py, ..o, Py

Il a donc suffi de réduire & deux droites la conique circonscrite -
a ABC.

Sur chaque quartique du faisceau liné¢aire Py, P,, ..., Py,, ®,, w, 0on
trouve donc trois couples, et trois seulement, et quand cette quartique
décrit le faisceau, les couples engendrent une courbe algébrique C du
type hyperelliptique, car sur G la correspondance (II, II') est biration-
nelle, involutive. Soient m le degré de C, d le degré de multiplicité
sur C de chaque point P,, P,, ..., P;, : en coupant C par C, on a

fm=11d -+ 6,
d’ou, Z étant un entier inconnu 2o,
d=2-+4h, m=ry-+1th.

Nous verrons que hypothése la plus simple, £ = o, est réalisée ; la
courbe C est du degré 7, admet chaque point P; pour point double ;
chaque courbe C, est donc une adjointe’de C; sur C prenons un pointll,
sonassociéIT', puis un autre pointII, (distinct de Il et I1") et son associé
IT,, le faisceau de quartiques déterminé par P,, P,, ..., P,,, II, II,
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découpent sur C une série g : par chaque groupe U, U’ de cette séric
passent 3 courbes C, linéairement indépendantes; p étant le genre
de ¢, Riemann-Roch donne donc3 =p 41— ou p=14 : ceci est bien
d’accord avec les résultats numériques obtenus sur le degré de G et le
nombre de points doubles ; ce serait méme une démonstration de I'6ga-
lité A= o, si I'on était certain que G n’a pas d’autres points mullipies
que P, P,, ..., P,,.

Remarquons qu’on a choisi arbitrairement P,, P,,..., P, ; les
deux quartiques C, ct C} se coupent encore en U,, U,, Uy, U, U; et
’on a circonscrit une conique aux U pour déterminer A, B, G : cette
construction ne peut ¢chouer que si 4 des U sonten ligne droite: mais
alors le cinqui¢me serait sur une méme cubique avee P, P,, ..., P, et
la construction donnée écarte le cas ot les 11 P sont sur une méme
cubique. Mais sice cas de dégénérescence se produit, onpeut prendre,
pour compléter le groupe, le point fixe de la eubique C, ot passent
les quartiques du systeme »* (P, P,, ..., P,,) puis un point arbitraire
du plan. ’ }

La méme méthode, bien que cette fois on trouve un nombre fini de
configurations, s’applique 21 points bases d'un réseau de quintiques
ontrouve 34 paramétres, donc on marque arbitrairement P, P,,..., P,
et on leur adjoint deux points w,, w, donnés a priori une fois pour
toutes; dans le faisceau (P, P, ... P,, », w,) il ya des quintiques bien
déterminées portant un groupe U, U, U, U, associé aux P; A étant
le paramctre individualisant les quintiques du faisceau, {ixons A
et coupons celte quintique A par le systeme =* de quintiques
(P, P,...P,,); onobtientunesérielinéaire g; de groupes V,, V,,..., Vg
et par I'un d’enx, pris une fois pour toutes, menons une cubique cou-
pant A en A, A,, ..., A;. Lesystéme c* de cubiques (A;, Ay, ..., A)
découpe sur A la méme série gi. Orsi Aporte U,, U,, Uy, Uy, en choi-
sissant dans le systéme o® de quintiques celles qui passent encore
par U, et par suite par U,, U,;, U, on obtient comme groupe
U, U, U, U, V.V, V. V, ot les quatre V' sont en ligne droite, de
sorte qub la cubique contenant les A, les U et les V' se décompose :
'un des A, A,, par exemple, est sur la droite Vi Vi VI V@ et
A, A,, ..., A, déterminent une C, passant par U,, U., Uy, U,. Réci-
proquement, siA,, A,, ..., A; sontsurune conique C,, I'un des groupes
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V se réduit aux quatre points U,, U,, U,, U,, ol C, perce de nouveau A
et & quatre points V' en ligne droite avec A, de sorte que A répond a
la question. Mais alors la cubique générale A, A, ... Ay A, perce Gy
en six points situés sur la conique C, et en g autres, & savoir les V
et A,, qui sont donc situés sur une cubique I'; : A, est le neuviéme
point de base du faisceau de cubiques V,, ..., Vg ; réciproquement, si
X contient ce neuvieme point base, A,, ..., A, sont sur une conique.
Or ayant choisi une fois pour (outes une quintique particuliére du
systeme oe* (P, P,... P,y ), lefaisceau i donne 8 points déterminés ration-
nellement au moyen de A, dans leur ensemble ; le neuviéme point de
base du faisceau de cubiques s’obtient rationnellement aumoyen de A:
en ¢erivant qu'il est sur la quintique A, on a une équation rationnelle
en A; & chaque racine correspond un seul groupe U, U, Uy U,. 1l est
facile de voir que I’équation en A s’abaisse au premier degré; en ellet
si U, U, U, U, et U, U, U, U, étaient deux groupes différents,
comme chaque Uou U’ détermine d’une facon unique les trois associés,
aucun U ne coincide avec un U’; le faisceau P, P, P, ... P,, U, U] con-
tientU, U, U, et U, U, Uetalors U,, U, U,, U, seraient enligne droite,
U}, U,, U;, U, aussi ; mais alors le systéme UU’ étant sur une conique,
les 17 P auraient la surabondance 1 pour le degré 5; il suffira donc de
les choisir au hasard pour que cela ne puisse arriver.

On constate que les réseaux de C, & (m*—m + 1) points bases
donnent, pour m pair le -cas du lieu géométrique, pour m impair le
cas du nombre fini de configurations, car le systéme de points bases
dépend de m* 4+ 2m —1 paramétres. On opére par la méme méthode
que pourm =4 el m=>5 et 'on a & prendre, sur une C,, qui ¢engendre
un faisceau linéaire, une série linéaire pouvant étre engendrée par des
courbes G, ou G, et il suffit d’exprimer que la C,_, peut dégénérer
en une droite et une C,,_,. :

17. Voici une série de théorémes curieux obtenus sur le groupe
de 18 points surabondants pour le degré 5 donnés par d =2, /=3,
s =1. Un tel groupe dépend de 32 paramétres et le degré minimum
des courbes qui le contiennent est 5; on peut donc donner arbitraire-
ment P, P,, ..., P, et 'on a un nombre fini de couples IT, IT” associés;
a ld page 505 du tome 19 (année 1882) des Mathematische Annalen,
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Krey () démontre qu'il y a des groupes de

ne(m -+ 3 . L
—(-.7_"_) -2 points défi-

nissant pour le degré 7z, non pas un réseau mais un sytéme =*, que

m(m —+3) »

, - . .
IPon peut choisir —— 4 points du groupe et qu’il leur corres-

pond é (m-—2)(m — 4)(m*— g) couples associés; donc ici m =3 et
I’on aura six couples II, II".

Jécarte immédiatement le cas ou les points P, ..., P, seraient sur
une quartique Gy, car tout point deC, pourrait ¢tre choisi comme point I
et lon aurait pourassociés i I, non pas un, mais wois points 10U, 11, 11"
(la méthode suivie permet d'ailleurs de retrouver ce résultat de
dégénérescence).

Adjoignons trois points w,, w,, »,, choisis une fois pour toutes, aux
16 P on a un faisceau de quintiques, parmi lesquelles il faut choisir
les quintiques privilégiées passant par IL et IT'. Ayant fixé %, coupons
la quintique 2 du faisceau, par une ¢ du systéme oo (P, ..., P,y).
Le tableau T pour m = 5 montre que tout systéme de 16 points P sura-
bondant pour le degré 5 est sur au moins une (uartique, done le sys-
ttme de quintiques (P, Py, ..., P,,) est bien de dimension 4; on a
sur 4 une série g¥ et la cubique issue d’un groupe V,, V,, ..., 'V, parti-
culier donne sur 4 six points F, F,, ..., F, corésiduels des P, donc

“non situés sur une conique (sinon cetle conique percerait A en 4 points

situés avec les P sur une quartique); V,, V,, ..., V, ne peuvent étre
bases d’un faisceau de cubiques, sinon F,, F,, ..., F, seraient sur une
conique. Si A porte le couple 1L, II" et si €] passe aussi par II, I, on
obtient le groupe particulier I, 1", V|, ..., V, ou les 7 V/ sont sur une
conique : done 'unique cubique issue de 11, I et des V' se décompose
en la droite 1L, II" et la conique circenscrite aux V5 il suffit done d’ex-
primer que sur les points F,, F,, ..., Fy il y en a trois en ligne droite.
La réciproque s’établit aisément. En fixant C} el faisant varier 2, on
a, pour chaque A, un seul systém(? F,, F,, ..., F, et la condition géo-

(1) Les démonslrations de Krey sont purement analytiques. Au Chapitre III (§9) la
géométrie de I'espace nous donnera la démonstration de ce fait que les couples I, IV,
associés a Py, Pa,..., Py, sont au nombre de six.

Nous verrons plus loin, Chapitre 1II (§ 12), un cas de dégénérescence ol les points
Py, Py,. .., Pyg peuvent admettre non plus six couples associés, mais ! couples aasociés.

Ann. Ee. Norm., (3), XLl. =~ JuiN 1924. - 24
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métrique trouvée _donne une équation rationnelle en A, de degré 6
d’aprés la comparaison avec Krey. Sur une quintique privilégiée la
droite F, F, F, donne 1I, II'. Appelong les six couples (A, A'),
(B, B"), (C, C'), (D, D), (E, E"), (F, F").

Les quintiques circonscrites aux P et A, A’ dépendent exactement
de trois paramétres et ne contiennent pas d’autres points fixes, car le
groupe PAA’estcomplet;si'on impose B, ilreste donc exactement deux
parameétres et le réscau obtenu a vingt points de base connus: les P,
Aet A, B, et B". Or le tableau T pour m = 5, consulté a la colonne 7,
montre que leréseau(h = 1) contient exactermnent 1gou 21 points fixes;
done le réseauobtenuici aun nouveau point [ixe que j’appellerai (A,B).
Ce point ne peut coincider avec un point des qualre autres couples,
sinon le réseaw aurait plus de 21t points fixes. On sait que deux quin-
tiques quelconques du réseau se coupent encore en (uatre points en
ligne droite. Imposons alors C de facon & avoir un faisceau : les quatre
points sont: G, €/, (A, G), (B, C). Ceci prouve que la droite CC’ con-
tient (A, C), (B, C), (D, C), (K, C), (F, C). Autrement di(, (A, B) est
le pointcommun aux droites AA’, BB'. Sil’on considére les trois couples
(AAY, (BB, (CC) et les trois sommels du triangle formeé par les -
droites AA’, BB’, CC" on a done g points situés avee Py, ..., Py, sur un
faisceau de quintiques; la quintique du faisceau passant par D con-
tientD, D', (D, A), (D, B), (D, C), c’est-a-dire 5 poinlfs en ligne droite;
donc il y a «o® sextiques circonscrites aux 16 P, aux quatre couples
(A, A, (B,B), (C,C7), (D, D) et aux 6 points (A, B), (A, C), (A, D),
(B, C), (B, D), (C, D), soit un total de 30 points; or nous savons que
toute sextique qui contient 22 points de base d’un faisceau de quin-
tiques contient encore les3 points de base restants, s’ils ne sont pasen
ligne droite: donc les «® sextiques contenant les 16 P, A, A’; B, B';
C, ¢’ contiennent encore (B, C), (C, A), (A,B); si nous imposons 2
ces sextiques D et D’, on trouve le systtme oc* trouvé plus hauat ; assu-
Jétissons les sextiques & contenir encore E et B/, on trouve un faisceau
de sextiques dont les 26 points fondamentaux sont les 16 P, les cing
couples A, A’; B, B’; C, C'; D, D’; E, B/, tandis que les 10 points sura-
bondants sont (A, B), (A, C), ..., (D, B). Assujétissons la sextique
contenir encore F, elle est déterminée complétement, mais ne peut
conténir I, sinon chaque droite telle que AA” aurait avec la sextique
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les 7 points communs A, A", (A, B), (A, C), (A, D), (A, E), (A, F)
et la sextique devrait se réduire i six droites contenant le total des
donc les 16 points P et cing des couples associés déterminent bien un fais-
ceau de sextiques, mais les sia: couples ne sont pas sur une méme sextique
avec les 16 points P. D’autre part, nous avons obtenu a partir des
16 points P un total de 43 points : les 16 P, les 12 points des six cou-
ples, puisles15points telsque (A, B);ces 43 potntssont bases d’un réseau
de septiques ; rappelons que 25 points bases d'un faisceau de quintiques’
ont pour surabondance 6 pour le degré 5, 3 pour le degré G, 1 pour le
degré 7; que 3o points intersection d’une quintique et d’une sextique
ont pour surabondance 6 pour le degré 6, 3 pour le degré 7, que 36
points bases d’un faisceau de sextiques ont pour surabondance 6 pour
le degré 7. Les 25 points P; A, A'; B, B; €, C'; (BC), (CA), (AB)sont
bases d’un faisceau de quintiques, donc ils donnent pour le degré 7
la séparation

(1) P; A, A% B, B3 G, G5 (AB), (AG),  (BG) .

" ou le schéma a crochets

(») C oA+

Appliquons le théoréeme ainsi obtenu au groupe obtenu en ajou-
tant aux points de gauche de la ligne 1 les (rois points D, D" et (AD);
nous voyons que (BD) el (CD) sont conséquence des points de gauche
dans la séparation ‘

| Ps A, A5 B, B G, C; (AB), (AC)  (BC),
[ D, D (AD), (BD), (CD),

cela donne le schéma & crochets

[24, 3]+ [1, 2]
relatif & 30 points situés, nous I'avons vu, & U'intersection d'une quin-
tique et d’ane sextique. Appliquons le théoréme exprimé par (3) an
groupe obtenu en ajoutant aux points de gauche dans (3) les points
i, B i) Ge qui revient a fairve jouer & K le role de D dans cette pro-
K, B, (AL I tafaire B
position : on a comme conséquence les points (BE), (CE); on peut
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remarquer qu'on peutalorsappliquer le résultat (1)enremplacantBetC
par D, E et qu'ainsi (D, E) est aussi une conséquence : ona donc la

séparation ,
| P A B B GO (AB), (AC),  (BO).

(4 LD, D (AD), (BD), (CD),
E E', (AE), (BE), (CE), (DE)

ou le sehéma i crochets
[24, 3, 3]+ [r, 2, 3]

relatit & 36 points bases, comme nous I'avons vu, d’un faisceau de
sextiques. Enfin ajoutons aux 3o points de Gauchv de (4) les points I,
F, (AF).

L’application du théortme exprimé par (4) donne comme consé-
“quence (BF), (CF), (DF), etl'onvoit que (EF) est lni-méme une consé-
quence, car il sutfit ’appliquer le résultat (1) en v remplacant B el
par E et F. On a ainsi la séparation

‘v-\ VBB G O (AB), (AC),  (BO),

Gy 10 nu(An) (BD), (CD),
' ;h,w (AE), | (BE), (CE), (DE),
' (AF). (BF), (CF), (DF), (EF)

ou le schéma

(6) li‘Z'_,;, 3’373}7—*_["2’ 374]a

qui prouve bien que les 43 points énumérés sont bases. d’un réscau
de septiques. Ce réseau est meéme (res paritculier, car dans le réseau
général 1l v a 10 ¢quations surabondantes qui ne manifestent que
lorsqu’on a déja utilis¢ 33 points (choisis d’ailleurs au hasard)

Nous allons montrer unc auntre propriété intéressante : si I'on marque
au hasard P,, P,, ..., P,, dans le plan il faut résoudre une équation
du sixieme degré pour trouver les couples (A, A), ..., (F, F");'or on
peut s’arranger pour construire, sans avoir d’équation & résoudre,
I'ensemble des 16 points P et des six couples assocics. '

Sar les trois cotés d’un triangle quelconque marquons respective-
ment un couple de points A, A’; B, B; C, C'; deux quintiques quelcon-
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ques passant par ces six points et les trois sommets du triangle (BC)
(CA), (AB) se coupenten 16 points P pourlesquels A, A" est un couple
associé, car les 7 points B, B, C, , (B(G), (CA), (AB) sont sur une
conique, et une seule (formée de deux droites), de sorte que P, A, A’
ont bien la surabondance 1. On a done ainsi les 16 P et trois couples.

Faisqns un progres : marquons cing couples A, A’; B, B G, C; D, D’;
E, E'; d’ott nous déduisons les 1o points (A, B),..., (D, E): deux
sextiques passant par ces 20 points se coupent en 16 P pour lesquels
A, A By B osont eing couples associés. En elfet, sur les 36 points
communs aux deux sextiques retirons les six points en ligne droite E,
K, (BA), (EB), (EC), (ED) il reste done 3o points intersection d’une
sextique el d’une C; unique. Retirons encore les 5 points en ligne
droite D, D’y (DA), (DB), (DC). Il reste 25 points communs a C; el
i une autre quintique C;, et nous retombons sur la proposition qui
précode.

Dernier progres @ marquons six couples A, A’; B, B: G, ¢ D, D’;
K, 7 1, 17, adjoignons 6 points V,, V,, ..., V, choisis sur une droite
arbitraire et ajoutons les points (AB), ..., (EF): on a 33 points par
lesquels nous faisons passer deux septiquesqui se coupent en 16 points P
nouveaux qui admettent A, A’s.. 5 F, F', pour couples associés. On
opére comme plus haat en retirant les 7 points F, F', (FA), ...,
(FE) en ligne droite, il reste 42 points situés sur une G, unique ; on
retive les 6 points en ligne droite V,, ..., V, et il reste 36 points in-
tersection de C, avec une C, et nous retombons sur ce qui précede.

En analysant cette derniére construction, on voit qu’il faut donner
o/ parametres pourfixer A, A’; ..., F, F'; ensuite il fautfixer la position
de la droite qui porte fes Vel la position des V sur elle, ce qui donne
8 paramétres; on peul imposer dla courbe C, de contenir deux points
donnés a priort o, 3, de sorte que C; n'introduit plus de paramétres
“nouveaux; de méme C) passera par deux points ', 3, donnés : on
retrouve donc bien les 32 paramétres annoncés pour les 16 P mais
si, & un systeme P, correspond un seul total A, A’; B, B .5 F, I,
inversemen(, # un ensemble de six couples A, A': ... F, " donnés
@ priori correspondent =¥ systémes de 16 points P.

8. Dissection des groupes anormaux. — Au paragraphe 8, en nous
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]

appuyant simplement sur ce fait que m* points communs a G, et €, ont
(m—1) (nm—a2)
2

nous avons obtenu

pour surabondance le nombreg ou

pour ce total de m* points la séparation
(1) (5) -+ (g"),

qui en général ne peut étre poussée plus loin, mais qui, dansles cas
spéeiaux étudiés, peut étre poussée plus loin suivan(le schéma

(2) (w, o) -+ (8, 9,), o+ 0 =0, 5+0,=¢p,

signifiant que P,,P,, ..., P, obligent toute C,, les contenaut & passer
par Q,, Q., ..., Qy; les points P, P, ..., Py donnent des équations
indépendantes de celles obtenues par la premiére série Py, Py, ... P,

Nous avons défint le sechéma i crochets
(3) o]+ (7]

qui exprime que le groupe des @ + 0 points P, Q a pour le degré m
la surabondance 8. Or on peut recommencer pour le groupe surabon-
dant P, Q exactement les mémes considérations, en remplacant g et g’
respectivement par o et 0 : laséparation (3), analogue de (1), ne peut,
en général, étre poussée plus loin, quel que soit le mode de partage
des @ + 0 points en deux portions de » et O points: mais rien n’em-
péche @ priori de concevoir que (3) puisse étre remplaceé par la sépa-
ration analogue a (2)

(4) [0 —o o], +][0—79, 9], o > m' >0, H>10""o.

On adone un groupe de  + 0 — (' + 4") points, contenu dans le
groupe des o+ 0 points P, Q; il forme pour le degré /m un groupe de
surabondance § — 07, et il est complet, sinon il aurait des points virtuels
non situés dans P, Q et par suite le groupe (P, Q) serait incomplet ;
icl on peut avoir 0"=o, ce qui exprimerait que le groupe (P, Q) a été
obtenu en adjoignant & un groupe complet o’ points pris au hasard
dans le plan et forme donc un groupe ¥ structure dissymétrique. En
revenant au groupe primitif des m? points, on a donc une séparation

(w—w' o, 0)+ (0—6,6,6,).
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Employons une notation plus symétrique

(3, 0y ws) (8, 9,. 6s),

(5) C Gy W, =0 (8> o, 4,20, 6,>0),
9 —+ 91+ 6.2: p/

ou

( P,P,. ..., Py, Q4 Quy oovs Qg
(6) PRI L PAL QUQY L QY
PP P QL QR L Qp

il est bien entendu que P, Py, ..., P, n’admettent d’autres points vir-
tuels que Q,, Qu, ..., Qg puis que P,, ..., P,, réunis a PV, ..., P,
n’entrainent d’autres points virtuels que Q,, Q.. ..., Qy augmentés de
Q" «.., Qy'. 1l suffit, bien entendu, d’un changement dans 'ordre
des points pour ramener (5)a 'une des formes

(o 4oy, wy) -+ (6 + Gy, 0,),
(o)~ (2).

g (s oy -+ my) ~+ (0. 6,+ 6,),
(7) '

Le nombre 0, est positif, non nul, comme on I'a vu au paragraphe 8.
Quant au nombre 0,, qui peut étre nul, nous pouvons remarquer que
dans ce cas on peut sans inconvénient réunir les deux derniéres lignes
de (6); done nous le supposerons aussi effectivement non nul.

Nous pouvons de méme concevoir la séparation

S-((‘Jﬂ Wy Way veey {’)n) '{’“(07 011 9'.’7 ety 9,,)
(8) 0+ O+ Oyt .+ W, =P,
2 O+ 0, +0y+...4+0,=p

et nous supposerons tous les 0 positifs, non nuls. Le nombre  est sure-
ment inférieur 4 p” — 1. 1l est clair qu'un simple changement d’ordre
des points peut ramener (8) hune autre forme plus simple, en rempla-
cant plusieurs o consécutifs (et les 0 correspondants) par leur somme
effectuée. Le schéma (8), avec parenthéses, est relatif 4 m* points et
audegré m ; il fournit des schémas dcrochets velatifs d desgroupes anor-
maux complets

(9) ['1), Gy, Way ooy O)I, 1 f;);,‘i,,, -+ [_9, 6], .o ,01.741, 9}:J~
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00 ©, @, .., 0, et 0,0, ..., 0, sont les p premiers termes des
| 2O . B < . r__
parenthéses (8); p est plus pelit que = sans égalité; si o, =0,
on a0, =0, mais si o, <m, ona 0,=o0. On déduit aussi tres sim-
plement de (8) des groupes anormaux tncomplets, que je représenteral

avee une accolade
(IO) l/ Gy vvey W p—iy OJ;, (/n +\r 6’1 0!1» DR 9;,_.1, 9//':

avec ‘
0<'ﬂ;»i(’)pv 06,0, (i==o0y1, 2, ..y ) -
tandis que w, w,, ..., w,_, sont les p premicrs termes de la paren-
thése (8).
[l est clair que on peut arriver A une séparation
pl 1)27 ] p(nn ()l (;)2, AR ] ‘\)‘)w
\ Py P QUQL, L Q)

\ (2) 2 (2 )2)
(r1) /.l’l’. o P QR o QY
| Y ) 3 yon i
S AR R SN A R

telle que dans la premicre ligne les points Py, ..., Py, Qs oony Qg
puissent &tre sépares au hasard en deux groupes de w et 0 points res-
pectivement, les » points étant fondamentaux, ce qui fait i, modes
de séparation ; puis dans la seconde ligne P{"', ..., P,/ QY .., Q)
en nombre w, + 0, peuvent de méme étre séparés au hasard en deux
groupes de w, et0, points tels que 'ensemble de ces w, points, joints
aceux de la ligne précédente, entraine 'existence des 0 restantscomme
points virtuels, et ainsi de suite ; sinon il suffirait d’un regroupement
d'ane ligne pour arriver & une classification nouvelle comprenant au
moins une ligne de plus et répondant au désir exprimé; a ce moment,
la ligne ¢ + 1 peut, quel que soit7, étre séparée au hasard en deux
groupes de o; et 0; points. Ceci s’applique non seulement au groupe
total des m* points, mais aussi aux groupes anormaux complets et
incomplets.

Mais un méme groupe peut donner des classifications distinctes et
cela méme & partir du cas ou les m?* points ne fournissent que deux
termes par parenthése. Ainsi, sur une droite, prenons arbitrairement
les points A,, A,, Ay, A, et surune seconde B,, B,, B, ; par ces 7 points
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menons des quartiques C, et C, qui se coupent encore en P,, ..., P,.
Les 12 points P, B sont intersection de G, avee une C, unique et sur
cette Cy les P sont intersection de C, avec un faisceau de cubiques;
le groupe P, B a la surabondance 1; mais le groupe P, A a aussi la
surabondance 1; on a done deux séparations distinctes :

‘. pl’ Pﬂv AR ] Pu- Bl‘ ‘B:h B.’f!

| Ay, A, A, A,
et )
(PGP, o Py AL AL AL A

) BH 4”:!7 B:H

toutes les autres se déduisant de I'une ou 'autre par un simple
regroupement arbitraire dans chaque ligne.

19. Il reste & indiquer comment on peut s’arranger pour obtenir un
groupe de m* points dont le schéma comporte dans chaque parenthése
n -1 termes : n =1 a été traité; il reste a traiter n _ 2.

Remarquons que, si on a le schéma

(l) ("’a Dy oty ,’)/l)—l~(:05 913 LRRS} 'ljll)’
on en déduit les schémas

((J)—l—ﬁ)l+...+(1.),‘._1,(J)[,(JJ,'+|'+—...’{* G),,)"‘F‘(O“l— 51+...+ [J[_“(/,,.l/l'_;_l +-..+0"),
(2){ [+ o+t [+ 4+ o4O+ G+ ;]
[y =m0y |+ [+ O+ 0],

qui expriment finalement que ['on a obtenu une séparation du type (6)
du paragraphe précédent. En changeant done de notations, il suffit au
fond de trouver un schéma (o, o, ©,)+ (0, 6,, 0,) & trois termes :
iappelle dans ce tableau (6) P le (otal des points de la premiere ligne,
W et V les totaux de la seconde el troisiéme respectivement. Le groupe
P+ W est un groupe anormal complet, comprenant un groupe P lui-
méme anormal complet. Ces groupes P+ W et P seront done obtenus
dans le tableau T pour le degré m aux articles d et d + ¢ :

m

9 )
(v) - Yde oo I V P4+ W s+,
Srge . Voo W P s
Ann. Ec. Norm., (%), XLI. — JuiLLET 1924, 25
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On prend pour & le degré minimum des courbes contenant Vi d + ¢
est le minimum du degré des courbes qui contiennent V -+ W de sorte
que ¢Zo. On peut, si ¢ > o, supposer que Fet W n’ont aucun point
commun : sinon on pourrait écrire F = F + £, W = W' + f et la pre-
miére ligne (3) pourrait étre remplacée par

Y ZEREEEEE r Vo /‘ P+ W/

et le groupe P + W' serait un groupe anormal complet pour lequel on
traiterait le probléme [P+ W ou P+ W'+ / serait linalement un
groupe & structure interne dissymétrique comme on a vu plus haut].
[l'y a deux hypothéses A et B 4 envisager suivant que ¢ =4 0 ou ¢ = o.

Hypothése A. — 11y a deux subdivisions A, et A,.

Subdivision A, : la courbe v, issue du groupe V + W se décompose
nécessairement en v, et un morceau complémentaire Cz; cela arrive
nécessairement (vorr § 13) si I est un groupe normal pour le degré o,
parce que yqu.s contient V.

Subdipision A, 1 .5 n'est pas obligée de se décomposer avee v,
comme morceau ( F est necessatrement anormal pour le degré o).

Hypothése B. — ¢ = o; dans ce cas on peut prendre pour courbe issue
de V I'une quelconque des courbes de degré d qui y passent, donc on
prendra celle qui est issue de V+ W, de sorte que F et W —+ ® coin-
cident.

20. Etudions A, : Yars 0U Yz coupe G, suivant @ + V4 W d'une
- part et de l'autre suivant F + V + R ou Rdésigne 'ensemble (G, Cg).

On a done
D+ W=F+R,

et puisque, par hypothese, F n’a aucun point commun avec W, on en
conclut que F est tout entier compris dans ®

Q=T+ r, R=W+r,

ol r est un ensemble de points pouvant se réduire & zéro. On a done
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obtenu
g m
(4) ? Yedo oo I’ vV P+ W s 4+
Yz Far V 4+ W P s

Cela signifie simplement qu'au degré d +2 on a eu 4 étudier un
groupe @ : il est indiﬁ'érenl comme nous savons, de prendre telle
courbe de degré d + ¢ issue de ® plutot que telle autre : eela ne doit -
pas modifier Tes groupes P correspondant & @. Si donc parmi les
courbes de degré d -+ o issues de @ il y en a qui se décomposent, iln’y
a que des avantages a les adopter (nous avons déja fait dans le cas
ot il y a une courbe de degré d au licu de d + ¢ portant zous les @, de
sorte que r = o et que P est situé sur une C, 3); il faudra de plus,
pour le point de vue spécial qui nous occupe ici, que la portion F ou
® — r portée par v, jouisse de la propriété suivante : il existe des
courhes variables, de degré d, issues de F; cette condition, nous le
savons, est nécessaire pour que le groupe P -+ W soit comple(; les
courbes v, et Gpjouent alors un role bien différent. 1l pourra arriver
que I et r puissent avoir leurs roles intervertis, si le groupe r définit
des courbes variables de degré ¢; nous en verrons & linstant des
exemples.

m =/ ne donne que la surabondance 1, donc la question ne donne
de r(asul!dts que pour m>5. Pour m =15, prenons d+3& =2 et le
groupe ® réduit & un seul point. On peut réduire la conique & deux
droites, dont 'une passe par le point @ et autre est totalement arbi-
traire. Cest le cas ot chaque morceau de décomposition de v, peut
étre appelé v, et 'autre C,. Cela nous “donne done, en appelant V,, V,,
V,, V, les points alignés avec @, et W,, W, W,, W., W, ¢cinq points
en ll.gne droite de C;, les séparations

S ])1 [)2 e Pl;; l)n;

(4) ViV, Vi,V (1%, 2, 2) + (1, 2, 3)
[ W, W, W, W, W,
ou
PP, Py Py
(3) ¢ W, W, W, W, W, (1D, 3, 1) -+ (1, 2, 3).

vV, V,V,V,
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Nous savons que les 16 P sont sur un faisceau de quartiques, que les
P et V sont sur une quartique unique, que les P et W déterminent un
réseau de quintiques.

De méme pourm =5, d + ¢ = 2 prenons pour groupe ® un ensemble
de deux points F,, F,; on peut réduire v, & ane droite arbitrare v, et
i la droite determinée C,, F,F,; la droite ¥, F, ne peut done jouer le
role de v, ; appelons W,, W,, W, les points ot I, F, perce (s, et V,,
V., Vi Vi, Vs, cing points en ligne droite de C;, on a la séparation

( PPy Py P
(6) W, W, W, (16, 1, 2) + (1, 2, 3).
(V. V, ViV Vs

On aurait pu décomposer v, en deux droites @ un parametre issues de
I, ou F, : de sorte que le méme groupe [16]; + [1] peut étre embri-
gadé dans une séparation

g P.P,. Py Py
(7) W, W, W, W, (16, 2, 1)+ (1, 2, 3),
[ v, VaVs Y,

ot les W sont en ligne droite avec F, et les V avee I, 5 ici il y a possi-
bilité d'intervertir les Vet les W.

Ce qui précede peut étre interprété comme suit : le groupe anormal
complet P est corésiduel avec @ : sans toucher & ® ni P nous avons
cherché parmi les résiduels communs V, (donnant m?* points en les:
réunissant i P) ceux qui donnent les propriétés les plus remarquables,
telles qu'une séparation V, =V 4+ W ot P, W, V ont les roles expli-
qués. On peut au contraire prendre deux groupes résiduels F, ¥V surC,,
pour le degré d et prendre parmi les résiduels I de V pour le degré m
ceux qui admettent une séparation P+ W =1II. Ainsi, si nous
prenons m =6, d = 2, f =3, de trois points F,, F,, I, d"une C;, nous
menons une conique percant Cg, en V,, ... V,; les V détinissent «'*
sextiques C;, donc. une série linéaire gl de groupes de points
P, ... P,; de surabondance 3; en général chacun de ces groupes a une
structure interne symétrigue ; cela n’est en défaut que si la sextique €
contient un, deux ou trois points F,, F,, F,, circonstance signalée
au paragraphe 11, ou que si les 23 points P forment un groupe



SYSTEME LINEAIRE DE COURBES ALGEBRIQUES DE DEGRE DONNE. 197

susceptible d'une subdivision étudiée & I'instant : il suftit d’adjoindre
aFy, Fy, Fy, zéro, un, deux, trois points de €, formant avec F,, F,, F,
le groupe appelé @ et de mener par @ une C, décomposée enla conique

“déja utilisée et une droite (sil’on a pris trois points, ils sont donc en
ligne droite); en prenant par exemple deux points seulement, on voit
que la série linéaive gl contient =* séries lincaives gl¥ o chaque
groupe P’ P, ... P, a la surabondance 1 pour le degré 6: chacune de
ces séries a besoin, pour étre connue explicitement, de la détermi-
nation de deux points ®@,, ®, pris sur C,: la droite ®,®, perce C; en
W, W, W, W et 'on a la séparation pour le degré 6 :

PPl P, P,
Wi, W, W,
ou
[22,2],+[1, 2]

Réciproquement chaque groupe complet de 23 points ayant la surabon-
dance 1 pour le degré 6 correspond au tableau

ne == 6,
I, . V. . s.

cubique... ... H 0 13 23 I

et peut étre ainsi embrigadé : i ce groupe correspond un seul systéme
de cing points F et la cubique peut étre décomposée en une conique
rariable circonserite i trois d’entre eux et a la droite joignant les deux
autres.

Pour m =5 on ne peut obtenir que les schémas

(19) + (6).
(17,2) = (3,3); (18, 1) +(3,3); (14,5) -+ (1, 5)s (15, §) + (1, 3);
(16, 3) 4+ (1, 5)s (17, 2) (1, 8); (18, 1)+ (1, 3);
(15, 3, 1) 4+ (1, 2, 3); (13, 2, 2) 4+ (1, 2, 3); .16, 1, 2) =4 (1, 2, 3);
(16,2, 1) + (1,2, 3); (17,1, 1)+ (1, 2, 3); (14, 3, 2) =+ (1, 2, 3).

Un exemple trés simple est celui olt Pon prend les 37 points définis
par C, =0, C,==0; on compléte cc groupe successivement par les
points d’intersection de C,, avec (m — 3) droites arbitraires D, D,, ...,
D,.—;; on remarque que les groupes successifs (C,,, C,), (C,, G, D),
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(C,py CoD,Dy) ... ont pour surabondance les nombres (riangulaires
o o m—1)(n —2) s , .

1,3,6, ..., (-—»—m—)—(——«-—w-), de sorte que I'on a la séparation

2 .
(Bm—i1,m—a2, m—3,...,3,2)+(1,2,3, ..., m—3, m—2).
21. Hypotheses Ay et B. — L’hypothése A, se traduit par le tableau
(Yoo F v P+ W S+ 5
1 o N
(1) (R SO o V+W P s

ol 6 =% 0 et 0l Y4, ne se décompose pas; dans la premiere ligne il est
permis d’utiliser I'une quelconque des courbes de degré inférieur a
m — 3 issue de V: employons donc v, de sorte que le groupe F sera
remplacé par @ +~ W. On remplace donc le tableau (1) par

(2} ( utrzeeeen QW \ PrW s+

U yawse e @ VW r 5
Nous avons montré au paragraphe 13 que V étant situé sur une
courbe y, de degré d, puis une courbe v,.; de degré &+ o dont Ya
"n’est pas un morceau, les groupes F et ® + W correspondants sont
anormaux pour le dégré detd—+2 respectivement, la-surabondance
de ® + W surpassant celle de F. D’autre part la surabondance s de P
est inférieure, sans égalité, & celle s+, de P+ W : puisque P et
P+ W, dansle tableau (2), sont donnés par la méme courbe v, .5, on en
conclut que la surabondance de ® - W pour le degré d + ¢ surpasse
de s, unités celle de @ pour le méme degré; @ peut étre ou non sura-
bondant pour le degré d + ¢.
L’hypothése B se traduit par le tableau

( Yoo @+ W v P W 5 =+ 5y

3
() 2 Jdovonns . [1 ) V o4+ W P s

tout pareil a (2) et donnant lieu exactement aux mémes conclusions :
la seule différence est que le degré minimum des courbes contenant
Vet V+ W est, pour (2), respectivement @ et @ +8 (8> o sans
égalité) tandis que pour (3) ce degré minimum est le méme. Le groupe
® + W est anormal pour le degré d et sa surabondance surpasse de
s, unités celle de ®. On peut condenser (2) et (3) et ne garder que (3)
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ol il est entendu que & désigne le degré minimum des courbes conte-
nant V4 W. Alors la seule particularité est que la courbe G, issue
du groupe V contient une fraction W du groupe ® + W : or ceci est
une circonstance déja signalée au paragraphe L1 a propos des groupes
i structure dissymétrique.

teprenons les notations géndrales :

@
F ]

Sile groupe I a une surabondance nulle pour le degré o, il v a une
seule courbe v, issue de V, comme nous 'avons vu au paragraphe 13;
donc a un groupe P de cette espéce correspond un groupe F et un
seul, de sorte que si P et F ont des points communs, on s’en apercoit
aussitot.

Oricipour (2), les groupes P+ W et ® + W ontbien une partie W
commune, mais si du groupe V on fait partir la courbe y,, on trouve
P -+ W d’une part et F de I'autre : il n’y a plus de point commun;
("autre part, par V passe a la fois v, et v, donc il passe aussi une
infinité de courbes v, ; autres que v4.5 de sorte que méme avec le
degré o 4+ ¢ on pourrait, si on le voulait, avoir deux groupes dans la
colonne P et F sans points communs. Pour le tableau (3) il peut arriver
que par le groupe V on ne puisse mener qu'une courbe de degré d,
de sorte que P+ W et ® +~ W ont nécessairement des points com-
muns W; mais s'il existe d’autres courbes de degré d issues de V,
on peut encore faire disparaitre ces points communs. '

Prenons unexemplesimple :m =7, d = 3, ¢ =0, donc hypothéseB.
On prend deux cubiques v,, C;, et par leurs neuf points communs F,,
Fu, ..., Foon fait passer une C; coupant y, en V, Vo, ..., V,,, lesquels
sont donc intersection de vy, et d’une ;. Si par les V on fait passer une C
guelconque on a un groupe de 37 points P de surabondance 4, 4 struc-
ture symétrique. Or la C, au lieu de ne contenir aucun point F peut en
contenir 1, 2, ..., 7 ou g, exactement (8 est exclu). Dans le cas ou'on
prend un seul point, le groupe W se réduit & ce point, Iy par exemple,
etl’onaainsiun groupe de 36 points particuliers p,, p,, ..., py, de sura-
hondance 3 au lieu de 4, mais ce groupe est incomplet et admet F, pour
pointvirtuel (cela tient & ce que les cubiques qui contiennent ', ..., F,

\ P



200 BERTRAND GAMBIER.

contiennent automatiquement Fy et que G, passe par F,). Ce cas n’est
done pas intéressant. On pourra donc prendre la courbe C de sorte
qu’elle contienne ¢ points F, avec 1 = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9(o, 1, 8 exclus)
et le groupe W se compose de ces 7 points. Le groupe p formé par p,,
Par -+« Pari- @ la surabondance 3; réuni au groupe W il donne la
surabondance 4. Il est & remarquer, d’aprés le tableau T pour m =7,
que tout groupe P de 37 — ¢ points, de surabondance 3, porté par €.
donne un groupe et un seul de 7—7 points F, car, parle groupe P, on
méne une courbe C., d’ott 'on déduit 12 + 7 points V situés sur une
cubique et une seule : la variation de C; ou du groupe V ne modifie
pas le groupe F. Sur la courbe C, prenons ¢ points au hasard et expri-
mons qu’ils forment avec les 7 — ¢ points F obtenus la base d’un
faisceau de cubiques : on a une seule équation & ¢ inconnues; il suffit
d’adjoindre aux points P du début ces points ainsi obtenus, formant
une série algébrique, mais non linéaire, pour obtenir un groupe de
37 points qui, celte fois, a la surabondance 4.

- Bn prenant m =06, d =3, ¢ =0, on a un cas rentrant encore dans
hypothese B :on prend done encore deux cubiques vy, et G, et par leurs
points d’intersection F, ¥,, ..., F, onmene une C; 5 v, el G, se coupent
en neuf nouveaux points V,, ..., V, qui sont encore bases d’un faisceau
de cubiques; de la sorte si la courbe € menée par V,, V,, ..., V,
contient 7 points (£ = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9) prélevés sur les F on pourra
remplacer la cubique v, issue des.V par une autre v, de facon que le
groupe F\ F, ... I et le groupe P, P, ... P,; n'aient plus de points
communs.

On a aisément un exemple du type A, en prenant une cubique v,,
une courbe v, et leurs 21 points communs V,, V,, ..., V,,; par ce
groupe Von fait passer une courbe C,, qui est rencontrée par y, en
neuf points nouveaux F,, F,, ..., ¥, bases d’un faisceau de cubiques et
par y; en 49 points nouveaux I, ¥,, ..., I, bases d’un faisceau de
septiques. Ceci revient a prendre m =10, d =3, ¢ =/ el i employer
le tableau

I a. V. 1. h. .
cubique.... ¢ 1 21 79 1 16

septique.... g 1y 21 =9 1 16
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On s’arrange pour que la courbe € issue de V contienne 7 points
du groupe F T, ... F, ; si les 49 points F' n’offrent d’autre particu-
larité que de former la base d'un faisceau de septiques et la séparation
(34) + (15), d’apres la proposition de Cayley la courbe (!, ne peut
contenir 70 — 15 ou 55 points communs i v, et C,, sans les contenir
tous : or elle contient déja les 21 points V, done on devra supposer
1 < 34; d’autre part il faudra aussi que ¢ surpasse 15, car si nous
reprenons le tableau

YL e @+ WV AY P+ W $ -+ 8 .
VB e e e (1] VW | s

N

le groupe ® contient les 49 — ¢ points non communsa ¥, F,, ..., F, et
au groupe de 79 points découpé par €' ; si 2515 on a 49 — i734 et
alors, sauf disposition spéciale des points ), ..., I, toutes les courbes
de degré 7 contenant au moins 34 d’entre eux contiennent les autres;
donc ¢ est I'un des nombres 16, 17, ..., 33. Il y aurait donc une
discussion minutieuse & faire si I'on voulait ¢lucider les cas ol ¢ peut
surpasser 33 ou rester inférieur & 16 : cela reviendrait précisément 2
étudier au point de vue du degré 7 tous les groupes de 49 points
intersection de deux septiques (Cramer) et au point de vue du
degré 1o les points communs a une septique et une courbe de
degré ro (Cayley).

~

22. Surabondance d'un groupe incomplet. — Deux courbes C,,, C/, se
coupent en m?* points : nous séparons ces points en deux groupes P et
V; il faut montrer que la surabondance pour le degré m du groupe P est
le nombre de C,, _, linéairement distinctes issues de N, méme st P n’est pas
complet. Si P est complet, ¢’est déja démontré. Soientsla surabondance
(s_ o) du groupe P, 2+ 1 la dimension du systeme linéaire des T,
' m(m —+3)
9

o

issues de P;on a, g désignant toujours
des P,

—1 et p le nombre
h—+p= g+ s.

Les courbes I, issues de P découpent sur C,, une série g,’jﬁ_,, et, d’apres

Riemann-Roch, ladifférencem® —p — A =m* — p — s = ¢’ — s montre

que si s = o, la série est normale et qu'il n’y a aucune G,,_, issue de V;
Ann. Ee. Norm., (3), XLI. — JuiLLET 1924. 26



202 ¢ BERTRAND GAMBIER.

si s> o0, le nombre s est le nombre des C,_, lincairement indépen-
dantes issues de V. Remarquons que la série linéaire gl._, découpée
sur C,, est effectivement compléte, car nous supposons la courbe C,
dénuée de point singulier, de sorte que toutes les courbes algébriques
jouent le role d’adjointes.

L’interprétation géométrique du théoréme est d’ailleurs intéres-
sante : supposons d’abord P complet : on peut assujétir les courbes
C,—y issues de V & successivement o, 1, 2, ..., (s —1) conditions
linéairement indépendantes : ce sera par exemple la condition de
contenir o, 1, 2, ..., s — 1 points choisis parmiles points surabondants
du groupe P; soit = I'ensemble des points ainsi choisis parmi les
surabondants et posons

P—rm="P, V+rm=V.

La proposition énoncée ici signifie que P est anormal incomplet, la
surabondance.de P’ est s — ', olt s’ est le nombre des points = et la
dimension du systeme lin¢aire des C,,—; issues du groupe V + =, au
lieu de V tout seul, est s — 1—s’ au lieu de s — 1. Il n’y a aucune C,, ,
contenant V et ’ensemble des points surabondants de P.

Supposons P incomplet; soit s le nombre des points virtuels; la
s¢rie linéaire gi._, contient s” points fixes formant un groupe = contenu
dans V et elle peut étre découpée par les courbes d'un méme degré
dZm — 3 issues d’un groupe de points F : mais alors toutes ces
courbes y, contiennent =, de sorte que I lui aussi est incomplet pour
le degré d et que = est une partie virtuelle de ¥; mais remarquons que
F peut admettre encore d’autres points virtuels, situés hors de C,, :
ainsi si P est incomplet, F I’est aussi; mais méme si P est complet,
F peut encore étre incomplet.

CHAPITRE 1I.

PROPOSITION DE CAYLEY.

L. Systémes de courbes de degré n contenant les mn points communs
a une C,, et une C, données, n-m. — Etudions toutes les courbes de
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degré g contenant les mn points communs i deux courbes C,,, €, qui
n’ont aucune portion commune.

Stm<n,iln’y aque la courbe C,, seule de son degré, a contenir
les mn points; si C,, est indécomposable, cela résulte de ce que
mn > m®. Si C,, se décompose, on pourrait se demander s’il n’existe
pas une autre ), ayant avec C,, une partie commune (,, : on aurait

C.=0,C, == G, G,
ou (et C',[ n’ont plus de parties communes; or leszn points contiennent
prpoints (C,, C,) et gn points obtenus indifféremment comme (C,, C,)
ou (G, C,) et puisque ¢ < n, il faut nécessairement que C, et € coin-
cident. Doncil n’y a qu’'une courbe C,, décomposée ounon.lln’yadone
aucune courbe de degré inférieur 4 m contenant tous les mn points.

m(m +3)

Sur les mn points il y en a nécessairement déterminant une

seule C,, et sur cette C,, ainsi déterminée, nous allons voir que les
mn points offrent une configuration spéciale.

Il'y a des courbes de degré m +1, m+ 2, ..., n — 1 contenant les
mn points; toutes ontavec C,, un nombre de points communs supérieui’
au produit de leur degré par m; si donc C,, est indécomposable,
elles admettent C,, comme portion de décomposition; si C,, se décom-
pose, c’est vrai encore, mais moins immédiat: en tout cas cette
courbe C, admet avec C,, un morceau commun C,

C R,
Co == CpConpy L= Cp Gy

La courbe C,_, admet tous les points communs & C,,_, et G, et comme
elle a un degré inférieur & n, supérieur & m — p, clle admet soit la
totalité de (i,_,, soit une fraction de C,,_, comme portion : donc, en
continuant, on voit que tous les morceaunx de ., sont parties de C,.
Cherchons maintenant les diverses courbes d’ordre n passant par
les mmn points. Posons n=m —+ £, £>o. Je vais démontrer, par une
méthode que je crois originale, la proposition classique : I'équation

’ ’

générale cherchée est
(I) : (;Ill(:/i+)‘(:/li+/£:(),

ot C,, et C,,.r sont les deux courbes données, A une constante arbitraire
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et Cy le polynome général de degré £ en & et y. L'équation (1) contient

Frnlix2)

2

1

parameétres homogénes; la courbe générale d’ordre m + £ contient

_(mA k1) (m 4 k- 2)
- 2

I

parametres homogeénes; en imposant a cette courbe les m(m + £)
points d'intersection, on a E = m(m + k) équations a I inconnues; la
solution fournie par (1) est solution particuliére ou générale; la
situation générale renferme donc

(}/\L:t“l’)‘( ./.>—_{:..2,.). ..l_ I _l,_ u

2

paramétres homogénes ol « est un entier_o. Si €, est indécom-
posable, prenons un point de C,, distinct des m(m -+ k) points en jeu;
la seule équation complémentaire donnée par ce point diminue au
plus d’une unité le nombre de paramétres : or la solution générale est
alors C,,C; puisque la courbe a m(m + £)+ 1 points communs

s . 41 (k42
avec C,, de sorte qu'on obtient exactement (————4—~—)

paramcétres
homogénes; cela exige u = o. :

St G, se décompose, soit C, un morceau indécomposable de C,,.
Imposons & la courbe inconnue de contenir un point de C,, elle
contient donc C, tout entiére. Si 'on pose

\ N o PR
‘;,,, = (AI) (J{/, l,”_._/.. = (Jp lJ[I—'-k’

on voit que C,4 contient tous les points communs & C, et C,, 4 : d’apres
ce qui a été dit plus haut, C,.4 contient donc C, tout entiére et finale-
ment on a encore

rllz—{«/::—"r: Cm Cln

et {a conclusion subsiste. Nous pouvons remarquer que cette démons-
tration n’a pas a utiliser le théoréme du reste ni la théorie de la
résiduation. L’ensemble des E équations se réduit donc exactement au
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nombre o d’équations indépendantes

r_(1)L+A‘+l)(m+/c+:z)_(/:+1)(/f+2)_l

a2 2
On peut écrire

o= m(n:—t— 3) (- fm
(2) (m—1) (m— 2) [p+p' =m(m+/L)].

2

!
P
14

I

o ——

Done p points convenablement choisis sur €, suffisent pour que
toute C,..x les contenant contiennent automatiquement les autres; le
groupe des m(m -+ £) points a la surabondance g" pour le degré m —+ £
et se (rouve au tableau T pour le degré m —+ £ a Iarticle v, pour
J'=o : la surabondance pour étre effectivement non nulle exige
que m” 3. .

Si €, et G, sont quelconques vis-i-vis 'une de Pautre, tous les
choix possibles de ¢ points donnent bien g points fondamentaux; on

M+2: il est & peu

m(m—+3)

a, puisque £21, Am 73k 3 et par suite g _

pres évident qu'un choix de ¢ points fondamentaux contient

points déterminant une seule C,,; en effet si ces p points appartiennent
adeux courbes C,,, €, différentes, la courbe C,C; ot C; est complete-
ment arbitraire est de degré m —+ £ et par suite contient les g’ points
complémentaires communs a C,, et (.3 comme Cx n’a aucun point
fixe, c’est (), qui contient ces points complémentaires, donc C), coin-
cide avec C,,.

Il est intéressant de véritier par le procédé suivant pourquoi la
donnée des p points, bien que ne déterminant pas C,, .1, oblige C,, ., &
percer encore (, en p’ points fixes. D’abord nous avons vu que
(m—+k+1)(m-+Lk—+2)

2

p est inférieur au nombre —1 de la quantité

k1) (k+2 . , .
(-————%——2; sur les g points conservés, il y en a M=
qui définissent une seule C,,. Assujétissons la courbe C,,.x & contenir
ces M points. Sil’on pose

m(m—+3)
2

Coprr=ay+ @ &+ Ay + @z2*+...+any™+a "+ 4. ..,
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nous avons M équations linéaires et homogenes en a,, @, @y, ..., Ay,
@y s « -~ pour lesquelles un déterminant d’ordre M compris dans les
M 1 premiéres colonnes de la matrice est différent de zéro : la
courbe obtenue dépend donc de

(m—+k+1)y(m—+hk+2) m(im+3) (k+1)(k-+2)
' - 9

2 2 2

—+ km

paramétres homogénes; done Gy étant une courbe arbitraire de degré &
la solution est de la forme

(g ) Cm ‘:/c -+ )‘1 Cn;—)r/. -+ }-2 (‘Elf—('*ﬁ +.. 4 hlmz ‘::/;—’f’-l/.’ =0,
ot G, G ... CE™ sont Am courbes convenablement choisies,

d’ordre m + 4, n”’admettant pas C,, comme morceau de décomposition.
Assujétir maintenant la courbe (3) & contenir un nouveau point de C,,
donne une équation linéaire et homogene par rapport aux '\ seuls et
¢’est pour cela que la donnée de m — 1 points pris au hasard sur C,

m(m -+ 3)

en dehors des primitifs détermine les rapports mutuels

des A de facon & ramener I'équation (3) a la forme
(4) CpnCrp+ 4C,r=o0,

ot G4 est un polynome déterminé et ’on voit ainsi que I’on a ¢’ points
nouveaux fixes, communs a toutes courbes de degré m + £, consé-
quence des g points successivement donnés. En général si une courbe
y . m(m—+3 . . .

Cper contient ~~(~—q—-—) + km points pris au hasard sur C,, elle con-

tient C,, car il faut tenir compte des ¢’ points virtuels déterminés par
m(m + 3) ’

~+ km — 1 points, ce qui porte le total des points communs

am(m—+k)+1.

2. Schémas relatifs & mn points communs a une C,, et une €.,. — Les
mn points (C,, C,), en supposant n > m, forment pour le degré » un
_(m—1)(m—

2

2 - ;
groupe de surabondance g’ ). Le nombre ¢ estindépen-
dant de n. Dans le cas général on ne peut obtenir que la séparation

(I) . [p]1u+/c+ l_(JI]
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Mais on pourra dans certains cas particuliers obtenir une séparation
(2) L1y 02 lmar+1 015 G2 W] W2== G+ Gy=0',

et I'on pourrait, sans modification, recommencer tout ce qui a été dit
au Chapitre précédent, paragraphe 8, car les valeurs précises de m, &,
o, ¢’ ne jouentaucun role particulier.

Le schéma (2) indique qu’il y a sur C, un groupe de points
P ... P, admettant comme points virtuels pour le degré m—+ £ le
groupe Q" ... Q4’ : ces derniers points sont nécessairement situés
sur G, car la courbe C,, réunie A une C, arbitrarre forme une courbe de
degré m + k et le total C,,C; devant contenir les Q', en vertu de ce
que Cyestarbitraire, ¢’est G, quiles contient. Les courbes I',, ., passant
par les o, + 0, points P et Q") découpent sur C,, une série linéaire
de groupes de points gi:.o,; cette série est spéciale, car 0,<¢'. On
peut donc recommencer le tableau T avec les mémes groupes F et V
sur G,,, mais par Y on méne une courhe I',, et nonunel,, ;lacolonne P
est donc modifiée, le nombre qu’on y inscrit est égal a celui obtenu
précédemment augmenté de mk; le groupe P est intersection de C,,
et T oz la surabondance s est celle déterminée précédemment, égale au
nombre de C,,_; linéairement indépendantes passant par V (ce résultat
sera généralisé plus bas). La dimension du systéme linéaire de T, .,

. : ) k-+1)(k+a . .
issues de P est 2 +(———«—»—);)(u—wf—-w)«- Il'y a par exeraple certaines restric-

tions qui sont supprimées ou du moins atténuées. Dans le tableau T
on doit négliger certaines lignes obtenues pour d-3 et correspondant
a un nombre f tel que

= (d~1)2(d—2)

ou du moins ne les écrire qu’en tenant compte de la proposition de
Cayley. Par exemple pour m =6, d =3, f=1, £ =1, on peut mener
par les 11 points V une I';, elle n’est pas obligée, comme une Ty, de
contenir le point F. Pour m =8, d =5, £=1, il est inutile d’écrire
les lignes /=1, /= 2, mais pour =23 on peut la remplir pourvu
que les trois points F soient en ligne droite.

On obtient ainsi, avec la méme C,,, les mémes groupes I et V, des
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schémas simultanés

4) \ (@1, @) + (Gy, Oy) [0+ mhyos s+ [ 01 /jz]a‘
4 ! [o0n+[9] [wi+mhlper +[0:],

ol les w,, w,, 0,, 0, ont la méme valeur de part et d’autre. De méme

tout schéma
(6)1, Way « v -y CO!,)"{" (913 62’ LR ] 9/))

donnera le schéma simultané

[w,1+m/f, Way .oy C‘)p]/n-i—/u‘l"[eh sy <. oy 611]-

3. Courbes de degré q contenant mn points (C,, C;,) en supposant
m>n<g. — Par un raisonnement trés élémentaire, n emprunlant rien
au théoreme du reste ou i la théorie de la résiduation, j’ai obtenu
I’équation générale des courbes T, contenant les m* points communs
4 deux courbes C,,, ', données ou des courbes I', contenant les mn
points communs & une G, et une G, données (m < n).

Mais je ne recommencerai pas de raisonnement semblable pour
obtenir des courbes C, contenant les mn points communs & une (J,,L et
ane C, données, en supposant ¢ surpassant i la fois m et n et m " n.
Jadmettrai ce résultat classique que toute courbe G, contenantl’ inter-
section compléte de C,,, et C, (mZn) a son équation de la forme

(1) AC,,+ BC,= o,

olt AetBsontdes polynomes entiers. Pour une méme courbe, A et Bont
une infinité de formes possibles, a savoir, en fonction de U'une d’elles,

A=—0C, el B46C,,

o 0 est un polynome arbitraire en z, y de degré p. Si ¢ <m -+ n, il
y a un couple simultané et un seul A, B pour lequel le degré de A est
g —m, celuideB,g — n.Sil'onag=m-+n -+ pol pestunenticr’o

on peut obtenir des couples A, B de degré effectif ¢ —m et ¢ —n
respectivement, mais si le degré de 6 est au plus p, oug —m — n, on
ne change pas les degrés dans le couple modifié. La démonstration de
ces propriétés s'obtient par des procédés trés élémentaires, basés sur
la théorie de la division et de I’élimination, sans avoir recours & un
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dénombrement de constantes; je renvoie par exemple & un mémoire
de M. Lebesgue, déja cité, Annales de Toulouse, 1923.

Nous supposons C,, et C, sans partic commune; si ¢ <m -+ n sans
égalité, en prenant pour A le polynome arbitraire de degré ¢ — met B
de degré ¢ — n, tous les paramétres figurant dans (1), en nombre
(2) ((7—772—"—1)((7—,)74']‘—2)_!_((/—,Z—i—l)([/—ll‘-i‘-‘l)’

2 2

sont efféctivement indépendants, parce qu'il n’y a pas d’identité
(3) (-“m I‘kl/--—m -+ CILI‘r]—n =0

qui exigerait, C,, n’ayant aucune portion commune avec C,, que C,
divisat I',_,, et par suite ¢~ m -+ n. Si donc on pose

[— gD (g—+2)

/ " —
(4) E —=mn, 2

g<<m-+n,

les E équations, linéaires et homogénes a [ inconnues, obtenues en
imposant les mn points (C,, C,) & une C, inconnue, se réduisent
exactement et sans exception possible 3 un nombre ¢ :

(g+0)(g+2)—(g—m+1)(g—m—+2)—(7g—n-+1) (g—n—+2)

(5) p=

La différence mn — ¢ que jappellerai ¢’ est

(m—+n—qg—1)(m-+n—qg—2)

2

(6) pl=

Ceci donne la propesition de Cayley sous la forme précise que jai
donnée au début du Chapitre I. I1 faut choisir les o points conservés
sur 'ensemble C,,, C, soit au hasard, c’est le cas général, soit avec
tact dans certains cas particuliers que je préciserai bientot. I expression
de ¢ décroit quand ¢ prend les valeurs entiéres croissantes

n, n+1, ..., m-+n—3,

et elle est nulle pour.gy=m-+n —2 ou m+n—1. Si m<n sans

) ., , m(m—+3) .,

¢galité, le nombre mn — ¢ surpasse -———— dés que le nombre ¢

est égal an, donc celasubsiste pour g =n + 1, ..., m +n — 3 de sorte
Ann, Ec, Norm., (3), XLI. — JulLLET 1924. . 27
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que les mn — ' points fordamentaux pour le degré ¢ déterminent bien
une seule C,, : la vérification se fait comme au paragraphe 2. Pour P'un
des degrés m + p supérieur a m, inférieur i n, lesmn points définissent
des courbes toutes décomposées, (,(,, de sorte que les mn points
forment un groupe anormal incomplet (avec infinité de points virtuels)
de surabondance mn — [(m +pD)(m+pr2) (P10 (p+ f}_)] ,

9 2

, qe m|on—m—ap—3 . fope :
cest-a-dire "L P31 Cette surabondance, ¢gale pourp—oa

2

2
(272 —m-—o ’ N N R \ Tt o
2R = =5 Gicroit dem chaque fois que pangmente d’'une unité :

2 :

on trouve donc pour p =0, 1,2, ..., n—m—1:

mlan—m—3] mlam—m—25]
k) )

5 - .
(7) 2
m(m -+ 3) m{m—=+1)y  m(m—r)
2 ? 2 T ’
etpourg=n,n+1, ..., m+n—3: -
(8) (m———l)(m—z)’ (172——2)(/72——3), vy 6, 3, 1.

2 2

La ligne (8) donne les triangulaires successifs et se prolongerait &
gauche par les deux derniers nombres de la ligne (7).

4. Configurations critiques relativement & la proposition Cayley. —
Quand nous avons étudié les m* points communs & une C,, et unce C/,
au pointde vue des courbesT,, qui y passent, ou de méme les mn points
(C,ss Gy) au point de vue des courbes T, qui y passent, ou encore des
courbes de degré ¢, (m>n-q-m+ n— 3), nous avons, dans les trois
cas, séparé les points d’intersection en deux groupes contenant
¢ points fondamentaux et ¢’ points surabondants; la valeur précise de
o et o’ n’intervient pas immédiatementdans le raisonnement ultérieur :
nous avons conclu que, sauf disposition spéciale, toutes les courbes du
degré étudié (m, n, ¢ suivant les trois cas) qui contiennent p points
choisis au hasard surles g + ¢’ contiennent les o’ restants (o + ¢’ = m?,
mn, mn suivant les trois cas). Les rectifications apportées a ces
résultats dans les mémoires déja cités (Cramer, Cayley, Bacharach)
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ont surtout consisté & montrer qu’avec une disposition eonvenable des
courbes C,,, C,, €, ¢tudiées (m _n g pour comprendre les trois cas),
la courbe C, peut contenir soit ¢ points, soit méme o + ¢ convenablement
chotsis sans contenir pour cela les o' ou o' — ¢ restants; mais ce point de
vue est mal choisi pour étudier la question ; il est bien clair que si les
¢ =+ ¢ points P choisis n’entrainent pas les autres, a forttor? 5 points
P’ pris au hasard sur les ¢ +¢ points P ne peuvent entrainer les
o' restants; par conséquent les » points P’ conservés ne peuvent
donner g équations distinctes; donc g — £ seulement donnent des
équations distinctes et entrainentun certain nombre de points virtuels,
en nombre sol s~ A; réciproquement si ¢ — A points (2 >>0) donnent
des équations distinctes et entrainent des points virtuels, en nombre s,
on obtient un groupe de g — h + s poinis formant un groupe anormal
complet contenu dans le groupe anormal étudié de p + ¢' points; si s” A,
on a donc un exemple ol les courbes C, contenant ce groupe partiel
d’au moins g points ne contiennent pas automatiquement les restants;
mais sis <%, onaune disposition quin’a pas été étudiée parles auteurs
cités ct qui, pourtant, conduit encore aux résultats étudiés par eux :
en effet (et ceci est vrai méme pours”A), les o’ + A — s points restants
peuvent étre séparés en deux groupes, I'un R de % points, Pautre S de
o' — s points tels qu'en ajoutant aux p — & —+s points déja séparés
successivemento, 1, 2, ..., 2 — 1 points du groupe Ron n’obtienne pas
de point virtuel nouveau et les courbes (, contiennent alors successi-

vement ‘
p—h—+s, p—h+s+1.. ., p+s—1I

points communs a C,, et C, sans contenir les autres; puis brusquement
en ajoutant le dernier point du groupe R, les o —s points restants
sont conséquence automatique de ceux déja pris; comme s21 on a
o+s—12p. Cest bien & ce point de vue que nous avons étudié les
m? points (C,,, C,) et les courbes T',, qui y passent : les schémas

(1) (w1, w3) + (G, 2)

ou méme

(2) (CO“ @2’ MRS wn) +(6h 027 ] 9")

sont la conséquence de ce raisonnement; le point de vue que je propose
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est bien mieux approprié & la question et nous allons le reproduire en
supposant m=n, n=g-m+n— 3. Si m=n, on aura simplement
m<gZam— 3.

Je rappelle qu'on a posé

,(m+n—g—1)(m+4+n—qg—=2)

(3) P 5

(o=mn—7p')

et obtenu la séparation
(4) [ele+1[p"]-

Nous supposons donc qu’on ait obtenu un groupe normal maris
-incomplet de g — A points complété par s points surabondants, relati-
vement au degré g. Appelons P ce groupe contenant p — 2 + s points,
formant cette fois un groupe anormal complet pour le degré ¢. Les
courbes I'; issues du groupe P ont une équation de la forme

(5) Con Cgmm+ Co Gy 2 G 4 2P oo 2, G =,

car elles sont soumises exactement 4 A conditions linéaires de moins
que les courbes C,,C,_,, + C,C,_, = o; les A sont des constantes arbi-
traires, C,_, et C,_, sont deux polynomes arbitraires de degré¢ ¢ — m
et ¢ — n. Les courbes (5) n’ont pas de points fixes en dehors de P,
done découpent sur C,, une série linéaire de groupes de points tous
variables gt
K w=m(qg—n)+p +h—s,
(g—n+3)(g—n)
2

(5"

2k:h+

En vertu de la valeur (3) de ¢" on peut écrire

(m—1)(m—2) (g—n)(g—n-3)

(6) W= 2 5 —+ fi —s,
d’ou
(7) . w___k____(m——x)(m—z)__s.

2

Ceci signifie que la série gi est spéciale, et d’aprés Riemann-Roch que
le nombre de C,,_; linéairement indépendantes issues d’'un groupe W de
cette série est égal a s; les mn points communs a C,,, C, ont 6té partagés
en deux groupes-: P est celui qui est étudié, soit V le groupe restant.
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La série g peut étre découpée sur C, par des counbe\ de degré
m — 3 — A, o A est un nombre entier déterminé oS ATm — 3, issues
d’un groupe fixe F de points pris sur G,,; sur C,,, F et P sont résiduels
tous deux de W; donc V résiduel de P par G, l'est aussi de F : soit le
diagramme, relatif & C,,

Ir m-—+n—qg—3—3i \
m—3 — n
W q P

Les points N sont donc sur une courbe de degré m +~n—gq—3 au
plus; la réciproque est vraie; d’ailleurs & chaque courbe de degré
m-+n—qg—3 — A issue de V correspond une courbe m —3 — &
issue de W de sorte que nous pourrons apprécier la surabondance
exacte pour le degré ¢ d’un groupe P prélevé sur les mn points (C,,l,
C,) en cherchant le nombre de courbes de degré m+n—g¢g —3
lin¢airement distinctes issues du groupe compl(,mentaue\ s ce résultat
s’applique encore si le groupe P n’est pas complet pour le degré ¢ et
cela se voit comme en fin da Chapitre 1. Mais si P est complet,
s estinférieur a o’ sans égalité, parce que les C,, ; issues de W sont en
nombre mfu*wur agl.

Nous runalquerons ici qu’'en cherchant & obtenir de tels frroupes
sur une G, donnée a priori, on doit fixer les valeurs de » et ¢; il faut
choisir un groupe F, situé sur (,,, n’ayant pas de points virtuels sur C,,
pour le degré m — 3 — %, d’ott I'on puisse faire partir des courbes
Cpuyy vartables sans partic commune ; le nombre A doit lui-méme étre
fixé; il faut de plus que du groupe F on puisse faire partir une
courbe, vartable ou fixe, peu importe, de degré m — 3 — & — (g — n);
ce dernier degré est inférieur au précédent si ¢ >n. Cela fait, du
groupe F on déduit divers groupes W, dont la substitution mutuelle
est indifférente; d’un groupe W on déduit toujours sur G, divers
groupes P; la courbe de degré m +n — g — 3 — A, supposée exis-
tante, issue de F, permet de trouver le groupe V associé a P.

Soit f le nombre des points F; on a

(8) S=m(m—3—12)—w

_m(m—3) (C/_n)((]'_n-*—g)-——7~m——1+/z——$
- 2 2 ' ’
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Sig=m-+n — 3, onanécessairement, d’aprés le diagramme employe.
A=o0;o0rg =1, donc s=o0;autrement dit pour ¢ =m +n — 3 on ne
saurait avoir exception pour la proposition de Cayley : lun quelconque
des mn potnts (G, C,) est surabondant pour le degré m + n — 3.

Nous avons eu au Chapitre I des exemples nombreux ou P'on
suppose m=n, ¢-n ou m< n, g =n. L'exemple le plus simple ou
I"on suppose m < n < g doit se rapporter & ¢ =m + n — 4; on prend
g —n=r1, de sorte que m=>5, n =0, ¢ =7. Le nombre ¢’ est égal
a4 3, g égal & 27. Le diagramme montre que 7 +~n — ¢ — 3 — A n’est
pas nul; ici on trouve 1 — A, donc A est nul; les points du groupe V
sont en ligne droite et situés sur C;; donc on doit prendre un groupe V
formé de 3, 4 ou 5 points en ligne droite et faire passer par ce groupe V
une C; et une Cg, on en déduit un groupe P formé de 27, 26, 25 points
tandis que le groupe F est formé de 2, 1 ou o points; la surabondance
est 1 pour le degré 7. On a les diagrammes sur €

oF 1 3V 3 U S Y oF 1 5\
2 6 2 6 2 6
8W 5 27D oW 7 a6P oW 7 25D

Dans le premier cas, les 27 P sont sur des sextiques d’équation
C,C,+ Cy;=o0, ot C, est une droite arbitraire et C,, C, les deux
courbes employées; le groupe adone lasurabondance 3 pourle degré 6,
et il est incomplet, ayant ¢té formé en amputant de 3 points un
groupe complet de surabondance 6 pour le degré 6; le fait que les
trois points sont en ligne droite ne donnent aucune propriété spéciale
pour le degré 6, et n’agit que pour le degré 7 ol la surabondance est 1
au lieu d’étre zéro. Pour le second diagramme le groupe de 26 points P
est un groupe complet, anormal de surabondance 3 pour le degré 6
obtenu directement au tableau T pour 72 = 63 pour le troisieme dia-
gramme on a les 25 points de base d’un faisceau de quintiques, groupe
anormal complet pour les degrés 5 et 6.

5. Surabondance d’'un méme groupe pour des degrés successifs
croissants. — Les mn points (C,,, C,) forment un groupe normal pour
les degrés successifsm+n—2, m+n—1,m—+n, ....

Il y a une question intéressante a étudier : soient un groupe P de I

w
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ot

points et m le degré minimum des courbes algébrigques circonscrites
au groupe; soient s, s,, 5., ... les surabondances du groupe pour les
degrés m, nt +~1, m 4+ =2, ... : nous allons démontrer que

S>> >8>0,

sans égalité jusqu’au moment ot s, s'annule et resie définttivement nul.
Pour m 11 on est certain que le groupe est normal; on a méme vu que,
sauf le cas ot un nombre suffisamment ¢levé de points seraient sur

une droite ou une méme conique, le groupe est normal si m. ——-
> - o

Pour ne pas multiplier les notations, désignons par m 'un des degrés
pour lesquels il existe une C,, circonscrite au groupe; il existe done
aussi des C,, 5 il importe de montrer que tout potnt surabondant du
groupe pour le degré m —+ 1 est ausst pour le degré m; de la sorte tout
point virtuel pour le degré m + 1 est aussi virtuel pour le degré m.
Cela tient a ce que C,,C, ou G, est une droite arbizraire est une C,,.,
circonscrite au groupe, or ce n’est pas C, qui peut porter les points
surabondants, donc ¢’est C,,; s, ¢tant la surabondance pour le degré
m—+ 1, s pour le degré m, les Hs, points fondamentaux pour le degré
m 1 peuvent, a priort, former un groupe normal pour le degré m,
dans ce cas on a s =s,; s’ils forment un groupe surabondant, on a
s >s,, Il faut montrer que s > s, est la seule hypothése exacte.
Remarquons que les C,, circonscrites au groupe forment un systéme
oo et les C,o, un systéme '+, Montrons d’abord

% 25 Zm 2,

S =8 Fm4a—Ny

(1)

(h, < m -+ =2 seradonc, sis, n’est pas nulle, la seule hypothése admis-
sible). La courbe C,,z est une G, , particuliére et non génerale, circons-
crite au groupe, donc 4, > o sans égalité. Les H points ont pour le
degré m 1t des points virtuels en nombre nul, ou positif fini, ouinfini:
dans ce dernier cas les C,., ont une partie algébrique commune, ne
remplissant pas le plan. Donc on peut trouver un point A non confondu
avec un point virtuel; le systéme H, A donne peut-étre de nouveaux
points virtuels, mais on peut trouyer un point B distinct des points vir-
tuels du total H, A; donc pour le degré m +1, A etB fournissent deux
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équations distinctes entre clles et des équations dues aux H points; si
Pon veut on a &+ A, paramétres liés par deux équations linéaires
indépendantes, avec la solution particuliére €, D, ol D est la droite AB,
solution & 4 paramétres : donc 4,” 2. Adjoignons aux H points P
m + 2 points D pris sur une droite quelconque; toute G, circonscrite
au groupe P, D se réduit a la droite portant les points et & une G,
circonscrite au groupe P : on a a éerire pour G, les 1 équations
dues aux P, puis les m + o équations dues aux D; ces dernicres
équations ne peuvent réduire les parametres linéairement indépen-
dants que de m + 2 au plus; elles les réduisent effectivement de 4,
donc A, =m + 2. La seconde ligne de (1) se démontre en comptant la
surabondance de P, D pour le degré m —+1 de deux facons : dans
Uordre P, D, d’olt s, +(m + 2 — A,); puis dans ordre D, P : unc fois
la droite obtenue comme conséquence des m + 2 points D, il n’y a
plus & se préoccuper des D et il suffit de raisonner avec les P et le
degré m; on obtient done s. De (1) on déduit

(2) 0ZS—si=m
(Ihypothése o <s — s, est seule admissible si s > o).

6. Supposons d’abord le groupe P complet pour le degré m, ct par
suite de la remarque déjh faite, aussi pour le degré m + 1. Cela écarte
donc le cas d’une C,, unique ou de C,, toutes décomposées avec une
partie commune. Soient F, V les groupes associés dans le tableau T
pour le degré 7 a notre groupe P. Toute C,4, issue de P coupe C,, en
un groupe V' situé avec I sur une y,,, tandis que toute (i, issue de P
coupe C,, en un groupe V situé avec F sur une v ; les réciproques
sont vraies. Ona d +1 “m — 23 A est la dimension du systéme linéaire
des v, issues de F, o la surabondance de F pour le degré d; 2" et o
signifieront les éléments analogues pour F et le degré d -+ 1 au licu
de d. Appliquons le résultat s = s, +m + 2 — A, démontré antéricu-
rement, en tenant compte du changement a faire dans les notations; le
systeme C,, a pour dimension 1 + % et le systeme C,,,,, 3 + 2A". Donc
s=0c +d+2—{(A'— 1),

(0 s=8s+m—+2—(h—h+ 2),
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la comparaison donne
(2) ) $—Sy=o—0c' +m—d—2;
orc—c'Zo, m_d~+ 3, done

(3) S =85 21

N’oublions pas que nous raisonnons eu ce moment sur un groupe
anormal complet pour le degré m. Indiquons quelques conséquences.

La différence s — s, ne peut étre égale 4 1 que si m=d -+ 3,
o — o' =o0; cette dernicre égalité entraine, sil'on admet provisoirement
la démonstration générale, s =c’'=o; danscecass=1ets,=o.

Le tableau T montre que s ne peut étre égal & 2 que si d=m— 3,
c=1; on a alors ¢’ =o0, s;=o0. Il n’y a que deux cas ou s — s, soit
égal & 2 : celui qui vient d’étre signalé, puis celui caractérisé par
d=m— 4, c=0,5s=23,s5,=1.

Sil’on applique le résultat o — 5*~d (provenant de I'inégalité géné-
rale s — s, = m démontrée antérieurement), on a ‘

(4) S— 8 Zm—2

plus précise que l'inégalité s — s, m, mais qui suppose le groupe
étudié anormal complet pour le degré m : nous verrons des cas ol seule
Iinégalité s — s, = m est exacte.

Nous avons remarqué déja que, si P est incomplet pour le degré m,
mais complété par un nombre fini de points, 'hypotheése écarte le cas
d’une G,,l,_unique ou de C,, toutes décomposées avec une partie com-
mune; la partie virtuelle = de P est sur G, et toute C), issue de P coupe C,,
suivant = et un groupe complémentaire V; nous avons signalé au
Chapitre I dernier paragraphe, que par le total V + = passent diverses
courbes v, ot d_m — 3;1'une quelcohque découpe sur C,, un groupe F
et inversement toute vy, issue de F donne sur C,, un résiduel de P
pour le degré m, autrement dit contient le groupe = : finalement on peut
recommencer sans modification les explications qui précédent et éerire
les inégalités (1) et (2). On aura encore s — s, _1 el s—s,“m —2:
cette dernitre inégalité exigera que le groupe, pour le degré m, soit
ou complet, ou incomplet avec nombre limité de points virtuels.

Ann. Ec. Norm., (3), XLl, — JurLLer 1924. . 28
B
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7. Supposons maintenant que les H points déterminent une seule
m(m-—+3)

n : le nombre de points fondamentaux pour le degré m est 2

et le paragraphe 1 nous apprend que si toutes les G, doiventadmetire
C,, pour morceau, il a fallu adjoindre, comme points fondamentaux,

m{m
aux —-(—T_'——) points choisis sur G, exactement 7 points pris au hasard

sur C,, : dans ce cas on a exactement

(1) §— §y=m,

inégalité en désaccord avec I'inégalité (4) du paragraphe précédent.
Si les C,., ne doivent pas toutes admettre C, pour morceau, cela
prouve que les points fondamentaux pour le degré m +- 1 s’obtiennent

m(/n -+3)

en prenant sur G, en dehors des - points déja choisis I 2,.,..,

m — 1 points ; alors s — s, est égal al un des nombres 1, 2, ..., m—1.

8. Le cas le plus difticile est celui ott 'on a une infinité de C,, ayant
toutes une partie commune C,,.

+3
Les points fondamentaux pour le degré m comprennent done = p(’o -3)

points déterminant la C, et (m — p)p points n’offrant sur C, aucune
configuration spéciale avec les précédents. On a

" m(ni—|—3) _ p(pg—i— 3) & (m—p)p + (m—p) (/;L—p+3).

Donc si, réciproquement, on se donne :

10 P(P +3) + (m— p)p points pris au hasard sur une C,3

2° A pmnts pris ad libitum encore sur C,;

3° A points du plan ayant la surabondance u pour le degré m — p,
identité (1) prouve que ce total a la surabondance A + . pour le
degré m, G, faisant partie de zoute courbe définie par ces points; A et p.
ne devront donc pas étre nuls tous deux.

Soit d’abord le cas ou les C C,uy doivent aussi admettre G, pour

morceau; on aura peut-étre besoin d’ajouter des points vn'tu(,ls pour
le degré m —+1 (et par suite aussi pour le degré m) avant d’avoir le



SYSTEME LINEAIRE DE COURBES ALGEBRIGUES DE DEGRE DONNE. 21Q
total de points marqués sur C,,

(p—+3
B————,—; )— +(m—4+1—p)p
nécessaires pour imposer la C,aux G, et a JSortiort aux C,, s mais dans
cette opération, s et s, augmentent d’une unité simultanément, leur
différence ne change pas. Donc supposons ce résultat déja obtenu;
les points donnés primitivement comportent done :

o (p —+ 3 . .
I° l(l’gm____ﬁ ~+ (m—+1— p) p points arbitraires de C,;

2° A points ad libitum de C,,;
3° % points ayant la surabondance w. pour le degré m —p et u, pour

le degré m +1— p.
On aura done

§ =p4r4p

= e CTREPEETE)

(2)
Puisque .- @,70,onas —s, p_1.

9. Supposons maintenant que la courbe C, qui fait obligatoirement
partie des C,, ne fasse paé partie des:C,,.,; nous supposons méme que,
si C, est décomposable, aucune des parties de C, ne soit obligée
d’appartenir aux C,,.,. Alors les H points ont un nombre fini de points
virtuels pour le degré m + 1, que nous introduisons encore sans
changer s —s,; je vais représenter le groupe, anormal complet pour le
degré m + 1, par = + P, = et P étant deux portions que je vais préciser;
du groupe = -+ P partent des courbes C;,., coupant C,,, suivant un
groupe V et de V sont issues des courbes va., (d<m — 3) dont 'une
découpe sur C,, ., le groupe F, corésiduel avec = + P. Or du groupe
7 4+ P émanent par hypothése des courbes de degré m formées du
morceau fixe C, et d’un morceau variable C,,_,; le morceau fixe C,
contient, dans le groupe proposé de points, une portion que j'appelle
= et la C,,_, variable est issue du reste que j’appelle P; la courbe C,
(ou G,_,) coupe encore C, ., suivant un autre groupe ¢ (ou W); le
groupe ¢ + W est résiduel de' = + P, donc aussi de F : on a le dia-
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gramme, sur G,,,. :
I 7it+1 \
7 .(X)Iﬂ-‘l

oW (,Ch—p 7P

N

Les courbes v, issues de F forment un systéme linéaire contenant -
toutes le groupe fixe o3 le groupe W engendre une série linéaire dont
la dimension est celle du systéme linéaire de vy, issue de F.

Pour avoir un groupe de l'espéce indiquée, il suffit donc de cons-
truire, pour le degré d, un groupe surabondant que jappelle F+ ¢
o est composé d’une partie ou de la totalité des points surabondants;
le groupe définit au moins deux courbes v,. Par ce groupe on méne
une C,., en supposant m”d + 3; par © on méne une courbe C, qui
donne sur-C,,,, la portion =; une courbe y, issue de F + ¢ donne sur
C,i ungroupe W par lequel on méne uneC,,_, (peu importe de savoir
combienil existe de C,, ou C,_, issues de z ou W), laquelle donne sur
Cyury la partie P. Toute G, issue de = + P contient @, parce que toute y,
issue de F contient z; elle coupe donc C,,,, en p(m + 1) poinls com-
muns & G, et G, et, par suite, admmet €, comme morceau; 'autre por-
tion de C,, varie avec W ou v, et dépend de 4 paramé(res comme y,. Si
les v ., issues de F dépendent de 4, parameétres, les C),,  issues de s+ P
dépendent de A, + 1 paramétres etl’on a d’aprés ce quia été ctabli déja
(s =s+m+2-—(l+1—1),

() | G;Ol+d‘+-2—(/21—/L),

g et o, ¢tant les surabondances de F pour les degrés d et  + 1.
En comparant on a

(2) S—sy=c—0o +m—d-—122,

car ¢ ——g,> 0, m>d + 3.
On a un exemple simple avec 16 points bases d’un faisceau de quar-

tiques, F\, Fy, ..., F,, Fyy, Fyy, dont les 14 premiers jouent le role
de F et les 2 derniers le role de . Il suffit du diagramme suivant

tracé sur une Cg circonscrite aux points F,, Fy, ..., F,, :
F,F....F,, Cs, ViV V.,

(w ~7
%y 48y

Fn; Fw Wl \Vg .o .‘\\'—“;, G; Cr;, Ty Taew s T l.)1 Pﬂ. . .1’32.
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La droite F,; F,, perce Cs en =, =, ...7,; les 16 W sont bases
d’un faisceau de quartiques et servent de résidu indifféremment aux

.16 points F,...F,, ou aux 32 points P, P, ... P,,; les 32 P sont done
bases d’un faisceau de sextiques, les quatre points bases complémen-
taires de ce faisceau n’étant passur Cy; par ¥, ... F,, passent =* quin-

tiques, donc par P, ..., P,, passent aussi »° courbes de degré 7; les
P ont done la surabondance 6 pour le degré 6 et 2 pour le degré 7, le
tableau T pour 72 = 7 consulté a la colonne 4 ot I'on prend A = 4 doit
donner le groupe complet pour le degré 7 contenant les 32 points P
on doit ainsi prendre soit Particle conique £ =1, d’0lt 36 points bases
d'un faisceau de sextiques, soit I'article cubique £=5 d’ou 33 points
situés sur une seule sextique; on ne peut conserver que la premiére
solution (") et ceci nous montre que toutes les courbes de degré 7, issues
des 32 points P obtenus sur Cy, contiennent aussi les 4 points bases
complémentaires du faisceau de sextiques: ¢’est conforme 4 la propo-
sition de Cayley et ces 4 points ne sont donc pas en ligne droite. Le
groupe w,... 7, P, ... P,, a pour sarabondance 1 pour le degré 8; ona
eneffetappliqué sur C; la construction générale d partirde F, ¥, ... F,,,
ce méme groupe définit un faisceau de C,, ayant toutes en commun
ladroite F'\; F,y;ila done lasurabondance 4 pour le degré 7. Ce résultat
confirme certains résultats énoncés au paragraphe 6 du Chapitre
premier; en général 7 points d’une droite et un groupe surabondant
pour le degré 6 définissent des C, toutes décomposées, avec la droite
comme partie commune; ici il a suffi de 6 points en ligne droite, et
méme simplement de 4, car les P seuls ont, pour le degré 7, la
surabondance 2 tandis que joints aux =, ils donnent la surabondance 4.

Cet exemple montre comment le probleme étudié au Chapitre
précédent (§ 6) peut profiter des résultats du tableau T. Il s’agit
de ladécomposition obligatoire de courbes d’un degré donné contenant
un groupe donné de points. Ici toutes les C; qui contiennent P, ... Py,
contiennent encore les 4 points supplémentaires, de base d’un
faisceau Cg + A G =0 le tableau Tnous apprend que les »® septiques

(1) D'ailleurs l'équation C; Cq~+ C4Ci =0, 'ou G et C; sont les deux sextiques de
base des faisceaux et C;, Cy deux droites arbitraires, contient le nombre de paramétres
voulu et définit les C; passant non seulement par les 32 P maisles quatre autres points.
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circonscrites se coupent deux & deux en 13 nouveaux points situés sur
une méme conique : si C, est donnée et si G}.varie, la conique variable
passe par un point fire A de C;; de la sorte imposons & une I'; in-
connue, déji circonserite aux P, de contenir 3 points en ligne droite
de C,, soit B, C, D; on obtient trois équations indépendantes des pre-
micres, soit un total de 33 équations et la septique I'; engendre un 7ré-
seau, la conique portant les points d’intersection de G, et d’une T'; se
décompose nécessairement en la droite BCD et alors de deux choses
I'une: ou bien cette droite BCD ne passe pas par A, ce qui est le cas
général etalorselle perce C, en guatre pointswvirtuelspourP,P,...P,, BCD
ou bien elle passe par A et alors perce C; en &rois points virtuels
pour le méme groupe; done, en général, adjoindre 4 points au
hasard situés en ligne droite a P, ... P,,, oblige C, & se décomposer,
parce que 'un des 4 points ne coincide pas avec les 4 points virtuels
déterminés par les 3 autres. Ce genre de raisonnement revient au fond &
introduire les schémas & 3 termes par parentheéses, étudiés au
Chapitre précédent; d’ailleurs, avec les considérations développées au
paragraphe 5 de ce Chapitre, on retrouve le méme résultat; en effet pour
le degré m =G le groupe P, P, ... P,, a la surabondance s =6, et
pour le degré m + 1=, la surabondance s, = 2; donc la formule

=s$,+m-+ 2—h, montre qu’une droite prise au hasard appartient
ala C; circonscrite & P, ... Py, moyennantquatre conditions linéaires,
c¢’est-i-dire 4 points pris au hasard sur cette droite.

10. I n’y a plus que le cas ou les C,, ont un morceau de décompo-
sition fixe, n’appartenant pas tout entier aux C,.,. Autrement dit on

aura
N Al Al ~N e A
(Jm == C[) (-’l/ (Jm.—-p—z/ (‘m.—H == Up (‘/n-p+h

ot G, et C, sont fixes ; on peut raisonner comme plus haut : en adjoi-
gnant au besoin des points virtuels pour le degré m + 1 (et par suite
pour le degré m), le groupe proposé peut étre supposé contenir

) (p+3 o
}L(—Ifg——) + (m+1—p) p'points fondamentaux pour le degré m +1,

répartis sur G,, de sorte que ces points fondamentaux obligent toutes
les Cyiy & contenir C,; or sur ces points, il y en a p qui sont, pour le
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degré m, surabondants; la différence s —s, représente d'ailleurs lo
total des points, fondamentaux pour le degré 7 + 1, mais surabon-
dants pour le degré m : donc ici onas—s,2p comme plus haut et le
résultat est done établi définitivement.

Donc a partir du degré minimum 7 ot les H points définissent des
courbes algébriques, les surabondances s, s,, s, ..., pour les degrés
m,m-+1,m-+2, ..., diminuent nécessairement au moins d'une
unité d chaque fois, tant qu’elles ne sont pas nulles : on est done certain
que, sipour un degré u. le groupe a une surabondance 5, il est normal
pour le degré u. + 5 el tous les degrés supérieurs. D’autre part, si les
courbes de degré m + p se décomposent nécessairement avee une
partie fixe y, cette partie fixe appartient nécessairement aux courbes
de degré m, m +1, ..., m + p. A partir d’un certain degré v cessera
d’étre morceau de décomposition obligatoire ; done & partir d’un cer-
tain degré le groupe n’aura plus qu'un nombre fini de points virtuels;
de méme & partiv d’'un certaiv degre il devient normal, et, au cas ou il
ne serait pas complet, en continuant & monter dans ’échelle des
degrés, le groupe devient non seulement normal, mais complet.

D’autre part nous avons vu que la surabondance =, pour fe degré u,
perd au plus v unités en passantau degré w + 15 sidonc on détermine
le plus petit entier o tel que (2 4+ -1) g >24, on est certain que
le groupe est surabondant au moins dans Uintervalle des degrés suc-
cessifs, u, u 41, ..., &+ p--1 (et peut-étre au deld), puis, qu’il est
normal pour les degrés u. + 5, o+ +1, ... (et peut-étre en decd).

Le résultat s = s, +m + 2 — A, énoncé au paragraphe 5 est sus-
ceptible d’unergénéralisation élégante pour les groupesanormaux com-
plets P définissant des courbes C,, sans partiecommune; nous les avons
indiqués autableau T, nous considérons les groupesF, V, P, les entiers
m, d dontle role a été expliqué; supposons que F ait la surabondance
g, pour le degré d +p (pZ o) et définisse =" courbes v..,; & toute
Ya+p issue de F correspond une courbe G, issue de P, on voit que si

. , -+ 1 D~ 2
d +p < mlesCp.p,issues de P dépendent de A, + (P__)QLI____)_ para-
métres non homogenes ; sid+ pZm, les C,,,+,,' dépendent seulement de

b D p+2) (d+p—m-41)(d+p—m2)
r 2 2

sultats évidents en se servant de la série linéaire découpée sur C, par

paramétres, ré-
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les vq.p- De la sorte on peut écrire, si pSm—d — 1,
Spmt —Sp=m4+p +1—(ly—hp_+p-+1),
Gpr—Cp=d-+p 41— (hp—lip_y),
et par soustraction
Spet— Op oy =8y—ap+m—d—p—1.
Or comme on a

s——-a:(m—a_1)2("1*01—9'):!—!-9.4—3+...-l—(m—a’——z),

laformule trouvée montre clairement que 'on a pouroSpsm —d—1

Sp— Tp=

(m—d—p—1)(m—d—p—2)

2
i

de sorte que 'on a des nombres triangulaires successifs décroissants
pour les différences

§— 07, S$—0y ey Smed—3 Tm—d=3r  Sm—d-2"" Tp-dd-2s

la derniere étant nulle, nous avons démontré que s,_, ,—,,4-, est
nulle aussi et on vérifie que les différences ultérieures restent nulles.
De lasorte, le caleul des surabondances successives du groupe P revient
au calcul analogue pour F et les degrés plusbas d, d +1, ..., au lieu
de m, m +1, .... En particulier si 5 = o, les surabondances succes-
sives de P sont simplement les nombres triangulaires successifs dé-
croissants.

1. Complément & la proposition de Cayley. — Nous pouvons
¢tudier les mn points (C,,, C,) ot n > mpour les degrés ¢ = m, m + 1,
m-+2, ..., n— 2, n— 1. Bacharach ne I'a fait que pour n— 2
et n — 1, car la surabondance des mn points pour les degrés ¢ égaux
an,n—+1,,..,m-+n—3conserve la méme expression analytique en
fonction de m, n, ¢ méme pour g =n -1 ou n —2, remarque faite
au paragraphe 3. Mais on peut géncraliser; pour ¢ =m, m+1, ...,
n —2, n —1 toule courbe C, qui contient p points pris au hasard sur
les mn admet aussi les ¢’ = mn — p points complémentaires et-se dé-
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O

compose en (,, et une C,,—,. On a

m(m-—+3
([) P:..__L______)_.}_mp’

2

, _m[on—m—oap—3]

s

2

Mais cette circonstance peut étre en défaut: le groupe des & + o' points
(G, C,) comprend pour le degré ¢ des points fondamentaux en
nombre g, mais il peut comprendre un groupe anormal, complet ow in-
complet, contenu dans les ¢ + ' pointsdonnés et cela permet, comme
plus haut, de trouver des.courbes C, contenant g points du groupe (et
méme g+ ¢) sans contenir les g (ou g’ — ¢) restants, c’est-a-dire non
décomposées en C,, et une C,_,. On reconnaitra ici que le groupe
partiel peut étre tncomplet (tandis que précédemment pour m = n < g
ou min<gq, il était complet). Soit donc le groupe P contenant
les ¢ — 2 points fondamentaux et s points surabondants (contenus
sur(,, nécessairement; P peut contenir des points virtuels situés sur C,,
mais non parmi les points C,, C,). On aAZ1, s> A, s$p" et un dia-
gramme relatif & des points portés sur €, (A entier Zo) :

F ma+n—qg—3—>r V
m—3— A n
W q P

w
Les courbes C, issues de¢ P découpent sur C,, une série linéaire
gty car elles ont une ¢quation de la forme

Con Cp -+ x1 (:1(/:‘—)6-/: R W Cull[l,p =0;
on a
(m—1) (m—2)

cv:nz(1n+())~p+/l—-s.,-— P —1+l—s,

0 1 = (m—r)z(m—-f?)_s.

La série W est donc spéciale et la surabondance s est toujours égale au
nombre de C,,_, linéairement distinctes-issues de W. Cette fois c’est
le dégré m +n — g — 3 — k= (m-—3 — h)+ (n— g)qui surpasse
le degré m — 3 — A. Nous retrouvons sur G, des groupes F, W
étudiés au premicr Chapitre, il fautici que Vet W n'aient pas de partie
commune et par suite que les courbes de degré ne—3 — A +(n—q)
issues de F ne se décomposent pas, avec la courbe (,_,—; comme
Ann. Ec. Norm., (3), XLI. — Aour 1924. . 29
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partie commune; si la courbe de degré 2 — 3 — %, issue de I, est lixe
(h=1), le groupe P est incomplet pour le degré m +p=gq cl se
compléte par 'unique groupe W: si cette courbe est variable, le
groupe P est complet.

Prenons un exemple simple : les 24 points communs & une G, et
une C, ont pour surabondance 1o pour le degré 4, G pour le degré 5,
3 pour le degré 6. En général toute C; qui en contient 18 contient les
G autres etse décompose en C, et une droite; mais sipar 6 points V pris
sur une méme conique, on fait passer une C, et une (g, les 18 points
complémentaires P de'intersection n’obligent plus les quintiques con-
tenant ces P i se décomposer en €, et une droite: on aen effet sur (,
le dlauramme

2 F 6V
‘ 1 6
sW 5 18P

N

les points F,, I, sont ceux ot la conique donnée perce de nouveau C,
et l'on voit que les 18 points P forment pour le degré 5 un groupe anor-
mal incomplet de surabondance 1 se mmplclant par les deux points
W,, W, ot F, I, perce de nouveau C,; une quintique passant par les
13 points P, et par suite aussi par W; et W,, n’est pas obligée de con-
tenir les V ni de se décomposer..

Si Pon suppose que C, et C, ont 7 points V communs situés sur une
conique, les 17 points P complémentaires forment cette fois un groupe
anormal comp/et, de surabondance 1 pour le degré 5 et donnent le dia-
gramme sur (,

¥ 2 7V
1 - 6
3W 5 1P

et une quintique contenant ces 17 P et I'un des points V ne contient
pasles 6 autres V nécessairement: si Fest le point fixe et V, le point V
adopté, les quintiques auront, d’aprés ce qui précéde, deux points
fixes nouveaux sur la droite FV,. Remarquons que le groupe des
17 points P met déja pour m =4, n = ¢ = 5laproposition de Cayley en
défaut : les quintiques contenant les 17 points communsa C, et une C,
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circonserite 4 ces 17 points P ne contiennent pas les trois autres
points communs, parce qu'ils sont en ligne droite.

12. Criterium nouveau powr la surabondance. — La conclusion de
cette étude est que 'on peut reconnaitre de la facon suivante si un
groupe de points P est ou non anormal pour le degré ¢ : soit G, une
courbe issue de P, coupons-la par une courbe quelconque issue de P
olt n > gq; G, et G, ont en commun un nouveau groupe Wi P est anormal
ou non suivant que W peut ou non étre placé sur une courbe de degré
n—3auplus; sin< g+ 3, le nombre s de ces courbes de degrén — 3
linéairement indépendantes est'la surabondance: ce criterium a été
donné jusqu'ici en prenant n=g¢. Si nZq¢ + 3; la surabondance

. n—qg—a2)(n—qg—1 . <p
nw’est plus s mais s — ( 4 )0( 7=Y). Cela résulte manifes-

tement du diagramme tracé sur G, :
P v
Gy Cr/—.%").

W Cpoya T

ott nous faisons apparaitre la courbe auxiliaire € donnant la régle
pour n =¢. Ce criterium s’applique aux groupes complets ou incom-

plets.

13. Courbes algébriques de degré croissant contenant un groupe de
points donnés. — On peut prolonger le tableau T en indiquant les
valeurs de I, =, V, P, A, s pour des courbes v, de degré supérieur a
m— 3: les groupes P ne sont plus nécessairement anormaux pour le
degré m, mais le tableau manifeste certaines propriétés curieuses. Ainsi
prolongeons pour m =4 : : ‘

[ m=4]
F c A% P h s
Conique... o o 8 8 5 0
P o g o 4 o
9 1) 6 10 3 0
3 o 5 11 2 o
4 o 4 12 I o
Cubique... 9 1 3 13 1 1
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De la résulte que, si parmi les points communs i une G, et €}, donnés,
7 sont sur une conique, les ¢ autres sont sur un faisceau de cubiques
et réciproquement (cela résulte de ce que la conique issue du point F
peut étre décomposée en une droite arbitraire et une droite quelconque
issue deF). Deméme si 6 pointssont sur une conique, les 1o autres sont
surunemémecubique et réciproquement. La proprié¢té indiquée pourles
g points bases d’un faisceau de cubiques permet de retrouver immé-
diatement cette proportion établie au Chapitre I, paragraphe 6, que ces
9 points joints A quatre points pris au kasard sur une droite quel-
conque donnant des quartiques toutes décomposées, réduites a ladroite
etaune cubique du faisceau. Le raisonnement est le méme que pour le
systéme étudié au paragraphe 9 de ce chapitre : 36 points bases d’un
faisceau de sextiques, quatre points pris en ligne droite et courbes de
degré ~.

14. Cherchons maintenant!’¢quation générale des courbesde degré
donné contenant un groupe de Hpoints donnés, supposé anormal pour
le degré minimum des courbes algébriques circonscrites.

Par exemple pour m=n et le systtme (C,, C,) on a vu que, si
nSqg<m+n —1, I'équation

Al Al Al al
(I) . G (J(/—— m+ (m ‘H/—-/L =0

est U'équation générale des courbes de degré ¢ circonscrites, C, ., et
Gy, étant deux polynomes arbitraires de degré ¢g—m et g—n:
les parameétres entrant dans C,_,, et G, , sont tous indépendants. Mais
si gZm -+ n, 'équation (1) contient des paramétres surabondants ; on
peut en elfet remplacer (1) sans changer le degré de C,—,, ou C,_, par

(2> Con (Ct/-m —C, Xt/~;:1-n) + €, ( Cr/—n. “+ Gy Xr/—-m—n) =03

0t Xy—p—, est polynome arbitraire en @, y de degré ¢ — m —n ctles
(g—m—n-+1)(q—m—n-+2)

2

Xg=n—n peuvent étre utilisés de facon a réduire le nombre de para-
métres homogénes apparents entrant dans (1) au nombre

coefficients arbitraires figurant dans

oy (g—m+1) (g—m+2)
(3) .

+((/—-n +1)(g—n—2) (g—m—n+1)(g—m—n-+2)
2 2
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et ce nombre est bien égala H—"> — mn de sorte que I'on ne

peut réduire davantage, les mn points formant un groupe normal pour
les degrés m + n et supérieurs.

Cet exemple montre bien la marche générale, indépendante de
Pexemple particulier, propre A ne conserver que les paramétres stricte-
ment indépendants. D’autre part le tableau T permet de suivre les
surabondances successives pour les degrés successifs croissants. Un
groupe P du tableau T est obtenusur C,, avec deux groupes simultanés
F, Vet deux courbes v, et €, ; par F on fera passer une courbe v,
au lieu de vy, et 'on a un résiduel nouveau de F soit V, situé avec P sur
une méme C,., et inversement; de sorte qu'en comptant les v,
issues de F, autrement dit en évaluant la surabondance, nulle ou non,
de I' pour le degré d + p onarrive i trouver la surabondance de P pour
le degré m +-p.

15. Soit 'exemple trés simple de m?*-— m + 1 points bases d’un
réseau de courbes de degré 7. On prendra

(1) CmEE $ll:n~~-l ‘Jf‘y fm—l -+ .)/2\/'"1—2 +... "-"}'mf()a
(?') Ci/tE (1‘-- é) hm—l +}’ Sm—1 -i‘}"lé’m—z .. +.}’”‘ Sos

ot £ est une constante non nulle, les /, g, 2 des polynomes entiers

-

en x de degré marqué par leur indice. On a

(‘J) C:n— C,,L= — E_, Ny +y (gm——x-"f/n—'l )+ . ._]_;ym(go_fo),
w__ ECu+x(Cr—C .
Gy =t =) ey ey ]

; Y
+ & [é"m—l "‘fm»——: -+ ¥ (é’m—? '—"fnz-:2> + ... +.}""—I (.5"()—f())]'

La courbe générale du réseau déterminé par les 7e* — m -+ 1 points
communs & G, et €, autres que ceux portés par Oz est done
(5) )‘ Cm -+ .U* Cfu‘*" v CZ; = 0,
% &, v étant des constantes arbitraires. Nous remarquerons l'iden-
tité importante

(6) (é— x)Cl!L+ xciﬂ'—yc;’n: o,
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qui peut s’obtenir a priori en remarquant que la courbe y (), est une
courbe contenant les pomts communs a G, et C,,.
Si nous considérons maintenant deux courbes du réseau

(, ) ‘ A 4nz -+ {‘L (Jm -+ Vv C;’n =0,
7 [ 7-’Cm (J- (an+ *),C[,’,,: 0,

les points communs, autres que ceux du réseau, sont done définis par
la droite d’équation

(—z oz —y

(8) ) 5 [T
7 !

Sid, w, v restent fixes, tandis que 2/, u’, v/ restent fixes, celte droite
pivote autour du point défini par

r_.. 2
(9) : =Y

L'identité (6) montre que ce point appartientila premiére courbe (7)
et ¢’estle point fixe de cette courbe autour de laquelle pivotelasécante
portant les (m — 1) points communs 21 cette courbe et & une courbe
variable du réseau. Ce point /'»;“’1 — = peut, A, u, v variant, prendre

[ J
une position arbitraire.dans le plan; il en est de méme pour le point
V' &

’ 9,
analogue ),-7~ AR relatif & la seconde courbe, de sorte que la

droite (8) peut prendre, par variation de %, @, v, A, p/, ¥, une posi-
tion arbitraire.
L’équation

(10) Con Cu =+ €l Gy Gl € =0

représente la courbe générale de degré m -1 circonscrite au
groupe, G,, C\, C} étant trois droites arbitraires, il n’y a que huit para-
métres homogcnes et non neuf, car on peut retrancher de (10) le pro-
duitde (6) par une constante arbitraire et annuler le coefficient de y
dans C]. Les courbes

(11) j GGG G+ G Ci =,

{ Cm (‘l’l‘(‘m (11’*“ :’Illt ” =0
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se coupent en 3/ points V complémentaires situés sur une cubique
ISP VO
(12) , e i s
) o © 0 | =o.
Gette cubique perce la premicre courbe (11) en 3 points parasites
définis par

y ~ ~
. y » (04
(I.‘}) L= 2

Cette remarque permet de retrouver le groupe au tableau T pour
m +1. On aainsi, avec trois points [ixes surune C,., non en ligne
droite,

m—+1
F a \Y P h s
- \ . m—3)(m—
Cubique... 3 o 3m m:—m +1 6 ( )0( i)

Nous voyons de méme que I'équation générale des courbes C,,.,

contenant le groupe est, avec trois courbes C,, €, /' arbitraires,

(l!l) Co C})+ C//u _4;,-+- (’:,/(n(:},l = 0.
Pour reconnaitre les paramétres surabondants il suftit de résoudre
I'identité, ou T, T, T', sont les inconnues :

AU a4

(15) Cn T+ C, T, + G, 1, =o.

La courbe I", doit donc éontenir les (7 —1) points en ligne droite
communs 4 C,, et (,, mais non a G, ; doncsi pSm — 2, ') admet en
facteur la droite portant ces (m-—1) points. Avec les axes actuels on
aura donc pour pSm — 2
(16) rp'-:-*“(cf"“ﬂf') Xp—iv rl‘;,E.Z'Xp-l, 1;,15‘—‘}’}(1)-1)
ot X,_, est un polynome en x, y arbitraire de degré p — 1. L.’équation
(14) contient donc un nombre de paramétres homogénes arbitraires

Sprn(p+2)—plp+1) _

2

p+1)(p—+3)

strictement indépendants ; ceci montre que la surabondance est
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-

(m—p—2)(m—p—3)

9
menant par le point fixe F de C,, au lieu ’une droite une courbe v .,
arbitraire. Les courbes

» nombre que on peut obtenir directement en

( ) \ (‘m )+ (Am ) Clllnu;lz ==
17

’ Cm 4 + Cm(” -+ (‘m‘

se coupent en [(2p +1)m +p*—1]| pmnls nouveaux situés sur la
courbe C,,,, d"équation

G, G G
(IS) C]) (:;y

L= xr =y

G |=0

et cette courbe ., perce la premiére courbe (17) en p* -+ p -+ 1 points
parasites fixes définis par

L _6_ 6

f—2x & =y

(19)

Notre groupe de m*— m -+ 1 points seretrouve donc pourp=m — 4
) I p
au tableau T pour le degré m + p 4 I'article C,,.,

- m-+p
r v AY P h $
Copiy P*H+p+1 0 (2p+1)m+pt—1 m—m+1 p4fp+1 (m—p—2)(m—p—3)

2

‘Le nombre /i est obtenu en nous rappelant que lesC,,,, contiennent
2+ A paramétres homogénes ; nombre égal & (p+1)(p+ 3); cela
entraine bien que o soit nul, car les courbes C,,., issues de I' con-
tiennent 1+ /4 paramétres homogénes; F et P sont corésiduels sur .
Cmapr done i toute C,, issue de P correspond une courbeC,,, issuedel;
donclesF définissent un réseau de courbes de degré p + 1; les F mar-
qués sur G4, offrent donc pour le degré p + 1 la méme particularité
que les P pour le degré m.

Sil'onpose M= m + p, puisquep < m——/mnam_ll-f— -,p_M — 2;

<9
on déduit de ce qui précéde que sur une courbe Cy tout systéme de
p*+ p + 1 points bases d’un réseau de C,., entraine l'existence d’un
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systéme analogue de m*—m +1 points base d’un réseau de C,,

(m +p =M).On remarque encore que dans letableau T pour le degré

m +p;ilya, ensupposant pSm — 4 et pZ 3, deux lignes équivalentes
: m-p

F g Vv P h

p—=1(p—2)

2

(m—2)(m—23)

C, Mmi—m-+1 T mp+m--1 m4+mp+pt—m-+1 2
. 3 A

Cps1 PPH+p+1 mp+m-—1 mrmp—+pt—m-4+1 2
» £

Enfin on constate aisément que les m* — m -+ 1 points étudiés ont
pour surabondance successives pour les degrés suivants :

m m 41 ..o oam—5 am—4 am—3
(m—z)q(m—.%) (1)1—3)9(7)1-——4) 3 ‘ o

le degré minimum des courbes contenant le groupe est m.

16. Dans tous les exemples analogues on aura donc i déterminer
d’abord le degré minimum des courbes qui contiennentle groupe anor-
mal, et le tableau T indique pour deux courbes C,, (;, la courbe de
degré minimum contenant les points d’intersection complémentaires
communs et G, & C,, : cela permet de découvrir les identités ana-
logues & 6. '

CHAPITRE III.

APPLICATIONS GEOMETRIQUES.

1. Quartiques circonscrites & onsze points. — Au Chapitre premier,
paragraphe 16, j"ai montré comment 11 points choisis arbitrairement
P,, P,, ... P, peuvent ¢tre complétés parsc' couples V, W, de facon
que les quartiques circonscrites & ce couple et aux P forment un réseau
et non un faisceau. On suppose que, sur les P, il y en a pas 5 (ou
plus) sur une droite, g (ou plus) sur une conique et enfin que les
11 ne sont pas sur une cubique; ils forment donc un groupe normal
complet pour le degré 4. Je rappelle la construction : soient C, une

Ann. Fe. Norm., (3), XLI. — Aour 1924. 30
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quartique fixe circonscrite aux P et C) une quartique variable circons-
crite aussi aux P; €} coupe C; en cing points Q, R, S, T, U dont quatre
ne sont pas en ligne droite (sinon le cinquiéme serait avec les P sur
une méme cubique); Q, R, S, T, U déterminent une seule conique
coupant C, en A, B, C et ces points, d’apres la théorie de larésiduateon,
sont indépendants de C ; ladroite BC, par exemple, coupe C, en deux
points V, W formant un couple cherché; on le voit en coupant encore
C, par une droite A« arbitraire issue de A et écrivant les égalités
symboliques

(1) Pi+Py+...+P+Q+R+35+T+U=o,
(2) A+a+pL+y=o,

(3) B+C+V+W=o,

(4) Q+R+85+T+U+A+B+C=o,

dont chacune exprime que le premier membre comporte tous les
points communs & C, et une courbe algébrique : la théorie de la
résiduation permet d’ajouter de telles égalités membre & membre et
de supprimer dans une telle égalité une somme partielle nulle. Donc
en retranchant la derniére somme du total des trois premiéres il vient

(5) Pi+-Py+...+Py+V+Wo+p+y=o,

qui exprime le résultat, car on a 16 points de base d'un faisceau de
quartiques contenant trois points o, 8, v en ligne droite; CA donne de
méme un couple V', W et AB un couple V", W”. Les quartiques
circonscrites aux P, & Vet V' contiennent automatiquement W et W’ et
forment un faisceaw, car le groupe P, ... P,, VW est complet. Le
faisceau PVV’ contient un nouvean pointtixe qui, d’apres les propriétés
du réseau PYW, est en ligne droite avec V' et W'; ce point est donc le
point de rencontre Z des droites VW et V'W'; sur chaque quartique
du faisceau PV, W, V', W', Z il y a trois couples associé¢s aux P : deux
sont connus (VW) et (V'W'); done le troisieme couple V'W” dépend
bien de I'unique parametre du faisceau, il engendre donc une courbe
algébrique G sur laquelle V7 et W” se correspondent birationnellement
de sorte que C estdu type hyperelliptique. J’ai montré plus haut que G
est vratsemblablement de degré 7 avee P, ..., P,, comme points
doubles et n’a pas d’autres singularités. Des considérations simples
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de géométrie dans l'espace vont donner une démonstration rigoureuse
de ce fait.

tiques linéairement indépendantes du systéme linéaire «® circonscrit
aux P. La surface unicursale = définie par '

2. Dans'le plan II portant les P, soient C,, C,, €}, C] quatre quar-

) X Y 4L .7
(e, 7)) Cila,y) T, ) - Tl )

correspond point par point, bivationnellement, au plan II'; remplacer
les quartiques C, par d’autres, indépendantes aussi, revient & une
transformation homographique de T ou & un changement du triédre de
référence, sans toucher i X; cela sera utilisé pour simplifier I’équation
de X. De méme une transformation homographique faite dans le
plan I permet de prendre pour P, P,, P,, P, quatre points choisisa
Pavance : il n’y aura done que la variation des sept points P,, ..., Py,
qui influera sur la configuration de ¥ (sauf transformation homo-
graphique dans 'espace a trois dimensions).

A tout point arbitraire de 11 correspond un point de T et un seul; a
chaque P; correspond exceptionnellement une droite de X; soit en effet
Iorigine de II prise en P, ; posons y = maz, de sorte que les variables
soient (x, m) au licu de (2, y). Substituons, supprimons le facteur x
commun aux dénominateurs; faisons ensuite & = o, on obtient des
¢quations de la forme

X Y Z » T

(2) A+ Bm =.‘:\‘1+B[In:Ag—i—nznl:As“}‘ B,m’

définissant, m variant, une droite A, dont chaque point correspond
homographiquement a chaque élément de contact issu de P,. La
surface X contient donce t1 droites.

A une droite de 1T ne contenant aucun P; correspond une quartique
gauche unicursale de £; si la droite passe par P, il y a décomposition
en cubique gauche unicursale et droite A, rencontrant la cubique. La
droite P, P, donne une conique rencontrant A, et A, chacune en un
point; il y a donc 55 coniques de cette espece (le cas ouil y a trois ou
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quatre points P situés sur une méme droite donne donc des cas de
dégénérescence).

Soit une courbe unicursale, de degré m, dans le plan II admettant
P; comme point d’ordre d; (d;20); cette courbe est I'image d’une
courbe unicursale de ¥, d’ordre 4m — Xd;, rencontrantA; en d; points.

La section plane de X par le plan arbitraire

(3) uX +¢oY+wZ +AT=0

a pour image sur 1I la quartique générale du systéme o® circonserit
aux P

(4) wCy+ oC, 4+ wC, + AC,=o.

Donc X estde degré 5; si la quartique plane admet P, pour point
double, elle est 'image d’une quartique plane de X dont le plan con-
tientA, etréciproquement. Les quartiques planes circonscrites aux P et
admettant P, comme point double forment un faiscecau linéaire, car
les quartiques du systéme =* circonscrit aux P ne pourraient étre
toutes tangentes entre elles en P, que si les P étaient sur une méme
cubique; la condition pour que la quartique (4) ait P, pour point
double se traduit, avec le choix de notations employées pour (2), par
les deux équations distinctes

N | A+ oA +wA,+ A=,
) | 4B oB,+ B, ABy = o.
Les tangentes au point double se correspondent involutivement, donc
-aussi les deux points variables ou la quartique plane de T coupe A, ;
les rayons doubles de 'involution des tangentes sont les tangentes
de rebroussement a deux quartiques particulieres ayant P, comme
point de rebroussement et les sections planes correspondantes de X
viennent toucher A,. Le faisceau des quartiques circonscrites aux P,
avec P, pour point double, a deux points bases complémentaires qui
sont sur la courbe C, étudiée plus bas, mais déja signalée, les homo-
logues du point P, dans la correspondance birationnelle déja signalée
entre les points de C; les sections planes de £ par les plans pivotant
autour de A, rencontrent A, en deux points variables et deux points
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fixes qui sont ceux o A, perce la cubique gauche T, ligne double
de X, étudiée plus bas. ,

La quartique circonscrite aux P peut se composer de la droite P, P,
et de la cubique circonscrite & P,, ..., P,, P,,, P,,; la section plane
correspondante se compose de la conique déja signalée, correspondant
a PP, et d’une cubique non unicursale (un cas de dégénérescence
de X est donc celui ou les neuf points P autres que P, et P, seraient
bases d’un faiscead de cubiques : la conique d’image P,P, devrait se
réduire a une droite rencontrant A, et A,). Si I'équation (4) représente
une quartique 4 point double, le plan correspondant est tangent a X et
réciproquement. On a ainsi le moyen de former I'équation tangentielle
de Z; les plans bitangents forment un systéme = ; les plans tritangents
sont en nombre fini et correspondent aux quartiques unicursales
circonscrites aux P : ce sont les plans tritangents proprement dits;
mais il y a ceux qui contiennent 'une des 55 coniques déja signalées,
correspondant aux quartiques composées de la droite P,P; et de la
cubique circonscrite aux neuf autres points P. Il v a donc des cas de
dégénérescence de X, siles =' quartiques de genre 1, circonscrites
aux P, ont deux points doubles dont I'un, ou bien tous deux, se
confondent avec des points P ou encore si I'une des quartiques unicur-
sales circonscrites aux P admet trois points doubles situés en P, P,
P,; ces cas sont faciles d’ailleurs i réaliser effectivement. De méme
on écarte un cas encore plus spécial, celui ou P,, P,, Py, P,, Py, Py,
P,, P, définissent une conique et ou P, P,, P,, P,, P;, P,,, P,, défi-
nissent une autre conique : I'une des quartiques circonscrites aux P
se décompose donc en deux coniques, dont les points communs sont
des points P. |

3. Réciproquement, & un point de %, correspond en général un
point et un seul de I1; sur chaque quartique circonscrite dux II, il y a
trois couples (V, W) tels que toute quartique contenant V contienne
automatiquement W : done (x,, y,) et (z,, y,) étant les coordonnées
de VetW,ona - '

Colzy, 1) Clry, yy) C, (zy, ¥1) — G (x4, id) ),
Cilys ya) — C(@, yo) — Gl ya) €U, )2)

(1)
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et ces deux points V, W correspondent & un méme point de I, point
double de ; le lieu de ces points est une cubique gauche I'; le tableau T
dressé pour m =/ montre que I ne peut admettre de point triple,
sinon on aurait, d’aprés le méme principe, un groupe de trois points
(@ ¥ )s (@0, ¥, (2, yy) de I formant avee les P un groupe de
surabondanee 2, sans que toutes les quartiques circonscrites aux
groupes se décomposent : or la surabondance 2, dans ces conditions,
est impossible. Chaque section plane de Z, ¢tant de degré 5, avec trois
trois points doubles, est bien de genre 3 conrme la quartique image
circonscrite aux P et il v a correspondance birationnelle (de courbe &
courbe) entre cette quintique de X et la quartique image. Les couples
(V, W) décrivent, surII, une courbe algébrique C, dont on peut obtenir
l’équatioh en ¢liminant x,, y, entre trois ¢quations (1); si m est le
degré de C, & le degré de multiplicité de chaque P; sur C, on a, en
comptant les intersections de C avec une quartique image, I'équa-
tion fjm =11d + 6, do d =2 + 4/, m =7 + 11/, h désignant un
entier Zo. Pour avoir la valeur exacle de Z, remarquons qu’une section
plane menée par A, a pour image une (uartique dont P, est point
double, tandis que les autres P> sont simples : la section plane et
son image sont done de genre 2; la section plane a done, en suppri-
mant A,, un seul point double; puisque tout plan mené par A, ne
coupe plus la cubique gauche I' qu'en un point, c¢’est que A, coupe T’
en deux points; a chacun de ces deux points correspond, surl'image C,
I'an ou 'autre des deux éléments de contact issus de P,, done d = 2,
h = o. C'est donc la géométrie dans I'espace qui nous fournit la valeur
exacte de 4. (On aurait encore pu dire ceci : I' étant une cubique
gauche, d est le nombre de points ot A, perce I' de sorte que d_ 2, or
d=2a2+4h,doncd=12,~h=0.)

Nous avons vu que les deux tangentes Pz, P, ¢, aux quartiques
de ITappartenant au systeme »° étudié et admettant de plus P, pour
point double forment un systéme en involution; les deux tangentes
PG et P04 Cnese correspondent pas dans cette involution. En effet,
A, rencontre I" en @ et @ correspondant aux éléments de contact P, 0
et P,0"; pour que O et ©' se correspondissent dans 'involution tracée
sur A,, il faudrait que les deux tangentes en © et @ & T fussent dans
un méme plan avec A,, chose impossible, puisque T cst de degré 3.
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Le point @ a deux images, dout 'une est P, avec I'élément de
contact P,0 et lautre est situce sur C en dehors de P,. On pourra
remarquer que la quartique déterminée par P, P, ... P, (VYW),
(V'W") et la tangente P, 0 en P perce C précisément & la seconde image
de @. On a ainsi les deux points bases supplémentaires communs aux
quartiques du faisceau linéaire passant par les P avec P, pour point
double.

4. Par une transformation homographique sur X on peut supposer
que I' est la cubique d’équations paramétriques '

(1) X =, Y = ¢, 7 = .

Une surface quelconque de degré 5 admettant cette cubique pour ligne
double est une surface X étudiée ici : en effet, toute surface de cette
définition a pour équation

(2) (X2— Y2 (AX + BY + CZ—+D)
(Y= XZ) (A X + B Y + G, Z+ Dy)
(XY —Z)2 (A X - BaX = GoZ 4 D)
(Y= XZ) (XY = Z) (A X+ By Y + G + D)
(XY —Z) (X2 = YA X =B, Y o+ GZ+ D)
- (XE— V) (Y= \Z) (05X = By Y 4 GsZ -+ D) = o.

Ily a 18 paramétres homogenes, et non 24, en tenant compte des
identités.
(= Y)Y —=X(XY —=Z)+ Y*—\XZ=o,
(3) '

I (X2—Y)Z —Y(XY—Z)+(Y?— XZ)X = o,

provenant de ce que la surface (Y* — XZ)T =0 ou (Y* = XZ)X=o0
contient 'intersection compléte de X* — Y =0 ¢t XY —Z=o0. On
peut multiplier chaque identité (3) par X* — Y, XY — Z, Y* — XZ et
par suite, en retranchant de (2), faire disparaitre B, C, A,, D,, A,, B,
dans (2). D’autre part, il est facile de vérifier que (2) ne peut se
réduire & une identité que si le premier membre de (2) est combi-
naison linéaire de six identités que nous venons de déduire de (3);il
y a donc bien 18 paramétres homogeénes strictement indépendants
dans I’équation (2). D’autre part, dans II, on peut, par une homogra-
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phie plane, donner & P,, P,, P,, P, des positions arbitraires : il reste
donc 14 paramétres, non ho'mogé‘nes, essentiels et indépendants pour
fixerPy, ..., P,,. Celafait, remarquons que la cubique gauche I', qui est
unicursale, reste invariante, dans son ensemble, mais non point pour
point, dans une infinité de transformations homographiques de I'espace
a trois dimensions obtenues ainsi:le point N=¢, Y=2¢, Z=17
décrit T, mais «, §, v, ¢ étant quatre constances arbitraires le point

,(,_oct—lr-@ Y_(c7.t—+-ﬁ)'2 ,/__(ocl—-}-ﬁ)3
MT Yo’ T e+ o’ T (gt 6)?

décrit aussi la cubique : il est bien clair que la transformation homo-
graphique obtenue en écrivant d’abord

_ (at+B)(yt+9) 7 _ (et+B)

_ (et +B)(yt+29)? v ,
= (yt+0)3 YT (ye+0)

(4) XL_ (yt—+0)?

K

puis développant les polynomes du troisiéme degré figurant dans les
formules (4) et y remplacant ¢ par X, ¢* par Y, #* par Z, laisse inva-
riante la cubique dans son ensemble; le point ¢ de. ' est remplacé par

. ol - ) S . N
le point 7;—_;5‘, la surface X change donc dans cette transformation (*),

car une sécante double de T telle que A, change; donc X dépend, en
outre des 14 parameétres essentiels trouvés pour Py, Py, ..., Py, des
trois paramétres non homogeénes o:B:v:3. Onretrouveainsiles17 para-
metres non homogénes indépendants, donc toute surface X définie par
I’équalion (2) est bien une de celles étudiées ici. Une telle surface est
donc susceptible d'une représentation plane de I'espéce étudiée’ ici;
ces surfaces admettent 1i droites, sécantes doubles de T'; dans
certains cas, il peut s'introduire des droites distinctes de celles-13,
mais alors elles ne sont pas sécantes doubles de T'. Nous pouvons
remarquer que si I’on choisit deux points situés sur une méme sécante
double de T etsi I’on assujettit la surface (2) & contenir ces deux points,
ladroite en question appartient tout entiére & X;on peut donc assujettir
la surface X définie par (2) 4 contenir 8 cordes arbitraires de I' et il
reste alors un paramétre linéaire; le faisceau des surfaces L ainsi

(1) Mais la forme de I'équation de £ ne change pas.
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obtenues posséde une courbe fixe de degré 25; I' compte pour 12, on
a 8 droites et il reste donc une courbe gauche complémentaire U de
degré 5 : ce qui précede montre que I'on ne peut choisir arbitrairement
les 11 sécantes doubles de T'.

Il 'y a quelques remarques intéressantes a faire sur le faisceau de
surfaces que nous mettons ainsi en évidence; soient ¥ et X, deux
d’entre elles; effectuons. pour ¥ la représentation plane étudice ici;
Iintersection U de X et X, a pour image une courbe « de degré m;
remarquons que la droite A,, non commune, perce £, en cing points
dont un seul est hors de T'; par suite « admet P, comme point simple,
et de méme P,, et P,,. Soit maintenant la droite commune A, : si A,
est prise pour axe Oz, 'équation du plan tangent aX au point de cote =
est de la forme y — vz = o0, ot p est une fraction rationnelle en =
de degré 2, puisque nous avons vu que tout plan issu de A, touche la
surface en deux points hors de I'; le méme résultat vaut pour £,, done
sur A, il y a’quatre points ou X et I, sont tangentes; or deux sont
connus, ce sont les points ou A, perce I', donc les deux autres points
sont sur U et par suite « admet P,, ..., P, comme points doubles;
U étant de degré 5, sil'on coupe u par une quartique circonscrite a
P,... P, ona, en totalisant les intersections,

fm =8 x24+3+5 ou m==06;

or unc sextique assujettie a avoir pour points doubles P,, P,, ..., Py,
et pour points simples Py, P,,, P,,, estsoumise & 27 équationslinéaires,
qui sont indépendantes si les 11 points P ont été choisis au hasard (') :
delasortesurlasurface X étudiéeici, on peuttracer lacourbeUcommune

(1) Iei c'est moins évident que s'il s’agissait de 27 équations obtenues en donnant
27 points simples choisis au hasard. On sait en toul cas que le probléme n’est pas
impossible, puisqu'on a w7 équations lindaires et homogénes & =8 inconnues. Si
dans un cas particulier les 27 équalions sont distinctes, il en sera de méme « foriori
pour le cas général. Or, prenons une quintique unicursale Cs dont nous appellerons les
points doubles Py, Ps, Py, Py, Py, Ps: coupons celte quintique par une droite et appelons
les points d'intersection P;, Pg, Py, Py, Pyi. Il y a une sextique admettant Py, ..., Pg pour
points doubles et Py, Pyy, Pyy pour points simples (au moins) : ¢’est 'ensemble de la
quintique et de la droite ; il n’v a pas d’autre solution Gg, sinon la quintique C; aurait en
commun avec celte sextique Py, ..., P; comptant pour un total de 24, P; et Pg pour un
total de 4; Py, Pio, P1y pour 3, soit un total général de 31, de sorte que Cj fait partie
de Cg. L'expérience est done concluante.

Ann. Ee. Norm., (3), XLI. — Aour 1924. 31
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a ¥ et & une surface de meéme nature, avant I' pour ligne double, et
contenantA,. ..., Ag (") : il suftit de tracer « et de remonter a U.

5. Partant de la représentation paramétrique

X / 7 T
(1) == ——(—]Tﬁ,_“f‘—'”,

4
b 4

il fautindiquer Ie moyen d’obtenir I' dans I’espace et Csur IT; sotent A
un point de T, a et @' ses images. Les plans pivotant autour de A
forment un systéme linéaire =*; les quartiques, images des sections
planes en question, passent par P,, ..., P,., @, a’ et forment de méme
un systéme »?; deux sections planes de cette série se coupent en trois
points autres que A, soit B, C, D dont les images b, ¢, d sont en ligne
droite; réciproquement si b, ¢, d sont trois points de IT en ligne droite,
images de trois points B, C, D de X en ligne droite, les quartiques
circonserites A P, ... P, bed se coupent en deux nouveaux points «,
a' bases avec les P d’un réscau dé quartiques, de sorte que la droite
BCD rencontre I au point A qui a pour images a et a’. Prenons done
dans I une droite arbitraite ¢ : ¢’est 'image d’une quartique gauche
unicursale y admettant, comme on sait; ' sécantes triples, engendrant
une quatrique Q contenant I'; si ¢ varie, Q engendre un systéme li-
néaireo® dont I'estune ligne commune. En réalité il suffit méme <’ une
seule droite & pour obtenir I'. Supposons que Oz, dans I, n’ait pas de
position particuliére et prenons-le pour droite ¢ : sil’onfaitdoncy = o
dans (1) on a les équations paramétriques de

X ‘ Y
(2) Azt +Bx*+Cx*+Dax+E Ao+ B a3+ C'a2+D'a+ E
—— J\”“’"“l" l%//‘zra + C/’ ‘,I‘,Z + l)//x + l(:I/
Il‘

- Azt B 23 - C" 22+ D" + E”

(1) Tous les raisonnements du paragraphe 4 supposent essentieliement que la surface =
de degré 5, admettant la cubique gauche I' donnée pour ligne double, n’est pas réglée.
Or on constale aisément que si £ élait réglée, elle se décomposerait en un plan et 'une
des surfaces de degré 4 admettant I' pour ligne double, ces surfaces de degré 4 sont réglées
et forment un systéme linéaire =% que Clghsch a étudié au Tome Il (1870) des Mathe-
matische Annalen. Unc surface = non décomposée admet, comme on peut le voir, aisément,
par un calcul direct, onze droites, sécantes doubles de T, et pas davantage.
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et I'intersection de 7 avec le plan

(3) ' uX +oY+wZ +-4iT=0
s’obtient en résolvant
(4 Cuw(Azxt+Bat -+ Dax + E)
+ oAzt ) (At ) = AN L) = 0.

Les racines z,, @,, ay, 5 de (4) satisfont & une relation, linéaire par
rapport & chacune, facile & former en introduisant une inconnue
auxiliaire g et les fonctions symétriques S,, S,, S;, S,. On a

P uN A A = A=

\ uB + oB' + B+ AB"=— 08y,
() FuC ol + ol +A0"=  p8,,
( uD + oD+ D"+ AD" =—158,,
uE+ B+ wh' + hE"= 58S,
d’otl .
A AT AT AT 1
B B B" B" —8§
(6) CoooCe 8, | =o.
D b D Dh" —8,
E E E E” S,
~ En développant (6) on a
(7) . aS, 4+ B8, -+ yS;+ 98, +~e=o0.

Si l'on se donne arbitrairement z,, x,, x,, cette équation donne &,
puisque z,, x,, x, donnent trois points dey et, parsuite, un plan; mais
si les trois points de 7 sont en ligne droite, £ est indéterminé et réci-
proquement. Si donc o, 5,, g, sont les fonctions symétriques de z,,
Z,, £y NOUS éCrivons '
(8) }occrl—i—@crz—l—'/aa—&-e—_—o,

| Bo,+ yo2 + yos+a=o.
Ces deux équations déterminent, par exemple, o, et o, en fonction de
7,5 (7) est alors vérifiée quels que soient o, et Z; les équations (5)
fournissent alors pour «, v, w, & des valeurs proportionnelles a des
polynomes bilinéaires en s, et Z, de sorte que le plan

(9) uX +¢Y+wZ+hT=o,
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enveloppe, £ et o, variant, une quadrique Q; par exemple si les équa-
tions (5) se réduisent aux quatre premieres, 'équation du plan (9g)
peut se mettre sous la forme
S W R N N 1
‘ B B B B —0o—:
(9") . (DR DU L Dl g+ oy
D D D" —oy—ay
XY Z 7T 0

5, et g, étant les polynomes du premier degré en o, déduits de (8).

Si maintenant dans (g') on remplace X, Y, Z, Tpar C,, C}, C;, C/, ona

'équation de la quartique plane image de la section de X par le plan;

quand o, est fixe, £ variable, on a un faisceau linéaire de quartiques

de II se coupant aux trois points b, ¢, d en ligne droite et aux points

associés a, a’. Ces deux points «, a’satisfont donc aux deux équations
{0 +Heo +H0o,+H'o;=0,

(10) , .
| H-+Hoy+ "oy + =o,

obtenues en développant (9") suivant la derniére colonne et, annulant
‘séparément le coefficient de £ et le terme indépendant de &5 H, H’, H”,
H” sont des combinaisons linéaires simples de X, Y, Z, T ou si I'on
préfere de C,, €, G, C]. Si donc on ¢limine &, entre (10) on obtient -
I'axe Ox décrit par les points variables b, ¢, 4 et le lieu C décrit par le
couple associé (a, a'). L’axe Ox est ohtenu une seule fois, parce que,
a un point de Ox correspond une seule valeur de o,, ou si I'on préfére,
parun point de 7 passe une seule sécante triple; pour ¢liminer g, entre
les équations (10), il revient au méme d’¢liminer =,, s,, 7, entre
les équations (8) et (10), ce qui donne
H W W H
HOH 07 o
(1) ‘ .
. 5 a ] Vi

P R ~
a i / 2]

Sil'onregarde dans (x1) H, H', H”, H” comme combinaisons linéaires
deX, Y, Z,Tcest équation de la quadrique Q : on vérifierait aisément
quen opérant avec la droite y = mx + n au lieu de y = o, on arriverait
4 une équation analogue contenant m, n linéairement et la courbe I’
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serait la courbe commune au réseau de quadriques. Si au contraire
H. H"H", H"sontregardées comme fonctions linéaires de C,, C,, C7, C|
on a le lieu dans le plan II des points b, ¢,d, a, a'. L’équation estalors
du degré 8 et Ox enleve, il reste bien 'équation de degré 7 représen-
tant la courbe C; et comme les éléments des deux premiéres lignes
de (11) s’annulent pour les Py, chaque P, est point double de C. '

Toute quadrique raenée par I'coupe Xsuivant une quartique gauche
complémentaire ayant pour image une droite.

6. A étant un point de T, toute sécante issue de A perce X en trois
points dont les images sont en ligne droite; appliquons ceci en suppo-
sant que la sécante rencontre de nouveau I' en B et T en C; les images -
b, b" de B et c de C sont en ligne droite; pour la méme raison a, a’, ¢
sont en ligne droite. Nous retrouvons le résultat donné plus haut, &
savoir que le réseau de quartiques P,, P,, ..., P, @, b, a trois nou-
veaux points fixes : @’ associé de a, b’ de b et le point ¢ intersection de
aa' et bl'; nous avons de plus interprétation du point ¢ et ceci nous
montre que la droite aa’, joignant dans II les images de A, est I'image
de la quartique gauche unicursale suivant laquelle le cone de sommet A
et directrice I' perce de nouveau X. Cette quartique particuliére a
un point double en A, car les tangentes i 'intersection du cone et de
s’obtiennent en coupant Ie plan tangent au cone successivement par
les deux plans tangents & X en Aj on a ainsi deux fois la tangente en
A 4T et les deux tangentes au reste de Pintersection 7,. Les quar-
tiques particuliéres v, sont donc cette fois, non plus sur une seule
quartique, mais chacune sur un faisceau de quartiques Q,. Ce faisceau
décrit lui-méme, si A décrit T', un systéme de dimension 2, qui n’est
pas nécessairement linéaire. '

Etudions ce systeme; d’abord, les droites telles que aa’ joignant surC
deux points homologues, images d’un point de I', enveloppent une
conique; en effet un point arbitraire ¢ du plan IT est I'image d’un
point C de X non situé sur I', de sorte que par G passe une sécante
double CAB de I" et une seule : donc par ¢ passent deux droites seule-
ment caa’, ¢bb’ de I'espéce indiquée; done les droites aa’ enveloppent
une conique G,. _

Pour que ¢ appartienne i G,, il faut et suffit que A et B soient con-
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fondus, autrement dit C, est I'image de la courbe gauche unicursale
de degré 8 suivant laquelle X est coupée par la développable du qua-
trieme degré formée par les tangentes de I': cette courbe ne rencontre
aucune droite A, (En passant remarquons qu'un plan tangent a I’
donne dans le plan I une quartique image tangente & C aux deux ima-
ges du point de contact; si le plan est osculateur 2 I', la quartique est
osculatrice 4 C aux deux images et la quintique scction de X admet
deux branches osculatrices entre elles. )

Une quadrique Q, du systeme »* en question ¢oupe X suivant la
quartique 7, d point double et suivant une courbe gauchell de degré 6.
Jécarte le cas ou la tangente & C, passerait par un des points P;, de
sorte que la quartique 7, ne rencontre aucune droite A;; or la-droite 4,
perce Q, en deux points, donc 'image de H admet P; pour point double
et rencontre une quartique quelconque circonscrite aux Py, en six
points; cette image est donc de degré 7; appelons-la C.. Une courbe
de degré 7 dans le plan dépend de 35 parametres homogeness ici les
C, sont assujetties a 33 conditions linéaires, elles engendrent donc un
réseau, si les P; sont quelconques ('), ce qui a été-supposé. Or la sep-
tique C image de T admet aussi les P comme points doubles :comment
pouvons-nous différencier C des autres courbes C; du réseau ? Nous
allons étre amenés pour cela afaire de belles applications géométriques
du théoréme de Riemann-Roch.

Chaque septique C; du réseau est coupée par une quartique, circon-
scrite aux P, en 6 points variables; clle est donc bien I'image d’une
sextique gauche H, de genre 4 comme C,; réciproquement nous allons

(1) Je le démontre, en toute rigueur, par wne expérience. Je veux prouver que Py, . . .,
Py, dtant 11 poinls arbitracires du plan, Qq et Qz deux aulres poinls arbitraires, il y a
une C; et une seule admettant les P pour points doubles el Q;, Q2 comme points simples.
Faisons T'expérience en particularisant ainsi les points; soit une Cq unicursale: nous
prenons pour Py, Py,.. ., Pyy les dix points doubles de Cq; il y a effectivement de telles Cq,
comme Halphen I'a montré, olt les 10 points doubles sont dislincts. Coupons Cg par une
droite C, et soient Pyy, Qy, Qi trois des points d’intersection. En écrivant les 35 équations
pour la courbe de degré 7 el ces points, on a une solution formée de Cs, Cy; il 0’y en pas
d’autre, car si C; est une solution du probléme, C¢ et C; onl en commun Py,.. ., Py qui
comptent pour 4o, Pyy pour 2et Qq, Q2 pour 2 au tolal. Donc Cq fail partie de C; et le
complément est C;. Done 11 points P guelcongues ne peuvent fournir moins de 33 rela—
tions linéaires distinctes.
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constater que H est située sur une quadrique et une scule. Le cong,
qui a pour sommet un point quelconque M de H et cette courbe pour
directrice, est de degré et genre :ila donc exactement deux généra-
(rices doubles MBC et MB'('; donc par chaque point de H passent deux
sécantes triples et deux seulement. Or, dans II, prenons sur une sep-
tique C; du réseau deux points quelconques r, s distinets par exemple
des cing points autres que les P; communs a G et G, de sorte que les
points Py, P, oo Py, ryos délinissent un farsceaw (et non un réseau)
de quartiques, images des sections planes de X par les plans pivotant
autour de R, S, en désignant par R, S les points de = qui ont pour
image r, 5. Ce faisceau de quartiques découpe sur la C, envisagée une
série linéaire de groupes des points g1 ; les points ¢, «, ¢, @ d’un méme
groupe sont les images des points T, U,V,Wou le plan pivotant autour
de R, S coupe H; la dilférence 4 — 1, ou 3, est égale au genre de C,
diminué d’une unité; Riemann-Roch apprend done qu'il y a une quar-
ti&lue et une seule, adjointe a C, donc circonserite aux P, conte-
nant ¢, u, v, w; ¢’est donc celle d’ot 'on est parti et parsuite T, U, V, W
sont dans un seul plan, ils ne peuvent étre en ligne droite. Les quar-
tiques du faisceau ont trois nouveaux points fixes a, y, 5 qui sont les
images de X,.Y, Z ou la droite R, S, sécante double de H, perce de
nouveau . .

Raisonnons maintenant, au lieu de RS, sur la sécante triple de H,
MBC issue de M5 M et B ne sont pas sar I', done Py, Py, ooy Py, me, b
continuent a définir un faisceau de quartiques; la droite MB (qui joue
le role de RS) perceZen C, D, Eet, cette fois, Cestsur Hde sorte que,
des trois points fixes ¢, d, e du faiscean de quartiques, I'un, ¢, estsur C,
mais non d et ¢; sur C; on a donc une série linéaire g; au lieu de g; et
il yaexactement, d’aprés Riemann-Roch, deux quartiques circonscrites
aux P et aux trois points ¢, u, ¢; le plan mené par MBC coupe donc H
en trois points correspondants T, U, Vsitués dans deux plans distincts,
donc en ligne droite. On peut done dire :

Soit H une sextique gauche de X correspondant a une septique C. du
plan W admettant P, ..., P, pour points doubles et distincte de C. La
sextique W admet une double série de sécantes triples; par chaque point
M de H passent deux sécantes triples, une de chaque serie, soit MBC ez

&
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MB'C’. Tout plan contenant une sécante triple telle que MBC détermine
sur H une auwtre sécante triple TUYV rencontrant MBC, mais non MB'C'.
On en conclut que H est sur une quadrique et une seule, lieu des secantes
triples. ‘

La quadrique Q, ainsi définie coupe X suivant une quartique gauche
complémentaire et il y a nécessairement identité avee les résultats pré-
cédents. On peutremarquer que la quartique gauche y, coupe I'en cing
points qui ont pour image les points autres que a, &’ ou la tangente
a G, coupe encore C; soient «,, «,, a,, a,, a; ces points; chacun est
une image d'un point A, A,, A;. A, ou A; commun a y, et I'; la qua-
drique Q, contenant 7, (quelle que soit la position de Q, dans le fais-
ceau de quadriques contenant ) perce X suivant une courbe totale
dont Ay, A., Ay, Ay, A; sont des points doubles : les deux ares qui
passent en A, ont leurs tangentes chacune dans 'un des deux plans
tangents en A, de sorte qu’ils ont pour image deux arcs 'un passant
par a,, autre par | seconde image de A,. Dans I'espace, sur X, les
arcs considéreés sont y, et H; done dans le plan II, C; passe par les
points |, ., ,, a,, a ainsi définis; on savait « priord que C et C, ont
cing points communs autres que les P; quand Q, varie dans le faisceau
relatif & 7,, laseptique G, engendre un faisceau dont nous venons de
déterminer ainsi les 5 nouveaux points fixes; chose remarquable ces
5 points ne sont jamais en ligne droite, mais leurs associés le sont et
donnent la droite @a’. On remarquera que si le point A a une position
fixe sur T, la quadrique Q, contenant 7, décrit un faisceau, dont I'une
des quadriques est précisément le cone de sommet A et directrice I';
dans le faisceau il n’y a d’ailleurs que ce @one & contenir I'; si donc A
varie sur T, on a un systéme oo® de quadriques, systéme non linéaire :
en effet ce systéme contient tous les cones contenant I' et ayant leur
sommet sur I'; s’il était linéaire, on retrouverait le réseau des qua-
driques contenant I' : or le systéme étudié contient les cones de ce
réseau linéaire, mais non les autres quadriques du réseau.

Voici maintenant la propriété géométrique qui caractérise C dans le
réseau des C,. Imaginons une C, sur laquelle on puisse trouver deux
points @, b tels que les quartiques du faisceau P, P, ... P,, ab aient
non seulement zn point fixe nouveau sur C,, mais exactement deux ;

"y
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les quartiques découpent alors sur C, une série linéaire g! et le théo-
réme de Riemann-Roch montre alors que par un groupe «, ¢ de cette
sérieetP, ... P, passent exactement trofs quartiques linéairement indé-
pendantes; donc («, o} forme un couple associé aux P pour donner
-unréseau et, comme C; porte une infinité de tels couples, elle coincide
avec G; c’est doncla propric¢té caractéristique. Sur une C, quelconque
on a puobtenir seulement ur point nouveau et il a sufli pour cela de
s’adresser & une sécante triple de H : 14 courbe gauche, de degré 6,
H, ne peut donc avoir de sécante guadruple que si elle derrenere en
la cubique gauche I" comptée deux fois.
Jen’insisteral pas surles nombreux cas de dégénérescence possibles
de Z, dont certains ont été signalés déja.

7. Surfaces de degré 8. — Ce qui précéde peut étre généralisé ainsi :
par trois points V,, V,, V; enligne droite, menons une C; et une C,,;
elles se coupent en 4 m — 3 points Py, P,, ..., P,,,_, ayant la surabon-
dance 1 pour le degré m; nous supposons 2 Z5. Or prenons sur une
quartique G, un total de 4 m — 5 points P,, P,, ..., P,,_; non situés
sur une méme C,_,; on voit aisément que si P, P,, ..., P,,,_; sont
pris quelconques sur C,, I'équation générale des courbes de degrés m
contenant ces points est

(1 CoCopmn = 2 G 2, G =25 GG = o,

ol A, A,, A, sont des constantes arbitraires et C,,—, un polynome arbi-
traire de degré m —4 en x et y. Ces courbes (1) déterminent sur C,
une série linéaire de groupes de points Q, R, S, T, U situés sur une
conique et une seule; ces coniques G, coupent C, en trois points
fixes A, B, C. On voit, comme plus haut, que BC coupe C, en deux
points V, W formant avec P,, P,, ..., Py,—; un groupe de 4m — 3
points de I'espéce indiquée plus haut:il a en effet, pour résiduel, tous
les systémes de trois points de C; alignés avec A. On a ainsi 3 couples
complétant Py, Po, ..., Ppos.

Supposons maintenant pour simplifier 72 =53 on a pris sur C, les
points P,, P,, ..., P,,, P,y et on les a complétés par un couple P,
P,.; les 17 points P définissent =" quintiques et nous pourrons en
choisir cing linéairement indépendantes; il estintéressant d’étudier la

drnn. Ec. Norm., (3), XLI. — Aour 1924. 32
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variété, & deux dimensions, de I'espace & (uatre dimensions, définie
par les équations homogénes
XN Y 7z T

2 i - : -
- (2) COTaF T Oy T

Cette variété admet évidemment pour ligne triple la courbe (ui a
pour image C, dans le plan I ou se déplace le point (z, y); en effet si
la courbe C; contient un point « de C,,ladroite A « perce G, en deux
points &', «” appartenant encore & C;. Or on peut prendre comme quin-
tiques de base C,z, C, ¥, C,z, C," et G’ de sorte qu’avec ce choix de
coordonnées pour I'espace (X, Y, Z, T, U) la ligne triple est la droite
d’équations

XN=Y=7=o.

On peutrester dans I'espace A trois dimensions el se contenter d’étu-
dier la surface T définie en coordonnées homogenes (X, Y, X, T) par
les équations :
5 Nk

e

3 5

La section plane la plus générale de la surface X a pour image dans
le plan IT Ia courbe d'équation

(4) uCl + oCH + wCP + A0 =o.

Cela revient & extraire du systeme =' de quintiques déja définies
un systéme ’, linéaire également; nous supposons que le systémes®
linéaire en question ne s’obtient pas en faisant passer la quintique géne-
rale par un nouveau point fixe; nous supposerons aussi que le systéme
linéaire co® ne contient pas tout entier le systéme linéaire «* délini
par C, 2, C,y, C,z; on pourra donc supposer, par une transformation
homographique faite dans I'espace '(X, XZ, T) et une autre dans le
plan II, que les équations de X sont réduites & la forme
(3) C}fn = (\‘2" = (:/; = FI}

5 3

Trois points de C,, en ligne droite avec le point A défini plus haut,
donnent un seul et méme point de X, de sorte que la droite D
(Z=o0,T = o)est ligne triple de Z. La surface Z est de degré 8; la sec-
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tion plane générale est de degré 8 et genve 6, de sorte qu'elle possede
I'équivalent de 15 points doubles : or élle a un point triple sur D,
done il reste 12 points doubles (on verra un peu plus bas qu’on ne
peut admettre une autre combinaison, telle que 4 points triples).
La surface T possiéde done, en dehors de D, une courbe double T
d’ordre 12, ayant pour image une certaine courbe v du plan II. Re-
marquons qu’il se présente ici une question bien distincte de celles
déja étudices : les quintiques planes de II, images des sections planes
deX, sontassujetties i 17 conditions linéaives: eneffetP,,P,,...,P, P,
d’apres leur choix, donnent 16 relations linéaires et 'on a adjoint une
autre relation linéaire ne signitiant pas, cette fois, que la quintique
admet un nouveau point fixe.

Il reste alors dans IT des couples de points associés p, u’ tels que
Pobligation pour les quintiques, déja assujetties aux 17 conditions
linéaires, de contenir 1 entraine automatiquement celle de contenir p.':
mais le groupe P, P, ... PP, vy’ n’a pas la surabondance 2, il
n'a que la surabondance 1. Sotent m le degré de la courbe image vy,
dl'ordre de multiplicité deP,, P,, ..., P, sury:encomptantle nombre
de points communs a w et une quintique C; du systeme 2%, on a

(6) S =i 0,
d’olt
(7) d=34>h, m=1d+17h.

Pour évaluer 4 raisonnons comme pour les surfaces de degré 5
étudiées précédemment ; P, est 'image d'une droite A, de’ X, chaque
élément de contact issu de P, correspondant homographiquement au
point homologue de A, ; 'élément de contact commun a C, et P, donne
fe point ou A, rencontre la droite triple D; donc un plan contenant A,
coupe T suivant une courbe plane de degré 7, de genre 5, car elle
correspond & une quintique ayant un point double en P,; la section

‘de £ a donc 'équivalent de 1o points doubles, et comme elle présente
un pointdouble aupointou A, rencontre déjaD, onvoit que la courbe T,
- coupée en 12 points par un plan quelconque, n’est plus coupée qu’en
g points par un plan contenant A, donc A, rencontre T en 3 points
exactement de sorte que d =3, A = o; comme vérification on trouve
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bien 5 points communs & A, et & la section plane de £: on a d’abord
les 3 points fixes ou A, coupe T, complant chacun pour 1, le point
fixe oud, coupe D, comptant pour2, et enfin les deux points, variables
avec la section, correspondant aux tangentes en P, a I'image; la
courbe v est done de degré 15 et admet chaque point P; pour point
triple.

On voit aisément que la courbe double I' et la droite triple D se
coupent en un point w qui a pour coordonnées homogénes

Gl (o, 0. 1) Cl(o, 0, 1) 0. 0

et qui est fourni soit par le point (o, o, 1) du plan II, soit par les trois
points en ligne droite avec le point A situés a intersection de la quar-
tique C, et de la quintique

Cro,0. 1)C ) (e, y,3)— 0 (0,0, NG (2, )y, 5) =o.

Ce point ® est done quadruple sur £ et I'on voil que trois de ces
images sont communes aux deux courbes C, et y. Remarquons que
tout plan mené parla droite triple D donne pour image de la section.
la quintique décomposée C,(wr + Ay )=o;lasection plane comprend,
outre D, la quintique plane unicarsale correspondant awx + Ay = o.
Cette quintique a 6 points doubles situés sur I', de sorte que D et T’
ont nécessairement 6 points communs réunis en o ('). Si 'on compte
le nombre de points communsa C, et v, on trouve un total de 60 :on
doit d’abord prendre P,,P,, ..., P,; dont chacun vaut 3, soit un total
de 513 il y a ensuite les trois tmages sur C, de w; nous avons compté
plus haut tous les points multiples de la section de £ par un plan
contenant D, de sorte qu'il ne peut y avoir d’autres points d’inter-
section de C, et y que ceux déja énumeérés; done chaque image de w,
située sur C,, donne un point d’osculation de C, et v. Sur la courbe v
les deux images associées d’un point de T donnent une correspondance
birationnelle, de sorte que v est du type hyperelliptique.

Voici comment on peut démontrer rigoureusement le point réserveé

(1) La quintique de X perce D en 5 points qui s’obtiennent : en coupant C, par la droite
waz -y = o0, dolt 4 poinls d’'interseclion, puis en prenant = » = o0, ce qui donne

le point w commun 4D et I'.
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jusqu'ici, & savoir que toute section plane de X a, en dehors du point
triple situé sur D, 12 points doubles et non pas 1, 2, 3, 4 points
triples complétés par g, 6, 3, o points doubles. Prenons par exemple
4 points triples : il y aurait sur £ une courbe triple I', de degré 7,
dont 'image serait sur IT une courbe v d’ordre 7/ : on aurait alors

dm o ==17d 412,

en comptant les intersections de v avec une quintique du systéme =?;

on en déduirait d =4 + 5k, m =16 +17A; donc chaque droite A,
rencontrerait la courbe gauche de degré 4, I', en 4 points au moins:
il faudrait done que 2 fut nul, et I" serait plane; mais A, serait dans ce
plan, ainsi que A,, ..., A,;; il y a impossibilité puisque X est de
degré 8. De méme pour les aulres combinaisons.

8. Sile systeme = *, déduit du systeme =, pour les quintiques, est
obtenu en leur imposant un dix-huitiéme point fixe, la surface X n’est
plus que du degré 7 et toutes les propriétés obtenues sont profondé-
ment modifiées: mais je me borne & cette indication, car la surface X
rentre comme cas de dégénérescence dans celles que je vais étudier.

Je signale encore pour mémoire que sile systeme «°, du paragraphe
précédent, contient le systeme «* défini par C,2, C,y, C, 5, autrement

dit est défini par
Cy(rha +py-+v)+poCl =0

il y a cette fois 20 points fixes, la surface. X est de degré 5 et n’admet
qu’un point multiple d’ordre 4, a savoir le point (o, o, 0, 1) qui a pour
image dans II toute la quartique C,.

9. Surface de degré 7. — Nous savons qu'en prenant 7 points
d'une méme conique et en construisant deux quintiques issues de ces
points, elles se coupent en 18 points nouveaux P,, P, ..., P g qui ont
la surabondance 1 pourle degré s et délinissentun systéme lmeau*(,oo

de quintiques. Nous supposerons que ce groupe a sa structure tnterne
symétrique, ¢’est-a-dire que I'équation surabondante obtenue en im-
posant successivement les 18 points a une quintique ne se manifeste

quapres avoir déji imposé 17 d’entre eux, et cela quel que soit I ‘ordre



254 BERTRAND GAMBIER.

adopté pour les points. Nous savons qu'il suffit pour cela de tracer la
premiére quintique au hasard a partir des 7 points de la conique;
on trace ensuite la seconde quintique en évitant qu’elle passe par un
des trois nouveaux points communs & la conique ef & la quintique déja
tracée.

Je considére la surface X de espace ordinaire détinie par les trois
équations parametriques

X Y 7 T

(1) Cl(a. y)  CFlay) (e, y) — C¥i(r, y)

La surface T est de degré ~; chaque scction plane est de genre 6 et
a un total de points multiples formant’équivalent de g points doubles.

Je prends une quintique C; du systéme «=* étudié; une quintique C
variable du méme systéme perce C; en 7 points situés sur une conique,
variable avec Cj, mais percant C; en 3 points fixes A, B, C; chaque
droite BC, CA,AB coupeC; en 3 points qui sont les images d’un méme
point de X (raisonnement déja fait plusiears fois); BC perce C; en
3 points A, A/, X" images d’un point triple L de X; CA donne u, p’,
w”et M; AB, v, v, v" et N. Chaque section plane de £ a donc 3 points
triples obtenus par ce procédé; Za donc une cubique gauche T'comme
ligne triple. Les quintiques du réseauP, P,... P4 A, A/, 1", se coupent
en 4 points nouveaux d, e, f, g situés en ligne droite avec le point A
de Cy; ce sont les images des 4 points ou une sécante issuc de L perce
de nouveau X.

Réciproquement quatre points en ligne droite de II, images de quatre
points en ligne droite de X, correspondent & une droite de I'espace
rencontrant la cubique gauche I' : nous n’avons ici, et pour tout ce qui
sult, & raisonner comme pour les surfaces de degré 5 admettant une
cubique gauche pour ligne double.

Nous savons que A, ', 2", ou L point de I', étant donnés, on peut
disposer des deux quintiques du réseau P, ... P,y A, %', 1" de facon
que la droite defg soit quelconque dans le plan : d’ailleurs ces droites
forment un systéme =* de méme que les sécantes issues de L. Donc
toute droite du plan IT est I'image d’une quintique gauche 7 unicursale
de T admettant ' sécantes quadruaples, portées par une quadrique Q
contenant la cubique gauche T' et réciproquement.
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8iI'on considére deux points de T, L, Met leurs images (&, 2/, 1),
v/, u”)le faiscean des plans pivotantautourde LM donne le faisceau

i

des quintiques images passant par les 18 Pet (%, 2, 27), (v, 1/, u"),

.
plus un nouveau point fixe qui est intersection des deux droites
ARK et pnu” s ce point est I'image du dernier point ot LM perce X.
On en conclut que les droites 2272 portant les images d'un point de T'
cnveloppent une conique C, image de la courbe unicursale de degré 1o
ol la développable des tangentes de I' perce de nouveau X.
[’image_de I' est une courbe y de degré m, admettant P,P, ... P,
pour points multiples d’ordre #, coupée par une quintique C; en neuf

points hors de P,P, ... P, : on a donc

’

(U

(2) 5m -=18d + g,
d’ou
(3) d=243h, m =9+ 18/,

A chaque point P; correspond une droite A; et « est le nombre de
points communs & A; et I' :donc 422, et par suite A=o0, d =2,
m=¢q("). Les 18 droites 4;sont donc sécantes doubles de T'; la courbe
v est de degré g et admet les 18 points P; pour points doubles. Si les
points P; étaient quelconques, on pourrait dire qu’il y a une seule
courbe de degré g circonscrite aux P comme points doubles : ici, il
y aurait lieu d’étudier s’il existe une ou plusieurs courbes de cette
espece.

() Ce résultat h =o, d =2, m =g fournit la démonstration de ce fail qu'a seize
points Py, Ps, ..., Py donnés arbitrairement correspondent six couples, et six seulement,
de points Pyr, Pyg qui, réunis a Py, ..., Py, forment un systeme de surabondance 1 pour
le degré 5. En elfet Py, Pyg étant un premier couple, imaginons que Py, P/ ¢ consliluent
un npouveau couple. Les quintiques circonseritesa Py, Py, ..., Py, Pyr, Pyy et P forment
un systéme linéaire 2 contenant encore Piy el le point w ol la’droite P}, Pig coupe la
droite Pyy Pyg, comme cela a ét¢ démontréau Uhapitre 1, paragraphe 47. Done Py 4, Pig et w
sont les imgaes d’un point de la cubique T' ligne {riple de £ : w ecst done un point
autre que Py; ou Pyg, olt la droile Py;Pys coupe v : or puisque y est de degré g avee Py; et
Py pour points doubles, il n’y a que cing points w et a chacun d’eux correspond un
unique couple analogue & P, Py ; ces cing couples et le coupie PyzPyg donnent hien
exactement six couples associés Py Py .. .Pye. Ladémonstration montre que la conique Cy
est définie par les cing tangentes telles que P'y; Pig: Ia droite Py Pyg n’est pas tangente

& Cy.
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Le faisceau des quintiques P, ... P, ANA" ' découpe sur y une
série linéaire g,, les points d’'un méme groupe étant sur une tangente
4 la conique C,; le systéme =* de quintiques P, ... P, découpe sury
une série linéaire g} dont chaque groupe est la somme de trois groupes
de la série précédente. On remarquera que le théoréme de Riemann-
Roch appliqué au groupe vw'v” de la série g5 donne 8 sextiques linéaire-
ment indépendantes passant par P, P, ... P s et vw/'v" : on sait en effet
que ce groupe a la surabondance 3 pour le degré 5 et r pour le degré 6.

10. On peut ramener les équations de I"a la forme

(1) X =y Y=2¢, Z=1.

Si nous considérons le polynome général, homogene et de degré 3
en &, v, {, soit
() Ipagyitybst=o0 (a+B+y=3),

ce polynome contient 1o coefficients p; remplacons &, 7, { par
X*— YT, Y*— XZ, XY —ZT et chaque p par une forme linéaire
AX + BY + CZ + DT : I'équation (2) représentera alors la surface la
plus générale de degré 7 admettant I' pour ligne triple. Il y a donc
4o parameétres homogenes apparents, mais les identités :

[ (X*—=YT)Y — X(XY — ZT) + (Y*— XZ)T =o,

3\
() | (X2—YT)Z — Y(XY —ZT) + (Y2— XZ)X = o,

multipliées par

(X2— ¥YT)%, (Y*—XZ), (XY—ZT)
(X2—YT)(Y2—XZ), (X2—YT)(XY—ZT), (Y2—XZ)(XY—ZT)

donnent un total de r2 identités permettant d’abaisser i 28 paramétres
homogénes indépendants ceux qui figurent dans (2). Dans le plan I
on peut par une transformation homographique donner a P,, P,, P,
P, une configuration choisie une fois pour toutes; la surface £ dépend
alors uniquement des paramétres en nombre 24 qui permettent de
fixer P, Py, ... P,y; car nous savons que 16 points P étant donnés, les
deux derniers en résultent; il faut ajouter les (rois paramétres qui
interviennent dans la transformation homographique la plus générale
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de I'espace (X, Y, Z, T) qui échange entre eux les points de [ (voir
plus haut). Onretrouve donc le total de 27 paramétres non homogenes,
de sorte que toute surface de degré 7 ayant une cubique gauche pour
ligne triple est une surface susceptible de la représentation plane étudiée
et ().

Sil'on considére une sécante double de I' il suffit d’exprimer que
deux points de celte sécante appartiennent 4 ia surface (2) pour que
ladroite appartienne tout entiére 3 ; on peut done choisir 13 sécantes
doubles et les imposer & X: il reste alors en général un paramétre
linéaire dans I'équation de £ et 'on a un un faisceau de surfaces ayant
en commun la cubique T' qui compte pour 27, et les 13 sécantes
doubles; le reste de 'intersection est une courbe gauche de degré g; si
'on appelle X et X, deux surfaces du faisceau, dans la représentation
plane de X, les points P,, P,, ..., P, seront les points correspondants
aux 13 droites communes A,, A,, ..., A,;; la droite A,, perce I, en
sept points dont il n’v a qu'un seul situé hors de T, de sorte.que
'image « de la courbe U de degré g admet P, ,, P,,, P, P,;, P comme
points simples; d’autre part, on démontre, comme plus haut, que X et
X, ont quatre points de raccord sur A,, dont deux sont ceux ol A,
coupe I', et les deux autres fournissent deux branches de u passant
en P,; donc u a avec une quintique circonscrite aux 18 P exactement
13 < 2+ 5+ 9 points communs : elle est donc de degré 8. On
remarque qu'une courbe de degré 8 assujettie & posséder 13 points
doubles donnés et cinq points donnés supplémentaires (simples) est
assujettie 2 44 conditions linéaires, et par suite, déterminée, si les
points sont quelconques, d’une facon unique : on le voit comme plus
haut en prenant pour les 13 points doubles 13 des 15 points doubles
d’ane septique C, connue et pour les cing points simples cing points
en ligne droite de C;; la courbe C;C, répond aux conditions et il n’y a
pas d’autre solution Cy, car C, et Cg ont un total de 13 x4+ 5 ou
57 intersections, de sorte que C, fait partie de Cg. Done, siles points P;
étaient quelconques, il y aurait une courbe et une seule répondant 4

(Y) Comme plus haut, on suppose £ non réglée, de sorte qu’elle admet exaclement
18 droites, séeantes doubles de I'. Si X élait réglée, elle se décomposerait en un plan et
une surface de degré 6, admettant I' pour ligne triple, et par suitc nécessairement réglée.

Ann. Fe. Norm., (3), XLI. — SEPTEMBRE 1(24. 33
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la question :orici les 18 points P; ne sont pas quelconques et forment
un systéme surabondant pour le degré 5. En toul cas si w est tracée,
on remonte de A U sur ¥ et le faisceau se trquve déterminé. Nous
allons voir immédiatement (que dans certains cas u décrira un systéme
linéaire de dimension 2 et nous aurons non pas un faisccau de
surfaces X, mais un systéme linéaire de dimension 3. Ce serait encore
une question intéressante a approfondir.

{1. Les 18 points P, s’obtiennent, comme nous [I'avons dit, en
prenant une conique v, et une quintique C; se coupant en 10 points
A B, GV, Vo, oo, Vospar V,, V,, ..., V, on fait passer une autre
quintique C coupant C; en P,, P,, ..., P,;; on peut faire varier C, (et
par suite le groupe des P) d’une facon continue jusqu’a ce que (] passe
par A par exemple, mais non par B et C. Alors le groupe P a dégénéré
d’une facon continue en un groupe de 17 points surabondants pour
le degré 5, P,, P,, ..., P,,, situés sur une quartique G, et une seule,
réunis & un point P,y arbitraire du plan : c¢’est une configuration
signalée au paragraphe 8. Dans ce cas la cubique gauche triple de X se
réduit & une droite triple D, ayant pour image C,, et une conique
triple G ayant pour image une quintique C; passant par P,, P,, ..., P,;
comme points simples et par P, comme point double : ’ensemble de C,
et de cette quintique C; forme bien une courbe de degré g ayant les
13 points P; comme points doubles (*); mais on voit ici que les quin-
tiques contenant P,, P,, ..., P,; comme points simples (16 condi-
tions seulement) et P,, comme point double ne sont assujetties qu’a
19 conditions et forment un faisceau linéaire; ce sont les images des
sections planes de X par les plans pivotant autour de A,,; parmi elles
la quintique C;, image, non plus d'une sextique, mais de la conique
triple G, s’obtient en la faisant passer par les points ou la droite «P

L]
(1) G4 et Gy se coupent en trois points A, B, C situés en ligne droite, images du point
commun a la droite triple D et 4 la conique triple C; la droite ABC perce G, en = el
chaque droite issue de « perce C, en trois points images d'un méme point de D; chaque
droite issue de I'y5 coupe Cj en trois points images d’un méme point de la conique triple C;
les points = A - B, G, P4y sont sur une méme droite. Toute droite issue de P,y est I'image
d’une quartique plane unicursale dont le plan contient la droite triple D et ayant-un point
triple sur la conique triple C. .
o
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perce la quartique C,. Ce cas de dégénérescence prouve qu'il n'y a pas
nccessairement une seule courbe plane de degré ¢ admettant le
18 points P comme points doubles.

S

12. Il est intéressant de donner des exemples précis de surfaces =
de degré 7, ayant une cubique gauche I’ comme ligne triple ou de
“degré 5, ayant la cubique gauche I' comme ligne double.

Nous en trouvons un exemple dans un intéressant travail de Geiser,
publi¢ au Tome 67, 1867, du Journal de Crelle, pages 83-8g. Les
surfaces obtenues par Geiser sont des cas trés particuliers des surfaces
étudiées ici dans leur généralite. Je donnerai des indications treés
rapides sur les circonstances de dégénérescence qui se présentent
dans les surfaces de Geiser.

Geiser traite le probléme suivant dans Pespace ordinaire a trois
dimensions : quand on a {ixé au hasard six points @, a,, . .., a;, toutes
les quadriques circonscrites aux @ et & un point nouveau A ontencore
en commun un nouveau point A’'; A et A’ se correspondent involutive-
ment et birationnellement et Geiser indique les particularités essen-
tielles de cette correspondance : appelons I' la cubique gauche, unique,
circonscrite A @,, d,, ..., as; sl A vient en @;, A’ est indéterminé sur le
cone du second ordre de sommet a, et directrice I'; si A est placé en
un point arbitraire de I', A’ est indéterminée sur I'; si A est placé sur
la droite a;a;, A" est indéterminé sur la droite a; ;.

St A décrit un plan R, A’ décrit une surjface X de degre 7, admettant I’
comme ligne triple; contenant les 15 droites a; a;, et les trois droiles
Joignant deux a deux les points ou R coupe 1.

La surface ¥ ainsi obtenue par” Geiser rentre donc dans celles que
nous venons d’étudier, mais constitue un cas de dégénérescence,
puisque, dans le cas général, les 18 droites sont des sécantes doubles
de I' n’ayant aucun point commun. :

Jai rappelé sans démonstration les résultats de Geiser; j'indique
toutefols une propriété importante qui a ¢chappé i Geiser : les droites
AA’ ne dépendent que de trois paramé(res au maximum, puisque la
connaissance de A détermine A’ en réalité ces droites ne dépendent
que de deuzx paramétres, et forment la congruence des sécantes doubles
de I'; chacune de ces sécantes doubles porte une infinité simple de
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couples AA’ formant une involution dont un couple particulier est
formé par les points ot AA’ rencontre I'. En effet donnons-nous A,
d’ot I'on déduit A’; les quadriques assujetties 3 contenir A {et par
suite A") et un point B de la droite AA’, autre que A et A’, sont assu-
jetties & Awit conditions linéaires distinctes et formentdonc un faisceau
linéaire : or toutes contiennent la droite AA’B, de sorte que le complé-
ment de la courbe commune aux quadriques de ce faisceau est une
cubique gauche rencontrant AA” en deux points; cette cubique gauche
passe par a,, @,, ..., s, c'est donc I' et tout est démontré. On peut
remarquer que si @,, a,, ..., @ varient, isolément ou simultanément,
“sur I, la congruence des droites AA’ reste la méme, mais sur chacune
des droites I'involution entre A et A’ varie, les points communs a I' et
AA’ restant toutefois un couple invariable de I'involution. ‘
Appelons «, 3, ¥ les points ot le plan R coupe I' et numérotons les
droitesA,, A,, ..., A s ainsi: a, joint & a,, a,, a,, a;, a, donne A, A, A,
A, Ays a, joint ay, a4, ay, a, donne Ay, A, Ay, Ay; de méme a, donne
A, A, Ay, puis a, donne A,,, A, et enfin a; donne A,;. Appelons
A, A, Ay les droites By, yo, «ff. Chaque point @; est un point
quadruple de X (propriété non signalée par Geiser), a pour image dans
le plan II une droite (a;). Les six droites (a;) sont tangentes & une
méme conique C,, qui est la conique C, du cas général, enveloppe des
droites contenant les trois images de chaque point de I'. Marquons
donc six droites («,), (a,), ..., (a;) tangentes A une méme conique C,;
leurs 15 points communs sont P, P,, ..., P,; : P,, imagedeA, oua,a,,
est 'intersection de (a,) et (a,), de sorte que le lecteur fera aisément
la figure ; j'inscris en regard de chaque droite les points qu’elle porte :

\

(ay) P, Py, Py P, Py
(as) P, Py P, Pg Py
(az) Py P Py Py Py
(@) Py, P Py Py Py
(as) Py Py Py Py Py
(@), _. P; Py P Py Py

Enfin P,; image de 8y, P,, de vya, P,, de of forment un triangle
circonscrit & C,, mais & part cela, quelconque.
La courbe de degré g admettant P,, P,, ..., P,, pour points doubles
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se réduit aux six droites (a,) plus les trois cotés du triangle P, P, P y:
chaque droite (a;) est I'image du seul point a; de X; chaque droite
PPy, PPy, PPy, est 'image de la cubique triple T': la décom-
position, en trois morceaux analytiquement distincts, de cette image
tient a cette propriété non signalée par Geiser que la développable
circonscrite  Xle longde I' se décompose en trois morceaux distincts,
a savoir les cones, du second degré, admettant pour directrice I' et
pour sommels respectivement «, 3, y. Chaque tangente & C, perce les
trois cotés du triangle P, P,, P, en (rois points images d'un méme
point de T.

Si le point A décrit une droite D (') (intersection de deux plans
R, R,), le point A" décrit une courbe U de degré 7 admettant les six
points a; comme points doubles, les plans du faisceau R +~ AR, = o ont
pour homologues les surfaces du faisceau £+ AaZ, = o, olt @ est une
constante numérique donnée. La courbe U communea X et X, dépend,
sur X, de deux parameétres, car on peut faire varier R, en I'obligeant &
passer par un point fixe; 'image » de U, dans la représentation plane
de Z, est une conique quelconque circonscrite 4 P, P, P 4 |la théorie
générale a donné une courbe de degré 8 ayant P,, P,, ..., P,; pour
~points doubles, P, P,; et P,; pour points simples; il n’y a qu’a ajou-
ter & la conique les six droites (a;)]. Si la droite D rencontre I' en ¢,
les deux surfaces X et X, offrent une particularité complémentaire
d’avoir un cone commun (sur trois) circonscrit le long de I', le sommet
étant en o, de sorte que la courbe véritable U se réduit au degré 4 :
en faisant la représentation de X, on a vu que yo a pour image P,,, et
af, P,y; 'image de U dégénére donc en la droite P,,P,s et une droite
issue de P,4. Si D rencontre ' en o et 3, on a vu que la droite D est &
elle-méme son associée, elle a pour image uniquement P,.

~ Les surfaces X étudiées précédemment dépendaient, une fois I' fixée,
de 27 paramétres; la transformation homographique de I’espace, qui
remplace I' par une cubique différente, permet d’ajouter 12 paramétres,
d’ou total de 39. Ici lasurface de Geiser dépend de a,, a., ..., a; et R, et

(1) On peut prendre pour R le plan (D, a;), pour Ry le plan (D, ;) de sorte que la
courbe U se trouve intersection de deux surfaces plus simples, de degré 5, qui sont
étudiées au paragraphe suivant. ) .
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change effectivement si ces éléments changent séparément ou simul-
tanément : elle dépend donc de 21 paramétres elfectivement inde-
pendants, au licu de 39. St I'on retranche les 12 paramétres de la
transformation homographique citée, il ne reste que g paramétres,
déterminant, & une transformation homographique plane prés, la repré-
semtation plane : c¢’est conforme aux résultats établis, puisque la
représentation plane est définie par une conique C, et neuf tangentes
de Cy; la transformation homographique plane permet de se donner
a priori la conique C,. Ce décompte prouve que les six droites (a;)
ayant ét¢ données, tangentes 4 une méme conique, nous pouvons
prendre pour P, P, P, un triangle quelconque circonscrit & C,. Mais
alors P, ... P, P, admettent ' couplm associes : ces couples s’ob-
tiennent en coupant les tangentes a C, issues de P, par une tangente
sariable a Cz.

13. Si dans la correspondance involutive birationnelle de Geiser,
nous supposons que le plan R contienne a,, la surface X, une fois
enlevé le cone de sommet «, et directrice I', se réduit au degré 5; avee I’
comme ligne double : ¢’est P'une des surfaces étudiées au début du
Chapitre, mais dégénérée. Le plan R coupe T ena, et en deux nouveaux
points «, 8; les 11 droites de X sont les 10 droites joignant deux 2
deux les points a,, a,, a,, a,, a;, plus la droite «f3.

Le long de T la développable circonscrite & X se compose des deux
cones de directrice I' et sommet o ou B. :

Remarquons que si a,; a,, a,, a,, a;, o, 3 restent fixes sur la eubique
gauche T et si @, varie sur I, on a, en apparence, =' surfaces X : mais
ces surfaces, en réalité, se réduisent a une seule, car ern coupant deux -
d’entre elles par un plan quelconque, on a (le,ux sections planes de
degré 5, ayant en commun 11 points simples provenant des 11 droites
communes a ¥ et X,; puis 3 points doubles communs; avec mémes
tangentes en chacun d’eux; ce qui fait un nombre de points communs
comptant pour 11+ 3 > 6; s0it 2g; total supéricur & 25: % et X,
coincident. Autrement dit la surface X ¢tant donnée, a,, ., a,, a,, a.,
u, B en résultent aussitot, et d’une facon unique; on peut ensuite

pron:lrc pour plan R, associé & X, un plan quelconque pivotant autour
de Bv.
i
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La représentation plane de ¥ olfve les particularités suivantes:
comme plus haut, je numérote A, A,, A,, A, les droites joignant «, &
@y, Ay, a,, a;; puis Ay, Ay, A celles joignant a, & ay, a,, a;; Ag, A,
celles qui joignent a, d a,, a, et A,, la droite a,a,; A,, est la droite %3,
Les 10 points P, P,, ..., P,, s’obtiennent en prenant les points
communs a 5 droites (a,), ..., (a;) suivant la disposition

(ay) | LT L L i
(a,) P, Py Py P
(ay) . P, Py Py Py
(a,) P, Py Py Py
(a;) P, P, Py Py

Chacune des droites (a;) est I'image de I'unique point a; de X et ce
point a; est triple sur X; la conique C, déja signalée est la conique
tangente aux cinq droites (a;); le point P,, est quelconque dans le
plan et 'une ou l'autre des tangentes issues de P,, & C, est I'image de
la cubique gauche T'; la septique C, déja signalée se compose des cing
droites («;) complétées par les deux tangentes issues de P,, 4 C,.

Silon considere deux plans R, R, passant par «,, ils donnent deux
surfaces X, X, dont 'intersection, une fois T et A,, ..., A, enlevées,
est une cubique gauche U correspondant précisément a la droite
intersection de R et R,, droite sécante simple de T issuc de a,; cette
cubique a pour image dans la représentation de X une droite arbitraive
issue de P, ,. '

Note rectificative. — Au Chapitre |, paragraphe 2, pages 131-13a, jai
commis une erreur que le lecteur a da remarquer :
Si la courbe générale du faisceau

(1) T +ptll, =0

se décompose en p courbes distinctes et silon suppose que C,, et Cl, n’ont
pas de parties communes, on a rnécessairement

Co =S 7", Cu=9(77"),
olt f el ¢ sont deux polynomes komogénes de degré p en y ety et ol y et ¢

. — L ) .
désignent deux polynomes arbitraires de degré n en a et y. Les racines
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Hie Py oo de Péquation mumérique en X
' S X)+po(. N)y=o0
sont fonctions du paramétre . et la courbe générale du faisceau (1) a pour
équation
(4= ) (g —y')s i (=) =o0.

La solution du paragraphe cité est donc trop particuliere : j'avais réduit
en effet fa y2 et (pvil 7’7, mais la seule conclusion, qui était nécessaire pour
achever, subsiste : & savoir que les points de base du faisceau (1) se réduisent

m\?* . N )
aux <-; points communs a y et /', chacun d’eux comptant pour p*.
F




