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SYSTÈME LINÉAIRE
DE

COURBES ALGÉBRIQUES DE DEGRÉ DONNÉ
ADMETTANT UN/GROUPE DOVMÏ DE POINTS BASES

PAR M. BEîmuM) GAMBIE'R

INTRODUCTION.

1. Les géomètres italiens ont étudié en détail les séries, de groupes
d é p e i n t s variables découpées sur une courbe algébrique donnée par
des courbes algébriques variables. MM. Picard et Simart ont résumé
ces recherches dans leur ouvrage classique : Théorie des fonctions
algébriques de deux variables indépendantes^ au début do tome 2.

J 'étudie ici un problème en quelque sorte inverse : déterminer les
courbes- algébriques diverses, mais de môme degré m, passant par un
groupe donné de points. Les courbes G^ obtenues forment un système
linéaire ; le groupe des H points donnés est dit : normal pour le degré m
si la d imension de ce système l inéa i re est celle qui résulte de la compa-
raison do nombre d' inconnues et d 'équations; anormal pour le degré m
si la d imens ion est supérieure. J'indique :

i° La const ruct ion de tous les groupes de points anormaux pour un
degré m donné ;

2° Le moyen de séparer les s points surabondants des II — s po in ts
fondamentaux;

3° H — s—^points seulement, parmi les H — s poin ts fondamen-
taux, peuvent être marqués a priori sur le p lan ; les s-+-1 points com-
plémentaires peuvent, ou admettre un nombre f in i de configurations,
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ou décrire un lien géométrique algébrique sur lequel i ls décrivent
une involut ion r:.̂  s imp le ou composée.

2. Il v a environ cent ans, Cramer a cité le groupe anormal des
m2 points communs à deux courbes C^ et C,,,; aussi tôt-après lui ,
Plûcker et Jacobi ont complété cette é tude; en i843, Cayley (Cam-
bridge Mcilh. Journal^ vol. 3) étudie les mn po in ts communs à deux
courbes G/,; et C^ et montre que si

\ ^ ( m -±- n. — a — î ) ( m -+- n — a — a)
cf ̂  n ̂  m , q ̂  m -+- n — o, , o = ^——————-——————••————'-———--,

, *3!

toute courbe C^ contenant mn—S points du groupe cont ient les §
restants, du moins en général.

En 1886 ÇMath, Annalen^ t. 26), Bacharach remarque que la démons-
tration de Cayley, basée sur un simple dénombrement de constantes,
prête à des objections sérieuses, bien que ̂ proposition soit générale.
Au fond tout revient à démontrer que l'on ne peut pas toujours choisir
au hasard les § points surabondants. Au tome 30 (1887)'des Math.
Anncden^ Gayley répond à quelques critiques de Bacharach. Mais ce
sont les définitions et propriétés développées en Italie qui permet tent
de faire une théorie simple et précise du problème posé ici ; au tome 3,
volume 3, de ^Encyclopédie des Sciences mathématiques (édi t ion alle-
mande) , M. Berxolari donne un h is tor ique complet de celte quest ion.

3. Je me borne au cas où les H points donnés sont tous distincts,
donc simples à la fois sur chaque courbe et dans l ' in tersect ion. Je
n 'emprunte guère à la théorie des séries algébriques de points sur une
courbe que l a n o t i o n de série linéaire ^ spéciale au non spéciale. Je me
sers systématiquement du théorème du reste de Brill et Noether ou de la
théorie de la résiduation de Syl^ester (^wir PICARD et SÏMART, loc. cit.,
p. i5 et suiv., ou encore un article de M. Lebesgue sur les polygones
de Ponceiek, Annales de Toulouse, 1922, et un article complémentaire
du même auteur aux Annales de Toulouse 1923). J'adopte la forme
suivante du théorème du reste^ qui est celle de MM'. Picard et Simart
légèrement'modifiée •:1 ^ /',1 ^ '1111.11 - 1 1 1 1 1 1 1 ' ^ 1 1 , 1 ' ^ . ,-1, ^ : 1 1 : - 1 . 1 1 1 ' ' '1 ,1 1 1:1-1 1 1 1 '1 . . .^, '
/' 'Une G^ donnée, qm a ou'nondes points multiplçs^Bst-.cïptipôe'par11.
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une C,^ simplement assujettie à ne contenir aucun point -m.nhîple de C^
et à la couper en mn points distincts; les points communs sont partagés
en deux groupes P et Q; deux courbes de degré /i,, n^ respectivement,
assujetties ci ux mêmes restrictions que 0^, sont Issues des groupes P et Q
respect ivement et découpent sur C^ deux nouveaux groupes, Q' et
P7 respectivement. Les points P' et Q' sont sur une même courbe
d'ordre N ne contenant aucun point multiple de C^, wec la relation
n + N = n, 4- 7^. ^

Dans^d 'autres quest ions, telles que Fétu-de des intégrales abé i iennes ,
on .considère exclusivement les 'adjointes de C^, ; ici j 'exclus- les
adjointes et même les courbes qui cont iendra ient , à quelque degré
de mul t ip l ic i té que ce soit, un ou plusieurs points multiples de C//,.
La démonstrat ion de la propriété ainsi modifiée est la même.

P admet pour résiduels soit le groupe Q, soit le groupe Q^. Les
groupes Q, Q/ sont corénduels; avec le langage de la résiduat ion, ,1e
théorème du reste revient 'h dire : deux groupes clé points ayant un
résiduel commun^ tout résiduel de l'un est aussi résiduel de F autre.

La proposition de Sylvester est la suivante, : s\ parmi les mn points
(C^, €„), mp (p <^7î) forment l'intersection complète de C^'el d 'une
0^5 les mÇn — ' p ) restants sont l 'intersection .complète de C^ et d 'une
C^p. Cette proposit ion rentre dans la précédente si. l'on regarde,
rintersection complète de Gravée une autre courbe algébrique comme
un groupe admettant un résiduel de zéro point .

4. J 'u t i l ise souventamsi la théorie des équations linéaires et homo-
gènes :

772 équat ions linéaires et homogènes à m -+• p inconnues o n t toujours
des solut ions, non toutes nulles ; la solution générale dépend de p 4- h
arbitraires homogènes, où h est un entier (^^A?o) caractéristique du
système. Si h n'est pas nul, il est .essentiel de choisir avec tact les
w.-- h équations distinctes aux.quelles-se.redui.sent les équations don-
nées ouïes h surabondantes. L'objet- de' ' ce mémoire est précisément
l'étude du cas où les h équations à supprimer ne peuvent être choisies
au hasard.- 1 ^ ! ; 1 1 1 1 1 1 1 ^ . 1 , ' ' : ! ! - 1 , 1 - , 11 ^ ! , , . ' ! • 1 . 1 1 1 ' 1 . ' ' . 1 1

9 Si E ('nombre d'équations), atteint ou surpasse 1 .(nombre d'incon-
inies)y en général le système est..incompatible.; .mais l 'existence cl!'m
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système de solut ions impl ique l 'existence d 'une infinité de so lu t ions :
la solution générale dépend alors de /' arbitraires homogènes
(Jk entier:? i) et le système se réduit à 1 — îc équations choisies avec tact.
Cet énoncé, donné pour E — I^o , subsiste d'ail leurs pourE — 1 <<o,

L'artifice bien simple, qu i su i t , suffi t en général pour éviter l 'emploi
de matrices et dé terminants . Supposgns connue, par un procédé quel-
conque, une solution hp paramètres homogènes arbi t raires (p^ i ) du
système en question (E^'l) : le système est c o m p a t i b l e , mais il s 'agit
de savoir si la solution connue est ou non la so lu t ion générale : aut re-
ment dit la solution générale dépend de p -+- y arbitraires homogènes,
oiï q est un entier^o, à déterminer. Supposons qu'en adjoignante — i
nouvelles équat ions linéaires et homogènes aux E proposées, les
équations nouvel les étant inspirées par telles considérations que l 'on
peut imaginer, n o u s sachions cette fois trouver la solution générale
desE-h - j ^—- i équat ions totales, avec k paramètres homogènes. On a
nécessairement

/ . •==<7-4-1 4-<7i, „ .

où^ est un nouvel ên t i e r^o qui peut dépendre du système complé-
mentaire deyj — i équations, tandis que q n'en dépend pas.

Si donc /i:== i, on peut affirmer y =o et il a donc suffi de celte
unique expérience pour affirmer que la solution connue a priori est la
so lu t ion générale; si & surpasse l 'unité, on peut s implement écrire

o'^c/^k — i ." 1 1

CHAPITRE L
GROUPESAJNORMAUX POCJK LE DEGRÉ m. ÉTUDE DKS m2 POINTS CÔMMÏJÎs'S

A DEUX COUnBES C^, C^, DÉCOMPOSdBI.ES OU NON, MAIS SAIS'S PARTIE

C O M M U N E . ' , , , 1 . 1 .

1. Propositions de Cramer et Cayley. — II est nécessaire de donner à
ces propositions une forme précise telle que la suivante :

Cramer: parmi les TY^ points , supposés dis t incts , communs à deux
courbes C,/,, C^, décomposables ou non, mais sans partie commune,



SYSTÈME LINÉAIRE DE COURBES ALGÉBRIQUES DE DEGRÉ D O N N É . l5l

il existe, toujours et sans exception, au moins un groupe de ns~(~m^~T'^. — i
po in t s convenablement choisis tels que toute courbe C^ les contenant
cont ienne aussi, les _^.— I)(m—2_) peg^i^

2

Cayley : soit

. ^ ^ (' ^- 4- ^ — (7 — i ) ( ni -+- /î — ( / — 2 )<7 r, /7î, ^ ::;/?, ç ^ m + / À — 3 , or= ——————'-——f——————'-———'.

-Parmi les mn po in t s , supposés d i s t i n c t s , corn m un s à deux
courbes C^, €„,, décomposables ou non, mais sans part ie commune il
existe toujours et sans exception au moins un groupe de mn — S points
tels que toute courbe Cy les con tenan t c o n t i e n n e aussi les S restants.

Pour/y? == n et q == m, Cayley et Cramer coïncident . Il y a le complé-
ment suivant à ajouter, soit pour Cramer, soit pour Ïayley :

En général on peut chois i r les o po in t s s u r a b o n d a n t s au hasa rd ;
dans cer tains cas particuliers^ qifils agit de préciser^ une courbe C^ peu t
conteni r soit mû — § points, soit même mn —- o -h- h po in t s convena-
b lemen t choisis, sans con t en i r les o ou S — h po in ts complémentai res .
Cela va être développé.

2. Points communs à deux courbes C^ et C^. — Deux courbes C^,
C^ sans partie commune, ayant nr points distincts communs, je pose
le problème classique :

« Faire passer une courbe de degré m par les m2 points communs à
Cm et C^ )>, et le résous par une méthode, que je crois originale, basée
sur la seule proposit ion que deux courbes de degré m ne peuvent avoir
plus de m2 points communs sans coïncider ou avoir une partie commune.

Je suppose bien entendu m?3 de façon que m^—^—^-)- Le pro-
blème n'est pas impossible, car l 'équation

( ï ) ^4- ^C;«,=o

en livre une solution à deux paramètres homogènes; je veux montrer
que c'est une solution générale; l 'équation (i) n'admet pas de facteur
clé décomposition indépendant de -, car C,^ et C^ n 'ont pas de facteur
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commun. Il en résulte donc qoe, pour - quelconque^ Ci")-est indécom-
posable : dire le contra i re reviendrait , à décomposer le premier membre
de (i) en p facteurs ( p ^ ^ ) dépendan t chacun a lgébr iquement du
ra p p o r î: - ; o n a u ra'i t d o n ey-

C/«==y^ (^=7'^

ou Y et y' seraient des polynômes de deg ré—; mais alors chaque po in t
commun à C^ et C^ compterait au moins pour p2, cas écarté. Soient
donc F une courbe indécomposable du faisceau (î) et M un po in t
déterminé de F.
. J 'applique l 'artifice de la fin de l ' introduction ; nous- avons E == nr

, , . , , . , . , . , 1 / , , T (/??.4- î ) (rn +2)équations l inéa i res et homogènes par rapport aux 1 = -———~~———•
coeff icients de l ' é q u a t i o n ponctuel le de la courbe inconnue ; adjoignons
l 'unique équation obtenue en imposant encore le po in t M : F est
solution," et c'est la seule, puisque F est indécomposable: donc (î) est
bien l'équation générale répondant au problème posé au début du para-
graphe. Les nr équat ions se réduisent bien à /n ——— —• î choisies,
avec tact ou eue hasard suivant le cas.

3. Systèmes de îîpoiniSy pour H == m2 ou -H > m2. — Marquons dans
un plan vierge yn2 points et cherchons les C^ éventuel les qui y passent ;
i l y a qu'aire cas possibles de,, complexité croissante : , '

i° Impossibil i té^ c'est le cas général . ! ' !

.2° ILJne.seule G//, (on suppose toujours m :i3); cette .courbe C^ peut
d'ailleurs être ou non décomposable. Il y a parmi les m1 points donnés
m ^——'points .convenablement choisis" déterminant une C^ unique,

î m (m— 3)• qui passe paries——;——-Testants., . " • :
3° Deux courbes C^ et C^ l inéa i rement indépendante : nous ren-

trons dans le .cas étudié au paragraphe précédent» si du moins C^ et
,C^ n'ont •pas de: partie1 commune ; la cô,urbe générale : du'faisceau
C/,,+XC^=o;ne peut se décomposer que, si, C^ et G^ ont une partie

'commune,.,1 , , 1 1 „ 1 1 . , , , 1 1 ! ! ! ' • . . , ,"11 '1 1 ' ' , 1 \ 1 . 1 1 1 . . 1 . 1 1 1 . ; . ' 1 1 ' ', /1;' :



SYSTEME U N É À I H E DE COUHBES A t . G É f i R I Q U E S DE DEGIIÉ DO^NÉ. 1^)3

4° Les m2 équat ions obtenues on t une matr ice de -rangw^--^41-1^ —h
avec h entier^; on trouve alors -rJ1 courbes d'équation

(0 ! ' A C^ 4- Ai G/,;1 -r-. .. 4- /.// C,!; = o,

où les A sont des constantes arbitraires et les C,^ des po lynômes l i n é a i -
rement indépendan ts : ces polynômes ont nécessairement un facteur
commun, sinon C^ et C^1, par exemple, 'n 'auraient •pas de facteur
commun et l 'équation générale serait s i m p l e m e n i

Mais alors deux courbes du svstèmc ( i), so ien t F et P, ayant une
part ie commune, laissons F fixe e t - fa isons varier P d'une façon conti-
n u e : la part ie commune, ou b i en reste HKC ou bien varie d ' u n e façon
con t inue ; l.e de rn i e r cas est imposs ib le , car F ne peut admettre une
in f in i t é de morceaux de décomposi t ion ; d o n c dans ( i ) , tous les C
ont bien f e même facteur commun .

En supposant 1:1 = m2 •+•/", avec / • i r , on retrouve les quatre cas,
mais si. 3° ou 4° ̂  t rouvent réalisés, il y .a nécessairement u n e par t i e
de décomposition c o m m u n e a, t ou t le système linéaire.

4. Groupes normaux ou anormaux^ complets on incomplets. Cas ou
/ouïes les courbes du'système ont une partie commune. —- Un groupe de
H points est normal ou anormal pour le degré m su ivant que les il
équations obtenues en imposant ces H p o i n t s à une C^ sont d i s t inc t e s
ou se réduisent à H — s : remarquons en passant que, si H surpasse
în(m -4-3) i , ,i - i ' ln ( m 4-3) i .,—^—--—' , le cas où H — .9 surpasserait aussi —————- ne d o n n e r a i t2 r 2
aucune C/^ et l'on doit alors regarder le système comme normal ; cela
revient à sous -enfendre , en pa r l an t de systèmes anormaux, qu'il y a
au moins une C,n passant par les points, donc ,H — s^ —^—0-. Le
nombre s est la surabondance; les H — s points correspondant aux
équations distinctes sont les points fondamentclux; une C,,/, les conte-
nant contient au toma t iquemen t les s po in t s su rabondan t s ; i l peut
arriver qu'elle .contienne encore / points fixes nouveaux; si ^ est nul ,
les H points forment un groupe anormal complet pour le degré m, de

Ânn. Êc. Narm., (3 ) , XLÏ/ -~ MAT 1924. W
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surabondance s ; si s ' n'est pas nul, le groupe est anormal incomplet
pour ledegré m, de surabondance s; mais il y a lieu de considérer sur-
tout le-groupe des H + ^ points, obtenus en ajoutant les / points
virtuels. Un groupe anormal, complet ou non., peut, par suppression
de i, 2 , . . .^' — ï points surabondants être transformé en groupe 'anor -
mal incomplet de surabondance s — i , .y -- 2 , 1 . . . , î ; en supp r iman t les
s po in t s surabondants, on a le groupe normal incomplet des I I — s
points fondamentaux. La no t ion de groupe normal complet est i n t u i t i v e .

5. Donc si "H> -?LL/!t-±—^ \^ groupe ^{normal s'il n'y a. aucune
G/^ les contenant; polir quil soit anormal et ne définisse quune C^, i l
faut effectivement que H> ^i^-4"—) et que 'les points comprennent

un groupe de m 4" ° poin ts déf in issant une seule G,// c o n t e n a n t lous
les autres points. Cette unique C,/, peut être ou non décomposabie; il
faut remarquer d'ailleurs que l 'obligation de décomposition peut n'être
pas évidente a priori et ne le deven i r qu'en adjoignant : au groupe
donné un nombre suffisant de po in t s v i r tue ls . Ainsi pour m == 4 » in'uf
points pris sur une conique Ça et cinq points arbitraires hors de Ça
d o n n e n t une seule quart ique év idemment décomposée en Ça et la
conique circonscrite aux cinq derniers; mais douze points pris arbi-
trairement sur une cubique C;, donnée et deux points pris an hasard en
dehors de ia cubique déterminant une Cr, unique, composée de 63 et
de la droi te joignant les deux derniers points; cela tient à ce que onze
points pris sur G;{ obligent toute G/, les con'tenant à con ten i r encore un
nouveau point de G.-}, de sorte qu'ici la G/, inconnue coupe en réalité
G;} en treize points, et non douze, en tenant compte de ce point v i r tue l .

6. Il reste donc à étudier le cas où le groupe des H points est anormal
et définit au moins deux C^ linéairement indépendantes, que H soit
î , . 1 1 , . . p, . , m(m -{- 3) y,d ailleurs supérieur ou mieneur a —"—;——- • il y a un cas a extraire
immédiatement^ c^ est celui où toutes les C^ ont une partie de décompo-
sition commune; cette obligation de décomposition peut è(re plus ou
moins facile à apercevoir, et il est bon, comme un peu plus haut ,
d'étudier un peu plus en détail cette circonstance.
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Lin cas assez fac i le à mettre en évidence est celui on- les ,1-1 points
renferment ^^^^-îA points définissant u n e C^ un ique ( ^ < m ) et
ou cette C^ con t i en t encore un ensemble de points complémen-
taires du groupe, le total ainsi obtenu dépassant soit mp, soit
mp —• —————^——~ s implement (avec quelques restrictions dans ce
cas; j 'ant icipe un peu ici sur les résultats ul térieurs) , , La courbe C^
(ait alors part ie de toutes les G/,/, et nous sommes ramenés à un pro-
blème de même espèce pour le degré ni — p au l ieu de m : trouver une
Cfn.-p con tenan t les points de H non. situés sur la G/trouvée; ces points
peuvent former un groupe normal ou anormal pour le degré m — p .
Ainsi, huit points d 'une conique Ça et uu neuvième point , pris hors de
C^ fo rment un groupe anormal pour le degré 3 et de surabondance i,
mais le neuv ième point , a lui seul, f o r m e un groupe normal pour le
•degré i.

Un cas de décomposit ion forcée pins di f f ic i le à apercevoir est par
exemple le su ivan t : en général le total fermé par mp points communs
à deux courbes G,,/ el Gp connues Çm^>p) et par un système anormal
complet ou incomplet relatif ciu degré m—p fournit des courbes de
degré m toutes décomposables^ G^ éteint commune à toutes.

Pour démontrer cette proposition, je donne un lemme : je prends
d'abord le total formé par rnp points Q i , Q^, ..., Q^, communs à nne
G,/, et C^ connues et par uu système de 'points P,, P^ . . . , P^ cette fois
normal (complet ou incomple t ) pour le degré rn—p; la courbe C^ ne
cont ien t par hypothèse aucun des points P. Les points P définissent
donc un système linéaire x»^ de courbes C^p avec

/, -= t7!!̂ !̂!!?!̂ ^ „ /. ^

Je vais montrer que les points P, Q au total définissent an système
linéaire ^o^1 de courbes C^. En effet l 'équat ion d 'une courbe de
degré m contenant les Q est de la forme
( a ) , , .C/,[A.2•m-^-+- B.y///-l•/)"-1y +-..,+ L] .+-ÀC^==o, : ,:1,

où le mul t ip l i ca teu r de C./est le polynôme de degré m ' — p le plus général
en. "x et y ( j^aut ic ipe sur les résultats ultérieurs)- En exprimant que
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- P i y l ; ^ . . . , P/, appa r t i ennen t , à la courbe (i), nous avons h é q u a t i o n s
linéaires et homogènes en A, B, .. . 5 L, X, con t enan t un dé te rminan t
d'ordre h non n u l : car faire À ==o dans ce' système d o n n e les équa-
tions précises re la t ives aux C^ ^ c o n t e n a n t P ^ , P^, . . . , P/<. Donc la-
s o l u t i o n du système ob tenu c o n t i e n t b i e n « u n e a r b i t r a i r e de p lu s , à
savoir À,-que le système o b t e n u en ta i san t , A ==o. Le l emme est donc
é tab l i .

Revenons donc à la proposi t ion annoncée : on a n n système
Pô PS» • • • ? P/<; PÂ-M? * * - ? P/^ anormal (complet ou incomplet ) de
surabondance s pour le degré m — p , les A premiers é tant les points
fondamentaux; si les courbes de degré m con t enan t les P devaient
obligatoirement se décomposer, la proposi t ion serait immédia te . Il
su f f î t donc de prendre le cas où existe au m o i n s une courbe de degré rn,
soit r,/,, indécomposable con tenan t (ous les P; a n t i c i p a n t sur les
résultats u l tér ieurs , observons que les P sont , pour le degré m, ou un
groupe normal ou un groupe anormal de s u r a b o n d a n c e , in fé r i eure ,
sans égalité, à s; pour comprendre tous les cas, représentons par
s—./ la surabondance des P pour le degré m, s ' est un e n t i e r tel que
o <^;/^.y; il y a donc des courbes indécomposables de degré m conte-
nant P j , P^, . . . , P/^ sans c o n t e n i r tous les autres po in t s P; on peut les
classer en séries diverses suivant , qu'elles c o n t i e n n e n t exactement la
totalité ou o, i, 2, . . . , s ' — ï points du groupe P^, | , . . . , P^,v et i l y a
bien s ' ' - { - ï séries effectives; la déf ini t ion de / revient à dire qu 'une
courbe de degré m contenant outre P ^ , Py, ..., P/, encore .y' points du
groupe PA-M, . . . , PA-M contrent au tomat iquemen t les s — ^ restants et
r,^ est l'une d'elles ; j 'appelle F^ une courbe con tenan t P ^ , . . . , P/, et
au plus / — ï points du groupe P/^| , . . . , P/^.. Nous savons qu' i l y a
effectivement des courbes r/,, et r^.

Prenons m a i n t e n a n t une courbe (.^arbitraire, associée crqborti à une
courbe r^ et soit Qp Q^ . . . , "Q ,̂ les points communs ; d'après|e
lemme Téquation générale des courbes de degré m contenant les (V et
P,, P,, . ., P^est , ! • / ^ • • ;

(^) , ,• (^d:^,1^^^-^^^^/'-^-^---^ ^ , •

où C^ ^, G^^, ..., C^ sont les (A 4- r) courbes linéa-i renient, indé-
, • pendantes de.degré rn1—jî? .-définies par'P, ,11\, . . . , P l// l: l,oeia l l l ltien l lt à ce1
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que l 'équation (^2) cont ient bien le nombre /t-h- 2 de paramètres liomo-
gènes indépendants v o u l u * Ces courbes c o u t i e n n e n t autoinatiquenient
tous les points du groupe complémen ta i r e P/.-M? • * • » P^-^ ^n nombre
.y7 -— i au plus, q u i soûl s u r "F^; si l 'on exprime que la courbe (2) con-
t ient un des po in t s rebelles de ce groupe, non situé surT^, , on trouve
A = o, i l y a alors décomposit ion comme on l'a annoncé a priori.

Si l 'on répète le ra i sonnement avec une C^ a r b i t r a i r e ^ mais avec Ici
courbe F^ au lieu de F^, la conclus ion échoue; l 'équat ion (2) repré-
sen te un système a/'"1"1 de courbes n ' a d m e t t a n t pas G/, comme partie
commune, con t e n a n t les po in t s Q, , Q.^ . . . , Q^, c o m m u n s à C^ et T^
et le système P^, Pa, . . . , P/.i..? anormal pour le degré /n — p .

La propos i t ion est donc établ ie : le groupe P,, P^, . . . , P^ anormal
pour le degré m — p é tant donné, si Pon choisit les courbes C^ efcC^
au hasard ( relat ivement au groupe P), il y a décomposi t ion; on peut
choisir C/^ et G/, de façon à éviter la décomposi t ion.

Le mode de démonstra t ion que j'ai employé évi te de considérer des
matrices et des dé t e rminan t s extraits d e ' c e t t e mat r ice et donne en
même temps le moyen d ' o b t e n i r effectivement le cas ([lie l 'on peut
appeler normal et ceux que l'on peut appeler exceptionnels.

Donnons un exemple s i m p l e ; supposons m = 4, p = i • Prenons
donc quatre points 0,, Q^, Q,, Q, sur une droite G, et neuf points
P^ Pa, . . . , P., dont aucun n'est sur C, ; si ces n e u f po in ts dé terminent
une seule cubique €3, on est dans les condi t ions du lemme et l'en-
semble des points P, Q dé f in i t un faisceau de quar t iques d'équation
C ^ C t ^ XC,, =. o et, aucune de ces courbes (rrîème si e'ie se décotn- '
pose) n'admet Cy comme portion si À ̂  o. Si au contraire P,, P ^ , . . . , Pô
sont bases d'un faisceau de cubiques ( s ===^==i ) , les circonstances
changent : nous allons analyser géométriquement les conditions
propres à obtenir le cas normal '(décoxnposilion) elle cas except ionnel
(non décomposition-). Soient C ^ l a cubique du faisceau q u i cont ient Q,,
Ç1, celle qui contient Q^ en supposant d'abord Q, et Q^ non situés sur
une même cubique avec P,, P^, ..., P.,* On voit aisément qu'il y a x;3

quar t iques indécomposables passant par P^ P^ * • •. P!». Q i ? Qa^ t (^e,
grâce aux hypothèses faites, elles coupent la droi te C, eu deux points
variabl'e.s se corrçspoadant1 dans/une iwolution; (^ perce (.1, en deux
points R i , 1̂  autres que Q^ €3 donne de même Se, Sa autres que Qs;
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R j , R_» est un couple de rinvoli . i t ; ion, S^ et S^ 11.11 autre. Donc toute
q u a r t i q n e con tenan t Q:; c o n t i e n t , a u t o m a t i q u e m e n t le conjugué Q[ de
Q:î dans cette i n v o l u t i o n ; on prend a priori €3 et C', au hasard pour
déf in i r P,, Pa, ..., P.,; pu i s C, au hasard (ne c o n t e n a n t a u c u n des P),
pu. isQ;( , Q.. au hasard sur C, , Q, é t an t un point c o m m u n à G;; et C ( ,
CL u n - p o i n t c o m m u n à (.^ et C, ; dans ces condit ions Q^ ne coïncide
pas avec (^ et toute quar t ique con tenan t les P e( Q, , 0^, Q^, Q,, c o n t i e n t
Qy, donc se décompose nécessai rement et G,, en f a i t part ie : on t r o u v e
donc l 'équation (€3 4- AC^C, == o; le groupe P, Q est d 'a i l leurs ici
normal pour le degré 4. Si au contra i re ou chois i t à dessein Q^ coïnci-
dant avec Q^, la décomposi t ion ne se produi t plus, on a une équa t ion
(€3 -4- À C ^ ) C , i -h ^.C,, -= o et le groupe P ^ , Q est anormal , de surabon-
dance i, pou r l e degré 4. Dans cet exemple, si, Q^ et Q^ sont sur une
même cubique €3 avec P, , P^ ..., P^ toute quar t ique contenant P ^ , ...,

! , P-) et Qi , 02 perce G, en. un nouveau po in t F .fixe, de sorte que si Q^ et
Q,i ne coïncident ni Tun n i l ' au t re avec F, on a la décomposi t ion
(Cy 4- M^)C, == o, mais si Q;( ou. Q^ coïncide avec F on évite la décom-
posit ion.

Il suffit de reprendre une discussion semblable en prenant m == 5y
^-=i, c'est-à-dire cinq points Q,, Q,, Q;p Q ^ Q s en ligne droite et
•seize points P i , ..., P^ communs à deux quar t iques C^ et '(^ pour
avoir 21 points formant un groupe anormal pour le degré 5, exigeant
en général la décomposition de la q u i n t i q u e en C, et u n e qua r t i que du
faisceau; exceptionnellement la décomposit ion pourra être évitée, mais
alors ta surabondance pour le degré 5 est devenue 2 et non plus r .

.Findique que lquesexemples qui peuvent a priori sembler ne pas
rentrer dans la proposition précédente. Cherchons une courbe de
degré 8 contenant les p'oints communs à deux courbes Cg et (^ données
elles points commHns. à deux courbefs C^el adonnées; il est clair
que €3 C^ (^ est une solution, (^ désignant une conique arbitraire :
en général cesl la seule solution. Il suffit pour le voir de prendre m == <S,
p = 3, m -p == 5. Pour le degré ^ les 21 points P,, ..., P^ communs
à (^ et €7 forment un système anormal de surabondance ^ = = = 6 ; en
effet, en.général., P,', P^ .:.., P^ étant situés sur C, obligent une qu in-
tique'qin. les contient a^e. décomposer en €3, et yne conique arbitraire
Ça; donc P^ P^ ..., ,P^11 forment bien un système normal incomplet



SYSTEME LINÉAIRE DE COURBES ALGÉBRIQUES DE DEGRÉ DON^É. ïbÇ)

pour le degré 5 définissant ce.5 quintiques d'équation C ^ C 2 = = o ; on a
donc s == 6, / === 6 et la. proposition s'applique; en général il y a
décomposition €3 C^ €3 et la surabondance pour le degré 8 des 45 points
donnés est 6; pour les config'urations exceptionnelles des couples (G;},
^s)» (^':i? ^7) on pourra éviter la décomposit ion avec €3 et C^ comme
por t ions obligatoires,, mais la su rabondance pour le degré 8 devient
au moins 7.

De même une courbe i n c o n n u e de de^ré 10 contenant les 3o points
communs à un couple Cp C^ donné et les 3o points communs a un
couple C;;, Ce donné doit, dans le cas général, se réduire à

C 3 ( C , C 2 + C 6 C t ) = = 0 ,

où €3 et G, sont une conique et u n e droite arbitraires,.car les 3o points
(C^ Ce) forment pour le de^ré 7 (w== so, p = 3) un système1 anormal
de surabondance 3. .

7. Nous pouvons donc écarter le cas où il existerait o ou i courbe C,/,
contenant les H po in t s donnés ou b ien où toutes les C,// se décompo-
se ra ient avec u n e par t ie commune à toutes.

Dans la suite de ce travail^ je n'étudie plus que les groupes anormaux
complets définissant au moins deux C ̂ linéairement indépendantes^ sans
partie commune; d'ailleurs, si l 'on ne trouve que deux G,», le groupe
(complet ) se réduit aux m2 po in t s de base d'un faisceau : nous nous
bornons donc en réali té au cas où il y a au moin^ /rois G/,, l inéa i rement
indépendantes .

Conclusion fondamentale : nous sommes ramenés à étudier la struc-
ture des m/2 points communs à deux courbes G,/, et G^ quelconques de
degré m et à en extraire tous les groupes anormaux complets qui peuvent
y figurer.

Dans le cas désormais écarté où les H points donnés définissent une
seule C,^ ou un système l inéa i re ou toutes les G,,, on t une partie com-
mune fixe C^ on do i tcons idére r qu'il y a unem/î/i^depointsvirtuels;
dans les groupes complets (ou rendus complets) que nous étudierons
dorénavan t, le nombre total des points est fini :_ cela fait bien com-
prendre la différence intrinsèque des deux questions et explique
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pourquoi i l fa l la i t esquisser l'élude de la première' (qui? en réal i té ,
nécessite beaucoup d 'emprunts à Fé tude de la seconde).

7 bis. Le groupe de H points est donc supposé désormais anormal.
et complet, chaque point é l a n f c s imple sur chaque C^ et aussi dans
l ' intersect ion de deux C^ de la fami l l e . Or, la courbe générale d 'un
système l inéa i re n'a pas de point s ingu l i e r mobi le , donc les deux
courbes C^ et C^ conservées peuven t être supposées dénuées de point

i • i i ( î r^ — ï ) (m — 2 ) s i ' i isingulier , donc de genre -———————-; la supposi t ion est commode^
mais non obligatoire; on peut supposer que les m2 — H points complé-
mentaires communs à G,,, et (7^ sont simples aussi dans l ' in tersect ion,
car si on laisse €„, fixe, les courbes C^ du système l inéaire étudié
découpent sur C,^ une série l inéa i re de groupes de rn2— H points, tous
variables, p u i s q u e les 11 po in t s fo rmen i n n groupe complet: donc le
groupe général de la série l i n é a i r e en jeu n 'admet pas de po in t singu-
l ie r mobile. '

Bien entendu si les H points forment un groupe anormal incomplet^
même si les H points du groupe sont dis t incts , il pourra arriver que
parmi les / poin ts v i r tuels , un certain nombre soient confondus entre
eux ou v i e n n e n t se confondre avec un des H points déjà donnés. C'est
pour cela que je me borne, aux groupes complets^ à points tous distincts,
et que je peux me borner à é tud ie r la s t ructure des m2 points, tous
simples, communs à deux courbes G,,; et C^ que nous pouvons supposer

i , » i , i ( m — ï ) ( m — 2 ) , , iindécomposables et dfê genre "———————- toutes deux .

8. Structure de ï ensemble des m2 points ( C^, C^). — Soi en t P ̂ , 1\, ...,
P,^,les m2 points communs à C^ et C^; posons

. . w(w-4-3) . ( m — i ) ( m — 2 ) ,(i) p = — — — — — " — i , p^^-.———/————/-, p-i-p^m2 .
'2 , , 2

Imposons à une courbe inconnue F de degré m la condition de
contenir successivement P^, P^, . * . , Pp, Pp+.,,. .. dans cet ordre. Deux cas :

i° Pi, P^, ..., Ppfpurn i s sen tpéqua t ions indépendantes ; noussavons
queles p' suivantes en sont conséquence l inéa i re . (I y a Cl^^/façons de
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séparer p points; si €/„ et C^ n'offrent aucune configuration spéciale,
toutes ces façons fournissent p équations indépendantes.

2° h étant un entier non nul, P ^ , 1\, ..., I\,^ fournissent p — h équa-
tions indépendantes, -mais Pp-^ fournit une équation, conséquence
linéaire des précédentes; donc P^ , P^, ..., Pô.,/, fournissent u n groupe
normal incomplet dont, Pp-/^-., est un poin t v i r t u e l , s'il y en a d'autres,
ils sont forcément compris dans les m1 po in ts étudiés et nous effec-
tuons, si beso in , - un changement de numérotage de façon que
P P - A M ? Pp.-Â.i-,.2» • • • ? Pp-/,+,y soient tous les points virtuels. On a

Nous verrons même plus bas que l'on a, sans égalité, s <; p'. Sur les
p7 4- h — s points non encore appelés, on peut , soit au hasarda soit avec
tact prélever h points qui joints à P, , Pa, . . . ? Pp-A fournissent le total
des p équat ions distinctes : sans ouvrir pour le moment de nouvelle
.subdivision, numérotons de sorte que Pp-^+.^n, Pp-^/^^a, • . - y Pp4-.y soient
ces A po in t s ; les p' — s po in t s restants sont la conséquence des précé-
dents et nous avons réalisé une séparation des m2 points en quatre
groupes;, ce que je figure par le schéma, avec parenthèses,

(9.) ( o — / ^ , h ) - i - ( s , p f — s ) ,

voulant dire que les ^ p o i n t s indiqués, en tête de la seconde paren-
thèse, sont les po in t s vir tuels des p •—- h points indiqués en tête de la
première parenthèse. Le premier cas est figuré par le schéma

(3-) • (p)-h(p').

Le cas normal est que l'on ne puisse obten'ir que,le schéma (3); mais
un schéma, tel que (2), supposé'existant, peut toujours être ramené à
la forme 3 : il suffit de prendre Sabord les points

P 1 , , PS, .. .» i p........ A ï t p-+-//-Ky-t-l i • • * i ï .p4-.s-

qui correspondent d 'ai l leurs aux deux groupes placés dans la première
parenthèse (2). ! - ! ! ! ! ! 1 ^ ! ! 1 1 ,

Le groupe , , , ' ^ . ! 1 1 1 1 ' 1'11. , ! , ! , . ^
Tl/, Pâ, „ l.l.lll..l'IPp^î " . Pp-A....n - - 1 Pp-^ . ' 1 :

Ànri.Èc. IVorm., (31), X1!!.1.,— JUIN ig'ï^ 1 1 \ / 1 ^ 1 . 1 1 1 1 . ïï /
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donne une séparation que figure un schéma avec crochets

(4) , [p-"Â]^.l:.<|,

s ign i f ian t que j 'ai un groupe anormal complet et de surabondance s pour
le de^ré m. Dans les schémas à parenthèse, 1 ind ica t ion du degré est
i n u t i l e , puisque la première parenthèses donne p par sommat ion , la
seconde a' et les deux réunies m1.

Les courb es P^ con tenan t P,, 1\,. . . , .Pp./, fo rment un système l inéa i re
de d imens ion i -j- //, découpent sur G,,, une série l inéaire de groupes
de poin ts g^+/^ dont tous les points sont variables : cette série est
donc spéciale et c'est le résultât fondamenta l . En effet, il est commode
de supposer €,„ e f ï ec t ivemen t de genre p7 : la différence (p' •+ h — s) — h
est p' — .y, où, s est un ent ier î i , donc la série est spéciale. Riemann-
Rôch apprend , que l'excès de p7 sur p — s, autrement dit s, est le
nombre d 'adjointes cFordre m — 3 l i néa i r emen t i n d é p e n d a n t e s passant
par un groupe de la série; si l'on suppose C^ dénuée de p o i n t - m u l t i p l e ,
les adjointes sont s imp lemen t l 'ensemble des courbes a lgébr iques^
puisque les courbes de degré m — 3, totalement arbitraires, l inéaire-
ment indépendantes sont en nombre p', celles qu i con t i ennen t , un
groupe de la série sont en nombre infér ieur a p' el non égal; donc, on
a, égalité exclue,

, ^ ! ! • ! ^<p' • ! ^ , ! ' ^ , •

et de plus, la surabondance pour le degré m d'un groupe de points
communs à deux courbes C^,, C^ est le nombre de courbes de degré m — 3
linéairement indépendantes passant par le reste des points communs aux
deux courbes. La démonstration faito en supposant le groupe étudié
complet subsiste même pour des groupes incomplets : nous le verrons
plus bas. 1 ' 1 ' . • ! ! :' • ' 1

La sérieg1^^ peut être découpée sur la courbe C^ par une courbe -Y^
de degré d, ïid^m — 3 , possédant sur C^ juste assez de points fixes
pour engendrer un système linéaire de dimension h non nulle.

Chaque groupe de la série g^/^, définit ^courbes 0^3 linéairement
indépendantes et, par suite, est de surabondance A pour le degré
m—3; on a donc ce résultat cur ieux: déterminer sur une C^un ^roupe
anormal pourle degré m retient à déterminer sur cette C,,/ un groupe
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anormal pour le degré m — 3 ; mais ce dernier groupe, con t ra i rement a
ceux que nous voulons désormais étudier , peut ne définir qu'une C^,...;p
( ,y== ï), ou ne définir que des courbes Cw-3 toutes décomposables; il,
peut être incomplet .

9. Construction de tous les groupes anormaux complets pour un degré
m donné. Tableaux numériques^. — Traçons donc une C^,; marquons
sur elle / points fixes F tels qu'une courbe 7,̂  de degré d donné
( i ^ r / ^ m — 3) contenant les F dépende de h paramètres non homo-
gènes, À ^ i ; si les courbes ^a ont des points (Ixes vir tuels nouveaux,
si tués sur C/^, on les réuni t aux points F de sorte que /' désigne le
nombre des points fixes situés effectivement sur C^; peu importe que
les y,/ a i en t des points virtuels fixes situés hors de C^. Les courbes y^
découpent, donc sur C^ une série linéaire g'm^' à points tous va-
riables; soient V, V^, ... ces groupes; par le groupe Vo menons une
C^ dis t inc te de C,/,; y^ étant la y^r particulière qui a fourn i Vy et y^ ^
étant une courbe arbitraire de degré m — d^ supposons même qu'il
existe au moins u ne C^ non comprise dans l 'équation C,// 4- 7^ ̂ m d = °?
de sorte que cette C^ ne contienne pas tous les points F; i l sera avan-
tageux que la courbe (7^ puisse ne contenir aucun poin t F; mais il
pourra arr iver quelle cont ienne soit accidentellement, soit oldigatoire-
menï^ quelques-uns d^entre eux (mais non tous); cette discussion.
revient au fond à discerner si les groupes V, V'o, ... sont complets ou
incomplets pour le degré m : ceci sera examiné plus tard, mais pour le
moment ce n'est pa^essentiel. La courbe C^ coupe donc C^.en.un groupe
complémentaire de points I\ en nombre m(m — d) -+-/, et ce groupe P
est anormal complet pour le degré m. C'est la propositionréciproque de
celle obtenue au paragraphe précédent; e l f e résulte de ce que P et F
ont un résiduel commun Vo, donc tous les groupes V, résiduels par
.construction de F, sont résiduels de P et le remplacement de,y^ par
^(d ou. 'de V,o par .V est indifférent; les groupes V forment une série
^L/- /» donc le système des courbes de degré m issues du groupe P est
,de d imens ion , ï "|- à; l 'ensemble des m.{m — d) -(-/points P four-
nissent donc seulement? — A équations linéaires pour le degré m et
ont pour surabondance m(m — d) 4- /'—- p -h" À, c'est-à-dire
( ï ) ••s ^ p ' — md 4--/-4- h.
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Si a est la surabondance (cr^o) du groupe F pour le degré c / y on a
, , ' / .« d(d-+-3)(à) , k-rf^=.——^——^-h-cr,

d'où l'on déduit
( ï n — d — ï ) ( m . — d — 2 )

(d) , -s" = —-—•———————————— •+• (7.
a

Ce nombre s e-st égal à i pour r/== m •— 3, a' == o et supér ieur à i dans
tous les autres cas : le groupe F'est donc bien surabondant et nous
voyons même que la surabondance de P reste constante si ci et cr restent
fixes', le nombre/ de points F pouvant varier,

La construction de tous les groupes anrormaux pour le degré m
exige la solution des problèmes préliminaires :

i° Construction de tous les groupes anormaux (et normaux), com-
plets et incomplets, pour les degrés i, 2, . . . , m—3; c^est notre
problème, mais avec une valeur moindre du degré. ,

2° La détermination de tous les groupes anormaux, complets ou
incomplets, relatifs aux degrés i, 2, 3, ..., m — 3 situés sur une C^
donnée.

• 'U \f A 1 J JJ 1 \J I. 0 \J II

, ..., //<, — ^ oii/ués sur une C,^

Ce dernier problème est plus difficile que de premier, mais. n'est
nécessaire que si nous voulons construire lous les groupes anormaux
pour le degré m portés par une C^ donnée; s'il s'agit de construire tous
les groupes anormaux, contenus dans le plan vierge^ relatifs au
degré 772, le premier suffit : car le groupe F é t a n t construit, on peut
toujours faire passer une infinité de courbes dé 'degré m par F,
puisque d<^m.

Dressons, pour chaque valeur de m, un tableau T donnant les
valeurs simultanées des entiers/, d, h, c r , . y ; le tableau relatif à l 'entier
m exige la construction de ceux qui précèdent/jusqu'à m — 3 . il est
superflu de signaler le groupe anormal formé par m2 points communs
àC^e tC4, doncT n'abesoin d'être dressé que pour mî 4. Quand cr est
nul, je ne rinscrispas.

m =: 4

. !. 1 1 ; ,:1 ! , 1 1 1 1 1 1 ^ 1 1 \': 'î .1 1 1 1 . 1 1 / 1 ' V . 1 1 . 1 P. 1 1 \ '' h. • 1 1 s.

droi te . . . . . . . o 4 12 a i
1 1 , : ' 1 - /• ^ , ' \ 1 ' 1 1 1 / . 1 1 / 1 1 1 - ! 3 1 1 : - 1 - 1 , 1 3 1 ' . 1 i 1 . 1 1 1 1 . ' ^ , 1 ; I I
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î
9.
3 .

1 : 1 ! 1 , ^ ! ! ^: ' 4 '
cubique . . . . . o

• . . . ! , ! ' ' î
. ' .2 • 1

m -=: 5 !

V
5
4

10

9
8
7e

ni == 6

eî?
19
11
Î C
(

• <^
l î?

î6
î f

• i4
î ^
ï ^
i f
I C

•

 c

m == 7

7e
^
i3
19
ï ï
10
^ ï

^

î.>

':>. 0
^1
i 5

) i6
-^7
i.8

) i9

3 30
3 3l
î -24

'2 5 •"
5 a6
^ -.^-7
-î "28
? i8

) 9.0
) 21
^ 3-2
$ 23
i ^4

25 ' ..
î 26
) • , ^7 • , •

42
3 43

3o
36
37
38
3g

• • . 28

) 3o

h.
2

5
4
3
2
8

2
I

5
4
3
2
I

9

7
6
5
4 '
3
a
î
[

2
t
5
4 .
3
9.
î

9 ' '

7' ! ^

s.
3
3
î

ï
î
î

6
6
3
3
3
3
3
î

!
I
ï
I
1
I
I
2

10
I 0

6
6
6
6
6
3

3
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quar t ique. . .

F.

3
y4,

" 5
6
7
8
9
0

! OU
•3*
4
5
6

• 7
8
9

Î O

1 1
1 2

1 2

i3
i3
i4
i. 5
i6,.

în -^ 7

^.

i

3

ï

1

1

• 2 ;

3

( s ( i l te).

Y.

18
17
ï6
i5
i4..
i3

'1, '2

28

25

2̂3

22

31

2 0

1 9
i8
1 7
ï6
ï6
ï â
1 3
i4
i3
1 2

P.

3l

32

33
34
35
36
37
2 1

34 -
20

26 ^
2 7
28

29
3o
3i
32

33
33
34
34. •
351 '
36
37 .

h.

6
5
4
3
2

I
Î

•4

I I

Ï O

9
8
7
6
5
4

u 3
2

3
ï
2 '
I

I ,

I

S.

3
3
3
3
3
3
/•

!

I
1

r
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
2

ï

2

3

3
4

Ces tableaux deviennent rapidement considérables; il y a de nom-
breuses remarques à faire, rendant nécessaire d'aller au inoins jus-
qu'à m =7.

10. Remarcfues diverses sur les tableaux T. — Le minimum de
m(m— cl) -+" /s'obtient pour •d=m — 3,/==o, et donne 3m, s = ï.
Un groupe de 3 m — 2 points cui plus y à condition que m •+• ï ne soient
pas sur une même droite, im '-h ï sur unemême conique 3 ̂  toujours
normal complet pour le degré m; un groupe de 3 m ~ i points y sous les
mêmes'restrictions 5 est toujours normal pour le degré m y complet ou
incomplet suiyant que les 3m—ï poinu ne sont pas ou sont sur une
même cubique.
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Le groupe F demande , pour sa construction, trois courbes C,/,, 7^,
(7,,, dans cet ordre ; on doii simplifier si, parmi les ce7' courbes -y^ issues
de F, il y ^n ^ q111 se réduisent à une courbe y^s issue de ¥ complétée
par une ya arbitraire ( î I S ^ d } ; le groupe V relatif à y^.sys con t i en t
tous les points (C^, yo)» donc les P sont une même C^_g avec tous les
points au t res que F communs à C,^et^/.s. On u t i l i s e r a donc C,/,, y^_o
et, C^ s. Si la courbe y^-s se t rouve complètement déterminée; par le&
/points F, les P sont sur une unique courbe €^-5; si la courbe y^-o
engendre un système linéaire cc^, les P déf in i ssen t un système l inéa i re
cc^ de courbes €,„ -o : pour ce degré m — o le groupe P est nécessaifement
anormal et de sural)ondance supérieure à celle quil possède pour le
degré rn : cela est vrai mèiïie pour une unique C^o, c 'e^t-à-dire k = o;
le groupe P n'est pas nécessairement complet pour le degré m — o. I l ^
peut arriver qu ' i l y ait p lus ieurs degrés d — o, d — S', ... d o n n a n t lieu
à cette particularité pour le groupe P.

Ainsi /==(.:> revient à prendre les points communs à u n e 0^-^ et
une C//,; il y a u n e C,n-a un ique con tenan t les P et toute courbe de
degré i n t e r m é d i a i r e entre m — d et m q u i cout ien t les P se décompose
en C^.,/ et une portion complémentaire , du degré voulu, à part cela
arbi traire .

On app l iquera ceci, sans diff icul té pour m quelconque, d = 2,
f = î ou 2 ; les points sont déterminés par une €„, et une C^i ^y^t
a priori m—ï ou m — 2 poin ts communs connus en ligne droite; on
a ainsi un exemple où la proposition, de Cayley pour C^-i, C^ et. C^ ne
peu t être appl iquée qu'avec tact.'

Considérons m ^=6, û?==3, /==:3. Si V \ , ' F ^ V, ne sont pas en ligne
droite, les 21 points P sont bases d'un réseau de C;,, donc surabon-
dance 3 pour le degré 5 et î pour le degré 6, et i l n'existe pas de
quartique contenant 'les P. Si F^ F^ F;, sont en l igne droite, les
2i points P sont sur une qua r t i que G/, et une seule coupant C(; en trois
points W ^ W a , W^ en l igne droite; la surabondance est 7 pour le
degré^, mais les qu in t iques les contenant se décomposent cette fois '
en G, et une l igne droite arbi traire; les quint iques cont inuent à former
un.réseau. ; .

Considéronsw== G, d .== 3,/== 4- .Les 22 points P déte-rmineut un
faisceau linéaire.de quintiques, ayant trois^ nouveaux points lixes-hors
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de C(; ; les 22 points F forment un système complet de surabondance i
pour le degré 6, un système incomplet de surabondance 3 p o u r - l e
degré 5; les trois nouveaux poin ts ' communs à toutes les quintiques
sont en ligne droite et c'est pour cela que Co peut, contrairement à
la proposition de Cayley appliquée sans précaution, contenir 22 points
communs à €5 et C^ sans contenir les trois restants. Ceci suppose que
sur les quatre points F, i l n'y en a pas trois en l igne droi te ; supposons
maintenant F/, Fa;, î\ sur une même droite, coupant Co en V < , V_>, ¥3;
le point F,, est supposé distinct de V^ Va, V., ; si l'on ut i l ise , au lieu
d'une cubique, une conique issue des points F, elle comprend la droite
F,, FS, F;} et u n e droite arbitraire issue de F,., coupapt Ce en W^ Wa,
Wg, W,î, Wg. Les 22 points dé t e rminen t encore un faisceau de quin-
tiques, dont les trois points complémentaires d'intersection sont en
ligne droite : le groupe P dans ce cas est exactement le même que plus
haut, mais on a s implement fait passer une C^ par ces points et par
Yun des nouveaux points de base du faisceau de quint iques, de sorte
qu'elle con t i en t au tomat iquement les deux restants. En effet V^ Va,
Va sont les points communs à toutes les q u i n t i q u e s du faisceau déter-
miné par les 22 po in t s P. Les 22 points P fournissent le schéma à
crochets

!:^]G+[t],

les trois points V ^ , V^, Y;» ajoutés aux P donnent
[ a r , i ]c4-[r , a],

en ajoutant les cinq points W on a

• [^ ^ 2 , ] 6 + [ î , 2,.3],

enfin en ajoutant six points quelconques, en ligne droite, de Ce on a
( 2 ï , r , 2.a).-+- (T , s, 3, 4)

^ i'̂ ;,-.avec des parenthèses cette fois.
De ce qui précède résultent des propositions curieuses telles que

les suivantes :
Par trois points V^, V^ V.^ en ligne droite menons deux courbes

€5 et C^ ; elles se coupent encore en P,, Pg, ..., P^; par les P menons
une C« ne contenant ni V < , ni V^, Vg (ce qui est possible); toute autre
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C[ issue des P coupe (^ en ï4. points situés sur une même et unique
C.t et €3 coupe Co encore en quatre points F,, F^ F;^, F,,., dont trois ne
sont pas en ligne droite; quand (^ varie, G;; varie, mais 1%, F^ F;,, F^
ne changent pas. Si par les P on mène une autre quint ique du faisceau

•(€3, C^), cette qu in t ique C[ perce €<, e n - h u i t po in t s situés sur une.
même et unique conique Ça? variant avec G, , , mais passant toujours
aux quatre points F/, F^ F;$, F^ déjà donnés . Si la courbe (^ contient
l 'un des points V, elle contient aussi, les deux autres et rien n'est
changé aux résultats précédents sauf que trois des poin ts F sont en
ligne droite.

Si l 'on considère le cas m === 6, cl == 3, /' === 6, les 24 p o i n t s P ne sont
pas sur une courbe de degré inférieur à G, si les points F ne sont pas
sur une conique; mais si, les F sont sur une conique, les 24,P sont sur
une unique q u i n t i q u e : on a encore un cas cr i t ique pour la proposi-
tion de Cayley et les degrés 5, 6, G.

II. Groupes anormaux incomplets; groupes anormaux complets à
structure interne symétrique ou dissymétrique. — Les groupes V doivent
être à points tous twiabîes ; si donc les courbes y^ issues des points F
se décomposent nécessa i rement 'avec une partie, fixe commune à
toutes, il suffirait de conserver un iquemen t la partie mobile. Mais si
l'on n'écartait pas ce cas de décomposition obligatoire, on obtiendrait
des groupes anormaux incomplets; il faut remarquer d 'ai l leurs que
dans une question où interviennent des parainètre's, -les groupes" com-
plets obtenus par notre méthode peuvent , pour certaines valeurs
critiques des paramètres, devenirincomplets. Ainsi soit m ===5, rf== 2,
f ===,3. Prenons F,,, F^ fixes et F,., variable sur C;, : tant que F 3 est dis-
tinct des trois points ç^, cp^ 03 où I7,, F^ perce €5, on a 18 points P
formant un groupe anormal complet; si F;} (end vers ©3, la conique
se décompose nécessairement; les icS points P limites peuvent- se •dé-
terminer en coupant (1; par unequa r t i que issue de ç^ sp^; pris seuls/
ils forment un groupe anormal incomplet de surabondance i pour le
degré 5; réunis à ç,, y^ un groupe complet de1 surabondance 3.

Voici une autre dégénérescence intéressante :- soit w == 4?. ̂  == i,
/==:!. Par un point fixe F deC^ menons une droite y^ la coupant en
V ^ V a . V g i p a r V ^ V a , ¥3 menons une C^ elle donne r3 points P de
' , . -' Afin. Éc. N'orm^ (3), XLÏ.—-Ji3ïN 1 9 9 4 - 1 1 ' 1 1 1 ' . . 1 ' : . 1. 1 1 , ! 22 , - -, " 1 1 , ; 1 .
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surabondance r pour le degré 4 î tant que C[ évite de passer par F, le
groupe P a une structure interne symétrique : on n'a d 'équation sura-
bondante qu'après avoir écrit 12 équations, quel que soit l'ordre pris
pour P^ Pa, ..., P/3. Si (^ passe par F,les i3 points P du cas général
deviennent F et 12 points p^ p ^ , ..., /^? ces derniers pouvant être
obtenus par une 63 arbitraire : la structure n'est plus symétrique, il
y a un point surabondant qui n'est jamais le point F. D'une façon géné-
rale en prenant un groupe P, anormal complet, à structure symétrique^
définissant ̂ i+k courbes C^,, en adjoignant i, 2, ..., h — i points quel-
conques du plan, on obtient de nouveaux groupes complets^ tous de
même surabondance, définissant cc'\ co^-"1,..., oo2 co.urbes C//,, à struc-
ture interne dissymétrique : sur u n & C^ quelconque les contenant, i l y
a i , 2, ..., h — î points communs au groupe F et au groupe P (1). Il est
bien clair qu ' i l y a avantage à construire tous ces groupes en en déter-
minant d'abord la port ion symétrique; c^est pour cette raison que
certaines lignes du tableau T n'ont pas été remplies ou que d'autres
sont marquées d'un astérisque (*) : elles correspondent au cas où la
courbe C^ issue de V contient, obligatoirement^ mais non plus faculta-
tivement, une portion du groupe F ou tout le groupe F; on aurai t a ins i
un groupe anormal complet à structure dissymétrique; il n'eût pas é té
incorrect de remplir la ligne, mais de cette façon on est prévenu que
le groupe de mêmes caractéristiques à structure symétrique n'existe
pas. Ainsi on aurait pu écrire

! 1 1 ! • ^ *. . ' V. ! T. 1 : ' 1 V. . y P. , ! A,. ! S.

cubique . . . . . . . î o 17 I Q 8 î

mais la courbe C^ c o n t e n a n t 17 points communs à (^ et Y;} cont ient ,
sans exception, le d iK-hu i t i ème ; le groupe P se compose des 18 points
communs à Cg et une cub ique €3, et d'un po in t complémenta i re
arbitraire.1 1 1 1 ^ ., 1 1 1 • • u , ! . ! ! 1 1 , 1' • . . . ! ^ ! , ! !. -

Pour m1^.^, d == 4, i l est •superflu de remplir les lignes /= î ou à;'
pour/ ==3, il est superflu de F écrire si les trois points fixes ne sont

(1) on verra plus bas que Fon peiifc parfois augmenter la surabondance du groupe de
départ. ; ,, ! . , . ' ! •, !1 / ;1 ! ! •1 ^ • ^ ! . : / ! ^ ' ! 1 : : , ! '": ... ; /"
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pas -en ligne droite et l 'astérisque prévient que Fon doit, pour un
groupe P symétrique, se borner au cas ou F^ F^, F.-î sont en ligne
droite.

Donc pour rn^6 et i ^y'"^ ̂ — l̂l̂ ^L^^ on conserve, en les marquant
d 'un astérisque, les l ignes a ins i ob tenues : on se reporte au tableau T
pour le degré d et l'on y relève dans la colonne Y tous les nombres Y

• tels que ' !

' ,<v-<(^=2),-(.Jrl2-)."~ ~ 2

Par chaque groupe Y a ins i obtenu sur une courbe C^ on f a i t passer
une courbe G,,,; sur cette courbe C^ considérons main tenan t le groupe
e n j e u comme jouant le rôle F et C,/ le rôle de y^. En elîet, appelons
C/./, ç et F les groupes qui au tableau ï, pour le degré cl, s'appe-
la ient F et Y; soit § le" degré de la courbe employée pour découper sur
C^ ces groupes simultanés <p et -F. Nous pouvons sur cette courbe C^
ûgurer le diagramme . ! a.

9 ys F
7ô C,
r c;. Y

Yç est une courbe issue de ^,' découpant sur C^ le groupe F', corésiduel
avec F; donc ' ¥ ' et V sont une même C^, variab'e avec ̂  de sorte qu'il
n'y a plus de raison pour que les courbes C'^ issues de V contiennent
toutes le groupe F.

A ce même point de vue, dans le tableau T relatif à my la fin de
l'article r f p o u r d ' ^ 3 exige que Fon ait fait le recensement de tous les
groupes anormaux, complets ou incomplets pour le degré d\ il faut
aussi vérifier si la courbe (C^) contenant un groupe incomplet ne doit
pas, automatiquement , contenir un ou plusieurs poin ts vir tuels : cette
remarque commence à produire son etïet à part ir de m ==-9; ainsi
pour m= 9, d == 6 on a, en particulier,

w=-9
: ! F. cr. . v. ^ P. h. ! s.

sextique. ..., 34 8 ! ao 61 i ' 9
^ ^ ^ , ' , , ^1: ;, 1 1 ^ 1 1 1 ^ 1 ^ , .

36 10 ï8 63 ï 1 1
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Il n'y a pas a compléter .la l igne/=- 35, car si une Cy contient déjà
35 points commune à C^ et(^, el le contient , sans exception, le dernier.
De ïnême pour7n== 10, r/== 7, i l n'y a pas à écrire/*== 4-7 ns /'==- 48;
en écrivant,/=== 4^? il ^lt que les trois points complémentaires du
faisceau de septiques soient en l igne droite .

Ces remarques montrent la grande variété d'hypothèses à envisager
et la nécessité d'avoir é tudié tous les groupes relatifs aux degrés.
i, 2, . . . , m— 3 avant de passer au degrés; on voit même que non seule-
ment on doit posséder les caractéristiques du groupe F pour ledegrë rf,
et en part iculier cr, mais encore évaluer ledegré minimum des courbes
algébriqucscontenant F.

1.2. Elude d\i.n ccis particulier : m^ 10, d === 7, f^ 28. — J'amorce
la discussion d 'un cas particulier, afin que nous voyions les propriétés
cachées que la méthode permet de trouver.

Puisqu 'une sext ique .dépend de 27 paramètres non homogènes, le
cas général est celui où les courbes de d e g r é - m i n i m u m issues des
28 points F sont de.degré 7; il pourra y avoir des courbes de degré
inférieur : 6, 5, 4? contenant les F sans que toutes les y/se décom-
posent avec une partie commune; mais une courbe de degré 3
entraînerait cette décomposition avec partie commune. Suivant la va-
leur 7, 6, 5, 4 du m i n i m u m , il y a quatre cas : A, B, C, D.

Pour le cas A, m i n i m u m 7, le tableau ï relatif au degré 7 montre
que tout groupe anormal, complet ou incomplet , de 28 points pour le
degré 7, est toujours sur une/courbe de, degré inférieur à 7 (en effet,
27 points fondamentaux au pliiSy .donc w== 7, avec r f = = 4 ? /"=== n ou
û?== 3,^== o,-1, 2) ; donc on a o" == o et '

1.;. ! '/ . ' F . - 1 . , . , 17.1 , . ' v . , , 1 1 -.p. , ! A. .. 1 ^ 1 1

septîque. . . . . 28 'o , , 42 1 1 58 ^ • ï , '"

Les 58 points P obtenus ne peuvent êtrelogés surune courbe algébrique de
degré inférieur à ïo,

Le cas B, minimum 6, montre qu'il peut y avoir ï , 2, 3 sextiques
linéaireîïîent indépendantes contenant les 28 points F, car 4 sextiques
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ne pour ra ien t exister que pour m == 6, d-=.i, f^o et alors il y"
aurai t une quint ique contenant les F. On,a quatre subdivisions B^ B^
B<,, B^; B^ correspond à 28 points F pris au hasard sur une C^ donnée;
1̂ , à 28 poi.ntspr.is sur les 36 points communs à deux courbes (.̂  et
(,,.̂  q u i n 'ont aucune position relative particulière; B^ et B^ sont re la t i fs
a 3 sextiques, de sorte qu'il faut relever la valeur ï dans la colonne A
du tableau T pour m--=6; B,. correspond à m =6, d=:i, f=5,
28 points seulement é tant conservés sur les 3i po in t s bases du réseau
de sextiques ; B,/ correspond à m = 6, d == 2, /==4 ; avec le tableau T
pour ,m==7 on constate aisément que B^, B^ B,. donnent c === o, de
sorte que le tableau (ï) subsis te ; mais B^ se retrouve .pour m == 7,
d = [^ f = r: de sorte que G- == ï , c.t alors dans le tableau, ( i ) on rem-
place cr par ï , À par 2. Examinons d 'un peu plus près les propriétés
des 58 points P; dans le cas B,, il y a une seule C.» con tenan t les P ; les
courbes, de degré 10 définies par les P ont une équation de la forme

(2) Co Ci 4~ À do 4- Ai C,'<; + \ C^ + ... + À, C^ = o,

où.Cj , et C ,o sont les deux courbes G<) , C^o déjà envisagées, ("̂  une
droite arbitraire, À, . . . , Âg six constantes arbitraires; ce système
découpe ^urCi , une série linéaire g.^ ; le genre de Ci, .é tant 28; Biemann-
-Roch-apprend qu'il y a une T^ et une seule contenant les 32 points Q
complétant l ' intersection de €9 et C i o ; donc, pour la subdivision B^,
nous prenons 22 points arbitraires R ç '̂ 71̂  sont pas sur une même quin-
tique et forment un groupe normal pour le degré 6 ; nous faisons passer
par les R une Cy et une Te se coupant en 32 points complémentaires Q;
par Q on mène une (.̂  ^ çw coupe C.^ aux 58 points V réalisant le cas B^.

Pour le cas B^ C énoncé précédent subsiste civec cette seule différence que
les 22 points R ,îor^ ,sw une quintique (^ et une seute et continuent à
former un groupe normal pour le degré 6.

''En effet, .pour ,1̂ , de m,ême qu'il y a deux courbes Cg et C^ issues
des F, il y a deux courbes €9 et C^'issues des 58 ^points P. On peut
donc former sur Cy le diagramme suivant :

,,• 1 1 : 1 - ! ! ' ..., 22R , r^ 32Q 1 1 . ! ^ ! ,' , . . , ;' 1 1 . , . . 1,
1 1 : • ^ ^ 1 1 ! • ! . , t^S, ' ! ^ lO . ; : !1 . • 1 1 . !

•1 1 1 . ' '• 1 '11 ' .;11 '111 ; 1 , 1 1 1 •23'W' 'G: ; , , ,58P \ 1 1 1 / 1 . ^ , 1 . 1 . 1 '';- . 1 .
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Ce diagramme résulte de ce qu'il y a u n e F,; et une seu le issue des
3'2 Q el que les 2,3 W sont des poin ts fixes de C, ; i l y a donc une quin-
tique et une seule issue des 22 R et, con tenant les 23 W; on peut dire
encore : sur une Cg donnée prenons 23 points W quefconques ^définissant
une quintique et une seule) : deux courbes G.) et C^ issues du groupe W se
coupent en 58 points P du type B^. L'équation générale des courbes T^
issues des 58 points P est alors

(3) CoC, + G; C[ + U^o+ Wo +,V:̂ ; =: o,

où G^ et C\ sont deux droites arbi traires , 'X, 7^ e t A ^ trois constantes
arbitraires:; en généralT ̂  ne cont ient pas lès 23 W et dépend de 8 pa-
ramètres ; 3! elle con t i en t trois points W, elle les cont ient tous et
dépend seulement de 5 paramètres. Or le tableau.

(4) ' F. v. V. P. h. s.
con ique . . . . . —i o 19 8î 4 ssi
sept ique . . . . 28 o 42 58 7 i

montre que si deux courbes F ^ , r^- cont iennent les 81 points bases
d'un faisceau de Cy, les 19 points complémentaires sont sur une
conique, issue d 'un po in t fixe de F ^ ^ si r^ varie; ici tant que r,o ne
contient que les 58 P sans c o n t e n i r les 23 W, elle est coupée par une
autre F^ ^ du système (3) en 42 points complémentaires situés sur u n e €7,
variable avec T\^ mais con tenan t 28 points .fixes'de r^;-imaginons
maintenant que r\o c o n t i e n n e aussi les 23 poin ts W, une autre courbe
du système (3), H^, donne toujours 42 points variables, une Cy va-
riable et 28 points fixes de T\o ; imaginons que la courbe F^ variable
vienne aussi à contenir les 23 points W : alors les 42 points variables
comprennent les, 23 .points W et .19, autres points situés sur yne
Conique C^ donc la Cy variable se décompose en C ^ e t e n €5 qui
contient les W : nous retrouvons directement cette propriété des
23 W d'être sur-une (1, ; les 28 points F se composent alors des 27 points
complémentaires communs à T^ et Cg et du point complémentaire
commun à €2. et r,o. Donc tant que r\o ne contient pas les 23 points
W, les 28 points F définissent un faisceau de sextiques indécompo-"



SYSTÈME LINÉAIRE DE COUR.Î.îES ALGÉBRIQUES DE DEGRÉ DONNÉ. 1^5

sables; dès que T i o contient les 23 points W,- les 28 points F sont tels
que 27 sont sur une €5 un ique e t ' l e faisceau de sextiques comprend
cette qu in t ique fixe et une droite arbitraire issue du vingt-huitièîne.

Pour B^, OTi conserve l'énoncé de B^ sauf que les 22 points R sont bases
d'un faisceau de quintiques^ les /rois autres points de base de ce faisceau
n^ étant pas en ligne droite. Pour le cas Bj les 22 points R sont bases d'un
faisceau de quintiques et celle fois les trois autres points de base sont en
/igné droite.

On achèverait de même la discussion des cas C et D et l'on peut,
même dans le cas B, trouver bien d'autres propriétés de la. figure :
étudier par exemple les propriétés du groupe P au p o i n t de vue du
degré 9.

13. Etude simultanée des groupes V, V, P. — J 'ai construit le tableau T,
en me servant des caractéristiques, pour le degré d, du groupe F et
non du groupe V ; F est commode, parce que les y^ issues du groupé F
ont pour dimension A, et les C,^ issues du groupe P, i •+- A ; par contre,
V donne des énoncés plus frappants : par exemple ï3 points P du
plan ont pour surabondance i pour le degré 4 si les trois nouveaux
points communs à deux quartiques issues de P sont en ligne droite.

Si d=m — 3, le théorème de Riemann-Roch permet j u s t emen t de
d é d u i r e les caractéristiques, pour le degré m — 3, de chaque groupe
F, V en fonction de celles de l'autre. •

,Tai ind iqué plus haut l'énoncé précis : la surabondance du groupe P
pour le degré m est le nombre de C,^;i l i néa i remen t indépendantes
passant par le groupe ,V; donc, déterminer la dimension du système
linéaire C^ déterminé par H points P donnés revient à , u n problème de
même espèce relatif à un degré égal au^lus à m — 3; on doit en effet,
si l'on profite de cette méthode, chercher s'il existe soit zéro, soit u n e
seule C^ contenant- les P : dans-l 'aff irmative, la question est résolue;
sinon il existe au ' moins deux C,^ et l'on cherche si toutes n ' o n t pas une
partie c o m m u n e ; si cela n'a pas lieu, on trace deux C^ quelconques
issues du groupe et l'on appelle V l 'ensemble de leurs autres points
commune et l'on recommence pour V et le degré m —- 3 la recherche;
il n'y a plus l i eu d'écarter ici le cas où l'on a zéro ou une seule courbe du
degré demandé, ou bien où il y a décomposition avec une partie com-
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mune à toutes les courbes du . système. On pourrai t comme exercice
reprendre le cas amorcé de 58 points et du degré 10.

Il y aurait intérêt à in t rodui re le degré minimimi des courbes algé-
br iques passant par le groupe V; d étant co m i n i m u m (égal ou infé-
rieur bien e n t e n d u à m — 3), V figure à l'article r fa ios i que le groupe P ;
si les courbes de degré d-+- i y d -\- 2, ..., m — 3 menées par V se
décomposent nécessairement en une courbe de degré d et un. morceau
complémentaire, le groupe V ne figure au tableau T qu'à l'article d;
cherchons la condi t ion nécessaire et suff i sante pour qu ' i l en soit a ins i ,
D'abord i l n'y aura qu 'une courbe y^ de degré d contenant V, sinon il
y aurait des courbes indécomposables de degré d-+-i con tenan t V;
donc l'équation générale des C/,^;; contenant V, est Y/2C^^,^===o où
Cw.-.rf-g est arbitraire : i l y a donc exactement "" " r ;(/^-^——-s/

courbes C^^n l inéa i rement dist inctes contenant Y et ce nombre est
égal à s : ceci d'après la formule (3) du paragraphe 9 en t raîne que a == o ^
réciproquement si o-==:o, Y^C,̂ ......,̂ ..} === o est l ' équa t ion générale des
Cm-;} contenant V. Donc :

Tout groupe P provenantcTun groupe 'F normal pour le degré d ne
figure qu'une fois dans T.

Tout groupe P figurant plusieurs fou dans le tableau T au degré
d, d~+-d', ... correspond y pour chacun de ces degrés^ à un groupe F y
F7, ... anormal pour ce degré respec fit.

Tout groupe P provenant d'un groupe I7 anormal pour le degré d
figure cm moins une seconde fois dans le tableau T, à moins que
d^-m—3. ! ! • ' ! .

La condition nécessaire et suffisante pour que les courbes de degré
d -+- ï, .^-h 2, ..., /7%—3 contenant un groupe V aient toutes une partie
commune de degré d est que le groupe F soit normal pour le degré d.

Le premier-exemple rencontré est . . 1 . . : , / ,

0) . , " , 1 . 1 1 ' ! F • : ' ; . : ^ .1" Y*1. 1 1 • P . ' . 1 / ï . 1 ; 1 1 1 s..
^cub ique . , . . 9 ï 12 87 ï 4
î quar t ique . . 16 3 is 37 ï 4

<»r
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Plus généralemen t o n a pour m ̂  7, 3 < p ':m

F- ^. V. P. h. s.

de"Té » • n2 ( / - ? — i ) ( / ? — 2 ) f \ . . (m—f^^p^-^—ïm.LIL^IL p . , ... p -.......—. -.— ,̂..,..—..........._ ^(^,_p) •^î——pf-^^pï j i_,..„,J„/„,._'———•—————

cWppw n (m nV (^—^—^(w—^—s) / , , -, (/^,—p')a+^4-4-3m.uei-,1 L m—p. ^n—py ———————.,——/_,„„_./ p(^_p^ y^i^p^^pî 1 ^——U....—/——!———
ù , 2

Si l'on part de deux courbes C^ C^ leurs j92 points d'inlersection
forment un groupe non'nal pour le degré m,^ puisque m^2p; on mène
Cm par ce groupe, et alors le groupe Y commun à (^ et C^ est situé sur
une courbe C^ d'après la théorie de la résiduat ion; les courbes de
degré m — p menées par V ont donc pour équa t ion générale

p m p
\jp 1 //;—2/.' " ' " '-'m—p == ^î

où r^a;, est un polynôme arbitraire de degré m — 27^ chaque courbe
de degré m — p menée par V donne donc (m —/^.points complémen-
taires, situés d'après la résiduation sur une C^, et l'on voit qu'à chaque
groupe F dep2 points bases d'un faisceau, de C/,, situé sur C^ corres-

( •!} — 7. /^•j-jj ( — '' P 4- a )

pondent co ' groupes de:1 points F7 situés sur C^ et bases
d 'un faisceau de C^,.,^; mais à un groupe F'correspond un groupe F
et un seul. Nous verrons plus tard q lunversementsur une C^ donnée
a priori on peut trouver une i n f i n i t é de groupes de p2 points bases
d'un faisceau de C^.

Si le même groupe de points P est donné deux fois par les courbes
Y^ }'d+d' et des groupes respectifs F, F7 de surabondance o-, cr', on a
af ̂ > 0" ̂ > o^sans égalité, car
, _ _ { ^ — d — 1 ) ( / ? 2 — - J — a ) __ (m. — d— à'— i) {m—d— d ' — 2) ,s — ———————————————— "4- cr —: —————————————————————— -4- <7 .

. 21 ! ^ ! 2

Dans le tableau ï, pour m, = 7, nous lisons :

(3)

23

J , , F. ff. V. P. A. . ,ç.
j c u b i q u e . . . . . 8 o i3 36 i 3
[ q u a r l i q u e . . . i5 2 i3 36 i 3

Ann. Éc. Norm,, (3), XL1. — ÏUIN 192^.
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Nous sommes certains quÏi ne peut y avoir iden t i t é entre les deux
groupes de 36 points P de surabondance 3 obtenus par ces deux pro-
cédés : dans le premier type, i l passe exactement trois quar t iques par
le groupe V, elles sont décomposées en la cubique Y;} et une droite
arbitraire;, dans le second type, il passe aussi trois quar t iques par le
groupe V, mais il n'y a parmi elles aucune cubique.

14. Le groupe V définit exactement s courbes indépendantes de
degré m — J, donc a pour surabondance h pour le degré m—3 ; donc
si d < m — 3, la surabondance cr^ de V pour le degré cl est supérieure
à k, sans égalité.

Brill et Noether étudient la réciprocité, pour le degré m — 3, de deux
groupes découpés sur Cm par une €,^3; il est bon ici d 'é tudier une
.espèce de réciprocité de F et V pour le degré d^ si d<^m — 3. Soit k
la dimension du système linéaire des jci issues de V; h et oy relatifs à
F et au degré dy ont donc pour homologues /: et o-i, re la t i fs à V et au
degré d; on a h'-^i^ A^o. On peut écrire

(0

(^

, . d ( d ~ ^ ' 6 )
h •+•/==: -l———^ 4-cr,

A

, , . d{d-^-3)k 4- nid—/== —————/ -(- o-i,

o- -h cri •==. h + k -\- d{ m — d — 3 ).

Nous avons vu que o" == o entraîne k == ûy c^ == h + clÇm — cl— 3),
mais la nul l i té de k n ' en t ra îne pas celle de a" : i l suff i t de se reporter
au tableau ( r ) du paragraphe précédent; les 12 points V, pour le degré
d,== 3 donnen t une seule cubique/donc k ==== o et pour t an t a == T . Si
d '== m— 3 on a'o-,., == A,-cr ===: /r; si d <^ m — 3, on a a•^ ^> h "sans égalité
et par suite cr <;/c 4-rf(w — rf — 3).

Cette étude est ut i le pour la suite et en particulier pour résoudre ce
proMème : connaissant un groupe P et une C^ qui le contient, combien
correspond-il de groupes F sur C/// à ce groupe P? Si /c= o, on a un
seul groupe F; si /:^ o, on a oo^ groupes F.

De même étant .donnés /une , courbe'C^ et un groupe 'F, combien
correspond-il à ce groupe F de groupes P (cl est donné)? 11 suffit
d'avoir la dimension ^ d u système l inéaire de courbes C/^ issues de V :
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il y aura x^-"1 groupes P. Remarquons que €/„,+ C^d^d^ o, où C^d
est un polynôme arbitraire de degré m -~ d, donne une courbe de
degré m contenant V et F, donc

, ̂  ( m — d 4- i ) ( m. — d -4- 2 )
,., =: . 2 ?

l'égalité n'ayant l ieu que pour /' == o ; ceci montre qu'à cliaque groupe F
correspondent toujours au moins x;9 groupes P. In t rodu isons la sura-
bondance .y, du groupe V pour le degré m; la surabondance, de V pour
le degré m — 3 est h, donc ^ <A. D'autre part,

, rn ( w. -+• 3 ) , ,. .... ( m ~ d -+- i ) ( rn — d -{- 2 )
A :r_ ———-1-———— — îÏUi -\- / -4- Si-l ---—1——-•—————--...———————--.—,^ y i-..- ^

d'où
, ^ _ 3 d -4" 2^ ^ ...—_„.„„_,——— — / •

l- 2 l/

et si l'on remplace /par sa valeur ^—^—^ .4- o" - h,

^•'^> Si^h — o" — 3 ci 4- i.

D'autre part on a évidemment !

( /^. — i ) ( /^ — 2)
, ^^=———7———-

car le second membre est la surabondance du total P - f -V-pou r le
ï , ^ i , ( m — ^ — i ) ( n i — < a f — 2 )degré m hn remplaçant s par ~—————--——————4- cr, on a

/ ci ( 9. m — d — 3 )-^-—a——-"•
Le groupe V peut être normal pour le d'egré m : s^ est en effet le
nombre des courbesC,,,^ passant par P.; donc ^ est nul s'il n^y a au-'
cune courbe de degré d — 3 passant par le groupe F; .^ == o entraîne

^ if•^d^.îl^^^
. ! 1 ! - ^ • ? ! 1 1 .;. . . 1 :

de sorte qu'inversement, si, rf^3. l ' inégal i té y^'^—1^—::::-22,do.nne
, 1 . . 1 . . . . , ! ! • ' - ' 'À

des groupes V. anormaux pour le degré m. ! , : , !
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15. Nombre minimum, de points nécessaires à la construction cTun
groupe P. — H poin ts 'P ayant la surabondance s pour le degré m, H — s
(Feutre,eux, choisis avec tact, fo rment un groupe normal incomplet
\ M- " în ( în + 3 ) . ., , , . , . . -, /--, ]on a ri —s..:——;——-— î si 1 o n v e u l qu ' i l . y ait au moins deuxL^ •
Or H — s points pris au hasard d a n s le plan forment un groupe non.
seulement qormal, mais complet; donc nous ne p o u r r o n s marquer à
l 'avance que ii — s — i d'entre, eux. Cherchons à déterminer t.

Raisonnons sur un. exemple précis

(Q F.. ! - j . , V. ^ P. - A. s.

sex i iquc-• • 18 ï ' 42 58 10 4
s opt ique... a 8 3 4^ . 5 8 :io 4

On peut se borner à la première façon d'obtenir le groupe des
'58 points P; les 18 poin ts F sont intersect ion d 'une €3 et d 'une Ce de
sorte que la courbe de degré m i n i m u m passant par P est une €7 unique;
les 42 V forment une partie de- Fintersect ion de C@ et C^, le reste
étant les 18 F intersection complète de Cy et C:̂  donc les 412 V sont
aussi sur une Ty; les 42 V forment donc ' l ' in tersect ion de Ce et F 7 et
i.ls ont pour su rabondance- i pour le degré 10, puisque par P passe
l'unique €7.

• Le tableau (i) nous mont re que si l'on prend au hasard i i points Q
pour les ajouter aux P, il y aura une C^o unique c o n t e n a n t les po in t s P
et ces nouveaux points Q ; les î i po in t sQ- peuvent être choisis u n e
fois pour. toutes, quels que soient les divers groupes de 58 points P
de cette espèce. Il f a u t donc t rouver "les ! 18 F : la G;} est u n i q u e et
demande <) .paramètres : retenons 9.; u n e fois €3 tracée, il suffît de
.marquer 17 points F sur elle pour avoir, dune façon u n i q u e le dix-
huit ième; soit ij paramètres de. p lus , retenons 9 4- i:̂  Par les 18 F et
les i i /points Q- faisons passer une C,,,, ce qui fait 65 -- i8 — n ou
36 paramètres nouveaux; retenons. 94- 17 --+-36. Par les ï8 F nous
faisons passer une sextique arbitraire qui n^a pas à in te rven i r dans le
décompte; elle donne.42 V par lesquels.on fait passer u n e courbe C^, :
le groupe V- a pour surabondance i pour le degré io,-le système linéaire
de courbes G ̂  est de dimension 6 3 — - 4ï == ^4 et découpe sur C^ une
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série ̂  : il faut 28 paramètres de plus pour avoir le groupe P et
comme au groupe P correspond un seul groupe F (par les [\i V u n e
seule sextique), aucun des 9 ~{- 17 4- 36 -4- 23 ou 85 paramètres intro-
duits successivement n'est étranger au problème. Retournons à la (^
unique contenant les P : 35 paramètres la f ixent , et il reste, 'C^ tracée,
5o paramètres à notre disposi t ion : nous pouvons donc marquer arbi-
trairement 5o points du groupe P sur une €7 donnée a priori et à ces
5o points correspondent un nombre fini de conf igura t ions des 8 points
restants. Krey indique aux Mathematische Annalen^ {.. :1.9, 1882, di-
verses méthodes pour calculer de tels nombres. On peut raisonner
autrement : donner d'abord 35 po in t s du. plan, i l s dé te rminen t la Cy,
et sur elle on. pourra encore marquer a r b i t r a i r e m e n t î 5 autres poin ts . .
Si. l'on se servait de là dernière ligne du tableau (i), il faudrait remar-
quer que "les 28 points F sont à l ' intersection d 'un y,, et d'une "y^ le
même décompte conduirai t à 88 au lieu de 85, cela t i en t à ce qu'à
chaque groupe P correspondent a:'3 groupes de 28 points F, car par les
4.2 V passent co3 septiques ( e t une seule sextique) : le norn'bre 3 est à
retrancher.

Cet te méthode réussit chaque fois que la courbe de degré minimum
contenant le groupe P est unique et se simplifie un peu si, le groupe F
est normal, pour le degré d.

16. Si la courbe de degré m i n i m u m o q u i cont ient les P n'est pas
unique, mais a p p a r t i e n t - à u n système l inéa i re , 1 i l y a avantage à se
reporter au, tableau T pour le degré o, tableau où P figure déjà comme
groupe anormal complet ou incomplet,^ cond i t ion que <? soit inférieur
à m et non égal. à m; mais nous pouvons, si. nous préférons, recom-
mencer les décomptes suivant la même méthode et nous arr ivons
ainsi à un nombre de paramètres 2 A ou 2 A + i. Si le nombre obtenu
2 À est pair , on peu t marquer arbitrairement dans le plan vierge
X points du groupe et l'on a A == H •— s -— iy t étant un en lier positif; les
s^+t points complémentaires du groupe ont alors un nombre f ini de
configurations et la connaissance de l , seulement, au lieu. de s -h l ,
points do la configuration suffit pour ob ten i r cette configurat ion d 'une
façon unique; il y a avantage à avoir remplacé m par S, ce qui revient
à augmenter s. Si le nombre obtenu 2X4-1 est impair, on ne peut
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marquer que X points, arbi l ra i reî ï je ï i l comme plus haut, et", les y +- l
points restants décrivent alors un l ieu algébrique, en général, le méî'ne
pour tous et sur ce lieu on a une évolution 1 .̂

L'exemple le plus simple est fourni par le groupe de i3 points bases
d'un rés'eau de quartiques : par deux po in t s co,, (jo^ donnés ci priori^
on mène une C,. quelconque1:12 paramètres ; sur G,;, on choisi t un po in t F,
total Ï 2 - + - I ; de F on mène une droi te d o n n a n t su r (..̂  les poin ts V ^ -
V^ ¥3 et l 'on mène par V i , Y^ Vy des courbes (^ qui découpent s u r C ^
u n e série linéaire g\^ ; total 12 -t-1 + 10 ou 28 paramètres. Marquons
donc arbitrairement n points quelconques I:\i, I\, ..., P u ; supposons

' q u ' i l s ne soient pas sur une même cubique; circonscrivons-leur une
C.^ fixe et une C^ variable : sur C.^ les courbes (^ découpent une sérier; ;
la conique circonscrite à un groupe que lconque de la série passe par
trois points A, B, C de (^ et chaque droite BC, ÇA ou A.B perce €4 en
deux points que l'on peut associer aux p o i n t s P ^ , Pa, ..., i\ i . En effet
si BC coupe C,^ en II et 11', on voit que, en m e n a n t par A une droite
quelconque coupant €4 en V^ Vy, ¥3, le groupe II, II' V i , Vs, V:t est
résiduel de A, B, G, donc sur une même courbe 1̂  avec 1: ,̂ P^ - . -. ? Pi i •

II a donc suffi de réduire à deux droites la conique circonscrite
à ABC. !

Sur chaque quartique du faisceau linéaire P < , Pa, . - . y Pu, coi? œ-j on
trouve d-onc trois couples, et trois seulement, et quand cette quartique
décrit le faisceau, les couples engendrent une courbe algébrique C du
type hyperelliptique, car sur G la correspondance (II, II') est b i ra t ion-
nelle, involut ive . Soient m le degré de C, d le degré de multiplicité
sur C, de' chaque point P,, P ,2 , . . . , P^ : en coupant C par C.^ on a

' , • 4m === i ï ̂ -h 6, 1 :

d'où, h étant un entier inconnu 2 o? ', '
. , : • ^ = = 2 4 ~ 4 ^ ? 771 ==,7-i-l Ï / Z . •

Nous verrons que l'hypothèse la p ins / s imple , h == o, ;est réalisée ; la,
courbe C est du degré 7, admet chaque point P,- pour po in t double ;
chaque courbe C^ est donc une adjoi nte'de G ; siir C prenons un poin t II,
son-associé II, .puis u n autre pointIÏ , (d is t inctde 11 etir) et,;son associé
IIp le faisceau ^de quarfciques déterminé, par •P^ Pa, ....,,P^, 11, Ï ï ' ^
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découpent sur C une série ̂  : par chaque groupe U, U' de cette série
passent 3 courbes (L, H n é a i r e m e n t indépendanfces ; p étant le genre
de C, Biemann-R.och donne donc 3 == p + 1 — 2 ou p==4 : ceci est.bien
d'accord avec les résultats numériques obtenus sur le'degré de G et le
nombre de points doubles , ; ce serait même une démonst ra t ion de l'éga-
lité À===O, si .l'on était certain que C n'a pas d 'autres points m u l t i p l e s
queP, , :P , , . . . ,P^ .

Remarquons qu'on a choisi a rb i t ra i rement P'i;, P.^,..., P^ ; les
deux quarti.qu.es C,, et C^ se coupent encore en U , , LL, IL}, IL., IL; et
l'on a circonscrit une conique aux U pour déterminer A., B, G : cette
construct ion ne peut échouer que si 4- des U son ten ligne droite: mais
alors le c inquième serait sur une rnème cubique avec P^ P.j, ..., Pu et
la construction donnée écarte le cas où les n P sont sur u n e même
cubique. Mais si, ce cas de dégénérescence se produit , on peut prendre,
pour compléter le groupe, le point fixe de la cubique G;; où passent
les quartiques du systèmeco3 (P, , Pa, ..., P u ) puis un point arbitraire
du plan.

La même méthode, b ien que cette fo i s on trouve un nombre f ini dé
configurations, s 'applique à 21 points bases d'un réseau de qu in fc iques ;
on trouve 3,4 paramètres, donc on marque arbitrairement P ( , P^, ' . , - , P^ '
et on leur adjoint deux points C D ( , oj^ donnés a priori u n e fois pour
toutes; dans le faisceau (Pi I.\... P^ coi o-^) i l y a des.quint iques bien
déterminées portant un g roupe 'Ui LL IL; U... associé aux "P ; A étant
le paramètre ind iv idua l i s an t les quint iques du faisceau, fixons .À
et coupons cette quint ique X par le système' ce3 de quint iques
(P, Pa- . . . P^) ; on o b t i e n t une se rie l inéa i re ^dégroupes V^ Va,.. . , Vg
et par l 'un d'eux, pris une fois pour toutes, m e n o n s une cubique cou-
pant À en A.,, A^, ..., A^. Le système -ce2 de •cubiques (A^ , A^, ..., A^)
découpe sur'À. la mêoie série ̂ . Or si X porte U^ V^^ U^, U/,, en choi-
sissant ' .dans le système ce3 de quint iques celles, qiîi passent encore
par U^ e t - p a r suite par IL, Us , U.,, on obtient comme .groupe
U, IL U;î U, V^ V^ V, Y, où les quatre V sont en ligne droite, de
sorte que la cabique contenant les A/ les U et les V se. décompose :
r'un des A, A^ par exemple', est sur la droite.. V^ Vg Vg.V^1 : et
Ai , A^, ..., A.o déterminent une C^ passant par .U^.U^ Us, U.^. Réci-
proquement, s i A ^ . A y , ..., Ae sont sur une conique.Ca, l 'un des groupes
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V se réduit aux quatre poin ts U^ U,, U.,, U.., où Ça perce de nouveau À
et à quatre points V7 en ligne droite avec A, de sorte que À répond-à
la question. Mais alors la cub ique générale A, Aa ... A^ A 7 perce Cg
en six points situés sur la conique (^ et en 9 autres^ à savoir les V
et Ay , qui sont donc situés sur une cubique F;) : Ay est le neuvième
point de base du faisceau de cubiques V,, ..., Vg ; réciproquement, si
À cont ient ce neuvième point base, A ^ , ..., A.o sont sur une conique.
Or ayant choisi une fois pour toutes une qu in t ique particulière du
système ce3 (P, Pa.. . P< 7) Je faisceau X donne 8 points déterminés ration-
nel lement au, moyen de À, dans leur ensemble ; le neuvième point de
base du faisceau de cubiques s 'ob t ien t ra t ionne l lement au moyen de X:
en écrivant qu' i l est sur la q u i n t i q u e À, on a une équation ra t ionne l l e
en X ; à chaque racine correspond un seul groupe IL IL U^ IL,. Il est
facile de voir que l'équation en À s'abaisse au premier degré; en effet
si U^ Ua IL} IL, et V\ LL tL» U^ étaient deux groupes différents,
comme chaque U ou U' détermine d'une façon unique les trois associés,
aucun U ne coïncide avec un Lf; le faisceau I\ P^ P;:} ... P^ Vf V[ con-
t ient IL IL IL et IL, U^ Ulet alors I.L, Ua, Us, [L, seraient en ligne droite,
Up IL,, U^ IL, aussi ; inais alors le système ULI7 étant sur une conique,
les 17 P auraient la surabondance i pour le degré 5; il suffira donc de
les choisir au hasard pour que cela ne puisse arriver.

On constate que les réseaux de C,^ à (m 2 —m 4-1) points bases
d o n n e n t , pour rn pa i r i e -cas du lieu géométrique, pour m i m p a i r le
cas du nombre fini de conf igura t ions , car le système de po in t s bases
dépend d e w ^ + ^ w — i paramètres. On opère par la même méthode
que pour m == 4 et m === 5 et l'on a à prendre, sur une C,^ qui engendre
un faisceau l inéaire, une série l inéa i re pouvant être engendrée par des
courbes C^ on C,,̂  et il s u f f i t d 'exprimer que la C//^ peut dégénérer

en une droite et une €^.3.

17. Voici une série de théorèmes curieux obtenus sur le groupe
de 18 points surabondants pour le degré 5 donnés par d== 2, y== 3,
s = i. Un tel groupe dépend de 3s .paramètres et le degré minimum
des courbes qui le contiennent est 5 ; on peut donc donner arbitraire-
ment P^, Pa, ...y P,6 et ron a un nombre fini de couples II, ÏV associés;
à là page 5o5 du tome 19 (année 1882) des Matliematische Annalen,
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Krey (^) démontre qu'il y a des groupes de /;ii/n-t~^^ .--- 2 points déti."

nissant pour le degré m, non pas un réseau mais u n sytème ce3, que
o , ^ • • fn(m -+- 3) * , • , i / » • ? i1. on peut choisir —-—;——• -— 4 points du groupe cl .qu il leur corres-

pond ^ (w —-- 2")(7n -— 4)("w- 2— 9) couples associés; donc ici m •=-. 3 et
l 'on aura six couples I I , IV.

J'écarte immédia t emen t le cas où les points P , ( , ..., l:\o seraient sur
une quart ique €4 , car [oui p o i n t de C,^ pour ra i t être choisi coin me point II
et l 'on a u r a i t pour associés à II, non pas un, mais trois points II', II", IF
(la méthode suivie permet d ' a i l l eu r s de retrouver ce résultat de
dégénérescence).

Adjoignons trois p o i n t s ro, , œ^, co:,, choisis une fois pour. toutes, aux
16 F; on a un faisceau de quint iques , parmi lesquelles il faut choisir
les qu in l iques privilégiées passant par 11 et IT. Ayant fixé A, coupons
la qu in t ique A du fa i sceau , par une C'; du système co4 (P , i , •-, l ^ o ) -
Le tableau T pour m === 5 mont re que tout système de 16 points P sura-
bondan t pour le degré 5 est sur au moins une quartique, donc le sys-
tème de q u i n t i q u e s (I\, I\, ..., P^) est bien de d i m e n s i o n 4; un a
sur A une sériel et la cubique issue (Ïun groupe V, , V^, ..., V.., par t i -
culier donne sur À six points F,, F,, ..., F, corésiduels des P, donc
non situés sur une conique ( s inon cette conique percerait X en 4 points
si tués avec les P sur une qua r t i que ) ; V i , V^, ..., V,» ne peuvent être
bases d'un faisceau de cubiques, sinon F,, Fa, ' . . . , F, seraient sur une
conique. Si À porte le couple II/lV et si (^ passe aussi par II, II7, on
ob t i en t le groupe part iculier II, :IP, V , , .... V, ouïes 7 Y7 sont sur une
conique : donc l 'unique cubique issue de ïl^ II7 et des V7 se décompose
en la droite II, IT et la con ique circonscrite aux V ; i l suffît donc d'ex-
primer que sur les points F,, F^, ..., Fc i l y en a trois en ligne droite.
La réciproque s'établit a i sément . En fixant (^ et faisant varier \ on
a, pour chaque À, un seul système F ^ , F,, ..., Fo et la condit ion géo"

( l ) Les démonstrations de Krey sont purement analyt iques. A u Chapitre Hï (§ 9) la
géométrie de l'espace nous donnera la démonstration de ce fait que les couples II, ir,
associés à Pi, Pa , . . . , Pie, sont au nombre de six.

Nous verrons plus lo in , Chapitre III (§ 12), un cas de dégénérescence où les points
I\, P a , , . . , Pic peuvent admettre non plus six couples associés, mais oo1 couples aèeociés.

Aîtn. Éc, 2Va/w., (3) , XLI.-- JUIN ly:^. ' 24
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métrique trouvée •donne u n e équat ion rationnelle en X, de degré 6
d'après la comparaison avec Krey. Sur une quin t ique privilégiée la
droite F^ F.> F^ donne 11, II'. Appelons les six couplés (A, A7),
(B, BQ, (C,C/MD, D^ (E, E^), (F, F-).

Les quintiques circonscrites aux P et A, A/ dépendent exactement
de trois paramètres et ne cont iennent pas d'autres points fixes, car le
groupe PAA'estcomplet ; si l 'on imposeB, iireste donc exactement dwx
paramètres et le réseau obtenu a înngt points de base connus : les P,
A et A\ B, et B'. Or le tableau T pour m = 5, consulté à la colonne h,
montre -que leréseau(À == i) contient exactement 1901121 points fixes;
donc le réseau obtenu ici a un nouveau po in t fixe que j 'appellerai (A,B).
Ce point ne peat coïncider avec 'un point, des quatre autres couples,
s inon le réseau aurait plus de 21 "points fixes. On sait que deux quin-
t iques quelconques du réseau se coupent encore en quatre points en
l igne droite. Imposons alors C de façon à avoir un faisceau : les quatre
po in t s sont : C, (Y, ('A, G), (B, C). Ceci prouve que la droite C(7 con"

' t i en t (A, C), (B, C), ('0, C), (E, C), (F, C). Au t r emen t dit , (A, B) est
le point comrnun aux droi tes AA', BB'. Si l'on considère les trois couples
('A A/), (B B'), (C (7) et les trois sommets du triangle formé par les
droi tes AA7, BB7, CCY on a doncQ poin ts situés avec P^ ..., P^ sur un
faisceau de quint iques ; la quint ique du faisceau passant par I) con-
t ien t D, D'^D, A), (D, B), (D,C), c'est-à-dire 5 points en ligne droite;
donc il y a co3 sextiques circonscrites aux 16 P, aux quatre couples
(A, A'), (B, B7), (C, (7), (D, D') et aux 6 points (A, B), (A, G), (A, D),
(B, C), ( B, D), (C, D), soit un total de 3o points ; or nous savons que
toute s e x t i q u e q u i , contient 22 points de base d'un faisceau de quin-
tiques con t i en t encore les6 poin ts de base restants, s'ils ne sont pas en
ligne droite : donc les co9 sextiques contenant les 16 P, A, A'; B, B';
C, C' con t iennen t encore (B, C), (C, A), (A,B) ; si nous imposons à
ces sextiques D et IY, on trouve le système co3 trouvé plus haut ; assu"
jétissons les sextiques à contenir encore E etE',, on trouve un faisceau
de sextiques dont les 26 points fondamentaux sont les 16 P, les cinq
couples A, A'; B, B'; G, C; D,D' ;E, E7, t andis que les 10 points sura-
bondants sont\A, B), (A, G), ,.., (D, E). Assujétissons la sextique à
contenir encore F, elle est déterminée complètement, mais ne peut
contenir F', s inon chaque droite telle que AA' aurait avec la sextique
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les 7 points communs A, .V, (A, B), (A, C), (A, D), (A, E), (A, F)
et la sextique devrait se réduire à six droites con tenan t le total des
i6points P, cequi es t imposs ib les i les 16 points Ponté té prisaubasard;
donc les 16 points P et cinq des couples associés déterminent bien un fais-
ceau de sexticjues^ mais les sw couples ne sont pas sur une même sextique
avec les ïG points P. D'autre ! part, nous avons obtenu à partir des
16 points P un total de 43 points : les 16 P, les ia points des six cou-
ples, puis l e s iopo in t s teisque (' A, B); ces 43 points sont bases d'un réseau
de septiqaes; rappelons que 2..") points bases d'un faisceau de quin t iques '
ont pour surabondance 6 pour le degré 5, 3 pour le- degré 6, i pour le
degré 7; que 3o p o i n t s intersect ion d'une qu in t ique et d 'une sextique
ont pour surabondance 6 pour le degré.6, 3 pour le degré 7, que 36 '
points bases d'un faisceau de sextiques on t pour surabondance (> pour
,1e degré 7. Les a5 points P; A,^; B, B7; G, (Y; (BC), (ÇA), (AB)'sont
bases d'un faisceau de qu in t iques , donc i l s ' d o n n e n t pour le degré 7
la séparation
(i) P î A ^ A ' ; B, Sr ;C, (y ; ( A B ) , ( A C ) , (BC) .

' ou le schéma à crochets

( - î ) ' - l;<l7+D:l

Appl iquons le théorème a i n s i obtenu au groupe obtenu en ajou-
tant aux. points de gauche de la ligne i les trois points D, IT et (AD);

• nous voyons que (BD) et (CD) sont conséquence des points de gauche
dans la séparation

^ . \ P;A,A7 ; B, B7; C,<7;(AB), (AC) . ' (BC) ,
(3) } D, IV; (AI,)), (BD), (CD), '

cela donne le schéma à crochets
. . . : / h4.,3],+[i,,2]

relat if à 3o points situés, nous Favons va, à Pintersçction d'une qu in -
tique et d ' une sext ique . Appliquons le théorème exprimé par (3) au
groupe obtenu en a joutant aux points de gauche dans (3) les points
E, E', (AE) ce qui, revient à fa i re jouer à E le rôle de D dans,cet te pro-
position : on a 'comme conséquence les points (BE), (CE); on peut
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reiiiarquer qu 'on po i i t a lo r sapp l iquer le résul ta t ( î ) en remplaçan tB e tC
p a r D , E et qu ' a ins i (D, E") est aussi une conséquence : on a donc la
séparation

i P;A,-V; B, B^C, ( 7 ; (AB) , (AC) , (BC) ,
( 4 ) B^D^AD), (BIï) , (CD),

f E E ^ ( A E ) , (BE),(C:EUDR)

ou le schéma à crochets

[24, 3 , 3 ] , + [ r , 2 , 3]

relat i t ' à X) po in t s bases, comme nous l 'avons vu, d'un faisceau de
sextiques. E n f i n a joutons aux 3o points de gauche de (4) les po in t s F,
F , f A F ) . ( c

L'applicat ion du théorème exprimé par (4) donne comme censé"
" quence (BF), (CF), (DF), et l'on vo i t que (EF) est lui-même une consé-
quence , car il s u f f î t d ' app l iquer le résultat f ï ) en y r e m p l a ç a n t B et C
par E et F. On a a ins i la séparation

.. M»: A, A^'B, W; C, (7; ( 'VB) , (AC) , (BC),
^y \ 1^ i^ ( A ï ) ) , (BD), (CD),
v / 1 ^E;(AE), (BE), (CE), (DE),

! F/ r ; (AF) , " ^ . ( B F ) , ( C F ) , (DF),(EF)

ou le schéma
( 6 ) [24, 3,3, 3],+ [i , 2, 3, 4],

qui prouve bien que les 43 points énumérés sont bases, d 'un réseau
de septi 'ques. Ce réseau est même très paru'calier, car d a n s ' l e réseau
général il v a 10 équa t ions surabondantes qni ne man i fe s t en t que
lorsqu'on a déjà u t i l i s é 33 points (choisis d 'a i l leurs au hasard)

Nous allons montrer une autre propriété intéressante : si l'on marque
au hasard I\, P ^ , . . . , PK, dans le plan, i l faut résoudre une équat ion
du sixième degré pour trouver les couples (A, A^, ..., (F, F') ;'or on
pen( s 'arranger pour cons t ru i r e , sans avoir d 'équat ion à résoudre,

d'ensemble des 16 points P et des six couples associés.
Sur les trois côtés d'un triangle quelconque marquons respective-

m e n t un couple de points A, A'; B, B'; C, C'; deux qu in t iques quelcon--
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ques passant par ces six points et les trois sommets du t r iangle ("BC)
(ÇA), (A.B) se coupen t en 16 p o i n t s P pour lesquels A, A' est un couple
associe, car les 7 points B, B', G, (7, (BC), (ÇA) , (AB) sont sur une
con ique , et une seule (formée de deux droites ), de sorte que P, A, A'
on t bien la surabondance i. On a donc ainsi les 16 P efc t r o i s coup les .

Faisons un progrès : marquons cinq couples A, A/; B, B'; C, C/; D, lY;
E, E'; d'où nous dédu i sons les ro points (A, B), . . . , (D, E) ^deux
sextiques passant par ces 20 points se coupent en 16 F pour lesquels
A, A', . . . , E, E7 sont cinq couples associés. En eltel, sur les 36 points
communs aux deux sextiques ret i rons les six po in t s en ligne droite E,
E', (EA.),(EB), ("EC), CED), i l reste doue 3o points in tersect ion d'une
sextique et d 'une C;, u n i q u e . Retirons encore les ^ po in t s en l igne
droi te I), l'y, (DA), (DB), f D C ) . Il reste 25 po in t s communs à C;, et
à une autre q u i n t i q u e (7;,, et nous re tombons sur la proposit ion q u i
précède. 1 '

De rn i e r propres : marquons six couples A, A"; B, B'; C, C'; D, IV;
E, E'; F, F', adjoignons (i points V, , Y^', . . . , Y(. choisis sur une droite
a rb i t r a i r e et a joutons les points (AB), . . . , (EF) : on a 33 p o i n t s par
lesquels nous ta i sons passerdeux s e p t i q u e s q u i se coupent en 16 points P
nouveaux q u i a d m e t t e n t A, A / ; . . . ; F, F', pour couples associés. On
opère comme p l u s h a u t en r e t i r an t les 7 p o i n t s F, F^ ( F A ) , . . . ,
(FE) en l igne droite, i l reste /g2 p o i n t s situés sur u n e Ce u n i q u e ; on
relire les (S po in t s en ligne d ro i t e V, , .. ̂  \^ et il reste 3G po in t s in -
tersection de C(; avec une C[ et nous re tombons sur ce qui précède.

Eu analysant cette de rn iè re cons t ruc t ion , on voit qu'il faut donner
24 paramètres pourf îxerA, A7; . . , , F, F'; ensui te il. faut fixer la position
de la droite q u i porte les V et la pos i t ion des V sur elle, ce qui donne
(S paramètres ; on peu t imposer a la courbe Cy de con ten i r deux p o i n t s
donnés a priori a, ^, déser te que €7 n ^ i n t r o d u i t p lus de paramètres
nouveaux; de même G^ passera par deux poirïts a', [̂  donnés : on
retrouve donc bien les 32 paramètres annoncés pou r les 16 P; mais
si, à un système P, correspond, un seul total. A., A/; B, B'; . . . ; F, F',
inversement , à un ensemble de six coup les ,A , A/; ...;ls F' donnés
a priori correspondent o^ systèmes Je 16 points P.

i8. Dissection des groupes anormaux. -—• Au paragraphe 8, en nous
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appuyant s imp lemen t , sur cefa i l que m2 points communs . à C^.et C ^ o n t
pour surabondance le nombre p' ou i-^2^ .̂̂ -771^^ n o u s avons obtenu
pour ce total de /n2 po in t s la séparat ion

( î) ( ? ) - } - ( ? ' ) , • ,

qui en général ne peu t être poussée plus l o i n , mais qu i , dans les cas
spéciaux étudiés, peut être poussée p lus lo in s u i v a n t le schéma

( 2 ) (!^, ^>i ) -i- ( Q, Ôi ), G) 4- r,̂  -= p, 0 -h ̂  = p^

s ignif iant que P,J\, . . . , P,, obligent toute C,^ les contenaut à passer
par Q., Q,, . . . , Q,, ; les po in t s P^ P^, . . . , p^ d o n n e n t des é( iua t ious
indépendan tes de celles obtenues par la première série P, , 1\,... P,,.
Nous avons d é n n i le schéma à crochets

(3) [co]/,+|:6/:|

qui exprime que le groupe des co + 0 points P, Q a pour le degré m
la surabondance 9. O r o n peut recommencer pour le groupe surabon-
dant P, Q exactement les mêmes considérations. , en remplaçant p et p '
respectivement par œ et 0 : la séparation (3), analogue de ( î ), ne peut,
en général, être poussée plus loin, quel que soit le mode de partage
des co + 0 points en deux por t ions de co et 0 points : mais rien n'em-
pêche a priori de concevoir que (3) puisse être remplace par là sépa-
ration analogue à (2)

(4) [^ —^<]//,-4-[0-—9', Q'\, o)>î,/>o, ^>^o.

On a donc un groupe de o> + 0 - (o/ -h 0') po in ts , contenu dans le
groupe des OT+O points P, Q ; i l forme pour le degré m im groupe de
surabondance 0 - Ô7 , et i l est complet, s inon i l aurai t des poin ts virtuels
non situés dans P, Q et par suite le groupe (P, Q) serait incomplet ;
ici on peut avoir 6'==o, ce qui exprimerait que le groupe (P, Q) a été
obtenu en adjoignant à un groupe complet oY points pris au hasard
dans le plan et forme donc un groupe à s t ructure dissymétrique. En
revenant, au groupe.prnnitif'des^^.points, on 'a donc u n e séparation

• ! '.: ! (^-^^)^c0t)+ (6-^^^^^
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Employons une notation plus symétrique

(5)

ou

(6)

( (03, MI, (0,)4-(0, î, ^),

( G.» H- G.)i 4- a)_> =: p ( 9 >• o, ^> o, ^ >• o ),

l Q-}-e,~}-9^^1

' PiP., ...,P^, QiQ,, ..., Qo,
P^P,1^.., P^;, Q^Q^, ...O^,
P^'P^,..., P^, Q^Q^, ...,Q^

il estbi'en entendu que P , , P^ ..., 'P,^ n 'admettent d'autres points vir-
tuels q u e Q , , Q^ ..., Qo, puis que P.,, ..., P^, réunis à Pi^, ..., ¥^\
n ' e n t r a i n e n t d'autres po in t s virtuels que Qi , Q^, . • . , Qo augmentés de
Qi 1 ' ? • • • » Qij^- 11 suffi t , bien entendu, d 'un changement dans l'ordre
des points pour ramener (5) à l 'une des formes

<»
1 ( (,), G) i + ̂  ) + ( 0. Ôi -4" QÎ ),

(7) • (6)4-o»i ,&), )+(0+ ^/i, ̂ ),

( [ p ) - - ^ ( ^ ) '

Le nombre O ^ e s t p o s i t i F , non n u l , comme on l'a vu au paragraphe 8.
Quant au nombre 6 , , qui peut être n u l , nous pouvons remarquer que
dans ce cas on peut sans i n c o n v é n i e n t r é u n i r les deux dernières l ignes
de (6); donc nous le supposerons aussi ellectivement non n u l .

Nous pouvons de même concevoir la séparation

.(c,j, &.)i,,(.Ja, ..., œ,,) +- ((5, 6 /1 , Q^ .... ̂  )

(8) f oj -+- o,)i4- cca-t-... 4- <o,,.==p,

O^.Q^Q^.^+e^—.p'

et nous supposerons tous les 0 positifs, non nuls. Le nombre n est sûre-
ment infér ieur à p' — ï. I I est clair qu'un simple changement d'ordre
des po in ts peut ramener (8) à une autre forme plus s imple , en rempla-
çant plusieurs co consécutifs (et les 6 correspondants) par leur somme
effectuée. Le/schéma (8), avec parenthèses^ est relatif à m2 points et
au degré m ; il fourni l des schémas a crocheu re la t i f s à des groupes anor-
maux complets , , , . ! .

(9) [^, û)i, rx)a, ..., o)^i, 6)^]^ 4- [Q, 6*1, .. , 6^.,....i, §/,],
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où co, o^, ..., co^ et- 0, 0 , , . . . 5 O^.., sont les p premiers termes des
parenthèses (8) ; p est plus petit que n sans égali té; si ,o^,==co^
on a O',==0^, mais si o^<co^ on a 9^=o. On dédui t aussi très sim-
plement de (SJ'des groupes anormaux incomplets, que je représenterai
avec une accolade

( ro ) ioj, ...,c0p..i,co;, ^4 - î ^ , ̂ , ..., Ç-i, ̂ !

avec
, o<^,5û,)^ o;,6;^ (/==o, h a, .. . ,7^),

t and i s que co, o^, ..., co^ sont les /? premiers termes de la paren-
thèse (8).

II est clair que l 'on peut arriver à une séparation

; I:M\,...,P^ Q , Q , , . . . , Q o ,
[ pir p''i) n ( ' 'o<^ o ' i 'l t. ,1 , . . ., 1 („,, Vi Vi » • • • ' YO, » ^

/ , , > .' j.> i a ) g •> 2 ,i f) ' ï i f) ' 2 )
[ l î ) i • 1 ^ • • ' 5 l ̂ ^ Vl ? • • * 1 Vf)^ 1

! D^/5 p' / /» O^/^ () l /^
^ i- i ? • • • • ) t- ^«- Vl ? • • • ? Vf) ^ ?

/ ,

t e l l e que clans la première l igne les po in t s 1\, . . . , \\,^ Qi , ..., Qo
puissent être séparés au hasard en deux groupes de co et 0 p o i n t s res-
pectivement, les oj points étant fondamentaux , ce q u i fa i t C^o modes
de séparat ion; puis dans la seconde ligne P^' , ..., Pi^, Q^, .'.., Qo0,
en nombre co^ -4- (^ peuvent de même être séparés au hasard en deux
groupes de co, e t 0 ^ points tels que l 'ensemble de ces co^ points , j o in t s *
à ceux de la l igne précédente, en t ra îne 1/existence des Oi res tan t scomme
points v i r tue ls , et a insi de su i t e ; sinon il su f f i ra i t d ' u n regroupement
d 'une l igne pour arriver à une classification nouvelle comprenant au
moins une ligne de plus et répondant au désir exprimé; à ce m o m e n t ,
la l igne z '+i peut, quel que soit?", être séparée au hasard en deux
groupes de oj/-et 6/points. Ceci s 'applique non seulement au groupe
total des nr points, mais aussi aux groupes anormaux complets et
incomplets,

Mais un même groupe peut donner des c lass i f i ca t ions distinctes et
cela même à partir du cas où les m1 po in t s ne fourn i ssen t que deux
termes par parenthèse. Ainsi , sur une droite, prenons arbitrairement
leâ pointsA^ A.^, A3, A^et, sur une $econdeB, , B^B^ ;^par ces 7 points
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menons des quartiques C, et C, qui, se coupent encore-en P , , ..., ï\.
Les ï2 points P, B sont intersection de G, avec u n e C, unique et sur
cette €3 les P sont intersection de C^ avec un faisceau de cubiques;
le groupe P, B a la surabondance i ; mais le groupe P, A a aussi la
surabondance ï ; on a donc deux séparations distinctes :

( P,, P^ . . . , P,, B,, B,, 1 B,,
J A , , A , , A3, A.,,,

et
» P,, P,, . . . , P , , A , , A . , , A , , A,,
' B , , B^B,,

tontes les autres se dédu i san t de l 'une ou, l ' au t re par un simple
regroupement arbitraire dans chaque l igne.

19. I l reste à indiquer comment on peut s 'arranger pour obtenir un
groupe de m1 po in t s d o n t le schéma comporte dans chaque parenthèse
n 4-.T terme^ : n •= i a été traité; il reste à t rai ter n .. 2.

Remarquons que, si, on a le schéma

(0 (^ ^i, ..., ^)4-'(^ (9,, ..., ^,),

on en dédui t les schémas

' (0) 4- Wt 4-... 4" O,)/» ï , Wi, O.)/+i 4- ... 4- O-)/,) -h (0 + QI -+-... -1- ̂  - ï ,0,, ^•-+-1 4-... •+- On),

(2) < [ G) 4- û)i -1- . . . +• Q),...-. ..ï + &)/]/» + [ 6' -h Qi 4- ... -4- 0,_.i -4- 6',_i 4- ^],

[ ̂  4- ^i -4- . . . 4" o.)^i ]„, -h [ 6/ 4- ^i 4- . . . -1- 0/.-.- ï ],

qui expr iment l ina lemenique l'on a obtenn une séparation du type (6)
du paragraphe précédent. En changeant donc de notat ions, il suffit au
fond de trouver un schéma (co, co^, co^)4-(û, 61, Oa) à trois termes :
j 'appel le dans ce tableau (6) P le total des points de la première l i^ne ,
W et V les totaux de la seconde et troisièMi-e respectivement. Le groupe
P 4- W est un groupe anormal complet^ comprenant un groupe P lui-
même anormal complet. Ces groupes P -+" W -et P seront donc obtenus
dans le tableau T pour le degré m aux ar t icles cl et d 4" o :

(3) y ^ . . . . . . F , V P 4 - W . s ^ s , .
y^-ô . . . . ^ , ' V^t- \\ ' ^ P ' . s ,

Ànn. Éc. A^rw.. ( " * ) , XLL —J'UÏLLBT i9-:*4. , 23
\
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On prend pour'rf le degré min imum des courbes contenant ̂  ; d -+- o
est le minmumi du degré des courbes qui c o n t i e n n e n t V -+- W de sorte
que o^o . On peut, si §>o, supposer que F et W1 n 'ont aucun point
commun : sinon on pourrait écrire F =-= F7-{- f, W == W -+--/' et la pre-
mière ligne (3) pourrait être remplacée par

y < / . . . . . . . . . r - V-4-/ • P+W 7

et le groupe P +• 'W1 serait un groupe anorma l complet pour lequel on
trai terai t le problème []P-4-W ou P •+-W7-h, / 'serait f i n a l e m e n t un
groupe à structure in te rne dissymétrique comme on a vu plus haut].
Il y a deux hypothèses A. et B à envisager suivant que 0=^:0 ou § == o.

Hypothèse A. — II y a deux subdivisions A^ et A/,.

Subdiwion A^ : la courbe y^s issue du groupe V -+- W se décompose
nécessairement en y^ et un morceau complémentaire €5; cela arrive
nécessairement (r<w§ 13) si F est un groupe normal pour le degré d,
parce que y^+scont i en I V .

Subdivision A/, : y^s n'est pas" obligée de, se décomposer avec y//
comme morceau/F est nécessairement anormal pour le degré d ) . .

Hypothèsetà. — à == o; clans ce cas on peut prendre pour courbe issue
de V l 'une quelconque des courbes de degré d qni y passent, donc on
prendra celle qui est issue de V 4- W, de sorte que F et W -+- ^ coïn-
cident.

20. Étudions A^ : y^+.g ou y^Cg coupe C^ suivant <D +• V 4- W1 (l 'une
part et de l 'autre suivant F -h V--1-- R où R désigne l 'ensemble (C^, €3)..
On a donc
. . ' ^ ! (r+W=.F+-R/ •;

el puisque, par hypothèse, F n'a aucun point commun avec W, on en
conclut que F est tout entiercompris dans •<3> 1

^ 1 1 1 . , 1 \ :^^ IF+^ .'R^w.j.1^ • . ^ ^ ,

où r est un ensemble de points pouvant se réduire à zéro. On a donc
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obtenu

(4: y< . . . . . . . F V , P-r-W -.s1-^,
y^5.. . . V-^r V + W . P s

Cela signifie s imp lemen t qu'au degré rf-(- o on a eu à étudier un
groupe $ : i l est indif férent , comme no-us savons, de prendre telle
courbe de degré cl -h o issue de $ plutôt que telle antre : cela ne doit
pas modifier les groupes '? cor respondant à <t>. Si doue parmi les
courbes de degré d -h S issues de <I> i l y ou a qui se décomposent, il n'y
a que des avantages à les adopter (nous l 'avons déjà fait dans le cas
où il v a une courbe de degré d au l ieu de cl •+- o por tan t tous les <Ï>, de
sorte que r === o. et que P est s i tué sur une C/^-.-s)? il faudra, de plus,
pour ie po in t de vue spécial qui nous occupe ici, que la portion F ou
<P — r portée par y^ jouisse de la propriété suivante : il existe des
courbes variables, de degré ^issues de F; cette c o n d i t i o n ^ nous le
savons, est nécessa i re 'pour que le groupe P+• W soit complet; les
courbes y / / e t Cg'jouent alors un rôle bien dilïérent. 11 pourra arriver
que F et r puissent avoir leurs rôles, intervertis, si. le groupe /' déf ini t
des courbes variables de degré S; nous en verrons à l ' ins tant des
exemples.

m == /! ne d o n n e que la surabondance i , donc la question ne donne
de résul ta ts que pour mr:5. Pour m == 5, prenons r f + < S = = û et le
g roupe r r édu i t à un seul po in t . On peut rédui re la conique à deux
droites, don t l 'une passe par le point <1> et l 'autre est totalement arbi-
traire. C/est le cas où. chaque morceau de décomposition de 7^ peut
être appelé y^ et l 'autre C^ Cela nous donne donc, en appelant V^ ¥3,
Y;,, V.^ les points a l ignés avec <Ï>, et W,, W^ W;^ W.^ Wa cinq points
en ligne droite de G,,, les séparations

(4)

ou

(3)

p p p pr 11 2 . . . r i.-, .1 ],;

V'iVî V;,V,, . (l'-, 3, ï) + (l, '2, 3)

WiWs \V3W,.W.i -

Pli*, . . .? , , pp;
' W,W,W3 W^V;; : ( i 5 , 3 , i ) + ( t , 2 , 3 ) .
^ Vi ,V,V,Vt ,
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Nous savons que les 16 P sont sur un faisceau de quar t iques , que les
P et Y sont sur iiiie quart ique unique, que les P et, W d é ter mi nen t un
réseau de quint iques.

De même pour m == 5, cl^ ë = 2 prenons pour groupe <D un ensemble
de deux points F^ , Fg; on peut réduire y 2 à une droite arbitraire "p et
à la droite déterminée C i , F . iFa; la droite F, Fa ne peut donc jouer le
rôle de 'Y i ; appelons W\, Wa, Wg .les poin ts où F^ F^ perce C.-,? et V^,
Y^, V;(, ¥4 , Vs, cinq points en ligne droite de C^ on a la séparation

( PJ\. .P^ Pn
(6) , W, W,W, ( 1 6 , i, 2 )+( i , 2, 3).

f V\V^ V^Y.V,'

On aurai t pu décomposer ya en deux droites à un paramétre issues de
Fi ou Fa •: de sorte que le même groupe [16];; -+- [i] peut être embri-
gadé dans une séparation

. ( F, P,...I:^ Pn .

( 7 ) 1 W/W, , 'W^W, (16 , 2, i ) ,4 - ( î , 2 , 3 ) ,
^ V\ • V ^ V ^ V ,

où les W sont en ligne droite avec F^ et les V avec F^ ; ici il y a possi-
bi l i té (Fintervert ir les V et les W.

Ce qui précède peut être interprété comme suit : le groupe ano rma l
comple t P est corésiduel avec <I> : sans toucher à $ ni P nous avons
cherché parmi les résiduels communs V, ( d o n n a n t m2 points en les-
réunissant à P) ceux qui d o n n e n t les propriétés les plus remarquables,
telles qu 'une séparation V, =-= V + W où. P, W, V ont les rôles expli-
qués. On peut au contraire prendre deux groupes résiduels F, V surC/,,
pour le degré d et prendre parmi les résiduels II de V pour le degré m
ceux qui admettent une séparation P 4-W == II. Ains i , si nous
prenons m == 6, d= 2, f = 3,. de trois points F ^ , Fy, F^ d'une C(p nous
menons une conique perçant C^, en V^ ... V;, ; les V déf inissent co^
sextiques Cg, donc une série linéaire g^ de groupes de points
P< ... P.>7 de surabondance 3; en général chacun de ces groupes a une
structure interne symétrique; cela n'est en défaut que si la sextique C^
contient un , deux ou trois points F^ Fa/F;}, circonstance signalée
au paragraphe il, ou que si les 23 points P forment un groupe
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suscept ible d 'une subdivision étudiée à l ' ins tan t : il suffi t d 'adjoindre
à F^. Fa, F;:}, zéro, un, deux, trois poin ts de (^ fo rman t avec F,, F.^, F.,
le groupe appelé <I> et de mener par <& u n e C^ décomposée en la conique
déjà u t i l i s é e et une droite (si l'on a pris trois points , i l s sont donc en
ligne dro i te ) ; en p r e n a n t par exemple deux po'ints seu lement , on voit
que la série l inéa i re g'1^ c o n t i e n t a:2 séries l inéa i re s g^ où chaque
groupe V\ P', . . . P^ a la surabondance, ï pour le degré G: chacune de
ces séries a besoin , pour être connue exp l i c i t emen t , d e , la détermi-
nation de deux points $ < » <Da pris sur C^ ; la droite <1^<Î^ perce C^ en
W,i W^ W;{W.,, et l'on a la séparation pour le degré 6 :

g:>' p' p/ §.r
1 1 r 2 • • • ï 2 2. -- 2 :î

'W,W1. WVW.
OU

^^J.i-i-E1»2]-

Réciproquement cha(iue groupe complet de 23 points ayant la surabon-
dance i pour le degré 6 correspond au tableau

ni —.:- 6.

F. 7. V. î \ s.

c n b i q u e . . . . . . . 5 o î3 9.3 ï

et peut être a i n s i embrigadé : a ce groupe correspond un seul système
de c inq p o i n t s F cl la c u b i q u e peut être décomposée en u n e con ique
variable c i rconscr i te à t r o i s d 'entre eux et à la droite jo ignan t les deux
autres.

Pour m == 5 on ne p e u t obtenir que les schémas

09)+W
( 1 7 , 2 )+ (o , 3); (i8, i )+ (3 ,3 ) ; ( r4 , 5 )4 -0 , 5); (i5, 4 )+( i , 5);

( , 6 , 3 ) 4 - ( ï , 5); (i7, ^)+(i , 5 ) ; ( 1 8 , ï) 4 - ( î , 5);
05, 3, ï ) 4- ( ï , ^ 3); ( î 3 , a, a ) 4- ( î , 2, 3); • i6, ï , 2) 4- ( ï , a, 3);

, 06, 2, « ) 4-0, • ï , 3) ; (17 . ^ Q-H1. ^ 3); (l^ 3. - î )+0, 2, 3).

Un exemple très s i m p l e est celui où Fou prend les 3w points déf in is
par C,^-=o, C ^ = = o ; on complète ce groupe successivement par les
points d'intersection de Gravée (w — 3) droites arbitraires D^D.^, . . . ,
D^-3; on remarque que les groupes .successifs (C^,,C;.,), (C./^CaDi),
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(C^, C;J),tV) ... ont pour surabondance les nombres t r i a n g u l a i r e s
15 3, 6, . . . , {m^^-^M••^ do sorte que r.on a la séparation

( 3 fn — i ^ jn — -^ /^ — 3, .. ., 3, 2 ) 4- ( i, 3, 3, . .., m — 3, ni — 2 ).

2L Hypothèses A^ ̂  B. — L'hypothèse A/, se t r adu i t par le t ab leau
: ( / < / . . . . . . . F V 1 1 P 4 - - W .v-h^

( 1 ) ( 7^.0... . . . ^ V + W 1 ' , . P s •

où o^= o et où •y^o ne se décompose pas; dans la p remiè re l igne il est
permis d'utiliser l 'une quelconque des courbes de degré in fé r i eu r a
m, — 3 issue de V : employons donc y^g de sorte que le groupe F sera
remplacé par $ -4- W. On remplace donc le tableau (i) par

(a) ( y^o.....,. ^-h'\V V P+W ^+^
\ y^ô.... . 1 . <S) •V + W P ' .y

Nous avons montré au paragraphe 13 que V é t an t s i tué sur une
courbe "̂  de degré rf, puis une courbe "y^o de degré rf+ S dont ̂
n'est pas un morceau, les groupes F, et $ -(- W correspondants sont
anormaux pour le degré d et d+o respectivement, la surabondance
de $ 4- W surpassant celle de F. D'autre part la surabondance s de P
est inférieure, sans égalité, à celle s-+-Sç de P-+- W : puisque P et
P 4- 'Wy dans le tableau (2), sont donnés par la même courbe y^-^ û" c11

.conclut que la surabondance de <&-+" W pour le- degré d -{- S surpasse
de ^ uni tés celle de <& pour le même degré 5 <t> peut être ou non sura-
bondant pour le clegré rf 4-S.

I/hypothèse B se traduit par le tableau

(3)
7,^...... - <I»~h'W V ^ P 4-W .Ç-+-.V
7r i . . . .1 . . . , <î) V~+-W 1 P1 1 , , ! -v

tout pareil à (2) et donnant lieu exactement aux mêmes conc lus ions :
la seule difrérence est que le degré m i n i m u m des courbes contenant
V e t V + W est," pour (2), respectivement d et d ~ h S ( ô > o sans
.égalité) tandis que pour (3) ce degré min imum-es t le même. Le groupe
<S> 4- W est anormal pour le degré d e t , sa surabondance surpasse de
^ umtéscel lede$. On peut condenser (2) et (3) et ne garder ^ue^ 3)
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où il est en tendu que ci désigne le degré minimum des courbes conte-
nan t V '4-W. Alors la seule par t icu lar i té est que la courbe G^ issue
du groupe V cont ient , une fraction W dn groupe <& •+-W : or ceci est
une circonstance déjà signalée au paragraphe il à propos des groupes
à structure dissymétrique.

Reprenons les notat ions générales :

•y,/. . . . . . . . . . . F a \ P

Si le groupe F a une surabondance n u l l e pour le degré (7, il y a une
seule conrbe y^ issue de V, comme nous l'avons vu au paragraphe i3;
donc à. u n groupe P de cette espèce correspond nn groupe F et un
seul, de sorte que si. P et F ont des points communs , on s'en aperçoit
aussitôt . ' „ ! ! ! ! !

Or ici pour (2), les groupes P -+- W et <Ï> -4- W ont bien une part ie W
commune, mais si du groupe V on fa i t partir la courbe y^/, on trouve
P -4- W d'une part et F de l 'autre : i l n'y a plus de point commun;
d'autre part , par V passe à la fois y^r et y^s, donc il passe aussi une
inf ini té de courbes y^g autres que y^g, de sorte que même avec le
degré <^-+" S on pourrait , si on le voula i t , avoir deux groupes dans la
colonne P et F sans points communs. Pour le tableau (3) il peut arriver
q u e par le groupe V on ne puisse mener qu^une courbe de degré d,
de sorte que P "4- W et <3> 4- W ont nécessairement des points com-
m u n s W; mais s'il existe d'autres courbes de degré d issues de V,
on peut encore faire disparaître ces points communs.

Prenons un exemple simple ://z === 7, d == 3, S ==0y donc hypothèseB.
On prend deux cubiques y;^ €3, et par leurs neuf points communs F\,
F^, . . . , F y on fait passer une €7 coupant y;, en V, , Va, , . . , V^, lesquels
sont. donc intersection de y^ et d'une C.,. Si par les V on fait passer une C/.
quelconque on a un groupe de 37 points P de surabondance 4? à struc-
tu re symétrique. Or la G, au l i e u de ne contenir aucun point F peut en
contenir ï , 2, ..., 7 ou 9, exactement (8 est exclu). Dans le cas où l'on
prend un seul point, le groupe W se réduit à ce point, F» par exemple,
e t i ' onaa in s iun groupede 36points part iculiers^,^» • • •y /^o de sura-
bondance 3 au lieu de 4? mais ce groupe est incomplet e tadmet Fy pour
po in t v i r tue l (cela tient à ce que les cubiques qui contiennent F < , ..., Fg
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contiennent automatiquement Fg et que Cy passe par Fy) . Ce cas n'est
donc pas intéressant . On pourra donc prendre la courbe Cl de sorte
qu'elle con t ienne i po in ts F, avec i = 2, 3, 4? 5» ^ 7? 9(°» r ? 8 exclus)
et le groupe W se compose de ces i points. Le groupe p formé par y-?.,,
P-2^ . . . / ? 3 7 - . / . a la surabondance 3; réuni au groupe W il donne la
surabondance /i.. Il est à remarquer, d'après le tableau T pour m -== 7,
que tout groupe P de 37 — i points, de surabondance 3, porté par (^
d o n n e un groupe et un seul de 7 — ^ p o i n t s F, car, par le groupe P, on
mène une courbe Cl, d\)ù Fon dédui t ï â -+-?" points V situés sur une
cubique et une seule : la variation de C^ ou du groupe V ne modif ie
pas le groupe F. Sur la courbe €7 prenons i po in t s au hasard et expri-
mons qu ' i l s . forment avec les 7 — i poin ts F o b t e n u s la base d'un
faisceau de cubiques : on a une seule équation à i inconnues; il suffit
d 'adjoindre aux points P du début ces po in t s a ins i obtenus, formant
une série algébrique, mais non linéaire, pour obtenir un groupe de
37 po in t s qui , cette fois, a la surabondance 4.

En prenant m == (5, cl = 3, S = o, on a un cas r e n t r a n t encore d a n s
l'hypothèse B : on prend donc encore deux cub iques y;; et €3 et par l eu rs
points d'intersection F.,, Fa, ..., F^ on mène une G,. ; y;, elC,; se coupen t
en neuf nouveaux points V ^ , . . . , V;» qui sont encore bases d 'un faisceau
de cub iques ; de la sorte si la courbe C[ menée par V'i , V^, . . . . V<,
contient i po in t s ( i == 2, 3, 4 » 5? ^? 7? 9) prélevés sur les F on pourra
remplacer la cub ique y;, issue des V par une autre y^ de façon que le
groupe F^F^ . . . F^ et le groupe P/Pa • • < P^ n 'aient p l u s de points

' communs. . ^ '
On a a i sément un exemple du type A^, en prenant une cubique y^

une courbe y /e t leurs 21 points communs V\, V a , ..., V^ ; par ce
groupe V o n fait passer une courbe C^o qui <^t rencontrée par y;( en
neuf points ,nouveaux F,, Fa, ..., F(, bases d'un faisceau de cubiques et
par y^1 en 49 points non veaux Fp F^ ..•.., F'̂  bases d*un faisceau de
septiques. Ceci revient à prendre / /2,-==io, d-^ 3, o ====4 ^t ^ employer
le tableau

' ! ! - ,,. . K. • ! ff. 1 ^ • V. , I1*1. 1 1 , 1 1 , h. ^ ' \;. •
cubique .. * . 9 i a r 79 i 16
s e p l i q u e . . . . 49 i^ 2 ï 79 l !^
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On s'arrange pour que la courbe C^ issue de Y cont ienne i points
du groupe :1^F, ... F,,; si les 49 points F' n 'offrent d'autre particu-
larité que de former la base, d'un faisceau de septiques et la séparation
(34)4-(i5), d'après la proposition "de Cayl.ey la courbe (7^ ne peut
contenir 70 — i5 ou 55 points communs à y 7 et C^. sans les contenir
tous : or elle contient déjà les 21 points V, donc on devra supposer
? / < < 3 4 ; d'autre part il faudra aussi que i surpasse i5, car si nous
reprenons le tableau

y^+o. • . • . ^4- W V P 4- W s + ^i '
y^o. . . . . <Ï> V-4-W P s

le groupe <D cont ient les 49 — i points non communs àF^, F',, ..., F^, et
au groupe de 79 points découpé par C^; si ^iS on a 49 — ^34 et
alors, sauf disposition spéciale des poin ts F^, ..., F^.,, toutes les courbes
de degré 7 contenant au moins 34 d'entre eux contiennent les autres;
donc i est l'un des nombres 16, 17, . . . , 33. Il y aurait donc une
discussion minutieuse à faire si l'on voulait élucider les cas où i peut
surpasser 33 ou rester inférieur à ï6 : cela reviendrait précisément à
étudier au point de vue du degré 7 tous les groupes de 4-9 points
intersection de deux septiques (Cramer) et au point de vue du
degré 10 les points communs à une septique et une courbe de
degré 10 (Cayley).

22. Surabondance d^un groupe incomplet. — Deux courbes C^y C^ se
coupent en m1 points : nous séparons ces points en deux groupes P et
V; il faut montrer que Va surabondance pour le degré m du groupe P est
le nombre de C,^.. 3 linéairement distinctes issues de V, même si P nest pas
complet. Si P est complet, c'est déjà démontré. SoienU la surabondance
{s^o) du groupe P, h .-+- i la d imens ion du système linéaire des r//,

, p. , , . . . • m(m 4-3) , , ,issues de F; on a, p désignant toujours—-———-—i et p le nombre
des P,

h -+- p = p 4- .*>'.

Les courbes F/,, issues de P découpent sur C^ une série g^_p et, d'après
Riemann-Roch, la différence m2 '— p -—• h == ?n1 — p — s = p1 —s montre
que si s == o, la série-est normale et qu'il n'y a aucune C^^ issue de V;

Ânn. Éc. JVorw., (3), XLL —JUILLET 1924. ^6
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si -y>o, le nombre *? est le nombre des C,,̂  l inéairement indépen-
dantes issues de V. Remarquons .que la série linéaire ^_^, découpée
sur C^ est effectivement complète^ car nous supposons la courbe C^,
dénuée de point singulier^ de sorte que toutes les courbes algébriques
jouent le rôle d'adjointes.

L'interprétation géométrique du théorème est d'ailleurs intéres-
sante : supposons d'abord P complet : on peut assujétir les courbes
C/^-3 issues de Y à successivement o, i, 2, . . . , ( s — i ) condi t ions
linéairement indépendantes : ce sera par exemple la condi t ion de
contenir o, i y 2, ..., s —- i points choisisparmi les points surabondants
du groupe P; soit T: l'ensemble des points ainsi choisis parmi les
surabondants et posons

„ p_^^p^ y_^^y^

La proposition énoncée ici. signifie que P' est anormal incomplet, la
surabondance-de P7 est ^ — ./, où s ' est le nombre des points 71: et ta
dimension du système linéaire des C,^;j issues du groupe V + TT, au
lieu de Y tout seul, est s — i — s 1 au lieu de s — i. Il, n'y a aucune C ,̂..̂
contenant V et l'ensemble des points surabondants de P.

Supposons P incomplet; soit / le nombre des points virtuels; la
série l inéaire g^^, contient s ' points fixes formant un groupe TT contenu
dans V et elle peut être découpée par les courbes d'un même degré
d^m—3 issues d'un groupe de points F : mais alors toutes ces
courbes y^ contiennent r^ de sorte que F lui aussi est incomplet pour
le degré d et que T: est une partie virtuelle de F; mais remarquons que
F peut admettre encore d'autres points virtuels, situés hors de €„, :
ainsi si P est incomplet, F l'est aussi; mais mémo si P est complet,
F peut encore être incomplet.

CHAPITRE IL
PR.OPOSITION DE CAYLEY,

1. Systèmes de courbes de degré n contenant les mn points communs
à une C^ et une €„ données, n^m. — Étudions toutes les courbes de
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degré q contenant les mn points communs à. deux courbes C,^ C/, qui
n'ont aucune portion commuae.

Si /7À< n, il n'y a que la courbe C^,, seule de son degré, à contenir
les mn points; si G//, est indécomposable., cela résulte de ce que
/WÀ>m2 . Si €„/, se décompose, on pourrait se demander s'il n'existe
pas une autre C^ ayant avec G,/, une partie commune (^ : on aurait

r — r r r^ -.,- r r^'"'/«— '^/î '^/i l...i//;==: \'p\^p

où, ('y,et C^ n'ont plus de parti es,communes ; or les/nn points cont iennent
pn points (C^, C,^) et qn points obtenus indif ïeremment comme (C^ C^
ou (Cy, C^) et puisque q <^ / Z y ' i i faut nécessairement qiie C^e fc C , coïn-
cident . Donc il n'y a qu 'une courbe G,/, décomposée ou non. Il i fyadonc
aucune courbe de degré infér ieur à m contenant tous les mn points.
Sur les mn points i l v en a nécessairement m m ^——) dé te rminant une1 " • . 9.

seule C^1 et sur cette C//, ainsi déterminée,, nous allons voir que les'
mn points offrent une configuration spéciale.

Il y a des courbes de degré m + i, m +• 2, . . . , n — i contenant les
mn points; toutes ont avec C^ un nombre de points communs supérieur
au produit de leur degré par m; si donc C^, est indécomposable,
elles admettent C,,, comme portion de décomposition; si C,/, se décom-
pose, c'est vrai encore, • mais moins immédiat ; en tout cas cette
courbe Cy, admet avec C^ un morceau commun C^

/ ' i ._ ri /•I /'< __ n r'
,̂,, == <Ujj Vj/,;«_p, tjp.=== \^ p Lip.—p.

La courbe C^-.^ admet tous les points communs à C^^ et C^ et comme
elle a un degré inférieur à n, supérieur à m — p , elle admet soit la
totalité de C/«^, soit une fraction de C,,̂ , comme portion : donc, en
continuant , on voit que tous les morceaux de C/« sont parties de C^.

Cherchons m a i n t e n a n t les diverses courbes d'ordre n passant par
les mn points. Posons n •==: m 4- Z', k^> o. Je vais démontrer , par une
méthode que je crois originale, la proposition classique : l'équation
générale cherchée est , ' , . , , ^ •

(i) C/«CÂ:+ ^C/^^.=o,

où C^ et CW-{-A sont les deux courbes donnéeSy À une constante arbitraire
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et C//le polynôme général de degré /• en x ety. L'équation (i) contient

(^0(^+2)
—, , . . . j j

2 "

paramètres homogènes; la courbe générale d'ordre m -4- k contient

î — ^m 4!/1' ^"JÛS m ji ̂  "L2}
2

paramétres homogènes; en imposant à cette courbe les mÇm-^k)
points d' intersection, on a E == m(m+k} équations à 1 inconnues; la
solution fournie par ( î ) est solut ion particulière ou générale; la
situation générale renferme donc

( / .+ l ) f / ' +2 )-.-__..,_,_,,i,...__——L .4-^ 4 .̂
2

paramètres homogènes où a est un en t ie r^o . Si C^ est indécom-
posable, prenons un point de C^ d i s t i n c t des m(m 4- k) points en jeu ;
la seule équation complémentaire donnée par ce point d i m i n u e au
plus d 'une uni té le nombre de paramètres : or la solut ion générale est
alors C^ ÇA puisque la courbe a m(m-4-^ ) -h - i points communs
avec C^, de sorte qu'on obtient 'exactement (A±JliJLt^ par^
homogènes; cela exige u == o.

Si C^ se décompose, soit (^, un morceau indécomposable de C,/,.
Imposons à la courbe inconnue de contenir un point de C , elle
contient donc (^ tout entière. Si Fon pose

. \Jf,t =-=== \^p Liy, .1 „;-(-. ̂ . SS \^p Oy+-/(;.,

on voit que C^ contient tous les points communs à Cy et G^ : d'après
ce qui a été di t plus haut, C^ contient donc Cy tout entière et f inale-
ment on a encore

1 : 1 . ! ! ' ! . : ' - . , 1 m+k ̂  ^m^/^1 1 1 ; !

et la conclusion subsiste» Nous pouvons remarquer que cette démons-
tration n'a pas à utiliser le théorème du reste ni la théorie de la
résiduation. L'ensemble des E équations se réduitdonc exactement au
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nombre p d 'équations indépendantes

— ^ ̂ ^^Ll^S^Î^ À - 4 - 2 ) (À- -h ï) (À- 4- 2)^ _ - , - ^ . _ -«_ . . . . . ^——-_J .

On peut écrire
( m (m -+-3)p = —K————' _ ï _^. y^
1 ' 2, , 1 ' 2

( 2 ) j , (^x)(,n-.) Ep+p^^-^-)].jp.=—————^—————

Donc p points convenablement choisis sur C,,, suffisent pour que
toute C/,^ les contenant contiennent automatiquement les autres; le
groupe des m(m + /;) points a la surabondance p" pour le degré 7??, -4- k
et se trouve au tableau ï pour le degré m-^r-k à l'article y/<, pour
f=o : la surabondance, pour être efïeôtivement non nulle exige
que m ̂ 3.

Si C,^ et C^+A sont quelconques vis-à-vis l 'une de l 'autre, tous les
choix possibles de p points donnent bien p points fondamentaux; on

y -, 7 - , o y . o , . m (m 4-3) • îa, puisque A":j, k m ' ^ à k ^ ï et par suite p^—-———-+ 2 : il est a peu

près évident qu'un choix de p points fondamentaux contient f n ' n 4"—^
'•a

points déterminant une seule C/^ ; en effet si ces p points appartiennent
à.deux courbes C,,,, C^ différentes, la courbe C^C^ où C/i est complète-
ment arbitraire est de degré m-4- k et par suite contient les ^ points
complémentaires communs à C^ et C^.+./c; comme C/c n'a aucun point
fixe, c'est C^ qui coutient ces points complémentaires, donc (7^ coïn-
cide avec C/^.

Il est intéressant de vérifier par le procédé suivant pourquoi la
donnée des p points, bien que ne déterminant pas C^.(-A, oblige C^^ à
percer encore C^ en p' points fixes. D'abord nous avons vu que

, . p, . , dit -<-- /c + ï) ( m + k 4-2) •• ï , . , /p est intérieur au nombre -—————'———————- — ï de la quanti té
(À- 4" ï ) (A- 4- 2) , . , / .*, ,y /? i (m-+-3)v———LI———^. gui', les p points conserves, 11 y en a M=—-———-
qui définissent une seule C^. Assujétissons la courbe C^/c à contenir
ces M points. Si l'on pose

C .̂̂ .= ̂ 4- a^x 4- a^y 4- a^x'2-^. ..4- awj"^ a' ^7/̂ •+-l •+-...,
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nous avons AI équations l inéaires et homogènes en <^, a^ a^, . . . , a^,
^M-H, ... pour lesquelles un dé te rminant d'ordre M compris dans les
M +1 premières colonnes de la matrice est d i f fé ren t ! de zéro : la
courbe obtenue dépend donc de

(m-r- Â - ~ h i ) ( m_^ /^ 2 ) __ ^^w'j+_3_) __ ( /̂ +-j0 ( ̂ j^2_) _
2 2 ' a '

paramètres homogènes; donc (^ étant une courbe arbitraire de degré k
la solution est de la forme

(3 ) C/« ( ̂  + Ai C;̂  4- À, C ,̂ +. .. -h À/,/» C;̂  = o,

où C^/,, C^^. ... C^ sont A"m courbes convenablement choisies,
d'ordre m -+-A-, n'admettant pas C^ comme morceau de décomposit ion.
Assujétir main tenant la courbe (3) à con ten i r 1 un nouveau point de G/,,
donne une équation linéaire et homogène par rapport aux À seuls et
c'est pour cela que la donnée de km — i points pris au hasard sur C,//
en dehors des /?li/^^ primit ifs détermine les rapports mutuels
des: 'Â de façon à ramener l'équation (3) à la forme

(4; t-^/2 ^/>- 4- /. C//;4-/^.r=: o,

où C,^ est un polynôme déterminé et l'on voit ainsi que-l'on a p' points
nouveaux fixes, communs à toutes courbes de degré m 4- k, consé-
quence des p points successivement donnés. En générale une courbe
r* A * i. f)ï.(m -h 3 ) / .L//M-/C contient -—^——- -h- km points pru au hasard sur C^, elle con-
tient C^ car il f au t tenir compte des p' points virtuels déterminés par
W(77î4-3) -, . . ,——^—— 4-. km.— i points, ce qui porte le total des points communs
à m (m +/')-{- i.

2. Schémas relatifs à mn points communs à une C m et une (^ — Les
mn points (C,/,, C»), en supposant ̂ >/^ forment pour le degré n un
groupe de surabondance p' ̂ '̂̂ M7!!̂  Le nombre^ estindêpen-
dant de n. Dans le cas général on ne peut obtenir que laséparatian

(I) . [pL^^I;^;].



SYSTÈME LINÉAIRE DE COURBES ALGÉBRIQUES DE DEGRÉ DONNÉ. 207

Mais on pourra dans certains-cas particuliers obtenir une séparation

( 2 ) ! [coi, ^/J,/^/,4-[0i, os], c o i — 0 ) 3 = p , ^-r-^^p',

et l'on pourrait, sans modification, recommencer tout ce qui a été dit .
au Chapitre précédent, paragraphe 8, car les valeurs précises de m, /r,
p, p7 ne jouent aucun rôle particulier.

Le schéma (2) indique qu'il y a sur C^ un groupe de points
P^ - • • P^ admettant comme points virtuels pour le degré m+/c le
groupe Q^0 ... Qfj^ : ces derniers points sont nécessairement situés
sur C/^, car la courbe G,,, réunie aune C/, arbitraire forme une courbe de
degrém+Z- et le total C^C/, devant contenir les Q^, en vertu de ce
que C/,. est arbitraire, c'est C^ qui les contient. Les courbes ?„,+;, passant
par les o^ + 0^ points P^ et Q^ découpent sur C^ une série linéaire
de groupes de points g^:^,; cette série est spéciale^ car 63 << p'. On
peut donc recommencer le tableau T avec les mêmes groupes F et V
sur G,//,, mais par V1 on mène une courbe r^,.^. et non une r^, ; la colonne P
est donc modifiée, le nombre qu'on y inscrit est égal à celui obtenu

précédemment augmenté de m/c; le groupe P est l'intersection, de €,„
et r,^ .̂ .; la surabondance s est celle déterminée précédemment, égale au
nombre de C/^-s linéairement indépendantes passant par V (ce résultat
sera généralisé plus bas). La dimension du système linéaire de F^^
issues de P est À 4-L^^^^^^^^^ n y a 'par exemple certaines restric-

t ions qui sont supprimées ou du moins atténuées. Dans le tableau T
on doit négliger certaines lignes obtenues pour d^3 et correspondant
à un nombre y tel que

^ ^ ( d ~ î ) ( d - 2 )
=1:</ := 2

ou du moins ne les écrire qu'en tenant compte de la proposition de
Caylej. Par exemple pour m = 6, d = 3, /== i, k == î , on peut mener
par les n points V une T^ elle n'est pas obligée, comme une r^, de
contenir le point F. Pour m == 8, d == 5, k == i, il est inutile d'écrire
les lignes /= i, /= 2, mais pour /== 3 on peut la remplir pourvu
que les trois points F soient en ligne droite.

On obtient ainsi, avec la même C^, les mêmes groupes F et V, des
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schémas simultanés
) (oon coa) -+- {Qi, Qî) [w^ mk,^}^,,-{-[0^ ^L

' 1 [û)i1/.4-[9i] [coi+^],^. +[0J,

où les co^, co^ 6 ^ , (L ont la même valeur de part et d'autre. De même
tout schéma

(coi, (x)2, ..., (x>^)4- (Qi, Oî, .. ., 6^)

donnera le schéma siniultané

• • [^.i -h mA-, (x»2i • • • î ^p]m+/c'+- [Qi^ QÎ^ • • -^//]'

3. Courbes de degré q contenant mn points (C^, €„,) ê7i supposant
m^n'^q. — Par un raisonnement très élémentaire, n 'empruntant rien
au théorème du reste ou à la théorie de la résiduation, j'ai obtenu
l'équation générale des courbes r^ contenant les m2 points communs
à deux courbes C,//, C^ données ou des courbes T^ contenant les mn
points communs à une C,,, et une €„ données (m <^ n).

Mais je ne recommencerai pas de raisonnement semblable pour
obtenir des courbes Cy contenant les mn points communs à une C^ et
une C^ données, en supposant q surpassant à la fois m e t / 2 et m ̂ n,
J'admettrai ce résultat classique que toute courbe Gç contenant l'inter-
section complète de C^/ et G^ (w^yz) a son équation de la forme

(i) AC/,+BC,,=o,

où A et B sont des polynômes entiers. Pour une même courbe, A et B ont
une infinité clé formes possibles, à savoir, en fonct ion de l 'une d'elles,

• • , . A---^ et B+ÔC,^ / , . .

où 6 est un polynôme arbitraire en a;, y de degré p . Si y <^ m -+- n^ i l
y a un couple simultané et un seul A, B pour lequel le degré de A est
y — m, celui de B ^ y — n. Si l'on a y = = m+n -h p où p estun entierîo,
on peut obtenir des couples A, B de degré effectif q — m et q — n
respectivement, mais si le dôgrê de 9 est au plus p , ou q — m -— n, on
ne change pas les degrés dans le couple modifié. La démonstration de
ces propriétés s'obtient pardes procédés très élémentaires, basés sur
la théorie de la division et de l'élimination, sans avoir recours à un
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dénombrement de constantes; je renvoie par exemple à un mémoire
de M. Lebesgue, déjà cité, Annales de Toulouse^ iq23.

Nous supposons C,/, et C^ sans partie commune; si q<^m+n sans
égalité, en prenant pour A le polynôme arbitraire de degré q -— m et B
de degré, q — n, tous les paramètres figurant dans (î), en nombre
/ (q—m-^-î.) (q ~~ m -1-2) (c/ — n 4- i) (c/ — n -r- 2)
1 9, 1 —————————————————————————————— -4- ———————————————————————————— ^

2 2

sont effectivement indépendants, parce qu'il n'y a pas d'identité

( 3 ) C,/, Ty-,,, 4- CnTq~n = 0

qui exigerait, €„, n'ayant aucune port ion commune avec Ça, que €„/
divisât r^,^ et par suite q im 4- /&. Si donc on pose

(4) E^m, ï,=(î^l1)^^ .;<m-.z,

les E équations, linéaires et homogènes à 1 inconnues, obtenues en
imposant les mn points (C,/,, C^) à une Cy inconnue, se réduisent
exactement et sans exception possible à un nombre p :

(<7-4- i ) (ç-1- 2) —{q - /7z+ï) (q — m-^ 2 ) — ( ^ — n 4- r) (7—714-2)( û ) p =: ————————————————————————^———————————————————————— -

La différence mn — p que j'appellerai ^ est

/ 6 \ . ' -= ( rn-^r n—q —\ )( m -4- /z — q — 2 ) ̂  .

Ceci donne la p r o p o s i t i o n de Cayley sous la forme précise que j'ai
donnée au début du Chapitre I. Il faut choisir les p points con-servés
sur l 'ensemble €,„, C^ soit au hasarda c'est le cas général, soit avec
tact dans certains cas particuliers que je préciserai bientôt. L'expression
de p' décroît quand q prend les valeurs entières croissantes

n, n •+-1, . . . 5 m -^- n — 3,

et el le est nulle pour ,y === m +• n — 2 ou m + n — i. Si m <; n sans
r / i i / /7z(m-4-3) i , , ,égalité, le nombre mn — p surpasse————— des que le nombre q

est égal an, donc cela subsiste pour q == n -+- i, ..., m -h n — 3 de sorte
^fra/z, JEc, Norm., (3), XLL — JUILLET 1924. ^•'J
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que les mn — ^ points fondamentauoc pour le degré y déterminent bien
une seule G/,,: la.vérification se fai t comme au paragraphe 2. Pour .l'un
des degrés m 4- p supérieur à m, infér ieur à n^ lesmn points définissent
des courbes toutes décomposées.» C^C^ de sorte que les mn poin ts
forment un groupe anormal incomplet (avec inf in i té de points virtuels)
de surabondance mn— ["(w--r- p -f- i ) ( w -}-p-r- 2 ) _ ( / ; + I) ^"""t.^lL -———^^^^^^^^^^^^ - -—^^^^^^ .

T . . T m | 2 fi — m — '-i p — 3 1 /, T s ' îc'est-a-dire —-————-——-——J. (,ette surabondance, égale pourp==oa
m(ïn—m—3) ,, - , , -, « . . ., . . ,————;————- décroît de m a chaque fois que p augmente d une uni té :
on trouve donc pour? === o, i, 2, ..., n —m -•- î :

m \ 2 n — ni — 3 | m [ a rn — /n — 3

(7)
2 2

m ( m -h 3 ) //z ( m 4- î ) /^ ( //? — ï '
2 ! 2 a

et pour y == n, n -+- x , ... 9 w 4- n —- 3 :

,. (m—i ) (m-—2) ( w — a ) ( / n — 3 )
(b) ... ————,—————? —————.—————-> • * • » o, ^>, ï.-•5 ',2

La ligne (8) donne les triangulaires successifs et se prolongerait à
gauche par les deux derniers nombres de la l igne (7).

4. Configurations critiques relativement à la proposition Cayley. —
Quand nous avons étudié les m2 points communs à une C,// et une (7^
a u p o i n f c d e v u e des courbes r^ qui ypassent, ou de mêmeles mn points
(C^, Ç^) au point de vue des courbes F,̂  qui y passpn4 ou encore des
courbes de .degré y, (m^n^q^m-+-7i—3), nous avons;, dans les trois
cas/séparé les points d'intersection en . deux 1 , groupes contenant
p points fondamentaux et p' points, surabondants; la valeur précise de
p et p' n'intervient pas immédiatement dans le ra isonnement ul tér ieur :
nous avons conclu que, sauf disposition spéciale, toutes les courbes du
degréétudié Cm, n, y suivant les trois cas) qui con t i ennen t p points
choisis au hasard sur les p -4~ p' contiennent les p' restants (? 4- p' == w2,
Mn^ mn suivant les trois cas). Les rectifications apportées à ces
résultats dans les mémoires déjà cités (Cramer,. .Cayley^ Bacharach)
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ont surtout consisté à montrer qu'avec une disposition convenable des
courbes C^, C^, Cy étudiées ( m ^ n ^ y pour comprendre les trois cas),
la courbe Cypeut contenir soit p points, soit même p +1 convenablement
choisis sans contenir pour cela les ^ ou o1 — î restants; mais ce point de
vue est. mal ch-oisi pour étudier la question ; il est bien clair cpe si les
p -i- t points P choisis n'entraînenLpas les autres, a fortiori p points
I.̂  pris au hasard sur les p -4-1 points P ne peuvent entraîner les
p' restants; par conséquent les ? points P^ conservés ne peuvent
donner p équations distinctes; donc p — À seulement donnent des
équations1 distinctes et entraînent, un certain nombre de points virtuels,
en nombre.? où s ' h ; réciproquement si p -— h points (A >o) donnent
des équations distinctes et entraînent des points virtuels, en nombre s,
on obtient un groupe de p — h 4- s points formant un groupe anormal
complet contenu clans le groupe anormal étudié de p 4- ^points; si s^ A,
on a donc un exemple où les courbes C^ contenant ce groupe partiel
d'au moins p points ne contiennent pas automatiquement les restants;
mais si. .y <; h, on a une disposition qui n'a pas été étudiée par les auteurs
cités et qui, pourtant , conduit encore aux résultats étudiés par eux :
en effet (et ceci est vrai même pour s^h}, les ^ + h — s points restants
peuvent être séparés en deux groupes, l'un R de h points, l'autre S de
^ ' — s points tels qu'en ajoutant aux p — h + s points déjà séparés
successivement o, i, 2, ..., h — i points du groupe R on n'obtienne pas
de point vir tuel nouveau et les courbes C/ contiennent alors successi-
vement

p — /^ -̂ - ̂  p — h -}- s 4 - s . . ., p -1~ s — i

points communs à C/,/ et C^ sans contenir les autres; puis brusquement
A en ajoutant le dernier point du groupe R, les p' — s points restants

sont conséquence automatique de ceux déjà pris; comme s^ï on a
o 4-5 _,. ï ^o . (Test bien à. ce point de vue que nous avons étudié les
m2 points (C^,, C^) et les courbes F,,/, qui, y passent : les schémas
(i) (r^, 0)3) -+-(01, ^)

ou même
(a) (^i, cosi, .. ., ûù^) ~+-(0i , ^2? • • •-; 9")

sont ta conséquence de ce raisonnement ; le point de vue que je propose
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est bien mieux approprié à la question et nous allons le reproduire en
supposant m^n, n^q^m -4- n -- 3. Si m == n, on aura simplement
m <^ y ^ 2 m — 3.

Je rappelle qu'on a posé

/•^ /_. ( m - + - / z — y — i ) ( / 7 2 4 - / z — ^ — 2 )
(") P — ———————————3————————— (P = mn — p^)

et obtenu la séparation

(4) [p^+Ep^

Nous supposons donc qu'on ait obtenu un groupe normal mais
incomplet de p — h points complété par s points surabondants, relati-
vement au degré y. Appelons P ce groupe contenant p — h + s points,
formant cette fois un groupe anormal complet pour le degré y. Les
courbes Fy issues du groupe P ont une équation de la forme

( 3 ) C,n Cy-//, -h G/, (V^ + ̂  < ̂ ) + ̂  ("y) -4-... +1, C^ == o,

car elles sont soumises exactement à h conditions linéaires de moin?
que les courbes C^C^+ C^Cy^= o; les À sont des constantes arbi-
traires, Cy,^ et Cy-.^ sont deux polynômes arbitraires de degré q — m
et q — n. Les courbes (5) n'ont pas de points fixes en dehors de P,
donc découpent sur G,,/une série linéaire de groupes de points tous
variables g^

i W ==: m(q — n) 4- ^-+- h — ,y,
(5 / ) A^/^^-r^^^i^rL^.

( ' 2 '

En vertu de la valeur (3) de p' on peut écrire

(QY ^— (m- i ) ( /7 i—2) ^ ( y — ^ ) ( r / — / z 4 - 3 )^ u ; w — —————_—————— -4- ———————.—.,—————— ^_ /^ — ̂
2 2;

d'où
(7) • ^-/c=(.rn^-ll(m^-^

2

Ceci signifie que la série^ ^spéciale, et d'après Riemann-Koch que
le nombre de G ̂ ^linéairement indépendantes issues d'un groupe W de-
celte série est égala s; les mn points communs à C//,, C^ ont été partagés
en deux groupes : P est celui qui est étudié, soit V legroupe restant.
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La séri.e g'^ peut être découpée sur G,,, par des courbes 'de degré
772 — 3 — . À , où A est un nombre entier déterminé o ^ À ^ m — 3, issues
d'un groupe .fixe 'F de points pris sur C,,,; sur C/^, 'F et P sont résiduels
tous deux de W; donc Y résiduel de P par €„ l'est aussi de F : soit le
diagramme, relatif à C,^

F m 4- n — q — 3 — /. \ "

m — 3 — A n

•W" q P

Les points V sont donc sur une courbe de degré m 4- n—q—3 au
plus; la réciproque est vraie; d'ailleurs à chaque courbe de degré
7^^.^ — q—3 — À issue de \ correspond une courbe 772 — 3 — A
issue de W de sorte que nous pourrons apprécier la surabondance
exacte pour le degré q cTiui groupe P prélevé sur les mn points (C/^,
C/,) en cherchant le nombre de courbes de degré m-\-n—y—3
linéa i rement distinctes issues du groupe complémentaire Y : ce résultat
s'applique encore si le groupe P n'est pas complet pour le degré q et
cela se voit comme en fin du Chapitre I. Mais si P est complet,
s est inférieur à p' sans égalité, parce que les C,,,^ issues de W sont en
nombre infér ieur à ?'.

Nous remarquerons ici qu'en cherchant à obtenir de tels groupes
sur une €„/ donnée ci priori, on 'doi t fixer les valeurs de 71 et y; il faut
choisir un groupe F, situé sur C^, n'ayant pas de points virtuels sur C/,/
pour le degré m—3 -—^, d'où l'on puisse faire partir des courbes
C,,<,-.3-.^ variables sans partie commune ; le nombre A doit lui-même être
fixé; il faut de plus que du groupe F on puisse faire partir une
courbe, variable ou fixe, peu importe , de degré m — 3 —• A — (y — n)\
ce dernier degré est inférieur au précédent si q^>n. Cela fait, du
groupe F on déduit divers groupes W, dont la substitution mutuelle
est indifférente; d 'un groupe W on dédui t toujours sur C,/, divers
groupes P; la courbe de degré 772 + n — q — 3 — X , supposée exis-
tante, issue de F, p'ermet de trouver le groupe,Y associa à P.

Soit/le nombre des points F; on a

(8) f=:m(m—3—À)—w
fn ( m — 3 ) ( a — n) (q — n -h 3 ) . y^ _J—————i —i-l———Li-/——————- — \m — î -4- h — s.

'î . , 2
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Siy^m -hn — 3, on a nécessairement, d'après le diagramme employé.
A == o; or p' == i^ donc s ==.o ; autrement dit pour q === m 4- n — 3 on ne
saurait avoir exception pour la proposition de Cayley : F un quelconque
des mn points (C^, €„,) est surabondant pour le degré m -4- n — 3.

Nous avons eu au Chapitre 1 des exemples nombreux où l'on
suppose m=n, q^n ou m << n, q ==. n. L'exemple le plus simple où
l'on suppose m <^ n <^ q doit s(?. rapporter à q === m -4- n — 4? o0 prend
q -~ n == r , de sorte que m== 5, n == 6, y === 7. Le nombre p' est égal
à 3, p égal à .27. Le diagramme montre que m 4- n — ^ — 3 — X n'est
pas nul; ici on trouve i — X, donc À est nul ; les points du groupe V
sont en ligne droite et situés sur C;.-»; donc on. doit prendre un groupe Y
formé de 3, .4 ou 5 points en ligne droite et faire passer par ce groupe V
une (1, et une G(.,, on en dédui t un groupe P formé de '27, ^6, 2$ points
tandis-que le groupe F est formé de 2, i ou o points; la surabondance
est i pour le degré 7. On a les diagrammes sur (L,

6 2 6 22 6 2 6

8'W" 7 ^R 9'^ 7 ^P
2 6 2 0

W 7 ^ ^W 7 35Pr 27 P 9^ 7 ^ ^w 7

Dans le premier cas, les 27 P sont , sur des sextiques d'équation
C...C, "r- Ce, == o, où C,, est une droite arbitraire et G;;, Ce, les deux
courbes employées ; le groupe a donc la surabondance 3 pour le degré 6,
et il est incomplet, ayant été formé en amputant de 3 points un
groupe complet de surabondance 6 pour le degré 6; le fait que les
trois points sont en 'ligne droite ne donnent aucune propriété spéciale
pour le degré 6, et n'agit que pour le degré 7 où la surabondance est i
au lieu d'être zéro. Pour le second diagramme le groupe de 26 points P
est .un groupe complet, anormal de surabondance 3 pour le degré 6
obtenu directement au tableau T pour m ==6; pour1 le troisième dia-
gramme on a les s5 points de base d 'un faisceau de quintiques, groupe
anormal complet pour les degrés S^t 6.

5. Surabondance d'un même groupe pour des degrés successifs
croissants. — Les mn points (C^, C^) forment un groupe normal pour
les' degrés.successifs m--^ n — 2, rn ,-h n — Y, m 4- n, ....

11 y a une question intéressante à étudier : soient un groupe P de II
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points et m îe degré min imum des courbes algébriques circonscrites
au groupe; soient s, s^ s^ , ... les surabondances du groupe pour les
degrés m, m +• i ^ m •+• 2, ... : nous allons démontrer que

^>^>^>. . .

sans égalité jusqu'au moment où s^ ^annule et îwte définitivement nul.
Pour m^Ïï on est certain que le groupe est no rma l ; on a même vu que,
sauf le cas oh. u.n nombre suffisamment élevé de points seraient sur
une droite ou une même conique, le groupe est normal si w^——•
Pour ne pas mul t ip l ie r les notations, désignons par m 1/1111 des degrés
pour lesquels il existe une C,,, circonscrite, au groupe; il existe donc
aussi des C^,; il importe de montrer que tout point surabondant du
groupe pour le degré m •+• i F est aussi pour le degré m; de la sorte tout
point virtuel pour le degré m + i est "aussi virtuel pour le degré m,
Cela tient à ce que C^,C, où G, est une droite arbitraire est une C^.i
circonscrite au groupe, or ce n'est pas G( qui peut porter les points
surabondants, donc c'est C^,; ^ étant la surabondance pour le degré
m 4- i, s pour le degré m, les ïls^ points fondamentaux pour le degré
m +1 peuvent, a priori., former un groupe normal pour le degré m,
dans , ce cas on a s = s ^ - , s'ils forment un groupe surabondante on a
s ;> s\, II faut montrer que .y> ̂  est la seule hypothèse exacte.

Remarquons que les C/^ circonscrites au groupe forment un système
3^ et les C^-n un système x/^1. Montrons d'abord

'î 5 h^ m •+- 2,( ^ ̂ h^m •+- 2,

J .y =:.s-i -{- m -r- s — /li} .y =: ,s-i -{- m -r- s — /li

(7^ < m 4- •ss sera donc, si,^ n'est pas nulle, la seule hypothèse admis-
sible). La courbe C^^estuneC^+^ûr^œ/rêr^etnôTi^e^ circons-
crite au groupe, donc À < > o sans égalité. Les H points ont pour le
de^ré m •+- i des points virtuels en nombre nul , ou positif fini,, on infini :
dans ce dernier cas. les C,,^, ont une partie algébrique commune, ne
remplissant pas le plan. Donc on peut trouver un point A non confondu
avec un point virtuel; le système H, A' donne peut-êtrede nouveaux
points virtuels, mais on peut trouver un point B distinct des points vir-
tuels du total H, A; donc pour le degré m 4-1, A et B fournissent deux
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équations dis t inctes entre elles et des équa t ions dues aux H po in t s ; si.
l'on veut on aA-4- /^ paramètres liés par deux équations linéaires
indépendantes, avec la solut ion particulière C^D? où D est la droite AB,
solut ion à h paramètres : donc A^2. Adjoignons aux H points P
m 4- 2 points D pris sur une droite quelconque; toute C^-n circonscrite
au groupe P, D se réduit à la droite por tant les po in t s et à une C,n
circonscrite au groupe P : on a à écrire pour C,,^, les H équations
dues aux P, puis les m -+-2 équat ions dues aux D; ces dernières
équations ne peuvent réduire les paramètres l inéa i rement indépen-
dants que de m 4- 2 au plus; elles les réduisent ef fec t ivement de h^
donc h^m-^r 2. La seconde ligne de ( r ) se démontre en comptant la
surabondance de P, D pour le degré m -+-1 de deux façons : dans
l'ordre P, D, d'où ^ +(m +• 2 — ^); puis dans l'ordre D, P : une fois
la droite obtenue comme conséquence des m -+- 2 points D, il n'y a
plus à se préoccuper des D et il suff i t de raisonner avec les P et le
degré m; on obtient donc s. De (i) on d é d u i t

( 2 ) , ! ,o^—^1=^

(l'hypothèse o <^s — s^ est seule admissible si .9 ^> o).

(3. Supposons d'abord le groupe P complet pour le degré w, et par
suite de la remarque déjà faite, aussi pour le degré m 4- i. Cela écarte
donc le cas d 'une C/,, un ique ou de C^ toutes décomposées avec une
partie commune. Soient F, V les groupes associés dans le tableau T
pour le degré m à notre groupe P. Toute C,/^ issue de P coupe C,/, en
un groupe V situé avec F sur une y^;, tandis que toute C^ issue de P
coupe C,^. en un groupe V situé avec F sur une y^; les réciproques
sont vraies. On a d -4- i ^.'rn — 2 ; h est la dimension du système linéaire
des y,/ issues de F, Œ la surabondance de F pour le degré d; h' et a7

signifieront les éléments analogues pour F et le degré d-}- i au l ieu
de d. Appliquons le résultat s = s^ + m + 2 —h^ démontré antérieu-
rement, en tenant compte du changeiïient à faire dans les notations ; le
système C^ a pour d imens ion i -4- h et le système C^,n, 3 •+- fi'. Donc

(i)
7 =^+^4- a— {h'— h),
S == Si -(- ̂  -+"2—— ( h' — h "+- 2 ),
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la comparaison d o n n e

( 2 ) . ,S- — Si •== 0- —— fj'' -i- m — <^ —— 2 ;

or cr— cr^o, m^d+,3, donc

(3) 1 .--^i.

N^oubl ions pas que nous raisonnons eu ce .moment sur un groupe
anormal complet pour le degré m. Indiquons quelques conséquences.

La différence s — s ^ ne peut être égale à i que si m == rf-f-3,
a — ^ ==: o; cette dernière égalité entra îne, si. l'on admet provisoirement
la démonstration générait?, •cr ==-= v ' == o; dans ce cas s == i et ^i == o.

Le tableau T montre que s ne peut être égal. à 2 que si d=m—3,
cr == i; on a alors 0'== o, s^ === o. Il n'y a que deux cas où s — 6\ soit
égal a , 2 : celui qui v ient d'être signalé, puis celui caractérisé par
d == 772 ~ 4; cr === o, .s* = 3, ̂  == i.

Si l'on applique le résultat cr — cr^û? (provenant de r inégal i té géné-
rale s — s^m démontrée antérieurement), on a

(4.) .s'—^1=^ — 2 !

plus précise que l ' inégalité s — s ^ ^ m , mais qui. suppose le groupe
étudié anormal complet pour le degré m : nous verrons des cas où seule
rinégalité s — s ^ ' ^ m est exacte.

Nous avons remarqué déjà que, si P est incomplet pour le degré m,
mais complété par un nombre fini de points, l'hypothèse écarte le cas
d'une G,,, un ique ou de G//, toutes décomposées avec une partie com-
mune ; la partie vir tuel le T: de P est sur C^ et toute C^ issue de P coupe C^
suivant TC et un groupe complémentaire V; nous avons signalé au
Chapitre 1 dernier paragraphe, que par le total V -+- T; passent diverses
courbes y^ où d'^m — 3 ; l 'une quelconque découpe sur C^ un groupe F
et inversement toute j^ issue de F donne sur C^ u n résiduel de P
pour le degré m, autrement di l con tien f i e groupe T: : f ina lement on peut
recommencer sans modification les explicatiojis qui précèdent et écrire
les inégali tés (i) et (2). On aura encore s — s^ï et s—s\ ̂ m— 2 :
cette dernière inégalité exigera que le groupe, 'pour le degré m, soit
ou complet, ou incomplet avec nombre limité.de points virtuels.

Ann. Éc. Norrn., ( 3 ) , XLÏ. •— JUILLET 1924- ' <2^
-• ^ : . • 1 1 ; ' '1 1 ' 1 1 1 1 1 • . • • ' . ! ' ! . ! ! ! 1 •
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7. Supposons maintenant que les H points déteminent une seule
€/„ : le nombre de points fondamentaux pour le degré m est ————-
et le paragraphe 1 nous apprend que si toutes les C///+1 doivent admettre
C,/ /pour morceau, i l a fa l lu adjoindre, comme points fondamentaux,
aux ̂ -m-^^ points choisis sur C^ exactement m points pris au hasard
sur C^ : dans ce cas on a exactement
(i) .ç—s^~=-rn,

inégali té en désaccord avec l ' inégalité (4) du paragraphe précédent.
Si les C,//,,., ne doivent pas toutes admet t re C^ pour morceau, cela
prouve que les points fondamentaux pour le degré m + ï s 'obtiennent

, ^ 1 1 » m ( / P Î - + - 3) . , i . . < i • •en prenant sur L/,, en, dehors des ———-—/ po in ts déjà choisis l y 2, ...,
m — i points ; alors s •—- ^ est égal à l ' un des nombres 1 , 2 , . . . , ni — i.

8. Le cas le plus d i f f i c i l e est celui où l'on a une induite de C/,/.ayant
toutes une partie commune C^.

Les points fondamentauxpour le degré /^comprennent donc -———
points déterminant la G. et ( w — p ) p points rroffrant sur G., aucune
configuration spéciale avec les précédents. On a

m(/n-h3) _ p ( p +-3) - ^ , ( ^ — ^ ) ( ^ - ^ + 3 )
U) .———^—— — -——^——• •+ (w—/?) /?+• -——————^——————— •

Donc si, réciproquement, on se donne :

i° 7-^^—^ -+- Cm — p ) p points pris au hasard sur une Cp ;
2° A points pris ad libitum encore sur C^,,;
3° h points du plan ayant la surabondance ^ pour le degré m — p ,

l ' identité (ï) prouve que ce total a la surabondance X 4- u. pour le
degré m, Cp faisant partie de foute courbe définie par ces po in t s ; X et[j.
ne devront donc pas être nuls tous deux.

Soit d'abord le cas où les C^+^ doivent aussi admettre G pour
morceau; o;n aura peut-être besoin 'd'ajouter des points virtuels pour
le degré m 4-1 (et par suite aussi pour le degré m) avant d'avoir le
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total de points marqués sur G ,

p ( p +• 3 ). -̂..̂ ^^^^^^^

nécessaires pour imposer la C^aux C,,/_n et ci fortiori aux C^ ; mais dans
cette opération, s et s^ augmentent d 'une u n i t é s imul tanément , leur
différence ne change pas. Donc supposons ce résultat déjà obtenu;
les points donnés pr imi t ivement comportent donc :

i<> •̂ ^^Lt-i-7 -4- Cm 4- i — p^ p points arbitraires de C^;

2° À points ad libitum de C^;
3° h points ayant la surabondance IL pour le degré m —^ et ̂  pour

le degré m 4- i —p.

On aura donc
,s1 == p 4~ ^ 4- pt-

( a ) ' (,ç^^-=^^^-^).^ -== À + ̂

Puisque [i "-", ̂  > o, on a ^ — ^ ;:!/? ̂  i <

9. Supposons maintenant que la courbe C^ qui fait obligatoirement
partie des G/// ne fasse pas partie des^C,,/.^ ; nous supposons même que,
si Cp est décomposable, aucune des parties de Cp ne soit obligée
d'appartenir aux Cw+i . Alors les I-I points ont un nombre fini de points
virtuels pour le degré m + - ï , que nous introduisons encore sans
changer.? —s^ ; je vais représenter le groupe, anormal complet pour le
degré m + i, par TC + P, TC et P étant deux portions que je vais préciser ;
du groupe 71: 4-P partent des courbes C,̂  coupant C^ suivant un
groupe Y et de V sont issues des courbes 7,̂  Çd^m — 3) dont l 'une
découpe sur C,^ le groupe F, corésiduel avec TC 4- P. Or du groupe
^ -L-. p émanent par hypothèse des courbes de degré m formées du
morceau fixe Cy et d'un morceau variable C^-pï le morceau fixe Cp
contient, dans le groupe proposé de points/une portion que j'appelle
TT: et la C,,,^ variable est issue du reste que j'appelle P; la courbe Cp
(ou C,^) coupe encore C^ suivant un autre groupe 9 (ouW); le
groupe ® -+- W est résiduel d e T c - + - P , donc aussi de F : on a le dia-



220 ^ HERTRAND GAMBÎER.

gramme, sur C^,.
F- 7^ A
., ^•v/// '-'///-(-l

o'W" C^C^-^ TrP

Les courbes y^ issues de F forment un système linéaire contenant
toutes le groupe fixe ç; le groupe W engendre une série linéaire dont
la dimension est celle du système l inéa i re dey j i ssue de F. •

Pour avoir un groupe de l'espèce ind iquée , i l suffit donc de cons-
truire, pour le degré d, un groupe surabondant que j'appelle F+ y;
o est 'composé d'une partie ou de la totalité des points surabondants ;
le groupe définit au moins deux courbes y,/. Par ce groupe on mène

' u n e C^.i en supposant m^d^r3; par y on mène une courbe Cp qui
donne sur -C,/^ la portion 77; une courbe y,/ issue de F + y donne sur
C,/^ ungroupe W par lequel on mène uneC^.^(pw importe de savoir
combien il existe de Cy, ou G///-^ issues de o ou W), laquelle donne sur
C,//4-i la partie P. Toute C/,^ issue de îr -+- P contient y, parce que toute y//
issue de F contient ç; elle coupe donc C ,̂...,.̂  en p(nz -+-1) points com-
.muns à Cp et 0^,^ et, par suite,1 ad met C^com'me morceau; l 'autre por-
tion de C^ varie avec W ou y,/ et dépend de h paramètres comme y^/. Si
les y^_n issues de F dépendent de /^ paramètres, les C^^ issues de ̂  + P
dépendent de A , -4-1 paramètres et.l'on a d'après ce qui a été établi déjà

( ^ == .YI 4- in "{- a -- (Ai 4- i —/-?),
( o- == î7,i + d -f- à -— (Ai — À) ,

cr et cr, étant les surabondances de "F pour les degrés d et d + i.
En comparant on a

( 2 ) . ' s — .?.[ ••== cr — CTi-4-m — d — J ^ 2 ,

'car o" -— cr '̂.o, w^ + 3.' '
On a un exemple simple avec 16 poin ts bases d 'un faisceau de quar-

tiques, ¥\, Fa,: ...,,,F^, F^;,,Fi(i, ,dont les i4 premiers jouent le rôle
de F et les 2 derniers le rôle de ç. Il suffît du diagramme suivant
tracé sur une Cg circonscrite aux points F^, F^, ...., F^;\:

! ^ ' ^ , ,'' FiF,...Fu, ,€„, .' : ViV,...V^, ^
1 1 1 1 , ! • ! r1 — 1 1 ! ! ! ?''1 1 • 1 1 - - ! ' , l i l , 1 W 4 Î . ' , ! , ! 1 1 , ! , 1 • 1 1 . ^ s ? 1 . ! ! , 1 , 1 1 . 1 . .,

, / ] 1 ' ' . Fi.Fi6W,W^...:W^, CiCe, ^7^;..^ .PiPa.-P^^: ' ' '
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La droite F , , F,, perce Cg en' -n:, ^ 2 . . .T:, ; les 16 W sont bases
d'un .faisceau, de quartiques et, servent de résidu indifféremment aux

. 16 points F, . . .F , ,< ; ou aux 3a points P, I\ ... P,, ; les 82 P sont donc
bases d 'un faisceau de sextiques, les quatre points bases complémen-
taires de ce faisceau n'étant pas sur Cg; par F, ... F,.; passent =c3 quin-
tiques, donc par P,,, ..., P;^ passent aussi ^c15 courbes de degré 7 ; les
P ont donc la surabondance 6 pour le degré 6 et 2 pour le degré 7, le
tableau T pour m = 7 consulté a la colonne h où Fon prend h === 4 doit
donner le groupe complet pour le de^ré 7 contenant les 32 points P ;
on doi t ainsi prendre soit Farticle conique/= i, d'où 36 points bases
d'un faisceau de sextiques, soit l'article cubiqiie/=-= 5 d'où 33 points
situés sur une seule sextique; on ne peut conserver que la première
solution (1) et ceci nous montre que toutes les courbes de degré 7, issues
des 32-poin ts P obtenus sur Cg, contiennent aussi les 4 points bases
complémentaires du faisceau de sextiques : c'est conforme a la propo-
si t ion de Cayley et ces 4 points ne sont donc pas en ligne droite. Le
groupe T^ ... 7C(ï P,, ... p;^ a pour sarabondance i pour le degré 8; on a
en et ïetappliqué sur Cg la construction générale à partir de 1̂  F a . . . Fi .̂
ce même groupe définit un faisceau de €7, ayant toutes en commun
la droite F, g F^; il a donc la surabondance 4 pour le degré 7. Ce résultat
confirme certains résultats énoncés au paragraphe 6 du Chapitre
premier; en général 7 po in t s d'une droite et un groupe surabondant
pour le degré 6 définissent des €7 toutes décomposées, avec la droite
comme partie commune; ici il a suffi de 6 points en ligne droite, et
même s implement-de 4» car les P seuls ont, pour le degré 7, la
surabondance 2 tandis que joints auxic, ils donnent la surabondance 4-

Cet exemple montre comment le problème étudié au Chapitre
précédent (§ 6) peut profiter des résultats du tableau T. Il s'agit
de ladécomposition obligatoire de courbes d'un degré donné contenant
un groupe donné de points. Ici toutes les €7 qui cont iennent P^ ... P;^
contiennent encore les 4 points supplémentai res , de base d'un
faisceau G(» -4-" X C^ == o ; le tableau T nous apprend que les ce5 septiques

(1) D'ailleurs réquation CcCi-t- C^C\= o, •ou Ce, et Cç sont les deux sextiques de
base des faisceaux et Ci, C\ deux droites arbitraires, contient le nombre de paramètres
voula et définit les €7 passant non seulement par les 3% P mais les quatre autres points,
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circonscrites se coupent deux àdeux^en .ï3 nouveaux points situés sur
une même conique : si C^ est donuée et si C^. varie, la conique variable
passe par un point fixe A de €7 ; de la sorte imposons à. une Fy in-
connue, déjà circonscrite aux P, de contenir 3 points en ligne droite
de €7, soit B, G, D; on obtient trois équations indépendantes des pre-
mières, soit un total de 33 équations et la sepf ique I\ engendre un ré-
seau, la conique portant les points d'intersection de Cy et d^une I\ se
décompose nécessairement en la droi te BCD et alors de deux choses
Fune : ou bien cette droite BCD ne passe pas par A, ce qui est le cas
général et alors elle perce €7 en quatre po in ts înrtuels pour P J-\... P;( ^ BCD
ou bien elle passe par A et alors perce Cy en trou points virtuels
pour le même groupe; donc, en général, adjoindre 4 points au
hasard situés en ligne droite à P< ... ï^^y oblige €7 à se décomposer,
parce que l'un des 4 points ne coïncide pas avec les 4 points virtuels
déterminés par les 3 autres. Ce genre de raisonnement revient au fond à
introduire les schémas à 3 termes par parenthèses, étudiés au
Chapitre précédent; d'ailleurs, avec les considérations développées au
paragraphe 5 de ce Chapitre, on retrouve le même résultat; en effet pour
le degré m == G le groupe P^ Pa . . . P;^ a la surabondance s == 6, et
pour le degré m 4-1 == 7, la surabondance ^ == 2; donc la formule
.?==^4-w4-2—/^ montre qu 'une droi te prise au hasard appar t i en t
à la Cy circonscrite à P^ ... P;^ moyennanty/^/'e condit ions l inéaires,
c'est-à-dire 4 points pris au hasard sur cette droite.

10. Il n'y a plus que le cas où les C,n ont un morceau de décompo-
sition fixe, ^appartenant pas tout entier aux C^+i. Aut rement d i t on
aura

L//; ES L^ Oy L//;,—p_y ^m4-l ss ^p ^m—p-i-î.i

où Cp et Cç sont fixes ; on peut raisonner comme plus haut : en adjoi-
gnant au besoin des points virtuels pour le degré m 4- l (et par suite
pour le degré m), le groupe proposé peut être supposé con ten i r
î—^——^ 4-. Çrn 4 -1—p} p points fondamentaux pour le degré m 4-1,
répartis sur C^ de sorte que ces points fondamentaux obligent toutes
les C^+, à contenir G^,; ot* sur ces points, il y en ^p qui sont, pour le
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degré m, surabondants; la différence s — ^ représente d'ailleurs le
total des points, fondamentaux pour le degré w - h i , mais surabon-
dants pour le degré m : donc ici on a s — s ^ p comme plus haut et le
résultat est donc établi définitivenient.

Donc à partir du degré minimum m où les I-I points définissent des
courbes algébriques,, les surabondances .y, s^ ^, ..., pour les degrés
m, m 4- i ? rn -h 2, ..., d iminuent nécessairement au moins d'une
un i t é à chaque fois, tant qu'elles ne sont pas nulles : on est donc certain
que, si pour un degré a le groupe a une surabondance cr, il est normal
pour le degré a 4- G- et tous les degrés supérieurs. D'autre part, si les
courbes de degré m 4- p se décomposent nécessairement avec une
partie f ixe-y , cette partie f ixe appar t ient , nécessairement aux courbes
de degré m, m 4-1, . * . y m 4-p. A part ir d'un certain degré y cessera
d'être morceau de décomposition obl igatoi re ; donc à partir d 'un cer-
ta in degré le groupe n'aura plus qu'un nombre fini de points virtuels;
de môme à partir d'un cer ta in degré il devient normal, et, au cas. où il
ne serait pas comple t , en con t inuan t à monter dans l'échelle des
degrés, le groupe devient non seulement normal, mais complet .

D'autre part nous avons vu que la surabondance cr, pour le degré p.,
perd au plus a unités en passant au degré [M -4- i ; si donc on détermine
le plus peti t ent ier p tel que (2 [M 4- p — i) p > 20-, on est certain que
le groupe est surabondant au moins dans l ' in terval le des degrés suc-
cessifs, a, a 4- i, ...., ;J. 4- p — î (et peut-être au delà), puis, qu'il est
normal pour les degrés p, 4- cr, p- 4- o" 4- i, . . , (et peut-être en deçà).

Le résultat s = s^ 4- m 4- a — Â< énoncé au paragraphe 5 est sus-
ceptible d'une/généralisation élégante pour les groupes anormaux com-
plets P définissant des courbes C,// sans partie commune ; nous les avons
indiqués au tableau Ï, nous considérons les groupes F, V, P, les entiers
m, d dont le rôle a été expliqué; supposons que F ait la surabondance
c'y, pour le desgré d - h ^ p ( p ^ o ) et définisse 20^ courbes Y,/+p; à toute
y^, issue de F correspond une courbe C^p issue de P, on voit que si
d 4"p < m les Crn+p issues de P dépendent de hp 4" ^^^^--î -^^^ para-

mètres non homogènes ; si d+ pïm, lesC,/^ dépendent seulement de
y (p4- l ) (p4-2) (d 4- p—m4-l)(^4-^—W4-2) ,, ,/^ ̂  \LJZLJ^——i ̂  v—z-7-————L^——^—————i paramètres, ré-
sultats. évidents en se servant de la série linéaire découpée sur C^ par
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les y^,. De la sorte on peut écrire, s ' [ p ^ m — c l — i,

Sp-.i — Sp == m-+-p H- i — (^— hp-t -+- p + i),
o-p-i -~ o-^ =: ̂  -h /? 4- i — ( hp — /^.^ ),

et par soustraction
.^-1 — (7p .,1 =:.?/,— 0^ ~h W — ^ — / ? — — j .

,0r comme on a

^^.^[^IZl^Zll^^
2

la fo rmule trouvée montre clairement que l'on a pour o 5p $ m — d -— i
( m — d — p — I ) ( ' / T Z — J — / J — - 2 )^^=————————^————————

^
de sorte que l'on a des nombres triangulaires successifs décroissants
pour les différences

S — O", .9) ——CTi , . . . , .S'^_^-;i— 0"^-(/-.}, f!/,i-d- 2— 0"w -(/ •2 î

la dernière étant nulle, nous avons démontré que .?m-^-i — ^m, -d-\ est
nul le aussi et l 'on vérifie que les différences ultérieures restent nul les .
De la sorte, le calcul des surabondances successives du groupe P revient
au calcul analogue pour F et les degrés plus bas d, d 4- ; r , ..., au lieu
de m, m -+-1, .... En particulier si Œ = o, les surabondances succes-
sives de P sont simplement les nombres triangulaires successifs dé-
croissants.

11. Complément à la proposition de Cayley. — Nous pouvons
étudier les mn points (C^,, C^) où n ^> wpour les degrés q == w, m -h i,
m-+-2, ..., n — 2, n — i. Bacharach ne l'a fait que pour n — 2
et 7 2 — ï , car la surabondance des rnn points pour les degrés y égaux
à n, n -4- i, ,.., rn 4- n — 3 conserve la même expression analytique en
fonction de m^ n, cf même pour q ==-n — i ou n — 2 , remarque fa i te
au paragraphe 3. Mais on peut généraliser; pour q = m, m -+• i , ...,
n •— 2y n — i toute courbe C^ qui contient p points pris au hasard sur
les mn admet aussi les p/ == rnn'— p points complémentaires et se dé"
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compose en C/,/ et une C^-y On a
m ( m +3) . in [•2 n — m — ^p — 3]

( Q p == ————• -}- ^P. P ~~- ————^-———— •

Mais cette circonstance peutê t re en défaut: le groupe des p -h p 7 p o i n t s
(G,//, C,,) comprend pour le degré y des points fondamentaux en
nombre p, mais il peu t comprendre un groupe anormal , complet ou in-
complet, contenu dans les p-h p ' po in t s don nés et cela permet , comme
plus h a u t , de trouver dès-courbes (\ contenant p points du groupe (et
même p -h t) sans contenir les p' (ou ^ — î " ) restants, c'est-à-dire non
décomposées en C^ et une C,//-^ On reconnaî t ra ici que le groupe
partiel peut être incomplète tandis que précédemment pour m = n °< q
ou m^n<^q, i l était complet) . Soit donc le groupe P contenant
les p —• h points f o n d a m e n t a u x et s po in ts surabondants (contenus
sur G/// nécessairement; P peut contenir des points ̂ toe& situés surC,,,
mais non parmi les points 'G,/ / , G/,). On a Â ^ I , s^> h, s ^ p ' et un dia-
gramme relatif à des p o i n t s portés sur G,,/ (X ent ier ?o) :

F m +• n — q '— 3 — 7. V •

in — 3 — À ^
•W- q P

?
Les courbes C^ issues de P découpent sur G,/, une série linéaire

g^"\ car elles ont une équation de la forme
C//, C/> -1- \ (U^ -4- . . . 4- Ay, C/^ = 0 ;

on a
( m —— i) (rn — îi) ,

w^=în(m-+•p)—p-J^•h—s•^ s————^———— — i -^h—s,

i (m—1)(^— c>) .(.Y, -^ h 4- :r == •—————————- — -?*

La série W est donc spéciale et la surabondance s est tou jours égale au
nombre de C^-^ l inéairement distinctes-issues de W. Cette' fois c'est,
le 'degré m -h- n ~ q — 3 — A == \m — 3 - A) 4- Çn — y ) qui surpasse
le degré m — ' 3 — X . Nous retrouvons sur C,// des groupes F, W
étudies au premier Chapitre, il faut ici que V e tW n aient pas dépar t i e
commune et par suite que les. courbes de degré m — 3 -~ À -h- (n — q)
issues de F ne se décomposent pas, avec la courbe C,//»^ comme

Ann. Éc. Norm., (3 ) , XLL — AOUT 1924. ^
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partie commune ; si la courbe de degré /n — 3 ~ X, issue de F, est lixe
( À ^ i ) , le groupe P est incomplet p o u r r i e degré in -^p ==• q et se
complète par l ' un ique groupe W; si cette courbe est variable, le
groupe P -est complet.

Prenons un exemple simple : les 24. points communs à une C,, et
une G(, ont pour surabondance 10 pour le degré 4, (i pour le degré 5,
3 pour le degré 6. Eu général toute G;, qui en cont ien t ï8 cont ient les
G autres et se décompose en C,^ et une droite; mais si par 6 points Vpris
sur une même conique, on fa i t passer une C^ et une C^, les 18 points
complémentaires P de r intersect ion n 'obl igent plus les quin t iques con-
tenant ces P à se décomposer en (^ et u n e droite : on a en effet sur (\,,
le diagramme

1 ' , 2 F 2 ! 6 Y
! 1 \ i 6 •

2'W ^ 18 P.

les points F^ 1̂  sont ceux où laconique donnée perce de nouveau G,.
e t l \ ) n v o i t q u e l e s 18 p o i n t s P f o r m e n t p o u r le degré 5 un groupe anor-
mal mco//yfc/ de surabondance i se complétant par les deux points
W^, W^ où F^ Fa perce de nouveau € , ; une qu in t ique passant par les
18 points P, et par suite aussi par W; et W'^, n'est pas obligée de con-
tenir les V ni de se décomposer..

Si l'on suppose que 64 et (^ ont 7 points V communs situés sur une
conique, les 17 points P complémentaires forment cette fois un groupe
anormal complet, de surabondance i pour le degré 5 et donnent le dia-
gramme sur G,.

x F 2 7V . ' •
\ • \ ! : i , - 6 , . ^ . '

3W , 5.. , , i ^ P ^

et une quintique contenant ces 17 P et run des points V ne cont ient
pas les 6 autres V nécessairement : si F est le point fixe et Vy le point V
adopté, les quin t iques auront, d'après ce qui précède, deux points
fbœs nouveaux sur la ,droite FVy. Remarquons que le groupe des
17 points P met déjà pour -m ==4^ == q =5 la proposition de Caylcy en
défaut; les quintiques contenant les 17 points commungà G, et uneC,



SYSTÈME LINÉAÏHE DE COURBES ALGÉlUUQUES DE DEGRÉ DOMINÉ. ! 2-27

circonscrite à ces 17 points P ne cont iennent pas les trois autres
points communs^ parce qu'ils sont en l igne droite.

. 12. Critérium, nouvecin pour la surabondance. — La conclusion de
cette étude est que l'on peut reconnaître de la façon suivante si un
groupe de points P est ou non, anormal pour ie de^ré q : soit (\ une.
courbe issue de P, coupons-la par une courbe quelconque issue de P
où n ̂ > q\ (^ et; G^ ont en commun un nouveau groupe W; P est anormal
ou non suivant que W peut ou non être placé sur une courbe de degré
n—3 au plus; si 72 < q -+- 3, le nombre s de ces courbes de degré n — 3
l inéa i rement indépendantes est ' la surabondance: ce cri tér ium a été
donné jusqu'ici en prenant n= q. Si n^q -4- 3 ; la surabondance
i^est plus s mais s — ̂ ^^—^^l^, Cela résulte manifes-
tement du diagramme tracé sur Cy : ! ,

P Cy V
L/; L^-.3-_),

W C .̂,3-). 1 F

ou nous faisons apparaître la courbe auxiliaire (^ d o n n a n t la règle
p o u r ^ = = = y . Ce cr i tér ium s'applique aux groupes complets ou incom"
plets.

13. Courbes algébriques de degré croissant contenant un groupe de
points donnés. — On peut , prolonger le tableau T en indiquant les
valeurs de F, cr, V, P, h, s pour des courbes y^ de degré supérieur à
m— 3 : les groupes P ne sont plus nécessairement anormaux pour le
degré w, mais le tableau manifeste certaines,propnétés curieuses. Ainsi
prolongeons pour m = 4 ^

m ==4

F ,0- V P h ! ! s
Conique. .. o o 8 8 3 o

1 o 7 9 . 4 o
2 0 0 10 3 0

3 ! o -5 ï i a , o !

4 o 4 î 2 r o
Cubique . . . 9 i 3 i3 ï ï
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De là résul te que, si parmi les points communs à une G/, et C[ donnés,
11 ^7 sont sur une conique, les 9 autres sont sur un faisceau de cubiques
et réciproquement (cela résulte de ce que la conique issue du point F
peut être décomposée en une droite arbitraire et une droite quelconque
issuecïeF). Demêmesi 6 pointssont sur une conique, les 10 autres sont
sur un emêmëcubique et réciproquement. La propriété indiquée pour les
9 points bases d'un faisceau de cubiques permet de retrouver immé-
dia tement cette proport ion é t ab l i e au Chapitre I, paragraphe 6, que ces
9 points jo in t s à quatre points pris au hasard sur une droite quel-
conque donnan t des quartiques toutes décomposées, réduites à la droite
et à une cubique du faisceau. Le ra isonnement est le même que pour le
système étudié au paragraphe 9 de ce chapitre : 3G points bases d'un
faisceau de sextiquës, quatre points pris en ligne droite et courbes de
degré 7.

14. Cherchons main tenant l 'équation générale des courbes de degré
donné contenant un groupe de H points donnés, supposé anormal pour
le degré minimum des courbes algébriques circonscrites.

Par exemple pour m^n et le système (C,/JG^) on a vu que, si
nïq^m 4- n — i, l 'équation
( I ) ^ (^ Cy^ //, + Cn Cr/-n == 0

est l'équation générale des courbes de degré q circonscrites, C^_,,,/ et
Gq.n é tant deux polynômes arbitraires de degré y — m et q — n :
les paramètres entrant dans C^^ et Cy,,, sont tous indépendants. Mais
si y^/71-4- n, l 'équation (i) contient des paramètres surabondants ; on
peut en effet remplacer (i) sans changer le degré de C^, ou C ,̂ par
( 2 ) ^m \ LY - m — ^n AY/-W—% ) -h ^n ( Cy~/z -4~ ^ni Xy—//;-^ ) == 0 ;

où X^,/^ est polynôme arbitraire en x, y de degré q — 'm — n et les
(c/ — m. — n 4- i ) (q — /n — n -h a ) pp .! , i • < • ' r* i.L/———————L^——————j coetucients arbitraires figurant dans
Xy-.,//—^ peuvent être util isés de façon à réduire le nombre de para-
mètres homogènes apparents entrant dans (i) au nombre
. /o \ (<7-"-^4-ï) (q—m -+-2) ' •.(,o),————————^—————.-„ . ^ ^ , ... . , , , , , . ,

_ , ( q —n 4 - 1 ) (g — n — a) __ ( q— m — n + j) (ç — 771 — n + 2 ) ! ,
, a "• ' , ~ ~ 2 ' '
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et ce nombre est bien égal à ^i^AL^t-2) — mn de sorte que l'on ne
peut réduire davantage, lesw/i po in t s formant un groupe normal pour
les degrés 77?, 4- n et supérieurs.

Cet exemple montre bien la marche générale, indépendante de
l'exemple particulier, propre à ne conserver que les paramètres stricte-
ment Indépendants. D'autre part le tableau T permet de suivre les
surabondances successives pour les degrés successifs croissants. Lin 1 !

groupe P du tableau Test obtenu sur C,/, avec deux groupes simultanés
F, V et deux "courbes- -^ et C,, ; par F on fera passer une courbe -y^
au lieu de y,/ et l'on a un rés idue l nouveau de F soit Vp s i tué avec P sur
une même C,,,̂  et inversement; de sorte qu'en comptant les y^,
issues de F, autrement dit en évaluant la surabondance, nulle ou non,
de F pour le degré d 4-p on arrive à trouver la surabondance de P pour
le degré m 4- p<

15. Soit l 'exemple très simple de m2 — m -hi points bases d 'un
réseau de courbes de degré m. On prendra

(i) C^ ^/h^-i -\-y //u-i 4- rV..-2 + - • 4-7^/0,
(a) (7/.sE(.r— o/^-i -t-y^m-i 4-y^-+—+y^
où l est une constante non nulle, les/, g\ h des polynômes entiers
en x de degré marqué par leur indice. On a

(3) c^~c,,=-^,.--l+y(^»l-//.-•l)+•••+rt^

^ c^^0"^^^^^
+ ̂ [g^-fm-^y^^-f^) +• • .-i-y"-1^-^))]-

La courbe générale du réseau déterminé par les m2 — m 4- i points
communs à G/, et C;, autres que ceux portés par Ox est donc

(5) ÂC/,,+^C^4-^C;«.so,

}., ^ v étant des constantes arbitraires. Nous remarquerons riden-
tité importante
(6) (S-^)C^-4-^C^---yC^=o,
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qui peut s 'obtenir a priori en remarquant que la courbe yC'^ est une
courbe contenant les points communs à C^, et C^.

Si nous considérons m a i n t e n a n t deux courbes du réseau

(7)
( A C/« -h [J. C;« -4- ^ €;n = 0,

} //C^^C^^CL^o,

les points communs;, autres que ceux du réseau, sont donc définis par
la droite d'équation

d — ,ï' x ——y

(8) À p. v
,.. ^ ^/ V

• Si A, a,v restent fixes,, tandis que V, y/, ^/restent fixes, cette droite
pivote autour du p o i n t déf ini par

, (9)
—^ _f _ J^_ ^

À {p. — y

L'identité (6) montre que ce poin t appartien î à la première courbe (,7)
et c'estle point fixe de cette courbe autour de laquelle pjvote la sécante
portant les (m -- ï) points communs à cette courbe et à une courbe

'" ?"
variable du réseau. Ce point ^^—•) ,--—i peut, )^ ;j., v variant, prendre

A î iJ- /« \ ^ - ' .

une position arbitraire dans le plan; il en est de même pour le point
analogue .7'^—^ -, -,—-^ relatif à la seconde courbe, de sorte que la
droite (8) peut prendre, par variation de A, [j., v, A', ;j/, -/, u n e posi-
tion arbitraire.

L'équation

( îo) C^Ci+C^C/i+GC^o

représente la courbe générale de degré m 4-1 circonscrite au
groupe. C i , Cp C^ étant trois droites arbitraires, il n'y a que hu i t para-
mètres homogènes et non neuf, car on peut retrancher de (10) le pro-
dui t de (6) par une constante arbitraire et annuler le coefficient dey
dans C". Les courbes

(")
\ C.,Cl-4-C^G/,-+-C^C;==o,
I-C^GI+C^C^^G^GI^O
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se coupent en 3m points Y complémentaires situés sur une cubique

(12 )
€' G; =o.^1 v^ ^i

^ — ,Ï x — y

Cette cubique perce la première œurbe ^(i i) en 3 points -parasites
déf in is par

p ri p/f
(i3) J^^L'^AL.

x — ^ x — r

Cette remarque permet de retrouver le groupe au tableau T pour
m -4-1. On a a insi , avec trois points fixes sur une C^..^ non en li^'ne
droite,

m -h i

F a V P h s
, , i . ^ .-» , „ ( W — 3 ) ( 771 — 4 )Lubiqiie... 3 o 3 m /n- — m -{- i b -—————————

Nous voyons de même que l 'équation générale des courbes C ,̂..̂
con tenan t le groupe est, avec trois courbes C/,, C^ C. arbitraires,
( 1 4 ) C//( Cp -4- C/^ G/, -r C'/n €p ===o.

Poiir reconnaître les paramètres surabondants il suffî t de résoudre .
l ' identi té, où T^, T., r' sont les inconnues :
03) c,,r^+cLr^+c^r;,-o.

La courbe r' doit donc éontenir les (rn -— î) points en ligne droite
communs à C/,, et G^, mais non à €„,; donc si p ï r n ^ — 2, .1̂  admet en .,
facteur la droite portant ces (/?%---1) points. Avec les axes actuels on
aura donc pour p ^ r / z — 2
(i6) , , r^^(^-^)Xp-;, r^^X^,, r;,^—yX^,

où Xp,i est u n polynôme en x, y arbitraire de degré^ — i. ï/équation
(i4) contient donc un nombre de paramètres homogènes arbitraires

• 3iP^^^

strictement indépendants ; ceci inontre que lu surabondance est
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^_riLZLll^ nombre que l'on peut obtenir d i rec tement en
menant par le point fixe F de C/// au lieu d 'une droite une courbe y^,p
arbi traire . Les courbes

( C //; Cp + Cm Cp + CL C'p == o,
' / '' f /-î 7T" p> 7T7 p// 7"!7

' ^m ̂ p + L/n t./, -h C//, t/, == 0

se coupent en \{'ip + i )m -^-^--i | points nouveaux s i tués sur la
courbe G^,+| d'équation

p p/ cil\jp \jp { j p

(18) ^ ^ ^ ==0;
! ^ £—..27 A' —y

et cette courbe C^n perce la première courbe (ï^eïïjr+f) +1 points
parasites fixes définis par

p p/ p«
^ ^=:^=^•

Notre groupe de m2— rn + î points se retrouve donc pour^m ~ 4
au tableau T pour le degré m ̂ rp à l'article C^+^

m + p
' / F o- V P ' h ., . . s

Cîp+i pî+p+^ o (a / î+i) w4- /3 2 —I w2--^-!-! p24-4/ )+ I (/n • — p — 9 . ) (m~-p — 3)
2

( Le nombre A est obtenu en nous rappelant que les C^^contiennent
2 + h paramètres homogènes ; nombre égal à (?•+• i)(p+3); cela
entraîne bien que o" soit nul, car les courbes C^-n issues de F con-
tiennent î +A paramètres homogènes ; F et P sont corésiduels sur .
Cff^, donc à toute C^ issue de P correspond une courbeC^ issuedeF;
donc les F définissent un réseau de courbes de degré p 4- î ; les F mar-
qués sur C^+p offrent donc pour le degréjy 4- î la même part iculari té
que les P pour le degré m.

Sillon pose M == m +j[),pu-i.squep^/^-~4on a /n?— -{-.i^p^— —- 2;
- , / iil ! ! . , • ^ 2i

on déduit de ce qui précède que sur une courbe C^ tout système de
^4-^4.1 points basas d'un réseau de Cp+i entraîne l'existence d 'un
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système analogue de m 2 —-m•-^• ï points base d'un réseau de C^
(m.+/? == M). On remarque encore que dans le tableau T pour le degré
m ̂ P î i^ y a» en supposant p ^ m — 4 etjo^ 3, deux lignes équivalentes

m 4- p
F cr V P ! h

(20) \ C^+i p'1-}- p -\-i -l———'—i——il rnp 4- m —i m2-4- m/;? -+- ^'2— m 4- i 2

n .» (w — 2 ) ( 771 — 3 ) « „Lm 7?î2 — m -j- i • -————'—————'. mp 4- m — i m- 4- w/j 4-p2 — ̂  4- i 2
4 - ....

Enfin on constate aisément que les m2 — m 4- i points étudiés ont
pour surabondance successives pour les degrés suivants :

m m 4-i ... a rn — 5 2 m — !\ '2 m — 3

( m — 2 ) ( m — 3 ) C^^ î̂ )̂ 3 ^ ^
îî à

le degré mininnmi des courbes contenant le groupe est 77?.

16. Dans tous les exemples analogues on aura donc à déterminer
d^abord le degré minimumdes courbesqui conUerment legroupeanor"
inal, et le tableau T indique pour deux courbes C^, C^ la courbe de-
degré minimum contenant les points d'intersection complémentaires
communs et C^. à C^ : cela permet de découvrir les identités ana-
logues à 6. •

CHAPITRE ni.
A P P L I C A T I O N S G É O M É T R I Q U E S .

1. Quarliques circonscrites à onze points. —" Au Chapitre premier,
paragraphe 16, j'ai montré comment n points choisis arbitrairement
1^, Pa, ... P^ peuvent être complétés par-co1 couples V, W, de façon
que les quart iques circonscrites à ce couple et aux P forment un réseau
et non un faisceau. On suppose que, sur les P, il y en a pas 5 (ou
plus) sur une droite, 9 (ou plus) sur une conique et enfin que les
ii ne sont pas sur une cubique; ils forment donc un groupe normal
complet pour le degré 4. Je rappelle la construction : soient 64 une

^ Ann. Rc. Norm., (3), XLI. - AOUT iQa^ 3o



234 BERTRAND ( .AMTiîER.

quart ique fixe circonscrile aux P et:. C[ u n e quar t ique var iab le circons-
crite aussi aux P; C\ coupe G;, en cinq po in t s Q, R, S, T, U dont quatre
ne sont pas en l igne droite (sinon le c i n q u i è m e serait avec les P sur
une • m ê m e cubique); Q, B, S, T, U dé te rminen t u n e seule conique
coupant G,, en A, B, G et ces p o i n t s , d'après la théorie de la rés iduat ton,
sont indépendants de G^ ; la droite BC, par exemple, coupe G., en deux
points V, W formant un couple cherché; on le voit en coupant encore
C4 par une droite Aa^y arbitraire issue de A et écrivant: les égalités
symboliques
(l) Pi 4- Pâ 4- . . . -^ Pu 4- Q -h R 4- S -+- T + U == 0,

(a ) A, + a 4- P +7=0,
(3) B +C+V- t -W==o,
(4) Q + H -f- S -h- T -4- U -r- A -4- B 4- C == o,

dont chacune exprime que le premier membre comporte tous les
points communs à G., et une courbe a lgébr ique : la théorie de la
résiduation permet d'ajouter de te l les égalités membre à membre et
de supprimer dans une telle égalité une somme par t ie l le nulle. Donc
en retranchant la dernière somme du total des trois premières i l vient

(5) P, -+- P, + . . . + Pu + V-f-'W +- a + (3 -+- y == o,

qui exprime le résultat:, car on a 16 po in t s de base d'un faisceau de
quartiques con tenan t trois p o i n t s a, p, y en l igne d ro i t e ; GA d o n n e de
même un couple V\ W et AB un couple V", W". Les 'quar t iques
circonscrites aux P, à V et V c o n t i e n n e n t automat iquement W et W et
forment un faisceau, car le groupe P| ... Pu YW est complet. Le
faisceau PVT cont ient u n nouveau point fixe qui , d'après les propriétés
du réseau PVW, est en l igne droi te avec V7 et W; ce po in t est donc le
point de rencontre Z des droites VW et V'W'; sur chaque quartique
du faisceau PV, W,,V^ W, Z i l y a ' t rois couples associés aux P : deux
sont connus (VW) et (VW); donc le troisième couple V^W dépend
bien de l 'unique paramètre du faisceau, i l engendre donc une courbe
algébrique G sur l a q u e l l e V" et W" se correspondent: b i r a t i onne l l emen t
de sorte que G est du t y p e h y p e r e l l i p t i q u e . J'ai mont ré p lus haut qûeC
est vraisemblablement de degré 7 avec P^ . . . , P^ comme points
doubles et n'a pas d'autres s ingu la r i t é s . Des considérations simples
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de géométrie dans l'espace vont donner une démonstration rigoureuse
de ce fait.'

2. Danste plan II portant les J\ soient C.., C^ C"., C[ quatre quar-
liques l inéa i rement indépendan tes du système l inéa i r e^ 3 circonscrit
aux P. La surface unicursale S définie par

X. Y Z . T
C.^, r) "" C^, y } ~" C, (^, jr) ~~ C;(.r, y)

correspond point par point , b i r a t i o n n e l l e m e n t , au. plan 11; remplacer
les quart iques G,, par d'autres, i ndépendan tes aussi , revient à. une
transformation homographique de S ou à un changement du trièdre de
référence, sans toucher à 2; cela sera util isé pour simplifier l 'équation
de Ï. De même une t ransformation homographique fai te dans le
plan II permet de1 p rendre pour P , , P^, P;(, P.; quatre points choisis à
l 'avance : il n'y aura donc que la variat ion des sept points P,, . . . , Pu
qui inf luera sur la c o n f î ^ u r a t i o n de S (sauf t ransformat ion homo-
graphique dans l'espace à. t ro is d i m e n s i o n s ) .

A tout po in t arbitraire de II correspond un point de S et un seul; à
chaque P/ correspond e x c e p t i o n n ( d l e m e n t une droite de S; soit en effet
l 'origine de II prise en P,, ; posons y = mx, de sorte que les variables
soient (x, m) au l ieu de (^, y ). Substi tuons, suppr imons le facteur x
commun aux dénominateurs; faisons ensuite x = o, on obtient des
équations de la forme-

J<_ _ ^ ̂  Y _ _ __7_ _ _ T
À. -4- B m '"" Ai + B i m ~~ Aa + B2 ̂  As -h Bgm '

définissant , m variant, une droite A, dont chaque point correspond
homographiquement à chaque élément de contact issu de P ^ . La
surface S cont ien t donc 1 1 droites.

A une droite de II ne contenant aucun P, correspond une quartique
gauche unicursale de S; si la droite passe par P ( , il y a décomposition
en cubique gauche unicursale et droite A, rencontrant la cubique. La
droite P< P^ donne une conique rencontrant A, et A^ chacune en un
point ; il y a donc 55 coniques de cette espèce (le cas où il y a trois ou
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quatre points P situés sur une même droite donne donc des cas de
dégénérescence).

Soit u n e courbe unicursale, de degré m, dans le plan II admettant
P, comme point d'ordre d, (<^o); cette courbe est l'image d'une
courbe unicursale de S^ d'ordre i\m—S^, rencontrant A / e n d ^ points*

La section p lane de S par le plan arbitraire

(3) u-X 4- ^'Y -+- (ï-'Z 4" AT== o

a pour image sur II la quarlique générale du système ce3 circonscrit
aux'P

(4 ) n €4 4- (.' G, + w C[ 4- A C -̂-= o.

Donc ï est de degré ;3; si. la quartique plane admet F, pour point
double, elle est l ' image d'une quar t ique plane de S dont le plan con-
t ientAi etréciproquement. Les quartiques planes circonscrites aux P et
admettant P^ comme point double forment un faisceau linéaire^ car
les quart iques du système oc3 circonscrit aux P ne pourraient être
toutes tangentes entre elles en Ï\ que si les P étaient sur une même
cubique; la condition pour que la quartique (4) ait 1\ pour point
double se traduit, avec le choix de notat ions employées pour (2), par
les deux équations dist inctes

\^ )
u'A •+• (•1 A.i 4- wAs -+- h^z=- o,

( u B 4- (1 B i 4- wBâ 4- A Bg = o,

Les tangentes au point double se correspondent involutivement, donc
.aussi les deux points variables où la quartique plane de S coupe A ^ ;
les rayons doubles de l'involution des tangentes sont les tangentes
de rebroussement à deux quartiques particulières ayant P^ comme
point de rebroussement et les sections planes correspondantes de S
viennent toucher A ^ . Le faisceau des quartiques circonscrites aux P,
avec P, pour point double, a deux points bases complémentaires qui
sont sur la courbe C, étudiée plus bas, mais déjà signalée, les homo-
logues du point P, dans la correspondance birationnelle déjà signalée
entre les points de G; les sections planes de S par les plans pivotant
autour de Ai rencontrent A< en deux points variables et deux points
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fixes qui sont ceux où A,, perce la cubique gauche F, ligne double
de S, étudiée plus bas.

La quartique circonscrite aux P peut se composer de la droite P/P^
et de la cubique circonscrite à P,, . . . , P,, t\^ P , , ; la section plane
correspondante se compose de la con ique déjà signalée, correspondant
a PJ\, et d 'une cubique non unicursale (un cas de dégénérescence
de S est donc ce lu i où les neuf points P autres que P, et P^ seraient
bases d'un faisceau de cubiques : la conique d'image P/Pa devrait se
réduire à une droite rencontrant A < et A^) . Si Féquation (4) représente
une quartique à. point double , le plan. correspondant est tangent à £ et
réciproquement. On a a ins i le moyen de former l'équation tangentielle
de ï; les plans bi tangents forment un système ce1 ; les plans tritangents
sont en nombre uni et correspondent aux quartiques unicursales
circonscrites aux P : ce sont les plans tritangents proprement dits;
mais il y a ceux qui cont iennent l ' une des 55 coniques déjà signalées,
correspondant aux quartiques composées de la droite P/:Py et de la
cubique circonscrite aux neuf autres points P. Il v a donc des cas de
dégénérescence de ^S,'si. les x^ quart iques de genre i , circonscrites
aux P, ont deux points doubles dont l 'un, ou b ien tous deux, se
confondent avec des po in t s P ou encore si l 'une des quartiques unicur-
sales circonscrites aux P admet trois points doubles situés en P , , Pa,
PS; ces cas sont faciles d'ailleurs à réaliser effectivement. De même
on écarte un cas encore plus spécial, celui où P < , P,>, P^ P^, P^ P(.,,
"P^ ï\ définissent une conique et où P,, î\, Pg, P,, P,,, P^, P^ défi-
nissent une autre conique : l'une des quartiques circonscrites aux P
se décompose donc en deux coniques, dont les points communs sont
des points P.

3. Réciproquement, à un point de 2, correspond en général un
point et un seul de 11; sur chaque quartique circonscrite aux II, il y a
trois couples (V, W) tels que toute quartique contenant V cont ienne
automatiquement W : donc (cc^y,) et (x^y^) étant les coordonnées
de V et W, on a

en ' <±^£l-lJ^ ̂  ̂ iî iL ĵJ ̂  clt̂ ^^
, • " ^(^j2j C\(^,y^) "'^(^,^2) """" ̂ (^rj5
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et ces deux points V, W cor respondent à un même p o i n t de I], point
double de S; le lieu de ces points est une cub ique gauche r; le tableau T
dressé pour m -=- 4 montre que S ne peut admettre de p o i n t triple,
sinon on aurait , d'après le même principe. un groupe de trois po in t s
(.r;,j^), Çx.^y.^, (^3, y;j) de 11 f o r m a n t avec les P u n groupe de
surabondance 2, sans que toutes les quartiques circonscrites aux
groupes se décomposent : or la surabondance 2, dans ces cond i t ions ,
est impossible. Chaque section plane de S, étant de degré 5, avec trois
trois poin ts doubles, est bien de genre 3 comme la quart ique image
circonscrite aux P et il y a correspondance b i ra t ionne l le (de courbe à
courbe) entre cette q u i n t i q u e de 2 et la q u a r t i q u e image. Les couples
(V, W) décrivent, sur II, une courbe algébrique C, dont on peut ob t en i r
l'équation en é l i m i n a n t x^, y^ entre trois équations ( i ) ; si m est le
degré de G, cl le degré de m u l t i p l i c i t é de chaque P/- sur C, on a, en
comptant les intersections de C avec une q u a r t i q u e image, l 'équa-
tion [\m -==- ï i cl -+- 6, d'où d == 2 -+• (.\h, m = = 7 4 - 11 A, h dés ignant un
entier ^o. Pour avoir la va leur exacte de A, remarquons qu /une section
plane menée par A^ a pour image une q u a r t i q u e d o n t P, est po in t
double , tandis que les autres P sont s imples : la sect ion p lane et
son image sont donc de genre 2; la section p l a n e a donc, en suppr i -
mant A ^ , un seul p o i n t d o u b l e ; pu isque t o u t p lan mené par A, ne
coupe plus la cubique gauche F qu'en un p o i n t , c'est que A^ coupe r
en deux points ; à chacun de ces deux points correspond, sur l ' image C,
l 'un ou l 'autre des deux éléments de contact issus de P , , donc d = 2,
h = o. G'e^t donc la géométrie dans l'espace qui nous f o u r n i t la va leur
exacte de A. (On aurait encore pu dire ceci : F é tant u n e cub ique
gauche, à est le nombre de points où A, perce F de sorte que d^ 2, or
d •== 2 +• 4^5 donc d = 2, h •==. o.) ,

Nous avons vu que les deux tangentes P,^ , P^ aux quar fc iques
de II appartenant au système co3 é tudié et admet tan t de p lus P< pour
point double forment un système en i n v o l u t i o n ; les deux tangentes
P, 9 et P ^ ff à C ne se correspondent pas dans cette invo lu t ion . En effet,
A, rencontre F en © et ©/ correspondant aux éléments de contact P, 0
et Pi ô'; pour que © et ©/ se correspondissent dans Finvoluiion tracée
sur A ( , il faudrait que les deux tangentes en © et ©/ à F fussent dans
un même plan avec A ( , chose impossible, puisque F est de degré 3.
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Le point © a deux images, d o n t l 'une est P, avec l ' é lément de
contact P ^ O et l 'autre est située sur G en dehors de Pi . On pourra
remarquer que la quart ique déterminée par P, I\ ... P ( , , (VW),
(V'W) et la tangen-te P, 0 en P perce C précisément à la seconde image
de ©. On a a ins i les deux points bases supplémentaires communs aux
quartiques du faisceau l i n é a i r e passant par les P avec P ^ pour point
double .

4. Par une transformation homo^raphique sur .S on peut supposer
que F est la cubique d'équations paramétriques

(1) • X = = ^ Y = ^ Z==^

Une surface quelconque de degré 5 admettant cette cubique pour ligne
double est une surface S étudiée ici : en effet, toute surface de cette
déf in i t ion a pour équation

( 2 ) (X2- \.Y{.\\ 4 - B Y 4 - C Z 4 - D )
4-" ( \2 — XZ^A/X 4- Bi Y -h Ci Z 4- .DO
4- ( XY - Z )2 ( As X + Ba X .-4" G, Z 4- I), )
-h- ( Y2 — XZ) ( XY - Z) (A,, X. + B^Y 4- C^Z 4- D.,)
4- ( XY — Z ) ( X2 — Y ) ( A,, X 4- B, Y 4- C,Z 4- D, )
+ ( x •î - Y ) ( Y3 - XZ ) ( A, X 4- B, Y 4- Cs Z 4- I), ) -= o.

Il y a 18 paramètres homogènes, et non 24, en tenant compte des
identi tés.
(3)

( ( X2 - Y) Y — X. ( XY - Z ) 4- Y2— XZ — o,
/ ( X 2 — Y ) Z — Y ( X Y — Z ) 4 - ( Y 2 — X Z ) X s o ,

provenant de ce que la surface ( Y^ — XZ)T -= o ou (Y^ — XZ)X = o
cont ient r in tersect ion complète de X 2 - Y == o et X Y — Z = = o . On
peut mul t ip l ier chaque iden t i t é (3) par X2 — Y, XY -- Z, Y 2 — XZ et
par suite, en retranchant de (2), faire d ispara î t re B, C, A i , D , , A^, B^
dans (2). D'autre part, i l est f ac i l e de vérifier que (2) ne peut se
rédu i re à une ident i té que si le premier membre de (2) est combi-
naison l inéai re de six ident i tés que nous venons de déduire de (3); il
y a donc bien ï8 paramètres homogènes str ictement indépendants
dans l 'équation (2). D'aiitre part, dans II, on peut, par une homogra-
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phie plane, donner à P|, P^, P:{, P..^ des positions arbitraires : i l reste
donc i/g. paramètres, non homogènes, essentiels et indépendants pour
ûxerPs,... , P^. Celafait, remarquons que la cubique gauche F, qui est
unicursale, reste invariante, dans son ensemble, mais non point pour
point, dans une infinité de transformations homographiques de l'espace
à trois dimensions obtenues ainsi : le point X == /, Y = /2 , Z = t3

décrit F, mais oc, j3, y y à étant quatre constances arbitraires le point
a^+p v-^^P)2 _(a^p)3 .^__-^-^ ^_^-^^, L^ ̂ ^^,

décrit aussi la cubique : il est bien clair que la transformation homo-
graphique obtenue en écrivant d'abord

( a / + p ) ( y ^ + Ô ) 2 (^-^^(y^-hô) y _ ( ^ + P ) 3
(4) .̂ .- ——^-^——, \^ ——^^——, /„.„ -^-^r>

puis développant les polynômes du troisième degré f iguran t dans les
formules (4) et y remplaçant 't par X, t2 par Y, t3 par Z, laisse inva-
riante la cubique dans son ensemble; le point t de.r est remplacé par
le point a—~-^; la surface S chauffe donc dans cette transformation (r),r y f _p. o 3 ^ D \ /.'

car une sécante double de F telle que A, change; donc S dépend, en
outre des i4 paramètres essentiels trouvés pour P;;, Py, . . . , Pu, des
trois paramètres non homogènes a: (3:^:3. On retrouve ainsi les i 7 para-
mètres non homogènes indépendants, donc toute surface S définie par
l 'équation (2) est bien une de celles étudiées ici. Une telle surface est
donc susceptible d'une représentation plane de l'espèce étudiée" ici;
ces surfaces admettent l i droites, sécantes doubles de F; dans
certains cas, il peut s ' introduire des droites distinctes de celles-là,
mais alors elles ne sont pas sécantes doubles de F. Nous pouvons
remarquer que si Ton choisi t deux points situés sur une même sécante
double de F et si l'on assujettit la surface (2)à contenir ces deux points,
la droite en question appartient tout entière à£; on peut donc assujettir
la surface S définie par (2) à contenir 8 cordes arbitraires de F et il
reste alors un paramètre linéaire; le faisceau des surfaces S ainsi

( î ) Mais la forme de l'équation de S ne change pas.
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obtenues possède une courbe fixe de degré a5; T compte pour -12 , on
a 8 droites et il reste donc une courbe gauche complémentaire U de
degré à : ce qui précède montre que l'on ne peut choisir arbitrairement
les ï T. sécantes doubles de r.

Il y a quelques remarques intéressantes à faire sur le faisceau, de
surfaces que nous mettons ainsi en évidence; soient S et 2, deux

jTentre elles; effectuons, pour S la représentation plane étudiée ici;
l'intersection U de S et 2^ a pour image une courbe u de 'degré m;
remarquons que la droite Ay , non commune, perce Si en cinq points
dont un seul est hors de F; par.suite u admet P<) comme point simple,
et de même P^ et P,n. Soit ma in tenan t la droite commune A^ : si A,,
est prise pour axe Oz, l'équation du plan tangent, à S au point de cote z
est de la forme y — [s,x = o, où y. est une fraction ra t ionnel le 1 en z
de degré 2, puisque noas avons vu que tout plan issu de à^ touche /là
surface en deux points hors de F; le même résultat vaut pour 2,i, donc
sur A, il y a'quatre points où I; et' 2^ sont tangentes; or deux sont
connus, ce sont les po in t s où A^ perce F, donc les deux autres points
sont sur U et par su i te u admet P.,, . . . , Pg comme points doubles;
U étant de degré 5, si l'on coupe u par une quartique circonscrite à
Pi . . . Ppi , on a, en. totalisant les intersections^

4 ni = 8 x '2 4- 3 4- 5 o u m -==. 6 ;

or une sextique assujettie à avoir pour points doubles P < , P^, ..., Ps?
et pour points simples P^ P ^ o , P i , , est soumise à 27 équationslinéaires,
qui sont indépendantes si les 11 points P ont été choisis au hasard ( 1) :
de la sorte sur la surface S étudiée ici, on peut tracer la courbe U commune

( 1 ) Ici c'est moins évident que s'il s'agissait de '27 équations obtenues en donnant
•27 points simples choisis au hasard. On sait en tout cas que le problème n'est pas
impossible, puisqu'on a '27 équations linéaires et homogènes à a8 inconnues. Si
dans un ca.v particulier les 27 équations sont distinctes, il en sera de même a fortiori
pour le cas général. Or, prenons une quin t ique unicursale Cg dont nous appellerons les
points doubles Pi, PS, Psi P'^ Poi PO; coupons celte quintique par une droite et appelons
les points d'intersection P7, Pg, ?9, P iu , Pu. Il y a une sextiqne admet tan t Pi, ..., Pg pour
points doubles et Py, Pio, Pu pour points simplea (au moins) : c'est l'ensemble de la
quin t ique et de la droite; il n'y a pas d'autre solution Ce, sinon la quintique €5 aurait en
commun avec cette sextique Pi, . . . , Pc, comptant pour un total de a4» P? et Pg pour un
total de 4; PO? PIO^ PU pour 3, soit un total général de 3i , de sorte que Cg fait partie
de Cy. L'expérience est donc concluante.

Âun. Éc. j^orm., (3 ) , XLL '-— AOUT 1924. 3l
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à S et à une surface de même n a t lire, ayant, F pour l igne double , et
contenant A ) , . . . , Ag ( ' ) : il suffit de tracer u et, de remonter à U.

5. Partant,de la représentation paramétrique

0)
x _ Y _ 7^ „ T

^"^-( ï r -c: '
il faut indiquer le moyen d'obtenir r dans l'espace et C sur II; so ien t A
un point de T, a et a ses images. Les plans p ivo tan t autour de A
forment un système linéaire se2; les quart iques, images des sections
planes en question, passent par P^ ..., P i , , a, a' et forment de même
un système co2; deux sections planes de cette série se coupent en trois
points autres que Ay soit B, C, D dont les images b, c, d sont en l igne
droite; réciproquement si 6, c, d sont trois points de H en ligne droite,

•images de trois points B, C, D de 2 en ligne droi te , les quart iques
circonscrites à P, ... P ^ ( bcd se coupent eu deux nouveaux points a^
a'bases avec les P d'un réseau dé quartiques, de sorte que la droite
BCD rencontre F au point A qui a pour images a et a\ Prenons donc
dans II une droite arbitraite à : c'est l ' image d'une quarl ique gauche
unicursale ^admettant, comme on sait, co1 sécantes triples, engendrant
une quatrique Q contenant F; si avar ie , Q engendre un système l i -
néaire oc1-' dont r est une ligne commune. En réalité i l suffit même d'une
seule droite S pour obtenir r. Supposons que O.T, dans II, n'ait pas de
position part icul ière et prenons- le pour droite 5 : si l'on fait donc y == o
dans (ï) on a les équations paramétriques de y
/ : _______X_______ _ ________Y^_____ _
- / A^+ B^3 4-0^-4- 0.^ + É ~~ A^-h B^-h C'^^r I)̂  -+"11'

__________Z________
w~i A"^ •+- B^r3 -+- C^ -h Wx -+- M"
_^'___^_ 1__J_________.,_ ̂ ^^^^^^^

( 1 ) Tous les raisonnements du paragraplâe 4 supposent essentiellement que la surface S
de degré 5, admet tan t la cubique gauche F donnée pour li^ne double, n'est pas réglée.
Or on constate aisément que si S était réglée, elle se décomposerait en un plan et l 'une
des surfaces de degré 4 admettant F pour li^ne double, ces surfaces de degré 4 sont réglées
et forment un système linéaire x^ que Clebseb a étudié au Tome II (i<S7(:>) des Mathe-
matische Ânfialen. Uno surface S non décomposée admet, comme on peut le voir, aisément,
par un calcul directe onze droites, sécantes doubles de F, et pas davantage.
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et l'intersection de y avec le plan
( 3 ) // X 4- v 'Y 4- < ï ' Z 4- // ï == o

s'obtient en. résolvant
( 4 ) • " ( A ̂  -h- B ̂ :i 4~ ̂  -h I) ̂  4-- E )

4- ^(A'a^- . . .) 4-n-'(A/^4-. . .) — h(A"^ 4- . . .) =ro.

Les racines a^, ^5 ^3? ^ de (4) satisfont à une relation, linéaire par
rapport:, à chacune, fac i le à former en introduisant une . i nconnue
auxi l ia i re p et les fonctions symétr iques S,, S^, Sy, S,.. On a

. ^A4 - rA '4 - ipA^^A"-: p,
| ^ B 4- (-' S - î / 4- tv i-ï' + A ir == — p Si,

(5) , ! uC-^ rC-h (rC'4"À(.:7: pS,,

•p8.^
PS4,

| M 1)4- ^i)l-+•wW+/lDfff-.
' '^^E4- t-Œ^ wE^AE":

d'où
A ' A ' A" A" ï
iï ^ y B^. --Si

(6) G (7 (7 (7 So, : 0.

g) g ) 7 iv ir -s.
E VJ W W

En développant (6) on a
( 7 ) . aSi4- pSa+ yS34- oS44 -£==o .

Si l 'on se donne arbitrairement x^ x^ x.^ cette équationdonne ^,
puisque «r^ .z\̂  x.^ donnent trois points de ̂  et, par suite, un plan ; mais
si les trots points de /^ sont en ligne droite, S est indé terminé et réci-
proquement. Si donc C T ( , 0-2, cr^ senties fonctions symétriques de x^
âc^y ^3 nous écrivons

ao-i 4-pcTg 4-yo"3 4-£ == o,
(8)

j3<y^ -4- y^ 4- yy^ 4-.11 Oî ==: 0.

Ces deux équations déterminent, par exemple, 0-2 et 0-3 en fonction de
a^ ; (^)es t alors vérifiée quels que soient (T, et $;les équations (5)
fournisa-ent alors pour a, ^, w, À des valeurs proportiopnelles à des
polynômes bilinéaires en <^ et S, de sorte que le plan
(9) \ , , ^.X4 :ï lY4-,H7Z4-^T=o,, , , , „ :



^44 BERTRAND GÂMB1ER.

enveloppe, ^ et, o-i variant;, une quadr ique Q; par exemple si les équa-
tions (5) se réduisent aux quatre premières, l 'équation, du plan (9)
peut se met t re sous la forme

À
lî
L
1)
X

..:v
B'
(/'
1)'
Y

\"
r
{'/'
ar
z

...V

.1>
L"
j)^

T

i
— ^i—

^4-

•—— CTy ~

0

'-

o-i.t

O'âÏ

(9')

cr^ et 0-3 étant les polynômes du premier degré en a, dédui ts de (8).
Si ma in t enan t dans (9') on remplace X,Y, Z, Tpar C/., C^ C^, C^, on a
l 'équation de la quar t ique p lane image de la section de 2 par le plan ;
quand G-, est fixe, S; variable, on a un faisceau linéaire de 'quar l iques
de II se coupant aux trois points b, c, d en l i^ne droi te et aux points
associés a, a 1 ' . Ces deux points a^ a'.satisfont donc aux deux équations

H 4- H7 a, -4- II" cr, •+• î-r ̂ 3=0,
H/^H y (7l+:H.wo•2-+- =o,

( 1 0 )

obtenues en développant (9') suivant la dernière colonne e î , annulant
séparément le coefficient de I; et le terme indépendant de ^; H, H', H",
W sont des combinaisons linéaires simples de X, Y, Z, Tou si l ' on '
préfère de C,^ C^, C'^ C^. Si. donc on é l imine a-, entre (10) on obtient
l'axe Ox décrit par les points variables b, c, r f e t le lieu C décrit par le
couple associé (a, a ' ) . L'axe Qx est obtenu une seule fois, parce que,
à un po in t de Ox correspond une seule valeur de c^, ou si, l'on préfère,
par un point de y^ passe une seule sécante triple ; pour é l imi ner cr^ entre
les équat ions (10), il revient au même d'éliminer cr i , o"^, a^ entre
les équations (8) et (10), ce qui donne

(n)

1:1 W W W''
H / H' H" o
£ a ^ y
a j3 y o

Si l'on regarde dans (i i) H, H7, H", W comme combinaisons linéaires
deX, Y, Z,T c'est l/équation de la quadrique Q : on vérifierait a isément
qu'en opérant avec la droite y •='mx + n au lieu dey '= o, on arriverait
à une équation analogue contenant m, n l inéairement et la courbe F
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serait la courbe commune au réseau de quadriques. Si au contraire
H. H' H", H'" sont regardées comme fonctions l inéaires de C,,, C1^ C ^ , C
on a le lieu dans le p l an II des po in t s 6, c, d, a, ci'. L'équation est alors
du degré 8 et Ox en levé , il reste bien l 'équation de degré 7 représen-
tant, la courbe C; et comme les éléments des deux premières lignes
do ( î i ) s 'annulent pourles ?,„ chaque P< est point double de C.

Toute quadrique nïenée par F couper su ivan t une quartique gauche
complémentaire ayant pour image une droite..

6. A étant un p o i n t de F-, toute sécante issue de A perce 2 en trois
points dont les images sont en ligne droite; appliquons ceci en suppo-
sant que la sécante rencontre de nouveau T en B et S en C; les images
b, V de B et c de G sont en l igne droite; pour la même raison ây a', c
sont en ligne droite. Nous retrouvons le résultat donné plus haut, à
savoir que le réseau de quartiques P,i, Pa, . . . , P u , a, by a trois nou-
veaux points fixes : es! associé de a, V de b et le point c intersection de
aa! et bb'; nous avons de plus l ' interprétation du point c et ceci nous
montre que la droite aa\ jo ignan t , dans II les images de A, est l'image
de la quar t ique gauche unicursale suivant l a q u e l l e le cône de sommet, A
et directrice F perce de nouveau S. Cette quar t iqne particulière a
un' poin t double en A, car les tangentes à l ' intersection du cône et de S
s'obtiennent en coupant le plan tangent au cône successive-ment par
les deux plans tangents à S en A; on a ainsi deux fois la tangente en
A à F et les deux tangentes au reste, de rîntersection, y , . Les quar-
tiques part iculières y < sont donc cette fois, non. plus sur une seule
quart ique, mais chacune sur un faisceau de quartiques Qr Ce faisceau
décrit lui-même, si A décrit F, un système de dimensioî^27""q'^î~n îest
pas nécessairement l inéai re .

Étudions ce système ; d^abord, les droites telles que aa' joignant sur G
deux points homologues, images d 'un point de I\ enveloppent une
conique; en effet un point arbitraire c du plan 11 est l'image d'un
point C de S non situé sur F, de sorte que par C passe une sécante
double CAB. de F et une seule : donc par c passent deux droites seule-
ment caa', chb' de l'espèce indiquée ; donc les droites aa' enveloppent
une .conîque Ça..

Pour quec appartienne à Ça, il faut et suff î t que A et B soient con-
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fondus, autrement dit C^ est rima^e de la courbe gauche unicursale
de degré 8 suivant laquelle S est. coupée pa r ' l a développable du qua-
trième degré formée par les tangentes de F : cette courbe .ne rencontre
aucune droite A/-. (En passant, remarquons qu 'un plan tangent a F
donne dans le plan II u n e quar t ique ima^e tangente à C aux deux ima-
ges du point de. contact; si le plan est osci l la teur à F, la quar t ique est
osculatriee à G aux deux images et la qu in t ique section de I. admet
deux branches osculatrices entre elles.)

' U n e quadrique Q, du. système co12 en question coupe S suivant la
quart ique '/j à point double et suivant une courbe gauche,1:1 de degré 6.
J'écarte le cas où la tangente à 63 passerait 'par un des points P/, de
sorte que la quartique y ; ne rencontre aucune droite J^; or l a ' d ro i t e A/
perce Qi en deux points , doncl^rnage de 1:1 admet P/ p o u r p o i n t double
et rencontre une quart ique quelconque circonscri te aux 1\-, en six
points; cette image est donc de degré 7 ; appelons-la €7. Une courbe
de degré 7 clans le plan dépend de 35 paramètres homogènes; ici les
Cy sont assujetties à 33 conditions linéaires, elles engendrent donc un
réseau, si les P^ sont quelconques ( î ) , ce qui a été-supposé. Or la sep-
tique C image deT admet aussi les P comme points doubles : comment
pouvons-nous différencier G des autres courbes Cy du réseau, ? Nous
allons être amenés pour cela à faire de belles appl ica t ions géométriques
du théorème de Riemann-Roch.

Chaque septique 67 du réseau est coupée par une quart ique, circon-
scrite aux P, en 6 points var iab les ; elle est donc bien l 'image d 'une
sextique gauche H, de genre 4 comme 67; réciproquement nous allons

( 1 ) Je le démontre, en toute rigueur, par «/^expérience. Je veux prouver que P i , . . . ,
PH étant i î points arbitraires du plan, Qi et Qa deux autres points arbitraires^ il y a
une €7 et une seule admettant lesP pour points doubles et Qi, Oa comme points simples.
Faisons l'expérience ^particularisant ainsi les points; soit une Ce unicursale: nous
prenons pour Pi, P a , . . . , Rio les dix points doubles de C»;; il y a effectivement de telles Cs,
comme Halphen l'a montré, où les 10 points doubles sont distincts. Coupons Ce par une
droite Ci et soient Pu, Qi, Qâ trois des points d'intersection. En écrivant les 35 équations
pour la courbe de degré 7 et ces points, on a une solution formée de Ce, Ci; il n'y en pas
d^autre, car si C? est une solution du problème, Ce et G? ont en coiTimun P i , . . . , Pio qu i
comptent pour 4o» PU pour 2 et Qi, Qâ pour 2 au total . Donc Cg fait partie de €7 et le
complément est Ci. Donc 11 points V quelconques ne peuvent fournir moing de 33 rela-
tions linéaires distinctes.
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c o n s t a t e r - q u e I-I est située sur une quadr ique et une seule. Le cône,
qui a pour sommet un point que lconque M de Ïi et. cette courbe pour
directrice, est de degré 5 et, genre 4 ^ il . a donc exactement deux généra-
trices doubles MBC et MB'(7; doue par chaque point de H passent deux
sécantes triples et deux seulement . Or, dans II, prenons sur une sep-
t ique €7 du. réseau deux points quelconques r\ s distincts par exemple
des cinq points autres que les P^ conimuns a C et €7 de sorte que les
poin t s , P ^ , P^, ..., P., i , r, s dé f in i s sen t un faisceau (et non un réseau)
de quartiques, images des sect ions planes de Ï. par les plans p ivotant
autour de R, S, en désignant par R, .S les points de S - q u i ont pour
image r, s. Ce faisceau,de quartiques découpe sur la 67 envisagée une
série l inéaire de groupes des points ̂  ; les points t y u, ç', w d 'un même
groupe sont les images des points ï, U/V/Woù le plan pivotant autour
de R, S coupe H ; la différence 4 — i, ou 3, est égale au genre de €7
diminué , d 'une un i t é ; "Riemann-Roch apprend, donc qu ' i l y a une'quar-
tiqiie et une seule, adjointe à €7 donc circonscrite aux P, conte-
nant l, u, P, w ; c'est donc celle d'où l'on est parti, et par suite T, [J,V, W
sont dans un seul p lan , i l s ne peuvent_êt,re en l igne droite. Les quar-
tiques du faisceau ont trois nouveaux points fixes x , y , z qui sont les
images de X,.Y, Z où la droite R, S, sécante 'double de H, perce de
nouveau S.

'.Raisonnons maintenant , au lieu de RS, sur la sécante .triple de H,
MBC issue de M; M et B ne sont pas sur I\ doue P,, I\, .. . , P , i , ̂  b
c o n t i n u e n t à définir un faisceau de quart iques; la droite MB (qui joue
le rôle de RS) perce S en G, t), Ee t , cette fois, C est sur H de sorte que,
des trois points fixes c, d, e dii faisceau de qnart iques, Pun, c, est sur Cy
mais non d et e\ sur €7 on a donc une série linéaire g\ au lieu de g\ et
il y a exactement, d'après Riemann-Roch, deux quartiques circonscrites
aux P et aux trois points /, u, v ; le plan mené par MBC coupe donc H
en trois points correspondants T, U, Y situés dans deux plans dis t incts ,
donc en ligne droite. On peut donc dire :

Soit H une sextique gauche de S correspondant à une sepïiyue €7 du
plan 11 admettant P,, ..., P^ < pour points doubles et distincte de- G. La
sextique H admet une double série de sécantes triples; par chaque point
M de H passent de^w sécantes triples^ une de chaque série ̂  soit M.BC et
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MB'C/. Tout plan contenant une sécante triple telle que MBC détermine
sur H une autre sécante triple TL ÎV rencontrant MBC, mais non AiB'C'.
On en conclut que H est sur une quadrique et une seule^ lieu des sécantes
triples.

La quadrique Qi ainsi définie coupe S suivant unequar t ique gauche
complémentaire et il y a nécessairement iden t i t é avec les résultats pré-
cédents. On peut remarquer que la quartique gauche y^ coupe F en cinq
poin ts qui ont pour, image les points autres que a, aT o.ù la tangente
à C^ coupe encore G; so ient^ , , a^, a^, a^ a;, ces po in t s ; chacun est
une image d'un point A|, A^, Ay. A,, ou A;; commun à yj et F; la qua-
drique Qi contenant y i (quelle que soit la posit ion de Q, dans le< fais-
ceau de quadriques con tenant y ^ ) perce S su ivan t une courbe totale
•dont A( , A.^y A;}, A^ , Ag sont des points doub les : les deux arcs qui.
passent en A, ont leurs tangentes chacune dans l 'un des deux plans
tangents en Ai , de sorte qu ' i ls ont pour image deux arcs l 'un passant
par a^ l 'autre par a\ seconde image d e A , . Dans l'espace, sur ̂ , les
arcs considérés sont y, et H; d_onc dans le p lan II, Cy passe par les
points a\, a,, a.^ c^, a'.^ ainsi définis; on savait ci priori que G et Cy ont
cinq points communs autres que les P; quand Q< varie dans le faisceau
relatif à y^Jaseptique Cy entendre un faisceau, dont nous venons de

1 déterminer ainsi, les 5 nouveaux points fixes; chose remarquable ces
5 points ne sont jamais en l igne droite, n ia is leurs associes le sont et,
donnent la droite aa\ On remarquera que si le po in t A a une position
fixe sur r , la quadrique Q( con tenan t y., décrit un faisceau, dont l'une
des quadriques est précisément le cône de sommet A et directrice F;
dans le faisceau il n'y a d'ailleurs que ce wjne à contenir r; si donc A
varie sur r, on a un système co2 de quadriques, système non linéaire:
en effet ce système contient tous les cônes contenant r et ayant leur
sommet sur F; s'il é ta i t linéaire, on retrouverai t le réseau des qua-
driques contenant F : or le système étudié cont ien t les cônes de ce
réseau linéaire, mais non les autres quadriques du réseau.

Voici, maintenant la propriété géométrique qui caractérise G dans le
réseau des €7. Imaginons une C^ sur laquel le on puisse trouver deux
points a, b tels que les quartiques du faisceau 1̂  P,^ ... P^ ab aient
non seulement un point fixe nouveau sur Cy , mais exactement deuœ ;
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les quartiques découpent alors sur Cy une série l i néa i r e g1, et le théo-
rème de JR-iernann-Roch mont re alors que par un groupe u^ v de cette
série e t P ^ . ;. P^ ^ passent exactement trou quartiques l inéairement indé-
pendantes ; donc (u, ^) forme un coupie associé aux P pour donner
unréseau e t^ comme 67 porte u n e infmi lé de tels couples, elle coïncide
avec C; c'est donc la propriété caractéristique. Sur une €7 quelconque
on a pu obtenir seulement un point nouveau et il a suff i pour cela de
s'adresser à une sécante tr iple de H : la courbe gauche, de degré 6,
H, ne peut donc avoir de sécante quadruple a^ie si elle dégénère en
la cubique gauche F comptée deux fois.,

Je n'insisterai pas sur les nombreux cas de dégénérescence possibles
de S, dont certains ont été signalés déjà.

7. Surfaces de degré 8. — Ce qui précède peut être généralisé ainsi :
par trois points Y,, Va, Vg en ligne droite., menons une G', et une C^;
elles se coupent en ^m— 3 points P ^ , P^ . . . , P,̂ ,.̂  ayant la surabon-
dance i pour le degré "m\ nous supposons /^Ï5 . Or prenons sur une
quart! que G r, un total de t\.m — 5 points P , , P^ . . . , P.̂ ,-;; non situés
sur une même C^-., ; on voit aisément que si P.), P^, .. ., P.^.-;, sont
pris quelconques sur C.^ l 'équation générale des courbes de degrés m,
contenant ces points est
(I) C,,C„-4+À^C^5-4-^C;^-}-/3C^5=:0,

où \^ Xâ, A3 sont des constantes arbitraires et C^-.,, un polynôme arbi-
traire de degré m — 4 en x et y. Ces courbes (i) déterminent sur G,.
une série linéaire de groupes de points Q, R, S, T., U situés sur une
conique et une seule; ces coniques Ça coupent C,, en. trois points
fixes A, B, C. On voit, comme plus haut, que BC coupe 64 en deux
points V, W formant avec P ^ , P^ ..., P/,^-;; un groupe de 4 m— 3
points de l'espèce indiquée plus haut : il a en effet , pour résiduel, tous
les systèmes de trois po in ts de €4 al ignés avec A. On a ainsi 3 couples
complétant ï\, P.j, ..., P.^-s.

Supposons ma in t enan t pour simplif ier m === 5; on a pris sur (L, les
points P.,, P^, ..., P,,,,, P , ^ et on les a complétés par un couple P^,
P ^ y ; les 17 points P définissent =o4 qu in l iques et nous pourrons en
choisir cinq l inéa i rement indépendantes; il est intéressant d'étudier la

Ànn. Éc. Norm., (3), XLI. — AOUT 1924- ^13
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variété, à deux d imens ions , de l'espace à quatre d imensions , déf inie
par les équations homogènes

(^
X __ Y _ Z _ T _ (T

œ' ̂  c?" ̂  W1 ~ c?' """ c?'-
Cette variété admet év idemment pour l igne triple la courbe qui a

pour image G.,- dans le p lan 11 où se déplace le p o i n t (^y); en effet si
la courbe C., contient un point a de CL,, la d ro i t e A a perce (^ en deux
points a', y/7 appartenant encore à €5. Or on peut prendre comme q u i n -
tiques de base C,î.;r, C,,j, G., z , C^ et C^ de sorte qu'avec ce choix de
coordonnées pour l'espace (X, Y, Z, T, U) la l igne t r ip l e e&t la d ro i te
d'équations

X=:Y^Z"=o.

' On peutrest.er dans l'espace à trois dip'iensions et se contenter d'étu-
dier la surface S déf in ie en coordonnées homogènes (X, Y, X', T) par
les équations
/^ ' ^ !" ^ -. v , /- r^^} ^ .^_ _ ^r~'(^l!'

La section plane la plus générale de la surface S a pour image dans
le plan n la courbe d'équation
(4 ) ' aC^+^Cf!-^wC^)-+-hCi^==o.

Cela revieni à extraire du système ce4 de quin t iques déjà déf in ies
un système co3, linéaire également; nous supposons que le systèmeco3

linéaire en question ne s'obtient pas en faisant passer la quint ique géné-
rale par un nouveau, point fixe; nous supposerons aussi que le système.
linéaire oo3 ne cont ient pas tout entier le système linéaire -ce2 défini
par C^, C.̂ , C^s ; on pourra donc supposer, par une transformation
homographique faite dans l'espace '"(Xy XZ, T) et une au t re dans le
plan.n, que les.équations de S/so'nt réduites à la forme

(5) X . • Y . Z ï
cy^ c^ ~ c^."-c,j

Trois points de G,^ en l igne droite avec le point A défini plus haut,
dorment, un seiil et même point de S, de sorte que la1 droite'D
(Z = ô,T =='o) est l igne triple de S. La surf ace S est de degré 8; la sec-
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tion plane générale est de degré 8 eî ^enre 6, de sorte qu ' e l l e possède
l 'équivalent de i5 points doubies : or el le a un point t r ip le sur D,
donc il reste 12 po in t s doubles (on verra im peu p lus bas qu'on ne
peut; admettre u n e autre combi liaison, telle que 4- points triples).
La surface S possède .donc, en dehors de I), une courbe double F
d'ordre 12, ayant pour image une certaine courbe -y du plan 'II. Re-
marquons qu'il se présente ici o n e ques t ion bien distincte de celles
déjà étudiées : les qu in t iques planes de II, images des sections planes
deS, sont assujetties à 17 conditions l inéa i res : enef fe tP i ,P^ . . . ,P , i c ,P^ ,
d'après leur choix, d o n n e n t 16 relations l inéa i res et l 'oo a adjoint une
autre relat ion l inéaire ne s i g n i f i a n t pas, cette fois , que la quint ique
admet un îïouveau, point f ixe.

I l reste alors dans II des couples de points associés (x, u/ tels que
l 'obl igat ion pour les quinl iques, déjà assujetties aux 17 conditions
1 i néaires, de contenir a entraîne au tomat iquement celle de contenir p/ :
mais le groupe P, P^ ... P i e P^ a ;j/ n'a pas la surabondance ^ il
n'a que la surabondance î . Soient 'm le degré de la courbe image y,
^l 'ordre d e . m u l t i p l i c i t é de P| , Pa, . . . , P^ sury ; en comptant leiwinbre
de points c o m m u n s à a et une q u i n t i q u e G., du système ce3, on a

(6) 5^z .— î ; , / -+- 3..̂

d'où
( 7 ) d ==: 3 -4- 5 /"/, ///. -= 15 •4- 17 ^ •

Pour éva lue r h ra i sonnons comme pour les surfaces de degré 5
étudiées précédemment ; P^ est l 'image d'une droite1 A^de'2,- 'chaque
élément de contact issu de P, correspondant homographiquement au
p o i n t homologue de A, ; l 'élément de contact commun à 64 et P^ donne
le point où A, rencontre là droite t r iple D; donc un plan contenant A,
coupe S suivant u n e courbe piape. de degré 7, de genre 5, car elle
correspond à une qu in t i que ayant un poin t double en P^ ; . la section

"de S a donc l'équivalent de 1:0 points doubles, et comme elle présente
un po in t double au po in t où A ) rencontre déjàl), on voit que la courbe F,
coupée en 12 points par un plan quelconque, n'est plus coupée qu'en
9 points par un plan contenant A, , d o n c A ( rencontre T en 3 points
exactement de sorte que -rf=^3, h == o; comme vérification on trouve
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bien 7 points Communs à A,, et à la section plane de£ : on. a^d'abord
les 3 points fixes où A,, coupe r, conTptant chacun pour i, le point
f ixe où À, coupe D, comptan t ' pou r 1 2 , et enf in les deux po in t s , variables
avec la section, correspondant aux tangentes en P, à Pimage; la
courbe Y est, donc de degré i5 et admet chaque po in t P, pour po in i
tr iple.

On voit aisément que la courbe double T et la droite triple I) se
coupent en un point co q u i a pour coordonnées homogènes

('^(o, o. i ) C^^o, o, i ) o. o

et qui est fourni soit par le p o i n t (o, o, i) du plan H, soit par les trois
poin ts en ligne d r o i t e avec le po in t A si tues à l ' in tersec t ion de la quar-
tique G.; et de la. qu int ique

( '^ '(o^o, i jC;1^,^, ^ ) — ( ^ 1 (o, o, [)<;'^(^',j, z)=:o.

Ce poin t co est donc q u a d r u p l e sur S et, l 'on voit que trois clé ces
images sont c o m m u n e s a u x deux courbes' G,, et y. R e m a r q u o n s que
tout p l a n mené par la d ro i t e t r i p l e ,D donne pour image deia section.
la quint ique décomposée C,. (wr -+- h y " ) == o ; la section plane comprend,
ou t re D, la quint ique plane un icu r sa l e correspondant à wx -}- hy = o.
Cette quintique a 6 points doubles situés sur F, de sorte que D et T

" ont nécessairement 6 points communs réun is en co P). Si, l 'on compte
le nombre de points communs à C,, et y, on trouve un total de 60 : on
doit d/abord prendre P^ P^ .. . , P ,y dont chacun vaut 3, soit un total
de 5i ; il y a ensui te^les trois images sur €4 de co; nous avons compté
plus haut tous les points mult iples dô la section de 2 par un plan
con tenan t D, ' de sorte qu'il ne peut y avoir d'autres points d'inter-
section de C/, et y que ceux déjà énumérés; donc chaque im-agedeco,
située sur G,,, donne un poin t d'oscillation de (L. et y. Sur la courbe y
les deux images associées d 'un ,po in t de r donnent une correspondance
biratkmnelle, de sorte que y est du. type hyperelliptique.

Voic i comment on peut démontrer rigoureusement le point réservé

( î ) La quinLique de ^ perce .1) en 5 poirils qui s'obtiennent : e-n coupant, G; pcn' ladroUe
WT — hy == o, d'où 4 poirils d'intersecLion, puis en prenant .%• =- y = o, ce qui donne
le poiat a» coû'mum àD eL r.
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jusqu ' ic i , à savoir que toute section plane de S a, en dehors du point
tr iple si tué sur D, 12 points doubles et non pas ï , 2, 3, 4 points
triples complétés par 9, 6, 3, o points doubles . Prenons par exemple
4 points t r iples : il y aurait sur S une courbe t r ip le F, de degré 4?
dont l ' image serait sur II une courbe y d'ordre w : on aurait alors

en comptant les intersections de y avec une quint ique du système ce3;
on en dédui ra i t < a ? = = = 4 - + - 5 À, 7^ == r6 -h-17^ ; donc chaque, droite A,,
rencontrerai t la courbe gauche de degré 4. r< en 4 po in t s au moins :
il. f audra i t donc que h fût nu l , et T serai t plane ; mais -X, serait dîms ce
plan, ainsi que À^, . . . , A ^ ; i l y a impossibi l i té puisque 2 est de
degré 8. De même pour les autres combinaisons .

8. Si. le système ce \ déduit du système OD\ pour les quintiques, est
obtenu en. leur imposant un dix-hui t ième po in t fixe, la surface S n'est
plus que du degré 7 et toutes les propriétés obtenues sont profondé-
m e n t modif iées; mais je me borne à cette indicat ion, car la surface S
rentre comme cas de dégénérescence dans celles que je vais étudier.

Je signale encore pour mémoire que si le système co3, du paragraphe
précédent, contient le système co2 défini, par C.^, G.^y, C^, autrement
dit est défini par

C 4 ( A .::r ~r- [J. y -T- '-' ) 4- p C g1 ;1 == o,

il y a cette fois 20 points fixes, la surface. S est de degré 5 et n'admet
qu'un point multiple d'ordre 4? a savoir le point (o, o, o., i)'qm a pour
image dans II toute la quartique C-,.

9. Surface de degré 7. — Nous savons qu'en p r e n a n t 7 points
d 'une même conique, et en construisant deux qu in t iques issues de ces
points, elles se c o u p e n t en 18 points nouveaux P < , P^ ..., P i g qui ont
la surabondance î pour le degré:*) et déf înissentun sysièmel inéaireoo^
de quint iques . Nous supposerons que ce groupe a sa structure interne
symétrique, c'est-à-dire que l 'équation surabondante obtenue . .en im-
posant successivement les. 18 points.à une quint ique 'ne se manifeste
qu'après avoir déjà imposé 17 d'entre eux;, et cela quel que soit l'ordre
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adopté pour les points. Nous savons qu ' i l suffît pour cela de tracer la
première q u i n t i q u e au hasard à partir des 7 points de la con ique ;
on trace ensui te la seconde qiimliqiie en évitant qu'elle passe par un
des trois nouveaux points c o m m u n s à la con ique et à la quin t ique déjà
tracée.

Je considère la surface II- de Fespace ordinaire délinie par les t ro is
équations paramétriques

(i) _X. __ ^ Y _ Z .. _ T^ .̂ _ .̂ .̂ ^^^^ _ .^^^ ^ (y^r^;1^)-

La surface S est de degré 7; chaque section plane est de genre 6 et
a un total de points mult iples formant l 'équivalent de 9 po in t s doubles.

Je prends une-.quint . ique G;-, du système co3 é t u d i é ; u n e q u i n l i q u e G',;
variable du même système perce Gg en 7 points situés sur une conique,
variable avec C^ mais perçant 65 en 3 points fixes A, B, G; chaque
droite BC, CA,AB coupe 63 en 3 points qui sont les images d 'un même
point de 2 (raisonnement déjà fa i t p l u s i e u r s fo is ) ; BG perce G;, en
3 points À, V, f images 'd 'un po in t triple L de S; GA donne a, [j/,
[̂  et M; AB, v, V ' , ̂  et N. Chaque section p lane de S a donc 3 points
triples obtenus par ce procédé; Sa donc une cubique gauche Tcomme
ligne triple. Les quintiques du réseau P, P ^ . . . P ,g A, A/, À\ se coupent
en 4 points nouveaux d, e, f, ^'situés en ligne droite avec le point A
de Cg ; ce sont les images des 4 points où une sécante issue de L perce
de nouveau S.

Réciproquement quatre points en ligne droite de II, images de quatre
poin ts en ligne droite de S,, correspondent, à une droi te 'de l'espace
rencontrant la cubique gauche F : nous n 'avons ic i , et pour tout ce qui
suit, à raisonner comme pour les surfaces de degré 5 admettant une
cubique gauche pour l igne double.

Nous savons que A, Â^, } ,̂ ou L point de F, étant d.onnés, on peut
disposer des deux quint iques du réseau P^ ... P^ A, A', A" de façon
que la droite defg soit quelconque dans le plan : d'ailleurs ces droites
forment un système co2 de même que les sécantes issues de L. Donc
toute droite du plan II est l'image d'une quintique gauche y unicursale
de 2 admettant se4 sécantes quadrupleSy portées par une quadrique Q
Contenant l a^cub ique gauche T et réciproquement.
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Si. l'on considère deux points de r, L, Met l eu r s images (A, //, À " ) ,
(u^ [j.\ a/') le faisceau des plans p ivo tan tau lourde LM donne le faisceau
des qu in t iques images passant par les 18 P et. (A, A', A""), (u^ [j!, ^'),
plus un nouveau po in t fixe qui est l ' in lersect ion d e s . deux droites
A}'///' et LUJ/LL" : ce point est: Fn'na^e du d e r n i e r point où LM perce 2.
On en c o n c l u t , que les droites A / / A " portant- les images d 'un point de T
enveloppent une conique C^ image de ia courbe unicursale de degré 10
où la développai}! e des tangentes de r perce de nouveau S.

L'image,de F est une courbe y de degré m, adn-ie t tant P , P ^ . . . P^
pour points m u l t i p l e s d'ordre d, coupée par une q u i n t i q u e C;. en neuf
points hors de I\ P^ . . . P^ ; on a donc
(2) 5m—:• i8r/-}-9^

d'où

( 3 ) d '-==. 2 -+- 5 h, • m -= 9 -+- 18 //.

A chaque point •P^ correspond une droite A^ et d est le nombre de
points communs à A/ et F : donc d ' ^ i , et par suite h == o, r / = = 2 ,
m = 9 ( j ). Les 18' droites A^- sont donc sécantes doubles de F; la courbe
Y est de degré 9 et admet les 18 points P/- pour po in ts doubles. Si les
points P/ étaient quelconques, on pourra i t dire qu' i l y a une seule
courbe de degré <) circonscrite aux P comme points doubles : ici , il
y aura i t lieu d 'é tudier s'il exis te une ou plusieurs courbes de cette
espèce.

(r) Ce résiillal / / = = = o, cl == '^, m == 9 fourn i t la dénionstration de ce fail, qu'à seize
points Pi, Pa, . . . , P IG dormes a rb î t r a i r emen t correspondent six couples, et six seulement,
de points Pi-, Pis qui , réunis à Pj , . . . , Pig, forment un système de suraijondance i pour
le de^ré 5. En etïeL Pi? , Pis é f c a i i L un premier couple, imaginons que P^, P'is consLil.uent
un nouveau couple. Les (p l in l iques circonscrites à Pi, Pa, . . ., Pn;, PI?, Pis 6t P^i- forment
un système linéaire, oc'2 conlenant encore Pis et le po in t w ou l a " droite P ^ P ^ g coupe la
droite Pi" Pis, comme cela a été dénioiUréau chapi t re 1, paragraphe 17. Donc P^, P^ et œ
sont les in'igaes d 'un point 'de la cubique F ligne t r iple de S : co est donc un poinî
autre que Pn ou Pis, où la droite P i T P i g coupe y : or puisque y est de degré 9 avec Pn et
PIS pour points doubles, il n'y a que cinq points co et à chacun d'eux correspond un
u u i q u o couple analogue à P n ^ i g î cos ^^l couples et le couple Pi-Pis donnent bien
exactement six couples associés Pi Pa . . .Pic. La démoust ra t ion rnontre que la conique Ça
est définie par les cinq tangenteë telles que P ^ n P'i s : la d r o i t e P;- Pis n'est pas tangente
à Ga. ' , . ! ! ' ! , ^ ! ^
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Le faisceau des quintiques P, , . . P ,s AX'A'" ;j-o/ uf découpe sur 7 une
série l inéa i re g^y les points d ' an même groupe é tan t sur une tangente
à la conique C^; le système co3 de qu in t iq i ies P, . . . P^ découpe sur y
une série l inéa i r e g'^ dont chaque groupe est la somme de trois groupes
de la série précédente. On remarquera que le théorème de Riernann"
Pioch appliqué au groupe vvV7 de la série g'1^ donne 8 sext iques linéaire-
ment indépendantes passant par P ^ P ^ . . . P i s 6t vv7^ '' on sait en effet
que ce groupe a la surabondance 3 pour le degré 5 et i pour le degré 6.

10. On peut ramener les équations de T à la forme
( i ) • ! X = ^ Y==^, Z=t\

Si nous considérons le polynôme général, homogène et de degré 3
en ^, Y], Ç, soit
( % ) "" I^apy^J^==-o (a4-(34-y- - -=3) ,

ce polynôme contient 10 coefficients p ; remplaçons $, '/], ^ par
X2 — Yï, Y2 — XZ, XY — ZT et chaque p par une forme linéaire
AX +• BY + CZ + DT : 1/équation (2) représentera alors la surface la
plus générale de degré 7 admettant F pour ligne triple. Il y a donc
40 paramètres homogènes apparents, mais les identités

W
( X 2 — Y T ) Y — X ( X Y ~ Z T ) + ( Y 2 - X Z ) T =o,
(X^YÏ)/.- YCXY-ZT^Y^-XZÎX-O,

multipl iées par

(X^YT)2, (Y—XZ)2 , (XY—ZT) 2

(X^YDÇY^XZ), (X2—YT)(XY-~-ZT), (Y 2 -XZ) (XY—ZT)

donnent un total de 12 ident i tés permettant d'abaisser à 28 paramètres
homogènes indépendan t s ceux qui f igurent dans (2). Dans le plan II
on peut par une transformation homographique donner à P ^ , P^>, P.,,
P,, une configuration choisie une îoh pour toutes; la surface S dépend
alors uniquement des paramètres en nombre '^4 qu i permettent de
fixer P,, Pô, . . .? ,( , ; car nous savons que 16 points P é t an t donnés, les
deux derniers en résul tent ; il faut ajouter les trois paramètres qui
interviennent dans la transformation homographique la plus générale
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de l'espace (X, Y, Z, T) qui échange entre eux les points de r (voir
plus haut). On retrouve donc le total de 27 paramètres non homogènes,
de sorte que toute surface de degré 7 ayant une cubique gauche pour
ligne triple est une surface susceptible de Ici représentation plane étudiée
ici C).

Si l'on considère une sécante double de F i l suffît d'exprimer que
deux points de celte sécante appart iennent à ia surface (2) pour que
la droi te appar t ienne tout ent ière à S; on peut donc choisir ï3 sécantes
doubles et les imposer à S : il reste alors en g'énéral un paramètre
l inéa i re dans l 'équat ion de S et l'on a un un faisceau de surfaces ayant
en commun la cubique T qu i ' compte pour 27, et les ï3 sécantes
doubles; le reste de F'intersection esl, une courbe gauche de degré 9^ si
l'on appelles et S, deux surfaces du faisceau, dans la représentation
plane de S, les points' P^ Pa, .. .5 P.^ seront les points correspondants
aux ï3 droites communes A ^ A ^ , . . . , A i 3 ; la droite Ai, , perce "2^ en
sept points dont il. n'y a qu 'un seul situé hors de r, de sor te-que
l'image u de la courbe U de degré QâdmetP^ , P^,, P^, P^, P^ comme
points simples; d'autre part, on démontre, comme plus haut, que S et
S,, ont quatre points de raccord sur A,, dont deux sont ceux où A^
coupe F, et les deux autres fournissent deux branches de u passant
en P^ ; donc u a avec une quint ique circonscrite aux 28 P exactement
j 3 x ^ 2 4 - 5 4 - 9 po in t s communs : elle est donc de degré 8. On
remarque qu 'une courbe de degré 8 assujettie à posséder ï3 points
doubles donnés et cinq points donnés supplémentaires (simples) est
assu]ettie à 44 conditions linéaires, et par suite, déterminée, si les
points sont quelconques, d'une façon un ique : on le voit comme plus
haut en prenant pour les ï3 points doubles ï3 des i5 points doubles
d 'une septique €7 connue et pour les cinq points simples cinq points
en li^ne droite de C y ; la courbe C y C ^ répond aux conditions et il n'y a
pas d'autre solution C^, car 67 et Cs ont un total de ï3 x 4 -+• 5 ou
57 intersections, de sorte que Cy fait partie de Cg. Donc, si les points Pr-
êtaient quelconques, il y aurait une courbe et une seule répondant à

(i) Comme plus haut, on suppose S non réglée, de sorte qu'elle admet exactement
18 droites, sécantes doubles de r. Si ;S était réglée, elle se décomposerait en un plan et
une surface de degré 6, admettant F pour ligne triple, et par suite nécessairement réglée.

Ann. Êc. A'orw., (3) , XLL — SEPTEMBRE 1924. 00



208 TîEHTRAND GAMBIEK.

la quest ion : or ici les ï8 points P/ ne son t pas quelconques ' et forment
un système surabondant pour .le degré 5. En tout cas si. u est tracée,
on remonte de u à U sur S et le faisceau se t rouve dé t e rminé . Nous
a l lons voir immédia tement que dans certains cas u décrira un système
l i n é a i r e de dimension 2 et nous aurons non pas un faisceau de
surfaces S, mais un système linéaire de d imens ion 3. Ce serait encore
une question intéressante à approfondir.

il. Les 18 points P/ s 'obl iennent , comme nous rayons dit, en
prenant une conique y 2 e^ u n e quint ique C^ se coupant en 10 points
A, B, C; V ^ , ¥2, . . . . , V. : par V , , V^1..., ¥7 on fait passer une autre
quintique Cg coupant G;; en P.,, P^, ..., P^ î on peut faire varier C^ (et
par suite le groupe des P) d'une façon continue jusqu'à ce que Cy passe
par A par exemple, mais non par B et C. Alors le groupe P a dégénéré
d'une façon continue en un groupe de 17 points surabondants pour
le degré 5, P,,,.P^ . . • » Pi 7, situés sur une quartique C/e t une seule,
réunis à un. point P^ arbitraire du plan : c'est une configuration
signalée au paragraphe 8. Dans ce cas la cubique gauche triple de S se
réduit à une droite triple D, ayant pour image G/., et une conique
triple C ayant pour image une quintique (1, passant par P.,, P ^ , . . . y P^
comme points simples et par P,, g comme point double : l 'ensemble de C.,,
et de cette quintique G;; forme bien une courbe de degré 9 ayant les
18 points P/: comme points doubles (1) ; mais on voit ici que les quin-
t iques contenant P ^ , Pa, ..., P^ comme points simples (1.6 condi-
t ions seulement) et P.^ comme point double ne sont assujetties qu'à
19 conditions et forment un faisceau l inéai re ; ce sont les images des
sections planes de S par les plans pivotant autour de A^'s; parmi elles
la quintique C;,, image, non plus d'une sexfcique, mais de la conique
triple C, s'obtient en la faisant passer par les points où la droite o ^ P ^ s

(1 ) €4 et Gg se coupent en trois points A, B, G situés en ligne droite, images du point
G o m m u n à la droite triple D et à la conique triple C; la droite ABC perce G/, en a et
chaque droite issue de a perce C.', en trois points images d'un même poini de D; chaque
droite issue de Pis coupe C;, en trois points images d^un même point de la conique triple C ;
les points a A B, G, Pis sont sur une même droite. Toute droite issue de Pis est l 'image
d'une quartique plane unieursaîe dont le plan contient la droite triple!) et ayan t un point
triple sur la conique triple C.



SYSTÈME LINÉAIRE DE COURBES ALGÉBRIQUES DE D E G R É BONNE. 2^9

perce la quarti.que €4. Ce cas de dégénérescence prouve qu'il n'y a pas
nécessairement une seule courbe plane de degré 9 admettant les
î8 points F coninie points doubles.

12. Il est intéressant de donner des exemples précis de surfaces Ï
de degré 7, ayant une cubique gauche T comme ligne triple ou de

'degré 5, ayant la cubique gauche r comme ligne double.
Nous en trouvons uni exemple dans un intéressant travail de Geiser,

publié au Tome 6'7, 1867, du Journal de Crelle, pages 83-89. Les
surfaces obtenues par Geiser sont des cas très particuliers des surfaces
étudiées ici da.ns leur généralité. Je dontïerai des indications très"
rapides sur les circonstances de dégénérescence qui se présentent
dans les surfaces de Geiser.

Geiser traite le problème suita'rit dans l'espace ordinaire à trois
dimensions : quand on a fixé au hasard, six points a ^ y a ^ , . . .7 Oo, toutes
les qùadriques circonscrites aux a et à un point nouveau, A ont encore
en commun un nouveau point A'; A et A' se correspondent involutive-
ment et birationnellement et Geiser indique lès particulari tés essen-
tielles de cette correspondance : appelons F la cubique gauche, un ique ,
circonscrite à a.i, d^y • • • ? ^î si A vient en a^ A' est indéterminé sur le
cône du second ordre de sommet a, et directrice F; si A est placé en
un point arbitraire de F, A.1 est indéterminée sur F; si A est placé sur
la droite a,a^ A' est indéterminé sur la droite a^cij.

Si A décru un plan R, A' décrit une surface S de degré 7, admettant T
comme ligne triple, contenant les i5 droites a/a^ et les trois droites
joignant deux à deux les points où R coupe r.

La surface ^ a ins i obtenue par Geiser rentre donc dans celles que
nous venons d 'étudier, mais constitue un cas de dégénérescence,
puisque, dans le cas général, les 18 droites sont des sécantes doubles
de F n'ayant aucun point commun.

.l'ai rappelé sans démonstration les résultats de Geiser; j ' indique
toutefois une propriété importante qui a échappé à Geiser : les droites
AA' ne dépendent que de trois paramètres au maximum, puisque la
connaissance de A détermine iV ; en réalité ces droites ..ne dépendent
qae de deux paramètres, et forment la'congruence des sécantes doubles
de, F; chacune de ces sécantes doubles porte une infinité simple de,,
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couples AA" formant une involution, dont un couple particulier est
formé par les points où AA' rencontre T. En effet donnons-nous A,
d'où l'on déduit A'; les quadriques assujetties à. contenir A { e t p a r
suite A') et un point B de la droite AA', autre que A et, A', sont assu-
jetties à huit conditions linéaires distinctes et fo rmentdonc un faisceau
linéaire : or toutes cont iennent la droite AA'B, de sorte que le complé-
ment de la courbe commune aux quadriqiies de ce faisceau est une
cubique gauche rencontrant AA' en deux points ; cette cubique gauche
passe par a^ a^ ..., a^ c'est donc F et tout est démontré. On peut
remarquer que si a^ a^ ..., aç varient, isolément ou simultanément,

'sur F, la congruence des droites AA' reste la même, mais sur chacune
des droites l 'involution entre A et A' varie, les points communs à r et
AA' restant toutefois un couple invariable de Finvolution.

Appelons a, p, y les points où le plan R coupe T et numérotons les
droites A^ A^, ..., A^ ainsi : a f joint à ^2,^3, a,., a ^ y Oy donne A^A:^,
A^ A y ; a^ joint 03, a,,, a^, aç, donne Ay , A^, Ag, Ao ; de même a^ donne
A ^ o , A,^ A^, puis a^ donne A^.^ A, . , et enfin a;, donne A^,. Appelons
A ^ g , A^, A^ les droites (3-y, ya, a{3. Chaque point a^ est un point
quadruple de S (propriété non signalée par Geiser), a pour image dans
le plan H une droite (a;). Les six droites (^) sont, tangentes à une
même conique C^ qui est la conique C.j du cas général, enveloppe des
droites contenant les trois images de chaque point de F. Marquons
donc six droites (^), (â^), • . . ? (<^) tangentes à une même conique C^;
leurs i5 points communs sont P^, P^, ..., P^ : Pi, imagedeAi oua^>,
est l'intersection de'(<^) et (a^), de sorte que le lecteur fera aisément
la figure ; j 'inscris en regard de chaque droite les points qu'elle porte :
(a,)

(a,)

(^3)
(a,)

(^)

(^).

P, P, PB •P4 P.

P, P, P, PS PO
^ ^

1 a 1 fi 1 io ,1 il 1 1.2

î> 1> 1"» '' '!> ' j>1 3 1:7 1 io 1 13 i 14

P P P P P.1, 4 ' .8 1 il Ï 1.3 *• 1 5
p p

S s 1 : 9 1; i2 1 1 4 » lo

Enfin P.KÎ image de [Sy, P^ de ya,?^ de ap forment un triangle
circonscrit à Ça, mais à part cela, quelconque.

La courbe de degré 9 admettant P^ P^ ..., P^ pour points doubles
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se réduit aux six droites (a/) plus les trois côtés^du triangle P^ .P . i ïP i s ;
chaque /d ro i t e (<^-) est l'image du seul point a, de S; chaque droite
P Î T ' P I S ? P I - S - P I C . » Pu.Pi7 est l'image de la cubique triple T : la décom-
position, en trois •morceaux analytiquemenfc distincts, de cette image
tient à cette propriété non signalée par Geiser que la développable
circonscrite à S le long de "F se décompose en trois morceaux distincts,
à savoir les cônes, du second degré, admettant pour directrice F et
pour sommets respectivement a, p, y. Chaque tangente à C_> perce les
trois C(jiés du triangle P i o P ^ P i s eu trois points images d'un même
point de F.

Si le point A décrit une droite D ( f ) (intersection de deux plans
R, 1^), le point A' décrit une courbe U de degré 7 admettant les six
points a^ comme points doubles, les plans du faisceau R +" ^R? = o ont
pour homologues les surfaces du faisceau S 4- Xa2^ == o, où a est une
constante numér ique donnée. La courbe U commune à S et S, dépend,
sur S, de deux paramètres, car on peut faire varier E^ en l'obligeant à
passer par un point fixe; l'image ^ de U, dans la représentation plane
de S, est une conique quelconque circonscrite à l \ ( J \7Pi8 [la théorie
générale a donné une courbe de degré 8 ayant P^ P.,, ..., P^ pour
points doubles, 1\(;, P^ et P^ pour points simples; il n\ a qu'à ajou-
ter à la conique les six droites (<^:)|. Si la droite D rencontrer en a,
les deux surfaces S et S< offrent une particularité complémentaire
d'avoir un cône commun (sur trois) circonscrit le long de F, le sommet
étant en a, de sorte que la courbe véritable U se réduit au degré 4 :
en fa i san t la représentation de S, on a vu que ya a pour image P^, et
a[3, P^; Fimage de U dégénère donc en la droite P^P,» et une droite
issue de P^ Si D rencontre F en a et fJ, on a vu que la droite D est à
elle-même son associée, elle a pour image uniquement P,s.

Les surfaces S étudiées précédemment dépendaient, une fois F fixée,
de 27 paramètres; la transformation honxographique de l'espace^ qui
remplace F par une cubique différente, permet d'ajouter 12 paramètres,
d'où total de 3q. Ici la surface de Geiser dépend de a,, a^ ..., a, et R, et

( i ) On peut prendre pour R le plan (D, aç), pour Ri le plan (D, aïs) de sorte que la
courbe U se trouve intersection de deux surfaces plus simples, de degré 5, qui sont
étudiées au paragraphe suivant,
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change effect ivement si ces éléments changent séparément ou simul-
tanément : elle dépend donc de 21 paramètres effectivement indé-
pendants, aa lieu de 3c). Si l'on retranche les 12 paramètres de la
transformation homographique citée, il ne reste que 9 paramètres,
déterminant , à une transformation homograp/uque plane près, la repré-
sentation plane : c'est conforme aux résultats établis, puisque la
représentation plane est d é f i n i e par une conique C_> et neuf tangentes
de Ça; la transformation homographique plane permet de se donner
a priori la conique Cs. Ce décompte prouve que les six droites (<^)
ayant été données, tangentes à une même conique, nous pouvons
prendre pour t \<,P^P. ,^ un triangle quelconque circônécrit à C^. Mais
alors P| ... P ^ P K . admettent co1 couples associés : ces couples s'ob-
t i ennen t en coupant les tangentes à Ça issues de P^, par une tangente
variable à Ça.

13. Si dans la correspondance involutive birationuelle de Gôiscr,
nous supposons que le plan R contienne a<;, la surface S, une fois
enlevé le cône de sommet Oy et directrice Ty se réduit au degré 5, avec F
comme ligne double : c'est Fune des surfaces étudiées au début du
Chapitre, mais dégénérée. Le plan R coupé T en a^ et en deux nouveaux
points a, ?; l e s ' i î droites c[e S sont (es 10 droi tes joignant deux à
deux les p'oints a,,, a^ a^ a,, a,, plus la droite a?.

Le long- de T la développable circonscrite à I; se compose des deux
cônes de directrice T et sommet a ou p.

Remarquons que si a^a^ a.^ a,, a^ a, ^ restent fixes sur la. cubique
gauche T et si a,, varie sur T, on a, en apparence, co\ surfaces S : mais
ces surfaces, en réalité, se réduisent à uhe seule., car eri coupait deux
d'entre elles par un plan quelconque," on a deux sections, piaraes de
degré 5,. avant en commun n points'simples provenant des 11 droites
communes à S'et 1;̂  puis 3 points doubles commune avec mêmes
tangentes en chacun d'euxy ce qui fait tm nombre de points communs
comptant pour i r ,4- 3 x Gasoil 29, total èupérieuf à 25 : £ et 2^
coïncident . Autrement dit la surface S étant donnée, a,, a^ a^ a,, a^
a, p en résultent aussitôt, et d ' u n e façon un ique ; on peut ensuite
prendre pour plan R, associé à S, un plan quelconque pivotant autour
de^y . ' , • ! .. . , ' ,
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La représentation plane de S offre l.es particularités suivantes;
comme plus haut , je numérote A^ -X^, A;^ A.,, les droites joignant, ,̂ à
a^y ^3, a-,, a;;; puis A^, A(;, A^ celles jo ignant a^ à a;^ a,.y a,, ; A^, A;»
celles qui joignent a.^ à a,,,, a, et A ï o la droite a^a^ ; A^ est la droite ap.
Les 10 points P,, P ^ , . . . , P ^ s'obtiennent en prenant les points
communs à 5 droites (^i) , ..., (^,) suivant la disposition

(^ i )
(^)
(^)
«)
(^)

Pi \\ P:, P.
Î ' I P5 i\ I'-

j ) 1 > ^ j ) > |î'

Chacune des droites (a/-) est l'image de l 'unique point a, de S et ce
point a^ est triple sur S; la conique Ça déjà signalée est la conique
tangente aux cinq droites (a/-); le point P^ est quelconque dans le
plan et l 'une ou l'autre des tangentes issues de P, , à C^ est l'image de
la cubique gauche F; la septique €7 déjà signalée se compose des cinq
droites (<^-) complétées par les deux tangentes issues de P , i à C^.

Si l'on considère deux plans R, R , passant par ^;, i ls donnent deux
surfaces S, 2,, dont l ' in te rsec t ion , une fois r et A ^ , ..., A , o enlevées,
est une cubique gauche 11 correspondant précisément à la droite
intersect ion de R et B^ droite sécante simple de F issue de a<; ; cette
cubique a pour image dans la représentat ion de S une droite arbitraire
issue de ' P ^ r

!^ote rectificative. — Au Chapitre I . , paragraphe ^ pages iSi-i.^, j 'ai
coimnis une erreur que le lecteur a dû remarquer :

Si la courbe générale du faisceau
( l ) ^C/n'-+-^C //// ==Ô

se décompose en p courbes distinctes et si l'on suppose que C/« et Cw n'ont
pas de parties communes., on a nécessairement

(^/(y^), C;.==9(7,/) ,
où /e t 9 sont deux polynômes homogènes de degré/? en y et •/ et où y et f
désignent deux polynômes arbi t ra i res de degré m en ;r et r. Les racines
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('-(.i. ,u.i, .... ,̂ de l'équation mumérique en X

/( i . \ ' )+.uy( i ,X)==o

sont fonctions du paramètre ,u- et la courbe générale du faisceau ( i ) a pour
équation

(y-^i/Xy-^-/), ... ('/-^,/)=o.
La solution du paragraphe cité est donc trop particulière .-.j'avais réduit

en effet/à yp et © à //', mais la seule conclusion, qui était nécessaire pour
achever, subsiste : à savoir que les points de base du faisceau (i) se réduisent

//n\2
aux \~p) polnts communs à 7 et •/, chacun d'eux comptant pour/A


