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SUR LES
PAH M. E.-W^CHITTENDEN

( Extrai t d'une let t re à M. Fréchet, avr i l 19'^)

« . . . . . A la page 34'2 du volume 38 des Ann. Éc. Norm. Sup.y vous
voiis demandez s^il existe <1 es classes (CD) non complètes. L'analyse
suivante établ i t une propriété des classes ((0) complètes qui permet
de former faci lement des exemples de classes (cô) non complètes.

THÉORÈME. — Sou G un ensemble dense en lui-même d^élémenU d'une
classe (co) complète. Tout voisinage d'1 éléments de (Œ)), d'un élément P.
de G contient un ensemble ayant la puissance du continu.

Soit P 'un élément quelconque de G; P n'étant pas isolé, il existe
dans tout voisinage V de P() un élément P< de G intér ieur à ce voisinage ;
soit OQ =(P((, P ^ ) la « distance » de Pô et Pi. Il existe'des voisinages
YO de P(), Y, de P^ dont les rayons égaux à a /sont in fé r ieurs à ^a^y
voisinages qui sont contenus dans V et sans élément commun. Pour
les mêmes raisons, le voisinage V, ( î==o ou i) contient des éléments
de G, distincts, P^=P^ et P^qui, à leur tour, définissent des voisi-
nages V^y de rayon a^<^-a^<^ja^. En cont inuant ainsi , nousobtenons

t' ' , 2 4 ,

ail A1^ stade un ensemble de ^ voisinages . • , . < , .
V/,/ , . , . / , (4=o ou i)

des éléments P/,,^..^ voisinages, dont les rayons sont ^/^"^^o-
Par construction ces 2^ voisinages n'ont aucun élément commun.
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De plus, si P est u.n élément
p. .1 /i,/.;, ...,^, n.T.i , . . , /A-4-^?

alors P appar t ient à V/^ .. ̂  et

(P,P/ . , . . . , / , )<^^.

Soit rçaintenant o, i , , i^ . . . , ̂  ' - • 1^ représentation dans le sys-
tème binaire d^un nombres de l ' intervalle o, i ; faisons correspondre
à oc la sui te d 'éléments de G

Q.. Q., .., Q/- ...
on

- „ IQ/.•== ^-1/2...^..

Cette suite sa t i s fa i t à la c o n d i t i o n de Cauchy, puisque

(Q/., Q.4-./) < ^:^:);

la classe (co) é tant complète cette suite est convergente vers un élément
de (lO) qifon pourra appe le r I\.

Si deux telles suites correspondent à deux nombres x différents,
ces suites sont à partir d'un certain rang respectivement situées dans
deux voisinages d is jo in ts et par suite les éléments l imites P .̂ corres-
pondants sont dis t incts . Donc l 'ensemble des P^ qui est contenu dans V
a la puissance du cont inu.

Soit R la classe constituée par les nombres rat ionnels compris dans
rintervalle (o, i) et où les éléments d'accumulation d'un ensemble
sont les éléments x de R dont la distance \x — x ' au sens ordinaire S
un élément x^ de l 'ensemble H pour limite inférieure zéro. La classe
(B)fournit un exemple d^une classe ((0) non complète. Autrement
dit dans cette classe (Œ)), il est impossible en vertu du théorème pré-
cédent de choisir une déf in i t ion de ta distance ne changeant pas la
.défini t ion des éléments d 'accumulation dans cette classe et pour
laquelle la condit ion bien connue de Cauchy ne suffirait pas à assurer
la convergence. »


