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SUBSTITUTIONS ANALYTIQUES

EQUATIONS FONCTIONNELLES A DEUX VARIABLES

Par M. P. FATOU.

) PREMIERE PARTIE.
LITERATION AU VOISINAGE D'UN POINT DOUBLE ORDINAIRE OU SINGULIER,

L'itération au voisinage d’'un point double atiractif (o <|s|<|s'|< 1.
— L’étude de Ditération des substitutions analytiques au voisinage
~ d’un point double et des équations fonctionnelles correspondantes

dans le cas de deux ou d’un plus grand nombre de variables a fait

Pobjet de travaux de plusicurs géométres et non des moindres; je

citerai les noms de Poincaré, Picard, Leau, Levi-Civita, Hadamard et

Latts. Pour aborder les probléemes dont il s’agit plusieurs méthodes

ont été proposées; celle qui repose sur 'emploi des séries entitres

et des majorantes; la méthode des approximations successives de
M. Picard qui apporte des simplifications & la précédente sans cepen-
dant éviter 'emploi de ces séries; enfin une méthode que j'appellera
directe et qui, la premiére en date, me semble aussi la plus féconde.
Elle consiste 4 former des expressions dépendant d’une maniére simple
des fonctions itérées et dont les limites fournissent les solutions des
équations que I'on a en vae. Dans le choix de ces expressions on pourra
étre guidé par des méthodes heuristiques sur lesquelles je reviendrai
quelque jour; P'une d’elles consiste & chercher I'expression asympto-
tique des fonctions itérées, en regardant ces dernieres comme des
solutions d’équations aux diflérences finies parrapport a entier n, et
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que Pon intégrera d’une maniére approchée en leur substituant les
équations différentielles obtenues en remplacant les différences finies
par leurs développements en séries de Taylor limités & deux ou trois
termes. Si 'on a poussé approximation assez loin on pourra obtenir
une fonction de I'entier n et des fonctions itérées de rang n qui tende
vers une limite finic et différente de zéro ou d’une constante. Celte
limite sera alors une fonction des variables données qui, d’apres son
mode de formation, yérifiera une équation fonctionnelle facile & mettre
en évidence; la solution étant obtenue par ce moyen heuristique il sera
généralement facile de démontrer qu’elle existe effectivement.

Quoi qu'il en soitde ces moyens de découverte qu’un géomeétre habile
saura toujours imaginer, c’est la méthode directe qu’a employée
M. Keenigs pour résoudre ’équation de Schroder dans le cas d’une seule
~variable et d'un point deuble ordinaire. Lattés a montré qu’on pouvait

Fappliquer aussi dans le cas de deux variables, quand les multiplica-
teurs n’ont pas de valeurs singuliéres. Mais elle continue & s’appliquer
dans le cas ou, les multiplicateurs prenant ces valeurs singuliéres, les
fonctions & obtenir ont nécessairement au point double un point sin-
gulier essentiel, ou un point critique transcendant ct ne sont pas
susceptibles d'un mode de représentation connu d’avance el aisé a
manier. Ce sont ces cas dont nous nous occuperons principalement au
cours de cette étude; nous aurons toutefois 4 ajouter quelques
remarques ou compléments aux théorémes d’existence concernant les
points doubles ordinaires, en renvoyant pour une étude d’ensemble
aux mémoires des auteurs déja cités. _

Me bornant aux cas de deux variables comme je le ferai en général
dans ce mémoire, jesuppose que par 'emploi d’une substitution linéaire
‘auxiliaire, la substitution donnée ait été ramenée a la forme

xy==s 2+ 9(x, ¥),

(1. )
yi=sy+9(z, ¥),

les fonctions ¢ et réguliéres a l'origine étant nulles en ce point ainsi
que leurs dérivées premieres; ceci est possible si les racines s ef s’ de
I'équation déterminante sont distinctes. Je suppose en outre que

o< |8 |Z]s]| <.
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Dans ces conditions, on démontre facilement, et c¢’est ce qu'a fait
Lattées dans une note parue au Bulletin.de la Societé mathématique ('),
que la méthode de M. Koenigs permet encore de résoudre I'équation
fonctionnelle de Schrioder relative au multiplicateur s, cette solution
étant la limite pour » infini de I'expression

.lr'll

n’
A

en désignant par (v, y,) le " conséguent du point analytique
(x, y); cette fonction u (x, y) qui possede & 'origine un développe-
ment de la forme

u(r,y)y=x-+...-
vérilie I'¢quation
(2) u(xy, yy) =su(z, y)-.

On retrouvera aisément la démonstration en faisantvoir d’abord que
sia ety restent dans un domaine défini par

lz]Ze,  [)]Zp,

il en sera de méme des points conséquents, et qu'on aura dans ces

conditions
Leal gt AL e [ <<t A,

g étant un nombre positif, supérieur d’aussi peu qu’onle veuta |s| et
par suite < 1. On déduira de Ia la convergence de la série

— e "'Z'/Hvl . “xl Zn
v=ux + (s“"“ ~—.z> -+ (-}- — .5‘_"-) -+

On aura de méme

Yn

lim P v, V)= Y,
(3) o (g, i) =s"0(e, y),

mails seulement dans le cas ol .

[s2<C|s'],

(V) Sur les formes réduites des transformations ponctuelles dans le domaine d’un point
double (B. S. M. F.. t. XXXIX, 1911). )
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I'égalité étant exclue. Tout ceci s'applique d’ailleurs a un nombre
quelconque de variables et permet de démontrer l'existence d’une
solution de I'équation fonctionnelle de Schrider correspondantau plus
grand (en module) des multiplicateurs, quand ceux-ci sont tous
compris entre o et 1. ‘

Revenant au cas de deux variables, on raméne 'hypothése

ls' | <[sl

a la précédente en transformant la substitution donnée (1) par une
substitution birationnelle auxiliaire

Gl5are)

destinée a faire disparaitre un certain nombre de termes en a seule-
ment, de la série entiere ¢ (i, y) de sorte que ¢ (x, y) contienne en
facteur o™, m étant un entier quelconque. On constate que cela est
toujours possible, en prenant pour P () un polynome de la forme

a4 Nt
pourvu qu’il n’existe entre s et s” aucune relation dela forme
‘ s z=sr (pzn).

On assure ainsi la convergence de la série

e, =y (B )b (= 28) e

qui représente la deuxieme solution holomorphe de lcquatxon de
bchroder :
o(@, y1)=s'v(2, y).

Avec les anciennes variables, on aurait donce

¢(@, ¥y)=1im ——-———?,Eﬁ-"—)-

On constate d"ailleurs que 572 ne peut pas, dans le cas de || < |s?,

converger dans un domaine entourant 'origine, en considérant les
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premiers termes du développement de =, et v, dont I’expression nous
sera souvent utile :

[ P — shin__gn
z, =s"x —i-as"*‘ )J P+ b 5,2_1%_____*) xY -+ g‘_—”) Vit
, — §st—s
(4) ¢
20 ___ ¢ . , st — S’n—l s’”—l
) r“:s”‘h)'—}-(z’<—T—7~>a‘~+b’s"“( );m'—i—c’ ,( )'y?—l»....
v si— —1 s'—1 v
d’ou

7 2
a 8= n
e — o (D) =1 et
st N §F—3s s

~- , s . o e e .
Si donc @’ =~ oet ];,’ > 1, le coefficient de z* tend vers l'infini, ce qui

exclut la possibilité de convergence uniforme.
I est intéressant, dans certaines applications, de considérer le
déterminant fonctionnel J des fonctions u et ¢. Dans le cas ot w et ¢

g'n

sont respectivement les limites de -—' et I—’i, on a ¢videmment

. b D, 0w)
J(x, y)=lm poyon lm

Je dis que cette formule subsiste dans tous les cas. En effet, si nous
effectuons le changement de variables employé plus haut,

=y + P(a),

d’ou
Sp=Y¥n—+ P( X'y ) 5

nous avons, en exprimant x et ¢ en fonction de x et de s,

: D(u7 (’) — N ! D('rru ~'n)
D(z, 3) fim st D(x, )

d’ou
D(u,¢) D(u,v) D(=, 3) — lim D(x,, 5,)
D(x,y)  D(x, z) D(x,y) sts’t D (e, y)
v D(@,, z2) D(ry. yn)
5757 D(@n, va) Dz, v)

= lim

Mais on a évidemment
' D(zn, 5,)
e - T x’

D(xnsyn) .
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done

-(3) D(u, v) 1 D(x,, rn)

D(x,y) lim ses’m D(x,y)

D(%}’i)
" D(x, y)
a ss’, on déduit de ce qui précede

Dy, o) |
D(x,y)

Si, en particulier aune valeur constante, égale nécessairement

En restant dans le cas général on vérifie immédiatement que la fonc-
tionJ (2, y) posséde la propricté fonctionnelle exprimée par I'égalité

D(z, o
(6) Wan 1) G = a3, ).
Solution générale de léquation de Schrider. — Proposons-nous

maintenant de trouver toutes les fonctions holomorphes ou méro-
morphes & origine qui sont multipliées par unfacteur constant quand
on effectue surx ety la substitution donnée. Pour faire cette recherche
on peut évidemment prendre pour variables les fonctions u et ¢ elles-
mémes, car toute fonction réguliére & l'origine en x et y devient une
fonction réguliére en u et ¢, et réciproquement; de méme pour les
fonctions méromorpheés. Si F («, ¢) est réguliére, I'identité

(7) F(su, s'0)=KF(u, v)

se discute aisément par identification des coefficients, Dans tous les
cas F (u, ¢) ne peut étre qu’un polynome :

A uspb.

K ayant pour valeur s* s'%, ce polynome se réduira 2 un monome s’il
n’existe entre s et s’ aucune relation de la forme

(8) i - sP=s'1

(p et ¢ entiers). Dans le cas contraire, si p et ¢ sont les deux plus
petits entiers positifs qui donnent lieu & cette relation, on pourra

associer au terme \
AO y%e (wxgn’
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des termes tels que A w* ¢®, en prenant

%= otg-i- dp ) ~
8=8,—1q (pz—+ g8 =-consl.),

ou A désigne un entier tel que x et § soient positifs ou nuls. Si par
exemple s =s’, on peut prendre pour F (#, ¢) tous les polvnomes homo-
génes, si s = — s’ les polynomes homogénes de degré pair; si s* = s
un polynome contenant un terme en «* ¢* pourra contenir aussi des
termes en w® ¢%, u? ¢% et ¢!,

Supposons maintenant que F(u, ¢) ait une discontinuiteé. polaire i
'origine. Il y aura un nombre fini de lignes de discontinuité de cette
espéce passant en O et représentables par des équations de la forme
» =19 (u), ayanten O un point critique algébrique, si ce n’est un point
ordinaire (*). D’autre part I'équation fonctionnelle (7) montre que T,
méromorphe autour de I'origine, est uniforme et méromorphe en tout
point & distance finie; 'ensemble de ses lignes de poles est invariant
par la substitution u, = su, ¢, =s'u; ces lignes passent & 'origine et
ne sont autres que les courbes ¢ = ¢ (u) considérées a U'instant. On
sait trouver toutes les courbes invariantes par une substitution de la
forme précédente [voir Larris, Sur les équations fonctionnelles qui
definissent une courbe ou une surface invariante par une transformation,
Thése (dnnali di Matermatica, 1906, p. 29)|. Leur équation générale
est de la forme

log s’
= u'%s oy (logu),
gs

, . . Ve iy . . .. lo
w désignant une fonction périodique arbitraire, de période i

Te

- Si

ll%—-i‘i est incommensurable, une telle courbe ne peut avoir a Iorigine
_qu’un point critique transcendant, en mettant a part les deux lignes
u=o0, v=o0, quisont évidemment invariantes et régulié¢res en O. Or,
les courbes ¢ = o (u) étant invariantes, soit par la substitution donnée,
soit par une de ses puissances, ne peuvent étre, d’aprés ce qui pré-
céde, que 'une des lignes u = o, v = 0, dans le cas ot il n’existe entre

(1) Voir par exemple dans le Tome 2 du Traité d’4nalyse de M. Picard le Chapitre
relatif aux fonctions analytiques de plusieurs variables.

Ann. Ee. Norm., (3), XLI. — Mags 1924. 10
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s et 5" aucune relation de la forme (8). En multipliant F(«, ¢) par
w* of, o et B étant des entiers convenables, on obtient alors une fonc-
“tion entiére qui vérifie une équation fonctionnelle de méme forme
que (7), K étant remplacé par Ks* s'%, D'aprés le premier cas examing,
cette fonction se réduit 4 un monome en u et ¢; il en sera de méme
pour F (u, ¢) dont’'expression générale est alors A ™ ¢", m et n entiers
positifs ou négatifs; le multiplicateur s”s'” sera toujours dillérent
de 1.
bl au contraire il existe une relation telle que (8) entres et s, ily
alement des lignes invariantes ayanl & Iorigine un pomt critique
algebrlque, toutes ces lignes ont des équations de la forme

pt— A 1B < ])>
BTy

« et (B entiers positifs. Donc en multipliant F (¢, ¢) par un nombre
fini de monomes de la forme B¢*— Auf, on obtiendra une fonction
entiére satisfaisant encore a une relation de la forme (7 ), ¢’est-a-dire un
polynome d’aprés ce qui précede. F (u, ¢) est donc une fraction ration-
nelle. Il 'y en a évidemmont pour lesquelles le multiplicateur K est

égal a I'unité, par exemple

Ainst done, st les deux fonclzons wet ¢ existent — ce (/uz a toujours lieu
quand le ra])porl 11—0%2—, n’est pas un entier — la condition Wnécessazr(e el
suffisante pour qu’il existe une fonction meromorphe dans le domaine
de Forigine et invariante par la subs‘lztutzon( 1) est que ce mpport soil
commensurable.

~ Casous=s. —Nous avons laissé de coté dans ce qui précéde le cas
ot I'équation déterminante ayant ses racines égales, la substitution
dennée ne peut pas, par un changement hneanre de variables, étre
ramenée & la forme (1); on peut alors la ramener 2 la forme suivante :

wy=sx+hy+ o(z, y),

) Jr=sy - A+ d(z, y),

’

f pouvant étre rendu aussi petit que 'on veut. On peul supposer par
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~1
P

exemple
1— s

lh]<

ety élant toujours majorées par 'expression A (|2 -+ [v)*, on ohtlent
comme précédemment

L [+ lyal <gt(fae [,
g ayant la valeur
[sl-=[Al+Ap
(st I'on suppose|x|+|y|Zp) et pouvant étre supposé <. On en
déduit facilement la convergence de la série
¥+ (—Z—‘ - v) e (L T ) H ey

. S” S" -1

/

dont la somme représente une fonclmn ¢ (x,y), réguliere a l'origine

et de la forme ; .
(Y,

qui vérilie encore I’équation fonctionnelle
(&, 1) =s e, y).
En se servant des inégalités qui servent a majorer les fonctions
et 7, on démontrera facilement que 'expression

Zp 7 n
U —.S‘ nh n+1

tend vers une fonction réguliére; il sufﬁt pour cela de démontrer la
convergence absolue et uniforme de la série

ce qui ne présente aucune difficulté. Cette fonction limite « (x, y)
posséde un développement de la forme

()t (O ey ..,
et vérifie I"équation fonctionnelle, obtenue également par Lattés,

(10) (e, 3) =sula, y) + ho(z, ).
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L’analogie est compléte avec le cas général, puisque dans les deux
cas, les deux fonctions u et ¢, lorsqu’on effectue sur x et y la trans-
formation donnée, subissent la méme transformation réduite a ses
termes du premier degré. Remarquons que la fonction -lf, méro-
morphe & Iorigine, s’augmente d’une constante quand on effectue sur
xetyla substltutlon donnée : :

w(awy, yy) - ule, )) n

: ol 1) e(x,y) s

[l n’y a pas ici de fonction jinvariante et uniforme sans singularités
essentielles.

Casde s’ == s*. — Ce cas a été étudié également par Lattes dans son
article déja cité du Bulletin de la Sociéteé mathématique, et d’'une ma-
niére entiérement correcte, bien qu’il ait indiqué postérieurement
des résultats inexacts & ce sujet (*).

Nous allons retrouver son résultat en employant une méthode un
peu différente, qui utilise une (ransformation auxiliaire, non biuni-
forme, souvent utile dans ce genre de questions [cf. P. I*A'rou, Sur les
equcmons fonctionnelles (B. S. M. F., 1919, 1°* mémoire, § 11)],

Nous savons qu’il existe une solution de I'équation fonctionnelle
Schrider relatives au plus grand multiplicateur s (¢ =s?). On sim-
plitie un peu I'exposition en prenant cette fonction comme variable

“destinée & remplacer x, et que nous continuons a appeler z pour ne
pas avoir trop de notations. La substitution donnée est alors

g&;‘:s.z;

) | yi=as'y + Ui, )

s'=sr, p>1).
R '

Nous avons déja vu que 'on peut, en transiormantcette substitution
par Ia substltutlon auxiliaire

<;|y+lb’(:r)>

(1) C. R. dcad. Sc, L. 166, 1918, p. 151. Les deux fonctions vérifiant les équations (27
ci-aprés, cessent en général d'exister pour s’ = s», contrairement & l'affirmation con-
tenue dans cette Note.
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faire disparaitre dans y (x, o) tous les termes de degré < p, mais non
pas le terme en 2?. Nous supposerons que cela a été hut.
En posant alors

(1) { wr= X,
(= ( al =Xy,
on déduit de (11)

(=sX,

3 { X
(i,o) 2) =s'y+aX + y(x, ¥),

« pouvant etre remplacé par un nombre aussi pclit que l'on veut grace

a un changement de variable de la forme Qy | 7), )
VAt
Nous supposerons done

(14) ‘ la|<|s'| T —]¥],

«ce qui est possible puisque le second membre est > o0, 4 cause de
[s'| < 1. Quant ay (x, y),.il ne renferme que des termes en 7' au
1

moins, pour y = 0. Comme & = X" ('), ona

p+1 1

(15) fﬂM>H<C|\“‘H\”HI*UPL

pour|Xjet [y <g. D’aprés (13) et (15) on aura, en mettant y en fac-
teur dans les termes qui le contiennent dans I’expression de y,,

<y s [+l +1X[[|a]+n]
ou a fortiort -
il <ly L +=INIIL s [+ el +a],
7 étant aussi petit que 'on veut pour suffisamment g petil. Comme
s'| + |la| < 1 d’aprés (16), on peut donc faire en sorte que
| g=[s' |+ al+]n] <1
On aura alors

(x6) lyal <g"A.

(1) Nous désignons par A, B, C, ... des conslantes posilives qui n'ont pas besoin d’étre
connues avec précision. La méme lettre pourra désigner quelquefons deux constantes
différentes.



-8 . FATOU.

/

Démontrons maintenant que
(17) WpT= S o N= S
tend vers unc fonction réguliére en O, c¢’est-d-dire d’apres identité

1
Wpap=— W = s Z('»l'zza rn)
que la série

. 1
-‘-;nr:l [7(Zny ¥u) |

converge uniformément. Or, d'aprés (15), le terme général de cette
série est inférieur &

(* P+l 1
A

“‘7{7 [.I Xol 7+ X, |F Sal1yal? ]

En tenant compte de (15) et de la valear s X de X, on voit que
cette expression est inférieure & la somme “des termes de (rois pro- -
gressions géométriques ayant pour raison respectivement

1 1
s, gls 1T s

Le premier nombre est < 1, le second le sera si 'on suppose

‘ p=t

g<Is|r,
ce qui est possible d’aprés (14) én prenant, done o assez petil. Le
troisieme également si q<[$"!%, in¢galité vérifiée d’elle-méme si la
précédente I'est puisque pZ 2.

Dans ces conditions I'expression (17) tend vers w (2, y) holomorphe
non point en X, y [cary («, y) renferme en général des termes en x
dont 'exposant n’est pas multiple de p |, mais en «, y. L’analyse que
nous venons de faire est trés voisine dela précédente concernant le cas
de s = &, avec une complicatioi‘; résultant de cette remarque que X, et
y ne sont pas holomorphes en X et y.

La fonction w (z, y), comme on le vérific aisément en partant de sa
définition, vérifie 1’équation fonctionnelle

w(zy, y1)—sw(x, y)=axr,
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Revenons aux variables initiales, nous obtenons en délinitive, dans le
cas de s =7 (p > 2), deux fonctions cégulicres qui, la substitution
donnée étant de la forme (1), ont pour expressions :

(e, y)=x+( )x*+( )xy—+...,
ola, )=y +( )+ )ay-+...

et vérifient le systéme d’équations fonctionnelles :

u (.2:-l, Yi)=su (2, ),

(18) :
| ¢l ) =ste(@, ) alue, ) (sr=s).

Le systéme des fonctions u et ¢ lorsqu’on effectue sur x et y la substitu-
tion donnée subit une transformation birationnelle et entiére, mais non
bilinéaire comme dans le cas géneral.

On peut démontrer que toute solution de I'équation

Ty, y))=KF(r, ),

ou K désigne une constante, se confond avec « (x, y) ou une de ses
puissances, si on la suppose holomorphe ou méromorphe & 'origine.
En prenant u et ¢ comme variables indépendantes on est conduit a
chercher les solutions méromorphes de I'équation

(19) F(su, sPe +aur)=KF(u ¢).

C’est la une discussion tout a fait analogue & celle que nous avons
faite pour traiter le méme probléme dans le cas de s" =557, Com-
mencons par éludier I'itération de la substitution

;= su,

=z sPe 4+ aul.

On trouve par récurrence les formules

S’ up=s"u,
l (g = S"P ¢ = nasin=—-NP p,

(20)

Comme |s| < 1, u, et ¢, tendent uniformément vers zéro dans tout
domaine borné des u, ¢. On ainversement pour définir les antécédents
@
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d’un point les formules

U_p==us™",
O_p== p§"P — pas—(r+NP R,

En écrivant la seconde ainsi

(=80 — nasPutr),

il est visible que ¢_, tend vers I'infini avec n sauf si ¢ et « sont nuls &
la fois; de méme u_, tend vers Pinfini sauf pour « = o. Er particulier
les antécédents d’'un petit domaine entourant I'origine et défini par

exemple par
lal+1elzp

sont, comme nous le savons, des domaines emboités les uns dans les
autres, et qui finissent par comprendre un point analytique («, ¢) quel-
conque a distance finie. On déduit de la qu'une fonction holomorphe
(ou méromorphe) a I'origine et vérifiant I’équation (19) conserve le
méme caractére en tout point a distance finie. Remarquons enfin que

Hm 22 = lim str-0n " 4 pastn=tp=p yp-t = o,
n=-+=Un n=+4 u
saul pour « == o. Toutes les courbes invariantes, sauf 'axe des ¢, sont
donc tangentes 4 I'axe des u, si ellesontune tangente. Si ¢ = f () est
I’équation d’une de ces courbes, on a

(21) C (s, w) - :9/'./(11)::rrzzl’,

équation fonctionnelle qui n’a pas de solution réguliére pour u — o.
On trouvera aisément la solution générale de cette équation en déri-
vant p fois. Mais il est inutile de nous y attarder. Il nous suffit de
remarquer qu’elle n’a pas non plus de solution algébroide a I'origine,
comme on le voit en remplacant () par un développement de la

forme
hut+ kub+. ..,

otta, f, ... sont des nombres réels positifs. Il s’ensuit que les lignes de
discontinuité polaire que peut avoir la fonction F (u, ¢) coincident
nécessairement avec la droite u = o. Par suite, en multipliant F par
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une puissance entiére de «, on est ramené h une fonction holomorphe
vérifiant une équation de méme forme. Il ne doit pas étre difficile de
trouver par identification toutes les solutions holomorphes de I’équa-
tion (19). C’est méme probablement le moyen le plus simple d'y
parvenir, mais cela n’a aucun intérét. La méthode suivante a 'avan-
tage de s’appliquer, mutaus mutandis, a beaucoup d’autres équations
fonctionnelles.
Remarquons d’abord que I’équation (19) implique pour toute solu-
-tion entiére un mode de croissance qui est nécessairement celui d’un
polynome. On a en elfet pour n entier, u, et ¢, étant définis par les
formules (20),

5 I .
(22) F(u, ¢)= NG Fuy, n).

Donnons & « une valeur fixe «,, différente de zéro mais d’ailleurs quel-
conque, puis faisons croitre y indéfiniment suivant une loi quel-
conque, et & chaque valeur de ¢ faisons correspondre le plus petit
entier n pour lequel u, et ¢, sont compris dans un domaineborné, fixé
une fois pour toutes, par exemple celui qui est défini par

[ [unl<lwol,

D )
(Do) [ en] <]l

‘La premiére condition est vérifiée d’elle-méme pour n>o. La
seconde implique que ~n croit indéfiniment avec |o].
. I N
Comme (ras® "7u,) tend vers zéro avec —, on aura, pour . trés
grand,
Clsirrlel—a<lw | <[s{rTvrf o] 4 e,
e étant treés petit, d’olt

__log}e|—log] Uy |

(n—8)p
log

I

- S

fi compris entre o et 1, par suite
n<<Alog|vl.

Si M est le module maximum de¢ F dans le domaine (D,), on a
" Ann. Ee. Norm., (3), XLI. — Mars 1924. 1l
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d’apreés (22)

Alog ‘|lugl~'l

(23) ;14([10.‘)|<]“ M<Me — M|¢ [t
Il s’ensuit que F (u,, ¢) est un polynome en¢; comme u, est arbitraire,

le développement
F(u, o)y=fo(u)+9o fi(u)+...

ne contient qu’un nombre limité de termes (*).

Donnons maintenant 4 ¢ une valeur fixe ¢, et raisonnons de laméme
maniére en faisant croitre « indétiniment et faisant correspondre a
(u, ¢ )le plus petit entier n pour lequel

(D)) Iunl<|"ol:
: I oul <lwol
Comme on a

a
[ sy 4 4 bl‘L(.S‘" u )p <b — _77) s
S
et que 7 croit indéfiniment, nous aurons si |¢,| est compris entre |o,|
ete, ,
' [ 0| =en+ | b](n~+8)|s|POr+0 | ulp,

fete, ayant des significations an;logues a celles de tout & I’heure. Sin
[#0l ol
nP
infiniment petit; s"u=u, est donc infiniment petit et la relation
u,| < v, est vérifice. On aura pour cette valeur de n

vérifie cette condition on voit que |s| " |u| est de I'ordre donc

log| 6|+ log (n+6)— (n+—9)log-|-%T +plog’[u]=loglv0|+ag.

Comme log (n +- 6) est négligeable devant p n, on aura

n<Clog|ul|,

(1) Car &'il existait une suite infinie de fonetions identiquement nulles,
fd,(ll), f%(u)’ A ] faP(u) ceey

leurs zéros formeraient un ensemble dénombrable, et pour « étranger a cet ensémble la
série en ¢ serait illimitée. ST



SUBSTITUTIONS ANALYTIQUES ET EQUATIONS FONCTIONNELLES. 33

et comme plus haut, en appelant M le maximum de F| dans (D)),

. 1
Llo,.li [log}ul

|F(u, vy) | <Me =M ulf.

Done F (u, ¢) est un polynome en u. C'est donc un polynome en u et ¢.
On est donc ramené & chercher les polynomes en u et ¢ quiverifient
I’équation (19). Ici encore nous emploierons un raisonnement général
qui se rattache a la théorie des groupes. Le groupe discontinu des
substitutions (20) est contenu dans le groupe i denx paramétres :

W'=cu,
= gPo - Tul.
L’équation (22) exprime que l'on a pour une infinité de valeurs o

et 7 une relation

F(, " Y=F(ou, oy +~ru’)=HF(u, v),

H étant indépendant de « et de ¢. Exprimons donc que F vérifie cette
relation, o et 7 étant regardés comme des inconnues. On a pour déter-
miner ces quantités un certain nombre de relations algébriques qui
par hypothése sont compatibles, puisqu’elles ont lieu pour

(24) : o =s", T=nbag?,

quel que soit I'entier n. Ces relations
e Ri(o, 7)=0, . ..., R,(o,t)=0

ayant une infinité de solutions communes, il faut ou bien qu’elles se
réduisent toutes 4 des identités, ou que leurs premiers membres
admettent le plus grand commun diviseur

P(o, 7)

qui égalé & zéro représente une courbe algébrique, décomposable ou
"non, mais contenant tous les points (24). : ;

Cette derniére hypothése est manifestement impossible, car en fai-
sant tendre ~ vers I'infini, o et 5 tendent vers zéro (n >o0) et 'ona

T b

—_— = ——|ogo.
o? T logs T .
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Ces points ne peuvent donc pas appartenir & un nombre fini de
courbes algébriques, car _; serait alors de I'ordre ¢/, f ne pouvant
recevoir qu'un nombre lini de valeurs, ce qui est incompatible avec
I'équation précédente.

Il faut donc admettre qu’on a identiquement, quels que soient
cetT,

F(ou, sPv +7ur)=H(z, ) F(u, ¢),

H (o, 7) étant visiblement un polynome en s et <.

Il en résulte bien facilement que F («, ¢) ne peut contenir ¢, car en
faisant par exemple ¢ =1 on aurait

F(u, ¢ +7uP)=H(1, ) F(u,¢),
d’ou, par itération,
v F(u, v +prur)y=[H(1, 0)]* F(u, ¢).

par suite
[H(1, 2)]P=H{(1, n7),

pour tout entier n, ce qui n’est évidemment possible, H (1, ) étant un
polynome en =, que si c’est une constante. Mais alors H(1, 7) étant
une constante absolue, F(u, v +1wu?) ne dépend pas de =, ce qui
revient & dire que F (&, ¢) ne dépend pas de ¢.

Or, les polynomes F («) tels que I'on ait

F(sw) =F (1) < const. .

se réduisent évidemment 3 des monomes en .
- Conclusion : zoute solution de l'équation .

F(su, sPy +aur)y=KF(u, ¢),

holomorphe ou méromorphe au point (o, 0), est de la forme A u*".
Nous savons donc trouver toutes les solutions de I’équation

wu(ay, y1)=u(z, y) X< const.,

qui & 'origine sont uniformes et sans point singulier essentiel. En
particulier toutes celles pour lesquelles la constante est égale i s sont
identiques & un facteur constant prés a celle que nous avons cons-
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truite directement. La fonction « étant donnée, la solution la plus
générale de I’équation

w(xy, yy) =sPw(x,y)+auf(x,y)

sera de la forme ¢ (2 y) + A u”, ¢ étant lasolution particuliére que nous
avons formeée.

En résumé, étant donnée une substitution uniforme et réguliére de
deux variables complexes, ayant & I'origine un point double pour
lequel les deux multiplicateurs sont compris en module entre o et 1,
-1l est toujours possible de trouver deux fonctions u et ¢, réguliéres
4 I'origine et ayant en ce point un déterminant fonctionnel non nul,
qui jouissent de la propriété suivante : Lorsqu’on effectue sur x ety
la substitution donnée, les fonctions u et ¢ éprouvent une substitution
birationnelle X ayant cette propriété que les transformés de tout point”
(u,¢) a distance finie par les puissances entiéres et positives de &
tendent vers zéro, uniformément dans tout domaine borné, tandis que
les transformés de (u, v) par les puissances entiéres négatives deX
tendent vers (s, %) 4 moins que (u, v) ne coincide avecl’ ormme(o 0).
¥ est donc une substitution entiére, ainsi que X—', mais n’est pas
toujours bilinéaire.

Tel est le résultat fondamental qui découle des faits que nous avons
rappelés et qui s’obtient, comme on I'a vu sans grande difficulté. Mais
la difficulté augmente considérablement, quand on se place dans les
cas limites ot le module de I'un des multiplicateurs atteint les valeurs
extrémes o et 1.

Cas ot s = 0. — Supposons que I'un des multiplicateurs soit nul. Il
est clair queles deux fonctions u et v ne peuvent existeravec I'ensemble
des propriétés qu’elles possédent dansle cas de ss"5% 0. En effet z et
sont alors, au voisinage de l'origine, des fonctions uniformes de u
et de ¢. Si nous conservons & la substitution X les propriétés précé-
dentes, u et ¢ seront des fonctions uniformes et régulieres de uX et
¢X, qui sont & leur tour des fonctions uniformes de x, et y,; donc
x et y seront des fonctions uniformes et réguliéres de x, et y,; or
si I’6quation en s a une racine nulle, le déterminant fonctionnel
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%(—(ﬁx%% étant nul pour x =y = o, les fonctions qui expriment (z, y)
en fonction de (=, y,) ont nécessairement un point critique ou un point
d’indétermination & I'ovigine. Si donc on conserve les hypotheéses
faites sur I'allure de « et de ¢ & 'origine, X ne pourra conserver toutes
ses propriétés. SiX est rationnelle, elle sera en général simplement
rationnelle, les fonctions & (z,, y,) et y («,, y,) ayant un point cri-
tique; exemple :

xry=sx -+ y?,

Y= &)

et — 4y, asxr,

28
V= s
S x

Ou bien, i est birationnelle, ¥=* ne sera pas entiére, ayant un point_
fondamental & l'origine, si les fonctions x, (2, y) et y, (x, y) sont
indéterminées en ce point.

Ces considérations suffisent 4 expliquer que le probléme est extré-
mement complexe et demanderait une discussion assez minutieuse et
des constructions analytiques moins simples que dans le cas général.
On voit que si ce cas a toujours été laissé de coté, c’est qu'il est appa-
remment assez difficile a traiter. Je me contenterai d’étudier un cas
particulier. Supposons que lacourbe invariante analytique u(z,y)=o,
qui correspond & la racine non nulle de I’équation s, et qui existe tou-
jours comme nous l'avons vu, soit telle que les transformés de tous
ses points coincident avec I’origine. En prenant u(m,y) comme variable
4 la place de z on aura

e

x1;.sx,
Nn=v(z, y) —wx(x y)

Supposons maintenant.qu'il y ait une deuxiéme courbe analytique
invariante y = ¢ (). En pre nanty ¢ (z) comme variable & la place
de y, la transformation pourra s’écrire

x,=$x,

n=ayla+bxr+cy +~dat+.. ).
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/

On peut supposer @ =1 (en prenant ax comme variable a la place
de 2). On a donc :

r =Sz,
n=zy(-+br+cy+...)=zyF(z, y).

En remarquant que x, = s" x, on a par suite :

Yn F
—~ 2 =T (xp—y, Yno1),
STy s (@n—1, Yn 1)
n—1
Yn o 3.
=T, “}'I[l‘(l'p* Yp)-
s 2 xn 0 -

Le produit infini dont le terme général est F (z,,y,)estabsolument
et uniformément convergent puisque|ax,| et|y,| décroissent comme les
termes d’une progression géométrique convergente. 1l représente donc
une fonction holomorphe et I'on a
Yn

nin—1)

s 2 xh

v(xy, y1)=xv(x, ¥)

lim =v(z,y)=y+( )x*+...,

On a donc ici un systéme de deux fonctions holomorphes u et ¢ tel
que B}
, w(xy, Y1) =su(x, y),
(21, ¥1) = w(@,y) e (2, ¥)

v _ [u]su
2=
"tuv

est birationnelle mais son inverse

La transformation

(2] S -

admet un point fondamental & I'origine, comme il fallait.s’y attendre.

L’iération analytique. — Considérons maintenant le cas ot les deux
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multiplicateurs s et s sont supérieurs & t en module. Ce cas se raméne
immédiatement, par inversion de la substitution donnée a celut ou
I'on a

o<Z|s|Zls] <,
ce qui permet de conclure & I'cxistence des fonctions u et ¢ vérifiant
les équations
. { w(xp, Y1) =¢ u(x, ¥),
(23)

I o(ay, 1) =so(z, ¥).
Inversement x et y sont des fonctions régulicres de w et deo :

x= flu,¢),

(26
(26) y=s(u, 0)

vérifiant les équations fonctionnelles (') :

A SGuys'e) =R[S(u, 0), glu, 0)],

(2 X
(27) I g(su, s'o) =S| f(u, 0), g(u, ¢)],

en rappelant R («, y), S («, y) les seconds membres de (1). Remar-
quons que si la substitution (1) n’a pas ses termes de premier degré
réduits 4 la forme canonique, on aura encore des fonctions f et g véri- *
fiant les conditions précédentes, mais dans leur développement les
termes du premier degré au lieu de se réduire & u et a ¢ seront de la
forme cu—+Bo,yu-+2v, ot a, 3,7, 8 sont quelconques. On le vérifie
aisément en faisant sur et v uhe substitution linéaire, de maniére 2
ramener R et S 4 la forme qu’ils ont dans ().

Dans le cas ou s = s?, les équations (27) doivent étre remplacées
par , ‘ '
(28) ‘ Sflsu, s v+ aur)y=R[f(u, ¢), g(u, v)],
| g(su, 8o+ aur)y=S8[ f(u, ¢), g(u, )]

Les formules qui précédent permettent de définir les puissances
d’ordre non entier de la substitution donnée, ¢’est-a-dire de renfermer le
groupe discontinu formé par les puissances entiéres de la substitution .
donnée dans un groupe continu & un paramétre. Maisici, comme dans

(1) Cf. E. Picarp et G. Swvarp, Théorie des fonctions algébriques de dewr variables
(t. 11, note 1),
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le cas d'une seule variable, il y a & faire des réserves sur le carac-
tere commutatif de ce groupe [voir Sur [itération analytique et les
substitutions  permutables (Journal de Mathématiques, 1923)], les
substitutions _, n’étant définies en général, méme pour n entier, que

dans un domaine dont les dimensions tendent vers zéro avec - S1 X
(3

est, par exemple, une substitution rationnelle, ©_, aura en général
des lignes critiques tendant vers I'origine pour » infini, et des déter-
minations de plus en plus nombreuses se permutant autour de ces
lignes. Cest seulement dans le cas des substitutions birationnelles que
la considération de ce groupe a réellement de I'intérét. Quoi qu'il en
soit, on peut écrire :

= f(stu, s o) =Ru[ f(u, ¢), g(u, ©)]=Ri(x, ¥),
Ly)_:g(slu, .\‘"7‘0) = 5[ f(w, 0), g(u, )] =Sx(x, ¥);
Ri.(2, yn) = R (@, ) = Ronr (2, ),
Su(ews yw) = Su(as, %) = Saan (i, ¥),
¢

et ces formules définissent les puissances d’ordre quelconque A de la
substitution donnée. Dans le cas ol s = 7, on aura des formules ana-
logues, qui se déduisent des équations (22) en y regardant » comme
un parameétre continu. .

Casoul'onas=r1,|s'|<1.— Lorsquel’un aumoins des multiplica-
teurs prend une valeur égale 1 en module, la question de la recherche
des domaines de convergence des substitutions itérées et de la réduc-
tion a une forme canonique devient extrémement complexe. Une
étude détaillée de ces problemes pourrait donner lieu & plusieurs
mémoires de U'importance de celui-ci, et qui, ainsi que I’a montré
M. Levi-Civita, seraient intéressants au point de vue des applications
a des questions de stabilité. Nous ne pouvons pas songer 2 développer

ici cette étude comme elle le mériterait, mais seulement & traiter
quelques cas et & montrer la complexité des problémes qui se posent.

L’équation d’ Abel. — Nous nous placerons d’abord dans ’hypothése

S=-41, o< || <+,
Ann. Ee. Norm., (3), XLI. — Mans 1924. 12



90 P. FATOU.

et nous ferons voir qu’en général il existe une solution de I’équation
fonctionnelle d’Abel, holomorphe dans un domaine dont les consé-
quents admettent I'origine pour point limite.

Remarquons d’abord que les formules (4) deviennent

3‘/2"-—-[

— 1 p
—*—--J!}’—f—(} o

x,,:x-;-nar +b

//z

Ya=s"y+a ;‘;:T—“L x4 nb's'n—lry 4 s/t : " Yo

Si I'on suppose a = 0 on voit que le coefficient na de x* tend vers
I'o; ce qui prouve que z,, quel que soit y, ne reste pas borné dans un
cercle de rayon arbitrairement petit du plan des x ayant son centre
en O, en admettant que les rayons de convergence de la premiére série
ne tendent pas vers zéro; si, par exemple, , et y, sont des fonctions
rationnelles de x et de y, il faut nécessairement que 2, ne soit pas
borné dans un domaine tel que

efZe  yl<e

puisque les seules singularités des 2, et y, sont des poles. Si z, et y,
sont des polynomes en x et y, les séries étant alors toujours limitées,
il faut que . prennedes valeurs infiniment grandes dans tout domaine
" tel que

| @iz ly—snlse,
quel que soit y,. On voit donc bien qu’en général le point (x = o, ‘
y =o0)etméme la ligne (x =0) ne peuvent pas étre intérieurs a un
domaine de convergence uniforme des (xx, y») vers (0,0).1l1 n'y a
donc lieu de chercher que des domaines ayant 'origine pour point
frontiére.

~ Je vais maintenant simplifier les équations

#= @ +9(z, ), \

(2
9 yi=sz+ (=, y), .

en utilisant un théoreme de Poincaré, démontré au début de son
mémoire (J. M., Sur.une classe nouvelle de transcendantes uniformes
4°série, 1890), et d’aprés lequel une transformation ponctuelle admet
en général une ligne analytique invariante passant par un point double,
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si I’'un au moins des multiplicateurs en ce point a un module différent
de I'unité. Je vais indiquer succinctement, pour le cas particulierdont
j’ai besoin maintenant, la démonstration de ce théoréme qui est alors
assez simple. Je vais considérer la transformation inverse de celle que
je viens d’écrire, afin d’avoir un multiplicateur > 1, en module, et
jécriral

x_y=8x -+ M(z, y),

yoa=8y+ N(z,y).

=1 (dans le cas actuel),

.
I
@ | -

8= |8'|>1,
S *
mais je peux laisser S indéterminé. Il faut montrer qu’il existe des
fonc(ions B (u), A(u), réguliéres pour z = o, nulles en ce point qui
vérifient les équations fonctionnelles

B(Su)="9 6(u)+M[6(u), A(w)],
MSu) = S'h(w) 4+ N[6(w), A(w)].

1l suffit d’écrire
O(u) =a,u + asu®+. ..,
Mu)y=0bu—+ byu*+...,
M(z, y) =2 A xiy”
N(z, y) =ZBpaiy” (I+£kZ2)

et d’identifier, ce qui donne en supposant s — s’ £ o0 et s — sz~ o0 :

a;=o, b, arbitraire.

Je prends @, = 1; j’al ensuite pour n > 1

an (8" —S8 )= @ (a,...an—y, by ... b1, Az, Bj1),

b (8™ — 8) = \F(ai el gy by buy, A, le)’
® et 'V étant des polynomes a coefficients positifs. J’aurai de proche
en proche a,, by, a,, by, ... exprimésen fonction entiére & coefficients
positifs des quantités suivantes : 1° certains des coefficients A et B
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des séries M et N; 2° les rapports

I 1 I 1! I I

§° ]’ §3 %’ Y §m g’ s’ §r_g’ Tt g gt

Donc les coefficients a. et b, seront augmentés en valeur absolue si
d’une part on remplace les A et B par leurs valeurs absolues, ce qui
conserve des rayons de convergence finis aux séries M et N; si d’autre
part on remplace S et 8 par un nombre = réel et > 1, tel que

Sne 3 < |88,
E"—-—Z<IS/"—S l

pour tout 2Z2. Un tel nombre X est facile 4 trouver. Prenons

2
Nous aurons pour tout n
“5”——,"..:F.‘”'"(.?.—-l)<<\s,l > 1~1<K bl >|Sm-nl 18/”‘:-!_8__./‘.
2 2

La premiére condition est donc vérifiée; la seconde le seradés qu’on
aura

Sln — ! . .
187 =18 ‘2 ] <[8"]—=18[>o,
¢’est-a-dire

|8 >|8],

|8 >2|8|—8,

donc & partir d’une valeur n, de n qui ne dépend que de |s| et|s'|. Pour
n < n,, les différences |s".— s| supposées non nulles ont un minimum
> o; on prendraX assez voisin de 1 pour que

I — 2 <y,
ce qui est possible.

Ceci fait, les nouveaux coefficients obtenus 4 la place des an, b,
sont ceux des séries entiéres résolvant des équations fonctionnelles
‘de méme forme que celles dont on est parti, s et s' étant remplacés
tous deux par X, et-nous sommes alors dans un cas ol nous pouvons
affirmer ’existence de ces solutions, les deux multiplicateurs étant
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égaux et > 1; ce sont les fonctions
Sflo, ¢) et g(o,v)

obtenues en annulant un des arguments dans les fonctions de deux
variables qui vérifient les équations (27). Les séries qui les repré-
sentent sont donc convergentes, il en est de méme des sériesl (u)
et A(u). On a

x=0(u) =a,u*+. ..,

y=u-4byut+...

qui représente une courbe analytique invariante tangente a l'axe
desy :
x=ayy*+...=P(»).
Aprés cette digression sur les courbes invariantes de Poincaré, je
reviens aux équations (29) que je transforme de maniére que la courbe

invariante
z=P(y)

devienne z = o, ¢’est-a-dire que je prends x — P(y) comme variable &
la place de «, @, — P(y,) devant remplacer x,. J'obtiens des équa-
tions de méme forme mais dans lesquelles x, est identiquement nul
pour x = o,

zy=z[1+F(z, )],

D=8y +d(2, x),
F commencant par des termes du premier degré.

Je pose maintenant
I I
X = X—, Xy = —X; 5

. 1 . . ey s
et puisque ;— est holomorphe pourx =y = o, il vient pour la pre-

miére des équations de transformation
(30) X1:X+a+X_y(b+...)+<§+dy+...>,
la premicre parenthése ne contenant que des termes en y.

Pour |y| e’t'l_‘li—] inférieurs 4 p, les termes de la deuxiéme parenthése
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ont une somme inférieure en module 2

<l\[ +|)]><2;\p.

donc aussi petite que I'on veut pour p convenable. Je supposerai essen-
tiellement dans ce qui suit @ =+ o et je peux rendre ce nombre réel
et positif’ par le changement de X en Xe'. J'observe que (30) peut
étrerésolue en X, au moyen d’une série eny et X, de méme forme que
son second membre, avec X, au lieu de X, — a au lieu de a; cette

e . . : . 1 ~
série peut étre supposée encore convergente pour |)| et \ i’l <
1

Je vais ‘maintenant restreindre davantage le domaine de (X, y) en
imitant le procédé employé dans la question analogue concernant les
substitutions 4 une seule variable [Sur les équations fonctionnelles
(Bull. de la Soc. math. de France, 1919, § 8-13, et 1920,§72-73)|.

Je prends un point P sur la partie positive de I'axe réel et'méne par
cé point les deux demi-droites symétriques faisant avec cet axe les
angles m-w et w-m, w compris entre o et w, mais arbitrairement petit.
Ces deux demi-droites divisent le plan en deux régions, et je place X
dans la région de droite qui comprend les points & linfini sur l'axe
réel positif; P est supposé assez éloigné pour que cette région soit

extérieure au cercle [X|= — Pour que X soit encore dans la méme
région il suffira que I'on ant
I
n << ‘ ]
a sl w
asmm
Xy l<—75—

n module maximum de la deuxiéme série entre parenthéses dans (30)
et u celui de'la premiére; ou si l'on veut

p<< 8A sinw,

: l Xy

l asinw

T =1,

. en supposant u. % o. Dans ces conditions X, est non seulement dans la
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région initiale, mais encore dans cette région déplacée de - vers la

droite par translation paralléle a ’axe réel : tout cela résulte de consi-
dérations géométriques extrémement simples. On peut alors écrire

, a .
Xi>p+ —sinm,

pétant la distance a 'origine des droites qui limitent la région consi-
“dérée.
Nous devons rechercher maintenantsiy, satisfait encore aux mémes
conditions que y. On a
yi=sy+b(x, y)
avec
() < B[+ |y |]%
d’ou
Lyl <lyllis'| +2Bjz|+Bly|]+ Blz |
lril<els'|+4Bp],

on aura encore|v,| < g, si

1— |.s'|
P< ,...‘,4 i_\,___ .
Mais si b =~ o, il faut encore que
: . ) I X | <h.
Or des inégalités
1% < |X | +a+ asix'm>:lxl+h
et ‘ . +
(31 (v <Is 1yl Ba)+ ]y
on déduit
(32) IXey | <[ Xy +Bp|Xy|+pth|s'| +3B +4hp).

Comme |s'| < 1, il est clair que cette derniére expression sera infé-
rieure & | X y| pourp assez petit. '
Dans ces conditions', les points X, X,, X,, ... restent dans le
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domaine initial et I'on a par récurrence

(33) [X,,|>p+—,~l;~5inm,

(34) [ Xnyn | <h;

| ‘ . , ” I .

< et y, tendent uniformément vers zéro comme ~au moins.
n

Si nous revenons a la variable &, nous obtenons ce qui suit : tragons
dans le plan de cette variable deux cercles non tangents passant par
'origine et symétriques par rapport a4 'axe réel, de rayons suffisam-
ment petits; soitA le domaine des points intérieurs a I'un de ces deux
cercles; a4 tout point « de A, faisons correspondre dans le plan de la

variable y le cercle
‘ FARXIED"

L’ensemble des points (, y) ainsi obtenus constitue un domaine
connexe D dans lequel (,, y,) tendent uniformément (frontiére com-
prise) vers (0,0) ().

Précisons la'loi de décroissance des (@., ya), en procédant par
étapes. Montrons d’ abord que

Lp

|=lX,,yn|=;xn

tend uniformément vers zéro. D’apreés (32, (33) et (34) on obtient

<[§'|ps+—

\

=
)

Mn+1 < I S’r"ipl -+ CI s ‘n—-l [I +

[-‘Ll Q2 Qnr 1
P << ()/z Q" [ Q +- et ,—2:-] ) Q= —--

(1) Nous désignerons par D’ et A’ les domaines corxespondant a'D et A quand on
emploie la variahle X au lieu de . ‘
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Iivaluons cette derniére somme

2 On A Q P - @ Q
Q+,~Q;+...+‘ — T T g — _;_f ’
0 .

2 n Jo I—1 Jo
) , . 1 +0Q
en prenant Q" entre 1 et Q, soit = —

. . A . In41
La premiére intégrale est plus petite que o —

La seconde cst inférieure (théoréme de la moyenne) a
! I ()II—ITI
* Q —1 n—+1 )
On a done

_fﬂ_ (—]— nat Qn—H ; 1 .
Honrr << Qn -+ (2” [Q’ -+ e (“—‘—‘2,__1

On déduit de 13, en employant le symbole de M. Landau
(35) {J‘,z;H: (0] <"'2l—>a
et la relation (30), en y remplacant (X, y) par(X,, ,), donne ensuite

Xll+l:Xll+a+O<;£>’

X, ::X—i—n(t'+0<r—|——;+...+7§>£X+zza+0(logrz).

On aura donc

- .(36) . : | Xh| > nd'

uniformément dans D’ et
o | Xn | < na" -

dans une partie bornée de ce domaine, avec

——ENI,

na

Cherchons maintenant la valeur asymptotique de y,. Explicitons
I’expression de y,
yi=sy+oaz?+Lay+ 7y +....
Ann. Ec. Norm., (3), XLI. — AvRIL 1924." : 13 .



98 P. FATOU.

. y s 1
Soit « == 0. Comme == est de P'ordre de ~ ou de x,, nous sommes
(2

‘I’I
conduits & poser
Y=+ u,)z;,
[, constante que nous déterminerons ensuite.
On a successivement

Yns=8Yn+ a2+ B, yn+yyi+0((| 20| + | ¥ |)“),
puis, d’aprés (33) et (34), |

Iner=58yut+azi4 O(|@n ),
ce qui s’écrit
U+ upp)xie =5 (I+ wp)ai+ azi+ Oz |*),

z, \? x 2 / x 2
st () () + (2 o

n+1 Lpi

~Or, ona

T Xaw

a
Ly X

I
X +by,,+..._1+0<,—z>

d’aprés (35) et 36), et ceci uniformément dans A’, frontiére comprise.
La relation entre u,,, et u, devient ainsi

l+un+t:3,(l+un)[l +0 (72)] -+—a[1+ O<,~'l>] +O(;’;-)-

Posons
l=s"l+a,

o
—— ]
1—s'

wimonfi0(3] +0(3),
Comme le ‘produit ‘
' [ro(2)]

est & partir d'une certaine valeur de n, inférieur 4 un nombre fixe plus
petit que 1, on aura !

il vient

D
Iun+1l<run’+‘7{ ("<’)7



SUBSTITUTIONS ANALYTIQUES ET EQUATIONS FONCTIONNELLES. 99

et le calcul fait plus haut pour les v, donne encore

u, = 0(/_:\ N

donc
_] Y — 2 I .
Jn l‘r,"%—()(n)()(lxnl)_ld,n+0<ﬁg>

Si l'on avait & = o, on trouverait
N 1 o
Yn=luai+ 0 <7f> (en général),
et ainsi de suite. :
Nous allons préciser de nouveau la valeur asymptotique de X, grace

a celle de y, que nous venons d’obtenir.
On obtient tout d’abord

k /1
XH-H~Xn~}_a+>j\7,—l+0(\|xui2> (h=bc+ 1)

Je pose
/‘
X,=na+ z;-loglz + &pe

Je vais prouver que %, tend vers une fonction holomorphe dans 0’. La

démonstration est la méme que dans le cas d'une seule variable. En
remplacant X,, par I'expression précédente dans la relation de récur-
rence écrite & I'instant, on a

. k k 1 1
Sn+17" in: X: —_— ‘—z‘ 10':’;(1 -+ ;2) -+ O <-1~t\7;—[1>

k k I
=% =70 ()"

. , . ) 1 I v
Je dis que la série dont le terme général est <‘(—n - E) converge uni-

formément dans toute partie bornée de D'.

On a en effet
X, =X + na+ 0(logn)
: : - =na+ 0(logn),

si |X] est borné.
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Par suite

1 1 na—X, __()(l()gn‘)
T — = >

X, na naX, n*
. s [ logny 1 lo,,
;.,,-TX—C_,L_()(”—z) A O(I—L.)_o(\ = )

log
Comme —22 est le terme freneml d’une série convergente, la série

Cl+(£2—¢l)+(c3-—5.’)+

converge uniformément et représente donc une fonction holomorphe
dans D”; appelons-la U (X, y). On a

U(X, ) =lim (X,,' — n(c—g—logn),

n=—x

U(Xy, y)=lim < 1 — RA— é lu«fn)

n=ow®

= lim I:X,L —(n—1)a— -(/;log'(n-—l)];

n=—ow

-—1

U(Xy, 1) = U(Xpy) +a—+ lim—glog "
—UX,y)+a

Nous obtenons donc une solution, holomorphe dans D', de I'équation
fonctionnelle d’Abel ; nous allons maintenant rechercher comment se
comporte cette fonction quand X s’¢loigne 4 I'infini dans A", y satisfai-
sant toujours & la condition _
‘ [ Xyl<h

Pour cela il nous suffit de remarquer que U est la somme d’une
série convergente dont chaque terme a été décomposé en plusieurs
-autres; les termes partiels qui forment une série uniformément con-
vergente dans le domaine D’ tout entier donnent comme somme une
fonctlon bornée et continue dans ce domaine y compris les points a
I'infini et il n’y a pas lieu d’en temr compte. U se comporte donc a

I'infini comme
El—l—z k<~— —— -

E=X—a=X+bXy-+..,

Le terme
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se comporte au point (ec,0) comme une fraction rationnelle, mais par
suite des conditions imposées a X et y il s comporte dans D' comme
le seul terme X. Considérons maintenant le terme général de la série

et remplacons-y X, par la valeur approchée X + na; la différence des
deux expressions obtenues représentera une fonction continue et
bornée a I'infini dans D", En effet, la série

y(_[ﬂ___x \_V:‘(_—f—na—xn
wd \ X, X+na/ L X,(X+ na)

converge uniformément dans D’ puisque, d’aprés une relation déja
[ ! 3

obtenue, on a
X + na—X,=0(logn);

et que d’autre part, X restant dans ’angle A’ défini plus haut, on a
toujours, comme le montre une figure,

| X + na|>na".

On a donc, dans I'expression

X+na—X, )<I()gn>
>

X, (X+nra) o\ nt

le terme général d’une série absolument et uniformément convergente
dans le domaine total, de sorte que finalement U se comporte a I'infini
comme

)

N ).
X ./-lk<X+na na
) .

Je n’insisterai pas sur l’évaluation approchée de cette derniére série
qu’on trouvera dans mon mémoire déja cité du Journal de Mathéma-
tigues, et qui est d’ailleurs connue, cette série représentant, & un
changement insignifiant prés, la dérivée logarithmique de la fonc-
tionT'. On trouve ainsi que (X, y) restant dans le domaine considéré,
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on a
(37) U(X,y)=X— ;Iog}‘x -+ quantité bornée (').
Si nous posonst= X y =<, et que nous donnions & ¢ une valeur fixe,

v
plus petite en module que 2, la fonction

C vy L
U =u(x.g)

devient ainsi une-fonction de X qui, on le verra aisément, ne prend
jamais deux fois la méme valeur dans A, étant la limite uniformément
atteinte de fonctions univalentes dans A’. Les valeurs de U d’apres
'expression asymptotique (37) couvrent une région limitée par deux
courbes s’éloignant & I'infini avec les mémes directions asymptotiques
que les deux droites limitant A’. Si I'on fait décrire a ¢ le-domaine
t|S%, Pensemble des domaines correspondant aux diverses valeurs
de ¢ ont en commun un domaine de méme forme, puisque les termes

: ; . Y ; K . . .
complémentaires & ajouter 4 (X — —log X) pour obtenir I'expression

de Usont uniformément bornés pour X situé dans A’ et [¢([SA.

On voit que I'expression asymptotique de U est, dans ces condi-
tions, indépendante de ¢, si ’on néglige les quantités bornées.

Il'y aurait lieu maintenant de rechercher des domaines de conver-
gence plus étendus, ce & quoil’on parvient en construisant les domaines
antécédents successifs de D. Il faudrait démontrer, en outre, que si les
domaines conséquents d’un domaine élémentaire entourant le point
analytique P tendent vers ['origine, ces domaines finissent par devenir
intérieurs au domaine D que nous avons construit. Il serait intéres-
sant notamment de reconnaitre si, restant dans untel domaine, on peut
faire tendre  vers zéro, y restant tixe, ousi au contraire une condition
telle que [y|<A|«| est nécessairement remplie. Je laisserai sans
réponse satisfaisante ces différentes- questions, me contentant des
considérations suivantes qui, développées, pourront permettre
quelqu’un de plus habile que moi d’y répondre plus completement.

() Le terme complémentaire est méme continu pour X infini dans A'.
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Je suppose que z, et y, tendent vers zéro, z, n’é¢tant jamais nul,
¢’est-a-dire X, jamais infini. Comme on a

X 1
Y= rrre sy P =—ar—br+. ]

il s’ensuit que le produit infini

©

H 1+ F(Ix,,, Yn)

0
est divergent. Par suite on ne peut pas avoir constamment
o | Za P <e|yal
sic est un nombre positif assez petit. Nous avons en effet
Yner=Yn[$ -+ nn] + a3,

v, tendant vers zéro avec x, et y, et W ¢tant une quantité bornée. Si
I'inégalité précédente avait lieu, on en déduirait

| e | < 1y 18| | 0]+ €] W (],

Par suite pourn > p
' | Ynas | <7 ¥ns

r étant compris entre |s'| et 1, sie est assez petit. On en déduit
[yl < Ar’"‘l’y,1 s
|z | < (eAfy[)r® .
Le produit infini considéré serait donc convergent puisque
 F@u ) =0(2al+ yal).
On a done une infinité de fois

‘ |yn|<%[a¢n|2,:

I . ; I q .. .
~c’est-d-dire X, y, de l'ordre — au plus. Mais il faudrait prouver pour
’ “An . .
pouvoir conclure que, pour ces_valeurs de n, X, appartient bien 4 un
domaine tel que A’, que par- exemple sa partie réelle est positive et

trés grande. Or, cela ne serait certain que si|X, y,| restait constam-
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ment inférieur 3 un nombre suffisamment petit, car on duralt alors,
~d’aprés (30),
Xn—H:Xn"i‘ a - &p,

e, restant par exemple < - en module, & partir de » = p, et alors

o~ . a
L‘(R(:\n—kl ) >‘ﬂ(\n) -+ ’é”

- na
R( u+p)>°ﬁ(\n) -+ __’

et la partie réelle de X, aucrmentant indéfiniment par valeurs posi-
tives, X, finirait par tomber dans un domaine A’. 11 y a donc une
lacune & combler pour arriver au résultat probable que les seuls
domaines de convergence (& = 0 excepté) sonl ceux (ue nous avons
obtenus ('). ‘

Etude de quelques cas particuliers. — Dans le cas ot b= o, on peut

remplacer la condition
| Xy

<p -
par la condition moins restrictive
Xy <p.

Cette condition sera encore remplle pour: le point (X, y,). On peut
écrire en effet ,
=yl + 02+ D]+ O(=P),

yi= s"+ 0( lxl—l“lj’m-*- O(lz[*).

X1y¥=X'y2[S"3+0 lxl+!y!) +0 Uz Xt

Or si @ ét y sont trés petltb, %

< ost trés voisin de 1, et inférieur

3 1+ ¢; on aura done

Xt <MIs? [+ 0( 2|+ [y DI +e)+0(|2]).

(1) Vans tous les cas les courbes invariantes autres que 2 = o sonl tangenles & Ox'si

elles ont une tangente, car‘%ﬁ'— a zéro comme limite d’indétermination. .

xn
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Comme |5 : I’“l
s

< 1 et qu'on peut prendre 1 + = < ——, on aura encore
bien '
Nyl <.

si |x|et]y|, donc sigsont convenablement choisis. Les conséquentsde
(X, y) restent dans le domaine initial, X, tend toujours vers l'infini
comme a n, donc y, tend aussi vers zéro puisque

[Xayi| <.
Plus généralement sile coefficient de Xy dans (30) commence par un
terme en yP~', on pourra assujettiry & la condition

Xy <

Si en particulier ce coefficient, fonction de y, est identiquement nul
on pourra supprimer toute restriction relative a y, autre que

lylZes

nous avons déja vérifié en effet que si p est assez petit, on a encore
[vi|<petX, dans A'.

Toutes les conclusions, dans ces différents cas, concernantles valeurs
asymptotiques de X,,y, et la fonction d’Abel subsistent également,
mais nous devons modifier légérement notre analyse, parce que nous
n’avons plus le droit d’écrire

f,}’n | < 7! Ln |
Mais y, n’en reste pas moins, ce qui est le fait essentiel, de lordre

I | . P
de On a en effet d’apres ce qui précéde

2

Inl<glyl+Blzl (J5|<g<1).

Je dis que pour A convenablement choisi, on aura
(38) [yal <g=Yy|+Alz, [
Ceci a lieu pour n = 03 si ¢’est yrai pour » ¢’est vrai pourn + 1. Car

[ Vo | < qlynl +Bla, P< g™ |y +Ag|la, 2+ Blax, |
14

Ann. Ec, Norm., (3), XLI. — AveiL 1924.
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On aura hien
Iyn-i-x ' <(I!)’n l -+ AI Xy 129

si
‘L\(]‘\‘Z‘”_’]2+BE‘TIL|.1<;\,?.‘Z-'1L !2.
Lp—y Xn o p , .
Or - =X tend uniformément vers 1, dans ces différents cas,
n =1

pulsqu 1l est prouve que X, tend nmfurmcment vers zéro ainsi que
X, g (y.) et quon a

X+|
X P

Z
X, —'* X, U’"“‘v

Soit done
fed | <|al|(r+e).

On veut avoir
Ag(1+¢) + B <A,

B

A> =i~

Comme on a ¢< 1, on peut supposer

I
1+ 8= —,

Vg
])
A< —

I—*—\/v/

Avec ce choix de A, (38) a toujours lieu. On a donc également

al=0(55)

(,)([x,1|+|y,ll):()<;i>,

X,=X+na—+ O(logn).

Les expressions asymptotiques trouvées ensuite pour X, demeurent
également, et I’on a encore dans le domaine étendu la fonction d’Abel
et son expression asymptotique

UX,»)=X— glog.‘( +6(X, ¥),

fcontinue et bornée pour X infini dans A,
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Sil'on est dans le cas ou la fonction appelée tout & 'heure g(v) est
identiquement nulle, autrement dit si I'on a

(39) B ——

la fonction 0 (X, y) peut tendre vers une fonction de y qui ne soit pas
une constante comme dans le cas général, quand X tend vers I'infini;
car on peut dans ces conditions laisser y en un point quelconque du

g ., , I
cercle |ylZ¢, tandis qu'en général ¥ tend vers zéro avec 3 dans D

\

La droite « = o, ou plus généralementlaligne invariante analytique de
Poincaré est alors ligne frontiére de notre domaine, ligne singuliére
en général essentielle de la fonction d’Abel. On est certain, en outre,
qu'il n’y a pas d’autres domaines de convergence que les antéceédents
de D.

On peut remarquer du reste que le cas ou , a la forme (39) n’est
pas aussi particulier qu'il semble d’abord. Un artifice simple y raméne
le cas général. 1l suffit de poser

y =z x + 2 o
Yi=s52+ Lz} 1—s'
pour obtenir ce résultat. On aura

51+ let=s"(sx + l2?) 4+ ax*+ B (s + l(2?) +. ..,
x . x
I+az+by—+... 1+ax+ b(se+let)y+..."

aZy == I)f! + F(ax, V)] =

et apres simplifications

si=ss+lla+B)xt+. ..,
x
o= "

S X zla+ba+. ..

2, a bien la forme (39), et z,, z, tendent vers zéro pour
ls1Zp,  |x]Zp,

el o situé en outre & 'intérieur du domaine A que nous connaissons.
Le domaine correspondant de I'espace (a, ) sera défini par les mémes
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conditions poura, et
ly—la | <plz|.

La fonction d’Abel w (x, =) devient

xX

(I'(J?, Y -+ l> =u(z, y)=u(xy, )y, )— a,

que nous avons construite directement, mais nous voyons bien que
x = o n’est pas forcément une ligne singuli¢re pourwu (x, v) puisque

la condition )
ly —la® [ <plz|

ne permet de s’approcher que du seul point (0, 0) en restant dans le
domaine considéré.

L’artifice que nous venons d’employer aurait permis d’abréger un
peu ce qui précéde, mais il y a un certain intérét a traiter la question
directement, car nous trouverons des cas analogues ou I'on ne peut
pas 'employer.

11 faudrait maintenant trouver une deuxiéme fonction ¢ (i, y) telle
que le systéeme des deux fonctionsu et ¢ éprouve une substitution bili-
néaire ou tout au moins birationnelle quand on effectue sur z et y la
transformation donnée. Je n’ai pas réussijusqu’a présent i former une
pareille fonction dans le cas général. Je traiterai donc simplement un
cas particulier, celui ou il existe une deuxiéme courbe analytique
invariante, nécessairement tangente a I'axe des x, et qu'on peut par
une transformation évidente supposer confondue avec : y = o. Les
équations de la substitution donnée sont alors '

2= ax(il—ax—by—...),

4
(4o) n=s'y(l—az—By-+...).

Le point (z, y) restant dans le domaine D, on peut trouver un facteur
de convergence o (n) tel que
Yn

s o(n)

tende vers une fonction limite holomorphe dans D. I} suffit pour cela
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que le produit infini

Y_ooye(o)  Yemoln)
¢(0) s'yo(t)  sy,o(n—+r1)

solt uniformément convergent; c¢n posant

o(n)
: —
) st —vin)
on peut I’écrire 4
> A 1;7'(),0) Il‘(l-——z.r"-—-@yn-l.—'/.z',";—i«...)L{)(n).
0

Le logarithme du terme général s’éerit

logd(n) + aw, 4+ w,,

w, désignant une série entiére en a,, yv,, dont tous les termes con-

tiennent en facteury, ou 2, et sont par suite de 'ordre de 7—;— au plus;

w, étant d’ailleurs une fonction de z et de y holomorphe autour du

point (o, o), il est visible que, le point (x, y) restant dans D, la série
X,

converge absolument et uniformément dans ce domaine ferme et

~ représente une fonction analytique, continue et bornée pour  tendant
vers zéro. D’autre part, X, étant de ordre de n a, la séric

Zfaz,-+log(n)]

sera convergente si I'on prend

o

logy(n) =— = -

" I I
« 3 (¢ - =)
qui, comme nous 'avons déja démontré, représente une fonction holo-

morphe dans D', étant absolument et uniformément convergente dans
toute partie bornée de ce domaine, De plus elle se réduit 4

; I 1
aZ <X+na— r—zc7>’

Elle devient en effet
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en négligeant encore des fonctions continues et bornées a I'infini, on
plus simplement a

o .
— Zlog X.
a °

Telle est done I'expression asymptotique de la fonction

]0(1‘[,‘:&(.{;’ y) :F'(O)] ,
" ¥

¢ (z, y) étant représentée par le produit infini qui précede. On peut
prendre (')

g(0) =1,
S N |
CP(I?):C"(‘ +2+ n)’

et Pon voit qu’on peut écrire asymptotiquement pour z trés petit

o .
v(x, y)=cyz* ou cyu“,

c étant fini et différent de zéro.
La fonction ¢ (x, y) vérifie évidemment I’équation fonctionnelle de
Schroder ’
o(xy, yo)=sv(x, y).

Elle est identiquement nulle pour y = o. De plus, dans le cas particu-
lier ot g () est nulle, on peut faire tendre « vers zéro, y restant arbi-

%
traire dans le cercle : |y| <<¢. La fonction  “¢ (x, y) tend alors vers

une fonction limite, non nulle, de la variable y, holomorphe pour
[y| ¢, dont il est bien facile de trouver la signification. On a en effet

&

_E __z v-I- a
ety =o'l e ()

Xy

(') Le choix de ¢ (n) comporte naturetléement un certain arbitraire; on pourrait
o

prendre, au licu de I'expression obtenue, o(n) = n?, ¢ serait seulement multipliée par
un facteur constant. ‘
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et comme QL tend vers 1, la fonction limite j(y) vérifie I'équation de
1
Schrader
T =57

relative & la substitution, concernant la seule variable y, qui s’obtient

en faisant % = o dans I'expression de y,. Si aucontraire g () =£ o, on
=

doit faire tendre y vers zéro avee @, et Uexpression @ “¢(x, ), con-
tenant y en facteur, tend naturellement vers zéro. Comme pour la fone-
tion u(x, y) on peut dire que : &= = o est une ligne de points singuliers,
en général transcendants, delafonction v(@,y), sig==0;sig0,0n
peut seulement dire que 'origine est un point singulier, en général
transcendant. .

Considérons maintenant le déterminant fonctionnel des deux fone-
tions u et ¢, que nous appelons U(X, y), V(X, ) enprenant X comme
variable. Comme on a

U=Ilim[X,—p(n)],

V=1I1im Jn

a(nj"

e et o étant les fonctions numériques que nous connaissons, on a aussi

DU, V) . 1 D(X,, vn) s o ¢ ,
m__hma(n) DX, 7) __hmo_(u)A()\,.)‘)...A()x,,_,,y,,_i)

en posant
lii‘" Y ) .
DX, »)

AX, y)=

[l y a un certain intérét & obtenir la limite de 'expression précé-
dente, sans donner dy, (X, y) la forme particuliére que nous lui avons
assignée, c’est-a-dire sans supposer que I'axe desa soit invariant, ct
en choisissant o(7) de maniére & assurer la convergence. Nous posons
donc momentanément, & la place des équations (39) les suivantes :

X,:.X—l—a+bXty+%+cl’y+...,
(41) / -

r, — ¢ [ v ﬁ. 9__ ! a2
V=3 _\—f—‘z—f—\._y—t—-cy +... -
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On a alors

ﬁ().i,—:x—/}}'+c‘.1f2+-.-,
%‘_\,_1::94-(!—'—,
57 g% =—2ad 2t — 02y +.. .,
;‘/ %.;_‘ =1+ D +acy+...,

W:,A(X,y):‘r + bz (2 —0)y+( Nat+. ...

Nous avons i rechercher la condition de convergence du produit
infini dont le terme général est

I___U_(L_l)_ N I ,
S'g-(n,ﬂ'-x)[l f bm,,—i—(zc. bYyn—+...]

Comme on a toujours

1

Xy NI —

" na

et

,)fn:()(f/”‘}’() +0(|‘Tn Iz),

la condition de convergence s’obtient, comme précédemment dans la
construction de ¢ (&, ), en réduisant le crochet au terme 1 + 0’ 2,

ce qui conduit & prendre
I
s(n)=s"n =,

et 'on pourrait répéter ici ce qui a été dit au sujet des propriétésde la

s . v(x, . , , e s e e e
fonction —(—V—}Q- La fonction représentée par ce produit infini jouit

d’ailleurs de la propriété fonctionnelle (6), en y faisant s = 1.

Dans le cas particulier des équations (40) tout ceci s’applique. On
doit remplacer & par — «, et 'on retrouve bien le méme facteur de
convergence que pour le produit qui a servi a définir¢ (2, ). On adu
reste } ’

D{u, v) 1 DU, V)

D(z,y) ™ 2 DX, )

1l s’ensuit que si le domaine D a été convenablement choisi, le déter-
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minant fonctionnel des fonctions wete n’y devient jamais nul, puisque
aucun des facteurs du produit infini qui représente ————?: U\\ ) ne peut
(Xy)
devenir nul si || et |y| sont suffisamment petits. Il s’ensuit que les
fonctions « et ¢ sontindépendantes, et méme que les fonetions 2 (u, ¢),
¥ (u, ¢) ne sont jamais ramifi¢es quand (u, ¢) décritle domaine corres-
pondant & D; malheureusement ce domaine du point (%, ¢) n’est pas
aisé a définir, et le probléme d’inversion qui, dansle cas d’un point
double ordinaire, se résout immédiatement, permettant de passer des
solutions de I’équation de Schroder aux fonctions /' (u, v), g (u, ¢)
considérées pour la premiére fois par M. Picard, est ici trés délicat et
ne conduit pas en général & un résultatsimple. Nous allons 'examiner
de plus prés. |
J'ai déjha indiqué que, quand le point X décrit A, la valeur de U(X, y)
couvre un domaine de méme forme, et que les domaines ainsiobtenus
pour U, quand on fait varier ), ont une partie commune. Je vais pré-
ciser ce point. Considérons les deux demi-droites quilimitent A’ et font
I'angle w avec la direction négative de l'axe réel, soient PT et PT".
Prenons le point Q au deld de P surl’axe réel et menonsles deux demi-
droites symétriques QU, QU’ faisant I'angle o, > w avec 'axe réel
négatif. Soit E le domaine limité par QU, QU et s’étendant & U'infini
a droite. Je dis que, si les points P et Q sont convenablement choisis,
a tout point « intérieur & K, I'équation

u=UX,y)=X— glogx—i- 9(X, ¥)

fait correspondre un point X et un seul dans A’.

. L. . - . X—u

Faisons décrire a X la frontiére de son domaine; le rapport =<—>
quel que soit u dans E, restera supérieur cn module a une quantité que
nous allons évaluer.

Si M est un point de PT, on a évidemment

X — | > MH,
MH étant la distance de M 4 QU. Par suite
Xl MH

X MO
Ann. Ec. Norm., (3), XLl. — AvRiL 1924. 1%9]
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~ MH .y . .

Ce rapport y75> quand M décrit PT, a une valeur stationnaire quand
PT devient tangente a I'une des courbes, licu des points pour lesquels
ce rapport est constant, ¢’est-a-dire & une conique de foyerO et de

directrice QU ; une seule de ces coniques est tangentea PT, etle point

U

_de contact M, s’obtient par I'intersection avec la perpendiculaire menée
par O & la droite OI, 1 étant le point d’intersection des deux droites

PT et QU; comme le rapport %}% serait nul si M était en I, on voit que

M, correspond 2 un maximum. Donc le rapport croit quand M va de
P en M, et décroit quand M va de M, & Vinfini. En P, sa valeur est
l)

=8N 6

OP

al'infini savaleur limite est égale & sin(w, — ). Sinous transformons
: PQ

la figure homothétiquement par rapport 4 O, le rapport Op reste cons-

tant ainsi que » et ©,, et 'on a toujours quand u est intérieur A E
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et X sur le contour de A’
[N —u -

| —— | >¢,

|

, . PQ . .
c étant le plus petit des deux nombres O Sin @, et sin (0, —w),

Or pour |X| suffisamment grand on a
o X!I> -—dlog\—%«—f)(\,)')‘.

En effet, comme 0 (X, y) est bornée on a
[0, ) [ < om,
et I'inégalité qui précede sera vérifice si

ciX\>}§![logX

+ o]+ m,

X|> 4. Comme d’ailleurs

ce qui a bien lieu pour

IX|ZOPsino,
on voitque pour
h

() I) > )
sinw

on aura, quel que soit X sur la frontiére de A’, et w intérieur 2 E,
e /‘ 7 >
X —u|> }zlogX — 5(X, ») |-

Les domaines A’ et K étant ainsi fixés, faisons décrire 4 X le contour €
formé des deux grands segments symétriques PT et PT” et d’un arc de

'

s X .. .
cercle de trés grand rayonet de centre O, de sorte que — soit infiniment

grand sur cet arc et que U'inégalité qui précede v soit encore virifiée.
Le principe de Pargument de Cauchy montre alors que I’équation

‘ k , . .,k - - v
=X — P logX +9(X, y) = X—Z logX -+ ¢(X, X, ))
posséde une racine et une seule a 'intérieur de 2; cette racine estune

fonction analytique de « pour w intérieur & B; ¢’est aussi une fonction
analytique de £ = X y pour|¢[S4, ou une fonction analytique de y
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pour |y <p dans le cas particulier ott|Xy| n’est pas borné dans D'.
Dans ces conditions le domaine E est simplement et totalement cou-
vert par « quand X décrit A’; on aura d’ailleurs pour |uf tres grand.

. k L ,
N=u-+ p logu + quantlité bornée.

On peut prendre, en particulier, o, —_—i;'; le domaine E est alors
limité par une perpendiculaire & I'axe réel.

Revenons maintenanta ¢ (&, y); comme ¢ s’annule avecy et que le
domaine de ¢ contient ainsi un certain entourage de 'origine dans son
plan, et cela quel que soit 2, il est naturel de se demander si & tout
point analytique (u, ¢) il n’est pas possible de faire correspondre un
point analytique (, y), lorsque le domaine de (u, ¢) est défini par

R(u)ZA,

(42) o<,

A et B constantes positives. Or, il n’en est pas ainsi en général. 1l
résulte en effet de 'étude des valeurs asymptotiquesde u et de ¢ qu'on a
o2

‘c’(:z', Y)=yx“p(z, ),

w étant une fonction continue bornée et différente de zéro dans D.

D’autre part, |u| est delordre de ﬁ

Supposons que, g (y) n’étant pas identiquement nulle, le rapport
%’. soit borné dans D. On a alors

. ; = R(~1—%
]ui<K]JL’](R(‘HN"')<].{[u]‘R(»l ").

. . , oL e . \
Si la partie réelle de 1 + ~ est positive et égale & 7z, on a done

]pl<_]{.._.
Iulm.

Donc ¢, dans le voisinage de v = 0, ne peut pas étre pris arbitraire-
ment, quel que soit u satisfaisant i

R(u)>A.



/

SUBSTITUTIONS ANALYTIQUES ET EQUATIONS FONCTIONNELLES. 1179

Si g=o. la condition )| < Cla| disparait; on a seulement, ) étant
borné, '

ce qui donne lieu & une remarque analogue.
On arrive aisément au contraire, dans le cas particulier ou

Z=0 et g(y)=o.

a montrer la possibilité de Pinversion uniforme, si v ete satisfont i des
conditions telles que (42). Dans ce cas il est visible du reste, puisque
1 t
l""n]—()<;l)’ J’zz——O(CI’IV‘i)'*'O(;;_;)’
que le produit
-}‘—,w, Y= —Byp+ yai+...)

converge uniformément dans le domaine fermé D, et qu’onpeut y faire
) - - . (LA .
x = x, = 0, sans précaution particulicre; 220D o5t continue par

rapport & x pour @ = o, et tend alors vers la fonction limite

| \ .
5»“(”, YISl py
Prenons
lyi=4,
h étant assez petit pour que les termes qui suivent l'unité au second
. . R . . . pss L1

membre de la relation qui précéde aient une somme inférieure & ~ en
valear absolue, d’oll

jo(o, ¥) 1>

.

Y
2

Il suit de la et du principe de 'argument de Gauchy que pour

4
i<t
I’équation

0(0,3)=¢'

admet une racine et une seule de module < /.
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Si nous supposons maintenant

b

h
3

-
I’équation
pla, y)y=7¢

admettra également une racine et une seule, si || est suffisamment

petit. Posons en effet
o(z, y)=w(x,¥)),

et démontrons que les équations

o2, ) =0,

v(0, ¥) =

ont le méme nombre de solutions dans le cercle ly|£4, ou que le
quotient
o(z, y)—v(o,y) _ y[w(z, y)—w(o, y)]
plo, y)—¢ p(0, y)—9

est plus petit que 1 en module, sur la circonférence |y|=A; ceci

est immédiat car
o

]v(oy,}’)h)'|=h> ;’
_h
l V’lé'g’
max.| w(z, ¥) —w(0, ¥) |y =1=x(z).
Le quotient considér¢ est done, pour [y| .= 4, inférieur en valeur
absolue a ”

oz
) b u(a),
2 3

donc inférieur & 1 si |»| est suffisamment petit, . (2) tendant vers zéro
avec |z|. On a donc bien une solution unique de I’équation en y;

p(a, y)=1v',

“tonction analytique de a pour x =~ o, continue pour @ = o comme il
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résulte de sa représentation par l'intégrale

-Lf ydy
2T "‘Aizlz[‘,(‘r7y~)‘—("]%‘;;/

Portons cette valeur de y
)"((l', "‘,)1
dans I'¢quation

e - —_I_ /_‘ > —I-
u__u(r,y)__x-+‘”Og$4—9<w,y>

que nous voulons résoudre par rapport a 2, v’ vérifiant la condition
[R(u")]|>A.

Il résulte de ce que nous avons démontré en détail qu'il y a une
solution et une seule, fonction analytique de «’ et de ¢'.

L’'unicité de la solution résulte d’une maniére plus générale de la
définition de u et de ¢ par les formules

. 1 i
zt_~hnl[3; ——p(n)J,

Yn_ .
g(n)

¢ =1lim

En elfet les fonctionsx, (z, y) ety, (2, y)forment un systeme uni-
ralent dans D, c’est-a-dire ne prennent jamais le méme systéme de
valeurs en deux points distincts de D, car cette assertion résume les
deux faits suivants :

1° Quand (z, y,) est dans D,, conséquentimmédiat de D, z et y sont
des fonctions uniformes de z, et y,.

2° Les domaines D, D,, D,,... sont contenus chacun dans le précé-
dent. Les fonctions sans le signe &Zm dans les équations précédentes,
fonctions du premier degré de @, et y,, forment done aussi un systéme
univalent. D'autre part nous avons démontré que

b (x,
D(z,

°)
) = o.

Admettons maintenant le lemme bien simple quisuit, que nous démon-
trerons ultérieurement :
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Siles fonctions F (=, ), G (@, y), réguliéres poura =y = o, nulles
en ce point et de déterminant fonctionnel non nul, sont respectivement
les limites de deux suites de fonctions holomorphes F, (z, ¥), G,(x,¥)
qui convergent uniformément dans un domaine entourant l'origine,
ce point est limite de points (£,, v,) vérifiant les équations

Fn(glz; Tuz) =0, Gn(Em ‘n/z) = 0.

Il s’ensuit que si u et v prenaient les valeurs («/, ¢') en deux points
distincts de D, les deux fonctions dont elles sont les limites posséde-
raient, pour n assez grand, la méme propriété, ce qui, nousvenonsde
le voir, est impossible.

La correspondance entre (x, y) et u, ¢) est done biuniforme et ana-
Iytique, et 'on a

x = [f(u, ),
y=g(u, v);
S+ a, s'e) =Rz, y),
glu+a,s'e)=S(x, y);

CET B E2)
g(u—a ) =800

cette derniere formule permettant de prolonger le domaine d’exis-
tence des fonctions f (u, v), g (4, v) de proche en proche, aussi long-
temps qae les fonctions R, (2, y), S—, (=, y) restent analytiques et
uniformes.

On aura d’ailleurs : y = o pour ¢ =o0, etz = o pour « infini avec
une partie réelle positive. Si 'on n’a pas ramené préalablement les

~deux courbes invariantes analytiq ues & coincider avec x = o et y = o,

ce sont ces deux courbes qul correspondent & w infini (Ru>o0), et a
0= o0.

Nous pouvons encore nous servir de la transformation

y =z
pbur ramener le cas de g 5% 0 a celui de g==o, car les équations (39) '

i

S
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deviennent
ry=x(1—axr—bsr +cx?+...),

sixy=s'sxr(1—ax—Lzr—+...),
“et en divisant membre 4 membre
si=s's[1+(a—a)z 4+ (y—c)2*+ (b—B)se+...]

Les équations de transformation gardent la méme forme, maisil n’y a
x o ,
plus de terme en z dans = Seulement « se trouve remplacé parx — a

qui n’est plus nul, si « P'était.
Cas de a = o.— Je vais passer maintenant au cas ou 'onaa=o,
les équations de transformation étant alors

i+xla+g(y)]+...
yi=sy+oaxt+.. ..

e —

)

Une étude détaillée de ce cas entrainerait des développements consi-
dérables, d’écriture notamment, et les résultats qu’on peut espérer en
obtenir ne semblent pas avoir une importance assez grande pour qu'il
y ait lieu de pousser jusqu’au bout cette discussion, comme je I’ai fait
dans le cas d'une seule variable. Je vais montrer simplement que ce
cas se raméne en général 4 celui olt @ n’est pas nul, moyennant une
série de changements de variables simples. Nous pouvons d’abord

. x| x
employer le changement de variables .
o yi|ay +1lx?

disparaitre le terme g (y). Ceci fait, supposons que dansnos équations,
qui conservent la méme forme sauf I’évanouissement de g, le premier
terme en 2 non nul dans la parenthése soit le terme ax*; nous pou-
vons éerire

> destiné i faire

= a1 —ax*Py(x? y)+a P (2? y)].

P, désignant une série enti¢re qui commence par la constante + 1,
tandis que P, commence par les termes

| (et )y |
dnn. Ec. Norm,, (3), XLI. — Avmw 1924. 16



122 ~ P. FATOU.

En élevant au carré, on obtient
xi=2a® [[1 —ax2Py(x2, y) P+ 22 P22, y) [1 — ax? Py (2, )] + a* P} (27, y)]

ou, en posant

x

A

’

oy

@

-1

13
1

f=ifi—sar—E— ey Pua ),

P, commencant par des termes du second degré, mais contenant du
reste des termes a exposant fractionnaire. En posant

1 R 1 i
g=X0 =%
il vient
L
Xy=X+2a+ — +cX?y +...;
X'e‘

-

mais, comme précédemment, nous emploierons simultanément les
variables Z et X. Si nous considérons maintenant les deux équations

- 1
Yi=s8y -+l + BBy +yyi+...,
b= —oabia. .. =E[1+O(E]+ |y

nous voyons que les termes du premier degré ne présentent plus la
forme canonique; pour les y ramener, il faut poser

Y=+ L&, [— &

y ==n + I T
On obtient alors le systéme

X1=X+2a+—b~i;€»-l~+c?{‘3n + ()H{' -+ I'nl],

(43) . X

3 s
m=s'n+ B2 +BEqn+( Yen+....
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La deuxiéme équation peut encore s’écrire

(4 m=aly+0(zF+ )] +o0(jzf).

Le choix de la détermination qu’il faut prendre pour les termes en
1 1 .

£% X* ne donne lieu & aucune difficulté. Je renverrai pour ce point &
la discussion analogue que j’ai faite pour le cas d'une seule variable
dans mon Mémoire du Bulletin de la Société mathématique.

L’itération de la substitution (42), malgré la présence des termes &
exposant fractionnaire, se discute aisément comme celles que nous
avons étudiées jusqu’ici.

Nous imposerons a4 X et v la condition

(45) 1X’;‘-n | <%,

A étant une constante (que nous déterminerons plus exactement. Nous
1

supposerons d’autre part que | X? | et |1 restent inférieurs a un nombre
fixe ¢; si ces nombres A et p sont suffisamment petits les termes qui
suivent X + 2 a dans l'expression de X, peuvent étre rendus aussi
petits que I'on veut. Nous construisons alors un domaine du plan
des X analogue au domaine A" considéré précédemment, ct limité, en
supposant @ réel et positif, par deux demi-droites se coupant sur I'axe
réel, en un point d'abscisse positive trés grande, et symétriques par
rapport & cet axe. En établissant des relations d’inégalité convenables
entre les quantnte: A, ¢ et I'inclinaison de ces deux droites, on fera en
sorte que si X estdans ce domaine, X, setrouve dans le méme domaine
déplacé par translation d’une quantité constante vers la droite. De
plus la velation (43) montre que l'inégalité (44) subsistera encore
pour (X,, n,), si ¢ est assez petit; de (43) on dedult en effet, si 5] et
I'] sont assez petlts

loo

f A
drg < qgln]+AlEP=q|n |+ —>

e

£

en prenant par exemple
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On a du reste pour‘;{i — 1, qui est de l'ordre de [%] + |7[, une

valeur trés petite; on peut done écrire

ol

X
X

<1+ h,

AQG-+1)
X
A1+ h)

___’_;gl_ <qgh(s+N)+Ap(+ ).

Comme ¢ << 1, ceci sera encore inférieur a A sip et A sont assez
petits.
~ Dans ces conditions le point (X,, 7,) restera dans le domaine ini-
tial. On ne peut d’ailleurs pas, si ¢ 5= o, supprimer la condition (44),
et ici on n'apercoit pas d’artifice qui permette de faire disparaitre ce
coefficient ¢. On trouve alors, en raisonnant comme nous 'avons fait
maintes fois que X, tend vers I’infini comme 2 2 a; d’'une manicre plus
précise on aura

1!
| XEn, < g XEa| (14 1)+

<gh(t+ )+

X,=X +2na-+ 0(y/n).
De méme y, tend vers zéro et ’on a -

’ B
[na | <g™ln|+ ——5>
[ Xa [?
I
i Nn ‘ =0 ('3_)
N
En remontant de proche en proche aux variables primitives on
. - , 1 .
trouve d’abord que |y,| tend vers zéro comme —- La transformation
z* =,
x2=E,
nous donnera ensuite pour (z, y) deux domaines entiérement distincts
dans lesquels («,, y,) tendent vers l’origine. L'un de ces domaines

sera défini de la maniére suivante: le point # se trouvera 4 Iintérieur
d’une courbe passant par I'origine et ayant en ce point une pointe avec
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un angle = —-—Ci; (o est aussi petit que I'on veut); cette courbe se déduit
par la transformation x* =% du systéme de deux arcs de cercle,
déduits eux-mémes par inversion des deux demi-droites de tout &
I'’heure ; pour chaque position de , ¥ doit étre & I'intérieur du domaine
défini par

(45 bis) ly+lz| <) x|

c¢’est-a-dire d’un cercle dont le centre tend vers I'origine et le rayon
vers zéro, quand x tend vers zéro; x, et y, sont alors tous deux de

I ’ . }
I'ordre de —=- On démontrera facilement que == tend vers — . On
\/n q ZLn

aura un autre domaine analogue en prenant l'autre détermination du
radical dans 'expression

Dans le cas ou le développement de x, -— @ suivant les puissances
ascendantes de x et de y commencerait par un terme en 2?*' quand
onyfait y = o, la méme méthode permettra de mettre en évidence
I'existence de p domaines de convergence distincts, mais a condi-
tion, si p est quelconque, qu’il y aitun certain nombre de coefficients
nuls (*).

Soit par exemple

z L4
ry = ———————-"I+)/2_$37
Y11= %—i—xa.
Effectuons les calculs indiqués
:
b=
AR . —
( =) (E =),

}’1=%’ +¢&

»

La nouvelle substitution est uniforme dans le cas actuel. On fait

(1) La démonstration de I'existence d’une solution de I’équation d’Abel exigerait I'em-
ploi de nouvelles transformations analogues & celles que nous avons employées dans le
cas d’une seule variable.
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ensuite les changements de variables -

ce qui donne

X;=X—3+3nX+ 1\% +
N
=7 652+
On devra poser
|02 X | < 2
ou
< M,

et cette condition sera vérifiée par le point (§,, v,) moyennant les
hypothéses que I'on connait. On trouvera donc pour le point (x, y)
trois domaines de convergence distincts.

Prenons au contraire

Ly =
I -+ &y -+ &

’

rn=3 + 2.
En posant encore
L4 X =

on obtient

X=X +6+6yXiq. ..,

' .
=24 ' ‘
2 X-;
Pour obtenir un domaine de convergence dans le plan des X, on
serait conduit & poser
5,
lXﬁyl<l,

mais cette condition ne saurait étre remplie pour le point (X, y,),
car on aura

I ; 1
: i:]w + X | (1 +¢),
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¢ étant tres petit pour y et  eux-mémes trés petits. Si donc X° y est

B3 1
borné, X° y sera donc de l'ordre de X*” donc trés grand. On n’obtien-
dra pas par cette méthode de domaine de convergence. Je ne sais pas
s’il en existe néanmoins; il est probable que non.

Cas d’une ligne de points doubles. — 11 est d’ailleurs certain qu'il
existe des substitutions avec un point double de I'espéce étudiée
actuellement pour lesquelles il n’y a pas de domaine de convergence,
mais seulement une ligne de convergence : la courbe invariante de
Poincaré. Tel est le cas des substitutions, étudiées par Lattés dans sa
these souvent citée, qui possédent une ligne de points doubles, ce
qui arrive quand le déterminant fonctionnel de #, — , y, —y par
rapport & x et 'y est identiquement nul. La substitution se raméne
alors & la forme
(45) f o=zt +y Pz, y)]=M(z, y),

L= o0+ Qa,2)]=N(=, ),

P et Q étant des fonctions réguliéres autour de l'origine, avec
Q (0, 0) =o; laligne de points doubles est y = o, la droite x = o est
toujours la courbe invariante de Poincaré.

Lattés a montré, en se servant de cette forme réduite, que la courbe
des points doubles posséde la propriété suivante. Soit AB un arcde la
courbe des points doubles lelongduquel |s'| est constamment inférieur
a 1, en désignant par s’ le multiplicateur différent de I'unité; on peut
limiter de part et d’autre de 'arc AB un domaine tel que les consé-
quents d'un point de ce domaine restent dans le domaine et tendent
vers un point de la courbe des points doubles, en restant sur une
méme courbe analytique invariante (courbe de Poincaré).

On peut compléter ce résultat en ramenant I’équation précédente a
une forme canonique qui met bien en évidence le processus d’itéra-
tion.

Soit o un nombre tel que pour |x| et [y|Zg, on ait

| Pl ) <A,

P s
IQ(T))|< Py 2
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d’ou

[+ Q(z, y) | <

!
i—}f_—’:q<,.

Prenons o < ¢, et |z| et y inférieurs & p’. On aura

rl<qly
[z | <[z|[1--Aly]].

b

On aura encore
lz | <p. [yl <es
pOUI‘VU que
P (1+Ap") <,

“ce que nous pouvons supposer. On obtiendra ensuite

il <aqyl
|z | <|z|[1+Aly|l1[1+Aq|y]|],

et’on peut continuer & écrire indéfinitivement les inégalités analogues

[yel<q"ly|s
[on [ <|x|[[t+Aly[]...[t+Ag" " y]]

st le produit convergent

p'(rAp ). Lt Agrte) L
est inférieur a p.
Il suffit pour cela que
Ap
P/ e'r/_——i< 0,

ce qui a bien lieu pour ¢’ suflisamment petit. Dans ces conditions le
produit infini

[1+y Pz Y ) [t+3 Pl@, y)] [+ yu P2, )]+
est absolument et uniformément convergent puisqu’on a

[P (2, ya) | <A,
lynl <gq"p,

et représente une fonction holomorphe dans le domaine

lzlZe',  lylZe,
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1

3 N . , . . X . .
égale 4 1 pour y = o, et qui n'est autre que la limite — pournmﬁm.
3 x

On a done uniformément

lima,=u(x, y)=x(i+yw(r,y)],

n=— =%
u(xy, yy) = u(x, y),

w et w holomorphes dans le domaine considéré.

En prenant « (2, v) comme variable indépendante a la place de ,
dans un certain domaine entourant I'origine, cc qui est permis, la
substitution sera ramenée i la forme suivante :

Wy== u,

(46) .
yvi=y[s'+ Ru, )] [R(o, 0)=0].

En effet la relation entre u, x et y est de la forme

u=a1+ya(y)]+x2ya,(y)+...+x"ya,(y)+.-.,

d’ott

Ju

2); =1+mx—+py+..,
donc différent de zéro pour || et | y| suffisamment petits, et la théorie
des fonctions inverses permet de développer « suivant les puissances
de u, les coefficients étant des fonctions de y qui sont toutes nulles
pour y = o, sauf le coefficient de z qui se réduit a 'unité. On aura
done pour || et|y], suffisamment petits, le développement convergent

Zz=ul1-+yB]+ Wy b (y)+...+u'yb,(y)+....

En remplacant @ par cette expression dans la seconde des équa-
tions (45), on a bien pour y, une,expression de la forme indiquée.

On est donc ramené & une forme canonique dans laquelle 1'une des
variables reste invariante, ce qui conduit a faire Iitération d’'une fonc-
tion d'une seule variable, mais contenant un paramétre arbitraire u.
Le multiplicateur est donc fonction de u; il a pour valeur

s'+=R(u,0)=8+Q(u,0)=8+ ku—+...

et, se véduisant 4 5" pour u = o, il restera pour |u| suffisamment petit

inférieur & ¢ < 1. Dans ces conditions la fonction holomorphe & I'ori-

gine et de dérivée égale & 1 en ce point qui vérifie 'équation fonction-
Ann. Ee. Norm., (3), XLI, — Ma1 1924. : 17



130 P. FATOU.

nelle de Schréder relative a la seule variable y, est une fonction holo-
morphe non seulement de y mais encore de u; c’est ce qui résulte
immédiatement de son expression connue sous forme de produit
infini. En appelant ¢ («, y) cette fonction, on a

o(u, y) =[8'+o(w)]e(u, ¥),

en posant
g(u)=Q(u, o)y=rhu—+....

On peut évidemment d’aprés la forme du développement de ,
g=y+hy*+luy +...,
la prendre pour variable destinée & remplacer y, et finalement la subs-

titution (45) se trouve ramenée, par un changement de variables
régulier et biunivoque, a la forme canonique

| Wy=u

] m=v[s+o(u)] [s(0)=c],

(47)

sur laquelle on apercoit immédiatement I’exactitude de la proposition
de Lattés, puisque

U,==u,
on=v[s'+o(u)]".
Un cas particulier remarquable est celui ou
o(u)=o,

|s'| étant toujours compris entre zéro et un ('). Dans tous les cas x
et y s’expriment, dans un domaine entourant le point (¢ =0, ¢v=0)
en fonction holomorphe de u et de ¢ : '

x= fla, v),
y =g(4, ),

et on a d’aprés (45), en posant
' s'+o(u) =1(u),

les formules suivantes qui résolvent le probléme de Ditération

(1) Ceci aura lieu notamment si zy, y; satisfont aux équations aux dérivées par-

D(zh.}")_s' elo_zl.i..gz—i:.l—i-sl.

tielles Dz y) — e oy
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analytique
Slus ¢ =(0)]= M[f(u, ¢), glu, 0)],
glu, v 2] = N[f(u, o), glu, )]
Slu, o (@) =M f(u, 0), g(u, )1,
glu, o (w)]= N[ f(u, ¢), g(u, )]

et qui sont surtout intéressantes quand ¢ (u)=o0, 7 (u) =+', ou tout
au moins quand 7 () est une fonction rationnelle.

Remarquons que si les équations de la substitution peuvent se
ramener i la forme :

Xy = x,

sy da )=y +( e ( et ( day e,

Y (2, y) n’étant pas divisible par y, on est toujours dans le cas d’une
ligne de points doubles, car on peut toujours résoudre par rapport
a y I'équation

S/.}"*‘LP(‘Ta y)=ux.
qui donne pour y une fonction réguliére de «, puisque 1 — s’ =~ o,

Ainst la condition nécessaire et suffisante pour qu'tl y ait une ligne de
points doubles, c’est qu’il existe une fonction invariante par la substitu-
tion donnée, réguliére a l'origine, nulle ence point, les dérivées premieres
ne s’y annulant pas toutes les deux.

Les substitutions qui possédent cette propriété sont-elles les seules,
parmi celles dont les multiplicateurs sont 1 et s’ (o< |s'| < 1), pour
lesquelles il n’y a pas de domaine de convergence? Evidemment non,
car il peut exister des lignes de points doubles pour une puissance de
la substitution donnée £* (n > 1), tandis que X elle-méme n’aurait
qu’un point double isolé. Mais je regarde en outre comme probable
qu'il y en a encore d’autres que ces derniéres. Je propose de démon-
trer qu’il en est ainsi pour

x
Ty’
=5y +zx

1=

ou, si ma présomption est fausse, de trouver les domaines de conver-
gence. :



132 P. FATOU.

Cas de s = 0,5 = 1.— Je vais maintenant passer au cas ot I'équation
en s a une racine nulle, une autre égale 2 1. On peut ramener la subs-
titution & la forme

Xry=2x +oay-+...,
m=d a4+ bay+cdy—4. ..

par une substitution linéaire auxiliaire. Nous allons effectuer encore

d’autres changements de variables pour donner une forme plus simple

a ces équations; on peut d’abord remplacer y par y + @’ x?, et y, par

¥ +a x} ce qui fait disparaitre le terme en 2* de la seconde. Nous

supposerons donc @’ = o. On peut ensuite mettre le second membre

de la premicre (Prcarn, Traité d’ Analyse, t. 11, Chap. IX) sous la forme
(z4oay+By*+...)

- B

1=+ P, y)

Plz,y)=ax+ by +...

est réguli¢re a 'origine, ainsi que le numérateur. Si o=~ 0 nous pou-
vons prendre I'expression

S(ay+ Byt

comme nouvelle variable destinée & remplacer y, qui sera elle-méme
développable suivant les puissances entiéresde ceile nouvelle variable.
Si o était nul et que le numérateur fit de la forme

(x+AyP 4 pyret+...),

on prendrait pour nouvelle variable

P
y\///y—!- ;y-&—....
On aura donc avec ce choix de variables, puisque ce dernier change-
ment ne fait pas intervenir la variable z et que par suite o’ reste nul :

z —+oy?
1+ Pz, y)
n=bxy+cy—+....

Ay =
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Nous supposerons p = 1, mais le cas de p queleconque n’introduit
pas de complications. En posant comme précédemment

- i - 1
Xl'———'a X:—,

&£y e
il vient
y, — X[1+P(z, y)]
T 42Xy

P (x,.y) est ordonnée suivant les puissances entiéres ascendantes
I .
de et de y; si de plus nous supposons

Xy | < ~;! ,

nous pouvons développer - suivant les puissances ascendantes

1
+aX )y
de Xy. Nous poserons méme

IX2yl<i,
constante positive, et nous aurons ainsi
X,_—_(X—o:X‘-’y)<1+ g +by+...) +0.

Le terme 0, si I'on suppose

[P(x, y) <A,
a un module inférieur a

x| 2lap i
i—aXy [T STX e
— |

Supposons maintenant @ = o, et, comme précédemmentréel et positif.
En effectuant le produit dans I'expression de X,, on le trouve égal &

X+a—aXty +(b—aa)Xy— baX?y?,
les termes négligés ayant une somme inférieure en module &
. . 1 2
A[]X[—l—‘l.al][—-—‘-[ -#-[y{—\ .

Si 'on prend
' [X]>2Aa,
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on trouve finalement
X, =X +a—aX?y,

en négligeant une quantité dont le module ne dépasse pas

, 1 A2 A bk B2

B étant une constante indépendante de A, ainsi que A. En supposant
Xk < 1, par exemple, on voit que ceci est inféricur a
' G+ C
YN
C, (7 constantes indépendantes de A. On a finalement

. als
X, =X+a—aX?y+ Eii‘%> W,
VX

W étant une quantité bornée (indépendamment de 7).

On pourra alors construire dans le plan des X un domaine semblable
au domaine A’ qui nous est bien connu, et ’on constatera comme pré-
cédemment que si l’on prend par exemple

asinw

l)\“|< A ’

et sile sommet de ’angle de A’ est assez éloigné vers ladroite, le point
X, sera contenu dans A’, et méme dans un domaine congruent déplacé

a .
de > par translation.
Il faut maintenant vérifier qu’on a bien encore

[ Xir | <},

et que par suite X, ne sortira jamais de A’. On le vérifie aisément, en
remarquant que, grace 4 I’évanouissement de a’, on a

yi=yxO0[|z|+|y|]+ Oz,

et le calcul s’achéve comme dans les cas déja examinés. On verraalors
successivement que |X,| tend vers I'infini comme n, que y,, tend vers

-, 1 \ > ’ 4
zéro comme x’ ou 5 d’ott 'on déduira ,

X,= X + na + O(logn),
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enfin que y, est asymptotique 2 [x?. On en déduira I'existence d'une
solution, holomorphe dans le domaine de convergence des z,, ¥,, de
I’équation d’Abel

w(xy, y1)=u(x, y) + a.

Tout se passe, & peu prés, comme dans le cas s’ = o. Mais icl nous
n’avons plus la simplification que nous permettait d’introduire dans
‘notre analyse 'existence ‘de la courbe analytique invariante de Poin-
caré. Je ne sais pas si cette courbe existe dans le cas actuel. :

Bien entendu, il y aurait encore ici un grand nombre de cas parti-
culiers &4 examiner, dont les uns tendent i simplifier, les autres a
compliquer I’étude des problemes qui se posent. Je me contente de
signaler le cas oltil y a une ligne de points doubles. Il peut arriver
qu’on ait s’ = o en tous les points de cette ligne :

=z + Y,

Y=y
On voit de suite sur cet exemple que les conclusions de Lattes
subsistent; mais pour ne pas allonger cette discussion déja longue,
je laisserai de coté la question de savoir s’il en est toujours
ainsi. :

Cas de s = s'=1.— Ce cas, trés importantau point de vue desapplica-
tions aux équations de la dynamique, exigerait de longues et difficiles
recherches pour étre élucidé complétement. Nous indiquerons seule-
ment les résultats auxquels on est conduit dans quelques cas particu-
liers. Ici encore, il n’y aura pas toujours de domaine de convergence,
notamment dans le cas ot I'une des équations de la transformation se
rameéne & la forme n = «,; ilyauraalors une ligne de points doubles.
Un" autre cas intéressant est celui ou le déterminant fonctionnel

%%) est constant et égal & 1. Dans ce cas il est clair quil n’y a pas

de domaine de convergence, car la transformation conserve les aires,
ou les volumes dans I'hyperespace complexe; un domaine simple D
suffisamment voisin de I'origine, ayant pour conséquent un domaine
simple D, la suite des domaines D, D,, D,, ... ne saurait tendre vers
un point limite unique; ou bien ces domaines ne resteront pas com-
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pris dans Uhypersphere de centre O et de rayon g & l'intérieur de
laquelle z, (z, ), v, (x, y) sont supposées définies et uniformes, et
alors la transformation peut cesser d’avoir un sens : on sort du pro-
bléme local et I’on a affaire au probleme général de I'itération; oubien
les domaines conséquents restant compris dans cette hypersphére les
fonctions analytiques @, (2, ¥), y. (2, y) forment dans D une famille
normale au sens de M. Montel, étant bornées dans leur ensemble; et
de toute suite de ces fonctions on peut en extraire une autre qui converge
uniformément vers les fonctions limites « (x, ¥), ¢ (z,y) dont le
déterminant fonctionnel est égal & 1, et qui fonl correspondre au
domaine simple D un lomaine :.lmpleA soit

v v v
a—nly Ay, DR )

cette suite de puissances de la substitution X qui tend ainsi vers la

[w w(x. ))J
i@

Si A’ est intérieur & A, les substitutions

substitution limite

)

v ¥
—-og— Oy A=Ey—y) ey MO, =)

tendent vers la substitution identique; tout point de A" est donc limite
de ses propres conséquents. De méme tout point de A’ est limite de ses
propres antécédents (').
Prenons par exemple la substitution
Zy=x+ay+aa+2bxy+cy?,
Y1 y+aat+20ay + ¢y

Il

D Y \ . .
(@ 1)) est égal & 1, on obtient

En expmmant que Dz, y) g

2
Xy=x +ay+a a,+<a'—§)y] ,

)’1=y+7\a[x+(a ) ]

(1) Ceci est & rapprocher du théoréme de Poinearé concernant les transformations
qui admettent un invariant intégral positif (/s méthodes nouvelles «e le Mécanique
céleste, t. 11, chap. XXVI).
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et le cas limite
xry=x 4+ ay,

p— - [}
Y= ¥+ aday

substitution birationnelle que nous étudierons plus en détail dans la
seconde partie de ce Mémoire.

D’autre part on trouve facilement des cas ot il existe des domaines
de convergence. Nous allons examiner celui ou la substitution est
réductible i la forme

x
it zla+ Pz, y)] (a, a' #0)
Y= -

1+ y[a' 4 Q (=, ¥)]

P et Q étant des fonctions holomorphes & 'origine, nulles en ce point.

. . . x 4
Les deux lignes = o, y = o sont alors invariantes et de plus—, l}—‘
sont égaux h I'uniié¢ pour x = o et y = o respectivement.

En posant

-
ol

x:-{a y::)_'7
on obtient
. R D c
XI:)\—i—a—y—i—l—?—!—... _
o h v, e
.x-«1+(l+:\7+7+...

et on peut ainsi raisonner sur les deux variables X et Y séparé-

> ¢ . I .
ment pourvu que [X| et | Y] soient > —- On construira comme dans les
¥

cas analogues déja examinés deux domaines A et A’ dans le plan des
X et des Y respectivement, dans lesquels X, et Y,, tendent vers I'infini
avec les valeurs asymptotiques na et na’. D’'une manieére plus précise
on aura .
b c .
X, = na + - logn —+ ?Iogn 4 Cns

¢! ' b
Y, = na + &—,logn -+ -Elogn -+ N,

£, et 1, tendant vers les fonctions limites u et ¢ qui vérifient I'équation
Ann. Ee. Norm., (3), XLL. — Max 1924. 18
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fonctionnelle d°Abel
(X, Y))=ua(X, Y) + a,
COXG V) = (N, Y) + s

et qui, lorsque X et Y sont deux points trés éloignés de lovigine a
Pintérieur de leurs domaines respectifs sont de la forme

W(X, Y) = xwg logX — Slog¥ + (X, V),
¢! b’ . .
(N, Y)Y =Y — ;,log\' — ;log\ +0(X,Y),

8 et 0’ désignant des fonctions continues et bornées dans le domaine
(A, A"). Le probléme de I'inversion est aisé¢ & discuter; il est particu-
litrement simple dans le cas ou les coefficients 4" et ¢ sont nuls. On
aara alors

X =f(u, ),

Y= ér(”v ),

Jf et g étant uniformes quand uet ¢ varientindépendamment dans deux
domaines E ct E' du plan des u et des ¢, ayant la méme struclure que
A et A'; de plus,

Xi=f(u4a, v+ a'),

Yi=g(u+a, o+a).

On démontrera enfin, comme dans le cas d’une seule variable, Uexis-
tence de domaines dans lesquels il y a convergence vers I'origine ausst
bien des antécédents que des conséquents d’un point.

Nous allons dornner maintenant la démonstration d'un lemme de la
théorie des fonctions analytiques de deux variables, que nous avons
utilisé plus haut et qui est Pextension d’une propriété bien connue
desfonctions d’une variable. Nous supposons queles fonctionsF (x, y),
G (2, y), holomorphes dans le domaine du point (o, 0), nulles en ce
point et de déterminant fonctionnel non nul, sont respectivement les
limites des deux suites de fonctions holomorphes F,(x, v), G, (z, y)

qui convergent uniformément dans le domaine D défini par

2SR, |y|iR.
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Commei%% n’est pas nul & lorigine, on peut supposer % diffe-
rente de zéro & P'origine et méme dans D (rétréei s'il le faut).

Les fonctions F, (o, y) tendant uniformément pour|y| < R’ vers
F (0, ), qui n’est pas une constante puisque sa dérivée n’est pas nulle
poury = o, 1l est connu que le point y = o, zéro delafonction F (0, 1)
par hypothése, est limite de zéros des fonetions F, (0, v) et de toute
suite infinie de fonctions u’on en peut extraire, autrement dit on aura

I, (o, fp) == 0,

_ v , 1 . s
| .| tendant vers zéro avee o Je dis qu’on peut trouver deux nombres
pete’ (6 2R, "SR, tels que, pour|x| =g, 'équation en y,

1“n (2, y) = 0,

ait une racine et une seule de module < ¢’, fonction analytique de 2
prenant la valeur 7, pour z = o. L’équation précédente peut en effet
s’éerire ‘ '

[Fu(z, ) — Fulo, )] + [Fu(o, ) — Fr(2, 1,)] = 0. -

Le premier crochet tendant uniformément vors

- . U oF
F(z, ¥)—F(o, y) ::/ g% dx
) 0

sera, pour 2 > p, inférieur a

e+ K|z,

s - . ol
si 'on appelle K le module maximum de 5~ dans D.

e deuxicme crochet tendant uniformément vers

\ ) JoF
Fo,y)=y <§y>n .,

. , . ' . ) ()F\
pour laquelle y =0 e¢st un zéro simple, puisque ) # 0, sera
/n
pour |y|= ¢’ supéricur en module &

Ko —e,

1 or : ..
K étant par exemple 5 \ <?);> " est convenabiement choisiy ¢ est

1Sip
0
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aussi petit qu'on le veut pour n suffisament grand; p" é¢tant choisi, si
Uon prend ¢ de maniére que '

e+ ko <Kyo'—zq,

Ko —a¢ ‘

p<~t

_ . . . 1 . , .
et o = R, ce qui est possible quand < ou — sont assez petits, I’équation

en y,
' F.(x, y)=o.

aura, pour |« | < ¢, le méme nombre de racines dans le cercle [y| =
que I'équation

O

F,.(o,y)=o0.

Cette derniére ayant d’aillears la seule racine simple y =1, dans le

cercle considéré du plan des y, comme on le voit facilement, ¥, (2, y)
admettra la racine simple
V= 9u(2)

exprimable, comme on le sait, par une intégrale définie, et fonction
continue et monogéne de x se réduisant a v, pour = o. Je dis que
o, () tend vers la fonction implicite, nulle pour = o, définie par

F(r,y)=o.

Pour le démontrer rapidement, on peut remarquer que les fonctions
o, (@) régulieres pour |2 | S g etbornées dans leurensemble (inférieures
en module a " et 4 R") forment, au sens de M. Montel, une famille
normale dans ce cercle du plan des x; et que de toute suite infinie de
ces fonctions on en peut extraire une autre qui converge uniformé-
ment vers une fonction limite réguliére ¢ (). Comme on a

Fola, on(®)]=0

par définition; que d'autre part T, (@, y) converge unilormé-
ment vers F(z, y) pour |z|l¢, |y|Se; et qu’enl‘i_n o, (x), pour la
suite considérée de valeurs de n, tend uniformément vers o(x),
on en conclut
Flz, o(z)] =o.
D ailleurs 5 ' :
¢(0)=0
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puisque

’-?u (0) =y — 0.

Donc toutes les fonctions limites coincident avec la fonction implicite
de z, nulle en 2 = o, obtenue en annulant F (2, ¥), ce qui démontre
notre assertion.

Ceel étant, les fonctions

Gn[-"» ’311('17)} = c’-\"n('v)
tendent uniformément vers

. Gz, o(x)] = g(x).
Comme on a
g(e)==G[o, 9(o)]=o,
et que les fonctions g et g, sont régulicres pour || Z o, I'équation

gule) =0

. B N . 1 \ . N
aura une racine de module infintment petit avee ~» 4 moius que g (a)
ne soit identiquement nulle, hypothese & ¢écarter car elle signifierait
que le déterminant fonctionnel de F(x, y) et G(z, y) est identique-
ment nul.
Mais dire que g, (2) admet un zéro de module infiniment petit
revieut i dire que les deux courbes
F.(x, y)=o,
G,(x,y)=0

se coupent en un point dont I’z est infiniment petit. Il en sera de méme
de I'y correspondant puisqu’on a
Y = 9n (.Z');
et comme ¢(0)= o0, et que ¢, (x) tend uniformément vers ¢(2), 9,(x)
«p s . I
sera infiniment petit avec |z | et o

Ainsi, moyennant nos hypothéses, tout point de rencontre des

courbes ;
F(x,y)=o, G(z,y)=o
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est limite des points de rencontre des courbes
F,(xz, y)=o, Gp(ax, y)=o.

La démonstration suppose que-le point d’intersection considéré cst
un point simple de U'une des courbes. Le déterminant fonctionnel peut
s'annuler en ce point mais les deux courbes n’y doivent pas avoir une
branche commune.

Nous verrons dans la seconde partie de ce Mémoire consacré &
I’étude de certaines classes de substitutions biuniformes ou biration-
nelles que les équations fonctionnelles correspondantes permelttent
de définir des fonctions uniformes possédant des propriétés remar-
quables et parfois assez inattendues, sur lesquelles Poincaré a le
premier attiré ’attention dans son Mémoire « Sur une classe nouvelle
de transcendantes uniformes». Mais les difficultés deviennent telles
lorsqu’on ne se borne plus & I'étude de ces fonctions dans le voisi-
nage d’un point double que nous devrons nous borner & établir
seulement quelques propriétés de ces fonctions, sans pouvoir, méme
dans les cas les plus simples, obtenir des résultats aussi précis qu"e‘
ceux que nous avons obtenus dans 'étude des substitutions ration-
nelles d’une seule variable. .




