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SUBSTITUTIONS ANALYTIQUES
! ^ !' ET

ÉWATIONS" FÔNCTIONNELIIS A D E U 1 VARIABLE

PAU M. .P. FATOIL

PREMIÈRE PARTIE.

L'itération au voisinage d'un point double attractif (o <^.y <^ \s1 <^ i l ,
—L'étude de l'itération des substitutions analytiques au voisinage,
d 'un point double et des équations fonct ionnel les correspondante-s
clansie cas de deux1 ou d'un plus grand nombre de variables a, fait
F objet de travaux de plusieurs géomètres et no n des moindres ; je
citerai les noms de Poincaré, Picard, Leau, LeTi-Civitâ, Hadaînard et
Lattes. Pour aborder les problèmes dont il s'agit plusieurs méthodes
ont. été proposées;, celle qui.repose ^ s u r l 'emploi-des séries entières
et des majorantes; la méthode des approximations successives de

'M,. Picard qui apporte des sim pliûcations,à la'précédente/sans eepen-.
dant éviter l'emploi de ces séries; enfin une méthode que j'appellerai
directe et qui, la première en date, me semble aussi ta plus féconde.
Elle consiste à former des expressions dépendant d'une manière simple
des fonctions itérées et dont les limites fournissent les solutions des
équations que l'on a en vue. Dans le choix de ces expressions on pourra
être guidé par des méthodes heuristiques sur lesquelles je reviendrai
quelque jour ; .rune^relles1 -consiste 'à'; chercher l'expression asynipto-
tique1, des fonctions'itérées^en /regardant''ce s dernières comme ./des1

'solutions d'équations aux différences11 tlnies parTappôrl'à'.l'enitier,^,, et,
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que Von intégrera d'âne manière approchée en leur substi tuant les
équations différentielles obtenues en .remplaçant les différences f in ies
parleurs développements en séries de Taylor limités à deux ou t rois .
termes. Si. l'on a poussé l'approximation assez loin on 'pourra obtenir
une fonction de rentier n et des fonctions itérées de rang n q u i tende
vers, une, l imite f i n i e ' e t d i f fé ren te de zéro ou d'une constante. Cette
l imite sera alors une fonction des variables, données qui , d'après son
mode de format ion, vérifiera u n e équation fonctionnelle facile à mettre
en évidence; la solut ion étant obtenue parce moyen heuristique il sera
généralement facile de démontrer qu'elle-existe effectivement.

Quoi qu'il en soit de ces moyens de découverte qu'un géomètre habi le
saura toujours imaginer, c'est la méthode, directe qu'a .employée

. M. .Kœnigs pour résoudre l 'équation de Schrôder dans le cas d 'une seule
.variable et d ' u n point double ordinaire. Lattes a montré qu'on pouvai t
• l 'appl iquer aussi, dans le cas de deux variables, quand les mult ipl ica-
teurs n'ont pas de valeurs singulières. Mais elle continue à s 'appliquer
dans le cas où, les multiplicateurs prenant ces valeurs singulières, les

•fonct ions à obtenir ont necessai.rement.au point double un poin t s in- '
gulier essentiel ou un point cri t ique transcendant et ne sont, pas
susceptibles d'un- mode de représentat ion connu d'avance et aisé à
.manier. Ce sont ces cas dont nous nous occuperons principalement au
cours de cette é tude; nous /aurons ' toutefois à. ajouter quelques
remarques ou compléments aux théorèmes d'existence concernant les
points doubles ordinaires, en renvoyant pour une étude d'ensemble
aux mémoires des11 auteurs déjà, cités. ' . . : .' - , -

, Mehomantauxcas 'de deux.variables-.comme,je le .ferai en général
dans ce mémoire,. je;suppo:s:e que par l'emploi d'unesubstitution linéaire

:la^xili,aire^\lal.:subs.ti:t^tion.d.onnée;lâitll.^ 1 1 . 1 1 1 1 : 1 1 ,

'.lll^l;.^lll=•,.<î^^^ : 1 , 1 . 1 . , . 1 1 ^ 1 1 .. 1 1 ,

^''-.Ij-'ï^'^J111^^^^^^ 1 . ' , 1 : 1 . 1 1 1 ^ • . .

les fonctions y et^ régulières à l'origine étant nulles en ce po in t ainsi
que leurs dérivées premières; ceci/est possible si les racines^ et s1 de
l'équation déterminante.. sont distinctes. Je suppose en outre , que . - ;

•'•1 1 ; ' 1 1 ' 1 1 1 ; - 1 1 1 1 . 1 1 'i- ..-'o^'l.yi^lrKx.1' . 1 '•-•1;; 1 1 ; - 1 .1 1 ' '1



SUBSTÏ'm'IOINS A^ALVTÎQITES E T . EQUATIONS FONCTiOîSNELLES. 6q

Dans ces conditions, on démontre faci lement , -et c^est ce qu'a t a i t
Lattes dans une note pâme au Bulletin.de la Société maihématiyiie C 1 1 ) ,
que la méthode de M. K.œnigs permet encore de résoudre l 'équation
fonctionnelle de Schrôder re la t ive au mul t ip l ica teur S y cette solution
étant la limite pour n i n f i n i de l'expression

: 1 • ' . ! •r^ 1 , ! .
" 1 : 1 -.- - 1 1 ; . .^lî

CM désignant par (.z^, }'"%) le ^îtluni conséquent du point analytique
,(^Vy); cette fonction u (xy y) qui possède à l'origine un développe-
ment de la forme

n { x , y ) - = : x ^ . . . • •
vérifie l ' équa t ion • 1 1 ^ , ^ ' -1

(s ) . u{x^ y^-=isu{x, iy). : , : , •

On retrouvera aisément la démonstration en faisant voir d'abord que
si x ety restent dans un domaine déf ini par

\^\= 9. ' l . r l ^p>
il en sera de même des points conséquents, et qu'on aura dans ces
conditions

! /• | .--••"" /•/«- Y | 'v j ---' / / /» 4 - •j • < n 1 •^ 7 - ^ 5 , \ j n \ ^ 7 ,A 1 ?

y étant un nombre positif, supérieur d'aussi peu qu'on le veutà \s\ et
par su i te <^ i. On déduira de là la convergence de la série

/^*,.^i \ /' X\ 3C,,\
u == x 4- —— --^ ) •4-. . . + — — • -^ 4-.- .1 . . .v y \ ^ 5 /

, . On aura_de même . ' ' . /. , ! .
/^ '• ^ . 1 ! l i ln^^^j^r)^^-!- . . . ,

(3) ^^,71)=^^^,:)-),

mais seulement dans le cas où

( 1 ) SUT les formes réduites ^6^y/ra/L^(?rw<:^/o/^•p<?^c>^ae//e.y^/^.y^ domaine d'un point
doublera. S. M^F.. t. XXXIX,1 1191 r). / 1 / / 1 , ..'.', 1 ' ; ' 1 1 , i,. 1 1 ; 1 ; : . ' 1/1 1 ! , . 1 1 1 1 ^
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régaiité\ét,ant exclue.' Tout ceci s'applique d'ailleurs à un nombre
..quelconque de variables et permet de démontrer l 'existence d'une
solution de l'équation fonctionnelle de Schrôder correspondant au plus
grand- (en module) de's-n-iultiplicateurs, quand - ceux-ci sont tous

':compris entre1,o^et11;!'.1., 1 1 '; 1 ^ \ 1 / ^ 1 1 1 1 1

Revenant au cas de deux variables, on ramène l'hypothèse
1 ' ' : i i :/ 1 : • 1 ' k|<|^ ' ! , '

à la précédente en fcrânstormant la substitution donnée ( s ) par une
substitution birat ionnelle auxiliaire

/ X ! X ' • \ ' ! ! 1 1 ! ' 1 ' 1 1 1 1 '

\y j-^P(.r)/
destinée à faire disparaître un certain, nombre de termes en x seule-
ment, delà série entière^ (.y, y) de sorte que ^ ( x , y) contienne en
facteur ^m, m'étant un ent ier quelconque. On constate que cela est
toujours possible^ en prenant pour P Çx} un polynôme de la forme

! , . , , '. . ;, : ! . • • À^^À^r3 •+•.-. . , . -

pourvu qu'il n'existe entre.? et ^ aucune relation de la forme
•i;li 1 ' 1 , 1 ^ 1 1 , : ! , • 1 1 1 1 , - 1 ; 1 ^ . 1 1 1 .1 ^=^ - .^{p^^^' • 1 ' 1 ^ ^ : l i , ' 1 1 - 1 1 1 , ' /

On assure ainsi la convergence de la série,(,„„=., -.̂ .-,)-,-...̂^_^+ /.'^YZ±tl^^
y1-111 ;-7 . / •' V^^1 s'^

qui rôpréserite la deuxième solution liolomorph.e de l'équation de
'Schrôder1 ; l., '; '•/ l ' l l :^;• i^: l : l^ /.^^ ^1;,11?\ 1 ' ' : : : ' 1 . 1 1 1 ' 1 1 ^ ' 1 1 1 . , 1 ' 1 1 1 1 ^ 1 : 1 1 1 1 1 1 1 , 1 , : . • „ ; . 1 1 ' 1 1 1 1 ; ' 1 '

:;^1111/,1.1:,'1;;,.; ':,^:1•1.;1'1,.11,\11•,;1:11:^;:;;^ 1; , 1 1 1 1 1 1 . 1 : / 1 , 1 1 . 1 1 1 ^ ^ '

-•••'''••^ - 1 1 ^ ' 1 1 1 1 1 . \ , 1 - . . / .

^ ; 1 1 ; ; ^ 1 ' 1 • 1 . ; 1 ; : ; 1 1 1 1 ^ 1 1 1 : ' / ^ \ ; 1 1 ^ ^ ^ ^ , , , . 1 - 1 1 . , ,:,' ;.' 1 1 1 1 ^

1 On/constate •d'ailleurs ''que ̂  ne.peut.pas/dans le cas' de': ̂ l <C ^ ^ ^
converger/'dans/'un 'cto-maine- entourant : l'origine, en considéraïlt les
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premiers termes du. développement, de .r .̂ eiVn. dont l'expression nous
sera1 souvent utile :

» > /c"-__|^ . ( v 1 1 1 _ î ") ( V 1 ' 1 ' 1 _ _ Ç "
| ^^ = A'" X -4- 0 ̂ ~1 v————i ̂  -h 6 ^-1 ————^ ̂  r ̂  C ——7,———1 " , s— ï ^— I J S11— S

i 1 > /ç/t.__»\ . { « ( f i t _ T \ ( c'in__ç« \
| /y. _ çti ,y. .̂ r. ç^~l v __LZ .r2 -4- h ç^--1 {-———/ -ry .4- ̂  v-^ ^ .J -v2-^-| ^ — À ^ -i-a^ -^-_^ ^] - t -yà ^-,1 -r ' s ^ — S 7 ?

n,\ !v "" / l /e2tt çfn\ f ç / / _ _ i \ s t ' / t - l f ^ n _ _ T \
„ • ,. —^v^^/^-.riL.Lrâ^A^^-l^5___.-Ll^r^^i—„„i^_J[2v2r«=^J+^/ï;^^J^^+^^--l•l^

d^ù

^=.-À&n-i—...
Si donc-a'' 7^ o et :^ > i, le coefficient de x2 tend vers l ' infini, ce quiA • , . , , . , ! , !

exclut lapossibilité de convergence, . u n i f o r m e . ' . . . •
II est intéressant, dans certaines applications, de considérer le

déterminant fonctionnel J des fonctions a et P. Dans le cas où u et (?

sont respectivement les^ limites de 4,f ^t ̂  'on a évidenimen t ;lî.^;^^ À^ iî.n• R^ 1^»-

S'1 " A''

^ ! , ! ! • ^ ' ^ ! 1 1 ^ ., ! ! . ! 1 1 1 * i 1 1 ! iX^T y») ^ 1 ' 1 1 ., . ,, ^ .^, ^ ,j(^^)^hni^^^^^ . • . , . ....

Je dis que cette formule subsiste dans tous les cas. TEn effet, si nous
effectuons le changement de variables employé plus haut,

: . \ ! , : . ' ! 1 1 - ! ! ' . ll.s=J-+IIP(^ll, • : ' 1 1 ; ' . 1 1 . - : ' • . . ^ ''' . 1 1 : ,
d'où , : , 1 1 1 1 1 1 1 , - , : ; 1 ^ 1 ' , 1' 1 1 .. 1 . ! , 1 1 . ..... 1..1. ,11.1 . . , .

,.. , ^ , 1 : 1 1 , . 1 1 : ; . ,1 .l•l,5^=r^l4" P:(A);. ; , ^ ^ , . 1 1 1 1 .. ^ : .11,, ' , . ^ :\ .

nous avons, en exprimant u et P en fonction de :x et de ^5

' 1 : 1 . 1 . 1 . 1 1 1.. 1 1 1 ' . 1 1 . l/D(a^ l t ;)—.l.n.—L-'S^^ 1 : • 1 : ; 1 1 1 . 1 . 1 1 1 . 1

1^.,:1.1:•11,;:1,,11• • i l . ,-.1 ' / l l , l î)(^,^)^ ^^ / l ' l l) .(^,^ l). l r l l . . . . 1 1 1 : 1 / 1 ' 1 1 ' 1 1 ,' . \11

d'où1'''".1.11.;,11.1.:,- '- ' '1 1 , ^ - 1 1 . 1 1 1 1 ' 1 , . . . 1 1 1 1 1 ' • . 1 ' 1 1 ' , . . . '"
•-,..1:1)<«,^_1)^,^|)^^ S>(^ ^n ) • : i i /

/.,, ,11 :, W{^)^î)(^z) B^^-)^1 ,^^: ! )^,^.) . ' . , : \ ^ : 1

: l l i . 1 1 1 1 1 . . 1 1 1 : 1 1 1 ; 1 — r l•.ll_L-llï)^n ^Q.^K^.r») 1 '11 ' . 1 1 ' 1 . • : 1 • 1 . '
. • . ,; • . 1 1 ^ . i 1 ' '1 1 1 '1 1 ' ' 1':~ l f f î l l^^ l l l)(^,r , ,) . 'n<^.r) :^., . ' ' l l l l .- l : 1 , , 1•" 1 ; : 1 1 1 1 , ; .̂

^Mais o ln.,a lévide l 'm lme ln lt-. l 1 1 / 1 ; . ' 1 ' 1 1 ' ,..1 / . 1 • : ' ; 1 ' 1 , / : 1 1 1 , 1 ' 1 : 111 ; ;'.•1'1 ';1;.' 1 „ ; ; 1 . 1 1 . .
, 1 1 1 1 1 ' 1 , 1 , 1 . 1 ., ,, ;1 ' -1 1 1 1 .1 :1• ' : ; .'\11'1;11:'':.ÏU^^^ : 1 1 '^1 1 1 \ ; .- ,1 . .1 1 . ' *', /,-..' . : ; , •
, , 1 .. 1 1 - ./1 : : ' ' 1 . , ^ 1 : . , . ^.''^^'^(^^'jn^Y.1.,:5'1'''.::.^'^ ..^ 1 1 . : : 1 ' 1 : 1 ' ; : • ::1, '...„'.<.
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donc
. r^ ^ : Il̂ iZl - sim —— l̂ -̂ ^k /' D(.T,y)"~ .̂̂  0(.y,j)

Siyenparficiilier, ^(;Z1J1;) aune valeur constante, égale^écessairement
D(.r, y)

à 5^, on déduit de ce qui précède
1 1 1 1 1 l l i 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 ' 1 ' - • 1 1 : 1 -Dll/JL^~lï '•1 • 1 1 ;- : 1 ,\ n(^y). - * ^ 1

En restant dans le cas général on vérifie immédiatement que la fonc-
t ion J (,r,j)possède la propriété fonctionnelle exprimée par Fégalité

(6) j(^,^)^^=^^

Solution générale de l'équation de Schrôder. — Proposons-nous
maintenant de/ t rouver toutes les fonctions' holomorplies ou méro-
morphes,à l'origine qui. sont mult ipl iées par un facteur constant quand
on effectue sur x et y la substitution donnée. Pour faire cette recherche
on peut évidemment prendre pour variables les fonctions u et v elles-
mêmes, car toutç fonction régulière à l'origine en x et y devient une
fonction, régulière, en u et v, et réciproquernent; de mêmepo.ur les
fo'nctions.méromorphés. Si F ( u , ^ ) est régulière, l ' ident i té ' ;1 •
(7) F(w,^P)^KF(«, P)

se discute aisément par identification des coefficients, Dans tous les
cas F (UfV) ne peut être qu'un polynôme : ; ,: . • • 1 . ; , , , .,

: 1 : , 1 1 1 ; 1 : . 1 ' : : 1 1 : : : 1 1 ' V ' / ' , - : - 1 1 / 1 ' 1 1 ^^•.^ ^•^'SA/^pP.'-':--1';^^^ . - , ;'' 1 1 1

K ayant pour valeur ̂ ^ se réduira à un monôme s'il
n'existe entre ^ et ^anciinerela
1 ( 1 1 ^ ) ; 1 / ' : 1 1 1 ; ^ ; ' 1 1 : 1 1 • ' 1 ' 1 : 1 „ ; 1 " 1 1 . , 1 ' , . , 1 1 , 1 : 1 1 . ' 1 1 1 " ' 1 1 , 1 ' 1 . , . ; ' ^^^y?1 1 1 1 1 1 1 . 1 ' ' 1 1 1 / 1 . , 1 • . , , , 1 1 : 1 1 1 1 , , , 1 1 1 1 1

(p et q entiers). Dans le cas contraire les deux plus
petits entiers positifs qui donnent lieu à cette relation, on pourra

. associer au.terme, 1 1 1 , 1 \ , 1 1 : ' ; 1 1 : : 1 1 i, ^ ':1 1 . . ' / 1 1 - . . 1 1 . 1 . 1 1 1 1 1 1 1 , 1 ' 1 1 1 . 1 . . : 1 1 1 1 : , : • - 1 • ' 1 : , 1 1 1 1 ' 1 1 ,
, 1 1 1 1 1 1 1 ;1' .- ', 1 1 1 . 1 - ' , ' . 1 1 1 ' ' ;1 . ^ 1 1 1 1 1 Ao^^tA,1 1 ' ' ' . 1 . 1 - 1 ' 1 ; ; : 1 1 , ' ' 1 1 : ; ' : 1 ' 1 ; 1 : 1 : : 1 / I . I I M I . I : • 1 : ' 1 . '
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des termes lels que Au'3' ^\ en prenant
a == ^0 -î-- /.p
P=^-A<7

( /^a 4- qf^ == COîisl .) ,

où ^ désigne un entier tel que a et ? soient positifs ou nuls. Si par
exemple s ==^, on peut prendre pour F (u, <•') tous les polynômes 'homo-
gènes, si j == — ^ les polynômes homog'ènes de degré pair; si .r ===• ^s

un polynôme contenant un terme en î/,4 r' pourra con ten i r aussi des
termes en u6 v ^ y U ^ ç-'8 et ( ; fn.

Supposons maintenant que F ( M , , ç » ) ait une discontinuité-polaire à
l'origine. II vaura un nombre fini de lignes de discontinuité de,cette
espèce passant en 0 et représentables par des équations de la forme
ç' == ç (u), ç ayant en 0 un point critique algébrique, si ce n'esl un point
ordinaire ( < ) . D'autre part l'équation fonctionnelle ( 7 ) montre que F,
méromorphe autour de l'origine, est uniforme et rnéromôrphe en tout
point à distance finie; l'ensemble de ses lignes de pôles est invariant
par la substitution u^ ==su, ç^ ==y^; ces lignes passent à l 'origine et
ne sont'autres que les courbes p ==? ç (a) considérées à l ' instant. On
sait trouver toutes les courbes invariantes par une substitution de la
forme précédente [voir LATTES, Sur les équations fonctionnelles qui
définissent une courbe ou une surface invariante par une transformation^
Thèse (Annali diMatematica, 1966, p. 29)!. Leur équatio-n générale
est de la forme

1 l0^^ ! • . '
c == //^^'^(îog'//),

co désignant une fonction périodique arbitraire, de période^— Si

•^ est incommensurable, une telle courbe ne peut avoir à l 'originelog;y i

qu'un point critique transcendant, en mettant à part les deux lignes
u=Qy ^==0, qui sont évidemment invariantes et régulières en 0. Or,
les courbes 9 = ç (u) étant invariantes, soit par la substitutioni donnée,
soit par une de ses puissances, ne peuvent être, d'après ce qui pré-
cède, que l'iine des lignes u == o, v == o, dans le cas où il n'existe entre

( î ) Voir par exempte dans le Tome 2 du Traité d'Analyse de M. Picard te Chapitre
relatif aux fonctions analytiques de plusieurs variables.

^ 1 1 , Ânn. Éc'.Nûrm., (.S'), XLI. —: 'MARS, 1924. ; 1 1 1 ; 1 1 1 : 1 , , 1 1 ' - 1 1 1 , - 1 1 , ; ' ! ! , . 1 1 1 , 1 ! . , 1 Io , , / !
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^ et / aucune "relation de la forme (8). En mul t ip l i an t V(u, r) par
u^ ^, a et {3 étant des entiers convenables, on obt ient alors une fonc-
tion entière qui vérifie une équation fonc t ionne l l e de même forme
que (7), K étant remplacé par K^ /^ D'après le premier cas examinée
cette fonction se réduit à un m o n ô m e e n u et y ; il en sera de même
:pôur F (?/,,?) -dont l'expression générale est alors A ^m ̂ \ m et n en, tiers
positifs ou négatifs^ le multiplicateur ^ s 1 " sera toujours diiïerent
de ï . / . - 1 1 : 1 1 1 1 1 : 1 1 ' ' i i l - - , ^ : 1 1 1 ! 1 , , ' 1 1 ; ; , 1 1 1 1 1 . - . 1 1 1 1

Si au contraire il existe une relation telle que (8) e n t r e m e t / , il y
a également des lignes invariantes ayant à l 'origine un point critique
algébrique; toutes ces {ignés ont des équations de la forme

—? (K)-
a etp entiers positifs. Donc en mul t ip l ian t F (u, ^) par un nombre
fini de monômes de la forme B ^ — A ^ P , on obt iendra .une fonc t ion
entière satisfaisant encore à une relation de la forme (7 ), c'est-à-dire un
polynôme d'après ce qui précède., F (u, ç'7) est donc une fraction ration-
nelle. Il y en a évidemment pour lesquelles le mult ipl icateur K est

• ! : « ! ifp ' ' ! ' 1 !
égal à l 'unité, par exemple — •

Ainsidonc^ si les deuoc fonctions u et ç exùtent — ce c/ui a toujours lieu

quandlerapport y-0-- n'est pas un entier— la condition nécessaire et

suffisante pour qu'il existe une/onction méromorphe dans le domaine
de ¥ origine et invariante par 'la substitution Ci) est que ce rapport soit
commensurable. -1 ;1 , . : 1 ' 1 1 1 - : 1 1 1 , . ; 1 \;''1';>.111 : ' ' 1 ^ . 1 1 1 , 1 1 1 ' : ^ ; , 1 ' ' 1 1 ; / ' 1 ^ 1 1 1 \ \ 1 . • 1 1 1 ; 1 ' . . ' 1 : 1 1 1 1 1 ; 1 , 1 1 ' 1 . 1 , 1 1 1 1 , 1 / 1 1 1 ' 1 ' 1 1 1 , 1 . 1

•,,,^'l.::I^C(^••l^û,^.l^^^^ avons, laissé' d'e.-.c.Ôtédan&'cB-qui précède le, cas'
:.;oÙJ;IA^éqtAâtia^.détermi:rlâufé la substitution
••^dennéé'ne:..1?^^^^ .'variables,'.être111

ramenée à la forme (i) ; on peut alors la ramen er à la forme suivante :

;, 1 1 / 1 1 ; . •• 1 1 ' ' 1 }^ii''i•ii•iv[i^•^ - , . ^ . " 1 \ : ^ •, ^,,.,;

• ,

 ; 1 1 , 1 • 1 : • 1 • 1 1 - / 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 : ; ' : 1 1 ,;11:•;:1 ,'f^:l:=^J.1^ • • , '-1.1'.;1,.., , ' . : , . ,1 , • ' : 1

h pouvant être rendu aussi petit que l'on veut. On peut supposer par



, SUBSTITUTIONS ANALYTIQUES ET EQUATIONS FOINCTI01NNELLES. ^5

exempter , 1 ^ . • ^ . , - , ,

ç et ̂  étant toujours majorées par l'expression A ( ^| 4- iyD^on obt ien t
comme précédemment

cf ayant la va leur
I^/J -+- \yn <qtl{ ^\ -4- \}'

1 ^ 4- | h ! 4- A o

(si l'on supposer + J y j ^ p ) et pouvant ^tre supposé < 1. On en
déduit facilement la1 convergence Je la série

: ' '•-(f-^-^t-N4--
dont la somme représente une fonction r ('x*,,^), régulière à l 'origine
et de la forme . », 1 1 " . • ' . '
' ! 1 1 „ . 1 1 , ^ 1 1 ; 1 1 1 ' 1 ' , , '' / ,r+( ) ^ + . . . , ' 1 1 1 1 1 1 1 ^ '11 ,' •

qui vérifie encore l'équation fonctionnelle

' 1 : 1 1 . ; 1 1 : 1 , ! , ! ! ^ '(^lï j i )^^^^^^). 1 1 . ! ! ! 1 - , 1 . \1',1 • '• 1 ! , - . , ! ! _ . <»,
, E.n1, se servant des inégalités qui servent ^ à mîijorer, les fonctions^
^ et y^, on démontrera facilement que l'expression

: 1 1 1 ; , 1 1 ' 1 1 : 1 1 1 1 1 ' 1 1 , ^ : ^ 1,/,^^11_ :,^^1 .1 1 / 1 ];, • . 1 1 1 1 : , . 1 . 1 1 : ;"..,;,
çrt ' - . ç.K-t-1 . - ^ 1 , ! - - ! 1.

tend vers une fonction régalière; il suffit pour cela de démontrer la
convergence absolue et uniforme de la série

^ -'•' ! 1 . 1 1 1 1 : 1 1 • 1 1 ! ! 1 ' 1 1 1 - f.̂ Jî.îlî 1 1 ^If1 ' / '«^'^ 1 i l i 1 1 - 1 1 ! 1 1 1 1 '
1 1 1 1 1 , : 1 1 1 , 1 , 1 - li\'l 11 ' 1 1 1 , . 1 1 1 . : ' 1 , , 1 1 : . , . , i .çM+l 1 1 ffît • i , iffl-i-i ' > 1 - • 1 1 „ • 1 , ' ! , ! ! !

ce qui Be'présente aucune-diffî.culté. Cette fonction limite, u (x, y1)1'
possède un développement de la forme

';•,•' 1 1 : ; , , 1 1 1 ; 1 . 1 1 ' 1 1 1 1 • / : 1 ; . 1 \ l l- l l.^>4• l-(• l ')^24y(/)^ l--^. l l.;., ' 1 /, 1'^:;^ . : , 1 1 1 1 1 - ' ' " .1 ; ,_

et vérifie I^équatio n foactionnelley obtenue également par Lattes,
^10) / ' ' '- '.^^^-^^^j^^rrr^/aC^,^ ,. , . , 1 1 •:•..' 1 : . ,1 /^ ;
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L'analogie est complète avec le cas général, puisque dans les deux
cas,, les deux fonctions M et ^lorsqu^on effectue s u r ^ e t ^ y la trans-
formation donnée, subissent la même transformation réduite à ses
termes du premier degré. Remarquons que la fonction — » méro-
morplie à Forigine, s^augmenle d''une constante quand on effectue sur
x ety la substitution donnée :

1 1 ' li (xi 7 y 1 ) ̂  .̂ îj:') , h.
t>(,'2-i,ji) ~ ('(.r, r) .<?

Il n'y a pas ici de fonction linvariante et uniforme ̂ sans singulari tés
essentielles. , ^ ! ' ^ ' ! . . . , . 1 / 1 , '

Cas de / —- .̂ . - Ce cas a été étudié également par Lattes dans son
article déjà cité du Bulletin de la Société mathématique, et d'une ma-
nière en t iè rement correcte, bien qu'il ait indiqué postérieurement
des résultats inexacts à ce sujet (1).

. . Nous allons retrouver son résultât en employant une 'méthode un
peu différente, qui utilise une transformation auxi l ia i re , non b iun i -
forme, souvent uti le dans ce genre de questions \cf. P. FATOII, Sur les
équations fonctionnelles QL S. M. F . y K)Ï(), Ier mémoire, § 11)],

Nous savons qu'il existe une solution de l 'équation fonctionnelle
Schrôder relatives au plus grand multiplicateur .y'(Y = ̂ ). On sim-
plifie un peu l'exposition en prenant cette fonction comme variable
destinée à remplacer <zy et que nous continuons à appeler x pour ne
pas avoir trop de notations. La subst i tut ion donnée est alors

1 1 1 . , , ! !' 1 1 •' / . ! ( ̂ i :=: sœ 1 - 1 1 : 1 . , 1 1 ' " 1 - ' ' - , ! - 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 ' 1 1 - ! 1 1 . 1 1 1

' ( i 0 , ; 1 1 , . . , 1 : 1 . . 1 , 1 . 1 1 ; ' 1 . 1 ' . ' ' 1 ' 1 1 1 , 1 / 1 ', 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 " 1 , 1 1 1 . 1 1 . . • 1 1 ; 1 1 1 : 1 1 , 1 1 1 1 1 1 1 (^=111^1'^>IQI.•1 1 1 ' 1 . 1 1
,̂  ,,\,,,.1.,11,/•..,,,-,:1,^^^^ . ; _ 1 1 ^ 1 1 - . 1 ; 1 1 • , ^ •

Nous avons déjà vu que l'on peut, en transformant cette substitution
''par'ta^^ubstitut:!^^^ 1 1 , 1 1 ' 1 ^ 1 , ' 1 / . ! '

^ 1 1 1 1 ' • •, , l : l : l l l ; , l l ' - , ; . l ; ; ï . l . ' , . i ' ( o c • . l l;a?- l;, l l l-Y : l l• • l i l 1 ^ / , i l i l . ! ! 1 1 . 1 1

, . . • 1;, ^•.>:,,'.1'1/^'1^ , ^ ' 1 ^ , • .1^1•, :^ !

(1) C.R. Âccul. Sc^ i. 16̂  1918, p. i5 î . Les deux fonctions vérifianfcles équatioïïs (a^
ci-après, cessent en général d'exister pour .y' == SP, contrairement à rafBrTOalioïl côn-
tei^ue dans cette Note. - . . ^ 1 1 ' : • • : ' , ! . , • 1 1 ! , './,. 1 . . 1 ; 1 1 l i l : : : 1 1 1 1 1 \ 1 1 . . : 1 1 1 1 1 1 1 ; 1 : • '
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faire disparaître dans ^ («r, o) tous les termes de degré -<?, mais non
pas le terme en xp. Nous supposerons que cela a1 été fait.

En posant alors
( ,..^=X, !

( 1 2 )
' ' I I ) "V( ,:yï=:Xi,
on déduit, de ( ! i )
„..,. 1 1 " 1 X^.X, 1 ^ ' ^ .
( l o) • . v / ^fi ==^r+aX4--y.(^, r),

a pouvant ètre^ remplacé par un nombre aussi pe t i t que l'on veut grâce
à un changement de variable de-la forme ( ^ ^ ) •

. 'Nous supposerons donc

-ce qui est possible puisque le second membre est ^> o, à cause de
M <^ T - Quant à j^ Çx, y),,il ne renferme que des termes en .z'^4"1 au

1 ' 1 1 " 1 1 1 ^ ' 1 ,
moins, pour j === o. Comme a? == X p (1 ), on a

Z(^J.) <C|JXJ P -4- X^LrI+ljpJ.

pour X | e t j r i <^p. D'après ( i3) e t ( i5 ) "on aura, en met tan t / en fac-
teur dans les termes qui le contiennent dans l'expression dey^

[ri l<|j [|^|+-^] + l x | [ ^ .^ l -+•^ ]
ou a fortiori

lyi <l:ljl^|x '^
Y] étant aussi petit que l'on veut pour suffisamment p petit. Comme

a <^ i diaprés (16), on peut donc faire en sorte que

On aura alors

(16)

j./ --h I a \ -4- j -f] | < î .

ly// l<rA.

( 1 ) Nous déaignons par A, B, C, ... des coiiôlanleà positives qui n'ont pas besoin d'être^
connaes avec précision. La mêraie lettre pourradésigner quelquefois deux constantes
différentes... ! l l i , ! 1 1 1 ^ 1 - ! -; : 1 - 1 . •• "' - 1 ' .1 ^ • ' 1 1 ' . . " ' 1 1 1 " 1 ' . - ! . , 1 1 1 •' , -
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Dénionirons ma in tenan t que i'-, ^ - , , - , . /

(17) n,^.^ -....^x-^-?^^
.v^ .y' A ~ .s-'// .s-' "

tend vers une fonction régulière en 0, c'est-à-dire d'après r iden t i t é

que la série
tï^-i — (r/< == /^ %(^, }'n)

tU

-w ~7/7::̂ i[' | '/, {^fiî y ii )

'.coïïvergeuniformèment. ̂ Or/^apres, ( i.5 ),' J;c-;l^nne générale de cette
série est inférieur à

C \ 1 1 1 { ) + l 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 l i l 1 1 ! ! : 1 • '
—[|X.jT"+|X.H7.,-l-!jJ^^

' E.n'. tenant compte d e ' ( i 5 ) et de la valeur ̂  X.deX^ on voit que
cette expression est inférieure à, la somme'-des termes de trois pro-
gressions géométriques ayant pour, rai son respectivement.

! • ' : „ . k^ ^^|~'1'^, •^l^l1--1 , . ' - ' :

Le'premier nombre. lest l<:^, le;;se coud le sera '^^^^^^^ , • 1 , '
/ • 1 . 1 , 1 ' l i l • . 1 1 .,.-. . ^ • 1 ; ' i ; i l -1 1 1 ''/^--j.11 1 1 l l l ; l l l l i l - 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 - ^ ! ! ! ; 1 1 ! 1 1 '

1 ! ' : ' 1 ' , : ! , 1 ' • 1 1 - , ^' q<\^\fï , • ! ! ! , , : 1 ' 1 1 ' , , ' • 1 , : ' • 1 1 1

,ceq'ui:esfc possible diaprés (14) en prenant YJ, donc passer petit. Le
troisième, également, si ç< ^F, Inégalité/vérifiée'd'elle-même'si la

précédente1 l'est puisque? ̂ 2. , . 1 ;''111.11:1^1111'111^ 1 / : : 1 1 1 1 ' .111;. • : 1 1 1 1 1 : • 1

^ ,1 Dans ces'1 eôn:ditioïïâ••re,xpression:(J7J/telnd vei-s^w^, y) holomorplie 1111''
,lnlmlpoi•nt,enX,JI:[cal^ll(^,^^^ ,•

l l l l,d lont-l îexpo^ant ln ïestpa$;;mul:tip ^^. L'analyse qua1 1 ' -
nous venons de faire est.très .'voisine^deia précédente concernant l^'eas.''
de s =: s\ avec une coinpiicatiôri résultant de cette remarque (me X et

.y^neJ_solnl;,paBllho:llûmorp^ieft:l:en' et^r. '"1, • '^ 1 , . . : 1 . 1 1 " \. '\\1:1\,: :111:11;!11::111:1:1( '1•, :1-1111•.11

;,;,l•Lal'fo1W(ion:<p'(^l,^)l,
déilizitiôh./'vènâe^l'éq^ ; 1' ^ 1 : 1 1 1 1/.:^•^;^\.;,,•1.;:\11••,-.^.11•/,•,^'1'.;,'1111,,

1 : 1 1 1 ^^ / 1 \ , 1 1 1 1 , . „ 1 1 - ll,l,/lï,•:,l;llll; l•:l'::'l'l•l:ll^l^l;<^^^lll^l)—l^w<^, 7) ==,rt^.1 ' 1 ' : 1 , ,"̂  l;:/:;llll•y:i::llll::l:; :;* : :1•,1/;.^.:::/11-,';,,: '.11:::1. :^^
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Revenons aux variables initiales, nous obtenons en délioitive, dans le
cas de ^== s ' ^ Q) > 2),. deux fonctions régulières qui, la substitution
donnée étant de la forme ( r) , ont pour expressions :

M(.T,j)==^+(. ^-H )^?'4"..., ,

__ , p ( ̂ , r ) ==j +. ( ).z^ -f- (•• ).ry -+-..., ,

et vérifient le système d'équations fonctionnelles :

^^ (^/(.^i.ji)==-^/(^j), ' . . . / / ,
k t " . J t'(.rt, J,) rrr.s-/ 'P(;r,r)-1--^[//(A-',,,^")]^ ( .S^—:y) . '

/^^ système des fonctions u et v lorsqu'on effectue surx et y la substitu-
tion donnée subit une transformation Inrationnelle et entière^ meds non
In linéaire comme clans le cas général.

' O n peut dàinontrer que toute solution.de l 'équation : 1 1

^,; , •F(^,\)-0=KF(..r,r),

où K désigne une cons tan te , se confond avec // Çoc, y) ou u n e d e ses
puissances, si on la suppose holomorphe ou méromorphe àrorigine.
En prenant u et v comme variables indépendantes on est conduit à
chercher les solutions m,éromorphes d^e l 'équation , ^

(19) F(^/, .^c -\- a/ /^)=: K ¥ [ { / , r).

C'est là une discussion tout à fait analogue à celle que nous ayons
faite pour traiter le même problème dans le cas de .y' =^ ̂ . Com-
mençons par étudier l 'itération de la substitution

, ' 1 ; ' 1 1 1 ^ ; ' : ; . ! , ! - , :,1 ! ^ ^ ' u^^i's-u^ • 1 1 1 1 . ' ^ 1 1 1 1 - ;. • 1 1 1 '. • ! . ! ' , ! ! „ . . . .
1 ; 1 1 - 1 . ! 1 1 1 ; ' - 1 1 1 1 1 , 1 1 1 1 / 1 1 1 . - 1 1 1 1 • , 1 1 - 1 . ^ . . , 1 ^ •: • (^.rr,^ ,ç^(î + att^. . : . 1 1 , . - ! 1 1 . ' 1 ; ; -

On trouve par récurrence les formules

(20)
Uft~= S ' 1 U, ' . . , ,, • 1 ' 1 : 1 1 1 ' 1 • ' • 1

•{.^^^ p -+-: nas^^-^PïfP. -

"Comme ]^]<^ i, ̂  et ^ tendent imiformém en t vers zéro dans tout
domaine borné des U y V . On a inversement pour définir les antécédents

•
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d'un point les formules

U^f^ US"'1)

v^n= vs-"?—nas-C^^^u-^^.

En écrivant la seconde ainsi '
(„„-=.<—"^(c — /z r / . v - ^ / / 4 - ^ ) ,

il est visible que ç^ tend vers l ' infini avec 71 sauf si ^ et ^ sont nuls à
la fois; de même u..^ tend vers l ' infini sauf pour u = o. En par t icul ier
les antécédents d'un petit domaine entourant l 'origine et défini par
exemple par

| // | -+- 1 (' |.^û

sont, comme nous le savons/des domaines emboîtés les uns dans les
autres, et qui finissent par comprendre un point analytique (i^) quel-
conque à distance finie. On déduit de là qu'une fonction holomorphe
(ou méromorphe)à l 'origine et vérifiant l 'équation (19) conserve le
même caractère en tout point à distance finie. Remarquons enfin que

lim ^•r-=lim .v^"-1)71^ 4-n^.^"--1^^"-^//^"1"^ o,
rt :=-+- as ^ 7l • 1 /»;==:-+- oo ^

sauf pour 11 -= o. Toutes les courbes invariantes, sauf l'axe des (-7, sont
donc tangentes à l'axe des u, si el lesontune tangente. Si c =fÇu) est
l'équation d'une de ces courbes, on a ,
( 2 1 ) f(s, u)•-^f(u)^auf),

équation fonctionnelie qui n'a pas de solution régulière pour ^ — o .
On trouvera aisément la solution générale de cette équation en déri-
vantjo fois. Mais il est inutile de nous y attarder. Il nous suffit de
remarquer qu'elle n'a pas non plus de solution algébroïde à l'origine,
comme on le voit en remplaçant fÇu) par un développement de la
forme ; • • ' ! ! • 1 , 1 1 1 1 1 1 •'• . ' •• \ / . / 1 , 1 1 1 11 ; , „ ' - ' ^ 1 ' 1 1 '-"•; 11 ,! ! ! , 1 1 , 1 - 1 1 1 . 1 1 . 1 ',' , 1 1 1 . 1 , hic^^r ki^^.,., • , 1 •• 1 ! ! / 1 1 ' 1 1 / . • \ 1 : 1 1

où a, p,... sont des nombres réels positifs. Il s'ensuit que les lignes de
discontinuité polaire que peut avoir la fonction F {u, ^coïncident
nécessairement avec la droite u == o. Par suite, en multipliant F par
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une puissance entière de u, on est ramené à une fonction liolomorplie
vérifiant une équation de même forme. Il ne doit pas être difficile de
trouver par identification toutes les solutions holomorphes de l'équa-
tion (19). C'est même probablement le moyen le plus simple d'y
parvenir, mais cela n'a aucun intérêt. La méthode suivante a l'avan-
tage de s'appliquer, mulalis mutandis^ à beaucoup d'autres équations
fonctionnelles.

Remarquons d'abord que Inéquation ( 19} implique pour toute solu-
tion entière un mode de croissance qui est nécessairement celui d'un
polynôme. On a en effet pour n entier, u^ et ?„, étant définis par les
formules (20),
( 2 2 ) F(^ tQ=^F(^ ,^) .

Donnons à u une valeur fixe ^o? différente de zéro mais d'ailleurs quel-
conque, puis faisons croître y indéfiniment suivant une loi quel-
conque, et à chaque valeur de v faisons correspondre le plus petit
entiers pour lequel u^ et ̂  sont comprisdans un domaine borné, fixé
une fois pour toutes, par exemple celui qui est défini par

( D o ) ^n\ < i ^o |,

^n | < 1 t!o I-

La première condition est vérifiée d'elle-même pour n^>o. La
seconde implique que n croit indéfiniment avec I ^ I .

Comme (^a-y^^^o) tend vers zéro avec -? on aura, pour n très
grand,

/ i ^ | / ^ /1( ; |—£, .<|«oï< l^ ( / M / / > l ( ; l -^^ .

£ étant très peti ty d'où

' .^(^^^^^!M^L^^ 1', ,
- 1 1 ' 1 - • 1 • • 1 •• \ .1 1 1 1 ' 1 1 : 1 1 . 1 1 . ' o g i? 1 1 1 1 , , 1 1 i l i i l . 1 1 • 1 ; 1 1 ' 1 : . 1 1 ; 1 ' 1 ; . " 1 1 . : 1 1 1

6 compris enÊre o et i, par suite
11. 1 : 11 • ' 1 ' 1 .,, ! ! ' ; ' 1 ' , 1 1 . 1 1 1 1 /^< A, log^[. , 1 1 - ' . 1 1 ^ . , 1 1 , , 11.11 1 1 ' , i-'

Si M est le module maximum de F dans le domaine (Do), on a
^f/îW.ffc.^<>r/7î./(3),XH.--MARSi924. u
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d'après (22)

(23), [ F ( ^ o , (-') < K"

P. FATOU.

» v -r» s- A lotî lï Iog 1 ^ 1 T» T 1 »(M < Me I K I ==M P IV

II s'ensuit que F ( u ^ , v) est un polynôme en p; comme ̂ est arbitraire;,
le développement

F(«, r ) = / , ( ^ ) + ^ ^ ( ^ ) + . . .

ne cont ient qu 'un nombre l imité de termes (1).
Donnons maintenant à ' v une valeur fixe ^o et raisonnons de la même

manière en faisant croître ^ indétiniment et faisant correspondre à
{u, <^) le plus pe t i ten t ie r n pour lequel

(Do)
Comme on a

^1< |<vl,
^/r|< | ^ o | -

^^r^^-h bn^u.Y ^^ )'^ 7

et que /z croît indéfiniment , nous aurons si i'o est compris entre \Vn
et^ , 1 : 1 - 1 ' 1 1 1 1 ' „, ;1; - 1 1 1 , . 1 . ' ' 1 1 ' , . ' 1 1 ' : , 1 • 1 : 1 . ^ 1. • 1 . 1 1 1 1 1 1

• |po|=Ê,,+|^ (n -+ -Ô)^ | ^ ( " - + • 6 ? |^< |^ ,

9 et £„ ayant des significations analogues a celles de tout à l'heure. Sin
vérifie cette condition on voit que [s\ ̂  \u\ 'est de l'ordre ^^ donc
' \ 1 1 - 1 ! 1 ' 1 1 1 1 ! : - ' ! • : ^ ' ^ ! , ! ' ! - 1 ! ! 1 , - . : • ^ 1 ' / 1 1 1 1 - , ; , nP 1 ! ! \1

infinimeilt petit; s^u-^u^ est donc infiniment petit et la relation
^i^^o est vérifiée. On aura pour cette valeur de n

//, ..'^ogJ'^^l.^^iQgC^;1^^ ^^. ,

Gomme^^^^l^^
;^ , : : , 1 1 ; 1 1 1^ 1 :^. ' 1 : ; 1^^ l i l - : : 1 1 ' 1 l l l i ^ 1 1 , 1 1 , : 1 ; 1 , 1 1 \ 1 ;

(1) Car s'il exist-all une suite infiûîô de fonctions identiquement nulles,

. f â» (M) , X(^), ..., f^(u) ...,

leurs zéros formeraient uû ensernble dénombrable., et pour u étranger à cet ensémhie la
'sértô'en.^ serai t^ilimilée.1;'11,1:',1;111"1•;11 : - 1 1 . 1 1 1 ^ 1 . 1 1 - 1 1 1 1 ' 1 .- . . - •1. 1..;\. ' :1^'.:,.^11;1.• :•11^.•• ! '1^1^,1:1/ /, :,':... ••/..•'^
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et comme plus haut, en .appelant M' le maximum de Fj dans (D'^),

J(^ ^'^M^010' i ^'^M'I^i0'.

Donc F (^, ç7) est un polynôme en u. C'est donc un polynôme en u el (?.
-On est -donc ramené à chercher les polynômes en u et v qui vérifient

l'équation (xg). Ici encore nous emploierons un raisonnement général
qui se rattache à la théorie des groupes. Le groupe discont inu des
substi tutions (20) est contenu dans le groupe à deux paramètres :

(^^r. O-^ (> -4- T U/'.

L'équation (22) exprime que l'on a pour une infinité de valeurs cr
et T une relation , , •

F(U^ ^) =5F((7M, (7^P+TZ^)==HF(M, F),

H étant indépendant de u et de ^ Exprimons donc que F vérifie cette
relation, a- etr étant regardés comme des inconnaes. On a pour déter-
miner ces quantités un certain nombre de relations algébriques qui
par hypothèse sont compatibles, puisqu'elles ont lieu pour

(24) , / • ^ ; ! ! (7==.^\ ! 1 r=nbai\ ^ , , , ^ ^ ! ; : , • \

quel que soit l 'entier n. Ces relations .
1 ! . 1 1 » , / 1 1 1 1 1 1 1 1 -R^^Tl^O1, 1 - - 1 . . , , ^(^T)=0 1 1 .-. '; , 1 1 ,

avant une infinité de solutions communes^ il faut ou bien qu'elles se
réduisent toutes à des identités, ou que leurs premiers membres
admettent le plus grand commun diviseur

: ; 'ii. Y 1 1 ' 1 ' 1 1 . ' 1 1 1 1 ' 1 ; 1 1 1 1 1- , 1 , 1 1 1 : l ' l l/PCo•^)\ l l l 1 1 ' 1 ; ; . ' 1 1 , 1 1 1 l i i 1 1 1 1 ; ' 1 , , , . • :

qui égalé à zéro représente une courbe algébrique, décomposable ou
' non, mais contenanttous les points (24). "

Cette dernière hypothèse est manifestement impossible, car en fai-
sant tendre n vers rinfini/cr et^ tendent vers zéro (x>o) et l'on a

• ^ 1 1 1 / : 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 1 1 • 1 1 ' ^ : 1 1 : , 1 1 1 1 1 ' ; 1 1 ' 1 / 1 - 1 1 - . ' ' ' " ^ ^ 1 b . , 1 1 1 - ' 1 • 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 " 1 , 1 • : 1 ' 1 1 ; 1 : : 1 1 1 : 1 1 1 1 1 1 ' I 1 1 - 1 ' 1 1 ; ^ 1 1 1 .1 1 ' 1 1 1 1 1 1 . 1 , . , 1 , 1 ! 1 . — _. —.——lo^cr.1.1 1 1 1 1 ! ' ! . ! ' ' ' '• • ! ! 1 ;- 1 - 1 1 ' .1 . , . 1 ^ 1 1 1 . - 1 . 1 1 : 1 1 1 , , 1,.1., /• 1 ; ̂ ,. - ••'ç^'/log^1. ^ '.. . 1 1 1^1 , :1 '— l- i l l r : l 1 1 1 , - ^ 1 : : ; 1 1 . 1 1 1 1 1 ' 1 1 ; 1 1 1 1
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Ces points ne peuvent donc pas appartenir à un nombre fini de
courbes algébriques, car -^-serait alors de l'ordre ^f,/ ne pouvant
recevoir qu 'un nombre f ini de valeurs, ce qui est incompatible avec
l'équation précédente.

Il faut donc admettre qu'on a i d e n t i q u e m e n t , quels que soient
(T- et T, . 1 1 . • , /

F((7^, Œ/^ -hT^)==Ï-ï(cr , T ) F ( / / , < • ) ,

H ((T, -r) étant visiblement un polynôme en a et T.
Il en résulte bien facilement que F (//, ç^) ne peut contenir (?, car en

faisant par exemple cr === i on aurait
F(^ (,-}-T^)=H(i,T)F(^,(Q, . i

d'où, par itération,
F(», (- -+-/^^) = [H( i , T)]^ F ( / / , î ^ ) .

par suite
[H( i ,T)p===H(i , ^T),

pour tout entier /i, ce qui n'est évidemment possible, H ( r , r) étant un
polynôme en T, que si c'est une constante. Mais alors H ( ï , T) étant
une constante absolue, F(^, ^-+-T^) ne dépend pas de T, ce qui
revient à dire que F (u, P) ne dépend pas de v.

Qr, les polynômes F(^) te l&que l 'on a i t ,
¥ ( s u ) == F ( ? / ) x consl. «

se réduisent évidemment à des monômes en u.
Conclusion : toute solution de V équation

F(^,.^+a^):=K/F(^^),

holomorphe oU méromorphe au point (o, ô), est de la forme A ̂ +m.
Nous savons donc-trouver toutes les solutions de l 'équation

u.['x^ yi)=:^(.r, y ) x const.,

qui à l'origine sont uniformes et sans po in t singulier essentiel. En
particulier toutes celles pour lesquelles la constante est égale à s sont
identiques à un fàcteiar constant près à celle que nous avons conç-
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t ruite directement. La fonct ions étant donnée, la solution la, plus
générale de l 'équation

: 1 w ( ̂ i, Ji ) = ̂  w ( s-, y ) 4- a u P ( x, j )

sera de la forme 9 {oc y) •+• ^ ̂ 7\ v étant la solution particulière que nous
avons formée.

En résumé, étant donnée une substitution uni forme et. régulière de
deux variables complexes, ayant a l 'origine un point double pour
lequel les deux mult ipl icateurs sont compris en module entre o et î ,
il est toujours possible de trouver deux fonc t ions u et <-% régulières
à l'origine et ayant en ce point un déterminant fonct ionnel non nul ,
qui jouissent de la propriété suivante : Lorsqu'on effectue sur x et y
la substitution donnée, les fonctions u et P éprouvent une substitution
bira t ionnel leS ayant cette propriété que les transformés de tout point
\u,^) à distance f in ie par les puissances entières et positives de S
tendent vers zéro, uniformément dans tout domaine borné, tandis que
les transformés de (u, v) par les puissances entières négatives deS
tendent vers (os, ce) à moins que ( u y P) ne coïncide avec rorigine (o, o).
S est donc une subst i tut ion entière, a ins i que S-1, mais n'est pas
toujours bilinéaire.

Tel est le résultat fondamental qui découle des faits que nous avons
rappelés et qui s 'obtient, comme on l'a vu sans grande difficulté. Mais
ladiffîculté augmente considérablement, quand on se place dans les
cas limites où le module de l ' un des mult ipl icateurs atteint les valeurs
extrêmes o et î . . " ! , - , ! !' , \ / ! • . ' !- ^ : \

Cas où s ' == o. — Supposons que l 'un des multiplicateurs soit nul. Il
est clair que les deux fonctions a e t^ ne peuvent exister avec l'ensemble
des propriétés qu'elles possèdent dans le cas de s s ' ̂  o. En effet x et y
sont alors, au voisinage de l 'origine, des fonctions uniformes de u
et de v. Si nous conservons à la substitutioïlS tes propriétés précé-
dentés, u et ^ seront des fonc t ions uniformes et régulières clé ^S et
pS, qui sont à leur tour des fonctions uniformes de ̂  et jy; donc
x et y seront des fonctions uniformes et régulières de ^ et j, ; or
si réquation en .s a une racine nulle, le déterminant fonctionnel
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{ ^ ï y l étant nu] pour œ ==y == o, les fonctions qui expriment (.T, y)AJ C^J / 1 ' . , .
en fonction de (a^ y^ ) ont nécessairement un point crit ique ou un point
d'indétermination à l'origine- Si donc on conserve les hypothèses
faites sur l 'allure de u et de ('» à l 'origine, 2 ne pourra conserver toutes
ses propriétés. Si 2 est rationnelle, elle sera en général s implement
rationnelle, les fonctions .r(.r^ y/} ^y(^i?.yi) ayant un point cri-
tique; exemple : ! ' ! .

, . , • ••1 ^ œ^' sx -l-y2,
^ 1 1 ^ 1 1 , '' ^ ! ^ . yi^^r21; 1 . 1 1 : 1 ^ 1 • ^

;. , : - - ^ __ ^l±Vty^:::4^yl' - , , ,.y

On bien, si S est birationnelle, S""1 ne sera pas entière, ayant un point
fondamental à l'origine, si les fonctions x^ (oc, y ) e ty^ (^, y) sont
indéterminées en ce point.

Ces considérations suffisent à expliquer que le problème est extrê-
mement complexe et demanderait une discussion assez minutieuse et
des constructions analytiques moins simples que dans le cas général.
On voit que si ce cas a toujours été laissé de côté, c'est qu'il est appa-
remment assez difficile à traiter. Je me contenterai d^étudier un cas
particulier. Supposons que la courbe invariante analytique a(^,y)==:o,
qui correspond à la racine non nulle de l'équation s, et qui existe tou-
jours comme nous l'avons vu, soit telle que les transformés de tous
ses points coïncident avec l'origine. En prenant ̂ (^,y) comme variable

•'.À^Ia^lacede^on'auTa^:.,-':1;''^..1;,1^;' ', •111' ^:.1 ', 11. 1 . 1 1 1 1 1 1 : 1 , ' 1 '• 1 :.

-.^ ••' y : 1 ; 1 : . " ' 1 1 1 ' ^ ^\. ;1 . ;1 ;1 : : :111 : . ;11-\ ' '1 ' - :111 , :1 : \ '1-,^==.1^^ 1 1 \ ^ ' ' , . 1 ' . 1 : , , 1 1 1 " 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 : 1 ' 1 1 1 / 1 - 1 1 : 1 1 ^ 1 1 1 1 1 1 1 1 l l i i l " ' . ' 1 / . '
1:,^^;:':1:11::1.^^ 1 1 , 1 • \ , . : . ' 1 : 1 1 1 " 1 , 1 .1' ; . ' 1 1 ' 1 1 , 1 1 1

Supposons ma intenant.qu'il y ait une deuxième courbe analytique
in variante y = y(^). E n — ^ ( a ? ) comme variable à la place
de y, la transformation pourra s'écrire

^•i,==^r,11.. •• 1 • ; / ' :.1. ! . , , : ' , ' ^

•^l'^^^'+^^+'cy + dx^ 4~. .'-•).•
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On peut supposer a =-i (en-prenant ax comme variable à la place
de ^). On a donc :

,lZ* •i —— S 3C i

Y^~= .2-7(1 -+- ̂  -+- cj -h. . . ) =-= .vf F(.r, y)...-

En remarquant que x ^ ^ ^ x , on a par suite :

y" =F(^_i, j',,-.i),
7 Ï — 1

.s-^y/^i

^^_=^IjF(^y,).
.r"

Le produit infini dont le terme général est F (^,y^)estabsolnment
et uni formément convergent puisque|^| et |y,,[ décroissent comme les
termes d'une progression géométrique convergente.ll représente donc
une fonction holomorphe et l'on a

lim J^
n {n — 1 )

:ï/(^y)=y+( ).-z•2+...,

x ' 1

p(^i,ji)=:^P(^,y). •

' On a donc ici un système de deux fonctions holomorphes u et ^ tel
que , ! . !1 ! '! 1 1 , ! '1 1 1 1 1 ^ ! ! . ' 1 1 1 ' . 1 . 1 • . . ,i / „ . . \ _ .,., / „.„ - , \^(^i; Ji) •=su{x, y),

v{^ ^)==:«(^y)^(^,y).

Latransformation
a su'
V U (> .

est birationnelle mais son inverse

2^ v
.(.•» 1 S -

u ,

admet un point fondamental à l'origine, comme il fallait.s'y attendre.

I; itération analy tique. - Considérons maintenantlecasoùlesdeux
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multiplicateurs s et s ' sont supérieurs à i en module . Ce cas se ramène
immédiatementy par inversion de la substitution donnée à celui où
l'on a

0 < \ S ' [^ S 1 < I,

ce qui permet de conclure à l 'existence des f o n c t i o n s ^ et ^vé r i f i an t
les équations '

\ u(x^y,)=s u(x, y),
^ 20 j

/ P(.ri,ji)=.ç^(>, y ) .

Inversement^ ety sont des fonct ions régulières de u et de^ :
( x=f(u, p),(26)
( y=g{u, v)

vérifiant les équations fonct ionnel les ( ' ) :
( /(.n/,.^).=R[/(^ ^g(^ <0],
/ ^(,^,^P)==S|:/(«, (Q,^(«, (')],

(^7)

en rappelant R (.r, y)., S(.r,y) les seconds membres de ( i )* Remar-
quons que si la substitution ( i ) n'a pas ses termes de premier degré
réduits à la forme canonique, on aura encore des fonctions/et^- véri-
fiant les conditions précédentes, niais dans leur développement les
termes du premier degré au lieu de se réduire a u et à 9 seront de la
forme ^u + [3p, y// -+- â^, où a, ^y, S sontquelconques . On le vérifie
aisément en faisant sur x .Qty uhe substitution linéaire, de manière à
ramener R et S à la forme qu'ils ont dans ( r ) .

Dans le cas où s == s^ les équations (27) doivent être remplacées
par , !1 .: 1 .' 1 • 1 ; , 1 1 1 , . 1 1 , , , \ '. 1 , : 1 . . '1 ',, 1 ' • • 1 1 1 '1 1 1 1

^J(^^5^+a^)^^
) g(w,s^^wP}=(28)

Les formules qui pA de définir les puissances
d'ordre non entier de la substitution donnée, c'est-à-dire de renfermer le
groupe discontinu formé par les puissances entières de la substitution
donnée dans un groupe continu à un paramètre. Mais ici, commedans

(1 ) Cf. E. PiCARD et G. SIMARD, Théorie dps fonctions algébriques (îe deux 'variables
(t. II, nôte^ ),,1 . . ' 1 1 . ' ,' ' • 1 1 ' 1 1 ' : , 1 - , ' 1 . l l i 1 , . 1 ' , " \ 1 . '.- 1 . ,11/111 ' / 1 ' 1 1 , 1 " ' ' 1 1 1 ' ' 1 . : 1
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le cas- d'une seule/variable, il y a à faire des réserves sur le carac-
tère commutattf de ce. groupe [voir Sur i'itération analytique et les
substitutions permutables (Journal de Mathématiques, igsS)], les
substitutions iL ,̂ notant définies en général, .même pour rentier, que.
dans un domaine dont les dimensions tendent vers zéro avec •-• Si Sn

est, par exemple, une substitution rationnelle, SL.̂  aura en général
des lignes critiques tendant vers l'origine pour n infini, et des déter-
minat ions de. plus en plus nombreuses se permutant autour de ces
lignes. C'est seulement dans le cas des substitutions birationnelles que
la, considération de ce groupe a réellement de l'intérêt. Quoi qu'il en

. s o i t , on peut écrire : :•

.:r>.= f^a, .^r) == Bx[/(^ P), g( u, (Q] == R,> r̂, j),
,n-=^(^^,^^)==S).[/(«, (.'), g-(u, p) ]=Sx(^y);

RÂ ( ̂ ): ^ jx' ) == RX- ( «^, y\ ) '== RÀ-t-// ( ̂ , y ) ^
Si(,,z^, j>,-) = S)^(.y),, j):) == S^+X^A-, r),

^
et/ces formules définissent lespuissances d'ordre quelconque \ de la
substitution donnée. Dans le cas où s ' == ^p, on aura des formules ana-
logues, qui se déduisent, des équations (22) en y regardant n comme
un paramètre continu. , ' , , ^ /, „ .

Cas où fon a s == i, \s'\ <^ i. — Lorsque Pan au moins des multiplica-
teurs prend une valeur égale à ï en module, la question de la recherche
des domaines de convergence des substitutions itérées et de la réduc-
tion à une forme canonique devient extrêmement complexe. Une
étude détaillée de ces problèmes pourrait donner lieu a plusieurs
mémoires de l ' importance de celui-ci, et qui, ainsi que l'a montré
M. Levi-Civita, seraient intéressants au point de vue des applications
à des questions de stabilité. Nous ne pouvons pas songer a développer
ici cette étude coma'ie elle le mériterait, mais seulement à traiter
quelques cas et à montrer la complexité des problèmes qui se posent.

L'équation d\4.bel. — Nous nous placerons d'abord dans l'hypothèse

. • , 1 - 1 1 S^+î, . 0 <.\S'\<-J^Ï1 , 1. •.11,:1^ -

/• 1 1 1 1 1 ^nn.Éc.Norm.y{3), XL Ï .—MAHS T924-1 1 1 : , 1 1 1 ' , . 1 . 1 - , - 1 / 1 ' , 1 1 lï - 1 1 1 1 '
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et nous ferons voir qu'en général il existe une solution de l'équation
fonctionnelle cTAbel, holomorphe dans un domaine dont les consé-
quents admettent l 'origine pour point liniite.

Remarquons d'abord que les formules (4) deviennent
1 , ^r _ j . ! ^lïn_ » . , '

. Xn == x- 4-' nax9 -l- b -^—-1 xy -4- c''—^—— y2 + . ..,'̂ — j '̂ -,— j • , !

, y,, .-= s^'y -+- a1 ^-^~-^. ,:v2 + nb's'^xy -+- c^,^^"''^^-^ y2 +•. ...

Si l'on suppose a ̂  o on voit que le coefficient n a de x2 tend vers
Fos; ce qui prouve que ̂ , quel que soitj, ne reste pas borné dans un
cercle de rayon arbitrairement petit du plan des x ayant son centre
en 0, en admettant que les rayons de convergence de la première série
ne tendent pas vers zéro; si', par exemple, a^ ety< sont des fonctions
rationnelles de x et dey, il faut nécessairement que x^ ne soit pas
borné dans un domaine tel que

! ; ! 1 - 1 ! !,' , 1 ^ 1 1 ^1^, . jyl^Ê, 1

puisque les seules singularités des Xn^yn sont des pôles. Si ̂  e ty<
sont des polynômes en ,-rety, les séries étant alors toujours limitées,
il faut que Xn prenne des valeurs infmiff îent grandes dans tout domaine
' tel que 1 , ^ ^ !1 ' ';' ,'\ ^ ' ' ! • ! /111 ' '11 , 1 . 1 ^ - y 1 ^ 1 1 ; 1 1 ' ; ; 1 1 1 1 . 1 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 , \ 1 '1 1 1 , ' 1 1 ^ , •

'/ ! ! ! ! , '! • l ^ tSe , 1 , |y—j,|^£,, . : ^ ,1^1'1 .' 1 \ : , . : 1 , ^ 1 - ,

quel que soit y^ On voit donc bien qu'en général le point {x == o,
y== o) et même la ligne (07= o) ne peuvent pas être intérieurs à un
domaine 'de convergerice uniforme des (a^y/t) vers (ôyo).1!! n'y a, , 1

donc lieu de chercher que ayant l'origine pour point
1: 'frontière.'11/'1 v1-1'1:,1,';,:,111.^1:11;11,.^ . 1 , ' 1 . 1 1 1 1 . 1 1 1 : 1 1 . 1 1 1 1 ;' 1 •1": 1 • , 1 ' • ' / , ^ 1 1 1 1 ' ' 1

..'''J^vais^maintenaotsi'raplifie : 1 1 1 1 1 , 1 ' , 1 ' , \ . 1 / , 1 1 1 ; 1 , . 1 - 1 ' 1

'^i^^'^ 1 1 , ' 1 1 1 , ' 1 1 1 / 1 ; 1 1 1 1 1 ; 1 . 1 ; ' , 1 1 1 1 1 1 »
^^^^^^(^^J)»;1 ' 1 1 1 1 ' - 1 1 1 / . . 1 1 1 1 1 • , 1 ^ : 1 . 1 ^ ' 1 1 1 : , \ 1 ' 1 . - 1 1 1 1 / . 1(^)

en utilisant un théorëme de Pôincaré, démontré au début dé son
mémoire (J.X, -Sur une classe nou^el^ de transcendantes unîfûrws
4e série, 1890), et d'âpres lequel une transformation pônctHeilêâ^^d^^^^
e n gé néral u ne lig n e an alytiq u e i nvar ian te passant p ar ipiti p ûifl t doub le,
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si l'un au moins des multiplicateurs en ce point a un module différent
de l'unité. Je vais indiquer succinctement, pour le cas particulier dont
j'ai besoin maintenant , la démonstration de ce théorème qui est alors
assez simple. Je vais considérer la transformation .inverse clé celle que
je viens d'écrire,, afin d'avoir un multiplicateur > ï, .en module, et
j 'écrirai

.T^= S.c + M(^, j ) ,
, • • y^=S^^N(^,j) ,

avec
S = -^ == i (dans le cas actuel) ,

C/ __ ï- 1 Q/ j -^ „0 — ^7' P 1 >1^

mais je peux laisser S indéterminé. Il faut montrer qu^il existe des
fonct ions 6 (^), À(^) , régulières pour u == o, nulles en ce point qui
vérifient les équations fonctionnelles

6(%fM,)=s 9(u)^m[Q(u),ï(uy],
À ( S / ^ ) = : S / À ( « ) • + - N [ ô ( « ) , À ( ^ ) ] .

11 suffit d'écrire
Q ( u) -==. a^ u 4- (^2llï -+" • - • •>

- ~k{u)=b^u -h b^u^ +..., , • .
, , . , ^ M^jV^SA^y 1 , , ! • • ; ,

^ , ! /. ^ , R^^yy^SB^^ , .(^l-^-l^â2:) , 1 ;• 1 1 ,; /, 1 ;1;

etd'identifîery ce qui donne en supposant .?—^^:o et / ^ — ^ ^ o :
1,. ' , ' 1 , ' 1 1 , • ^ 1 1 1 1 1 ! ! ai==o, , : Ai.1 arbitraire'.; ; ' 1 ^ , 1 1 .. : 1 ' 1 • 1 1

Je prends a\ ^^ î î j ^ a i ensuite pour n^> ï

a^(S^— S ) -=. <&(ai...a^i,ôr.. .A-i.A^,B^),
; 1 , 1 1 . 1 . 1 \ 1 1 .^(s^—s^^Vc^.-^-n.^..^^ 1 ; ,1-

$ et V étant des polynotnes à coefficients positifs. J'aurai de proche
en proche a^ b^,a^ b^y ... exprimés en fonction entière à coefficients
positifs des quantités suivantes : 1° certains des coefficients A et B
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dés séries M et N ; 2° les rapports

i !' i i ! il i i
S' 2—S 5 S^-S5 "> ? W^ZlQ5 S72^73' S7^^ ' ° ' 3 S^"=~S7'

Donc les coefficients an et bn seront augmentés en valeur absolue si
d'une part on remplace les A et B par leurs valeurs absolues, ce épi

' conserve des rayons de convergence finis aux séries M e t . N ; si d'autre
part on remplace S et S^ par un nombres réel et> r , tel que

^"-^is^—s^
- . ' " , ' ^ "—^[s^-s i ^ ! . ,
pour tout n-^ 2. Un, tel nombre S est facile à couver. Prenons

! ; : 1 ' , 1 ^^^^L ; ^ • 1 •
1 1 • 1 \ ' 1 , 1 1 1 - 2 ' 1 : . .

Nous aurons pour tout n

i^i^i-i^-,)^^!8!!^^^^/!^
\ 2 / \ -2 / ' " ' 2

Là première condition est donc vérifiée; la seconde le sera dès qu'on
aura

[s^^i-is^i
|S |>o,

^ c'est-à-dire
IS^I^ISI,
| S ^ | > 2 [ S | — S / ,

donc à partir d'une valeur n^ de n qui ne dépend que de \s\ et|/|. Pour
n $ 7i^ lesdifférences l^7'.—• .yj supposées non nulles ont un minimum
(i>o; on prendras assez voisin de i pour que

1 1 ' 1 1 1 1 1 • : 1 1 1 • : - 1 - 1 ' 1 1 . \ , 1 ; ; 1 ' - 1 / - . 1 ! ' ! ' 'ce qui est possible. Y
Ceci fait, les nouveaux coefficients obtenus à la place des a^ b^

sont ceux des séries entières résolvant des équations fbnctionnellGÏ
'de même forme que celles dont on est part?, s et Y étant remplacés
tous deux parS, et.nous sommes alors dans un cas où nous pouvons
affirmer l'existeriee de ces solutions, les deux multiplicateurs étant
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égaux et ^> r", ce sont|l.es fonctions
/(o, P) et ^(o, P)

obtenues en annulant un des arguments dans les fonctions de deux
variables qui vérifient les'équations (27). Les séries qui les repré-
sentent sont donc convergentes, l i e n est de même des séries 0 (^)
etA(^) . On a

^ x ~=. Q (u) == a^ u2 -h. . .,
• y == u -4- b^ u2 -h . . .

qui représente 'une courbe analytique invariante tangente à l'axe
desy : ' '

^=€1^^... ==P(j). . • ! '

Après cette digression sur les courbes invariantes de Poincaré, je
reviens aux équations (29) que je transforme de manière que la courbe
invariante

• ! •• ; , ,1 1 11 , ^==P(y) ! ! 1 • .

devienne x=o, c'est-à-dire que je prends^— P(y) comme variable à
la place de x, x^ — P(yi) devant remplacer x\. J 'obtiens des équa-
tions de même forme mais dans lesquelles^ est identiquement nu l
pour x = o,

^==.y[i4-F(^, y)],
J,=:5 /y-+-^(a?,J),

F commençant par des termes du premier degré.
Je pose maintenant

! ' ! , ! 1! " / 'i ! ' ! 1 ' i / ., • 1 ' 1 ' ^ ! ,
X ==1 ^r.î1 1 SC\ —— -^r- î 1 1 ' , 1 • ' ! . ! '

, • ; A , . A^i

et puisque —— est holomorphe poura? =y -==0, il vient pour la pre-
mière des équations de transformation

• ! ! ! : ' ! / c ! ' 1 ! ! ' \1 ! ' ! ! ! ! • ! '
(3o) Xi=X+a+Xj(6+.*;)+î^+^j+,..

la première parenthèse ne contenant que des termes en y .
Pour |y| et —r inférieurs à p, les termes de la deuxième parenthèse, ! ' . . ! ll/ '' ! |X| 1 , , ^ ,1 1 , 1 . 1 - , 1 ' • . • , ! ! ! " . 1 1 , . ' 1 1 , , / ; !. ! ! ! 1 . ; 1 ; .
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ont une somme inférieure en .module à

A(—T^M)<^Ap ,

donc aussi peti te que l'on veut pour p convenable. Je supposerai essen-
tiellement dans ce qui s u i t ^ -^o et je peux rendre ce nombre réel
et positif par le changement de X en Xe^6. J'observe 'que (3o) peut
être résolue en.Xy au moyen d'une série eny etX^ de même forme que
son second membre, avec X< au lieu de X, — a au lieu de a; cette
série peut être supposée encore convergente pourjy et ^ <." p.

Je vais maintenant restreindre davantage le domaine de (X ,y) en
imi tant le procédé employé dans la question analogue concernant les
substitutions à une beule variable [Sur les équations fonctionnelles
(Kull. de la Soc, math. de France^ 1919, § 8-13, et 1920, § 72-73) |.

Je prends un point P sur la partie positive de l'axe réel et 'mène par
ce point les deux demi-droites symétriques faisant avec cet axe les
angles TT-O) et oj-'Tt/ô) compris entre o être, mais arbitrairement petit.
Ces deux demi-droites divisent le plan en deux régions, et je place X
dans la région de droite qui comprend les points à l ' inf în i sur Taxe
réel positif; P est supposé assez éloigné pour que cette région soit
extérieure au cercle JX[ == ^- Pour que X/soit encore dans la même
région il suffira que ron ait

n<———,a s in ÇA)
, , ̂  . ^asmc,)1

^y^-^--
ï) module maxiiïunû de la deuxièine série entre parenthèses dans (3Q)
et^celuidelapï 'eniiere; ou si l'on veut

^ p<^,sinc., '

^— 1 1 . ; - , " .'^'asîn'ciy 1 • .
x^|<-4p-:=^

en supposant u ^o/Dans ces cônditions^^X est non ̂ eu^î^éïft^w
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région initiale, mais encore dans cette région déplacée de -vers la
droite par translation parallèle à l'axe réel : tout cela résulte de consi-
dérations géométriques extrêmement simples. On peut alors écrire

,,. - - (i ., 1 Xi > p 4- -sn'iû), , ,
1 . . '2

/?étant la distance à l 'origine des droites qui l imi t en t la région consi-
'dérée. ' , • : ! '

Nous' devons rechercher maintenant siy,, satisfait encore aux mêmes
conditions quey. On a

• .. : . yi=^r4-^(.r, y) „ . IJ ' / • ..

avec , . ! . , ^ ' , ^ , !

! ; l^(^.j)i<B[|^|4-|yi]2, i 1 ' ! ; • .
d'où 1 , ' 1 1 / ^ ' 1 1 1 1 ' 1 1 1 - 1 . 1 1 1 • • ' ' ̂  - • ! '

: ly i |<|y|[ |^|,+2Bj.r|4-Blyi]+B|^|2 , ',
!yiJ<p[^l^4Bp], ! , 1 1 ' ,

on aura er)coré|y^ [ <; p, si
p<L^.p.

Mais si 6 =7^ o, il faut encore1 .que ,

, tXo'J^.'
Or des inégalités

X I .. \ \r 1 • a-SinCll) ' l xr l 1 ,1 1 < 1 X, 1 4- a -+-———— == I: X |'-h A

.et . : 1 . 1 ' 1 1 1 1 ' . 1 l i ' 1 , 1 1 ^ •.• . 1 1 1 1 . 1 1 1 1 , 1 1 1 • 1 1 : 1 1 , , 1 1 1 ' 1 1 1 : ' 1 1 1 ^ , 1 1 • 1 1 1 1 1 , \ ^ : . .1 .

(^) : 1;"',. - : , ̂  lrii<^'ll7]+B[|:^ 4-1 j')]2," ^ ' 1 ;• : , ;

.'.on 'xlédnit11' - ' , ' ; 1 1 1 . 1 ^ . ,-/ , ^ - - 1 ' , 1 1 ' , ' 1 : 1 ;. : , " /. ! 1 1 11 . , .',. ^ ' l 1 \.

• : , (32) . ;' :;i:X,y;| < [^ | | X.^| 4-;B p^Xj.1)-^ p (A ]y i ̂ 3B'4- 4:Ap). '::;" \-

Comme j^ ] <^ ï » il est clair que cette dernière^ expression /serainfé-
rieure à ]Xjj pour? assez petit. ' • • \ - . , 1 . \ 1 : ' . .1 1 .:-., . 1 . : 1 1 . '',/ : : ' ,

Dans ces conditions', les points X, X ^ X a , . . . restent dans le
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domaine initial et l'on a par récurrence

(33) , X^, | > p -h -•—-sîr iûL),

(34) |X.J,[<À.; • ^

^- et j^ tendent uniformément vers zéro compne ï- au moins.
Si nous revenons a la variable ,r, nous obtenons ce qui suit : traçons

dans le plan de cette variable deux cercles non tangents passant par
l'origine et symétriq-ues par rapport à l 'axe réel, de rayons suffisam-
ment petits; soit A le domaine des points intérieurs à l 'un de ces deux
cercles; à tout points deà, faisons correspondre dans le plan de la
variabley le cercle

' . „ • ' M^l^l.

L'ensemble des pointa (,r,y) ainsi obtenus constitue un domaine
connexe D dans lequel (;r^y^) tendent uniformément (frontière com-
prise) vers (o/o) (^) .

Précisons la loi de décroissance des (^, y^), en procédant par
étapes. Montrons d'abord que

y^_
3C fi

= 1 X^y/J == p.n.

tend uniformément vers zéro. D'après (32, (33) et (34) on obtient

. ' \ ' ; ' , / , •' ^2, <.|^l^i+--Y' ., ,.' . ,
1 1 1 1 ;1 1 1 1 1 • 1 / 1 1 i M 1 ' 1 ^ 1 1 ' ! ! l l i 1 : 1 ! ' 1 ' 1 ' ; 1

. ..,, ^ , \ ^ F3..'<|^]^+ -,. • ^ , :. , ^ .

- 1 1 1 ' l i l • 1 ' 1 1 .• ^ • ! • • • ' 1 1 • , 1 1 , : - . / . . • 1 1 : 1 . • ç 1 1 ' ' ! • ! 1 - •. : . ' 1 : ' ; 1 ' 1 1 1 1 " 1 1 ; 1 1 1 1 , : 1 1 1 - 1 ' : : . 1 . 1 1 1 - 1 , •''' 1 ; 1 '^+'l<t^l^+ ^; •

1 ^ \ ' . 1

-d'où'1 '1 '1^;;1.:.;^^111,^ 1 1 1 1 1 - !

- : ' : • •-•^1:^^^^^^^

^,<^^^[0^...,^;], Q=^.

(1) Nous désignerons par D7 et A' les domaines correspondant à' D et A quand on
emploie la variable X au lieu de x 1



SUBSTITUTIONS ANALYTIQUES ET ÉQUATSONS FONCTIONNELLES. (,)7

Evaluons cette dernière somme
-)2 on /^^+i-_i r^' /ÏQQ2 Q» / ^ Q / ^ i _ ^' /.Q

^^--t114-'4-^-/ -^^=f+f.<•• o ^ . i ,7^ ^
—' -L- -1- -"— — A —^———— ̂  = | -4- |

^ — l , Jo JQ

ï.+Q ,en prenant Q7entre i et Q, soit .==

La première intégrale est plus petite que —^ •

La seconde est inférieure (théorème de la moyenne) à

On a donc

, ! j Qn+ï ! , ;
€ ' Q7 —! i ri -h l , : , „ „ -

ui c r o//-+-i i T
^^^^^[Q'-1^^]^

On dédaifc de là, en employant le symbole de M. Landau

(35) ^1=0^),

et la relation (3o), en y remplaçant (X, y) par(X.^,y^), donne ensuite

^ , ^^X^a-t-of-1), I L . '. , ! • / ^ , , ,' 1 , . 1 . ,. ;• , ! ! \yu . - . ' ^ ^ - 1 \ ! , , , , ! 1 ,. . • ,
X,, =X-+-^a4-ofT-+- -ï- 4-...-i- ^) ==X-+-/za+ 0(Iog/Q.

\ 2 fî, ^

On aura donc
.(36)1 .\ , • - ' 1 1 , " 1 1 . - ' , \Xn ^na' • ..' 1 . - 1 , . ! • 1 ' 1 . 1 1 1 , 1 1 , 1 1 . • 1 . 1

uniformément dans D 'e t
. , , , ' 1 1 • ; 1 . 1 ,. 1 ^ ! / 1 1 1 . 1 . , • ^ \^\<r^alf 1 ' 1 » ' 1 1 _ , ' , - 1 ' , , ! . , - . ..

dans une partie bornée de ce domaine, avec
1 - 1 1 1 1 - •1 ' : ' . '. • 1 1 1 : , ' - X 1 ^ 1 1 - . 1 ' ' 1 1 . : : . . 1 . 1 1 . ! l i l - . 1 - . . , ; 1 : : 1 1 ' .' 1 1 1 1 1 1 ' 1

. . 1 - —/! r̂ ,.l. • • 1 - , 1 - . , ! ! ' , !

' ! . ! ! ! 1 1 ! ^ ! ! , ! • • ^ .^<^ ! ! . ! 1 1 ^ • 1 i : ' . 1 . ! ' ! l l l i l 1

Cherchons maintenant la valeur asymptotique de y^ Explicitons
l'expression dey^

1 1 1 1 • /.1 ;. „ 1 ^ 1 ; 1 ' - 1 :Jl==yy4-,a^s+:p^•^^^y^2 4-;....." ; 1 : ' / - 1 1 1 1 ' " 1 ' • . 1 1 1

: . 1 ,^7î/2. JS'£;;;7Vo/'w,^(113),IXLIÏ.-" AvRï lH924, l- l l l,// 1 ' 1 1 .-111,:;^: 1 1 , 1 1 ' 1 . . ' , 1 • • 1 , 1 1 ' ï3 • ' : 1 1 1 1"1 1 '
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^ Soit a = :̂ o.1 Commet est de. l'ordre de î- ou de..r,;, nous sommes1
' ! 1 1 1 1 ' . "• ! X^ • ; ft

conduits à poser
! ! • • ^ ! ^ y^==(/+^)^, , ! 1 ! ! ^ . ! 1 ^ 1 1 . 1 1 1 - ; •

(?, constante que nous déterminerons ensuite.
• On a successivement

j^i = s ^ y n •4- cc^ +(3^^ 4" yy^ + 0 (( | œn |+ | j» | )3), •

puis, d'après (33) et (34), .

'111' , • , •1':: ;\:1;;11'^;1•^+11^11=:^ „ 1 1 1 1 ' 1 : 1 • 1

.ce qui /s 'écr i t 1 , 1 ' . : 1 ' 1 1 ; , 1 ' 1 : : 1 1 ' 1 : , 1 1 1 1 ' 1 . 1 1 ' / 1 '\ 1 1 ; 1 . ' 1 /1 • • • / 1 ' 1. t ' , / ' 1 1 1 . , 1 . 1 '- 1 ' 1 1

1 . , ;^, '1 .1 ; ; •1 1 , 1 , : {t^un^œ^^^{l^u^^ • : 1 1 , 1 ' ; 1 1 ' 1 /

(l i l i 1 1 1 1 . ! 1 - . - • - 1 1 . . . ! : • , i l i y \ 2 ", / .y. \ 2 Y / y . N 2 • , : 1 ' . 1 , 1 ^ 1 1 •

l+u^^^l+u,) -^) +a (^ - ) +1-^) 0(|^ ).
-^rt+l/ V^-t-l/ X^/14-1/ .

^-Ory/on-a1 1 , • • 1 1 : 1 ; 1 ^ ^ l i l . ' 1 / - . ^ 1 ^ 1 1 ' 1 ; ! ^ . - . ' 1 • • 1'1 1 1 1 1 1 \ _ 1 . /
^n X^-4-i a , „ / i \

• ——'- =-^=I+Y+/-'J,.4-...=I+0(^
1:1" , ^ 1;1 , 1 1 ,, ^ft,ri-i. • \A^ 1 , 1 1 A^ ! 1 , ^ , ,•; ^ _ • , , , \ f i/

.d'après (35) et 36)/et ceci uniformément dans A^ frontière comprise.
La relation entre Un^^ et ^devient ainsi

^ -+. u^=^ ( / + ̂  ) f i -+- 0 (^Û 4- a [ i + 0 Q ")1 + Q (< ̂ .

1 1 1 1 1 Pôso'ns ' 1 ' ' • , - ! , - ! : : i ! 1 . 1 1 1 ! 1 1 : ^ 1 1 ' ' . , 1 ; '1.. •^' 1 : 1 ^ - l i 1 . i l i r .1 . 1 ' 1 1 - .
! . " ! ^ ' ^ ;..1' ' - 1 1 ' 1 1 1 ;l/l=='1^^4-;lla, 1 1 . . 1 : ' " 1 1 1- ' ' -, ' , 1 . ' . • 1 : ; ' ' 1 1 1 1 - , . 1 ' 1 1 . ,

'-^
,11 .vient,11;1. / ^ ' 1 . 1 ' ^ 1 • : . 1 ' ' ; 1 1 1 ; 1 1 1 1 1 : ' ^ \ ' 1 ' \ : 1 ^; / ; 1 : 1 1 : 1 - 1 ^ 1 : \^ : • ; : 1 1 1 , ^ 1 1 : ' 1 ' . ; ^^ 1 . 1 1 1 1 1 1 1 1 1 , ^ ; 1 . • 1 1 1 1 . • • • : 1 . 1 • 1 1 ' 1 1 \ : ,

^ • :̂ • .^^,^^^^^^^^^^^^^^^ / ; •
^-^•-Gomme.le11 produit '1 1 1 :- ' '^^^^^^^^^^^^ ,•-^:,1.11;1•1/1.1/:11'::•!1'.J , ^ ; 1 • - 1 . - 1 • 1 l i • ' „ " 1., • '- '/ ' |t'|[•+oœ] :

est à partir d'une certaine valeur den^ inférieur à un nombre fixe plus
''petit^que1'!,1 on;'.aura,11 • i i : ^ ' ^ _ - 1 1 1 •V111111-'' '1 1 1 .1 .1 ,1 1 , : , ', 1 ^ \ • 1 1 : 1 1-'111.11 ' :/ /^/ : :: '-111:.^

.; . 1 7 1 i : 1 , : 1 1 : , 1 1 ; ' . : ; 1 • ' 1 ^ 1 1 ' , ' 1 1 1 1 : • : 1 1 1 ' : 1 '; - 1 : 1 , : 1 ̂ 1 :. [ ̂ n-n. .11<^^^ 4-' ̂  '^ \^ (,/- <1^1)1,1^ ' , ,1 ^ . :;1:1^.'.-1: ̂  ^. i- ^ ' l 1 , 1 1 1 1 1 , , , :;.:;1 l s l .
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et le calcul fait plus haut pour les ̂  donne encore

l{'l=o(^.
donc

^== ̂ + o(- ) od ̂  |2) = i^-t-o(-L\.
\ fl / \ TV j

Si l'on avait a == o, on trouverait

j^== //^-}- 0 ( — ) (en général),

et ainsi de suite.
Nous allons préciser de nouveau la valeur asymptotique de Xw grâce

à celle d e y / / q u e nous venons d'obtenir.
On obtient tout d'abord

X,,,4-i -= X,, -h- 0 4- — -4- 0 f ———? Y ( k = bc 4- <Q.
• A/î \ A^ 1-7

Je pose
X^=: /îa -+- -^--lo^/z -4~^.

Je vais prouver que ^^ tend vers une fonction holomorphe dans O'. La
démonstration est la même que dans le cas d'une seule variable» En
remplaçant X^ par l'expression précédente dans la relation de récur-
rence écrite à l'instant, on a

, A- A , / i \ ,./ i
^4-1—— ̂ = v- ~ - l0^(, 1 + - +-0X. a^V l n; l ''MX,!^

A- A- y-X/, • 1 na^0^

Je dis que la sériedont le terme général est (— — -1-) converg'e uni-
formément dans toute partie bornée de D'.

On a en effet
.', 1' , , 1 1 1 1 1 . 1 1 1 ^ , , . : 1 . 11111,1./ X^=:X4- na-^r 0(log/£) ' 1 ' / 1 .1.1 .:•' , / ^ • : : , ' 1 ' 1 1 1 1 1 .1 1 1 1 • ' . . ' . 1 1 1 ! , ! ! 1 ! ! ! 1 ; 1 * '' ! • 1 .' ! ! 1 ' 1 1 ' 1 -
; '., ' '11', , — 1 . 1 1 1 11" \, ^.'••ii'.:.=na "4-0(Iog1^1), 1 1 , 1 . 1 V1- 1 1 1 ' - . 1 • • 1 1 1 1 . 1 ' , ' 1 1 1 : 1 1 . 1 " 1 : '
si |XJ esiborné. ; 1 1- ' 1 1 1 , ' 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 11\1 1 , 1 1 1 '1::.;1-"11 ; 1 ' 1 1 1 1 1 ^ 1 • 1 : 1 1 ; ' 1 1 ^ / ' ; : - . 1 ' , - „ ; 1 \ 1 : 1 ; 1 1 ; 1
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Par suite
JL —. -1- -=_ îï±z^n. ̂  o flPA71^
X,; net na\^ \ n^ )

....-S,.-«(Ï)^"(;-,)=o(to').

Comme —^- est le terme général d ^ u n e série convergente, la sérielo^n
n2

£ l - î - ( ^ - ^ )+ (Ç3——^) -4 - . . .

converge uniformément et représente donc une fonction holomorphe
dans D'7; appelons-la U(X,y). On a

, . ^ , : 1 ' , . - y , ! - 1 , ! ! ^ • , \ . , ! 1 ' , ! •
: l i ' , 1 1 1 1 , '-^(X1,^) îhn X»/l,--^^a—ll-iog/l), , 1 1 1 ' 1 1 1 • ' ' ! ! ' 1 1 ,, /i i - i- ' • ^ 1': ! 1 ' 1 , 1 1 , , /;== 30 \ - 1 1 a / ; !

LÎ(Xi, yi)=lim [ X n + i — n a — - ^ [ ( j ^ r t \
• 1 , ./• , . 1 ^ 1 /< = i0 \ a . ! / ! „ , . ,

=-lim X,, — ( / î — i ) a — - ^ l o ê - ( ^ — i ) ;
n == oo L ! . . a J ! •

. U (Xn j0 == UCXfj) -r a + lim /v log7' ~ l
v ̂  n ^ i / a /i

. . =:U(X,j)4-a.

Nous obtenons donc une solution, holomorphe dans D', de I n é q u a t i o n
fonctionnelle d'Abel ; nous allons iriâintenant rechercher comment se
comporte cette fonction quand X s'éloigne à l ' infini dans A7, y satisfai-
sant toujours à la condition
, - ' : ^ 1 • ': ;, • . ; [XjKÀ,^ . . " ^ , 1 , .̂  ; „. ^ •

Pour cela il nous suffît de remarquer que U est la somme d 'une
série convergente dont chaque terme a été décomposé en p lus ieurs
autres ; les termes partiels qui forment une série uniformément con-
vergente dans le domaine D' tout entier donnent comme soiïime une
fonction bornée et continue dans ce domaine y compris les points à
l'infini et il n'y à pas lieu d'en tenir compte. U se comporte donc à
rinfîni comme ,''• :,.: :,1•1:.1 ' '1:.,'\. ' , . • l v l , . . 1 ^ ' , 1 : 1 / 1 • . 1 ' 1 1 ' • .\. _1 '-,., • . : 1 "

Le terme
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se comporte au point (cc^o) comme une fraction rationnelle, mais par
suite des conditions imposées à X e t j il ^o comporte dans D' comme
le seul terme X. Considérons maintenant le terme général de la série

i*Q,-^>
i

et remplaçons-y X,^ par la valeur approchée X. 4- n a; la différence des
deux expressions obtenues représentera une fonction continue et
bornée à l ' i n f i n i dans D\ En effet, la série

1 \ _^ ?„̂ ./̂ ÛL l̂̂V ( ̂  __J_^-V
À VX. ^^.na ~~^^ ~~ ̂ ^~na) ~~^ ^^^^-^

converge uniformément dans IV puisque, d'après une relation déjà
obtenue, on a

! • ^ • x^_ ria— Xrt= 0(iog/i) ;

et que d'autre part, X restant dans l'angle A' défini plus haut, on a
toujours, comme le montre une figure,

On a donc, dans l'expression

^^L'̂ Lll̂  — o /" îog /? i

X^(X-4- na) \ n9-

le terme général d'une série absolument et uniformémentconvergente
dans le domaine total, de sorte que finalement Use comporte à l 'infini
comme

^(-x^^ \X~+-na na^,1 . ,

Je n'insisterai pas sur l'évaluation approchée de cette derniêresérie
qu'on trouvera dans mon mémoire déjà cité du Journal de Mathéma-
tiques, e{ qui est d'ailleurs connue, cette série représentanty à un
changement insignifiant près, la dérivée logarithmique de la fonc-
tion F. On trouve ainsi que (X, y ) restant dans le domaine considéré,
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on a • . , , ' • , .
À" ! - • ! 1

(3?) U ( X , 7)== X —-logX' - î -quant i t é bordée (1).

Si nous posons t == Xj == ^, et que nous donnions à t une valeur fixe,
plus petite en module que ^, la fonction

: • : ' ' . \ iJ (x , j )=u(x-V
•: , ! ^ ! ! . \ A /

devient ainsi une fonction de X qui, on le verra aisément, ne prend
jamais deux fois la même valeur dans A'; étant la limite uniformément
atteinte de fonctions univalentes dans A'. Les valeurs de U d'après
l'expression asymptotique (Sy) couvrent une région limitée par deux
courbes s'éloignant àl'infini avec les mêmes direct ions asymptotiques
que les deux droites l imitant A'. Si l'on fait décrire a t le domaine
^ ] $ À , l^ensemble des domaines correspondant aux diverses valeurs
de/ ont en commun un domaine de même forme, puisque les termes
complémentaires à ajouter à (X — -^logX) pour obtenir l'expression
de U sont uniformément bornés pour X situé dans A' e t |^(5À. '

On voit que l'expression asymptotique de U est, dans ces condi-
tions, indépendante de •t, si l'on néglige les quanti tés bornées. .

11 y aurait lieu maintenant de rechercher des domaines de conver-
gence plus étendus, ce à quoi l'on parvient en construisant les domaines
antécédents successifs de D. Il faudrait démontrer, en outre, que si les
domaines conséquents d'un domaine élémentaire entourant le point
analytique P tendent vers l'origine, ces domaines finissent par devenir
intérieurs au domaine D que nous avons construit. Il serait intéres-
sant notamment de reconnaître si, restant dans un tel domaine^ on peut
faire tendrez vers zéro, y restant fixe, .ou si au contraire une condition
telle que (y (<À( ,y | est nécessairement remplie. Je laisserai sans
réponse satisfaisante ces difïerentes" questions, me contentant des
considérations suivantes qui, développées, pourront per^^^^^^^
quelqu'un de plus habile que moi d'y répondre plus coiïiplettôment.

(1 ) 3Le terme compléméMaire est, mêœe conLin u pour X infini dans A'.
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Je suppose que^ et y ^ . t endent vers zéro, x,, n'étant jamais n u l , ,
c'est-à-dire X^ jamais infini. Comme on a . ^ •

•. - ! y

- , : '^^TTT^TVY ! IF^y)——^^^--]- ,

il s'ensuit que le produit infini
oo •n1 • 1 ^ ! . • " • , : 1 • ^ __-L__1 . 1 1. '• '

i+F^y,,) ••' , : . . ,
- ! ! o , ! ! ! " • '

est divergent. Par suite on ne peut pas avoir constamment

• :, :: ^ , . . • • \^n^<£\yfl 1 . 1 ! ,. • , ' i ' 1 . :' ,:': -,

sis est un nombre positif assez petit. Nous avons en effet

'; :, .. , ! .' ! ^n+l=IJn['î/+^]l•+.l^.r^lllll : : / 1 1 1 , 1 1 1 . 1 1 ' 1 1 - 1 . ' l i l

Y)^ tendant vers zéro avec x^ ety^ et ^ étant une quanti té bornée. Si
l'inégalité précédente avait lieiî, on en déduiraiti, u

l j ^ i l < l y " l [ l ^ l + ^|4-£|^|].
Par suite pour n > p

. ^ ! " ^ : , / , \ 1 . \yn^\<ry^ ! ' ; 1 " 1 1 1 - 1 1 1 1 ,

r étant compris entre [^[ et i, si £ est assez petit. On en déduit
1 1 / 1 1 1 ! ! i 1'. ' \ .^ ' yn,\<^rn-Py, ^ ^ 1 ^ , 1 ' 1 ^ 1 ' - 1 y, • ,';.1

/ - • • 1 , [^^{sAlj^r^.1 ^ ; : : ; 1 <:

Le produit infini considéré serait donc convergent puisque
1 ^ 1 1 ! 1 1 1 , 1 1 ^ , , 1 ', ;. . " 1 1 - -F(^,^),==0^|^t1^; 1 1 1 1 . ;:. ' ' ^1

On a donc une infinité de fois
• \ ̂  i [ y (2 :
7Î | <. 7 t •a-'/l |. î\y

c'est-à-dire X^y^ de l'ordre -̂ - au plus. Mais il faudrait prou ver pour
^ ' • ! " ! . , ; 1 1 1 1 1 1 1 1 1 - -^-/z 1 1 1 / - 1 , 1 1 : 1 . . '11 ' 1 ' 1 ! • , • • 1 1 ^ 1 1 , 1 . ' 1 1 1 , . -' • i - ! 1 1 1

pouvoir conclure que, pour ces^valeurs de n, X^ appartient bien à un
domaine tel que A', que par exemple sa partie réelle est positive et
très grân'de. Or, cela ne serait certain que 3i |X,, yn\ restait comiam-
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ment inférieur à un nombre suffisamment petit, car on aurait alors,
d'après (3o), •

Xn+i == X,t + a -+- £„,

£„ restant par exemple < j en module, à partir de n = p, et alors

. ^(X„-n)>^(X„)+ f f ,
' . 3

, '^{X,,^)>^(X„)+na,
1

et la partie réelle de X^ augmentant indéfiniment par valeurs posi-
tives, X,, finirait par tomber dans un domaine A'. Il y a donc une
lacune à combler pour arriver au résultat probable que les seuls
domaines de convergence {œ == o excepte) sont ceuxque nous avons
obtenus (').

Étude de quelques cas particuliers. - Dans le cas où &== o, on peut
remplacer la condition

,|.X7|<(X - ,

par ta condition moins'restrictive

, - . l . : :, ; : .. |X^|<^. / :: ; ̂  ^ ,'.;; • ' "

Cette condition sera encore remplie pour le point (X,y,). On peut
écrire en effet •

. ; 7i= yC.î '+0([a;|+ly|) ]+0([^| ' ) ,
' .7?= ^[.î f2+0(|a? l|+|y|)]-^0,(|a•|*), ] .

x« jî = x^ [s"- + o ( | ̂  ( +• [ y. | ) xl + o (.^ 3 )xl.îî+orj^i'n^;- l l l l l - ! ! • • • • • • ^ ^ \ • ^ . - ' , ' i^ i l . - ' ^ . '.A. ' , : : XX. ' "^i /-^

x,^ Or si a? et y sont très petits, -^ est très voisin de i, et inférieur
à i -+- e ; on aura donc

-, • t W\ < m ̂ |-(-OC|^|+ |j{)](, +e) + 0(| x I»).

(') Uans tous Jes cas les courbes in vanantes autres que .r= o sont langemes à O.r'si

dies ont une tangenle, car-^ a zéro comme limite d'indéterininatÎQn. ; .
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Comme l^ 2 ] < i et qu'on peut prendre i 4- ̂ < ——? on alïlra encore
bien. "• '

IX.JÎKL

si \x\ et y], donc si p sont convenablement choisis. Les conséquents de
(X, y) restent dans le domaine initial, X,/ tend toujours vers l 'infini
comme a 7i, doncy^ tend aussi vers zéro puisque

|X^yj||</..

Plus généralement si le coefficient de Xj dans (3o) commence par un
terme enj^"1 , on pourra assujettir y à la condition

|Xy^|<À.

Si en particulier ce coefficient, fonction d e y , est identiquement nul
on pourra supprimer toute restriction relative à y, autre que

l y l ^p ; , ^ .
nous avons déjà vérifié en effet que si p est assez petit, on a encore
Iji < p et X< dans A'.

Toutes les conclusions, dansées différents cas, concernant les valeurs
asymptotiques de X^y/y, et la fonction d'Abel subsistent également,
mais nous devons modifier légèrement notre analyse, parce que nous
n'avons plus le droit d'écrire

\yn\ <A X,,\.

Mais y^ n'en reste pas moins, ce qui est le fait essentiel, de l'ordre
de -1-. On a en effet d'après ce qui précède

I v i K ^ l y l + B I ^ I 2 ( M < ^ < ï ) .
Je dis que pour A convenablement choisi, on aura

<38y ; \rn\<'€/n^]y\^^\^n\î. ' : 1 ! .

Ceci a lieu pour /?,= o; si c'est vraipour/2 c'est vrai pourn 4-1. Car
: 1 ij^iK-zlj.l+BI^ ^<^lrJ4-Ay|^,^p+B|^^ , 1 ;.

^%, ;£'<?. ^Vorm.,'(S), Xtï .—AVRIL 1924-;111 , ; 1 1 ' 1 1 1 1 : 1 1 1 :, 1 . - 1 1 1 : ; 1 / î^ ^ 1 1 ; - 1 , :
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On aura bien

si
!y^îl<^ljJ+A[^,|2,

A^I^.J^+B'^I^Aj^J2.

Or^^==.—. tend uniformément vers i, dans ces différents cas,<a?/« A»—i ?

puisqu'il est prouvé que X,, tend uniformément vers zéro ainsi que
X^'Cy^) e tqu 'ona

X.//4-Î ^ . , C
-y—=ri+ ^~4-^(j^)-{,———=ri+ ^~4-^(j^)-{, +....
^n A/t ^ A^,^n A/t ^ A;,,

Soit donc

On veut avoir
|^_i | < ^ | ( ï 4 - £ ) .

A.Y/(i4- s) + B < A ,

A>——^___>o.
I - .^( l .^£)

Comme on a y< î , on peut supposer
j

1+ £== ——.,,

V/7

A< B

. • i~^ . ,

Avec ce choix de A, (38) a toujours l ieu. On a donc également

• , • ! :. ^=°^ ; 1

^(1^ +lj/J)=o(^,

X/,==X +/-<ât4- 0(Iog'/i). ^

Les expressions asymptotiques trouvées ensuite pour X,/ demeuren t
également, et l'on a encore dans le domaine étendu la fonc t i on d 'Abel
et son expression âsyniptotique

- 1 rfl • . ;V(X,y)=^^X+6(^Y^ 1 1 / •, : , ;

0 continue et bornée pour X infini dans A'.
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Si l'on est dans le cas où la fonction appelée tout à l'heure g- (y) -est
identiquement, nulle, autrement dit, si l'on a

,.z'
(3Q) .r, rT^(^~r)<

la fonct ion 0 (X,y) p e u t tendre vers une fonct ion dey qui ne soit pas
une constante comme clans le cas général, quand X tend vers r intmi;
car on peut dans ces condi t ions laisser y en un point quelconque du
cercle |y!^p, t and i s qu'en général y tend vers zéro avec - dans D\
La droite x== o, ou plus généralement la ligne inva r i an te analytique de.
Poincaré est alors ligne frontière de notre domaine, ligne singulière
en général essentielle de la fonction d'Abel. On est certain, en outre,
qu'il n'y a pas d'autres domaines de convergence que les antécédents
de I).

On peut remarquer du reste que le cas où x^ a la forme (3g) n'est
pas aussi particulier qu ' i l semble d'abord. Un artifice simpley ramène
le cas général. Il suffit de poser

y = z x 4-Ix^ a.

y\ •===. z^\ 4- l^ î — s

pour obtenir ce résultat. On aura

^1^14- lx\= s ' ( s . r -h" ^2) 4- a-z;^ ̂ x{zx -h l^c2) "4". . .,

.z.4-=^[i 4- F(.r, r ) ]=
î 4- ax 4- b y 4- ... i4" ax 4- ô(zx 4- l^) •

et après simplifications
z^s'z^ r^-^)'^^...,

" " 1 ~~ T4T^[^~4- b z - ^ r . . .] '

x\ a bien la forme (39), et ^, x^ tendent vers zéro pour
1 1 ! • ! 1 1 1 1 ' l ^ l^p, ^ ^p, ^ 1 1 , " ! i ' : 1 : . ! ,

et^ situé en outre à l ' intérieur du domaine A que nous connaissons.
Le donriaine correspondant de l^espace (A1, y) sera défi ni par les mêmes
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conditions pour^, et
: Ir—^.KpM.

La fonction d'Abel w {x, z) devient

( T ' (^Z+^ ̂ (^J'^^w'i)—^\ w /

que nous avons construite directement, mais nous voyons bien que
x= o n'est pas forcément une ligne singulière pour^ (^,.r) puisque
la condition

:" |j~^|<p|.r|

ne permet de s'approcher que du seul point (o, o) en restant dans le
domaine considéré.

L'artifice que nous venons d'employer aurait permis d'abréger un
peu ce qui précède, mais il y a un certain intérêt à traiter la question
directemenî, car nous trouverons des cas analogues où l'on ne peut
pas l'employer.

II faudrait maintenant trouver une deuxième fonction ̂ {x, y ) telle
que le système des deux fonctions^ et p éprouve une substi tution b i l i -
néaire ou tout au moins birationnelle quand on effectue sur x et y la
transformation donnée. Je n'ai pas réussi jusqu'à présent à former une
pareille fonction dans le cas général. Je traiterai donc simplement un
cas particulier, celui où il existe une deuxième courbe analytique
invariante, nécessairement tangente à l'axe des oc, et qu'on peut par
une transformation évidente supposer confondue avec : y = o. Les
équations de la substitution donnée sont alors

(4o) A?I==; x { ï — a , x'—; by— . ..),
:ji ==yj/.( x — a ̂  — py -h..,. ).

Le point \oc,y) restant dans le domaine D, on peut trouver un facteur
de convergence ç(^) tel que
/ ! ! ! : / 1 1 ; 1 1 1 1 1 1 1 . 1 1 '̂  '• : 1 ^ _ yn ^ 1 ' 1 1 • 1 1 1 ^ 1 1 ; 1 1 , •' • - 1 1 ; 1 1 1 1 1 - 1 1 ' . 1 1 - 1 . '
1 1 1 1 ' 1 ' • ^ ' ' 1 1 ^ ; 1 1 1 , 1 ' \ 1 1 1 1 . 1 1 , 1 , . ' ^ 'f'11 (?(n) ' ^ ! ! . • ! ' 1 • 1 1 , 1 1 1 1 ' 1 1 ' 1 1 1 1 1 . ' 1 . 1 ; 1 1 .^i'''-^

tende vers une fonction limite holomôrphe dans D. Il suffit pour cela
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que le produit infini

-2L ZLI^... .Ĵ iJLL̂ îJL
9(0) ^j®(i) ^J^71 +1)

soit uniformément convergent; en posant

• . , ^7,=^
on peut récrire

30 1 !

ofe) 11(l --^—P y^--1- y^+•..) 'Hn)•
0

Le logarithme du. terme général s'écrit
log^(^) + a.^4-(^i

^ désignant une série entière en ^, y,,, dont tous les termes con-
tiennent en facteury^ ou OG^ et sont par suite de l'ordre de ^- au plus;
w» étant d'ailleurs une fonction de x et de y holomorphe autour du
point (o., o), il est visible que, te point (.r, y) restant dans D, la série

1 \ ! 1 1 ! • .2(r, ; ' 1 1 ! ! -

converge absolument et uniformément dans ce domaine fermé et
représente une fonction analytique/continue etbornéepour^tendant
vers zéro. D'autre part, X^ étant de Pordre de na, la série

:S[a^+îog^(^)]

sera convergente si Fon prend

^ . , ! ' ,. , }^
Elle devient en effet

Î02 '^(^) ==— —— •0 T v ' na

Y / ï ï \
-L[x~^na)

qui, comme nous l'avons déjà démontré, représente une fonction holo-
morphe dans DS étant absolument et uniformément convergente dans
toute partie bornée de ce domaine. De plus elle se réduit à

1 1 1 1 1 1 1 1 1 : 1 ! ! ! ! • 1 l l l : l r l 1 l l ; l l l ; l l i 1 1 ^ ( l ^ ±\ ' : 1 1 ! ! ! l l i i 1 : 1 1 1 1 1 '
;- , . :' '^IxTna. , na)' . . ' , . . ] ; / ,
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en négligeant encore des fonctions continues et bornées à l ' infini, on
plus s implement à ->^.
Telle est donc l'expression asympfotique de la fonction

^[^i^^iylî^'i,
L i/ J

v { x , y ) é tant représentée par le produit infini qui précède. On peut
prendre ( ' )

0(0) —, t , .
a / ' i 1 \

. • ' , , ( p ( n ) =:ca v ^ ^ • • • ^ n ) ^

et Fon voit qu'on peut écrire asymptotiquemcnt pour x très petit
a y. •

v(_x^ }') === cy^1 ou cjz^S

c étant f ini et différent de zéro.
La fonction y Çx,y) vérifie évidemment l 'équation fonctionnelle de

^chrôder ^ ,1 ^ 1 1 ' • 1 1 1 - 1 1 1 1 1 , , 1" - 1 , , 1 ' ^ ! ^ .
^(^,yO=-:^P(^, y),

Elle est identiquement nulle pourj = o. De plus, dans le cas particu-
lier où g ' ( y ) est nulle, on peut faire tendre x vers zéro, y restant arbi-

a 1 ! !

traire dans le cercle : \y\ <C p. La fonction x ^(^,y) tend alors vers
une fonction l imite, non nulle, de la variable y, holomorphe pour
[y|^p, dont il est bien facile de trouver la signification. On a en effet

. 1 ' 1 1 ' ! • ! y. ^
1 1 1 1 1 1 ! ! l l i , '" , l i l -.a, • . :- 1 1 ' i - '-a/ y y • 1 !

x ^(-^yi)=^(^j)^ " — 'Y ^ i /

( 1 ) Le choix de 9( /Q comporte natiïreîlëment un certain arbitraire; on pourrait
• 1 l l i ! 1 1 1 i i . - 1 1 ! tX. , 1 , 1 1 - , / 1 1 ! ! ! 1 1 1 ! ! ''

prendre, au lieu de l'expression obtenue, <p( n) = na^ v serait seulement multipliée par
un facteur constant.
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et comme ~^- tend vers i, la fonction limite y (y) vérifie l 'équation de
.Z't

Schrôder
./(yi)=</(y)

relative à la substi tution, concernant la seule variable j, qui s'obtient
en faisant x = o dans l'expression de j,. Si au contraire g (y) ~=f=- o, on

a
a

.'» \^ t L ÇA Ul, t;'OOHJ II »X/ V l » A , ^ /;doit faire tendre y vers zéro avec a-, et l'expression x "^.(^^r), con-
tenant y en facteur, tend n a t u r e l l e m e n t vers zéro. Comme pour la fonc-
tion u (x, y ) on peut dire que : x = o est une ligne de points singuliers,
en général transcendants, de la fonction v {x, y), si g== o ; si g -^ o, on
peut seulement dire que Porigine est un point s ingulier , en général
transcendant.

Considérons maintenant le dé te rminant fonctionnel des deux fonc-
tions u et v, que nous appelons U (X,^ ), Y (X, y) en prenant X comme
variable. Comme on a

Uz=lim[X/,-p(/0], !

V=l im^. ,
ff(n)

p et cr étant les fonctions numériques que nous connaissons, on a aussi

.S)(IJ ,V) r l ) ( X ^ j , , ) , ï . „ . / ^ .
,-—_———- == Inn .--—-- ._—_——— — uni ——' A ^ A , Y ) . . . Ll^A/ï-i, y n - i )
l)(X,j) a{n) D(X,j) Q'(n.)

en posant
A(^ y)--0^!!!^!).û^^.y)-^ ])(X,.y)

II y a un certain intérêt à obtenir la l imi te de l'expression précé-
dente, sans donner ày^ (X,y) la forme particulière que nous lui avons
assignée, c'est-à-dire sans supposer que l'axe desn- soit invariant, et
en choisissant cr(/z) de manière à assurer la convergence. Nous posons
donc momentanément, à la place des équations (39) les suivantes :

(40
Xi'=-X-^ a+ ^Xy-h — •^rcVy -+-...,X

X21 "X }
,f a' V , ,

Vi •=- s ( f -4- ^- +,,^ y -+- ^J2 + .
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On a alors
^Xi • ,
^-=i~- Z/y 4-c^--+-...,

^Xi ^ ,
-Y— == ~ -}- ̂  •+-...,(/y .r •1

^J^^^^a'^-^^y^..^

t àvi ,, ,
^ ^-=:I+/y.r+2c /y+..., • •

- ^ •A (X , r )= < ^+^^ -^ - (3c / —^/ ) r+ ( ^-h.... ! ' '

Nous avons à rechercher l a c o n d i t i ô n de convergence du produit
in f in i dont le terme général est

,^(^[,+^4-(.c'-6)^-^...].

Comme on a toujours

e t - ' 1 1 ! 1 1 ' 1 , i l i 1 1 •
,r r^ —

na

j^o(rij|)+o([^p),
la condition de convergence s'obtient, comme précédemment dans la
construction de p (a;, y), en réduisant le crochet au terme i +//^,
ce qui conduit à prendre

h'

<7( /^ ) ^s'"' rr71,
et l'on pourrait répéter ici ce qui a été dit au sujet des propriétés de la

0 f fyi f\/ \ .

tonct ion—^- ' - La fonction représentée par ce produit i n f i n i j ou i t
d'ailleurs de la propriété fonctionnelle (6)/en y faisant .?== i.

Dans le cas particulier des équations (4o) tout ceci s'applique. On
doit remplacer l/ par — a, et Ton retrouve bien le même facteur de
convergence que pour le produit qui a servi à définir ̂ (^y). On a du
reste:--

D'(^) _ ,,i; I)(IJ,.V)
11, • ., -;,.;, ,;' , ^'•.^D^y). ? ••^ I ) ( X , y ) ' 1 1 ' . 1 • / : • ; 1 : 1 , 1 1 , 1 ^ 1 ; •;11:,1,11.1'

Il s'ensuit que si le domaine D a été convenablement choisi, le déter-
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minant fonctionnel des fonctions uçfy n'y devient jamais nul, puisque
aucun des facteurs du produit i n f i n i qui représeîUe-p—^.^
devenir nul si ,r| et |y| sont su f f i samment petits. Il s'ensuit que les
fonctions u et, v sont indépendantes, et même que les fonctions x (u^ <'),
y(^ c) ne sont jamais ramifiées quand (u, ç5) décrit le domaine corres-
pondant à D; malheureusement ce domaine du point (^, v) n'est pas
aisé à déiïnir, et le problème d ' inversion qu i , dans le cas d 'un point
double ordinaire, se résout immédiatement , permettant de passer des
solutions de l 'équation de Scbrôder aux fonct ions /*(^, ^), g" (u, v)
considérées pour la première fois par M. Picard, est ici très délicat et
ne conduit pas en général à un résul tats imple. Nous allons l'examiner
de plus près.

J'ai déjà indiqué que, quand le po in tX décritA', la valeur de U(X,y)
couvre un domaine de même forme, et que les domaines ainsi obtenus
pour U, quand on fait varier y, ont une partie commune. Je vais pré-
ciser ce point . Considérons les deux demi-droites q u i l i m i t e n t À ' e t f o n t
l 'angle oj avec la direction négative de F axe réel, soient PT et PT.
Prenons le point Q au delà de P sur l'axe réel et menons les deux deml-
droites symétriques QU, QU' faisant l 'angle CL^ > œ avec l'axe réel
négatif. SoitE le domaine l im i t é pa rQU, QU' et s 'étendant à l ' i n f in i
à droite. Je dis que, si les points P et Q sont convenablement choisis,
à tout point ^ intérieur à E, l 'équation

: l,J(X,y)=X—^IogX+^(X^j)

fait correspondre un point X et un seul dans A'.
Faisons décrire à X la frontière de son domaine; le rappor t—, ,—?

quel que soit ;/ dans E, restera supérieur en module à une quantité que
nous allons évaluer.

Si M est, un point de PT, on a évidemment
- : [ | X — ^ | > M H , , !

MH étant la distance de M à QU. Par suite
X — ^ MH

X > MO'
Ann^ Éc. Norm^ (3), XL1.— AVRIL 1924* i5
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Ce rapport MH.> quand M décrit PT, a une valeur sfcat ionnaire quand
P T devient tangente à l 'une -des courbes, lieu des points pour lesquels
ce rapport est constant, c'est-à-dire à une conique de foyer 0 et de
directrice QU; une seule de ces coniques est tangente à Pï, el le point

de contact Mo s'obtient par l'intersection avec la perpendiculaire menée
parO à la droite 01, 1 étant le point d'intersection des deux droites
PT et QU; comme le rapport ,-r^ serait nul si M était en I, on voi t que
MO correspond à un maximum. Donc le rapport croît quand M va de
P en Mo et décroît quand M va de Mo à l 'infini. En P, sa valeur est

. ! ! ' ! ^ 1 ; , ! 1 1 . ^ ,PQ . ! ' 1 1 ; - ' ' ^
, • : , , ^pSm^;

à l'infini sa valeur limite est égale à sin(co, — co). Si nous transformons
' ' 1 " • 1 ! 1 1 1 1 ! ' ! 1 P01 ! ! 1 1 1 1 1

la figure homothétiquement par rapport à 0, le rapport j— reste cons-
tant aixisi que œ et (L^, e t ron a toujours quand u; est intériem^ h E
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et X sur le contour de A'
X, — «.„, „ ^ > c^

X

ii5

c étant le plus petit des deux nombres —, sin co^ et sin (co, — co)^
Or pour [X.| suffisamment ^rand on a

À - ,' l o^X-4^ (X, , r ),dX.i>

En effet, comme 0 (X, y) est bornée on a
| Ô ( X , y ) | < m,

et l'inégalité qui précède sera vérifiée si

c |X l> Â' [ log|X|+27:] 4-m,

ce qui a bien lieu pour |X >A. Gomme d'ailleurs
| X | S O P s m û ) ,

on voit que pour
OP > :-.-/L-.sin^.)

où aura, quel que soit X sur la frontière de A', et ^ in t é r i eu r à E,

\X-u. > ^ logX-^X^y) .a

Les domaines A' et E étant ainsi fixés, faisons décrire à X le contour 2
formé des deux grands segments symétriques PT et PF et d'un arc de
cercle de très grand rayonet de centre 0, de sorte que ^ soit inf iniment
"•rand sur cet arc et que l 'inégalité qui précède y soit encore vérifiée.
Le principe de l'argument, de Cauchy montre alors que l'équation

u = X — k logX + 6(X, j) == X — ̂  log-X + Ç(X, X. j)

possède une racine et une seule à l 'intérieur de ©; cette racine est une
fonction analytique de u pour u intérieur à E; c'est aussi une fonction
analytique de t =Xy pour \t ^X, ou une fonction analytique de y
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pour [y j5p clans le cas particulier où|Xy| n'est pas borné dans D7.
Dans ces condi t ions le domaine E est simplement et totalement cou-

vert par // quand X décrit A^; on aura d'ailleurs pour ] u très grand

^, . . . .A === // 4- - lo^u -h quantité bornée.
Cî

On peut prendre, en particulier, co,, -==^; le domaine E est alors
limité par une perpendiculaire à taxe réel.

Revenons maintenant à v (Xy y); comme c s 'annule avecy et que le
domaine de ç7 cont ient ainsi un certain entourage de l'origine dans son
plan, et cela quel .que soit x, il est naturel de se demander si à tout
point analytique (^, ^) il n'est pas possible de faire correspondre un
point analytique Çx,y), lorsque le domaine de Çu, v) est défini par

«" r^.
A et B constantes positives. Or, il n'en est pas ainsi en général. I l
résulte en effet de l'étude des valeurs^ asymptotiques de u et de v qu'on a

! ! ! , ! ! ! ! ! 1 ' a
t'(.r,j)==y .y^(.r,y),

a étant une fonction continue bornée et différente de zéro dans D.
D'autre part, ^ (es tde l 'o rdrede ,—-\x \

Supposons que, g {y) n'étant pas identiquement nulle, le rapport
-^ soit borné dans D. On a alors

.1<K|,.|A(-(-2><H|.|^(-1-5).

Si la partie réelle de i -t- ^ est positive et égale ̂ m, on a donc

'• : ; • • ' . . • • . ' ' ^, , , 1 , \

Donc (y dans le voisinage de v === o, ne peut pas être pris arbitraire-
ment, quel que soit ^ satisfaisant à

; 1 1 : 1 ' 1 ; 1 ^ , 1 : 1 1 1 1 1 1 ; 1 ' : 1 . - ' 1 ' 1 ' 1 : ,11.1. ,-:^,1:1^.(^)111>IA. 1 , 1 , 1 1 : : 1 ; : 1 : 1 / ' , 1 1 • ^ : 1 1 1 : 1 . , 1 . , . ; 1 ' ; 1 1 ; , • : • 1 1 \ : 1
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•S}g'==o. la condition |y|<C x\ disparaît,;' on a seulement, v étant
borné, „ „ < " ,

M^ , • , •

ce qui donne lieu à une remarque analogue.
On arrive aisément au contraire, dans le cas particulier où

a=o et ^(y)=Eo.

à montrer la possibilité de F'inversion. uniforme, si u et ^satisfont à des
conditions.telles que (4^). Dans ce cas il est visible du reste, puisque

\Xn = 0 ( - L y,==0(^|y|)+0(^),

que le produit
~^,j)=n(i-pr^+7^4-...)

converge uniformément dans le domaine fermé D, e tqu^onpeutyfa i re
x == x^ = o, sans précaution particulière; ^ ^ ^ est continue par
rapport à x pour x == Oy et tend alors vers la fonction l imite

Prenons
^.r(o, j)=.ï.+/'j -+-. . ..
«./

lyl^
h étant assez petit pour que les termes qui suivent l 'unité au second
membre de la relation qui précède aient une somme inférieure à ^ -en
valeur absolue, d'où

j p ( o , . y ) | > ^ . ^ •

II suit d e l à et du principe de l 'argument de Cauchy que pour

..K^
réquation

- p(o, y) =t^ •

admet une racine et une seule de module < A.
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Si nous supposons main tenant

1 ^ i < h
l f 1----35

l 'équation
F(^y)=:F/

admettra également une racine et une seule, si \x\ est suffisamment
petit. Posons en effet

P(^,j)= n'(.r,j)y,

et démontrons que les équations

^/.7)=^,
^(0, 7)==^

ont le même nombre de solutions dans le cercle fyj<. h, ou que le
quotient

l̂̂ l̂rî l°LZ} ̂  ̂ [^t^Zir^^^J)]
^C 0 ^ j) — ^/ " ^(o, j) — ̂  ""' ~"

est plus petit que i en module, sur la circonférence |y|=À; ceci
est immédiat car

|^(o,y)[i^^> ̂ ,

i-'i5^
max.j w{x, y) — w(o, y) \\y^,,= ̂ (.r).

Le quot ient considéré est donc, pour )y| ,== h, inférieur en valeur
absolue à

A M, (SC ) „
-^==6^),

2 / 3

donc inférieur à i si |,r est suffisamment peti t , y,Çx) tendant vers zéro
avec \x\. On a donc bien une solution unique de l'équation eny

v ( a • , y ) = v ' ,

fonction analytique de a; pour a; ̂  o, continue pour oc == o comme il
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résulte de sa représentation par Fintégrale

JL f __J^
i^ J, , ^ /2Z7CJ i / r / x f - i ^ t?

^l^[p(^y)-^]^

Portons cette valeur de^y

dans l'équation
j(.r, (Q,

/.// == ^ (.r, r)== -1- + -1 log\:3? -4- 0 ( -I:î y) .t/c <'% „ \ <-i' j

que nous voulons résoudre par rapport à Xy u1 vérifiant la condition
^(^^A.

Il résulte de ce que nous avons démontré en détail, qu^i . l y a une
solution et une seule, fonction analytique de u' et de (/.

L'unicité de la solution résulte d'une manière plus générale de la
définition de u et de v par les formules

r^--p(«)|,.=11 pm [_ .TL'^n J

F = lim J^L-,
Œ(/? , )

En effet les fonctions^ Çx^ y ) ety^ (^,j) forment un système uni-
valent dans D, c'est-à-dire ne prennent jamais le même système de
valeurs en deux points distincts de D, car cette assertion résume les
deux faits suivants :

i° Quand (^ y^) est dans 1 ,̂ conséquent immédiat de D, oç, ç ty sont
des fonctions uniformes de ̂  efc j i .

2° Les domaines D, Di, Dg, . . . ^ont contenus chacun dans le précé-
dent. Les fonctions sans le signe Iw dans le^ équations précédentes,
fonctions du premier degré de ̂  etj^ fo.raientdonca.ussi un système
univalent. D'autre part nous avons démontré que

, ! ^^^l^o.
D C ^ r ) ^ •, • , . . -,

Admettons maintenant le lemme bien simple qui sait , que nous démon-
trerons ultérieurement :
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Si les fonctions Ff^y), G-(a^y)/régulières poura" ==y== o, nulles
en ce point et de déterminant fonctionnel non nul, sont respectivement
les limites dedeux suites de fonctions holomorphes Fy,(.r, y), Gn(^!?y)
qui convergent uniformément dans un 'domaine entourant l'origine,
ce point est l imite de points (^ Y]^) vérifiant les équations

: - ! ! ^ ' F»(C/n ̂ )= o, ' G-/,(^, YÎ/^) == o.

Il s'ensuit que si M et ^ prenaient les valeurs Çu\ ç^) en deux points
distincts de D, les deux fonctions dont elles sont les limites posséde-
raient, pourn assez grand, la même propriété, ce qui, nous venons de
le voir, est impossible.

La correspondance entre (;r, y) et u, ^) est donc biuniforme et ana-
lytique, et l'on a
, ;: ^:•: / • " • ; ! - • • , X^ f\tl, (')r • ^ • • / ^

. . '. '. 1 , - ' ^ • " ... . ' y=g{u, P); ' . , • ^

..•^ •; ,; . /(^+a,^)=R(^j), ,. ; . .
. ; ' 1 ' ' 1 ' . ^ ,: . ^ •^(y-^a l,^ /^)==S(^,J); . . ' . .

• • / ;• • • .•..'. -.•^.^../^-a^'^^R.^^^ '..-: ' - •

• " 1 1 - . . '^ ' ' ! ' • • - 1 .iil / ^ ç \ ^ ^ ! ^ • . ! 1 ! ! • • • ! .
. • 1 . . • . . . , g^ti—ct, ^}'-^S^i(^/r)^ . . , • . '

cette dernière formule permettant de prolonger le domaine d^exis-
tence des fonction s f (u, p}, g (a, y} de proche en proche, aussi long-
temps que les fonctions R-^ (a^y), S^ (x^ y) restent analytiques et
uniformes.

On aura d'ailleurs : y == o pour p=o,• et.y = o pour u infini avec
une partie réelle positive. Si l'on n'a pas ramené préalablement les
deux courbes invaMan tes analytiques à coïncider avec x == -Q ety == o,
ce sontces deux courhes qui correspondent à u infini (lia > o), et à

.•^= o." .. ' .. ^ ' , ' •• • . • , , ^ .. :-.1.../''. ^ •; ' . , - ,.' - : ^ \ . . , - . ' . • ^ ! ! • . . - • . . • • • \ . ' 1 • •
Nous pouvons encore nous servir de la transformation

„ • 1 ' ' ' : • . - • ", . , ' \ '' " ' •_ . ' . •• ^ , . -y =: zx 1 1 ' , ^ ,1 . ' ' , 1 • ^ 1 ' ! . , , 1;', ' 1 . . 1 • :, . • ' , '/.•.'.;..•,.' . '.

pourramener le cas de g =^ o a celui de ;^==so, .car. les équations (3^)
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deviennent
..r.i == j- ( i — a x — b zx -4- c.r2 -4- . . . ),

^i .2̂  == ̂  zx ( i — a x — p s.y -r-. . . ),

" et en d iv i san t membre à membre

.5i ̂ .^[i -4- (a — a) a? -+- (y — c)^2-^- (^ — (3)3.27 +...].

Les équations de transformation gardent la même forme, mais il n'y a
plus de terme en z dans —J • Seulement a se trouve remplacé para — a

JC

qui n'est plus nul , si a l ' é ta i t .

Cas de a == o. -— Je vais passer m a i n t e n a n t : au cas où l'on a a === o,
les équa t ions de transformation é tant alors

, ^ ,„^^^^

ji == s ' y -4- a;r2 +•. . . .

Une étude détail lée de ce cas en t ra înera i t des développements consi-
dérables, d'écriture no tamment , et les résultats qu'on peut espérer en
obtenir ne semblent pas avoir une importance assez grande pour qu'il
y ait l ieu de pousser jusqu 'au bout cette,discussion, comme je l'ai fait
dans le cas d 'une seule variable. Je vais montrer simplement que ce
cas se ramène en général à celui où a n^est pas nul, moyennant une
série de changements de variables simples. Nous pouvons d'abord
employer le chanû'ement de variables ( Jy ^ ) dest iné à faire1 J D - ^ y ^'y _}_ [ ^.2 y

disparaître le terme g (y). Ceci tait, supposons que dans nos équat ions,
qui conservent la même forme sauf l ' évanouissement , de g\ le premier
terme en x non nul dans la parenthèse soit le terme a x ' 2 ; nous pou-
vons écrire

^ =:.r[i ~ ax^ PoC.^2, y) + sci\{a'\ y)], , .

PO désignant une série entière qui commence par la constante -+- ï ,
tandis que P^ commence par les termes

( )^+( )y.
Ann. Éc. Norm^ (3) , XLL — AVRIL 1924. 10
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En élevant au carré, on obtient

^ = ̂  ̂  — a.^ Pô (.r2, j)]2 + 2 .T Pi (.r2, J) [i - a^ PO (^2, y)] -+- ̂  I' 5 (^-S /)]

ou, en posant
x1 == £,

^Ï=£i;

E^^i-^aÇ-^^c^y +?,(£, j)J,

Pa commençant par des termes du second degré, mais contenant du
reste des termes à exposant f rac t ionnai re . En posant

X,, ^== X,
îi

il vient .
b 1

Xi == X + 2 <^ + —ï- + c X^j +... ;
.X3

mais, comme précédemment , nous emploierons s i t nu l t anèmen t les
variables ^ et X. Si nous considérons ma in tenan t les deux équations

y^^y+a^lS^J^yy2^-...,

£,=£-~2^^^.. .=Ç[i4-0(|£|+| j !) ] .

nous voyons que les termes du premier degré ne présentent plus la
forme canonique; pour les y ramener, il faut poser

' , : 1 1 1 1 1 - 1 1 1 1 ' 1 1 1 ' : : 1 : . - 1 , 1 : - 1 1 ' 1 - }\::==^•+•ll^ , .' , . ! ! a ! , ! !

y -=='fi ^ lî, ï — S '

On obtient alors le système

(43)
b-+-cl

X^X-(-2a+ "±^./+cX17î +.o[|4 -Hr]|L
1 1 1 , , , 1 1 1 , 1 1 1 1 •\'2 • , 1 , . Ij.X ^ • 1 1 „_)•

^l,=^Tï+ /^-K(3^rî +( )^,4-, .../^ '' ,: .1;1;
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La deuxième équation peut encore s'écrire

(44 ) ^i==^[^+o(|,t|U|^])]-^o( £|1) .

Le choix de la détermination qu'il faut prendre pour les termes en
y ' X2 ne donne lieu à aucune difficulté. Je renverrai pour ce point à
ta discussion analogue que j'ai faite pour le cas d\ine seule variable
dans mon Mémoire du Bulletin de la Société mathématique.

L'itération de la subst i tut ion (42), malgré la présence des termes à
exposant f rac t ionnai re , se discute aisément comme celles que nous
avons étudiées jusqu'ici.

Nous imposerons à X et T] la condit ion

(45) -! . , X^' <}, . , ^ .

À étant une constante que nous déterminerons plus exactement. Nous
supposerons d'autre part que X2 | et Y] | restent inférieurs à un nombre
l î x e p ; si ces nombres X et p sont suffisamment petits les termes qui
suivent X 4- 2 a dans l'expression de X, peuvent être rendus aussi
petits que l'on veut. Nous construisons alors un domaine du plan
des X analogue au domaine A' considéré précédemment, et l imi té , en
supposant a réel et posi t i f , par deux demi-droites se coupant sur l'axe
réel, en un p o i n t d'abscisse positive très grande, et symétriques par
rapport à cet axe. En établissant des relations d'inégalité convenables
entre les quan t i t é s X, p et rinclinaison de ces deux droites, on fera en
sorte que si X est dans ce domaine, X, se trouve dans le même domaine
déplacé par translatio,n d^une quantité constante vers la droite. De
plus la relation (43) montre que l'inégalité (44) subsistera encore
pour (X.^ Y],) , si p est assez petit ; de (4-3) on déduit en effet, si ç j et
|y j [ sont assez petits

1 " 1 3 1 ! ! 1 ! A ' '' | . ^ i |< '7y5|+A ^ p = = = y | Y î l +——-u?
' . : • , . . ! ! ! IX :i . . , f •

en prenant par exemple
q^
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On a du reste p o u r — — i, qui est de l'ordre de [ ? f -4- | ^ [ , une
valeur très petite; on peu t donc écrire

<!+/?,

X^ <W(^h)^A(l±h}

<^}.(l +/Q-+-

[ X 2

A ( i + À )/ <^(i+/0 + A p O + / Q .
.X2

Comme q <^ i, ceci sera encore inférieur à À si p et h sont assez
petits.

Dans ces c o n d i t i o n s le p o i n t (X^ y;,) restera dans le domaine i n i -
tial. On ne peut d 'a i l leurs pas, si c~=f=. o, s u p p r i m e r la condi t ion (44)?
et ici on n'aperçoit pas d'art if ice qui permet te de faire disparaî t re ce
coefficient c. On trouve alors, en r a i sonnan t comme nous l 'avons fait
maintes fois queX^ tend vers l ' i n f i n i comme 2/2 a; d ' une manière plus
précise on aura

, X.,,==X 4- 2na + 0(\/^).

De mêmej^ teud vers zéro et l'on a

r]n <qn•\^\^ B

! X, |2

| Tln\ == 0 1 'à.
fï J ,

Eu remontant de proche en proche aux variables primitives on
trouve d'abord que \y^ tend vers zéro comme ^-> La transformation

^^^

nous donnera ensuite pour (x, y) deux domaines entièrement distincts
dans lesquels <^, y,,) tendent vers l 'origine. L'un de ces domaines
sera défini de la manière suivante: le point x se trouvera à l'intérieur
d'une courbe passant par l'origine et ayant en ce point une pointe avec
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un angle TC— ^ (co est aussi petit que l'on veut); cette courbe se déduit
par la transformation x2 = ^ du système de deux arcs de cercle,
déduits eux-mêmes par inversion des deux demi-droites de tout à,
l 'heure; pour chaque posit ion de^,j doit être à l'intérieur du domaine
défini par
(45 bis) ^ [y-i-/.r[ < X x [ ,

c'est-à-dire d'un cercle dont le centre tend vers l'origine et le rayon
vers zéro, quand.x tend vers zéro;.^ et y^ sont alors tous deux de
l'ordre de—— On démontrera facilement que }~!L tend v e r s — / . On

\/n 1 ^n
aura un autre domaine analogue en prenant l'autre détermination du
radical dans l'expression

x=^

Dans le cas où le développement de x^ — x suivant les puissances
ascendantes de x et dey commencerait par un terme en xp^i quand
o n y f a i t y = = o, la même méthode permet t ra de mettre en évidence
l'existence de p domaines de convergence dist incts , mais à condi-
tion, s'\ p est quelconque, qu'il y a i t u n certain nombre de coefficients
nuls (1).

Soit par exemple
.̂ i ==

y 4-. j/2 —— ^3

yi= ^.4-^3.

Efïectuons les calculs indiqués

ï - __A__
csl —— ( î ? V2 V^ - ^ - y ) (^,^).
j.=f+^

La nouvelle substitution est uniforme dans le cas actuel. On fait

(1) La démonstration de l'existence d'ilne solution de l'équation d*Abel exigerait rem-
ploi de nouveUes transformations analogues à celles que nous avons employées dans le
cas d'une seMie variable.
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ensuite les changements de variables

y-==^ + 2^,

^X'
ce qui donne

X^X-34-â^X4--+. . .X

On devra poser

ou

•6^-t- . . . .

^X^Â

^^^

et cette condi t ion sera vérifiée par le point (^ Y ] ^ ) moyennant les
hypothèses que l 'on connaî t . On trouvera donc pour le poin t (.y, y)
trois domaines de convergence d i s t inc t s .

Prenons au contraire

ï —t- 'jcy •+- A1*'

ji=f+^2.
En posant encore

! , ! ^ <

on obtient

x=.=-,,
ç

 «•
6

Xl==X+64-6 .yX t -+ - . . . ,

J'^:: y
x7

Pour obtenir un domaine de convergence dans le plan des X, on
serait conduit à poser
, ; : , ^y <^, • '

mais cette condition ne saurait être remplie pour le point (X , y\ ),
car on aura

X?Ji
x^: - : .
--^J-4.X^ (,+s),
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£ étant très petit poury et - eux-mêmes très petits. Si donc X6 y est
! 1 '

borné, X6^ sera donc de l'ordre de X2' donc très grand. On n'obtien-
dra pas par cette méthode de domaine de convergence. Je ne sais pas
s'il en existe néanmoins; il est probable que non.

Cas d'une ligne de points doubles. — II est d'ailleurs certain qu'il
existe des substitutions avec un po in t d o u b l e de l'espèce étudiée
actuellement pour lesquelles il n\ a pas de domaine de convergence,
mais seulement une l igne de convergence : la courbe invariante de
Poincaré. Tel est le cas des subst i tut ions, étudiées par Lattes dans sa
thèse souvent citée, qui possèdent une l igne de points doubles, ce
qui arrive quand le dé te rminant fonct ionnel de x^ — <r, y ^ —y par
rapport à x et y est iden t iquement nul. La subst i tut ion se ramène
alors à la forme

( ^=.r[i4-y P(^,y)]=M(^y),
(45)

)j,==j[y+ Q(^,y)]==N(.r,j),

P et Q étant des fonctions régulières autour de l 'origine, avec
Q (o, o) === o ; la l i gne de points doubles est y = o, la droite x = o est
toujours la courbe invariante de Poincaré.

Lattes a montré, en se servant de cette forme réduite, que la courbe
des poin ts doubles possède la propriété suivante. Soi tAB un arc de la
courbe despoints doubles lelongduquel ]/| est constamment inférieur
à i, en désignant par s ' le mul t ip l ica teur différent de l 'unité; on peut
l imi t e r de part et d'autre de l'arc AB un domaine tel que les consé-
quents d'un po in t de ce domaine restent dans le domaine et tendent
vers un point de la courbe des points doubles, en restant sur une
même courbe analytique invariante (courbe de Poincaré )-

On peut compléter ce résultat en ramenant l 'équation précédente à
une forme canonique qui met bien M évidence le processus d^itéra-
tion.

Soit ? un nombre tel que pour x et[y|^p, on ait

, : . , | P(.r, y ' ) <A;, , • , .,

., 1 , / „ ; ; :/ \^^,y)\<^^. ' , ; ,, • •
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^+Q(^r) <^t^l=:^<r.

Prenons p' << p, et \x\ et y inférieurs à p". On aura

Ijil^/M.
|^[<|^ [i-i-A.|y|].

On aura encore

pourvu que
l^i <p. lyil <p.

p^Çi+Ap'Xp,

ce que nous pouvons supposer. On obtiendra ensuite

LnK^lrh
^ [ < | ^ | [ i - + - A | y | ] [ i + A ^ | j | ] ,

et ron peut continuer à écrire indéf ini t ivementles inégalités analogues

\yn\«î'l\y\.
\ ̂  | < 1 ^ \ [i 4- A \y |] .. . [r + Ar/^-1 |r [].,

si le produit convergent
p / ( r - + - A p ' ) . , . ( I + A / ^ - l p / ) . . .

est inférieur à p.
Il suff î t pour cela que

. ^ j^_
p^^^p,

ce qui a b ien lieu pour p' suffisamment petit . Dans ces condit ions le
produit infini

[i +j P(^ y)] [i +j, P(^,, r0:|. .. [i + y, P(^, y,)],+...

est absolument et uniformément convergent puisqu^on a

|P(^ ,yJ |<A,
\yn\<qn9lr

et représente une fonction holoinorph.e dans le domaine

M^ \y\^'.
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égale à i pour j == o, et qui n'est autre que la limite J— pour n infini .
On a donc uniformément

1 i m a;n == u ( x, y ) = j' [ ï 4- y w (. :v, y ) ],
/( =: 00

^(^,Jl) == i/(^,j),

^ et (P holomorphes dans le domaine considéré.
En p r e n a n t / / (^, r) comme variable indépendante à la place de <r,

dans un certain domaine entourant l 'or igine, ce qui est permis , la
substi tution sera ramenée à la forme suivante :

u^-== u,
^=j'[^+R(^j):l [R(o,o)=o].

(46)
, /1

En effet la re la t ion entre M, x ety est de la forme

u = y[ï -4-y^o(j)] -^^ya^ (y ) •+-... •+• ̂ "j^n(j) +...,
d'où

au
— == i + rnx -+-/? y - + - . . ,
àsc ' J

donc différent de zéro pour pr[ et |y[ suffisamment petits, et la théorie
des fonct ions inverses permet de développer x suivant les puissances
de u, les coefficients étant des fonct ions de y qui sont toutes nulles
pour y = o, sauf le coefficient de x qui se rédui t à l 'unité. Oh aura
donc pour \LL\ et |y|, suf f i samment petits, le développement convergent

aî-=. u[i 4-.y(3(.y)] -^ ̂  y b, (.)')•-+-.. .-i- u11 y b^y} -+-.. ..
, •

En remplaçant oc par cette expression dans la seconde des équa-
tions (45), on a bien poury, une^expression de la forme indiquée.

On est donc ramené à une forme canonique dans laquel le l'une des
variables reste invariante, ce qui conduit à faire l ' i tération d'une fonc-
tion d'une seule variable/mais contenant un paramètre arbitraire u,
Le multiplicateur est donc fonction de u', il a pour valeur

•î'-+-R ( ̂ , o) == ̂  4-Q ( M/O ) == ,^-+-À-/ /4-. . .

et, se réduisant à . y ' p o u r u ,=== o/il restera pour \u\ suffisamment petit
inférieur à y <^ i. Dans ces conditions la fonction holomorphe a l 'ori-
gine et de dérivée égale a i en ce p o i n t qui vérifie l 'équation fonction-

Ann. Éc. Norm., ( 3 ) , X L Ï , — MAI 1924. - ^ 1 . 1 ;1 - , , . ; .11,••: 1 1 ', 1 1 •1 .•I7,. '"11.
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nelle de Schrôder relative à la seule variable j, esl une f o n c t i o n holo-
morphe non seulement de y -mais encore de u; c'est ce qui résulte
i m m é d i a t e m e n t de son expression connue sous forme de produit
in f in i . En appe lan t ^ (^j) cette fonc t ion , on a

r(«, j - l )rz: [^.4-C7(//) ] t ' (^, j ) ,
en posant

a- (u)-= (} (u^ o )=:/,(/ -{- ....

On peut év idemment d'après la forme du développement de ^
V=y ^ h y^^ (f( y +.. ., •

la prendre pour variable destinée à remplacer 7, et finalement la subs-
t i tu t ion (45) se trouve ramenée, par un changement de variables
régulier et b iun ivoque , à la forme canonique
. , * l Ul=z II

(47) > ^.[^.(.)] ^0)==^

sur laquelle on aperçoi t immédiatement I/exactitude de la proposition
de Lattes, puisque
'; , ! l i i' - ^ ! , 1 1 ; ' , 1 1 ' 1 U,^ If, , , . 1 \ , -

^= ^[5 /»|-o•(«)] /\

Un cas particulier remarquable est celui où
, ; ^ , - r r ( u ) EHO,

|^( étant toujours compris entre zéro et un (1). Dans tous les cas x
etj s'expriment, dans un domaine entourant le point (Y== o, ^= o)
en fonction holomorphe de u et de v :

' 1 1 / : / . - : . ; \ ' 1 ; 1 ^ . • 1 ' 1 . 1 , • ; 1 . . ' . i ' 1 ' ^^f^,v), , : , • : 1 1 1 1 1 1 1 '1 , 1 , ; 1 1 " 1 ', '' ^
,: 1 . 1 1 1 1 1 : 1 '/. ,;1^ l i l i i 1 1 1 1 ' , 1 1 , 1 ; 1 , 1 1 . -y^:^^,^), ., . • 1 : , , , 1 1 , / 1 . - • 1 ,'

;';et.^ôn'.ald'aprè&l{45),.en'po • ' \ 1 , 11 '1 i1' '
,' 1 1 1 • ^1^ , . 1 ; 1 1 ' • 1 1 •.iiiiii.:\•y^ai{u)=r{^Y,Y . 1 ' , . . ' ,; 1 ' ^ ,1 , ,

les formules suivantes qui résolvent le problème de l'itération

(1) Ceci aura lieu notamment si .yi, yi satisfont aux équations aux dérivées par-
;tie^es.:m^^ : ' l l l l l : : l ' l l l l l l l • ; l • l l l - l : : : l , l ' : : . l ; • l ' l l y
-, D\â7,y) àa? ày - 1 , - 1 1 , , \ ^ 1 1,,; , • , 1 1 / , 1 ' ; ' 1 , : : 1 . ; ; , - 1 1 1 1 1 , 1 , 1 1 1 ; • • ! , ; 1 . ' 1 1 1 • . 1 ^
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analytique :
/[^P T(U)]= M[/(^ t'),^, <.-)] ,

^[U, P T(^)]= N[/(^ ^, ̂ (^, F)];

/[a,pTÂ(^)]==M).[/(^,tQ^(^, îQ],
^•[y, PT^U)] == N'A[/(^ P), ̂ , P)]

et qui sont surtout intéressantes quand cr (^)==o, T (^) ===./, ou tout
au moins quand T (11} est une fonc t ion rat ionnelle .

Remarquons que si les équations de la substi tution peuvent se
ramener à la forme

^i==/r,
r ^ s ' y ^ ^ { x , y ) - = s ' y - + - ( ).z'+ ( ^r2-^ )^r+...,

^ (.y, y) n'étant pas divisible par y, on est toujours dans le cas d'une
ligne de points doubles, car on peut toujours résoudre par rapport
à y l'équation

.<7-^^(^,y)==r.

qui donne poury une fonction régulière de x, puisque i — s -=^ o,

Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour qu'il y ait une ligne de
points doubles, c'est qu'il existe une ̂ fonction invariante par la substitu-
tion donnée^ régulière à l'origine^ nulle ence pointa les dérivées premières
ne s y annulant pas toutes les deux.

Les subst i tu t ions qui possèdent cette propriété sont-elles les seules,
parmi celles dont les mult ipl icateurs sont i et / (o <^ |./j << i), pour
lesquelles i l n'y a pas de domaine de convergence? Évidemment non,
car il peut exister des lignes de points doubles pour une puissance de
la substitution donnée 1̂  {ri^> i)? tandis que S elle-même n'aurait
qu 'un po in t double isolé. Mais je regarde en outre comme probable
qu'il y en a encore d'autres que ces dernières. Je propose de démon-
trer qu ' i l en est ainsi pour

:: ! ! ! ' ! ' ^ : ' ! ! - ! : — ' x ! ! ! ! ! ! ! 1 1 1 ' " • ^ 1 ! ! ! ' ! '
! 1 , 1 ! 1 1 1 ' ' ; • • ^ ! , 1 ' . ! 1 ! ^'-TTy1 _ . ' : .1 ' : 1 : ; . . ' 1 - 1 \

1 , - ^ ! , ! \ 1 . ^1 . . ! .yi=^y +^ , ; ! 1 . ! , " ! ! ' , , ! . ;

ou, si ma présomption est fausse, de trouver les domaines de conver-
,gence.! , ! l i-.1 : \ ' , 1 1 _ 1 1 , ; 1 1 " 1 , 1 1 1 1 1 : " 1 ' 1 ' : , ' • 1 1 1 1 1 ; , ' ,. - 1 : •- , 1 1 1 , ' 1 ^ , ! ! ' 1 , • : 1 1 ' ;;
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Cas de sf == o, s = i. — Je vais m a i n t e n a n t passer au cas où l 'équat ion
en s a une racine nulle, une autre égale a i . On peut ramener la subs-
t i tu t ion à la forme

.TI == ;y 4" af -4- . . .,

y, -=. ci' X'1 -4- b' .ry -+• c1' y'^ +••...

par une substitution l inéaire auxi l ia i re . Nous al lons effectuer encore
d'autres changements de variables p o u r donner une forme plus s imple
à ces équations; on peut d'abord remplacer y par y -+- a' x2, et y, par
y ^ +0! x\ ce qui fait disparaître le terme en x1 de la seconde. Nous
supposerons donc a1 = o. On peut ensui te mettre le second membre
de la première (PICARD, Traité d'Analyse, t. II , Chap. IX) sous la forme

(,r 4- a y 4-16 ̂ -i-. ..)^ . . ,, ^ ^ ^ .^^^^.__,

OU
P (.y, y ) •-= cix + by •

est régulière à l 'origine, a ins i que le numérateur . Si a -=f--. o nous pou-
vons prendre rexpression .

^(ay-+-(37^+...)

comme nouvelle variable destinée a remplacer y, qui sera elle-même
développable suivant les puissances entières de celle nouvelle variable.
Si a était nul et que le numérateur fût de la forme

(^4-ÀJA ' •4-^yp"M4-. . . ) ,

on prendrait pour nouvelle variable
/// p-„, ,_ ^ yy ,+^.y+...._ , •

On aura donc avec ce choix de variables, puisque ce dernier change-
ment ne fait pas intervenir la variable x et que par suite agreste nul :

oc + c^yP
•-- ̂ p(^y
y^== b' xy -+- c'j2-
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Nous supposerons p == i, mais le cas de p quelconque n ' I n t rodu i t
pas de complications. En posant comme précédemment

.Xi=-^, X,=-^
^i a1

il v ien t
. X[:i-hP(^j)Ï^^ ,_.....̂ ^^^^^

P (^,-y) est ordonnée suivant les puissances ent ières ascendantes
de y ^ l dey; si de plus nous supposons

x , < -•-,
I a

nous pouvons développer ——y- suivant les puissances ascendantes
de Xy. Nous poserons même

[X^IO., .

constante positive, e( nous aurons ainsi

X, = (X - aX^i + II + &.y+...)+0.

Le terme 9, si l'on suppose
^ | P ( ^ 7 ) | < / ^ • •

a nu module inférieur à

\^W (.-„),<Â2!^ ^h - 1 • •
T'L. [ aXjt v ' | X • _ ^

, : ! * ^ X

Supposons main tenan t a -=/^ o, et, comme précédemment réel et positif.
En effectuant le produi t dans l'expression de X < , on le trouve égal à

, X + a — a X ^ + ^ — ^ ^ — ^ a X y ,

les termes négligés ayant une somme inférieure en module à

' / - A U X ^|^|:|[-,^---.- + [y

Si l'on prend
:, IX'^aÀa, . .



IJ4 ! p* FATOU.

on trouve finalement a
Xl==X-4-a.-a.X2y, . 1 •

en négligeant une quantité dont le module ne dépasse pas
_ ,F i À 1 2 , , , À l ^ a À | BÀ-2

o A ^ 8 -4~ J - .1 . . /) n r/ ____ __ -i_____'- -4- ____ iA t ' L i xT T '̂P-.I l^ l X 1 2 l 1 !
B étant une constante indépendante de A, ainsi que A. En supposant
X <^ i , par exemple, on voit que ceci est inférieur à

! „ - C^ -C /À . , . - ,1 ! \ 1 ' \ 1 l i i •-Txr5

G, C/ constantes indépendantes de A. On a finalement

Y y V> YG"-^7^ ItXi == X, + a — a X2 y ,+ — ^ , — — 'l(l),\ ! •x i /
^ étant une quantité bornée ( indépendamment de À).

On pourra alors construire dans le plan des X un domaine semblable
au domaine A' qui nous est bien connu, et l'on constatera comme pré-
cédemment que si l'on prend par exemple

,. , , asinco: . , |^|<—^—, .,, ^ , 1 , ,, • ,

et si le sommet de l'angle de A' est assez éloigné vers la droite, le po in t
Xi sera contenu dans A7, et même dans un domaine congruent déplacé
de-par translation.

Il faut ma in tenan t vérifier qu^on a bien encore

.';'——.' ,,,', ':^ : : - 1 , : , 1 , |X .̂| <^ 1 _ ' • • 1 1 1 • 1 / 1 1 1 : - -, 1 ^

et que par suite X^ ne sortira jamais de A'. On le vérifie a isément , en
remarquant que, grâce à l'évanouissement de a', on a

• 1 - ' / ' - 1 : ^

et le calcul s'achève comme dans les cas déjà examinés. On verraalors
successivement que [X^[ tend vers l 'infini comme n, que y^ tend vers
zéro comme x\ ou —-) d'où l'on déduira /

1 1 1 ; , 1 1 , . 1 1 '1 1 ' : , 1 , 1 / 1 1 ^ 1 1 X^=XI-h'/^all,+0(^og^)^ll 1 1 ; , 1 1 1 1 ^ 1 , ; , 1 : 1 : 1 1 ; 1 1 ; 1 , 1 , / 1 1 / , ; 1 . 1 1 : : 1 1 ^ ; 1 1 1 ^ 1 1 1 /
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enfin q.uej^ est asymptotique à ^,z^. On en déduira l'existence d'une
solution, holonwrph.e dans le domaine de convergence des <z^,j^, de
l'équation d'Abel

«Oi, y i )= ^(^ '7 r) -4- a.

Tout se passe, à peu près, comme dans le cas ^ == o. Mais ici nous
n'avons plus la simplification que nous permettait d ' introduire dans

.notre analyse l 'existence de la courbe analyt ique invar iante de Poin-
caré. Je ne sais pas si cette courbe existe dans le cas actuel.

Bien entendu, il y aurait encore ici un grand nombre de cas parti-
culiers à examiner , don t les uns tendent à simplifier, les autres à
compliquer l 'étude des problèmes qui se posent. Je me contente de
signaler le cas où i l y a une l igne de points doubles. Il peut arriver
qu'on ait ^ == o en tous les points de cette ligne :

oc^ == x •+• ;ry, . • -

^ , ! ! ! y^y^ - 1 ' 1

On voit de suite sur cet exemple que les conclusions de Lattes
subsistent; mais pour ne pas allonger cette discussion déjà longue^
je laisserai de côté la quest ion de savoir s'il en est toujours
ainsi.

Cas de s = /=== r . - — Ce cas, très importantau point devuedesapplica-
tions aux équations de la dynamique, exigerait de longues etdifficiles
recherches pour être élucidé complètement. Nous indiquerons seule-
ment les résultats auxquels on est conduit dans quelques cas particu-
liers. Ici encore, il n'y aura pas toujours de domaine de convergence,
notamment dans le cas où l'une des équations de la transformation se
ramène à la forme n == x^ ; ily aura alors une ligne de points doubles.
Un'autre cas intéressa»t est celui où le déterminant fonctionnel

t^.yi) ̂  constant et é^al à i. Dans ce cas il est clair qu'il n'y a pas^\x, y ) !; , ! ; , , &, ; ; , ! , ; - , ,' ^ ! , . ! T J 1 l r l .
de domaine de convergence, car la transformation conserve les aires,
ou les volumes dans rhyperespace complexe; un domaine simple D
suffisamment voisin de l'origine, ayant pour conséquent un domaine
simple D( , la suite des domaines D, D ^ , D ^ , . , . ne saurait tendre vers
un point limite unique ; ou bien ces domaines ne resteront pas corn-
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pris dans l'hypersphère de centre 0 et de rayon p à l ' in té r ieur de
laquelle cc.^(x\ y ) , r\ (^.y) so"t supposées définies et uniformes, et
alors la transformation peut cesser d'avoir un sens : on sort du pro-
blème local et l'on a afïaire au problème général de l ' i té ra t ion; ou bien
les domaines conséquents restant compris dans cette hypersphère les
fonctions analytiques^ (a?, y), y^(<r, y) forment dans D une f a m i l l e
normale au sens de M. Monte!, étant bornées dans leur ensemble; et
de toute suite de ces fonctions on peut en extraire une autre qui converge
uniformément vers les fonctions l imites u Çx, v), v (^».y) dont le
dé te rminant fonct ionnel est égal à i , et qui font correspondre au
domaine simple D un Jomaine simple A; soit

v \'1 v^ai? -"^a^ . . . -) .-—a,,-»

cette suite de puissances de la substitution Ï qui tend a i n s i vers la
substitution limite

X li{X. } )

Lr ^tr^').
Si A7 est intérieur à A, les substi tut ions

y , ^ ! ,̂
-^aa—ap • —'a;(—a.,î • 1 • - 5 . -'an-a^.ii • • •

tendent vers la substitution ident ique; tout point de A' est donc l imite
de,ses propres conséquents.De même tout poin t de A7 est l imi te de ses
propres antécédents (').

Prenons par exemple la subs t i t u t ion
^^ ̂ .^ _^. ̂  y ̂  ^ .̂2 -4- g ̂  ^Y •+- c y2,

,, . . ^ , „ yi=- . ^ . y - ^ - a ' x ^ - ^ ^ ^ x y - ^ c ' ^ . • ,

En exprimant que ^^ r l ) est égal a i , on obtient

. . • ^-=-x^r(y.y-^a l^-+-•fa•—\\y ,
L \ À / J

y\=y^^a\x^^—

(1) Ceci est à rapprocher da théorème de Poincaré concernant les transformations
qui admettent un invariant intégral posUif {ha méthodes nouvelle}; </€ la Mécanique
céleste^i.W, chap.XX.VI).1' 1 - 1 1 1 1 - 1 , 1 1 1 1 1 1 1 . 1 - . 1 /1 . .^,1,.1. : ; ^ . , 1 1 1 1 1 1 , 1 . 1 1 ; 1 : : : . 1 1 1 1 ' 1 : 1 1 ; :;, • 1 ' 1 : 1 1 „ 1 , 1 1 ' 1 • 1 1 :
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et le cas limite
^i~^ ^ -+- y. y,
ji^ y - } - a ' x \

subst i tut ion b i r a t i o n n e l l e que nous étudierons plus en dé ta i l clans la
seconde par t ie de ce Mémoire.

D'autre part on trouve faci lement des cas où il existe des domaines
de convergence. Nous al lons examiner celui où la substitution est
réductible à la forme

x
' x l i + ^ E ^ + ^ C ^ y ) ]
y,==________2________
•/1 ï+,r[^+Q(^y)]

(rt, ff/^o),

P et Q étant des fonctions holomorphes à l 'or igine, nulles en ce point .
Les deux lignes a; == o, y == o sont alors invariantes et de plus ̂  }-1

se y
sont égaux à l ' i in^o pour x = o ety == o respect ivement .

En posant

^r y^iï • ?

on obtient
•»r ^ b C
X i==X-+ -^4 - - ^ -4 -Y+ . . .

Yi = Y + ci1 -^ ^ -+- ̂  +...
(a,^^o),

et l'on peut a ins i raisonner sur les deux variables X et Y séparé-
ment pourvu que X et |Y soient ̂ > -J- On construira comme dans les
cas analogues déjà examinés deux domaines A et A7 dans le plan des
X et des Y respectivement, dans lesquels X^ et Y^ tendent vers l'infini.
avec les valeurs asymptotiques na et na!\ D'une manière plus précise
on aura

X/,= na •+• ~ log/z + -^log/î 4-^,

çf y
Y,; =r nfl'-\- -yÏOgn + —lOg/î +-^rt,

^n el "^n tendant vers les fonctions limites u et 9 qui vérifient l 'équation
4im. Éc. Norm., (3 ) , XLï. •— MAÏ 1924. l8
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fonctionnelle d-'Abel
«(X,,Y,)=u(X, \'}+a,
( • (X i ,Y i )=( . ( \ ,Y)+a ' ,

et q u i , lorsque X et Y sont deux points très éloignés de l 'or igine à
l ' i n t é r i eu r de leurs domaines respectifs sont de la tonne

«(X ,Y )=X- - ^ l ogX-^ lo8 'Y4 - ^ ( X , Y ) ,

..(X, Y) = Y - ̂  logY - ^logX + Ô'(X, Y),
Cl Cti

9 et O7 désignant des fonc t ions continues et bornées clans le domaine
(A, A'). Le problème de l ' inversion est aisé à discuter; il est particu-
lièrement simple dans le cas où les coefficients b' et c sonï nuls. On
aura alors

X=/(^F),

Y -=s'{u, r),

f ̂  g étant uniformes quand uet v v a r i e n t i n d é p e n d a m m e n t dans deux
domaines E et E' du plan des u et des v, ayant la même siruclure que
A et A'; de plus,

X,i==/(^-+-<2, v-v-a'),
Yi=^-(^ + a, p-t-a7).

On démontrera enfin, comme dans le cas d'une seule variable, l'exis-
tence de domaines dans lesquels i l y a convergence vers l 'origine aussi
bien des antécédents que des conséquents d'un p o i n t .

Nous allons donner m a i n t e n a n t la démonstration d'un lemrne de la
théorie des fonc t ions analytiques de deux variables, que nous avons
utilisé plus haut et qui est l 'extension d'âne propriété b ien connue
desfônctions d'une variable. Nous supposons quelesfonctionsF(^, y),
G (^,y), holomorphes dans le domaine du point (o, o), nulles en ce
point et de dé terminant f o n c t i o n n e l non nu l , sont respect ivement les
limites des deux suites de fonct ions holomorphes ï\(^, r), G^ (x, y)
qui convergent uni formément dans le domaine D d é f i n i par

' ' :,.. ,\. • ^ •M^ M^ . '.' :./,; : ' ' : , 1 - . : : ,



SUiiSTITlîTIONS ANALYTIQUES ET ÉQUATIONS FONCTIO^^KLLES. î3^
Y\ t c' /•"'' \ ;•» T-i

Comme,"———: n'est pas mil à l ' 'orio'ine, on peut s u p p o s e r < — diHe""..D (^\r) • 1 D .' i i l .̂

rente de zéro à. l'oris'ine et même dans 1) (rétréci s'il le f a u t ) .
Les fonct ions F^ (o ,y) tendant , u n i f o r m é m e n t p o u r J r ] << IV vers

F (o;y), qui. n'est pas une cons t an t e puisque sa dérivée n'est pas nulle
pourj == o, il est connu que le pointy == o, zéro de la fonc t ion F (o,r)
par hypothèse, est l imite de zéros des fonct ions F^. (o , ;y) et de tou te
sui te i n f i n i e de f o n c t i o n s qu'on en peu t ex t r a i r e , au t r emen t di t on aura

F,i(o, ri/,) ==0,

T]^ | tendant vers zéro avec--' Je dis qu'on peut trouver deux nombresi
/ i

1.5 ^ ^ .il. / 5 t.t'io q U o ^p et p7 (p 5 R, p' 5: IV), tels^ine, pour x ^ p, l 'équation en y,
Fra(-^ y\= o, •

ait une racine et une seule de module <^ p^ fonction ana ly t ique de ^
prenant la va leur T]^ pour œ === o. L'équation précédente peut en effet
s'écrire

[F/,(.:y, j) -- F./,(o, y)'| -+- [F/,(o, j) — ?„(.?, r,.,)'l -:=-. o.
•

Le premier crochet t endan t u n i f o r m é m e n t v-vrs

F(^ j ) -F(o ,y)=y* ' ^r^

sera, pour n ̂ >p, i n fé r i eur à
£ -h K | X ,

si l'on appelle K le module maximnm de — dans D.
Le deuxième crochet tendant uni formément vers

ro,.) =.(!•),....,
pour laquel le y === o est un zéro simple, puisque ( — ) 7^0, sera
pour [y | == p" supérieur en module à.

_ . S^p^s, , ! , ' " " , ' ,

K étant par exemple ^ ( — ) ? si p' est convenab^ment choisi ; £ est
2s \ uy j o
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aussi petit qu'on le veut pour n suff isamenfc grand; p" étant choisi, si
,f l'on prend p de manière que

£ - - t - K p < K y — c ,
K y — 2 £

P<-V-

et p 5 R, ce qui est possible quand £ ou - sont assez petits, l 'équat ion
en j,

F,,(^,y)=:o,

aura, pour j x\ 5 p » 1^ même nombre de racines dans le cercle \y\ ̂  p'
que l 'équation

F, (o , j )==o.

.Cette dernière ayant d'ailleurs la seule racine simple y = Y^ dans le
cercle considéré du plan des y, comme on le voit faci lement , F^(;r,y)
admettra la racine simple

.r^ y nW

exprimaMe, côlnme on le sait, par une intégrale déf inie , et fonction
continue et monogène de x se réduisant à r\n pour x == o. Je dis que
ç^ Çx) tend vers la fonction implicite, nulle pour x •==- o, définie par

F(.y, j )==o.

Pour le démontrer rapidement, on peut remarquer que les fonctions
ç^ (;r) régulières pour x ^ p et bornées dans leurensemble (inférieures
en module à p' et à IV) fo rment , au sens de M. Monte!, une f a m i l l e
normale dans ce cercle du plan des x\ et que de toute suite infinie de
ces fonctions on en peut extraire une autre qui converg-e uniformé-
ment vers une fonction limite régulière y(^). Comme on a

t\|>'/y/î(^)]==o

par déf in i t ion; que d 'autre part F^(.y/j) converge uniformé-
ment vers F(;r, y) pour \x\ ̂  p, \y \ $ p'; et qu'enfin 9^(^), pour la
suite considérée de valeurs de n, tend uniformément vers y(^),
on en conclut

F[^9(^)]=o.
D'ailleurs'1. ^ ! . ! p : , ! ' • ! !. . , ! ! 1 ! • i l . 1 1

û ) ( o ) = = o
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puisque
o/ , (o ) =:ï^-—o.

Donc toutes les fonct ions l i m i t e s coïncident avec la f o n c t i o n impl ic i te
de x, nulle en x = o, obtenue en annulant F (.y, y), ce qui démontre
notre assertion.

Ceci étant , les fonct ions

Gr,[.r, 9/,(^)]:=^(.z-)

tendent un i fo rmémen t vers

G[.r,y(^)]=^).

^•(ô):=G[o, 9(0) ] =o,
Comme on a

et que les fonct ions g et g'^ sont régulières pour ; r | = p , l ' équat ion

^(.r)~:o

aura une racine de m o d u l e i n f i n i m e n t pe t i t avec ^ ? à mo ins que^'(^)
ne soit iden t iquement nulle, hypothèse à écarter car elle s ign i f i e ra i t
que le dé terminant fonct ionnel de F(.^, y) et G Ç x ^ y ' ) est identique-
ment nul .

Mais dire que gn, (^") admet un zéro de module i n f i n i m e n t peti t
r ev ien t à d i re que les deux courbes

F/ , (^ ,y )==o ,
G,,(.r,y)= o

se coupent en un point dont Vx est in f in imen t pet i t . Il en sera de même
de ly correspondant puisqu'on a ^

ym®^);

et comme cp(o)= o, et que ^n{ocf) tend un i fo rmémen t vers 9(^), Çn(^')
sera i n f in imen t petit avec x\ et —1 ' n

Ainsi, moyennant nos hypothèses, tout point de rencontre des
courbes

F(^y)=o, G(^y )=û
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est l imi te des points de rencont re des courbes
l^(^j)=ô, G^(. .y ,7)-=o, 1 .

La démons t ra t ion suppose que'Ie point d ' intersection considéré est
un point s imple de l ' une des courbes. Le dé te rminan t f o n c t i o n n e l peu t
s'annuler en ce point mais les deux courbes n'y doivent pas avoir une
branche c o m m u n e . . .

Nous verrons dans la seconde partie de ce Mémoire consacré à
l'étude de certaines classes de substitutions biuniformes.ou birat ion-
nelles que les équat ions fonc t ionnel les correspondantes p e r m e t t e n t
de définir des fonct ions uniformes possédant des propriétés remar-
quables .et -parfois assez inattendues, sur lesquelles Poincaré a le
premier attiré l'attention dans son Mémoire « Sur u n e classe nouve l l e

"de transcendantes uniformes)). Mais les difficultés deviennent telles
lorsqu'on ne se borne plus à l 'étude de ces fonc t ions dans le voisi-
nage d'un point double que nous devrons nous borner à é tab l i r
seulement quelques propriétés de ces fonctions, sans pouvoir , même
dans les cas les plus simples, obtenir des résultats aussi précis que
ceux que nous avons obtenus dans l'étude des subs t i t u t i ons ration-
nelles d'une seule variable.


