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LES

MODULES DE FORMES ALGEBRIQUES

ET LA

THEORIE GENERALE DES SYSTEMES DIFFERENTIELS

Par M. Mavrice JANET

On posséde, pour I'étude des systemes différentiels les plus géné-
raux, deux méthodes bien distinctes; dans I'une, les fonctions incon-
nues et les variables indépendantes tiennent deés I'abord des roles diffé-
rents : on a affaire & un systéme d’équations aux dérivées partielles;
dans l'autre, on ne fait tout d’abord aucune différence entre les
diverses variables, dépendantes ou indépendantes, qui peuvent inter-
venir, quitte a les distinguer ensuite, pour les applications : on a
affaire & un systéeme d’équations de Pfaff. M. Riquier d’une part,
M. Cartan de l'autre ont montré comment Ia solution générale d’un
systeme quelconque d’équations aux dérivées partielles ('), ou d’'un
systtme quelconque d’équations de Pfaff (%), se trouve entiérement
déterminée par la donnée de certaines fonctions et constantes arbi-
traires en nombre fini. Il est intéressant de confronter les deux
méthodes, mais il convient pour cela de faire tout d’abord une étude.
purement algébrique, qui a son intérét propre : la notion de systéme
de formes (de méme ordre) en involution, i laquelle nous sommes

(1) La question est traitée dans toute sa généralité, au premier point de vue, dans ma
Thése (Journal de Mathématiques, 1g20). :
(2) CARTAN, dnnales de I Ecole Normale supérieure, 190¥ et 1904.
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amené, est utile dans la theorie des modules de formes ; ¢’est & Iétude
de cette notion (') qu’est consacré le présent travail (*). Indiquons
dés maintenant son utilité dans la théorie des systémes aux dérivées
partielles.

Dire qu'un systéme de formes d’ordre p est en involution, c’est
énoncer une certaine propriété qui, ainsi que nous le verrons, est indé-
pendante des variables choisies; certains nombres (5) sont attachés
d’une maniére invariante d un tel systtme. Etant donné un module
quelconque de formes algébriques, les formes d’ordre p (ui appar-
tiennent au module forment un systéme en involution dés que p~ p,, p,
dépendant du module. Soit maintenant un systéeme S d’équations aux
dérivées partielles 2 une seule fonction inconnue de n variables ind¢-
pendantes; pour plus de netteté, supposons-le linéaire; les formes
caractéristiques des équations de ce systéme et de toutes celles qui
s’en déduisent par dérivations et combinaisons linéaires forment un
module; il suffira de connaitre ce module pour connaitre le « degré de
généralité » de la solution de S: les nombres () correspondant i
Pordre p= p, feront connaitre les nombres des fonctions arbitraires (ui
servent i déterminer la solution générale du systéme; ces nombres ne
dépendront que de p et non des variables choustes. ‘

On aura ainsi par une étude directe caractérisé le degré de généra-
lité de la solution, d’'une maniére invariante dans tout changement de
variables indépendantes. ' ;

De plus, en raison du caractére purement algébrique des présentes
méthodes, on aura indiqué une voie aisée pour préparer i 'élude
des systémes d’équations de’ Pfaff, et en particulier des « systémes en
involution » (*).

L. Les nombres  relaiifs i un systéme déterminé de variables. Enoncé
du théoréme gérieral. — Donnons-nous un systeme quelconque de
formes (F) d ordﬂrep eNn &, X, ..., Z,; soit mleur rany, c’est-i-dire le

(1) En particulier, nous ne chercherons pas ici a vérifier la concordance des résultals
ebtenus par lés deux méthodes.
. (2) Les principaux résultals en ont été résumés dans une Note aux Comptes rendus,
t. 174, 1922, p. 432 (Voir aussi Comptes rendus, t. 174, 1922; p. 991).
" (3) Cf. en particulier CARTAN, 4nn. Ecole Normale 19o4.
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nombre de formes linéairement distinctes qu’elles comprennent,
les T” monomes (') en x,, &, ..., x, étant considérés comme autant
de variables indépendantes. Considérons maintenant le systéme cons-
titué par les formes F et les monomes d’ordre p en z,, ., ..., T, qui
contiennent effectivement &, ; sonrang sera m + o, (I/"'25,Z0). Appe-
lons de méme m + 5, + 5, le rang du systeme constitué par les formes
précédentes et les monomes en @, &y, ..., &, qui contiennent effective-
ment z, (autrement dit encore par les formes F et les mondmes qui
contiennent I'une au moins des variables x,, «,) (I""} Z5,20). De
méme m -+ G, + 7, +...-+ o, sera le rang du systéme constitué par
les F et les mondmes d’ordre p qui contiennent 'une au moins des
lettres @,, @y, ..., 24 (T27,, 26,20); m~+ 6, + 63 +...+ G, sera évi-
demment égal au nombre méme T'? des monomes d'ordre p a
n variables.

Soit maintenant m' le rang du systéme des formes (F') (d’ordre
p +1) que I'on obtient en multipliant ’une quelconque des (F) par
I'une quelconque des variables ().
~ On pourra définir pour les formes (F') des nombres (s') qui tien-
dront pour elles le role que tiennent les (z) pour les (F).

Nous montrerons que : - -

!

1° La quantité ¢, + o, +...+ o), est au plus égale a la quantité
G, + 20, +...+ ng,; autrement dit, le rang des (F’) est au moins égal
au nombre

‘ [ — (o, +20y+...+ na,).

2° S'il y a égaliié :

a. Il y a encore égalité entre les deux quantités o+ o, +...+ ),
et o, + 2o, +...+ nd, [ou les (¢”) tiennent pour les (F”) d’ordre
p + 2, déduits des (F’) comme on a déduit les (F) des (), le role
que tiennent les () pour les (F’) et les (¢) pour les (F)] et par suite

(1) Le mot « mondme » designe dans tout ce qui suit une expression de la forme
a%ix® .. x%n ol les (2) sont positifs ou nuls.
(p+1)(p=+2)...(p+n—ru)

Nous posons T'? = -
P " 1.2, .(n—1)
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égalité entre

Gl g g et g as L o).

-

b. De plus, les (5”) sontdonnés en fonction des (o) par les formules

[l en résultera immédiatement que le rang des formes [F®] d’ordre
p —+ A sera donné par la formule

L+ (7.-+—l)().—+—2)...(7.—%—'/(——.“{)

(1) m“~):l‘ﬁ+)-———[a,+r;.l “+ oy PP

g, N 2). O >J .
1.2...(n—1)

c. Sil'on fait un changement de variables arbitraire, I’égalité sub-
siste et les nombres (s) ne changent pas (). Les nombres (o) auront
donc une signification indépendante des variables choisies [ce der-
nier point résultait déja de la formule (1)].

d. Enfin on a

012022 Z0kZ. - Z0n
(5, n’est d’ailleurs différent de zéro que dans le cas tout particulier ou
toutes les formes (F) sont identiquement nulles).

2. Autre définition des (3). — Les nombres (s) peuvent s’intro-
duire d’une autre maniére que nous allons indiquer dés maintenant.

Répartissons en classes les monomes en z,, @, ..., x, par le pro-
cédé suivant :

1™ classe : monomes contenant effectivement z, ;

2¢ classe : monomes ne contenant pas z, mais contenant effective-
ment x,; ‘

.......................................................

(*) Il w’en est pas ainsi, bien entendu, pour les nombres (¢) qui inlerviennent dans
le cas général.
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A< elasse : monomes ne contenant aucun des a; (£ < £) mais conte-
nant effectivement x;;

n* classe : monomes en x, seul.

Dans les formes (F) données, portons notre attention sur les termes
en x, seulement, qui ne sont autres que les termes en &7; si 'on peut
trouver une forme (F) contenant un terme en 2}, on posera g,= o,
sinon on posera g, = 1; autrementditle rang des (I) par rapport au mo-
nome de neclasse est par définition I — g, =1 — ¢, (T '=12¢,20).

Le rang des F par rapport aux monomes de n° et de (n—1)° classes
est par définition

(Pp = pu) + (Y7 =) (D47 ZpayZ0).

Le rang des F parrapportaux monomes de n°, (n — 1), ..., £4° classes
sera par définition

Oe

Mt —pu+ T —ppoy .o+ DTk —
Le rang des F par rapport & tous les monomes d’ordre p sera
Tt —p, 4Tt —p - o+ T — oy

Je dis que g, n’est autre que ;.
En effet le rang du systéme constitu¢ par les (F) et les monomes
de 19, 2°, ..., k¢ classes est (")

p-1 ~p -t I AV - Tr- p-
[‘11 _“10"—1'"1[2 I e 151—A‘~Pﬁ'71+r;3—/.1+1 _*"r{:—/ln-z"""i_l{[ t

Le rang du systéme constitué par les (F) et les monomes de 1°,
2, ..., (k-- 1)° classes est

=1 T™)- N ) )= -
Bt —pu+ T —op  +. o+ sk — e+ TR, +. - T4

La différence de ces deux nombres est égale & 5. D'olt : 5, = 4.

3. Démonstration de la proposition (1°). — La définition des (o)

(1) Soient en général des variables yy, ¥, ¥x; el (f) des formes linéaires en (y) dont
le rang relativement & yyys...yx seuls (K << N) soit » : le rang du sysiéme constitué par
les (f) et les variables yg41, YK+2, «.., ¥y €8t r+ N —K.
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qui fait Uobjet du numéro précédent va nous conduire presque immé-
diatement a la propriété (1°) énoncée plus haut.

Les (s) ne changent évidemment pas lorsqu'on substitue aux
formes (F)m combinaisons lincaires de ces formes pourva que ces
combinaisons ® soient indépendantes. Les formes @ qui s’en
déduisent comme les (F') se déduisent des (I") sont des combinaisons
linéaires des F'; d’ailleurs les (F") sont de méme des combinaisons
linéaires des ®'; le rang des @ est donc encore 7’; on peut leur
substituer 7' combinaisons linéaires indépendantes; les (o’) ne
changent pas. }

Les m combinaisons linc¢aires des (F), indépendantes, que nous
utiliserons seront les formes ® suivantes :

I"'—g,formederang I~ — 5, par rapport a 2/ [c’est-a-dire sim-
plement, au cas (s,=0) ot une telle forme existe, une forme conte-
nant effectivement un terme cn 7]. ;

2™ —ag,_, formes ne contenant pas x/ et de rang I')™" — 5, | par
rapport aux monomes de (n — 1)° classe.

re-.., formes ne contenant pas de mondme de n, (n—1), ...,
(k+1)" classes et de rang I'’”,  — o, par rapport aux monomes de
k¢ classe. ' . '

Nous appellerons ces formes, respectivement, formes de n°,
(n—1)e, ..., £ classe.

Multiplionsla premiére forme par ,, les formes de n®, (n — 1) classes
par z,_,, les formes de n®, (n — 1), ..., £° classes par @y, les formes
de toutes les classes par ,. (Ce qui revient encore a dire : formons les
formes d’ordre p -+ 1 déduites des F en utilisant comme variables mul-
tiplicatrices pour la n¢ classe x,, ,,,..., x,; pour la (n —1)° classe
Ly @n-ny --+y &5 pour la £ classe, a, ..., 2,5 pour la premiére, x,.)

Nous obtenons certaines formes @ d’ordre p -+ 1 que nous appel-
lerons @'. Les formes @ que I'on obtient en utilisant une variable .,
déterminée ne different des @ de classes n, (n—1), ..., kque par la
substitution & chacun des monomes 7 qui entrent dans ces @ du pro-
duit ma; 5 on peut affirmer non seulement que ces @ ne renferment
pas de monome de classe supérieure & £ mais aussi que leur rang par
rapport aux mondmes de classe £ qui y entrent est précis¢ment
Mt —o,+ T — o ...+ T05 — o45 ce seront « les @ de ke
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L3

classe ». Il résulte immédiatement de Ia que le rang total des @ est

-1 —g,,
+ Pt — Gn"“_re — On—1,
B eI PP feta e N
4 P+ —0 +. . .+ T4 —0y.
Donc .
m2n(Xt—ag)+(n—1)T2 ' —gpy) +.. . +T4 —ay,

ce qui s’écrit encore

vt (ol oy +...+ ) Zn(TP ' —0o,) +(n—1) (Lt —0,y)

...+ (T4t —a)),
ou en utilisant 'identité connue

TP = nTP 14 (n— )T 4. .+ T2,
oyt oh ... 020 + 20y +. .+ RO,

(Proposition 1°.)

4. Démonstration de la proposition (2°). — Nous allons supposer
maintenant que 'on a l’égalité

o+ ay e O, =020, ...+ RO,

Autrement dit, toute @' obtenue en multipliant une ® par une
variable qui n’est pas multiplicatrice pour elle est une combinaison
linéaire des @, (obtenues en se servant des variables multiplicatrices).
Nous dirons dans ce cas que le systéme (F) donné est en tnvolution (*),
- pour le systéme de variables z,, z,, ..., z,. .
~~ Nous allons montrer que si le systéme (F) est en involution, le sys-
téme (F) Vest aussi. 1l suffira de montrer pour cela que toute @
obtenue en multipliant une @, par une variable quz n'est pas multipli-
catrice pour elle est combinaison linéaire des @, obtenues en se ser-
vant des variables multiplicatrices; dans cet énoncé on entend par

(*) Plus généralement, nous serons amené plus loin & dire qu’un systéme de formes
d'ordre p est en involution quand on peut le ramener a la forme précédente par un chan-
gement (linéaire et homogéne) des variables.

Ann. Ec. Norm., (3), XLL — Fivmzr 1924. A : 5
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variables multiplicatrices d’une @, de k° classe les variables ay,
Lg—ty ooer Ty ) '

Con51derons le produit d’une @, de 1% classe par x; (£ quelconque).
Il peut s’écrire

zi (21 ®) = x(2;P).

2;® est par hypothése, dans tous les cas, une combinaison linéaire
de formes @' ; comme «, est multiplicatrice pour tous les ®|, nous en
concluons que x,(x;®), et par suite le produit d’une @ de 1™ classe
par z; (¢ quelconque), est une combinaison linéaire des ®7.

Considérons le produit d'une @ de k© classe par x; (i quelconquc)

Il peut s’écrire

_ (2 @) = x (2;0)- ‘

x;® est par hypothése une combinaison linéaire des formes @ ;
comme est variable multiplicatrice des formes @, de =,
(n—1)°, k¢ classes, on voit que le produit d'une @, de Z° classe
parz; est une combmalson linéaire de certains @, ct de prodults de @]
de (k — 1), (k—2)°, ..., 1™ classe par a;.

En faisant successivement £ =2, 3, ..., on voit apparaitre avec ¢vi-
dence la proposition annoncée, et par suite la proposition ( 2°) (a).

5. Dans le cas ol ¢, + o), + ... + ¢, = 5, +26,+ ... + ng,, on peut
affirmer que les @) (obtenus par variables multiplicatrices) consti-
tuentm’ combinaisons linéaires distinctes des F'; d’ailleurs les @, de n,
(n —1)¢, ..., £° classes, satisfont précistment aux conditions que nous
avons exigées & lordre p pour les (IJ de n®, (n— )%, ..., % classes
(début du n° 3).

On en conclut immédiatement les e(fahtes

— TP-

I‘q —-G’,, —--Fl t—uay,,

al e p—

1{2’ —GII—L—PP —U"-—I—F‘_? 1—"0'11-—17

........ S LN

) ! — - p—- - '
rfa—-k-}»x’—gk —L’: 1‘—’7/1,""15 1"“‘J'n__x'-\-'--.-*-r/’_/,,i They
.................................................... s
al 1 - N f)

r2 —oy =Pt —g, 4+ 10 e, + re-1—_ g,

En utilisant les identités :

” — 1 - . et
r{1—1\'+1—"r/1) +ll; '+...+lﬁ_;§_ﬂ,
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les formules précédentes s’écrivent :

Gn == 0Onmy

Tpey =— Tn+ G,—1,
............... s

O = Gp Gpm . o+ Ty

4 J—
gy =Op+0p—qgt...+ 0y

c’est la proposition (2°) (4).
D’ailleurs puisque les’(F’) sont encore en involution, les nombres
(¢”) seront donnés par les formules

R —

G, =G, = Tu,
Sy = Gy =20, 4 G-,
..................................... ,

" —_ ! VA A n
oy =ttt o=m—k+1)on+(n—k)opyt... O,
........................................................... R
" 7 !
g, =o,+ o +...+oy=no,+(n—1)g,+...+0y

On en déduira d’une maniére générale tous les a™ correspondant
aux formes F® d’ordre p + A du module (F) :
'79,?":‘7/;"‘ 7-'-7/.'1:—1—" )“L"()L makd Clogot oo )\()\ + 0. (e — [)a
1.2 I.2...1
N MA+1).o.(A+n—Fk—1)
1.2...(n—k)

ke

“+... G-

Dailleurs le rang des formes F d’ordre p + A s’obtient en retran-

chant de I”** le nombre
- ()\-41-1)(/\4—2)73

of +o, +. =0T =g+ (A+1)o, —

(A=) +2) . (= —1)

-
t.o.. . (n—1) "

..

(polynome en A dont le degré, augmenté de 1, est égal & Pindice du
dernier s qui n’est pas nul).

6. Nous arrivons maintenant & 'importante propriété qu’ont les
nombres (o) d’un systéme en involution d’étre invariants dans un
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changement linéaire et homogéne arbitraire des variables indépen-
dantes.

Remarquons d’abord que les considérations du numéro précédent
suffisent & prouver que ces entiers ont une signification indépen-
dante des variables choisies. Le rang des formes d’ordre p + A qui
font partie du module (') défini par les (F) est en effet indépendant
des variables choisies; c’est d’ailleurs, d’aprés ce qui précéde, un
polynome en A; or, un polynome en A ne peut se mettre que d’une
seule maniére sous la forme (1); la donnée des entiers (o) est entié-
rement équivalente & la donnée de ce polynome.

On voit dés maintenant que si aprés un changement de variables,

Zy, Zq, c ey ‘Z'n‘Xh Xl, IR ] Xm

le systéme des formes données est encore en involution, les nouveaux
nombres (o) seront égaux respectivement aux anciens.

Nous allons montrer qu'un changement arbitraire de variables
(c’est-a-dire un changement de variables dont les coefficients sont
soumis seulement 2 dcs conditions d’ 1ncgal[lc) maintient effective-
ment le systéme en involution. .

Considérons le systéme de formes en z,, z,, ..., z, constitué par
les formes (F) données et par les formes

)

{

(aVzy+a zy+...+ a2, )M,_,,

ou M,_, est un monome quelconque d’ordre p —1 en =,, @,, ..., z,
et ol les a!V sont des constantes arbitraires; le rang de ce systéme
est m + X,; il ne peut augmenter quand on fixe des valeurs pour

les a; en partlcuher
oS3,

’

Soit de méme m+ X, + X, le rang du systeme constitué par les
formes précédentes, les a® restant arbitraires, et les formes

(a<2)$ +a(ﬂx2+ +an xn)Mp——b

ou les a™) sont aussi des constantes arbitraires ; le rang ne peut aug-

(1) C’est-a-dire qui sont de la forme TU;F; ot les U, désignent des formes en ().
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menter quand on fixe des valeurs pour les a™, a®; en particulier
gy 4 Ugé El—i— 22-
D'une maniére générale, m + X, + I, +...+ I; sera le rang du
systéme constitué par les formes données et, les formes
(a('li)x1+a‘2[“"r2+"'+n%)xu)‘\1p—1 (lék)7
ol les a® restent arbitraires;

i
o1t oot oS3+ S+ S

D’ailleurs on aura I’égalité
G+ Gttt 0, =2+ Zp+... X,
puisque les deux membres représentent la différence entre I et le

rang m des formes F données.

Des égalités et inégalités précédentes, on tire
O’ui E)u_
Ont+ G’u—@ Ell -+ S‘11—17

(1

N Gnt+Gpy e+, + 3, .+ 2

D’ou la conclusion
O+ 20, +...+ no, 22+ 23, +. ..+ nZ,.

Fixons maintenant les valeurs des (¢) de maniére que les X ne
changent pas (et que les n formes linéaires soient indépendantes);
prenons pour-nouvelles variables les -formes

Xi=az,+alzy+. ..+ afl’ z,.
En utilisant la proposition (1°), nous voyons que le rang des
formes F' est au moins égal &
T2 — (2,422, +. ..+ nZ,).
Or, nous savons que ce rang est ¢gal 4

[‘ﬁ-&-i_(a—l-_*_ 20+ ...+ NGy),
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autrement dit encore

o203+, .. +no, S o2, .+ nZ,.

En comparant au résultat obtenu plus haut on voit que I'on a éga-
~ lité entre les deux membres ‘

r:l—&-za-2 g, =X 2% A Ny

le nouveau systeme est donc en involution, de plus I’égalité précé-
dente ne peut avoir lxeu quesi si les formules (1) sont toutes des égalités ;
d’oun

3 —3

—_— ¥ — —
Tpn == ~ins G'Iz——l—zfz——l’ BCRE) Op== &y R Ty = &1y

les nombres () ne sont autres que les (). La proposition est établie.
Il est bien connu qu'un changement de variables arbitraire fait
apparaitre dans une forme le terme @”. Nous concluons de Ia qu’en
~excluant maintenant le cas banal = o on aura toujours £, == 0. Dans
ie cas m = o, les valeurs des £ sont bien évidentes : '

P S z,t.:r;;:g.ﬂ =T
7. Classement des monomes d’ordrep — Etant donnés deux monomes
de méme ordre p, - , ' Lo *

M=ufrzi... 2%, M =% x“’: cae Sy

nous dirons que M est posterzeur ou antérieur & M’ suivant que la pre-
miére des différences o, — o', 2, — «, ..., @, — &, qui ne s’annule pas
est négative ou positive. Cette defmltlo,n, qui est ev1demment légitime
~(siM est postérieur & M" et M’ postérieura M, M est postérieur 4 M”)
peut étre présentée d’une maniére qui met en évidence son lien étroit
avec certaines des notions précédemment introduites (*). Remarquons
que si M, M’ sont de classes différentes, k, ¥ (vorr n° 2), M sera .

(1) On peut remarquer que ce classement qui offre; comme nous le verrons, des pro--
priétés remarquables aurail pu étre imaginé simplement en inversant le classement’ pro-
posé par M. Delassus et~ utlhsé par d’autres auteurs (Cf. C. R. dcad. Sc., t. 174, 1922,
. 991).

Donnons encore deux autres formes de la définition ici adoptée pour les mots « pos-
térieur » et « antérieur ».

1° Si les deux monomes M, M’ sont d’ordres dlfférents, k1, Ny par 1‘apport a
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postérieur ou antérieur 2 M’ suivant que & sera supérieur ou infé-
rieur 4 £. De méme si M, M’ sont de méme classe 4, mais si leurs
quotients par x, (qui sont deux monomes M,, M|, de degré p—1
eN T,, Tp,s ..., 2 seuls) sont de classes différentes £,, £, M sera pos-
térieur ou antérieur 4 M’ suivant que #, sera supérieur ou inférieur
a £ ; de méme, si M, M’ sont de méme classe £, leurs quotients M,, M
par x; de méme classe k,, les quotients des nouveaux monomes
par z;, de méme classe %,, etc., les quotients des monomes obtenus
par division par z, _ de méme classe £,, les quotients M,.,, M;,, des
monomes précédents par z,, de classes différentes K, K', je dis que M
est postérieur ou antérieur & M’ suivant que K est supérieur ou
inférieur 4 K'.

En effet les nombres o, — o, ay — «,, ..., 2, — o, 'sont respective-
ment égaux aux nombres analogues relatifs aux monomes M, M;,
puisque ceux-ci ne sont autres que M, M’ divisés par un méme
monome; M,., M, ne contiennent pas de variables d’indice inférieur
a k;, et d’aprés ce qui a été dit précédemment, M., est postérieur ou
antérieur & M;, suivant que K est supérieur on inférieur a K'.

Considérons maintenant des formes (F) d’ordre p, de rang m, nous
pouvons en trouverm combinaisons linéaires () indépendantes ® ayant

Ta, Ty, ..., T, (pris dans leur ensemble) M est postérieur ou antérieur a M’ suivant
que A; est supérieur ou inférieur & ). Si M, M’ sont de méme ordre respectivement
par rapport aux ensembles (za, 23, ..., @n), (X3, T4y ..y Zn)y (Thy Zht1, ooy Tn)
mais d’ordres différents iz, 2% par rapport d (&j+y, - .., «») pris dans leur ensemble,
M est dit postérieur ou antérieur & M’ suivant que A, est supérieur ou inférieur 4 Ay. On,
déduit de 1a I'autre forme annoncée (2°) :

2° Attribuons aux variables zy, za, ..., @, les « cotes » :

z,. | &, @
cote 1*..... 1 L1 t
cote 2°.. ... ) I 1
........... o1 0 I 1
........... Jat | 2a2 | 0 1 i
cote (n+1)% | Apy | Apa | . - . 1o

~

les % étanl d'aillears quelconques. On voit immédiatement que le classement qui en
résultera pour les monomes d’ordre p sera précisément (1°).

(1) Trouver les ® revient & résoudre varoniquement (voir J. Math., 1920, p. 105) le
systéme F = o, le classement. adopté étant le classement actuellement défini. Si le sys-
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la propriété suivante : on peut faire correspondre aux (®) respective-
ment m mondmes distincts d’ordre p, (M), de maniére que chaque
forme contienne effectivement le monome M correspondant et ne
contienne en outre que des monomes antérieurs a ce monome M. En
groupantensemble les formes auxquelles correspondent des monomes
‘M de méme classe, on obtient des groupes qui ont les propriétés géné-
rales exigées des @ au début du paragraphe 3.
Mettons en évidence les deux remarques suivantes :

(a). Le dernier monome (') qui entre effectivement dans une com-
binaison linéaire déterminée, quelconque, des @, est nécessairement
un des monomes (M) (*).'

(6). Si Pon multiplie une forme ® par une quelconque des
variables @;, le monome M’ (d’ordre p + 1) qui apparait a la place de M
est postérieur 4 tous les autres monomes (d’ordre p + 1) qui appa-
raissent dans la forme : c’est 1a une conséquence immeédiate de la défi-
nition méme des mots « antérieur » et « postérieur » qui ne fait inter-
venir que les différences «; — o] .

Supposons maintenant les formes (F) en involution et choisissons
les formes @ non pas seulement comme il est dit au n° 3, mais encore
comme il vient d'étre spécifié.

Les «derniers » monomes des formes ®sont 7 monomes distincts M.
Nous savons d'ailleurs que parmi ces monomes figure z (vorr fin n°6).

Appelons M’ les derniers monomes des formes @,.

Le produit d’une forme @ par une quelconque des.variables est une
combinaison linéaire des @' ; en utilisant les deux remarques (a), (b),
nous voyohs immédiatement que le produit d’'un monome M par une

téme des F est en involution, les équations résolues, canoniquement, chaque monome
étant supposé remplacé par la dérivée correspondante, forment un systéme compléte—
ment intégrable (méme 1émoire, p. 107). (Cf C. R. Acad. Sc., t. 174, 1922, p. 991, et
ci-aprés eXemples n° 11 et 18.)

(1) Le dernier monome d’un ensemble donné de monomes d’ordre p est celui de ces
monomes qui est postérieur a tous les autres monomes de Uensemble.

(2) A savoir celui qui correspond 4 la derniére forme & qui entre effectivement dans
la combinaison linéaire envisagée | si 'on étend aux formes & la termmologle (postérieur,
dermer) relative aux (M) correspondants].
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quelconque des variables est un monome M’. Autrement dit le produit
d’un monome M de classe £ par une des variables x,, z,_,, ..., @y,
est égal au produit d’un des M de classe 4 par 'une des variables x,,
Zp_yy .--» 4. Soit x,, cette variable. 1

Le premier produit ne contient pas les variables xx_,, Zx_2s .-+, @3
k' ne peut donc étre inférieur 4 £. Comme, d’autre part, le premier
produit doit contenir x4, 2" est égal & £ et I’on peut affirmer que :

Le produit d’un monome M de classe k par une quelconque des
variables %, Z,_,, ..., Trsy €t égal au produrt d’un monomeM (de classe
supérieure ou égale a k) par x; proprieteé (A),

Un systéme de monomes qui jouit de cette propriété sera appelé
systéme involutif (*).
Appelons d’une maniére générale (N) les monomes d’ordre p autres

Ny
que les monomes (M), N; un monome (N) de classe £; — est un monome

N
d’ ordrep —1, de classe au moins égale a £; formons — X Zjey; © ‘est-

un monome d’ordre p de classe £ — 1, je dis que ce ne peut étre un
des (M); si c’était un (M), son produnt par z, serait ¢gal au produit
d’'un M par @,_,, orce produit estN,‘Jz,r »1lyadone COHtI'adICtIOH On

peut écrire
Ni_ Nier,
Z L fmet

Ny Nj..
Les monomes — - sont compris parmi les monomes —=*; d’ou I'iné-
/-—1
galité ' :
, . ) Tk Tr—1>
et d'une maniére générale

< < < <
On—1=0p-9=+++=0T2=0y,

c’est la proposition (2°) (d).

On peut d’ailleurs démontrer ces inégalités, d’une maniére moins
« formelle » et plus directe, en utilisant un résultat précédemment
obtenu : I'invariance des nombres (o).

»

/ . !
(1) Cetle notion est analogue a celle de systéme de monomes complet (voir Journal de
" Mathématiques, 1920, p. 77).

Ann. Fe. Norm,, (3), XLI, — FEvRIER 1924. 6
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Soit un systéme de formes d’ordre p quelcongue (non plus nécessai-
rement en involution). Soit , + Z,~+...+ X le nombre dont aug-
mente son rang lorsqu’on lui ad]omt les produits de £ formes linéaires
a coefficients arbzzra;res par tous les monomes d’ordre p—1. Je dis
quel'onaX,2Z, ,5...5%,.

Soientd’une maniére générale trois systémes de formes linéaires (a),
(). (o).

Désignons par ry, ra, T les rangs des systémes (a); (a, b); (a, b, ¢).
Choisissons dans le systéme (a) r, formes indépendantes; toute
forme (&) sera combinaison de ces r, formes et de r, —r, autres
formes indépendantes entre elles et indépendantes des r, précédentes;
de méme, toute forme (c) sera combinaison des r, premiéres formes
et de r,, — r, autres formes; on a donc

' ’ N . /.ahcg rﬂ"i‘("al;“‘ "a)‘l"("ac""'a)y
c’est-a-dire

Iabe= ’ac lap — ,(Ly

supposons que le systeme (a) soit constitué () par les formes (F) et
les produits de £—=2 formes linéaires a coefficients arbitraires par
tous les monomes d’ordre p — 1, et le systéeme &, comme le systéeme c,
par les produits d’une forme linéaire & coefficients arbitraires par tous
les monomes d’ordre p — 1. D’aprés cela,

Pap=—Ta=Tge—Is=Zp_4,
Tabe— rac==2y;
d’ou
' 22X
8. Remarquons d’abord que I'on pourrait tirer de la proposition
précédente une nouvelle démonstration du fait que = fait partie
des (M). Considérons le dernier, M,, des monomes M; s’il était de
classe k= n, son produit par x, serait égal au produit par a d’un
monome M de méme classe k, monome M dont le degré en z; devrait
par suite étre inférieur & celui de M,, ce qui ne peut étre, puisque M,
est le dernter des (M).

() Les monomes d'ordre p étant toujours regardés comme autant de variables indé-
pendantes, -
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Plus généralement, montrons que si les (M) contiennent un monome
de classe 2<n, ils contiennent nécessairement un monome de
classe £ +1; il en résultera que les classes distinctes des monomes (M)
constitueront une suite d’entiers consécutifs a partirde n, n—1, ..., £.

Le produit d’un des M de classe £ dont le degré en x4 est minimum
(et égal A a) par une des variables z; ({ =n, n—1, ..., k1) doit
étre égal au produit par z; d’un M; de classe supérieure et non égale
ak; d’ou ce premier résultat : a =1.

D’autre part, si I'on choisit i = £ + 1, on voit qu’il existe nécessai-
rement un M au moins de classe £+ 1; celui qui figure dans la

‘deuxiéme partie de la phrase précédente.

Supposons maintenant qu’il existe un monome M de classe k et de
degré 2 =£ 1 en @y; un raisonnement tout analogue montre immédia-
tement qu’il existe un monome M de classe £ et de degré A—1 en z;.
Ainsi les degrés en x; des monomes' M de méme classe 4 forment une
suite d’entiers consécutifs a partirde 1: 1, 2, ..., A,. Considérons les
monomes M de classe # et de degré & == 1 en x;; leurs quotients par 2
sont des monomes de degré p — A et de classe > %3 le produit d’un
tel quotient Q, par z; ({ =n, n—1, ..., £ + 1) figure nécessairement
parmi les quotients Q,_, par ;"' des monomes M de classe % et de
degré & — 1. Enfin'le produit d’un Q, parz;(i=n, n——1, ..., £+ 1)
figure parmi les monomes M de classe supérieure 4 & que nous appel-
lerons Q,.

Le systéme Q, aux seules variables x,, 2,_,, ..., 2., est évidem-
ment lui-méme involutif. » '

Les remarques précédentes suggérent le moyen de former effective-
ment les systémes involutifs a n variables connaissant les systemes invo-
lutifs de méme ordre 2 n — 1 variables.

Soit Q, un systéme involutif d’ordre p aux n — 1 variables

Zpy Xp—yy o-oy Xy

Choisissons des systémes de monomes d’ordrcs'p —1,p—2, ..., p—h
que .nous appellerons Q,, Q,, ..., Q, tels que tout multiple du premier
ordre d’un Q; soit un Q;_,(i=1, 2, ..., &) en entendant par multiple
du premier ordre de Q; le produit de Q; par une des lettres x,,

Zn_yy --es To3 le systéme & n variables (Q,, Q,x,, ..., Qu!) satisfait
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a la condition (A)j; et il résulte de ce qui précéde que tout systéme
involutif & n variables peut s’obtenir de cette maniére.

Exemple. — Proposons-nous de trouver les divers systémes invo-
Iutifs du deuxiéme ordre 4 trois variables

(Qu)(Quay). - (Quah).

Le seul systéme involutif du deuxiéme ordre & une variable est cons-
titué par I'unique monome x;. , '

Cherchons les systemes involutifs de deuxiéme ordre 3 deux
variables x,, #, (autres que le systeme précédent); x, devra figurer
effectivement dans un des monomes du systéme; son degré maximum
sera 1 ou 2; dans le premier cas, le systéme est constitué par
(z}, z,x,); dans le second cas, il doit y avoir aussi dans le systéme
un monome de degré 1 en z,, le systéme ne pourra étre autre que
(22, zyz,, x}).

Cherchons maintenant les systémes involutifs du deuxiéme ordre
A trois variables z,, @,, @, (autres que les précédents); x, devra
figurer dans un monome du systéme; son degré maximum sera 1 ou 2.’
Nous aurons done différents cas a distinguer suivant que les monomes M
de premiere classe et de degré maximum en , sont

2 Ly

et (D0 .

1° (z,z,) : comme x; et xyx, font partie des deux systémes précé-
demment trouvés, nous obtenons deux types -

2 . .
T3y T3 Lgy  XyZy -

r2 2 .
J’:;’ X3 X, xz, xsxn

2° (x,2,): x,x, et z; ne font partie que du second des systémes
précédemment trouvés; d’ou un seul type

’ (‘z‘;» Ty Zy, x:; Zy Z4); . . A
bl 3° () et (x,2,): un seul type

2 2 \ N
(23, 232, X3, X3y, . X9T4);
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4° 2% : Q, estici 1; @, et x, doivent faire partie des Q,, d’ot le seul
type
(23, x32, Ty, T3y, Loy, zi).
~Alnsi nous obtenons 8 types de systémes « involutifs ».
" On apercoit d’ailleurs, immédiatement, les valeurs des (0); 0, =0;
o, et ¢, sont donnés par le tableau suivant :

Sy | 9
x2 3| a
xi, Ty, 3|1
x?, xyxs, X} 3o
i, Xy Ze, X34 2 |1
zk, XXy X, LTy 2|0
x}, Ty, xi, Ty 2 |0
xd, Zyxy, T}, LTy, Tax, 1o
x3, Zyxy, XY, Xyxy, Zyxy, X7 |0 | O

Une énumération de ce genre est utile pour trouver les systémes de
valeurs possibles pour o,, o,, ..., ,_, quand on se donne 'ordre d’un
systéme en involution de formes & » variables d’ailleurs indéterminé, et
pour former effectivement des exemples de systémes en involution (*)
correspondant & un systéme de valeurs possibles pour les (o) : les
monomes eux-mémes constituent d’ailleurs de tels exemples.

9. La définition des systémes involutifs de monomes est équivalente
a la suivante : Un systéme de monomes (M) d’ordre p est involutif si en
appelant variables multiplicatrices d’'un monome de classe £ les’
variables &y, a4, ..., ,, tout multiple M’ d’ordre p + 1 d’'un monome
du systéme est égal au produit d’'un certain monome M du systéme
par une de ses variables multiplicatrices (on dira que M estle monome
d’ouprovient M').

Bt la propriété fondamentale des systémes de formes en involution
nous montre que si le systtme de monomes M est involutif; le sys-
teme M’ des multiples d’ordre p + 1 de M I'est aussi.

D’une maniére générale, le systeme M?® des multiples d’ordre p + A
de M est involutif. '

(1) Cf. CARTAN, Bulletin de la Société mathématique, 1911,
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Admettons maintenant que pour une valeur particuliére de AZr
" tous les M® puissent s’obtenir en multipliant chaque M par chaque
monome d’ordre A ne contenant que les variables multiplicatrices de
cet M. Un M+ est le produit d’un M™ par une des variables multiplica-
trices de cet M™; ce monome M® est de classe inférieure ou égale au
monome Mqui,d'dprés notre hypothése, a permis de l'obtenir; toute
variable multiplicatrice de M est donc variable multiplicatrice de M;
MO+ est donc le produit de M par un monome d’ordre A + 1 ne con-

tenant que des variables multiplicatrices de M.

On voit donc que :

Tout multiple (d’ordre quelconque) d’un M est le produit d'un M
par un monome ne contenant que les variables multiplicatrices de M.

D’ailleurs deux produits on de cette sorte obtenus avec deux M
différents ne peuvent coincider. En effet, si les deux M sont de classes
différentes, £, £, celui de la plus petite classe £’ contient I’ensemble
des variables x,, x,—,, ..., x,dun degré total inférieur a p; siles deux
monomes M sont de méme classe £ et de degrés différents en z,, les
degrés en (z,, T,y» ..., 2;1,) des produits o sont différents; enfin si
les deux monomes M sont de méme classe £ et de méme degré en ;, les
degrés des o relativement a x,, @, ,, ..., ¥, sont respectivément
ceux des M. On voit ainsi que :

En multipliant tout (M) par tout monome d’ordre A formé avec ses
- variables multiplicatrices, on obtient tout multiple d’ordre p + % d'un ( M)
une fois et une seule fos.

La proposition est vraie en particulier pour le systéme involutif
constitué par zous les monomes d’ordre p.

Revenons au systéme des (M) et appelons comme précédemment (N)
les autres monomes d’ordre p; appelons variables multiplicatrices
des N de classe £ celles mémes des M de méme classe, 2 savoir a;,
L gy veey Ty : , .

- En appliquant la proposition précédente au systéme (M, N), puis au
systtme (M), on voit qu’en multipliant tout N par tout monome
d’ordre A formé avec des variables multiplicatrices de N, on obtient
des monomes distincts d’ordre p + X et que ces monomes distincts
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sont aussi tous distincts des M®; ce sont donc tous les monomes
d’ordre p + A autres que les M®. D’ou la proposition :

En multipliant tout monome N par tout monome d’ordre A formé
avec ses variables multiplicatrices, on obtient tout monome d’ordre
p + A qui n'est pas muldtiple d’'un M, une fois et une seule fois.

Résumons les propositions précédentes : Les monomes d’ordre p + A
qui sont multiples de quelque (M) et ceux qui ne sont multiples d’aucun (M)
se groupent les uns et les autres en un nombre fini d’ensembles sans élé-
ments communs, tous les eléments d’un ensemble se déduisent d’un mo-
nome (M) ou (N) d’ordre p en le multipliant par un monome en x;,
Xi_yy +oes Lyy L étant égal a la classe de ce dernier monome (M) ou (N)
[¢ n’est d’ailleurs egal a n que pour un monome, le monome x}, qui est
un (M); et le nombre des ensembles pour lesquels 7 a une valeur
déterminée donnée est I'2"} — o, pour les M; o, pour les N,

n—i+1

N P N - .
10. Revenons & la remarque faite au n°8. Les ;ﬁ sont compris
N &

k-1

. N L . :
' Autrement dit, les —* se répartissent de la maniére suivante :
1

. N
¢, —o, monomes quinesont pas des —,
. €Ty
. N, . N,
gy —a; monomes quisont des —  mais non des —,
\ Lo Xy
e et )
. N N
Or — Ok+i MonOmes qui sont des —* mais non des x"*’
k k+1

e e ey
. N,_ -1

On—2— Gn—1 MONOMes qui sont des % mais non des —2=%,

n—2 xn—-i

n—1

.

Op—i monomes qui sont des
n—1

Chacun de ces o, monomes multiplié par z, donne un monbme N.

Les monomes des n — = derniéres lignes multipliés par , donnent
des monomes N.

....................................

Les monomes des n — £ derniéres muluphes par « donnent des
monomes N,
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On obtient ainsi en effet les N, les Ny, ..., les N, ....
Ainsi en affectant aux monomes (N°) d’ordre p—1 écrits dans le
tableau précédent les variables multiplicatrices suivantes :

Pour ceux de'la (n -—1)® ligne (N3_y), 1, Zy-ay - .-, 2y,
» (n—=2) » (NI, Xyens ooy X1,

e e 8 s 88 s es tesaesee. st s e eaer e P

» ke » (NP, Xy ey Ty,
............................... ,

» 1 » (N}, @,

on arrive a ce résultat :

Les produits obtenus en multipliant un quelconque des N° par une quel-
congque de ses variables multiplicatrices reproduzsenl une fois et une seule
Jois les monomes N.

Multiplions maintenant un N° par un monome P quelconque
d’ordre A formé avec ses variables multiplicatrices; soit % le plus grand
indice des variables qui figurent dans P; N°x, étant un N,, N°P est le
produit d’un N, par un monome en z,, #,, ..., ;. C’est donc un des
monomes d’ordre p 4+ A — 1 qui ne sont multiples d’aucun (M).

Réciproguement, tout. monome d’ordre p +~ A — 1 qui n’est multiplé
d’aucun (M) peut étre obtenu parleprocédé précédent; un tel monome
est égal, ainsi que nous I'avons vu, au produitd’un N, par un monome
EN Xy, Ly oevy T cetN,, est le produit par a, d’un N?, 24, mais un tel
N? admet necebsalrement (au moins) les variables multiplicatrices
X Ly ee Lo

Enfin le nombre des monomes obtenu par le procédé précédent est

(51""‘72) +(°‘z~°‘3)r + . +(5n-"‘—°'n l)rn—n“l“o'n 1r
= 0'111)1‘;'1-{— O'zréfl+. ek U'n—lr-u-n

A

ce qui est préciSément le nombze des monomes distincts d’ordre
p + A —1 quine sont multiples d’aucun (M). Les monomes obtenus :
sont donc distincts. e S
Tous les monomes d’ordre Zp qui ne sont muliiples d’aucun M se
groupent en un nombre fini d’ensembles sans éléments communs, les élg-
mentsd’ordreZ p d'un ensemble se déduisant d’un N° (d'ordrep—1) en le
multipliant par un monome d’ordre 21 en @;... z, (i dépendant de Ne).
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11. Donnons ici un exemple de systéme de formes en involution,
auquel nous appliquerons les remarques des paragraphes précédents.

Ce sera un systéme du deuxiéme ordre & 5 variables pour lequel on
a0, =5,6,=4, 0,=0,=o0. ’

Les derniers monomes des formes ® d'un tel systeme (vozrn® 7) sont
nécessairement : 23, @y, X5, X2y, @2y, (M),

Cousidérons les formes particuliéres (')

dont les derniers monomes sont respectivement les (M).
On a identiquement

- R e
rsFy—= a2, Fy+a,F,— . Ty ) .
esFo= 2, ¥, + ., F,, x, Fy= =, Fy+ 2 I,
rsF,—= 2, F -+ o Py, e, Fo= — o, Iy - g Fy,

- 5 . .
2 Fo=— 2, F, 4+ 2, F; + ., F,, ' @ Fi=— 2, F, -+ 2, Fyte a2y Py,
a5 Fy=— oy By oy '

Le systeme des formes (F) est done bien en involution (voir n° 6).
Les monomes d’ordre supérieur ou égal & 2 qui ne sont multiples
’aucun M se groupent en g classes sans éléments communs, les
monomes de 5, =14 de ces classes s’obtenant respectivement en mul-
tipliant @, z,, ,x,, x,2,, x; parles monomes en x,, «,; les monomes
des o, =5 autres s’obtenant respectivement en multipliant z;z,,

T, X, , Tedly, x> par les monomes en x, (voir n® 9
'4"1:'3’;7'2"13'1[) - = hadk BN )

(1) Ces formes sont précisément celles qui ont élé Lraitées comme exemple dans ma
thése, par une méthode différente (J. Math., 1920, p. 145). Signalons un léger change-
ment de notations; on a appel$ ici 2y, xs, 23,24, 25 les variables qui, dans le travail cité,
s'appelaient respectivement wxy,xy, 2z, 23,2, ; indiquons Porigine de cet exemple en utili-
sant les anciennes notations; le module considéré est le module des formes qui s’annulent
pour tout point de la multiplicité x; = wub, @y = 30, 23 = 1202 2, = ued, ry=c* (voir
HiLserT, Math. Ann., t. 36).

Ann. Ee, Norm., (3), XLI. — VEéviuer 1£,:24. ' 7
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On peut aller plus loin et dire que les monomes d’ordre supérieur
ou égal & 1 qui ne sont multiples d’aucun M se groupent en ¢, = 5
classes sans éléments communs, les monomes de o, = 4 de ces classes
s'obtenant respectivement en multipliant x;, @, x,, 2, par les
monomes en x,, 2, et les monomes de o, — s,=1 de ces classes
s’obtenant en multipliant 2, par les monomes en z,.

12. Nous avons mis en évidence au n® 10 certains monomes dis-
tincts de degré p — 1, les N |, Ny ,, ..., N{ en nombres respective-
ment égaux i

On-ty On—p ™™ Tn—ts ceey Oy 0y

Appelons M’ les monomes d’ordre p — 1 qui ne figurent pas parmi
les précédents, ils sont au nombre de T ' — 5,. Formons un tableau
a double entrée, dont les lignes correspondent respectivement A
chacundesN, |, puisdes N, ,, ..., N7, M° ctles colonnes aux variables
Zyy Ly, -y X, cLiaisons figurer ddns chaque case le monome d’ordre p
obtenu en multipliant le monome d’ordre p — 1 et la variable z aux-
quels cette case se trouve correspondre. Gonsidérons les o; premicres
cases de la ¢ colonne, ot donnons a ¢ les valeurs 1, 2, ..., n —1.
Les o, + 05, +...4+ 0,_, cases amsl obtenues sont ou‘upu par les

G+ 0y +...+ G, monomes (N) & ordre p.

Les I cases d’une colonne déterminée a;, sont occupées par des
monomes distincts : tous les monomes d’ordre p contenant effective-
ment a,; pour la premiére ce sont tous les monomes de premiére
classe; comme les o, premitres sont nccupées pd[’ les Ny, les autres
sont occupées par les M,.

La £* colonne se compose des N, des M,, et de certains monomes de
classes inférieures a £. ‘ ,

Autrement dit, les I'”"" — 5, derniéres cases de la £ colonne con-
tiennent :

1° Tous les M;;

2° Certains monomes (M ou N) de classe < £.

Ces remarques sont utiles ¢comme mtroductmn au paragraphe sui-
vant.
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-13. Généralisations. - Considérons, plus généralement, des indé-
terminées w,, u, ..., u; véparties en groupes N, N, ..., N{, M° con-
tenant respectivement s,, 5, , —o,, ..., 9, — 7, 7— o, Indéter-
minées (©) (625,25,2...25,)-
~ Formons un tableau & double entrée dont les lignes correspondent
respectivement & chacune de ces indéterminées et les colonnes aux
rariables a; faisons figurer dans chaque case le produit de I'indéter-
minée u, par lavariable 2; auxquelles cette case correspond. Donnons-
nous des relations linéaires E, correspondant respectivement
aux u,x; pour lesquelles 5 > o;; nous supposons que E,; donne u,2; en

fonction des u.z, pour lesquelles £57ettZo,. Si nous multiplions

“chacune des l;; par une quelconque des variables indépend:mteshZ nous
obtenons des équations linéaires en u, 2,25. Considérons ces quantités
comme autant de variables indépendantes (en regardantbien entendu
W, T8 el xgx, comme représentant la méme variable). La solution
du systeme d’¢quations linéaires ainsi obtenu dépend au plus de
5, -+ 26, +...+ ng, arbitraires, les autres sont déterminées en fonction
de celles-la par certaines équations E.;,. Supposons atteint ce nombre
d’arbitraires et recommencons la méme opéraltion en prenant pour
indéterminées N, No , ..., N, M° respectivement:

n

Uy Xy Us Xy, sy UG, Xpy : i (r);
v 2 . ' ue nous .
Uy Lpeyy U Xog—gy « - oy Ugpy Lr—1s ) a qelle ons \ (=21
r
................... e ey ) PP NEOT R
: pour abréger, |’
Uy Ty, U Xy, Ug, Xy, quantités (1);
tous les autres w; .y o / : (0)3

opérons comme sur le systéme primitif en prenant (') pour équa-
tions B les B,

y

/

(1) On peut démontrer de la maniére suivante que les équations Eg;; peuvent effective~
ment se mettre sous la forme imposée aux équations Eyy, autrement dit que ces équations
Egiz dounent les produits des quantités (o), (1), (2), ..., (L —1) par 2; en fonction des
produits par 2, (A=) des quantités (), (h-+1),"..., (n). Le fait s’apercoitimmédiate-
went lorsque /=1 : il suffitde multiplier par 2, les deux membres d’une équation E,; écrite
sous la forme imposée. Admettons qulil soit vérifié lorsque £3 2 et démontrons qu'il Pest
lorsque Z = -1 : 1° le produil par a4 d’une quantité (1)(2)...(x) est égal au pro-
duir par zu (24 soit d'une ‘quantité (A-+1), soit d'ane quantité (o), dans le premier
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La solution dépend exactement de o' + 25, +...+ ns, arbirawes en

posant
' ! ; !
a;,_— O Opey =Cn+Oney. .0, =55+ Gpy+...+ 01.

Pour le faire voir, nous allons considérer les équations E,; comme
des équations aux dérivées partielles relativement aux fonctions «,
de 2y, 2y, ..., 2, u, désignant la dérivée g;ii’ et nous allons uti]isg.r
un théortéme connu relatif aux conditions d’integrabilité des systemes
canoniques (on pourrait, bien entendu, si Pon tient a rester dans
Pordre d’idées pricédent, exposer la démonstration du théoreme effec-
tivement utilisé d’une maniére purement algébrique).

En adoptant pour les variables et fonctions les cotes suivantes :

I S P I 7 S 7 N 7
X 1 I (8] O
I 2 n o] o0
0o o0 . o |1 2 S g

on voit que chaque second membre ne contient que des dérivies
antérieures au premier membre correspondant; en effet une lettre
qui est variable de dérivation au second membre a un indice inféricur
ou au plus égal & celui de la variable de dérivation du premier, et s’il
y a égalité I'indice de la fonction correspondante est inférieur a I'in-
dice de la fonction # du premier membre. En dérivant une fois les
équations E,; de maniére i n’avoir que des dérivées du deuxiéme
ordre distinctes dans les premiers membres, on obtient des équations (A)
distinctes; si toutes les autres équations (A’) obtenues en dérivant
une fois les E;; sont conséquences des précédentes A, le systeme est

complétement intégrable. Mais dire que les A’ sont conséquences des A
) . ! ,‘ . . N - 2
équivaut adire que la solution du systéme (A, A”) aux inconnues

_ 0z 40y
dépend de o, + 20,+...+ no, arbitraires. Le systéme étant alors

as la démonstration est terminée; dans le second il suffit pour la terminer d’utiliser
I’hypothése faite lorsque 7 =% ; 2° le produil par .4 d'une quantilé (o) s’exprime grice i
une équation By, & l'aide des produits par x4, des quantités () - 1), (A - 2), ..., (1), el
des quantités (1), (2),:.., (), la remai‘qup (1°) appliquée & ces derniers produits achéve la
démonstration. ‘
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complétement intégrable, toutes les dérivées paramétriques du troi-
sieme ordre seront arbitraires, en entendant par dérivées paramé-
triques du troisiéme ordre les dérivées du troisieme ordre des u qui ne
sont dérivées d’aucun premier membre de E,;; ces dérivées sont res-
pectivement celles des u d’indices inférieurs ou égaux i 5, et supé-
rieur & s, par rapport a 2, des u d'indices inférieurs ou -¢gaux i 7, et
supérieur & &, par rapport i @,,x,, ..., des « d'indices inférieurs ou
¢gaux & ¢, par rapport & &, Z,, ..., ,.
Elles sont en nombre

71— G2+ 1} (52— G3) +...+ g,

c'est-d-dire que la solution du systéme d’équations ordinaires (B)
obtenu en dérivant une fois les A dépend de

G20, +. .. no,
arbitraires, ol

Ty TS0+ T o Oy, Ty == Oy~ ..+ 3, G, =5,

Nous retrouvons ainsi dans toute sa generalité un théoréme alge-
brique obtenu par M. Cartan, sous une forme peut-étre un peu moins
intuitive que la forme actuelle ('). -

14. Nouvelle forme du théoréme fondamental. — Indiquons ici une
nouvelle forme que I'on peut donner & I'énoncé fondamental 1°.

Soit un systéme de formes quelconques (F) d’ordre P; et, comme
précédemment, ' les formes obtenues en multipliant une forme F
quelconque par une variable () quelconque.

Si I'on substitue, dans une forme F 4 tout monome &% z%. .. x* la
forme linéaire en w, w,... o,

B TR ) B i il - - L P SR g £ S0 o SR & L S AL AN
le coefticient de chacun des w dans I'expression trouvée est une forme

F’, et 'on obtient ainsi toutes les formes F’. Si donc on cherche &
annuler identiquement en w,, ©,,..., », toutesles expressions obtenues

(1) dnnales Ecole Normuale, 1904, p. 166.
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en substituan( dans les F aux monomes xi.x ... 2% respectivement
‘des expressions de la forme

Pyt 2y ot ™1 Loy gty @2 e Pagy o 190

ot les p sont de nouvelles inconnues (i 7 indices, dont la somme est
P + 1), il suffit pour connaitre le degré de généralité de la solution de
connaitre le rang ' des formes F’'; on peut donc dire qu'il y aura
au plus ‘

Gi4 20+ ..+ (R —1)7,.,

des quantités p, »,..;, qui seront arbitraires, et que la condition néces-
saire et suffisante pour que ce nombre d’arbitraires soit atteint est que
le systeme F soit en involution; les quantités p; ..., arbitraires
sont celles qui correspondront aux o, +20, + ... +(n — 1)0,
-monomes d’ordre P+ 1 qui ne sont pas des M’ (n" 9).

On est amend ainsi & 'énoncé suivant :

Btant donné (*) un systéme d’équations linéaires homogenes ()
relativement & des variables & n indices positifs ou nuls

Pogoy... 2, (051+O(g+...+£7.”:?/i'),
désignons par o, le nombre dont s’accroit le rang de ce systeme
lorsqu’on lui adjoint les équations
'’ pg.aB, ... Bt 3" PR Bt B e e QR PRGBS O

ot B, Ba, ..., By prennent tous les systémes de valeurs éntieres (posi-
tives ou nulles) telles que B, + @, + ... 4+ B,=4 — 1 et ou les (a) ont
des valeurs déterminées arbitraires (*), et d’'une manicre générale par
Gy + Gy + ... + a3, le nombre dont s’accroit le rang du systéme (F)
quand on lui adjoint les équations ‘

v, Ly [l [
(Gi) @' pginp,.. .+ @G PR g bt WPy 6 g 0

ot ¢ prend toutes les valeurs 1, 2, ..., 4, ouB,, B.,..., B, prennent tous
les systémes de valeurs entiéres (positives ou nulles) telles que

(1) Nous donnons cetie nouvelle forme & I'énoncé du n° 1 simplement pour le rappro-
cher plus étroitement des énoncés de M. Cavian ( dnn. de 'Fcole Normale, 1gofy p. 164
el 166). ‘ e e

(%) (est-3-dire : ne satisfaisant, peul-élre, qu'a des conditions d’inégalité, "

Y
[
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B, +Bs+...+0, =4k — 1 et ou les @ ont des valeurs déterminées
arbitraires ().

Si I’on cherche & satisfaire au systeme F = oidentiquement en o par
des expressions de la forme

— r : )
Py a7 Pagetag. oo™ Poaeet oz, @ Puag 1 D

G+ 26, +... +(rn—1)a,  au plus des lettres py, ., .o,

(o) +o, + ... +a, =k 1) seront arbitraires; si ce nombre
d’arbitraires est atterni, le systtme (F) obtenu en c¢erivant les équa-
tions linéaires qui lient les variables p,; ., .. ., jouil précisément de la
propriété que nous venons de supposer appartenir au systéme (F); les
nombres 5" du systeme F' se déduisent d’ailleurs aisément des o (voir
n° 2): et Uon a les inégalités

-5y

< >
Cpei=Tp—2=+- -

15. On peut prolonger un systéme quelconque de maniére a obtenir un

systeme en inyolution. *
- Considérons maintenant un systéme quelconque de formes algé-
briques d’ordre p (F). '

Si'on adjoint & ce systéme toutes les formes

(aiV e - a s al g Yy,

ol les m,_, désignant tous les monomes d’ordre p — 1 et ou les a(®
sont des constantes données arbitraires, le rang augmente de o,. Si, de
méme, on adjoint au systéme constitué par les F et tous les

. . .
(@& ...+ at @) mpy_, (ai¥xy+. ..+ aP x,)m,_y, e
(aF Va4 ..+ af V)Y m,_,

toutes les formes (a{" 2z, + ... +a x,) m,—, ou les a sontencore des

constantes données arbiiraires, le rang augmente de ;. Considérons
maintenant toutes les formes obtenues en multipliant une forme F
quelconque par ane variable z; quelconque; on pourra définir pour les
formes (F') d’ordre p + 1, ainsi obtenues, des nombres ¢’ analogues

(1) ("est-a-dire : ne satisfaisant, peut-étre, qu'a des conditions d’inégalité.
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s, &, ..., a,. ll résulte de ce que 'on a vu au commencement de cette
étude (') que I'on a ‘
G+ o+ F ok a0t . na,.

Nous avons é¢tudié dans ce qui précéde le cas ou I'égalité a lieu;
supposons au contraire qu’il y ait inégalité. Nous étudions alors le
systéme (F') comme nous venons d’étudier le systeme (F): on a

I e A il Pk e e LAt S ST s
'Si Iégalité a lieu, on connait parfaitement la constitution des systémes
suivants I, I, ..., nous considérons |'opération comme terminée; si
'égalité n’a pas lieu, nous traiterons (F’) comme nous venons de
traiter (F), ¢’est-d-dire que nous étudierons (F”) et ainsi de suite...,
Je dis que l'opération se terminera; autrement dit, que I'inégalité
ne pourra se présenter indéfiniment.

Il nous suffira pour le voir d’utiliser la proposition suivante :

Soil

P -+1 (P+1)(P+2) '
-+ Ty Ty ..
1 .2
" (P—)—1)(]’+2)...(l"+n-—~2)
1.2, .. (n—=2)

n—1

le polynome caractéristique (*) d'un module quelconque donné (M);
le polynome caractéristique du module obtenu en adjoignant aux
formes de (M) une forme linéaire arbitraire est

P+ P P
TR EITC LT T

Ty=7,+

(P40 (P+2).. . (P4+n—3)
- r.2...(n—3) Trn—1s

(1) Faisons le changement de variables défini par les » égalités 2 ald zpl=X;. Lesm
constituent T,~! combinaisons lindaircment indépendantes des I';1, monomes d'ordre
p— ven Xy, X, ..., X,. Le rang d’un systéme de formes d’ordre p, relativement aux
monomes d’ordre p en z, est d’ailleurs 6gal au rang du systéme translormé, relative-
ment aux monomes d'ordre p en X; les nombres ¢ définis ici sont done bien égaux
respectivement aux nombres & du début pour ie systéme en X.

(2) Clest-a-dire le polynome en P auquel se réduil, dés que P est assez grand, le
nombre des conditions indépendantes auxquelles doit satisfaire une forme d’ordre P pour
faire partie du module.
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ou plus briévement, le polynome caractéristique de (M, £) ot / est une
~forme linéaire arbitraire est la différence premiére du polynome carac-
téristique de M. Admettons cette proposition, que nous démontrerons
d’ailleurs plus loin. Nous en déduisons immédiatement que le poly-
nome caractéristique de (M, /, 1) ot /, I' sont deux formes linéaires
arbitraires est ‘
P+r (P—i—l)(l’-%— 2) ... (P +n—4)_

Ty=Ts+ —— 7, +. Tt
s I ' 1.2, . (n——-.) "

ou si on préfére, la différence seconde du polynome caractéristique
de (M). D'une maniére générale, le polynome caractéristique de
(M, 2, 1,,....0,) ou les (I) sont L formes linéaires arbitraires est la
différence 4" du polynome caractéristique de (M). Choisissons'P, de
maniére que les polynomes précédents représentent effectivement des
que P-P, le nombre des conditions indépendantes auxquelles doit
satisfaire une forme d’ordre P pour faire partie des modules (M)(M,/),
(M, , I")...,etc. Les nombres (=) du svstéme des formes d’ordre P du
module M sont respectivement

gy, =T, —"T,,
oy =T,—T,

e e ,
o =
Tp—y =— I n—2" fp-t-

r
OTp—1=— 1 p—y

Les nombres () des formes d’ordre P + 1, nombres que nous appel-
lerons (¢'), sont respectivement

g/" [ Vl‘/ Vl‘/

& =T,—T
............. ,
a;l—i - T,n——'l - T;t-—ly
ol =T,

ouT;, T, ..., T,_, sont les valeurs des polynomes T,,T,, ..., '],M ou P
a été romplave par P+ 1.
Ann. Ee. Norm., (3), XLI. — FévriER 192§, : 8
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Des expressions des (o) on déduit (')

P41 (P-+1).,.(P+n—2)
Oy 4 20y o (n— 1) gy = T = Ty et ) Tyms
P+ PA-n—3
Ty =L ~(——-»_) ( ,)‘”]
1.a...(n—23)
L g
= Th-
Pt
:'_;,"\ <( __,.,_V_l.,~ "T_n'l

(l’—}—l—t—l)(l’-&—I-l 2).. (P14 n—2)

t.2...(n—2) Frie

Mais celte quantité n’est autre que

ks N2 ’ '
M=o +0oht...+ayy.

Les formes d’ordre P du module ont done la propriété annoncée.

16. Nous avons utilisé la proposition suivante, qui s’applique & un
module M quelconque : « le polynome caractéristique du module
(M, 1), ot [ est une forme linéaire arbitraire, est la différence premicre
du polynome caractéristique du module (M). »

Cette proposition est évidemment une conséquence immédiate de la
suivante :

« A'partir d’un certain ordre p, on obtient un systéme cornplet des
formes d'ordre p + 1 du module divisibles par l(formo linéaire &
coefficients arbitraires), en multipliant par /les formes d’ordre p qui
appartiennent au module. »

Ou, sous une forme géométrique, pour le cas ol le module est défini
comme I'ensemble des formes qui s’annulent pour tousles points d’une
multiplicité donnée :

« A partir d’un certain ordre p, on obtient toutes les surfaces (*)
d’ordre p + 1, passant par une multiplicité donnée et contenant un

(') En utilisant les formules connues

L & ~ P .
MY+ T - Ty = 17
~ SN I an . . . . .
(%) Surface = vari¢lé 4 n — o dimensions dans l'espace & n -1 dimensions (eqpr-
données homogénes 1, %y, ..., &, ); plan = surface du premier degré.
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plan arbitraire donné, en considérant toutes les surfaces tormées par
ce plan et une surface d’ordre p passant par la multiplicité donnce. »

La proposition prend ainsi un aspect intuitif, mais il est utile d’en
donner une démonstration algébrique qui montrera nettement son
caractére général. B

Soient (M) un module quelconque donné; L une forme linéaire telle
que si 'on fait varier ses coefficients indépendamment les uns des
autres (au moins dans certaines limites) la fonction caractéristique du
~module (M, /) ne change pas. Faisons un changement linéaire et

horﬁogé‘né de variables 2, v.,..., ,|X,, X,, ..., X, dont une des
équations de définition soit X, = /. Si dans le module en (X)) obtenu
on remplace X, par X; + 4, X, + ... + %, X, on obtient un module w.
dépendant (') des parametres /4 tel que la fonction caractéristique du
module (¢, X,) est indépendante des £ (pourvu que les valeurs abso-
lues de ces parameétres ne dépassent pas certaines limites).

Il sera commode pour suivre la démonstration de se représenter un
tableau & double entrée :

Soit une forme quelconque du module p, ordonnée suivant les
puissances croissantes de X, ; le premicr terme XP G‘,,"" est de degré A
en X, et de degré ¢ en (X,, Xy, ..., X,). »

Nous placerons G/ dans la case correspondant a la ligne & et a la
colonne ¢. Les formes d’'une méme ligne constituent un module &
n — 1 variables X,,..., X,,. Celles de la premiére ligne en particulier
constituentdin module v, qui joint a toutes les formes contenant X, en
facteur reproduit le module & » variables (v, X,), et qui par suite a
méme fonction caractéristique que lui.

1° Considérons le module v & » — 1 variables et rappelons d’abord
que sile produit d’une forme ® d’ordre ¢ en X,...X,, par une méme puis-
sance de chacune des variables X,,..., N, fait partie de ce module (*),

(1) Lorsque lous les paramélres sont nuls, le module ¢ se réduit & un module que
nous désignons par p; lorsque tous les paramétres £ sont nuls sauf Az, Ie module @ se
réduit & un module (que nous désignons par .

(%) Soit py 'ordre maximum des f(ormes délinissant le- module coasidéré (M), ces
formes étant supposées constiluer un systéme canonique « complélement intégrable »
(voir Mémoire déja cité du Journal de Mathématiques, 1920, p. 110 et 117). Supposons que P
soit d’ordre P supérieur ou égal & p,, ct soit telle que son produit paﬁ une puissance



6o MAURICE JANET.

la forme @ fait elle-méme partie de ce module des que, du moins, on
suppose g2 gy, ¢, dépendant du module considéré (v). Considérons
une forme quelconque G du module u, telle que le coefficient de la
plus basse puissance de X, qui y entre soit d’ordre ¢= ¢, (¢, velatif

au module v) - .
G == X4 G, + X H, o+,

ot Gy, H, -, ... sont des formes en X,, ..., N, dordre ¢, ¢ — 1, .. ..
Soit £ 'un quelconque des nombres 2, 3, ..., n. La forme

(Xl +/l/.-X/¢)7‘G,/+ (.\'ﬁ— /II;X/,-))“H“,I_I N

faisant partie du module p,, son terme indépendant de X,
(X Gy + /75 Csal | R

fait partie du module (uy X,); il en est donc de méme de son quo-
tient par Ay ) )
X Gy g X,

Mais alors X} G, fait partie du module (g, X, ), done du module (v),
il en est donc de méme de G, puisque £ peut prendre toutes les valeurs
2,3,...,netque g2 q,.

Nous affectons les formes préceédentes G, de Pindice supérieur ;
toute forme G} est aussi () une forme G*'. Cette remarque rapprochée
de la precédente montre que le systéme G est indépendant de A,

20 Considérons les formes du module 1., telles que e coefficient

@

convenable de chacune des variables () fasse partie du module. Si ® ne faisail pas
partie du module, on pourrait en déduire une forme ®; ayant les mémes propriétés nais
ne contenant que les monomes paramétriques d’ordre I'5 portons nolre allention sur
celui de cos monomes G qui est poslérieur & tous les autres; soit 2, I'une de ses
variables mulliplicatrices (tout monome paramétrique d'ordre PZp, a au moins unc
variable mulliplicalrice, puisqu'il est obtenu lui-méme comme le produit, par une de ses
«variables multiplicatrices » d’'un des monomes complémentaires des « monomes M
premiers membres » du systéme congidéré), le produit de 9T par une puissance quel-
conque de x, serait paramétrique; d’autre part, si Pz faisait partie du module (M ) le
dernier monome de @, 2}, serait principal; or, ce dernier monome est préeisément
! 0% @}, ily a dong contradiclion. :

(1) Car si G =X} GQ}' 4 Xh+1Hy g - il partie de (4, son produit par X, en fait
aussi partie. ’
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G,." de la plus bq%e pmaxanw de X, quiyentre soitd’ordre r inféricur
a q(,. Toute forme G, est aussi une forme G,"*"; il en résulte que dés s que
AN Ay désignantun nombre qui peut dépendre de 7, le systétme G
est identique au systéme G- Désignons par A le plus grand des %,
(r=o,1,2...9,—1).

32 P étant un entier quelconque Z¢, + A — 1, considérons mainte-
nant les formes F, d’ordre P du module w,, le rang des formes F, est
¢gal 4 la somme des rangs des systemes

GY G, L, G
et des svstemes
GOy GYets oony G

puisque le systéme (. ~est identique au systéme Gy st Ton sap-
pose r/>f/“(rmnarquo 1) De méme le rang des formes d’mdre P+
du module ., est égal a la somme des rangs des systemes

TP p AP g2
(‘l},"'l, hll, , h,/u 4
et des systémes , .
(’:;l, (;l(;“'f"l! Ty G;!. G{:+l
Or, les systémes
“p VP ML
T e R o/

sont respectivemen( identiques aux systémes

Pt Wp N Pe—if g+
G+, Gy, ..., G ,,oﬂ’{'

puisque P — ¢, + 12 A (remarque 2). Par suite le rang du systéme Gy,
nest aulre que la différence des rangs des ¥, et des F,. -

La proposition que nous avionsannoncée est maintenantimmdédiate ;
il sutfit d’exprimer celle que nous venons d’obtenir en introduisant
explicitement le nombre des conditions Nj auxquelles doit satisfaire
une forme d’ordre p pour appartenir au module M

n-

P - P o '
l[’+1 — \‘u \‘,_' (1‘[‘ - \!J_n ) (l Un .

Kn utilisant U'identité connue
PRt Pt [
on obtient

\l’—H = '\rl’-o-l

1PoX U<o
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17. Etant donné un module de formes, il existe un entier p, tel que
les formes du module d’un ordre p quelconque donnéZp, sonten invo-
lution. On a vu précédemment la signification algébrique des nombres
‘g correspondant & I'ordre p; on a vu en particulier qu'ils suffisent &
faire connaitre le polynome caractéristique du module. Ces nombres
ont une interprétation fort simple lorsque l'on considére au lieu du
module de formes lui-méme le systéme aux dérivées parhelles (qu

s'en déduit en remplacant chaque monome x% 2% ...2% par la
P TR L - P

dxfrdxds ... daxke
sions obtenues : aux monomes (N) d’ordre p, monomes complémen-
taires des derniers monomes d’ordre p des formes du systéme, corres-
pondent les dérivées d’ordre p que 'on peut se donner arbitrairement
sur certaines multiplicités a 1, 2, ..., n — 1 dimensionsissues de o ().
Ces fonctions arbitraires suffisent, avec un nombre fini de constantes
arbitraires, correspondant a certains monomes d’ordre inféricur  p,
a déterminer entiérement la solution générale; il y a respectivement
Gy Tuy -+vs Gpy monomes (N) qui ont 1, 2,..., n — 1 variables multi-
- plicatrices; la solution générale sera donc déterminée par la donnée,
outre un nombre fini ¢ de constantes arbitraires correspondant &
des dérivées d’ordre inférieur a p, de o,,a,, ..., o,_, fonctions arbi-
traires de 1, 2,..., 2 — 1 variables sur certaines multiplicités linéaires
(se comprenant d’ailleurs les unes les autres) de certaines dérivées
d'ordre p. Aprés un changement arbitraire (linéaire et homogéne) des
variables indépendantes, la solution sera encore déterminée par
o constantes arbitraires et o,, o,, ..., 0,—, fonctions de 1, 2,
n— 1 variables. ' :
llya plus : les mémes nombres (o) de constantes et de [onctions
_ ‘arbitraires se retrouveront dans Loute autre forme « canonique comple-
* tementintégrable» () (" )dontsera susceptible Ie systeme des formes
- d’ordre p que nous venons de considérer. Supposons que I'on puisse
définir le module considéré par un systéme de formes d’ordre < p « com-
pletement mtearahln » dont les derniers monomes (M) forment un
systéme « complet ». Le systéme des monomes qui ne sont multiples

dérivée correspondante et ¢galant & zéro les expres-

"

(1) Voir Mémoire déja cité ( Journal de Mathématiques, 1920, pages 106 et 117)

’
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d’aucun M se compose : 1° d’un certain nombre (fini) de monomes
Lordre inférieur & p; 2° de monomes "ordre Zp quise répartissent en
un nombre fini de classes sans éléments communs, chaque classe ¢tant
constituée par les produits d’un monome (N,) par tous les monomes
formés avec certaines variables déterminées (varviables multiplica-
trices de N,). Soient X%,, X,, ..., X, les nombres de monomes N, qui
ont 1,2, ..., n —1 variables multiplicatrices; le nombre des condi-
tions pour qu'une forme d’ordre P2 p fasse partie du module est

P Pl Ly, P —=p :'t;!,l),.,g_’: p+2)

S+ L —

(P—pa4+1)...(P—p4+n—2)
t.a...(n—2) '

N
o

Ce polynome est ¢gal, quel que soit PZp, au polynome

) ’ s S —_— —_—
e PmpE e (P op)
(P—p+0)...(P—p—+n-—-2)

o
+ %h-t 1.2...(n—2)

Mais cela n’est possible que si 'on a

S, =0, S e = Op_ss ceey =0,

Or, les nombres X, X,, ..., X, indiquent priﬁcisément-les nombres de
fonctions arbitraires de 1, 2,...,2 — 1 variables qui permettent de
déterminer une solution de la forme () quand on s'astreint & se donner
comme fonctions arbitraires les valeurs de certaines derivées d’ordre p
(des dérivées d’ordre inférieur a p n’intervenant qu’a titre de cons-
tantes arbitraires). Cette convention a l'avantage d’introduire des
nombres de fonctions arbitraires .bien déterminés. Nous venons de
voir, de plus, que les nombres qu’elle introdait sont précisément les -
nombres invariants qui avaient ¢té définis précédemment.

18. De ce qui précede, il résulte qu’au point de vue ou nmous nous
placons actuellement, le degré de généralité de la solution du systéme
aux dérivées partielles correspondanta un module de formes donné est
caractérisé (outre un certain nombre de constantes arbitraires) par
les.nombres o, 5,, ..., 5,.,, correspondant & un ordre connu p pour
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lequel les formes du module constituent un systeme en involution. Les
nombres (¢) correspondant aux ordres plus élevés p + 1, p + 2, ...
pourront jouer un role analogue. Mais on peat aller plus loin et dire
dans un sens analogue que, méme si les formes en involution d’ordre p
ne peuvent pas étre considérées comme les formes de cet ordre d’un
module défini par des formes en involution d’ordre p— 1, le degré de
généralité est caractérisé par les nombres

On- 2= Fn-1r Tn—-13

c’est ce qui résulte des remarques faites au n° 10 : ces remarques
montrent en effet que la solution générale est enticrementcaractérisée
par la donnée de constantes arbitraives et de

Ty Tay Ta—— Ty, ceey Ty Tpeqy Op—i

fonctions arbitraires de 1, 2,...,n — 2,7 — 1 variables (ces nombres
ayant encore unc signification « invariante » ).

Donnons pour terminer un exemple trés simple anquel on pourra
appliquer ce résultat ainsi que ceux des numéros précédents.

Soient (*) deux formes du deuxieme degré a 4 variables dont les
coefficients ne soient pas proportionnels; excluons le cas ou clles
seraient constituces toutes deux par le produit de la méme forme
linéaire par deux formes linéaires (distinctes) et seraient par suite en
involution; on peut alors par changement de variables et combinaison
linéaire en déduire deux formes A, B

A= a2} +axi—+...
Bz«x‘;;ﬁ—bw%—}—... g a+izo,
les termes non écrits contenant 'une au moins des lettres a,, x,. Le
systéme des deux formes n'est pas en involution ; celui des formes du
troisidme ordre que I'on en déduit en multipliant chacune elles par
chacune des lettres & est en ingolution; on peut s’en rendre compte
rapidement de la maniére suivante. Formons I'expression

C=xyA+(bey—a)B=(a+ 0?)ad+...,

(N CLL C. R, Adead. Sc., t. 474, 1922, p. 991,
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les termes non écrits contenant au moins 'une des lettres ., o, ; et
considérons le systéme des équations obtenues en égalant & zéro
A, B, Crésolues respectivement par rapport a o}, 2, @y, ;. Ce systéme
de monomes est compler (*); si d’ailleurs on adopte pour le classement
des monomes d’un ordre déterminé celui qui a été indiqué aun® 7, on
constate aisément que le systéme d’équations aux dérvivées partielles
correspondant & celui dont nous venons de parler est sous forme cano-
nique et complétement intégrable; ce point étant admis,on apercoitimmé-
diatement les valeurs des nombres (o) relatifs & 'ordre 2 et a I'ordre 3
en considérant les deux systémes de monomes « premiers membres »

My= (x}, @, 2y), M,= (@}, &}y, 2,205,723 2] 02, X225, T]T, X232,).
Le tableau M, donne .
g2 =14, =3, al®l=1.

La somme o + 237 + 3¢} est 13, nombre supéricur au nombre
des monomes d’ordre 3 qui ne figurent pas dans le tableauM,.
Le tableau M, donne

18— B (3) —
g3 =38, o= 4, o’ =o.

La somme ¢+ ;cf‘)—}— 36" est 16, nombre égal au nombre des
monomes d’ordre 4 qui ne sont multiples d’aucun M,.

Sil'on s’en tient aux nombres o,, g,, o, correspondant & la forme
en involution d’ordre le moins élevé dont est susceptible le module,
on pourra dire que le degré de généralité de la solution du systeme
aux dérivées partielles considéré est caractérisé par les nombres

8, 4, o (ovdre 3).
La remarque faite plus haut précise comment on peut dire, dans un

sens analogue, que le degré de généralité est caractérisé par les

nombres ’
S—4=4, 4, o (ordre 2).

(1) Voir Journal de Math., 1920, p. 77.

- OO ———

dnn, Ec. Norm., (3), XL1, — Murs 1g34. Q



