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LES

M O D U L E S DE F O R M E S A L G É B R I Q U E S
ET LA

T H É O R I E G É N É R A L E DES SYSTÈMES DIFFÉRENTIE1S

PAR M. MAURICE JANET

On possède, pour l'étude des systèmes différentiels les plus géné-
raux, deux méthodes bien distinctes; dans l'une, les Jonctions incon-
nues et les variables indépendantes t iennent dès l'abord des rôles diffé-
rents : on a affaire à un système d'équations aux dérivées partielles;
dans l 'autre, on ne fait tout d'abord aucune différence entre les
diverses variables, dépendantes ou indépendantes, qui peuvent inter-
venir, quitte à les distinguer ensuite, pour les applications : on a
affaire à un système d'équations de Pfaff. M. Riquier d'une part,
M. Carlan de l'autre ont montré comment ta solution générale d'un
système quelconque d'équations aux dérivées partielles (1), ou d'un
système quelconque d'équations de Pfaff (2), se trouve entièrement
déterminée par la donnée de certaines fonctions et constantes arbi-
traires en nombre fini. Il est intéressant de confronter les deux
méthodes, mais il convient pour cela de faire tout d'abord une étude.
purement algébrique, qui a son intérêt propre : la notion de système
de formes {de même ordre} en involution, à laquelle nous sommes

( 1 ) La question est traitée dans toute sa généralité, au premier point de vue, dans ma
Jhèse (Journal de Mathématiques^ igao).

(">) CARTAN, Annales de l'École Normale supérieure^ 1901 et 1904.
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amené, est ut i le dans la théorie des modules de formes ; c'est, à l 'étude
de cette notion ( i ) qu'est consacré le présent travail ('2). Indiquons
dès maintenant son ut i l i té dans la théorie des systèmes aux dérivées
partielles.

•Dire qu'un système de formes d'ordre p est en involution, c'est
énoncer une certaine propriété qu'i, ainsi que nous le verrons, est indé-
pendante des variables choisies; certains nombres (cr) sont attachés
d'une manière invariante à un tel système. E tan t d o n n é un module
quelconque de formes algébriques, les formes d'ordre p qui appar-
t iennent au iïiodule forment un système en iwolution dès que p ^ p ^ , jpo
dépendant du module. Soit maintenant un système S d'équations aux
dérivées partielles à une seule fonction i nconnue de n variables indé-
pendantes; pour plus de netteté, supposons-le l i n é a i r e ; les formes
caractéristiques des équations de ce système et de toutes celles qui
s'en dédu i sen t par dérivations et combinaisons linéaires forment un
module; il suffira de conna î t r e ce module pour connaî t re le « degré de
généralité » de la solution de S': les nombres (cr) correspondant à
l'ordre p ^ p ^ feront connaître les nombres des fondions arbitraires qu i
servent à déterminer la solution générale du, système; ces nombres ne
dépendront que de p et non des variables choisies.

On aura ainsi par une étude directe caractérisé le degré de généra-
lité de la solution, d 'une manière invariante dans tout changement de
variables indépendantes, i

De plus, en raison du caractère purement algébrique des présentes
méthodes, on aura indiqué une vole aisée pour préparer à Fétude
des, systèmes d'équations de Pfaff, et en particulier des ce systèmes en
involution » (3).

l. Les nombres G" relatifs à un système déterminé de variables. Enoncé
du théorème général. — Donnons-nous un système quelconque de
formes (F) d'ordre p en x^ x^y ..., x^\ soit m leur rang, c'est-à-dire le

( 1 ) En particulier, nous ne chercherons pas ici à vérifier la concordance des résultais
obtenus par lés deux: méthodes.
, (2) Les principaux résultats en ont été résumés dans une Note aux Comptes rendus^
t. 17i, i9'2^ p. 43^ (Voir aussi Comptes rendus^ t. 174, K)^, p. 991).

(3) Cf. en particulier CARTAN, Ami. Ecole Normale 1904.
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.nombre de formes l inéairement distinctes qu'elles comprennent,
les r^ monômes (1) en x^ x^ ..., ̂  étant .considérés comme autant
de variables indépendantes. Considérons maintenant le système cons-
t i tué par les formes F et les monômes d'ordre/? en x^ x.^ ..., x^ qui
contiennent effectivement x^ ; son rang sera m -4- cr, (r^~1^ ^ o). Appe-
lons de même 772 4- c^ 4- o^ le rang du système constitué par les formes
précédentes et les monômes en x^ x^, ..., Xn qui contiennent effective-
ment x^ (autrement dit encore par les formes F et les monômes qui
contiennent l'une au moins des variables x^ x^) (r^^o-^o). De
même m+ cr^ -}- c"^ -+-... 4- c^ sera le rang du système constitué par
les F et les monômes d'ordre p qui cont iennent l 'une au moins des
lettres^, x^ ..., ̂  (T^^a^o); m+ cr, + o-2+...4- ̂  sera évi-
demment égal au nombre même T^ des monômes d'ordre p à
TÎ variables.

Soit maintenant m^ le rang du système des formes (F') (d'ordre
p+i) que l'on obtient en mult ipl iant l'une quelconque des (F) par
l'une quelconque des variables (<r).

On pourra définir pour les formes (F7) des nombres (cr') qui tien-
dront pour elles le rôle que t i ennen t les (G-) pour les (F).

Nous montrerons que : -

i° La quan t i t é o"^-+-0-3 4-...4-^ est au plus égale à la quanti té
c^ 4- 20-2 4-...-+- 720-^; autrement dit, le rang des (F') est au moins égal
au nombre p^+1 _, ̂  _^ 3 ̂  ̂ _ _ ^ ̂  ^ ̂  ) ^

2° S'il y a égalité :

a. I l y a encore égalité entre les deux quanti tés ^4- a^ 4-...-+- cr^
• e1!.c^-f- 2 cT7, •+-...+ /-Àcr^ [où les (o-") t iennent pour les (F") d'ordre
p 4- 2, déduits des (F') comme on a déduit les (F) des (F'), le rôle
que t i ennent les (c/) pour les (F') et les (cr) pour les (F)] et par suite

( 1 ) Le mot « m o n ô m e » di'signe dans tout ce qui suit une expression de la forme
.r"!.^.. . rg" ou les (a) sont positifs ou nuls.

(p 4- î)(p -i- -2 ). . . (p -^n .~i).Nous posons T^ = i. ̂ . .. ( n — ï )
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égalité entre
c^+o ̂  ̂ +i) + _^ ^0+L et. cr'/11 -h 2 o-^ --{- . . . + n ̂ \

é. De plus, les (or') sont donnés en fonction des (a-) par les formules
<7/» ^ °"/̂

^//-l = 0'//-+- ^-l,

(7 .̂ -= î7/, -̂ - 0-/,_i -l- . . . -4- CT/,,

• ! • C7, = 0-^ -+- CT^._,i -h . . . -+- (7p

II. en résul tera imméd ia t emen t que le rang des formes [F^j d'ordre
p 4- X sera d o n n é par la f o r m u l e

(i ) , m^= r/^- fa. + ̂ i±-L + . . . ̂  ̂ , (>^0:^1'.^0:^ k - ̂
L î ' l . 2 . . . À ' — i

-+ . . . 4- a// t.̂ .̂ 'l̂ .̂ .̂  • • ( Â + tl — 0 |
^ • 2 . . ^^^^^^

c. Si l'on f a i t - u n changement de variables arbitraire, V égalité sub-
siste et les nombres (o-) ne changent pas (1). Les nombres (a) a u r o n t
donc une signification indépendante des variables choisies [ce der-
nier point résultait déjà de la formule (i)].

d. Enfin on a
o- i^CTa^. , .^cr^ ..^o-,,

(^ n'est d'ailleurs différent de zéro que dans le cas tout particulier où
toutes les formes (F) sont identiquement nulles).

2. Autre définition des (<7). - Les nombres (a) peuvent s'intro-
duire d'une autre manière que nous allons indiquer dès maintenant

Répartissons en classes les monômes en,r,, ̂  ..., .̂  par le pro-
cédé suivant : -

i" classe : monômes contenant effectivement x, ;
2e classe : monômes ne contenant pas x, mais'contenant effective-

ment x^ \

icIl̂ L651 pas aiiïsi7^^n^^
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.^ classe : monômes ne con tenan t aucun des ^ (i <^ ^) niais conte-
nant effectivement^.;

n^ classe : monômes en ̂  seul.
Dans les formes (F) données, portons notre at tent ion sur les termes

en x-n .seulement,, qui ne sont autres que lestermes en x^\ si l'on peut
trouver une forme (F) contenant un terme en x1^ on posera p^==b,
sinon onposera p^= i ; au t re rnen td i t le rang des (F) par rapport au mo-
nôme de^ eclasseestpa^défini t i .on r^"1 — ?„,= i — ^ ^ ( T P ' ~ Ï = i^^îio).

Le rang des F par rapport aux monômes de ^e et de Çn—i)6 classes
est par déf ini t ion • . 11

(Fr^p/o ^(rr11-^-!) (rr^.-p.-îâo).-
Le rang des F par rapportaux monômes de n\ (n — ï)6, ..., k^ classes

sera par définition

. ̂  ' l — pn -4- ÏT-! - p. -i 4-. . . + r^t,, - p/,. - •

Le rang des F par rapport à tous les monômes d'or-dre/? sera

i^-i-p^4..rr1-p.-I-^...+^^ l-pl. • i i i

Je dis que RA n'est autre que cr/,.
En effet le rang du système const i tué par les (F) et les monômes

de Ie, 2e, ..., /Ie classes est ( i )

1 -̂1 - ?,+ rr-^ p/^ +..,,+ ra-p^t+ W^ -h-r^,. -+-• . .+ rr1.
Le rang du. système" constitué par les (F) et les monômes de Ie,

2e, ../, (7- — îY classes est

r^-p/.+ïT1 -p.-t-4-... -+-r^^-p^,+T^,, -h.. .4- rr1.
La différence de ces deux: nombres est égale à p/,-. D\;)a : o^ == p/,.

3. Démonstration de la proposition (1°). — La définit ion des (cr)

(^Soient en général des variables j/i, V â i ^ N ; et (f) des formes linéaires en Q/) dont
le rang relativement à JV2-.-/K seuls (K < N) soifc r : le rang du système constitué par
les (/") et les variables y K-M , JK+2, . . . , JK est r 4- N —- K.
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qui fait l'objet du numéro précédent va nous conduire presque immé-
diatement a la propriété ( i°) énoncée plus haut.

Les (or ) 'ne changent, évidemment pas lorsqu'on substitue aux
formes (F)m combinaisons linéaires de ces formes pourvu que ces
combinaisons <î> soient indépendantes. Les formes ^ qui s'en
déduisent comme les (F') se déduisent des (F) sont des combinaisons
linéairesdes F'; d'ailleurs les (F') sont de même des combinaisons
linéaires des €>'; le rang des î^ est donc encore m'; on peut leur
substituer m' combinaisons linéaires indépendantes; les (a') ne
changent pa's.

Les m combinaisons linéaires des (F), indépendantes, que nous
utiliserons seront les formes ̂  suivantes :

r^~1 — cr^ forme de rang TÇ1 -—•o-^ par rapport à x^ [c'est-à-dire sim-
plement,au cas ('7/2=== o) ou une (elle forme existe, une forme conte-
nant eftectivement un terme en a^].

r^1 —cr^.,, formes ne contenant pas .z'f et de, rang Pg'"1 -- o-//,.,,.,i par
rapport aux monômes de Çn — i)® classe.

IT"̂ .! formes ne contenant pas de monôme de n'\ ( n — ly1, ...,
(/c -4- i)" classes et de rang r^,^ — 07,. par rapport aux monômes de
k^ classe.

Nous appellerons ces formes, respectivement, formes de r^,
(n — 1)% ..., /^ classe.

Mult ipl ions la première forme par .̂ , les formes de /Ie, (n — i )°classes
par^_,, les formes de 71e, ( n — 1)®, ..., /^ classes par^, les formes
de toutes les classes par x ^ . (Ce qui revient encore à dire : f o r m o n s les
formes d'ordre p +• i déduites des F en utilisant comme variables mal-
tiplicatricespow la r^ classe x^ ^^,,y..., oc^ ; pour la ( / x — i ) 6 classe
^-0^-2? • - • » ^n pour la ^e classe, ̂ , ..., x^ ; pour la première, x^)

Nous obtenons certaines formes <!>' d'ordre p -+- i que nous appel-
lerons <t^. Les formes c^ que Fon obtieut en u t i l i s an t une variable ,z^
déterminée ne diffèrent des î> de. classes n, Çn — i), .... k que par la
substitution à chacun des monômes m. q u i entrent dans ces <î> da pro-
duit w^; on peut affirmer non seulement que ces î^ ne renferment
pas de monôme de classe supérieure à k mais aussi que leur rang par
rapport aux monômes de classe k qui y entrent est précisé'ment

.Tr'— ^-+- IT1 - ̂ ^ 4-... + r^ - ̂ ; ce seront « les '.^de ^
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classe ». Il résulte immédiatement de là que le rang total des ̂  est

, : 1 1 1 . 1 1 1 1 1 1 ' . ,\ 1 ' \ rr1-^ - ' ; ', : • i l l i l - , ; 1 - : . 1 '
,.'V,, ; 1 1 ^ 1 1 ^r^-i^.^+rr1-^^/'11 . ' .

• ' , , 1 1 : 4-...... ..... -.-.. -.. .. .., , '1 , - ! ^

: 1 ' ; 7 : : 1 ' 1 1 • 1 1 :;;, '•;177+Tl^l_^^^^^l-l^-111+l-•+^^l- ,' 1 , • 1 1
1 / 1 Donc . 1 • 1 1 : . ; 1 , , . 1 : 1 : 1 . . 1 1 1 ' / 1 1 : . , 1 1 1 ; 1 ' 1 - • ' • ^ 1 1 - . , , 1 1 1 1 • 1 1 ' 1 • 1 1 ^ !

1 • „, w^/^^^^^^^ o-^i) -+-. . -+rg-1 -,0-1,

ce qui s'écrit encore
L , rr1 - (^ + a, -h... -h o î n(rr1 - ̂ ) + (^ " i) (rr1 ~ ̂ _o

-k...+(rr1-^),
ou en utilisant l'identité connue

• ' ' ^i^^^/iT^i^^^-x^rr1^...^-^ , . , ; 1

, , 1 1 ^ ^ '<:J"/11'+- ^24-- • •-^-l^=lcrlll+'l/2c7'2 '+•• -.1•1+ ^^l- 1 1 1 . 1 1 1 1 , ' . , .

(Proposition i°.)

4. Démonstration dela proposition (2°). — Nous allons supposer
maintenant que Fon a l'égalité

<7l-+ 0"2 •+-•. .+ (7^==0-i-+- 2<T2'4~ . ..-+- nVn- • ,,. , ' 1 1 '^ . • .,

Autrennent dit, toute ^ obtenue en multipliant une ^ par une
variable q u i n ' e s t pas muhiplicatrice pour elle est une combinaison
linéaire des <E^ (obtenues en se servant des variables multipUcatrices).
Nous dirons dans ce cas que le système (F) donné est eninwlution(1),
pour le système de variables ̂ , ^a, ..., OD^

1 tlîous allons montrer que si le système (F) est en insolation ̂  le sys-
ttîml^^^^^^^^^(^ II suffira de montrer pour cela que toute ^ '
obtenuie en^^^^ une variable qui n^est pas multipli'-
catricepôw" e^ est combinaison linéaire des ^, obtenues en se ser-
vant des varîc&îe^ multiple cet énoncé on entend par

(1) Plus généralement, nous serçns amené plus loin à dire qu^un système de formes
d'ordre p est en irwolutiolz quand oa peut le ramener à la forme précédente par un cKan-
gement (Hnéaire et homogène), dfes variables.

1 1 : - - 1 : , 1 ! " , 1 1 Arm. Éc. Norm^ 'CS-),^!.!.:;1"-.?^!!!»^1-!^.11^1' 1 ; ^ : 1 1 1 ; 1 1 1 . . : 1 1 - 1 ; • 1 . ^ : 1 ^ 1 1 1 1 •; 1 1 1 1 , ; 1 :1-,,' 1 1 ^ 1 1 ' . S . ' 1 1 1 1 / . 1 , 1 . ; 1
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variables multiplicatrices d^une ^\ de k^ classe les variables x^
^k—{ î • • • > *3^ •

Considérons le produit d'une ̂  de i,1'® classe par .̂  (î quelconque).
Il peut s^écrire

^(^i€>)==^(^^),

^$ est par hypothèse, dans tous les cas, une combinaison linéaire
de formes î^ ; comme x^ est mulfciplicatrice pour tous les <3>^ nous en
concluons que ^i(^<ï>), et par suite le produit d'une ̂  de i^ classe
par x^ Ci quelconque), est une combinaison linéaire des <Ï>^

Considérons le produit d'une <I^ de /^classe par ^:(; quelconque).
Il peut s'écrire

^ ' , ^(^):=^(^<t>1). ^ ' ; 1 ^

a^<& est par hypothèse une combinaison linéaire des formes ^ ;
comme ^ est variable multiplicatrice des formes Ï>[ de n'\
(7^—I)e , .... ^e claâses, on voit que le produit d^une^ de /0e classe
par.y, est une combinaison linéaire de certains^, efc de produits de ^[
de (À'— i)6/^-. 2)°, ..., i^ classe par .̂.

En faisant successivement k = 2, 3, ..., on voit apparaître avec évi-
dence la proposition annoncée, et par suite la proposition (2°) (a).

5. Dans le cas où Œ\ •+- ̂  + ... + .< === Œ, +202 + ... + T^, on peut
affirmer que les ^ (obtenus par variables multiplicatrices) consti-
tuent w'combinaisonâ linéaires distinctes des F'; d'ailleurs les ̂ ' den0,
(n —1)% ..., À6 classes, satisfont précisément aux conditions que nous
avons exigées à l'ordre p pour les <3> de /i% (zi — t)6, ./., ^classes
(début du n0 3).

On en conclut immédiatement les égalités
•:- -''r?':'—^.1^^1-^,,,,1 ', 1 : 1 1 ' - 1 1 / : 1 1 1 1 ^ ' 1 ' 1 ' 1 1 , ,
^ '^ ;11 ^'.^.•.•-^..^rf-^^^T^^ , •1 1

1 ; , : '. T^ - ̂  '.i^ l̂ r':l - ̂  ̂ •rr1 - 0,^,4-... + ra... ~ ̂ .,
; 1 1 ; , 1 1 1 1 ", l.•^l^ i•, l -<^l^•=rf-l~c^,-+-Trll- ̂ ,+. ..+^rl*-^.<î.lll ; / 1 , : ; • 1 1 1 1 1 1

En utilisant les identités :

' r^^^r^-^r^-'+^.^ra
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les formules précédentes s'écrivent :

y n -— °fi^

'7'n-{ ̂  <7/! -+- ^,--1.

CT/,. == cr/^ 4- '7/,-.i 4- • . . 4- Î7/.-1

OY =: o-^-h <7^-i 4- . . .4- CTi,

c'est la proposition (2°) (&).
D'ailleurs puisque les^F^ sont encore en involution, les nombres

(V) seront donnés par les formules

^it :=: ^n :==: ^n i , ' •

C7'̂  .,., —— o^ + o-^ _ ^ == -2 CT,, -î- C7/, - i,

^ =<7^-h(7^,i •-!-.. .+^,==(n—/c4-i)^4-(^---/c)cr^,.i+...4-cr/,,
............................................................ 5

o-î = o-^-4- fî,^.4-. . .^-t/i = //o"/,+(^ "— l)<7/z-i'4-. . .-+-0-1.

On en déduira d'une paanière générale tous les o"^ correspondant
aux formes F^ d'ordre p 4- X du module (F) :

,-,, . 7.(^-4-ï) À ( Â 4 - l). . . ( ' À 4- { i — 1)
- ^>)=^+./.^^4- »-^-^a^4~...4- -i~——-^-^.^i———(j^^

?. (À4- ï ) . . . (À4-^—/r - i )-i- ...-{- —.——.————,—.——————— a-n.. •i . 2 , . .{n — k)

D'ailieurs le rang des formes F d'ordre p 4- À s'obtient en retran-
chant deT^4'^ le nombre

/ : ; ^ + ̂ -1 •+-...+ ̂  = ̂ +t} ̂  ̂  4- (A4- I) ̂  -h- a'+"[)(A"^) ̂

' . 1 ^ : • ' ( A 4-l)(7.4~ 2 ) . . . (7i-+- n — ï )
; 4-., .+.—————„..,(,_,)—————T"

(polynôme en X dont le degré, augmenté de i, est égal à l'indice (In
dernier cr qui n'est pas nul).

6. Nous arrivons maintenant à l'importante propriété qu'ont les
nombres (a-) d'un système en involution d'être invariants dans un
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changementlinéaire et homogènearbitraire des variables indépen-
dantes.

Remarquons d'abord que les considérations du numéro précédent
suffisent à prouver que ces entiers ont une signification indépen-
dante des variables choisies. Le rang des formes d'ordre p •+• X qui
font partie du module (^défini par les (F) est en effet indépendant
des variables choisies; c'est d^ailleurs, d'après ce qui précède, un
polynôme en À; or, un polynôme en "X ne peut se mettre que d'une
seule manière sous la forme (i); la donnée des entiers (cr) est entiè"
rement équivalente à la donnée de ce polynoiïie.

On voit dès maintenant que si après un changement de variables,

.2*1, ^•a, . . ., X-^ \ Xi, Xa, . . ., X^,

le système des formes données est encore eninvolution, les nouveaux
nombres (a) seront égaux respectivement aux anciens.

Nous allons montrer qu'un changement arbitraire de variables
(c^ost-à-dire un changement de variables dont les coefficients sont
soumis seulement à des conditions d'inégalité) maintient effective-
ment le système en iwoîulion.

Considérons le système de formes en x^ ^25 ' - •? ^constitué par
les formes (F) données et par les formes

\ ! , ' ! ! 1 1 , 1 , . : • ! , ! ! ^ ; '.:. . 1 ' \ ; 1 , 1 , ' . ! 1 :: ^ '. ,,' .i 1 : . _ ' , 1 1 ' ! '
(^l)^+a^^+...+^^^^^

où M^i est un monôme quelconque d'ordre p — ï en x^.x^ ...y x^
et où les a^ sont des constantes arbitraires; le rang de ce système
est m +• S, ; il ne peut augmenter quand on fixe des valeurs pour
les a; en particulier

: 1 1 \ : 1 1 1 1 : ; / 1 1 1 , : 1 1 ^ ; • 1 • ; . . 1 ; / ; ; ; 1 • 1 : < , ; • ' ' ^ ^ ;11•-1^1^^^^ - 1 '^ , ' • 1 ' 1 ^ '

Soit de même m + S^+Sa^^^^^^^ constitué par les
formes précédentes, les a0^ restant arbitraires, et les formes

\ : 1 : : • • 1 1 1 1 ; - : ' '.,1 , ;.'(aW1^^11^^^1.^ ^ ;, / 1 1 , 1 1 - 1 , / . ̂ y1^

où les c^^ sont aussi des constantes arbitraires ; le rang ''ne .peut .au^1

( t) C'est-à-dire qui sont de la forme S II, F/où les Uï désigner
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menter quand .on fixe des valeurs pour les a^\ a^; en particulier
^4-<^Il+22. 1 . ,

rune manière générale, m + S, + S, +.,.+£, sera le rang du
système constitué par les tomes données et.les formes

, (ay^+a^2+..,.^^ll•)^Mp-l {i:=k^

où les a^ restent arbitraires;
' ' - 1 " 1 (7l4-0•2+...-+-0•Â•^l+:s2+••••+•:2^

D'ailleurs on aura r égalité

cri4-CTa-i-.* .4-o'w^1^!^ ^a'4""--•^ / I '»

puisque les deux membres représentent la différence entre 1̂  et le
rang m des formes F données.

Des égalités et inégalités précédentes, on tire

^^/n. ! ' 1 ; 1 1 1 . !

0-7Î-+- O'/l-l^/l-4- ̂ -l^

cr^ 4-^-i4-...-+-o-.2^/,-+-2,^i-4-. . ,-4-Sa , ,' ,

D'où là conclusion
^4-20-â4-. .'.-+• 710'^^ Si-4- 22s •4-. ...-h nîn'

Fixons maintenant les valeurs des (û) de manière que les S ne
changent pas (et que les n formes linéaires soient indépendantes);
prenons pour nouvelles variables les formes

. , , • , ' : ' ; • • , / , : : ' , ' X,==:a^^l4-^^2+...+anf)^.l , , ! ,

En utilisant la proposition (1°), nous voyons que le rang des
formes î1 est au moins égal à

• 1 1 1 1 1 ,,.,;:•. Jg4.1__ (^^4, 22â+.l.ll.l.+/^l^ . 1 1 , 1 1 1 ' ; ' 1 1 , . 1 ,

Or, nous savons que ce rang est égal à
1 1 1 : 1 , : 1 , . , , 1 1 . 1 , l',^g+ll—<,crllH-a,o•24-.l..-^-^c^^)l,•l'l,, , 1 1 1 1 1 ; 1 1 : ; - / , ' 1 . .
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autrement dit encore
: ' ; ' ' . 1 C7.i "+-2(72 "{-•. . . 4-..^^^i "+- 3 ̂ â 4- . . . '4- /ZJ^.

En comparant au résultat obtenu plus haut, on voit que l'on a éga-
lité entre les deu:x membres
- • • \ , • 1 1 ; ; a^ -h2<3^ 4-. ..-+- /l(7/,=:.Si-+- 2^-h. ...+• n.^n'î •

le nouveau système est donc en involation, de plus l'égalité précé-
dente ne peut avoir lieu que si les formules (i) sont toutes des égalités ;
iVoù ' . ' ' • ' - 1 ^ ' . ' " . -, , ' ; ^ .;• . /' .'••' - !, ,

. 0"̂  ==: ̂ ^, ^'n—i '^'•^n—if ' • • . -, ' •. • 0"̂ .==: -S'/c/ , , , , , 04 === JB^

les nombres (2) ne sont autres que les (cr). La proposition est établie.
Il est bien connu qu'un changement de variables arbitraire fait

apparaître dans une forme le terme ^f. Nous concluons de là qu'en
excluant maintenant le cas banal m === o on aura toujours £„=== o. Dans
le cas w == o, les valeurs des 2 sont bien évidentes :

• V ——T1/.»1-! \'1 , — — T / ^ - l V ^__ p//-i V „, •l1-»;;-!
, . . ^ . — A ^ -2—-^n- . l - - - -Â -—— 1 / ^ -A•+1 • •-—'l^^ •1•/1 *

7. Classement des monômes tordre p. — Étant donnés deux monômes
de même ordre?, <»

M: : ̂ *.y^ .. ; x^ { " : '.W === ̂ "i.^^ , . ...̂ .,

nous dirons que M est postérieur ou antérieur à M' suivant que la pre-
mière des différences a^ — a'p a^ — a^, ..., a^ — a^ qui ne s'annule pas
est négative ou positive. Cette définitioj^ qui est évidemmenfc légitime

'(siM' est. postérieur'à M'' et M'postérieur a. M7'? M- est postérieur'à M").
peut être présentée d'une manière qui met en évidence son lien étroit
avec certaines des notions précédemment introduites (1). Remarquons
que'si M, M' sont de classes di^^ (voir • n° '2), ' M sera

( i) On peut remarquer que ce classement qui offre, comme nous le verrons, des pro-
priétés remarquables aurait pu être imaginé simplement en iwersant le classement-pro-
posé par M. Delassus et utilisé par d'autres auteurs (Cf. C. IL Âcad. Se., t. 174^ 19%%,
p.^i).;' 1' ^ •^ •^, ' ,;, • ;: ' ' , ^ , • 1 ' , . ,. • - ;, , , .'.', ; ' ^ , '•^ ^..:11 - ^ _

Donnons encore deux autres formes de la définition ici adoptée pour lè^ ïnots «pos-
térieur » e t « antérieur». ' ' ; '. , " 1 1 ' .• - , , ., . '. . ; 1 1 1 . . 1 1 ; 1 : ; 1 1 , - \ ' ; . . • • ' : ' ^

1° Si les deux monômes M, M' sont d'ordres difîÉerents, X i , % par rapport à
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postérieur ou antérieur à M' suivant que k sera supérieur ou infé-
rieur ai '7 . De même si M, M' sont de même classe /', mais si leurs
quotients par ̂  (qui sont deux monômes M^ M/,, de degré p—i
en a?^ x^^ ..., .ẑ . seuls) sont de classes différentes /»*,, A'/M sera pos-
térieur ou antérieur à M' suivant que k^ sera supérieur ou inférieur
à k\ ; de même, si M, M'sont de même classe A-, leurs quotients M,, M\
par x^ de même classe k^ les quotients des nouveaux monômes
par x^ de même classe Ày, etc., les quotients des monômes obtenus
par division par x^^ de même classe Ap, les quotients Mp_n, Mp+i des
monômes précédents par oc,, de classes différentes K, K'', je dis que M
est postérieur ou antérieur à M' suivant que K est supérieur ou
inférieur à K7.

En effet les nombres a, a'/sont respective-
ment égaux aux nombres analogues relatifs aux monômes Mp+i Mp^
puisque ceux-ci ne sont autres que M, M7 divisés par un même
monôme; Mp.^ Mp^ ne contiennent pas de variables d'indiceinférieur
à À"?, et d'après ce qui a été ditprécédemment, Mp.^ est postérieur ou
antérieur à Mp_^ suivant que K est supérieur ou inférieur à K'.

Considérons maintenant des formes (F) d'ordre/?, de rang m, nous
pouvons en trouver m combinaisons linéaires (^indépendantes rayant

^2, ^3, . - . , ^ti (pris dans leur ensemble) M est postérieur ou antérieur à M' suivant
que Xi est supérieur ou inférieur à \\. Si M, M' sont dô même ordre respectivement
par rapport aux ensembles (^2, ^3, ..., ^), (^3, ^4, -., ^), (^, ^+1, ..•,^)
mais d'ordres différents XA<, V^ par rapport à (^A'+I, • * . , ^n) pris dans leur ensemble,
M est dit postérieur ou antérieur à M' suivant que 1/c est supérieur ou inférieur à X^.. On
déduit de là l'autre forme annoncée (2°) :

'i° Attribuons aux variables a?i, ^2, ..., x^ les « cotes »> :
^.

i
0

^21

^31

^1

Xy

. 1

I ,

0

^32

^^2

,

Ï

0 I .

œ' i

1

1

I

I

0

cote i1'6.....
cote 7e.....

cote^n+i)^.

les A étant d* ailleurs quelconques. On voit immédiatement que le classement qui en
résultera pour les monômes d'ordre p sera précisément (i°).

(^Trouver les <î> revient à résoudre ̂ anoniquement (voir f^ Math., 1920, p. io5) le
système F = o, le classement, adopté étant le ôiassenaent actuellement défini. Si le sys-
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la propriété suivante : on peut faire correspondre aux (<&) respective-
ment m monômes distincts d'ordre p , (M), de manière que chaque
forme contienne efTectivero eut le monôme M correspondant et ne
contienne en outre que des monômes antérieurs à ce monôme M. En
groupant ensemble les formes auxquelles correspondent des monômes
M de même classe, on obtient des groupes qui ont les propriétés géné-
rales exigées des $ au début du paragraphe 3.

Mettons en évidence les deux remarques suivantes :

(a).Ledernier monôme ( ^ ) qui entre effectivement dans une com-
binaison linéaire déterminée, quelconque, des <&, est nécessairement
un des monômes (M) (2).

(&). Si ron multiplie une forme <Ï> par une quelconque des
variables^ le monôme M' (d'ordre p "+" ï) qui apparaît à la place de M
est postérieur à tous les autres monômes (d'ordre p -+-x) qui appa-
raissent dans la forme : c'est la une conséquence immédiate de la défi-
nition même des mots « antérieur » et« postérieur » qui ne fait inter-
venir que les différences a ^ — a ^ . ,

Supposons maintenant les formes (F) en involution et choisissons
les formes $ non pas seulement comme il est dit au ri0 3, mais encore
comme il vient d'être spécifié.

Les « derniers » monômes des formes <I> sontwmonômes distincts M.
Nous savons d'ailleurs que parmi ces monômes figure ̂ (?xw* fin n°6).

Appelons M'les derniers monômes des formes $^.
Le produit d'une forme $ par une quelconque des-variablès est une

combinaison linéaire des ̂  ; en utilisant les deux remarques (a), (6),
nous voyol)^ immédiatement que le produit d'un monôme M par une

terne des F est en iavolatîôn, les équations résolue^ canoniquement, chaque mcmoi'no
étant supposé remplacé par la dérivée correspondante, forment un système complète-
ment intégrabîe (même ïHlémoire, p. 107). (Cf. C\ M. Acad. Se,, t. 17A, 1922, p. 991, et
ci-après exemples n0 11 et i8.)

(î)Ledernier monôme d'un ensemble donné de monômes ^orârQ p eÂt eelui de ces
monômes qui est postérieur à tous les autres monômes de l'ensemble.

(2 ) A savoir celui qui correspond à la dernière for/ne <î> qui entro; effectivement dans
îa combinaison linéaire envisagée [si Pon étend aux formel <ï» là teriïlinoîogié (postérieur,
dernier) relative aux (M ) correspondants]-.
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quelconque des variables est un monôme M7. Autrement dit le produit
d'un monôme M de classe À: par une des variables a^, ^-i» ...,^4.^
est égal au produit d'un des M de classe h par l 'une des variables x^
^h-^ • • • ? ̂ - Soit oc^ cette variable.

Le premier produit ne contient pas les variables x^^x^^ . . . , , r<;
A' ne peut donc être inférieur à k. Comme, d'autre part, le premier
produit doit contenir oc^ k est égal à k et l'on peut affirmer que :

Le produit (Tun monôme M de classe k par une quelconque des
variables a^, ^n-i ? - • • ? ^/c+i est ég^t au produit d'un monôme M (déclasse
supérieure ou égale à 7r) par ̂  propriété (A),

Un système de monômes qui jouit de cette propriété sera appelé
système involutif(1). .

Appelons d'une manière générale (N) les monômes d'ordre./? autres
que les monômes (M), N^ un monôme (N) de classe ̂ ; —L est un monôme' ! ' - , : 1 , ^ ,, ,. , - ' : . . , '; ! , !^ . 1 1 ! x /e !

d'ordre j » — i , déclasse au moins égale à À; formons—Â" xx^\^ c'est
/ ! . ^ , t , 1 , • 1, ^ 1 , ; .1 1 1 , „ ; 1 , , . ! - , 1 ! ; X! /(;

un monôme d'ordre p dé classe k — i, je dis que ce ne peut être un
des (M); si c'était un (M), son produit par x^ serait égal au produit
d'un M par a^_,, or ce produi t est N/c^ o il y a donc contradiction. On
peut écrire

1 N^=N^. ! ' 1 ' ; ' . : ' : ' ' /. ;

X j ç '^Ic^-1 1 1 , 1 ^ 1 , ! \ . ^ 1 ! 1 ' 1 . , ,

Les monômes — s o n t compris parmi les monômes—^-21; d'où riné-
galité1.1 1 1 1 ' , . , ^ ! . ! , . ' ^ : l i l ' -/1 1 • : . " 1 ; ' , ' . l , l „ l l , . l j .,/.'1 . 1 1 ^ , , 1 . • :'
.: \! ! ' ^ 1. \ ' ^ : " . 1 1 '111 o"^^.^-i-r - 1 1 , 1 1 : \ • 1 . 1 1 1 : • 1 , 1 1 !

et'd'une manière générale

<7^i;5'<7^^'..;.5o-25^,

c'estlâ proposition (2°) (rf).
On peut d'ailleurs démontrer ces inégalitéSy d'une manière moins

« formelle » et plus directe, en utilisant un résultat précédemment
obtenu : rinvâriance des nombres (<r),

(1) Cette notion est analogue à celle de système de moooïïies complet (voirJournal de
Mathématiques^ X^Q^.'J^Y» ' : : , . • , ! . ' - 1 1 1 ' 1 , . ; 1 1 1 / ' 1 . , 1 , . 1 ; ' , - , 1 1 ^ , 1 , ! ! ' ! / ! , 1 • 1 1 ,
\ . 1 1 Ann. Éc. Nor m., ( 3 ), XLï»1 1— .FÉVRIER', 1924. ( 1 1 ' 1 ^ 1 : [ , ' 1 ^ ' ' •'. ' / I I I I M '1 1 ^ ' :; \ 1 1 • 1 1 1 1 ' : 1 1 1 1 1 ^ 1 6 1,1;1/"'-
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Soit un système de formes d'ordre p quelconque (non plus nécessai-
rement en involution). Soit^+S,4-...-+-SA le nombre dont aug-
mente son rang lorsqu'on lui adjoint les produits de k formes linéaires
a coefficients arbitraires par tous les monômes d'ordre /?— i. îe dis
queronaS^2^,£...$S,;

Soient d'une manière générale trois systèmes de formes linéaires (û),
(&),(c).

Désignons par r^ r^r^. les rangs des systèmes (a); Ça, À); (a, b, c).
Choisissons dans le système (a) r^ formes indépendantes; toute
forme (&) sera combinaison de ces r^ formes et de r^—r^ autres
formes indépendantes entre elles et indépendantes des r^ précédentes;
de même, toute forme (c) sera combinaison des r^ premières formes
et de r^c — ^autres formes ; on a donc

rahcï ra -+- ( l-ah — /•„) -t- ( rac •— ''a ),

c'est-à-dire
ral>c—relo^rah—^a 7

supposons que le système (a) soit constitué ( < ) par les formes (F) et
les produits de k—^ formes linéaires à coefficients arbitraires par
tous les monômes d'ordre? — i /e t le système b, comme le système c,
par les produits d'une forme linéaire a coefficients arbitraires par tous
les monômes d 'ordre/?—T. D'après cela,

^ t'a h— r^ = r^— r^== 2^i^

. - . : rahc— ra.c'^^k') ,
d'où

^12^.

8. Reinarquons d'abord que l'on pourrait tirer de la proposition
précédente une nouvelle démonstratiôiï du fait que x^ fait partie
des (M). Considérons le dernier^ Mo, des monômes M; s'il était dfî
classe k ̂  n, son produit par oo^ serait égal au produit par x^ d^un
monôme M.demême classe k, monôme M dont le degré en ^devrait
par suite être inférieur ai celui de M^p ce qui ne peut être, puisque Mo
est le ^m^r des (M).

(i ) Les monômes d'ordre p étant toujours regardés comme autantde variables indé-
•pendantes,'1 ' 1 1 1 • 1 1 1 1 1 1 , , ; : 1 1 1 1 \ , - " 1 1 1 1 1 ^ ! ! 1 - 1 1 ' ^ ! 1 . . 1 1 : 1 , 1 , , 1 ' 1 , 1 ^ , - ; • • 1 1 1 1 1 1 1 . 1 • . 1
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Plus généralement, montrons que si les (M) contiennent un monôme
de classe k<^n^ ils contiennent nécessairement un monôme de
classe k +• î ; il en résultera que les classes distinctes des monômes (M)
constitueront une suite d'entiers consécutifs à partir de n, n — î , ...,/;.

Le produit d'un des M de classek dont le degré en Xfç est minimum
(et égal à a) par une des variables x^ Çi=n, n—î, . . . , À-+-Ï) doit
être égal au produit paro^ d'un M, de classe supérieure et non égale
à A; d'où ce premier résultat : û == i .

D'autre'part, si Von choisit, i = k-+-1, on voit qu'il existe nécessai-
rement un M au moins de classe / c + i ; celui qui figure dans la
deuxième partie de la phrase précédente.

Supposons maintenant qu'il existe un monôme M de classe k et de
degré h ̂ = î en x^; un raisonnement tout analogue montre immédia-
tement qu'il existe un monôme M de classe k et de degré h—î en xj^.
Ainsi les degrés en Xk des monômes^ M de même classe k forment une
suite d'entiers consécutifs à partir de î : ï , 2, ..., / l y . Considérons les
monômes M de classe k et dedegréÂ^É: î en œ^; leurs quotients par x^
sont des monômes de degrép — h et de classe > 7c; le produit d'un
tel quotient Q/, par x, Çi=n, n—î, ..., k 4- î) figure nécessairement
parmi les quotients Q/,_^ par x^~'' des monômes M de classe k et de
degré h — î . Enfin le produit d'un Q^ par x,(î= n, n— î, ..., k -4- î)
figure parmi les monômes M de classe supérieure à A- que nous appel-
lerons Qo.

Le système Qo aux seules variables œ^ .̂.̂  ./.,.r^ est évidem-
ment lui-même involutif.

Les remarques précédentes suggèrent le moyen déformer effective-
ment les systèmes involutifsà n variables connaissant les systèmes invo-
lutifs de même ordre à n — î variables.

Soit Qo un système involutif d'ordre p aux n — î variables
! \ 1 1 1 - 1 . / ' . ^ itî '^'/ï—lî • • • î <3?2 • 1 . . • ., '

Choisissons des systèmes de monômes d'ordres je» —i , jD—2, .. ̂ p—h
que nous appellerons Q,, Q^ -^ QA tels que tout multiple du premier
ordre d'un Q, soit un Q^(î==i , à, ..., À) en entendant par multiple
du premier ordre de Q, le produit de Q, par une des lettres x^
^.^,...,^; te systèmeà n variables (Q^ Q^o ..., QA^) satisfait
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à la condition (A); et il résulte de ce qui précède que tout système
involutif à n variables peut s'obtenir de cette manière,

Exemple.— Proposons-nous dé trouver les divers systèmes invo-
lutifs du deuxième ordre à trois variables

(Qo)(Qi^)..--(Q^t).

Le seul système involutif du deuxième ordre à une variable est cons-
titué par l'unique monôme ̂ . '

Cherchons les systèmes involutifs de deuxième ordre à deux
variables ^3, x^ (autres que le système précédent); ^2 devra figurer
effectivement dans un des monômes du système; son degré maximum
sera i ou 2; dans le premier cas, le système est constitué par
(a^, .r^); dans le second cas, il doit y avoir aussi dans le système
un monôme de degré i en ^2, le système ne pourra être autre que
(^3? ^3^2? ^î)'

Cherchons maintenant les systèmes involutifs du deuxième ordre
à trois variables,^3,^2? ^1 (autres que les précédents); x^ devra
figurer dans un monôme du système; son degré maximum sera i ou 2,
Nous aurons donc différents cas a distingue
de première classe et de degré maximum ea ̂  sont

(^^)(^^) (^s't}w^ !
. . 1 1 1 1 : . 1 1 1 : 1 1 ' : 1 1 : ^ • 1 , ': - , 1 1 1 1 , , 1 1 1 . : 1 ' 1 1 1 1 1 - 1' 1 1 1 " 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 : 1 : ' , 1 A'^S1'37! / 1 . 1 : 1 1 1 1 ! 1 1 , 1 1 ,. 1 ' , 1 1 1 ' ,1 ' 1 , .

i ° (^.ri) : comme x\ et oc^x^ font partie dés deux systèmes précé-
demment trouvés» nous obteiaons deux types

l'l'l'l-'ll•;\>-:•,,t/:ll;;::l,:::-:':•ll:[- • / : : , • / ^ '•^l^'.^t^a»1^ ' ' ; ' 1 ' 1 1 1 / 1 1 1 : 1 1 : 1 \ , ' . 1 , 1 1 1 . ' , , 1 . . 1 : 1 , 1 1 : 1 1 ' l i l :
1 1 1 1 1 ; ; 1 1 1 1 : , 1 1 1 1 - , 1 ' ' 1 ' ' 1 1 1 1 1 1 1 ' . 1 1 , 1 1 1 1 1 1 '• ':': 1 ' 1 . : . 1 , . 1 : : 1 1 1 1 1 ' 1 , : 1 1 1 1 1 : 1 ! 1 ' 1 ' ^ ^ ^ i r . ^ ' ^ s ^ a T ^ . ^ a 1 » 1 ' / - ' ^ 1 ' ^ ! ? 1 ' 1 1 — 1 1 ! ' 1 1 ' • / " . 1 : 1 : 1 . , 1 1

2° (.r '̂i)11'1:. ̂ 3^ ^t ^1 ne font partie que du second des systèmes
précédemffîeM^^^^^ type i

•^. 1 ^ 1 1 ^ : \ 1 ^ ; ^ , 1 1 : 1 1 ^ 1 , ; : ; ; 1 ^ '.-x\, x^, , 1 1 1 , 1 ^ ' ^ . / . ^ ' ' - ^^Y^^^^^^
l•,.,;;l,l;'31^;^,.zîy:,y^) et^ç^a^i^^-un'-s^ul type1. /-11' : , 1 1 , / ^ ' 1 1 1 1 1 <• l l l l l l l , ' , l l , ; l l l l l l l l ' l l , • l l . l : - : . l l t ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^

:, l / l; l, l j.,',. i l l : IV^':':' l l l:' l,•: l l l'/ l l l :^ 1 1 1 : 1 : 1 , ' \^ ^^îi x^/^-1^^^'^.^^^^^^^^^^^^^^^^^^^
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4° ̂  ^ Gî est ici i ; ^3 eto^ doivent faire partie des Q,, d'où le seul

type /1 ^
(^, ^3^2, .r̂  ^3^1, œ^x^ ^}.

Ainsi nous obtenons 8 types de systèmes <c involutifs )>.
On aperçoit d'ailleurs, immédiatement, les valeurs des (cr); 0-3=0;

<^ et 0*2 sont donnés par le tableau suivant :

1 1 ^ : 1 : 1 1 \ 1 1 • 1 • 1 1 1 ; 1 1 1 • 1 ^ ! 1 , . 1 : ; ! ^ • , . ^ , '
/ : : •: ! 1 1 ! ! , ^, ^3.^
,' \, 1 1 1 1 1 , . 1 «^gï , ^3 ^£'2, A'^

^^ .Z'3.2-2, ^3^1

^1, ^3^îî ^ ^3^1

^J, ^s^Sî ^Jî ^^l

^aî "::;^3t2::'2» ^â» ^3'^i-) 3C^X\

x^, x^oc^ x^ x^x^ x^œ^ x\

^.
3
3
3
2

2

2

I

0

^

2

I

0

I

0

0

0

0

Une énumération de ce genre est utile pour trouver les systèmes de
valeurs possibles pour cr<^ G-^ ..., (r^ quand on se donne V ordre d'un
système eninvolution de formes à nvariables d'ailleurs indéterminé, et
pour former effectivement des exemples de systèmes en involution (1)
correspondant à un système de valeurs possibles pour les (or) : les
monômes eux-mêmes constituent d'ailleurs de tels exemples.

9. La définition des systèmes involutifs de monômes est équivalente
à la suivante : Un système de monômes (M) d^ordrep est involutif ^\ en
appelant variables multiplicatrices d^un monôme de classe k les
variables ^/o^/c—i ? •*•» ^\ 9 tout multiple M^ d'ordre^ 4- i d'un monôme
du système est égal au produit d'un certain monôme M du système
par une de ses variables multiplicatrices ( on dira que M est le monôme
^d'où^ 1 . , /'. - • \ , , - ^

Et la propriété fondamentale des systèmes de formes en involution
nous montré que si le système de monômes M est iîivolutif, le sys-
tème M' des multiples d'ordre/? + i de M l'est aussi.

D'une manière générale, le système M^ des multiples d^ordre jo+- ^
de M est involutif.

(1) Cf. CAnTAN, .Bulletin de ' là Société mathématique, ig ï ï .
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Admettons maintenant que pour une valeur particulière de Â ^ i
tous les M^ puissent s'obtenir en mult ipl iant chaque M par chaque
inonome d'ordre À ne contenant que les variables multiplicatrices de
cet M. Un M^-^ est le produit d'un M'^ par une des variables multiplica-
trices de ce.t-M^ ; ce monôme M^ est de classe inférieure ou égale au
monôme M qui, d'après notre hypothèse, a permis de l 'obtenir; toute
variable multipliçatrice de M^ est donc variable multipliçatrice de M ;
M^4"^ est donc le produit de M par un monôme d'ordre A -4- ï ne con-
tenant que des variables multiplicatrices de M

On voit donc que :
Tout multiple (d'ordre quelconque) d'un M est le produit d'un M

par un monôme ne contenant que les variables multiplicatrices de M.
D^ailleurs deux produits ^IL de cette sorte obtenus avec deux M

différents ne peuvent coïncider. En effet, si les deux M sont de classes
différentes, k^ k'', celui de la plus petite classe V contient l'ensemble
des variables x^ .z^, ..., <r/ ,àun degré total inférieur b p ; si les deux
monômes M sont de même classe k et de degrés différents en x^ les
degrés en (a?/i, sCn-t^ •-? ^+i)des produits JlL sont différents; enf in si
les deux monômes M sont de même classe/retde même degré en *y^ les
degrés des <)ÎL relativement.à x^oc^^ ..., ̂ ^\ sont respectivement
ceux des M. On voit ainsi que :

En multipliant tout (iM) par tout monôme d'ordre X formé avec ses
variables multiplicatrices, on obtient tout multiple d^ ordre p 4- À d^un (M)
une fou'et une seule'fois.

La proposition est vraie en particulier pour le système involatif
constitué par îow les ïnonomes d'ordre p.

Revenons au système des (M) et appelons comme précédemment (N)
les autres monômes d^ordre p; appelons variables multiplicatrices
desN de classe Je celles mêmes des M de même classe, à savoir^,
^A- 1 1 - 1 -»?, 1 ' * "r ' ^ • t ' * 1 1 1 1 ' • 1 / ' . 1 1 ' 1 1 ; 1 ; • • - . ! ' ! ,, - , • - , / „. , . ' ,1 1 1 .

En appliquant la proposition précédente au système (M, N)/pu[is au
système (M), on voit qu'en multipliant tout N par tout monôme
d'ordre 1 formé avec des variables multiplicatrices 4e H y ô r t obtient
des monômes distincts d^ordre p +• X et que ces mofro^e^1 ;:'di8tincts
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sont aussi tous distincts des M^; ce sont donc tous les monômes
d'ordre p 4- A autres que lesM^. D'où la proposition :

En multipliant tout monôme N par tout monôme d'ordre À formé
avec ses variables multiplicatrices, on obtient tout monôme d'ordre
p 4- À qui nest pas multiple d^un M, une fois et une seule fois.

Résumons les propositions précédentes : Les monômes d'ordre p 4- À
qui sont multiples de quelque (M) et ceuxqui ne sont multiples d'1 aucun (M)
se groupent les uns et les autres en un nombre fini d^ ensembles sans élé-
ments communs y tous les éléments d'un ensemble se déduisent d\m mo-
nôme (M) ou (N) d'ordre p en le multipliant par un monôme en x^
^^5 ..., ^iî i étant égala la classe de ce dernier monôme (M) ou (N)
[i n'est d'ailleurs égal à n que pour un monôme, le monôme x^ qui est
un (M); et le nombre des ensembles pour lesquels i a une valeur
déterminée donnée est F :̂̂  -- cr/pour les M; o'/pour les N ],

10. Revenons à la remarque faite au n°8. Les —k sont compris
! M ! - 1 . , 1 1 , ! 1> '1 1'1 1 ! ! ! ! ' /i

parmi les -J :̂1.1,1 „ •^^i - . 1 , 1 1 1 - • ; 1 ^ ; ! ^ , .... ! 1 1 , .-
Autrement dit, les—1 se répartissent de la manière suivante :

Xi

Ncri —o^ monômes qui ne sont pas des— 2 ?
.y ! X^ ! 1

ç-â — 03 monômes qui sont des —2 mais non des ' " 5
• ^2 ^'3

o-̂ . — o^i monômes qui sont des —^ mais'"non des ."^ ;
^k '1 ^/^i
' . . ., • » 1 . < . , . - , , . 1 , ,...,,,

' 1 ! ! ! • ' N ' ' No"n_2—o-rt-i monômes qui sont des —^ mais non des —^1-,
i i l- . " 1 . ,„..-• , 1 11: 1 ' ! . : ' , , ' ^.n—i. ' •• ! ^n—t

1 1 1 1 ! ' ! ! 1 1 ! ! : ' N - ! ! ! " !
o-^_i mononaes qui sont des —".^i.

• • 1 . . , 1 1 - 1 , ' 1 , 1 ! " m •
: ,' - ,., \ , ;, - 1 • ^n—t •

Chacun de ces ^\ monômes multiplié par x^ donne np monôme N,
Les monômes des n — 2 dernières lignes multipliéspar oo^ donnent

des monômes N.

Les monômes des 71— ^ dernières multipliés par ^donnent des
monômes N.
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On obtient ainsi en effet les No les N3, ..., les N/,, ....
Ainsi en affectant aux monômes (N°) d'ordre p—i écrits dans le

tableau précédent les variables multiplicatrices suivantes :
Pour ceux de la (n — i ) 0 ligne (N/°_i), .r,^i, ^.-2, . . . , ^ i ,

» (ri—a)® )ï (N^_2\ ^«-2. . . . ,^i,,•^-2

:Nn,
:N;),

}, • -*• K—î

^

> • > . . . , ^•i,

. . . , .̂ l,

. x\,

on arrive à ce résultat :1 1 • 1 ! ! ! 1 1 1 1 1 ' • ! ! 1 ' / i ' ' ' ' - ^ ! ! / - ' - 1 : 1 . 1 , 1 -,,.1, !1 ! ! ! '* .
Les produits obtenus en multipliant un quelconque -desW par une quel-

conque de ses variables multiplicatrices reproduisent une fois et une seule
fois les monômes N.

Multiplions maintenant un N® par un inonoiïie P quelconque
d'ordre X forme avec ses variables multiplicatrices ; soitÀ le plus grand
indice des variables qui figurent dans P; N^éfcant un N/^ N°P est le
produit d'un NA par un monôme en x ^ , x^ ..., x^ C'est donc un des
monômes d'ordre p + X — i qui ne sont multiples d'aticun (M).

Réciproquement, tout. monôme d'ordre p 4- X — i qui n^est ïxiultiplé
d'aucun (M) peut être obtenu par le procédé précédent ; un tel monôme
est égal, ainsi que nous l'avons vu, au produit d'un N^par un monôme
en ̂  ; x^...., ocf, ; cet N^ est le produit par % d'un N?, iï,h^ mais u n tel
N^ admet nécessairement (^u moins) les variables multiplicatrices
x^x^,.. ̂ . l i \ „ : , , . ^11 1 1 1 ' 1 , 1 - 1 1 , , 1 ^ i i i l i 1 1 .„ - : 1 1 '1 - ;,11''.11' l i l 1 1 1 . , , ! , ,/ 1 1 '

Enfin le nombre des monômes obtenu par le procédé précèdent est
-:;̂ .;l.'̂ :l\,,;,;<al-:a,)T^^^ \ 1 1 \ 1 •

;;,;-::1.1;;:.'•:;̂ T 1 1 1 - 1 . 1 1 1 : . , • : ^ / : : . 1 • : 1 ; 1 : : ;1.',' - , 1 1 1 1 1 1 ^ ' 1 : ; 1 1 ' • 1 1 1 ' . 1 , 1 . , ,

ce qui est préciéément 1̂  distincts d'ordre
p -F- ̂  — i qui ne soïlt multi^l d'aucun (M). Les monômes obteainâ

l;,^QU^I'ldoncl•.distilncts.'.^^ 11:,'1, ., .' 1 , ' ' : ' -. 1 . , . 1 ' , • 1 1 1 / 1 . 1 1 , 1 1 1 , . 1 ; , 1 ' 1 y11:''',-^,^
Tous les monômes d^ ^p qui ne sont multiples ^àtieutë^^^

group^M en un nombre fini d'ensembles sans éléments \cwri^^
-;m:̂ ^l•,41'w :̂̂ ^ ̂ unmsemblesedédwsant
^ l:1772Ml^^^n^^ 1 d'ordre ïî ,en,.̂ , .l.ll.ll^l ;̂,i::̂ |̂



LES1! MODULES DE FORMES ALGÉBHÎOITRS. ^q

•H. Donnons ici un exemple de système clé formes en involut ion^
auquel nous appliquerons les remarques des paragraphes précédents.

Ce sera un système du deuxième1 ordre à'S variables pour lequel 'on
a a, ===5, (j^== .4. ^3 = o',,•=== o. -
-•Les derniers monômes des formes <I> d'un tel système (îmrn° 7) sont

. nécessairement:, .r!',; .r^r^^ ̂ -x^r^, ̂  .r^ ;r; (M ).
• Considérons lesformesparticulières ( i )

1 - ' P(; "==. jr? — • l :^>4.'^>j[,

^ 1 1 ; 11 ! , ! F.^.^ — .r^z-i, 'i

Fa^^Wi—.z-a^
Fa=r.î-,,.ra-- ^3^2,

. , Fi.===.r^ . —^4.^2, • , ,

dont les- derniers monômes sont1 respectivement les (M).
On a identiquement

, , X^.,=l ^4Ft;-+-^' l^——^lF3, - / .
: . • - ^F,==." ^.F.+.rtFs, , [ ^^3= -^F.+^Fi, •

^F,= ^F,-}-..riF,, ^^^-^l^+^F,.,
^F,=-^F.,+^F,-h.r,F,, ( ^,F,=:-.r,F,+^F,+^F.. 1 •
^FÎ-=~-^F, -h-.r.F;^ , , , • ,. 1 ' " • ,

Le système des formes (F) est donc bien en involution (voir n0 6).
Les monômes ^l'ordre supérieur ou égal à 2 qui ne sont multiples

d'aucun M se groupent ,011-9 class.es sans',éléments communs/les
monômes de cr^ = 4 de ces classes s'obtenant respectivement en mul"
tipliant x^x^, x,,sc^ x^^, ,y; parles monômes en; x^.x^\ les monômes

. ̂ es1:1,̂  '===,51 -autres -s'obtenant respectivement',en multipliant1 x,x^
^y^\,i^xi^'x^x^ x^ par les monômes en .̂  (voir 11° 9). " •

( l ) Ces formes soM précisément celles qui onfc été traitées comme exemple dans ma
thèse, par une méthode différenle ( 7. Math., i9<2o, p. ï4.5). Signalons un léger change-
ment de notations; on a appelé ici ^^,x^x^x^x^ les variables qui, dans le travail cité,
s'appelaient respectivement ̂ x^x^x^x,, ; indiquons l'origine de cet exemple en utiii^
santles anciennes notations; le module considéré e§t le module des formes qui s'annulent
pour tout point de la mult ipHeilé x^^,^^i^^ ^3== ̂ ^ ̂ ,; .= u^, .r^== ̂  ('voir
HILBKRT, Math.Ânn., 1:36). '' • , / 1 1 1 1 - 1 1 1 : ' . 1 1 111/' ' ' , 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 " 1 ' 1 1 1 ' , 1 " , :

-; ^ Ànn..Ke, Norm^, (3 ) , XLL — FEVHIEII 'ioa4. , 1 . .' , 1 " ^ . .
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On peut aller plus loin et dire que les monômes d'ordre supérieur
ou égal à r qu i ne sont multiples d'aucun M se groupent en o^ === 5
classes sans éléments communs, les monômes de cr^ == 4 - d e ces classes
s'obtenant respectivement en multipliant .2^5 œ^ ^3, x^ par les
monômes en ^,,'a^'et' les monômes de o", —oy^r: i 'de ces classes

' s 'obtenant 'enjmultipliânt, .i',, par les monômes e n a ^ . ' , i '

12. Nous avons mis en évidence au n° 10 certains monômes dis-
tincts de degré p — T , , les N^, ,, N^: ^, ..., IS^ en nombres respecîive-
ttient1 ê^aux. h • 1 1 ! ^ , • 1 1 : 1 1 , 1 ^ • '•1 ' 1 ' , ; 1 1 1 1 1 ' 1 / ' 1 / , ^ , 1 ! ' : , ,111 , /

, 1 1 / ' , 1 ,0'rt-iî 1 1 '^/;-2'—^/i—î, . • • î • 'O'i—'0"ii-

Appelons M0 les monômes d'ordre jo — i qui ne f igurent pas parmi
lesprécédents, ils sont au;' nombre deT^'1''1,— a,, «Formons un tableau
•à'; double entrée, dont les lignes correspondent respectivement à '
chacun des N^^, puis- des N^,,,..., N^, M° et les colonnes aux variables

1^/^, --»^ et faisons figurer1 dans chaque case le1 monôme d'ordre?,
obtenu en multipliant le monôme d'ordre? — 1 et la variable x aux-
quels-cette ca.se.se trouve' correspondre. Considérons les a/ premières.1

.'ça se s -de / la ^"coronn^.^et^donnons11^, i. les 'valeurs1 ï'/1^,1 '...,.1^—.!.1:
:ILes^,CT^'+lll•c^2^'.•l..••4~'•c^^^;cases'lainsl'-ob^ par; les
• rî^ •+• ^2 -+- .•'-+-; cr^, 'mon ornes l('N):l;dl'ordre p. ' ; 1 - 1 ,'11 ' : 1 1 . 1 , ; 1 ' 1 1 1 ; ; i ' l l l r ' 1 1" 1 1 ; 1 1 ; ' 1 : 1 ' 1 1 1 ' ' ! ! ! , . ' '
. ; '.Les. F^^cases'd'une, colonne'déterminée ̂  ''sont occupées'par des.
monômes distincts :tous les monômes d'ordre ^'contenant.e'fîective-1

:lm.eut.-^;'pour\^la;;pre.nïilèlre;•cell•sllolnt:l toas les ; 'monômes de1 première
'classe î'cotôme.-les11^^,. pré ml-êres'sont,'-occupées''pard^s'N^'les1 autres
:l•15ont'occupées'parllBsM^I;.l''\^ , 11"' , ' 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 - ,
l'l''••l;'ILalll,^l]lcol^
1 : 1 'classes' 'iAIIÏ^rieures!ll<à•:^ll.lll•-'l'•'^ ' ' : . 1 1 : ; 1 . 1 1 1 ; 1 1 1 ' '-1;-1 ' . '1 , i l ; , ' 1 : 1

.'•'^^'Autreméu^^^di'
•:ltiennent;^l''^'ll,,:;::l^•' 1-1 ' ï 1 ' 1 1 : ' , ' 1 1 ^ ' ,,1.1;, ' 1 1 1 1 ' ^ 1 1 1 , , ' 1 1 1 ' / . ' • l l i : : I I I I I T 1 1 - l l : . ; l l l l l ' , l ' i l ^

•.'^..'î.^iTous.les^M^ ' 1 ' ; 1 . ' 1 ' ; 1 1 ; ' . ';;1 , f 1 . 1 : 1. 1 ; , : , 1 1 . 1 : 1 . 1 . ' : ' '; ;1':,' ̂ ^ji^
,l-•''12-OÇertaiuàlll'monô:mles;ll{MI,llôu^ ,/'',;•'.^'•^'^^^

;^lll\l:.Ces,îtemâTquêâl.:,s€nlt\uti;lesl :conmel•lin.troduction;./Jau^
^vant.^:,'11111.'': ' l l l ' l l l f l , l l 1 1 . 1 1 ^ 1 1 • 1 ' ' : : 1 : 1 1 , 1 : 1 1 1 1 1 : 1 1 1 ' 1 . 1 1 - ; 1 1 . : , ' 1 1 1 ^ 1 . 1 \ , - 1 1 ' 1 • 1 . : - ; 1 1 1 ' / 1 1 1 1 • ! \J . . I ; : ; :^<1 1 ; '1 : : 1 -^%^^^^^^^^^
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13. Généraiiscitions. -— Considérons, plus généîÂÎement, des indé-
terminées '^, u^ ..., Uy réparties en, groupes N/°, N^,,p ..., N^ , M 0 ' con-
tenant, respectivement cr^, cr^.,.,,i -" cr,,, ..., a-, — •cr.^ or — cr., indéter-

. minées (z^) (G• l ïcî•^^G"21^•. . .^c^^).
' , Form.ons..un.tableair à. double entrée dont les lignes correspondent
respectivement,à chacune^ de ces indéterminées et' les colonnes-aux
variables ^,; -faisons figurer dans chaque case le produit de l'indéter-
minée z^p par la variable ̂ auxquelles cette case correspond. Donnons"

•n ,o ixs^ des1111 relations l inéaires Eo/ correspondant .respectivement.
•^tix'^p^ pour lesquelles p > o"/; nous supposons que Ep; donne UçX^ en
'fonction des u^x^ pour lesquelles / c ^ ; e t T $ a r ^ . Si nous multiplions
: chacune des Ep/ par une quelconque des variables indépendantes, no:iis
obtenons des équat ' ionsiinéaires 'en u\x^x^. Considérons ces quantités
comme autant de variables indépendantes (en regardant bien, entendu
u^x^Vft , e t u-^x^x^ comme représentant "la .même variable). La solution
du système d^équàtions linéaires ainsi, obtenu .dépend.. au plus de
a',, -|- 3o'24-...-i- n<T,^arbitraires,. tes autres sont déterminées en fonction
de celles-là par certaines équations Ep^. Supposons atteint ce nombre

d'arbitraires et recommençons la même opération en prenant pour
indéterminées N,% N^,p ..., N^, M0 ' respectivement:

. u^c^ u^^ ...,u^^,^ • , 1 \ , :. ' i ' \ , . 1 1 ; . . ( n ) , . i ^ 1 1

.,; //t^-n ̂ ^-n .. .., . ^ ,̂,....t̂ -i, ' , , 1 que nous , k^_^^ ,^
. . . • , , 1 1 1 , , , 1 . .- . . • ! . , ^ ; . ..( ! appelieroiis-, î 1 ^ / . 1 . 1 , ,

' ' ' ' ' • * ' • ; . / .••••• ' • , ^ ' ' . ' * , ' • • ' . • i ' — • * • • i ' ? , -. l l i ,'pour abréger,,111 j 1 . " "' . . , ...
' / / j^i, (.^.r^- . ..̂ . . ^ _ , 1 ^ ^ . ,,,,, /^ai^iï . quantités j (Qi ," ..v1

. . . • . totus'ies, autres ti^v^ 1 1 •' ; . 1 . . 1 . 1 . . ; 1 1 , .. ' \ ' ^ , . . ' , . .1 . 1 1 - 1 ; ' 1 1 . : 1 . 1 1 . 1 1 :' ..;llll. (o).; 1 .

.'op.eron's'^.'ûQmme' sur1.te1 système pllrlimiltilf•en.ll:prenant,,(<l) pour "équa" :
'MonsiBp^îe's'E^. i ' ' 1 ' 1 ' ; - ' 1 1 1 1 1 1 1 1 , 1 • 1 " •11 : ' l l i 1 , 1 . : 1 ' 1 . 1 . 1 . 1 1 ' : ' ,.,1. '1 '" , , ' 1 ; ^ 1 1 - l i : l l i •1 ' , '

(I) On peut démontrer de la manière suivante que les équations Ep^ peuvent efïeciive"-
nient se mettre soas la forme imposée aux équations E '̂, autrement dil que ces équations
EptA donnent l&sproduUs des quantités (ô), (i), (2), -.., ( l — i ) par .r/ en fonction des
produits par xu ( h ̂ t ) des quantités (/?.), ( h -h i ),>.. ./ ( ̂  ). Le fait s^perçoit immëâiaie-
ment lorsque ^==1 : il suffît de uuilfcipliet" par .TI les deux membres d'une équation Ep/ écrite
sous la forme imposée. Admeltofî^quMÎ soit vérifié lorsque ̂  1 et démontrons qu'il l'est

: lorsque1 l =. A -4- ï ' 1 : . 1 1 1 1 1 1 ' ' le, procluil'pai1 x^- d'une quantité -( i) (.^y. ,:1'.1. (A,)11 est1^1 égal11 au1 pro-1

duir par ^({JL ̂  X ) soit d'une quantité Ch -+-1 ), soit tfune quantité (<»}, dans le premier
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La solution déperui exactement clé ^\ -h 20-^ +.. .4" ri^ arbùraires en
posant^ ' • ^ . • . , 1' • 1

' "1 c4==:o'/,. .cr^, =G-^4-.cr,/^i . .•. a ,̂̂  ^+ûr»-i4-. . .-+-^. ,

Pour le faire voir, nous allons considérer les équat ions Ep/' comme
des équations aux dérivées part iel les relat ivement aux fonctions ^
de x^ x^, ...,.,2^ -liai désignant la, dérivée —p °t nous allons utiliser
un théorème connu relatif aux conditions (rintëgrabilité des systèmes
canoniques (on pourrait, bien entendu., 'si. l'on t i en t à rester dans
l'ordre d'idées précédent, exposer la démonstration du théorème effec-
t ivement u t i l i s é d'une manière purement algébrique).

En adoptant pour les variables et fonctions les cotes suivante's :

A', x.^ . .. ;r,,

1 l . . . l
i 2 . . . n
0 , ! 0 ... • 0

0 0 ... 0

0 0 . . . 0

'l 3 . . . , a

on voit que chaque second membre ne cont ient que des dérivées
antérieures au premier membre correspondant; en .effet une lettre .r
qui est variable de dérivation au second membre a un indice inférieur
ou au plus égal à celui de la variable de dérivation du premier, et s'il
y a égalité l ' indice (le la fonct ion correspondante est inférieur à Tin-
dice de la fonction u du premier membre. En dérivant une fois les
équations Ep^ de manière à n'avoir que des dérivées du deuxième
ordre disUnc'tesdws les premiers membres, on obtient des équations (A)
distinctes; si toutes les autres équations (A/) obtenues en dérivant
Uine fois les Ep^ sont conséquences des précédentes A, le système est
complètement mtégrable. Mais dire que les A' sont conséquences des A
équivaut adiré que la solut ion du système (A, A7) aux inconnues ,—ap—
dépend de a^+^Œ^ -+-..•.-(-- n^n arbitraire&. Le système étant alors

as la démonstration est terminée; dans le second il suffi l pour la terminer d'utiliser
l'hypothèse faite lorsque / ^1; a0 le produit par ./"/.+1 d'une quantilé Co) s'exprime ^ràeen
une équation Ep/ à raide des produits par .'̂ 4-1 des quantités (? / - r -1) , ÇA 4" %), * . .,6^), et
des quantités (i), (a),..., (À),la remarque (1°) appliquée à ces derniers produits achève la
démons tration. ! 1 1 ' 1 1 ^ : ' - , 1 1 ^ ' 1 . 1 1 1 / / ' 1 • 1 ' . • 1 , 1 1 1 ' 1 ' l i i - 1 / ' ' 1 \ • ' . 1 1 1 ; \ 1 1 1 1 1 , ' . l l i , : ' 1 - 1
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complètement intégrable, loules l.es .dérivées paramétriques du troi-
sième ordre seront arbitraires, en entendant par dérivées paramé-
triques du troisième ordre les dérivées du troisième ordre des u qui ne
sont dérivées d'aucun premier membre de Ep^; ces dérivées sont res-
pectivement celles des u d'indices inférieurs ou égaux a T i ' e t supé-
rieur à 0-2 par rapport a ' x ^ des u d'indices inférieurs où-égaux à cr^ et
supérieur à 0-3 par rapport à œ^'x^ ' . ..,des u d'indices inférieurs ou
égaux à cr^ par rapport à ,r,i •, x^ .. .3 <r^.

Elles sont en nombre
: ^ i—^—r: ;^—^)^- . . . ^ -?^

(^es^a-jire que la solution du système d'équations ordinaires (B)
obtenu en dérivant une fois les1 A dépend de

^ -4- ^cr^-4-. . .+ ii^n
arbitraires, on , 1 / , ,

• 1 a-\ == O-i •4- ffï ~\- ... 4- 0'/,, or'a == (73 -4~ . . . 4- ^r/n O''/, == O"/,.

Nous retrouvons ainsi dans toute sa généralité un théorème algé-
brique obtenu par M. Cartan, sous une forme peut-être un peu moins
intuitive que la forme actuelle ( 1 ) . -

14. Nouvelle/orme du théorème fondamental. — Indiquons ici une
nouvelle forme que l'on peut donner à l'énoncé fondamental i°.

Soit un système de formes quelconques ( F ) (Tordre P; et, comme
précédemment, F7 les formes obtenues en multipliant une forme F
quelconque par une variable (a?) quelconque.

Si l'on substitue/dans une forme F à tout monôme ^al x^... x^ la
forme linéaire en co, co^ . . . oy

• ^ . ̂ +î .̂  . .^^"•o.i'i'-r .yf'.^^-1^1 . . . ,:r^'o^4-.. .+^ï'.r;^. . . ̂ '^^.vîi'^Wnj '

le coefficient de chacun des co dans l'expression trouvée est une forme
F', et l 'on obtient ainsi toutes les formes F^. Si donc on cherche à
a n n u l e r identiquemen/ en 0)^, (.o^,.. . y c^^ lôutesl^s expressions obtenues

( ï ) Annales Ecole Normale^ 1904, p. ï()0.
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, en substi tuant clans les .F aux monômes - ' x ^ x ^ . . .a^" respectivement
.des1 expressions,-de la forme , 1 1 ' 1 1 1 \ : 1 1 1 ^ ^ ' 1 ' 1 1 1 1 . . ,

; , , 1 ; ^ .^a,4-ta,...a^h+:/)a,la,•+l.,,a«'''.»2+* • • + ̂ a^a.-.-a/r+i.^î

où les p sont de nouvelles inconnues (à n indices, dont la somme est
P + 1)5 il sui-fit pour connaître le degré de généralité de la solution de
coiinaitrelerahgm'des formes F'; on peut donc dire qu'il y aura
au plus , 1 ! ! ! , 1 . \ , ' . 1; ^ , ! ' ! ! : ! ! ^ . 1 ! , , 1 ' ^ ! ! ! ^

: ,cri4- ao-â-+-.. .+(n ---i) '7//.. .i

' des quantités j^^..,^ qui seront arbitraires, et que la condition noces-. .
saire et suffisante pour que ce nombiT, d'arbitraires soit atteint est que

^ te. système F , soit en i n v o l u t i o n ; l e s quantités , p^^.,.^ arbitraires
',sont celles, qu i , correspondront aux ' o",-+ 20-^ + ... 4-(n —,ï")cr^ ,
.monômes d'ordre P + 1 qui ne sont pas^ des M5 (n0 9). ' :

On est amené ainsi à l 'énoncé suivant : : ! , , • ' •
. Etan'tdonné' (*) un système d'équations li,néaircs homogènes' { F )
relativement à des variables à n indices positifs ou nuls
' ' - ! ^V : l l l, l• l-'; l;^ l^a l,a,.:. l. l«„ / 1 1 •::/<ai^a24-.. .4"a/<=r-A-), , • 1 1 , , , . / 1 : . ' •

désignons,.par •a1, le ' nombre1111 don.t's'accroît'ie^'rang, 'de111^ .'système
-lorsqu'on lui 'adjoint.Ies équations11''.1,1:11'11: t/1; - .^ ".1 1^1 1 1 1 1 1 1 1 / , '1 1 1 1 ; 1 1 " / 1 1 , ;1/11:'1' ' 1 1 1:1^ 1 •

,;^)JDPl^^....^+4 ';, ^ ;

où ^, ̂ ,..., ̂  prennent tous les systèmes de valeurs entières (posi-
-tiveg1 ou nulles) telles que,^^-1^^11.... ̂  ̂  =='t-' ii et où ,les (a) oM1 1 : 1 1 1 -
, ,1 des1 'valeurs 'déterminées, ̂ rtora^;^2)11,!^!^ '•
:ll^^\^;':^l•4-:.l.l.:l.+^^lte\1^ .,
'quand^o.n.luï adiMnf.les^equatïons-1'-';1^ 1 ' 1 1 1 1 1 1 ^ 1 1 : 1 1 1 1 ' 1 - 1 , ' ;

^^^^^^ , . ' 1 1 1 1 : 1 1 / 1 1 1 1 1 ^ 1 • ;

'•^ù^^read^twtes^
.tle&^systèmes.de1^;^ (p'ositiveSt'-ou, .nulles) - telles que1111.1-

^l.l.lr^)l:Nolusdo1.ln<)asl^eUe;l;l^puveîleJ&^ ',
^her-plus,, étrokemenl-der énoncés 'de1: M. Cîtrfru-i^: ̂ /^/Y. ^/^A'co^-A^/wla^,'!^^^^^^
^ôt'.i 66)./ / /11 1 , : \ / ; ' : 1 , 1 : 1 . 1 , , 1 ' • ; ! 1 1 ,\; . 1 1 1 1 : / ' ^ 1 ' 1 , 1 1 1 1 1 1 , , ' 1 , , •^ . 1 1 1 . . 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 ^ 1 • 1 1 1 1 ; •'1111':11-';;;:;.<M;Ï,^
;,, (2;^est-à-di^e: l. l.neaafcfô lfaisant l, l l,peul-ôLre,qu'à l ldes l lco^dUions- l^

y 1 1 1 1 1 , ; 1 • — 1 1 . ; 1 - 1 ' 1 1 1 - 1 1 1 1 - / , 1 1 - ' 1 1 1 / 1 1, 1 .' .— 1 • 1 ' 1 1 - ^ 1 1 1 ' 1 1 - 1 - 1 ' 1 ! 1 1 , 1 1 1 ] 1 ; , 1 . ' ' • ' , ,';'.• l;ol•.l,^^'l!/;;al,€.ï^4NI,^,:l'^
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p^ 4- p^4~... 4- ̂  == /r —- i et. où les a ont. des valeurs déterminées
arbitraires ( ').

1 Si l'on cherche 'à satisfaire au système F = o identiquement en copar
des expressions de la forme

/^Ot Oa-. a,,'̂ "" /^t-n 0;.;... a,/̂ .! +./̂ ,a.;4-l .. .a,/-^ -+- . . * -T" ̂ %, a,... au-î- î ( 1 J /^

«y, •-+- ',2 a^ -h ; . .* + {n — ï ) ' a^.., ( au plus des' lettres p^\ ^... a^ * !

,1 ' (a^4-a^ l4~/.* : .•4-a^=Z•-4-• i ) seront arbitraires,; si ' ce nombre
d'atbitraires^/^^/^, le système (F') ob tenu en écrivant les^qua-

^tiomJinéaires qui l i en t les variables p^ ^ ...^ jouit précisément de ta
/propriété que nous venons de supposer appartenir-au système (F); les
nombres ^ du système F' se déduisent d^ailleurs aisément des crCvoir
n°3): et 1/on ajes inégalités • , , , . . . . , . . ,

Gn—'ï ^ ^—2=" » •= ̂ r 1 1 1 1 1 1 1 - 1 1 1 , 1 . 1 1 1 - - /

15. On peut prolonger un système quelconque de manière à obtenir un
système en inmiution. »

Considérons maintenant un système quelconque de formes algé-
briques d'ordre/? (F). t

Si l'on adjoint à ce système toutes les formes „: ' ' , ' . , '
, • {a^^v^ -h- a21)^â-^. • .+ a^'^x^m^, ' ' ., .. ; - ^ ' , , ,

où les w^_, désignant tous les monômes d'ordre p — ï et où les a^\
sont des constantes données arbitraires, le rang^ augmente de a,. Si, de
même, on adjoint au système constitué par les F et tous les

, ,. ;' (aii1^-}-.. ..-h ct^^^^p-iî -(''ai2^,^:/.'/^,^131^)^ 1 1 1 , 1 1 " 1 . . ., ^ 1 ,
-',;•.'.:• ^1;, ' 1 1 : ;1/' ; ' ^ ' • : 1 1 ^ (af-0^^', .^^^^^.w^i,1 1 1 1 ' 1 1 1 1 • 1 1 / ^ ^ 1 1

toutes'i:es;fornles,l(a^l,y^l•+-.'. ..+^^'^) m^ où iw a sontencore'des
'constantes ,données .ar&iz/Y?^^, le1 rang au^meute de cr^.G.onsidérons
maintenant toutes les formes obtenues en mult ipl iant une forme F
quelconque par une variable ̂  quelconque; on pourra définir pour les
formes (F') d'ordre p 4" ï ^ ainsi obtenues, des nombres c/ analogues

( l ) C'est-à-dire : ne satisfaisante peut-être, qu'à des conditions d'inégalité.
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cr, cr^ ..., o^. Il résulte de.ce que l'on a vu au commencement, de cette
étude ( < ) que l'on a

- , .. \ . , cr^^ cr^+. .'.4-^ïcri,47 2CT2+... .^-/^cr^.. , ,

Nous avons étudié dans ce qui précède le cas où l'égalité a l i e u ;
supposons au contraire qu'il y ait inégalité. Nous étudions alors le
sYstème/F') comme nous venons d'étudier le système (F); on a

<+<72-t-...--^-7^CÎ• /I--^-<ÏC^^-^. ..-+- 11^,. . ,

Si l'égalité a lieu, on connaît parfaitement la constitution des systèmes
suivants F^ F^, . . . , nous considérons l'opération comme terminée; si
l 'égalité n'a pas lieUy nous traiterons (F') comme nous venons de
traiter (F), c'est-à-dire que nous étudierons (F") et a ins i de suite...,
Je dis que l'opération se terminera; autrement dit , que Tiné^aliïé
ne pourra se présenter indéfiniment.

Il nous suffira pour le voir d'utiliser la proposit ion suivante :
Soit, , ! ! , , ! ' - • , '^ . .

1 : ! ' f i T-^+ p ±^ .+( p + I )œ+^. , î : • '.1. ^ —-, .Ti.—r" •———— h a "~i~ ———————————•—- T;} -+-. < .

1 ' •: ^ . 1 •^^^1{L±21^^ • ' 1 '
„ , •' 1 1 . , , , , : 1 \ "~"'I.a../.(l/l/,—a). .", iiT^-"•ili , . 1 ,: . 1

le polynôme caractéristique (2) d'un module quelcanque donné (M);
le polynôme caractéristique du module obtenu en adjoignant aux
formes de (M) une forme linéaire'arbitraire est

T ——— 4 p-+- l" i^ (P-M)(P^2) , ' : : /. , , , . , i,.,_.,^__^__^,+,——————^——————T,-h... - , , „„..

„ • ' . ' • :1 -, . , , - , : 1 1 . , <pjlA^t^^ ; 1 ' : •
„ 1 : 1 . , ' • : 1 1 '1; L 1 1 ' , 1 1 1 - 1 1 / 1 - 1 ' 1 , 1 '' , ! ' ^. ^ . ^ . . ( /Z——â) 1 ,, 1r^-^' l i ! 1 - 1 ' , , , , ^ ^ ,. '

(1) Faisons le ctiangement de variables déftni par les /i égalités S a^sc^Xi' Lesm^i
constituent r g 1 combinaisons linéairenaent indépeadantos des rg"1, monômes d'ordre
p — r en Xi , Xa, .. ., X,/.. Le rang d'un système de formes d'ordre/», rôlativeïneiH aux
monômes d'ordre ' p en .», est d'ailleurs égal an rang du système transformé, 'relative-
ment aux monômes d'ordre p en X; les nopnbres <r défiars Ici sont donc bien égaux
respectivement aux nombres cr du début pour ie système en X.

(2) C'est-à-dire le polynôme en P auquel se réduit, dès que P est assex grand, le
nombre dès conditions indépendantes auxquelles doit satisfaire une forme d^ordrep pour
fairepartie du module.
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ou plus brièvement, le polynôme caractéristique de (M, l) où / est une
forme linéaire arbitraire est la différence première du polynôme carac-
téristique de M. Admettons cette proposition, que. nous démontrerons
d'ailleurs plus loin. Nous en déduisons immédiatement que le poly-
nôme caractéristique de (M, /, F) où ^ f sont deux formes l inéa i res
arbitraires est

,, ' P 4- f ! (P -t- l)( P 4- 2) . . . ( P -4- n — 4)1 ,_ ̂  .̂ ,_ ̂  . . . + ___.„.—— ,̂̂ ,̂ ^_ -̂.,———..,-, ̂  ,..„,,

ou si l'on préfère,, la di'yérence seconde do po lynôme caractérist ique
de (M). D ' u n e manière générale, le polynôme caractérist ique de
(M,', /.,, ^ , . . . , /^ . ) où les (Z) sont Z' formes linéaires arbitraires est la
diiîérence /^me du polviiome caractéristique de (M). ChoisissonsTo de
manière que les polynômes précédents représentent effect ivement dès
que P:SPo le nombre des conditions indépendantes auxquelles doi t
satisfaire une forme d'ordre P pour faire part ie des modules (M)(M,/},
(M, /, f ) . . . , , etc. Les nombres (cr) du système des formes d'ordre P du '
module M sont respectivement

^ =:T,-T,,

o-, =:T,-T,, ' -

. . . . . . . . . . . . . .

^n—î '==- -l n—ï— ^ / / - l - , -

^n—\:===- 1 n—i'

Les nombres (cr) des formes d^ordre P + i, nombres que nous appe l -
lerons (^c^), sont respectivement , . .

' ! ' •:: ^ =T\-T^
; ; ^ ^T^Ï^

.. . . . . . . . . . . . .
i r|i/ m/

0'/,_2~= - Î - /1—2—— • ' ' / z—l î

1 1 '<7/;'-.-1 ̂ = .1^—1. • .

où T, T^ ...,..T^i sont les valeurs des polynômes T,,, Ta, ..., T,,..̂  où P-
/ a^ûté'remplacé p a r ^ P , 4 - I I I I I I . I I I I ; ' 1 . ^ . 1 , ^ ' 1 , 1 ^ : 1 1 " " "

^/ÎM. £'£.•. ;VO/-W., ( 3 ) , XLî. — F K V H Ï E R l 9 2 ^ . 8
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' '.Des expressions, des ('T)'on. dédui t ( j )
:,. 1 - , • ' ' • ' • :. . : ' . • P + x ( P + i ).,.(?-+- n - ' ï )
;cri,-t- SG-a^.. -.4-(/<.—l)cr/^i-^ TÎ -\~ —,— T-^-+-...-+- -——————r,——-.——•^-ï

, ' . ' - - 1 . ! ! 1 . ^ 5 . . . ^ r( ——' d )

' ! 1 1 ! 1 '' 1 : 1 1 1 1 / 1 1 1 1 ' 1 : ' - ;• 11; 1 : • ^ ( p + i ) . . . ( p ^ ^ — 3 )
,, • 1 , ' 1 1 1 " . , 1 . : 1 1 1 1 . 1 . . : 1 1 : , 1 1 ; . ; 1 •.^^ +.,....+— -^- .̂-^

4"T/,-

• __ , p^.,,^1^ . , ^

(P + i +• ï )(P4-14- 2) . . . ( P4- ï + n —• 2) ^! -^- 1 1 1•1 1-•--1--•-1 1 1 1•• ,•1•••1 1-•-1 1-1 1 1 1 1---"1•-~-1 1•1•1 1--1 1-1 '1 1•-••1 1•1 1••1•^ 1 - 1 ' - 1 1 1 1 1 • 1 1 • T^,_.i.
ï . 2 . . . ( ̂  •—2)

Mais celte quan t i t é n'est autre que 1 „ - ' 11 '
: , , , / T\ = o-i -}- o-; +...-(- cr,,^i.

Les formes d'ordre P du module ont do.nc la propriété aunoncée.

• 16. Nous avons u t i l i s é la proposit ion, suivante, qui s'applique à un
/module M quelconque, : « le polynôme caractéristique du. module
(M, 7), où / est.'une; forme linéaire arbitraire, est la difrérence première
du polynôme caractér is t ique du module (M). »

Cette-proposit ion est évklemmentun.e conséquence kmïiédi a'te^le la
suivante1 :1 1 ' 1 , . . 1 1 1 . 1 ' - • . ' . , . . • • 1 ' l i , . ! :

« A'part ir d'un cer ta in ordre p , on obtient un système complet des
formes d'ordre p 4- ï du module d iv i s ib les par / ( forme linéaire à
coefficients arbitraires), en mu l t i p l i an t par / les formes d'ordre/) qui
appartiennent ail module. »

Oa, sous une forme géométrique, pour le cas où le module est défini
comme l'ensemble des formes qui s 'annulent pour tous les points d'une
multiplicité donnée : '' 1 ; . ' 1 1 1 ; : 1 : . 1 : 1 1 1 1 , \<:1 1 1 ' ' :1 : ,•:111-,^.,111^11 '\/,.;:'1.1, :\11 '111.1. 1 1 . 1

1;11 '1 «. Apartird'un oertai'n111'ordre 'py.'on'^b.tiêiit/'to'utes. les1 surfaces (2)
d'ordre p 4- r , passant par une multiplicité donnée et contenant un

^ T. * ^•IErl, util tsairties {orm:yles; connues"': !-' - 1 ' • 1 • 1 ; 1 1 1 1 1 . 1 • ' 1 1 \ 1 , 1 1 1 ' / 1 , , 1 1 1 :
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ' : 1 1 1 1 1 ' l i l 1 1 1 1 1 1 1 1 * 1 1 : 1 : 1 " 1 1 1 ' rr^i-i-'rP11 L'1 • --! r 1 1 1 1 lll^l'tl•+ll 1 1 • • < 1 1 1 1 1 • 1 1 ':1.,,,1^, „ 1 - , , . . • , , , , , . ;,'1.'-1 , , , , - , 1 *.l -4--ll•â.-L-l.^.-+- l^^.l1^..1 . ,,1 ' , , .1 . - , 1 ' 1

^';11 (2). Surface ̂  'vanéte 'à1',1 ̂ .1—-^'dimensions ^dans1 l'espace, ù ' / ? 1 — i ditiiensions fcf^pr-
•;(îonnées,Wnobgènes,^i^^ ^ , 1 1 , , . 4i 1 1
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plan arbùrctire donné, 'en considérant toutes les surfaces formées par
-ce. plan et u n e surface d'ordre p passant par la1 m u l t i p l i c i t é donnée. »

La proposition ^prend a ins i 1 un aspect in tu i t i f , mais il est ut i le (.l'en
donner une démonstration algébrique qu i mont rera nettement, son
caractère gêné rai . , , ! -

Soient (M) un module quelconque donné; l une forme l inéaire t e l l e
que si l'on fait varier ses coefficients i n d é p e n d a m T O o n t les uns des
autres (au moins dans certaines l imites) la fonc t ion caractéristique du
module (M,/) ne change pas. Faisons un changement l inéaire et
homogène-dé variables ,2^,^ , . . . , ;r,JXi, 'X^,..., X,/ doni une des
équations de déf ini t ion soit X, == /. .Si dans le modu le en (X.) obtenu,
on remplace X, par X^ -+- /^ X^ 4- * . .4- 'A,/ X// on obtient un module (x
dépendant (r) des paramètres-Â tel que la fonction caractéristique du
module (^., X.i ) est indépendante des h (pourvu que les valeurs abso-
lues de, ces paramètres ne dépassent pas certaines. l imi tes ) .

11 sera commode pour suivre la démons t ra t ion de se représenter un
tableau à double entrée :

Soit une forme quelconque du module p.^ ordonnée s u i v a n t les
puissances croissantes-de X,, ; le premier terme X^' G^'' est de degré X
en X^ et de degré q en (X.a, X^ . . . , X^).

Nous placerons G^ dans la case correspondant à la l igne À et a la
colonne q. Les formes d'une même ligne constituent un module à
n — i variables X ^ , . . . , X^. Celles de la première ligne en particulier
constituenttin module v, qui jo in t à toutes les formes contenant X< en
facteur reproduit le module à ^var iables (^-o, X( ) , et qui par suite a
même fonction caractéristique que lui.

i° Considérons le module v à n — i variables et rappelons d'abord
que si le produit d'une forme $ d'ordre^ en X_,.. .X,/ par u n e même puis-

. sancc de chacune des variables X a . » . . . ^X,/ fait par t ie de ce module (2) , •

(^Lorsque louia les paranièires sont nuls, le module ^ se réduit à un module que
nous désignons par p.o; lorsque tous les paramètres h sont nuls sauf À/,., le module p. se
réduità un module que nous désignons par pL//^.

\ î } Soit pi) l'ordre maximum des (ormes défmissaul le module co iriidére ( A I ) , COÂ
formes étant supposées conslidier un système canonique « complètement "inté^rable D
(•vûlr Mémoire déjà cité du tournai de Mathématiquev^ 1920, p. î 10 et 117) . Supposons que ̂
soit d'ordre P supér^ur ou égal à ̂ o, et soit telle que son produit par une puissance



^ MÀlimCE .(AN ET.

la formel fait elle-même partie de ce module des que, du moins , on
sapposey^?o ,yo dépendant du module considéré (v). Considérons
u n e f o r m e q u e l c o n q a e G d u moduler telle que le coefficient de la
plus basse puissance de X, qui y entre soit (Perdre q> q, (/7o relatit
au module v)

• ' • 1 G=:X^<^+.X.^ I- lHY-.-.l+-•> 1 •

où G,, H,^ ... sont des formes en X.,,..., X,, d'ordre / / , y - ~ i , .. ..
Soit kV\m quelconque des nombres 2, 3, ..., /?. La forme

(X,^//.^X.^ÂG,+(X,4-^^X,^.)A+lH^l+.../

faisant partie du module. ̂  son terme indépendant de X,

^(X^4+//Â.X^-1 !11^-,~^-. . . )

hit partie du module (u^ XQ; il en est .donc de même de son quo-
t ient par /^1 , 1 / , . X^^+A.X^11]-!:,.^^....

Mais alors X { : G < y fait partie du module (^p X,) , donc du module (v),
il en est donc de même de Gy puisquei" peut prendre toutes les valeurs

.a/S,..:.'1,^ et que q^q^ ' ! ! ^ ! ; , ^ ! 1 ! .,
Nous affectons les formes précédentes Gy de: l ' indice^ supérieur-A;

• toute forme G;; est aussi (1 ) une formeG^1. Cette remarque, rapprochée
de la précédente montre que le système G^' est indépendanfrde t. „

'120 Considérons les formes du modWep-o tel les que te-coeff ic ient

convenable de chacune des variables ( . r ) fasse partie du module. Si .<!> ne faisait p;»s
oarlie du module, on pourrait en déduire une forme <JE>i ayanL les mêmfcy propriétés niais
ne contenant ^e .̂? /nonome^ pw-amétri^ues d^rdre P; portony notre attention sur
celui de ces monômes X qui est postérieur à tous iôs autres; soit ̂  ^n6 do ses
variables multiplicatrices ( tout monôme paramétriquô d'ordre Pâ^o a au moins une
variable muitiplicatrice, puisqu'il estobtenu lui-même comme le produi t , par une de ses
^variables micitiplicatrices » d^n clés; monômes complémentaires des « monômes M
premierâ membres » du système considéré), le produit de X. par une puissance quel-
conque de ̂  serait paramétrique; d'autre part, si <ï>i ^faisait parlie du module ( M ) , le
dernier monôme de ̂ i^ fierait principal; or, ce dernier monôme est précisément
1)^^, il y adonc contradiction.

(T) "Car si: G === X.̂  Gr^ -hX^-4'1!'!^-.! :"r-1.,.,. fait partie de ^r son produit par Xi en fait
1 1 1 1 1 ^ussî. partie1.-, , . • : 1 . 1 1 .• ; 1.;, 1 - 1 1 1 ' 1 . - 1 . , 1 1 : 1 1 , 1 \ ' 1 - ' , 1 1 1 1 1 ' 1 ' . , 1 1 11"•ÏI-SBI , 1 1 1 ' . • • 1 1 1 1 1 , 1 ; 1
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G^'1 de la plus, basse puissance de X, qui y entre soitd'ordre r inférit^ir
à q^. Toute forme G/^ est aussi une forme, G^11; il en résulte que dès que
X^)^, ,̂. désignant un nombre qui peut dépendre de r, le système G^''
est identique au système G'/''. Désignons par A. le plus grand des )^
( r = = o , ï ^ 2 . . . < 7 ^ - ï ) -

3° Pétant un ent ier quelconque Sç^ -+- A. — i, considérons mainLe-
nant les formes Fpd'ordre P du module a<p le ran^ des formes Fp est
égal' a la somme des rangs des systèmes

1 • r»1* G^—t ^l'—.yo-hila o, u ^ , . . . , 's^o—.i

et des systèmes .
p° <'1 .0 f0
"f/Q'i x"^/()-+-l7 • • • î '-"P

puisque le système G^, est identique au système G° si l 'on sup-
pose y S y o (remarque î ) . De même 1e1' rang des. formes d'ordre P 4- T
du module [x^ est éi-çal à la somme des.rangs des systèmes

p p.+.l pp p î* - </«-+-2
tl O , U1 î î ^ . . . , tT//o—l !

et, des systèmes
G^ <i^-l, ..., G!L Gî  .

tQr, les systèmes . . -
r-r r,!»-! pi'-^.rn'Ji O î vî 1 5 . . . , \S/j^.l

sont respect ivement identiques aux systèmes

G- • ! ^'p-t-i t^v pp—</c)-+-
0 , ^I) • • • ; ^</o-l

puisque P -- ^y + ï ^ A (remarque 2). Par suite le rangdu^y.stéme G^
nesl aulre que la différence des rangs des Vy^ et des Fp.

La proposition que nous avionsani ioncée est m a i n t e n a n t immédia te ;
il suffî t d 'exprimer celle que nous venons d 'obtenir en i n t r o d u i s a n t
explicitement le nombre des condi t ions N^ auxquelles doit satisfaire
une forme d'ordre p pour appartenir au module M

' : ; 1 ' ' ' 'r^-.N1^,^ '.
En u t i l i san t l ' identité connue

: . , , . •pi>4-r _TI»-»-! v1 : - ! 1 1 1 i / /- î — i// ,— 1 L . '
on obtient ! ! ! - 1 1 ; 1 . i l . ' 1 , . , ' , ^ - , ^ . ! , •

'• 1 , 1 1 1 1 1 . . • . ' '. : 1 . , 'vrtM-1 ._•^•P-t-l •vP
1 ; ^oXt5— ^^ ——^o-
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i^,1^. Étant donne un module, de formes, il existe un entier p^ tel que
^I^foï^^ ordre/? quelconque donné ^/?o sont en m vo"
^îutIpri.'S^^^ précédemment la signification algébrique des nombres

o-^ofr^^^ on a vu en par t icul ie r qu'ils suffisent à
'Mre'-CQBnaîtrele-polynôm'e, caractéristique /du module. ,Ces nombres
ontime interprétation fort simple lorsque l'on considère au lieu du
module de formes lui-même le système aux dérivées partielles qu
s'en dédui t en remplaçant chaque ïnonome ^' a'^.,.^" par la

1 i 1 . - - ' ' l ^+ a ^• l • •+ o ; »^ : " l - • l l • w l . ' l - l ' ' l l l l l l l • '-- , \ , , , , ,,.1 . . 1 .dérivée ,^ ^——-r^ correspondante et égalant a %ero les exprès"
11 - .^ ^ u'^t'4ï C7< .̂*.o3 • • . C/A*^^ i ', ^ 1 . 1 , , . 1 1 ! , -, - • • •,'" '

siens obtenues : aux monômes (N) d^ordrej?, monômes complémen-
taires des derniers monômes d'ordre p des formes du système, corres-
ponden t les dérivées d'ordre p que l'on'peutse donner arbi t rairement .
sur certain.es^nultipli .cités à i,, 2, ..., n "- i d imensions issues de o C1).
Ces fonctions arbitraires suffisent, avec un nombre f i n i •de constantes
arbitraires, correspondant à certains monômes d'ordre infér ieur à p ,

.à/déterminer ent ièrement , la, solution générale; i l y a respectivement
:;a-^, ^^.'..^^cr^^," monômes (N) qui ont i, 2 , . . . , ^ — ï variables muiti-
plicatrices; la solution générale sera donc déterminée par la donnée,
outre un nombre fini cr de constantes arbitraires correspondant à
des dérivées d'ordre inférieur àp , de cr^va-a, ..., cr^, fonct ions arbi-
traires de i, 2 , . . . y n — i variables sur certaines ïBultipIïcitésîinéaires
(se comprenant d'ailleurs les uîïes les autres) de certaines dérivées
d'ordre p . Après un changeïnent aréAm^ (linéaire et homogène) des
va riab les i ndép endan tes, la àoluf i on sera encore déterm i née par

•cr11'1.constantes^''arbitralpês,/^^^^^^^^^
^x11—^ ï^tœTa^^.^'.fy11 '^L11::^-:'^'1:,^/:11^1 ' . ' ; : 1 1 ' ' . ' : . . 1 1 1 - ' 1 1 1 ^ : 1 , 1 1 : 1 :

!l:l;:.^lll:[::l.^l^l'a;l^^^^^
:̂ |i|l||y
|||lï|%^ formes^
!ll:':;d'<)^ que1. l'on, p.uisse111-
: • d éfin/i:r:'4,e'l:lllmlo:du1i:ççe^n ^"ri" système de fo rm es ̂ d'ordre 5z? (c. com-
'plè;te•m,ent'lilnt'égrâblé^ (M^ forment 'un 1

'système. <ï,CQiBplût:•)>'.,ltê.:^ son ('multiples

•'y: i 1 ) [Tûir IMémoirô'dé.ja^cilté,<IJû^m<^/:^
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d'aucun, M se compose : 1° d'un certain nombre .(f ini) .de monômes
d'ordre in fé r ieur h p ; 2° de monômes d'ordre ̂ p qui se réparfi&senî: en

' un no ml ) re fîni de classes sans éléments communs , chaque classe étant
.const i tuée par les produits ̂ d'ua monôme (N^,) par tous les monômes
formés avec certaines variables déterminées (variables multiplica-

: triées de N ^ ) . Soient S;,,, S3^...,/2/,-i les nombres de monômes, N/qui
o n t ' . i , 2^ * . . , // — r /variables niultiplicatrices ; le nombre des condi-

; t ions pour qu'une forme d'ordre Pî^ lasse par t ie du. module est.

^ I.Çn t̂J + i ^-Z^l^-^^,2 +. ..^î -+- ——2 —————,————— -t- ,-3 1 . 2

.., • . ^ • (p^p^^^^P^p^n—'i}'
t M n - î i ~ î 7 ~ ^ T ^ 7 ) '

Ce polynôme est égal, quel que soit P.?p, .au polynôme . , .
p_^4.^ ' _ _ ( p - ^ + , ) ( p ^ _ a ) , , , , , 'cr:i -+- a^ —~——~— 4- o-g ——————————..—.-———^ -4~. . ..

. , , . . - 1 1 (p_^.+.i):...(p_^^,,^ .a) 1 ,
• \ ,+^-1-——"•——-^^^^-^^y—————- ^

Mais cela n^est possible que si l 'on a
^/z--l ̂  ^—lî ^^-2==o"^-â, ' .. . , A-Î r̂-: cr i. . , . '

Ory les nombres S^, i^,. ...,S,^-^ indiquent précisémentles nombres'de
fonctions arbitraires de ï, s , . . . , / ? — t variables qui permettenî de
déterminer une solution de la forme (40 quand on, s^isireini à se donner
comme fonctions arbitraires les valeurs de certaines dérivées d'ordre p
(des dérivées d'ordre inférieur à p n ' intervenant qu'à titre de cons-
tantes arbitraires). Cette convention a ravantage d'introduire des
nombres de fonctions arbitraires bien détermmés. ^Q\^ venons de
voir, de plus, que les nombres qu'elle introduit sont précisémentles
nombres invariants qui avaient été définis précédemment. ' ! .

18. De ce qui précède, il résulte qu^au point de vue où nous nous
plaçons actuellement, le degré de généralité de la solution du système
aux dérivées partielles correspondant à un module de formes donné est
caractérisé (oiitre un certain nombre de constantes arbitraires) par
les nombres o\., cr^y ..., o",/-,, correspondant à un ordre connu p pour
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lequel les formes du module constituent un système en involution. Les
nombres (a) correspondant aux ordres plus élevés ? + i, p 4- s>, . ..
pourront jouer un rôle analogue. Mais on peut aller plus lo in et dire
dans un sens analogue que, même si les formes en involut ion d'ordre jp
ne peuvent pas être considérées comme les formes de cet ordre d'un
module défini par des formes en involut ion d 'o rd re / )—r , le de^ré de
généralité est caractérisé par les nombres

c'est ce (p.ii résulte des remarques' faites au n° 10 :• ces remarques
m o n t r e n t en e f le l que la solut ion générale est entièrement caractérisée
par la donnée de constantes arbi t raires et de ! 1! : ,

fonctions arbitraires de r , 2 , . . . , n — 2, n — \ variables (ces nombres
ayant encore une signification « i n v a r i a n t e »).

Donnons pour t e rmine r un exemple très simple auquel on pourra
appliquer ce résul tat ainsi que ceux des numéros précédents.

Soient ( 4 ) deux formes du deuxième de'gré.à 4 variables dont les
coefficients ne soient pas proport ionnels ; excluons le cas où elles

géraient constituées toutes deux par le produit de la même forme
linéaire pw deux formes linéaires-(distinctes) et seraient par suite en
invo lu t ion ; on peut alors par changement de variables et combina i son
l inéaire en déduire deux formes A, B

A,s= • ̂  '-h'^^-l-l-,'. . . î

B, ss ̂ .^ ^-+- b x j -t- .•.;1. '! \
.;a;"+-7^^o,

,:les'11:erm:es:l•^lôin.é:erits;:eo^ ,
système des deux formes TÎ^^^^ ; cel ni des formes du

^trqBiëme^rdre'que.1^ d'ellfis pa'r
^ , chacune 'des^'le tires x est en twolution;1 on'peut1 s'en1 rendre compte
rapidement de la manière suivante. Formons l'expression
;. ,: •' , ! / l<^.s^A.-+-^^—^^)BEHII(a 4-^21)^1•14-.'.1., ' . 1 1 . 1 ' 1 1 1 1 1 , 1 1 , 1

( 1 ) (n". C. H. Àcad. Se., fc. 474, 19^, p. 991.
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les termes "non écrits contenant au moins l'une des lettres x.^ x^ ; et
considérons le système des équations obtenues en égalant à zéro
A, B/C résolues respectivement par rapport à <z^ .^4 ^3, ̂ . Ce, système
de monômes est complet ( i ) ; si d^ailleurs on adopte pour le classement
des monômes d'un ordre déterminé celui qui a été ind iqué au n° 7, on
constate aisément que, le 'système d'équations aux dérivées partielles
correspondant à celui dont nous venons de parler est sous forme cano-
nique et complètement inîégmble; ce point étant admis,on aperçoitimmé-
'diatement. les valeurs des nombres (cr) relatifs à Perdre '2 et à l'ordre 3.
en considérant les deux systèmes de monômes « premiers membres )>

iM.^= (J^, ^4^). i- M^-=(.r^ 3c^v^ ^r|^r^^.r^ jr ;̂̂ , ̂ |^i, ̂ ^^J,

Le tableau -ML donne
^ ^=3/ ^^i.

La somme o-^ 4- acr^ 4- 3 cr^ est i3, nombre supérieur au nombre
des monômes d'ordre 3 qui ne figurent pas dans le tableau M^. ! ' „

Le tableau M^ donne ' • . / ^ ^
,.' . , ! ! ; ^^S, ^5-=:4, 0^=0. ^ ,

/' ' ! ! . " 1 , , ' :

- La somme çœ4~ 2Œ^ 5 -h3(7^ } est'iô, nombre ^a/au nombre des
monômes d'ordre 4 qui ne sont multiples d'aucun.Ma. . 1 1 . •

Si l 'on s^en tient aux nombres cr/, a^, 0-3 correspondant à la forme
en involution d'ordre le moins élevé dont est susceptible le module,
on pourra dire que le degré de généralité de la solution du système

'•aux dérivées partielles considéré- est1 caractérisé ;par les nombres
^ , ! ! ! , • . ! , ! 8, 4; ! û 1 , (orcire. 31).1 , , , 1 ' - , 1 1 1 1 1 1 , ~ 1 1 1

La remarque faite plus haut précise comment on peut dire, dans un
sens anaîog'ue, que le degré-de -généralité ,est .caractérisé par les.
nombres1, 1 1 . 1 1 : -. • : , ' 1 1 1 , . , .' 1 , 1 ' - , , ' . 1 ! ! " , . • 1 1 ' ' ^ ! . ' :, • 1 1.

. 1 1 1 ! _ / S — 1 4 1 = = 4 ? . 4 s l o" (ordre 2). • , ^ , 1 1 1

(1) Voir tournai de-Mat/f., 1920, p. 77.

^^/<.J t lc.A' lor7/^, . (3)^XU I .—•MAR Is;I ;9 1a4. 1• ' . l ; l l ' l l ' l ' l ^ ' 1 1 1/1-, • 1 : " 1 1 1 1 " ' 1 1 1 1 ' ; . , ^0


