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SUR LES
SERIES DE TAYLOR QUI PRESENTENT DES LACUNES

Par M. S. MANDELBROJT.

INTRODUCTION.

Le premier exemple connu d'une sérvie de Taylor, admettant le
cercle de convergence comme coupure, est celui de Weierstrass :

%
E anr 1-[1"
n=1

(a est un nombre positif et & un entier positif). 11 jouit de cette pro-
priété que la série a un nombre infini de lacunes relatives aux coeffi-
cients. Différents auteurs ont démontré qu'une telle propriété, conve-
nablement précisée, suffit pour que le cercle de convergence soit une

coupure.
Etant donnée une série entiére
sﬁ ayxtn
H n .
n=—=1

M. Hadamard a démontré que le cercle est une coupure si I'expression
Chpy=C ;. \ RO .
~rl% peste supérieure & un nombre positif fixe. M. Borel a étendu

n
. . C —cC . P . .
cette conclusion au cas ot == =" satisfait & la méme condition. Enfin
. cll
M. Fabry a établi un résultat trés général, dont un cas particulier est
le suivant : Le cercle de convergence est une coupure si

Hm(epp—cy) = (1).

(1) Pour la bibliographie, voir Hapasarp, La série de Taylor et son prolongement
analytique (Scientia, n°12).
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Tout réeemment, M. Ostrowski ('), en étudiant un probleme relatif
a extension en dehors du cercle de convergence du domaine ot une

suite

Q Q
bn,; bn._.a CICIEN S"i’ ey

n
o
3,= -S- anyx™

n==1
converge uniformément, a donné quelques relations entre la conver-
gence de la suite S,, pour les points réguliers de la fonction

%

J(x) :Z @t

n=10

autres que les points intérieurs du cercle de convergence et existence
de lacunes pour la série

%

-
2 @, K.

2=l
A celle occasion, M, Ostrowski présente un exemple d’une série
prolongeable en dehors du cercle de convergence, quoiqu’elle ait des
lacunes, dont la largeur croit infiniment <étant donnée une série

0

Y )
a, hn,

Nl

on nommera largeur de lacunes la diflérence A, , — 7\,L>.
On voit done qu’étant donnée une série

o

- R
"IJ(J") :z ap

n=1
qui a des lacunes (relatives aux coefficients), le cas ol

lim’(‘/a,,.H — M) ==

n= o

(1) Abh. aus dem Mathemat. Seminir der Hamburgischen Universitét, Band 1,
Heft 3-4.
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n’est pas le seul ot 'on puisse donner des renseignements sur la
nature de la fonetion 4 ().

M. Fatou (') a énoncé un théoréme trés clégant, démontré par lui
pour un cas spécial, et par MM. Hurwitz et Polyd (*) pour le cas
général :

On peut, dans la série

changer les signes d’une infinité de coefficients, de maniére que la
nouvelle série admette le cercle de convergence comme coupure.

Ce fait est strictement lié & celui que les séries qui ont des lacunes
satisfaisant & certaines conditions admettent le cercle de convergence
comme coupure.

En effet, supposons que la fonction

(1) j(r)=2 a, "

admette sur e cercle de convergence un seul point singulier. Soient
Ry Ny, ..., n;la suite d'indices correspondant aux termes de la série (1),
dont on a changé le signe, pour que la nouvelle série obtenue par cette
opération

’ T P s z
E et (ty,=—an; @,=a,sinz=n;)

admette le cercle de convergence comme coupure. On voit que
Z al, .7;":2 a, " — 22 A, 2™
n =t n=1 =0

et la série

@w

E Ap, .Z'"",

i=1

(1) Aeta mathematica, t. 30, p. 335.
(2) Ibid., t. 40, p. 159.
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qui a des lacunes, admet le cercle de convergence comme coupure.
Dans les exemples cités plus haut (4 'exception du dernier), ¢’est
la croissance de la largeur des lacunes qui joue un role important. On
est tenté de croire que cette condition, relative aux lacunes, qui pour-
rait donner des renseignements sur la nature de fonctions correspon-
dantes n’est pas unique. L'exemple formé par le théoréme de M. Falon
permet de le prévoir. On peut done se poser le probleéme suivant :
Chercher une liaison entre la nature et le nombre des singularités de la

E4
9 ( x) :2 ay @t

n=1

serie

(les @, étant quelconques) e la croissance de la suite 'h,,.

(Vest le probleme principal que jaborde dans les pages qui suivent.

D’autre part, il existe quelques théorémes qui se rattachent a I'étude
des singularités d’une fonction, obtenus en considérant les cocfficients
de la série entiére comme une fonction de leur indice (*). Je mon-
trerai que, des résultats que nous allons obtenir, on peut tirer une
proposition se rapportant au méme sujet.

Enfin, ’aprés la définition classique de Weierstrass pour la fonction
analytique, les points singuliers isolés d’une telle fonction sont en
général des points de ramification.

Sila fonetion représentée par la série

V !
X oy

n=0
admet sur le cercle de convergence un pole d’aflixe 2, la multiplica-
tion de chaque coefficient @, par un facteur T(n) suffit pour que la
série transformée

3

E a, " [a),=a,T(n)]|

n=0

admette le point x, comme point critique.

(1) Poir, par exemple, L Roy, Sur les points singuliers d’une fonction définie par un
développement de Taylor (Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. 127, p. y49).
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Dans une Note, j'indiquerai une opdération sur les coefficients per-
mettant de transformer un point isol¢ quelconque sur le cercle de
convergence en un point critique. '

En traitant cet ordre de faits, je serai amené i examiner des pro-
blemes qui s’y rattachent.

J’exprime ici mes vifs remerciments & M. Hadamard, qui a été le
premier & s’intéresser 4 mes recherches dés mon arrivée a Paris.

Je remercie trés chaleurcusement M. Henri Lebesgue de I'accueil
bienveillant qu'il a fait & mes Notes en les présentant a I'Académie des
Seiences, et pour les conseils trés encourageants qu’il m’a donnés.

Mais je suls surtout reconnaissant i mon cher maitre, M. Paul
Montel, qui s’est intéressé trés vivemen( & mes recherches, m'a donne
des conseils trés précieux et m’a consacré beaucoup d’heures pour
suivre mes démonstrations et faire des remarques trés utiles.

Je suis heurcux de pouvoir exprimer ici ma reconnaissance pro-
fonde & mon frére Calel Mandelbrojt, qui n’a épargné aucun effort pour
m’initier & la vie scientifique dés mon enfance.

CHAPITRE 1.

1. Dans les numéros suivants, je me propose d’étudier la dépen-
dance qui existe entre la nature des singularités sur le cercle de
convergence d’une fonction, représentée par une série entiére

)

2‘ y
Ay L0,

n=1

et la croissance de la suite des A, cnsupposant que cette série admette
des lacunes relatives aux coefficients.

Au premier abord, je suppose qu’il y a une infinité de lacunes dont
la largeur augmente infiniment, ct jenvisage le cas le plus geénéral,
a savoir :

Etant donnée la série

@

o ,
Upxtn,

n=1

Ann. Ee. Norm., (3), XL. — DECEMBRE 1023, 53
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Je suppose qu'tl existe une suite de 1,

. .
)

satisfaisant a la condition

(1) Hm (21 — 2a,) = co.

Je vais démontrer que la série

@

AN y
. Uy X"

n=1

a sur le cercle un point singulier au moins qui ’est pas un péle.

Je rappelle quelques résultats dus & M. Hadamard (*), qui sontnéces-
saires pour la démonstration :

Etant donnée une série entiére

w

b(x) :Z ap

n=1

dont les seules singularités sur le cercle de convergence sont des
poles, on peut toujours trouver un polynome

P(z)=1+A.(x)+...+A,xr

de degré égal au nombre des poles situés sur ce cercle (*), et tel que
la série
() Z byzn=10(z)P(x)
=1
admette un rayon de convergence supérieur a celui de la série Y(z).
Les coefficients de la série («) sont donnés par la formule sui-

vante :
bm—w): Ay pp = Ay Appopp—qg = oo o= Ap Aoy

() These, Essai sur Uétude des fonctions données par le développement de Taylor,

1892, p. 19-25.
(2) On comple chaque pole avec son degré de multiplicité.
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ot l'on tire I"égalite

| ) y
A R ([m-%—p—l !’/n»-i-p @y LIRS ({/ll—:v-p {
”m.]: oo Ch e e =
i anH—p L] ((m—i-i‘p-l bm—é—‘l[’ auz-éfp R ’(/n~-—2p

Les b étant les coefficients d’une série dont le rayon de convergence
est plus grand que celui de (), on voit que

T m T I
lim v l bm+i| < -
m=cw 14

¢ étant le rayon de convergence de la série D(2). On a d’autre part

(J=1,2, . .,2p—1).

T m T

Hm " | ape;] = =

m=w e
On constate donc que

T M/ 1 I
im /1D, | < = (O

En tenant compte d’une identité relative aux déterminants et leurs
mineurs, a savoir

’ N
-DUH« 1,p~—1 Dm——l,p-—l - Dm.p——l—: Dm-—i,p Dm.p—‘_n

M. Hadamard démontre aussi la réciproque. Supposons que, pour cer-
taines valeurs de P,
lim VD, ,|

m===®

soit moindre que P_”i:‘; soit p la plus petite de ces valeurs, et # la
limite supérieurc correspondante. Par hypothése, la limite supérieure
de V|D,.p-1| est #; M. Hadamard démontre alors qu’il y a sur le
cercle de convergence p poles, et les autres singularités les plus
proches sont sur le cercle de rayon o’.

(1) P. 431-4302.
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Au cours de cette démonstration, on constate que

i TV =
régulierement.
C'est précisément le vésultat qui jouera pour nous le role impor-
tant.
On voit, en effet, que si les seules singularités sur le cercle de
convergence d’une série

%

N,
2

nz==0
sont des poles en nombre p, les quantités "\L/[D,,,,,, N tendent réguliere-
ment vers la limite ;I/
Il est mainlenanll facile de démontrer le lemme suivant :

St, dans la série entiére

»

2’ )
a, xhn,

n=1
il y a une infinité de L, tels que
7~n,’i-1 - 7v/:,'\/ /"y

la fonction représentée par la serie

w

- .
Z wy 2t

nz==1

admet auw moins k+ 1 poles sur le cercle de conyergence, ou bien elle a,
sur ce cercle, des points singuliers autres que les péles.

Il suffit, pour la démonstration, de former les déterminants D, ,
successivement pour

p =1, P =2, ceey p=~n
et pour
m == by, -+ 1 (i=1,2, ...).

En effet, on voit que les premiéres lignes (et premiéres colonnes)
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étant formées de termes tous égaux i zéro, les déterminants sont nuls.
Aucune des valeurs

m

VIDmpal (p=1,02..... 0

ne tendra réguliérement vers # (quand  tend vers Uinfini).

Notre lemme est donc démontre.

On démontre le théoreme énoncé au commencement en remarquant
qu'il ne peut y avoir sur le cercle de convergence & poles (£ étant
quelconque) sans qu'il y ait d’autres singularités.

Remarquons que pour £ =1 le lemme précédent coincide avec un
cas particulier d’un théoréme traité par M. Soula (') sur les points
principaux.

2. M. Ostrowski a énoncé le théoréme suivant : Si la suite

converge uniformément dans un domaine connexe, qui contient dans
son intéricur les points intérieurs du cercle de convergence et d’autres
points extérieurs a ce cercle, alors la fonction

L‘H(.’l) :Z (l,“l"",

n=1

de rayon de convergence R, peut étre représentée par une somme de
deux séries, dont 'une a un rayon de convergence supérieur & R, et
Pautre possede des lacunes telles que

L, N
Ml S B

‘g

On voit donc que dans U’hypothése du théoréme de M. Ostrowski, il y

(1) Thése Souvra, Sur la recherche des points singuliers de certaines fonctions définies
par le développement de Taylor, 1921.
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a sur le cercle de convergence un point singulicr au moins qui n’est pas
un pole.

3. Le théorétme que nous allons démontrer maintenant est une
application du lemme précédent.

Précisons d'abord quelques délinitions. f(¢z) étant une fonction
réelle d’une variable réelle ¢ définie dans un intervalle quelconque,
nous dirons que la fonction /(¢) devient infinie en un point¢,, sil'on
peut trouver une suite de ¢;

by Ly vy Ay RS}

tendant vers ¢, et pour lesquels

!il’}] | f(1:)] = co.

Si f(¢) est une fonction tmaginaire
Sy =/ 1)+ ifa(t)

(Ia variable ¢ restant réélle) on dira que la fonetion /(¢) devient infinie
pour la valeur ¢, si 'une au moins des deux fonctions /,(¢), f.(¢) le
devient pour ¢,.

Soit alors /(¢) une fonction imaginaire de la variable réelle définie
pour tout I’axe positif et périodique de période « = 2w incommen-
surable. Supposons que dans un intervalle de longueur « la distance
entre deux points quelconques pour lesquels la fonction /(¢) devient
infinie ne soit jamais ¢gale & un nombre enticr; nous supposons aussi
que

M > Tim VTF(m)] >1.
m=o

Soit p=E(w) (*). Je vais démontrer que la fonction représentée par
la série :

> S(r) 2

n=1

(1) On désigne par E(«) le plus grand entier inférieur a «.
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ou bien admet ar moins p +1 poles sur le cercle de convergence, ou bien
a, sur ce cercle, des points singuliers auitres que des poles.

Considérons un intervalle (a, a + 20).

A un point quelconque 0 de cet intervalle correspondent une infinité
d’homologues que I'on peut représenter par la suite (')

my . My =+ 1. N m;— Ny, ceny

m; étant entier et 0=y, < 1. On dira que m;—+ 7; est ' homologue
de 6.

Comme o = 2 est incommensurable, on voit tout de suite que

N2 72 Ny, si r= k.

Tous les nombres v; sont situés dans P'intervalle (o, 1)etils admettent
au moins un point limite 7.
Soient

Tip Ty wevy Ty ses
des valeurs de v; qui tendent régulierement vers 7.
Etant donné un nombre positif, arbitrairement petit, o, on pourra
trouver un indice n, tel que pour n>n,, on ait

| (g, 05,) — (i) | <.

De meéme, 17, homologue d’un nombre quelconque ¢ + 6 situé
dans Uintervalle (@, @ + 2w) se trouve dans le méme voisinage d’un
nombre situé dans 'intervalle (*)

Ay (e =0 +—a—"0, m; +16-+a-+20—F n>n,).
) n n

Soient N,, N1, ..., N,+ S (*) les entiers situés dans l'inter-

S
valle (A,); N, N+1, ..., N+S8 (%) les nombres de P'intervalle

(1) On ne distinguera pas les nombres de points qui leur correspondent.
(%) Cest-a-dire que V'on a

| (M=~ iy =€) — (m—1 +c)| < 8.

(3) S étant un des trois nombres suivants 2p —1, 2p, ouw 2p +1.
(*) N n’est pas nécessairement entier.
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(a, a + 2w) satisfaisant a I'égalité

N—6=N,— N, (Ni, = my;,~+n;,).

Dans l'intervalle (@, @ + 2w) il y a par hypothése un seul point au
plus de la forme N+ r(r=o, 1, ..., S) pour lequel la fonction f(2)
devient infinie.

On peut done diviser I'intervalle (@, ¢ +2w) en deux segments;
'un au moins de ces segments ayant la propriété, que dans le voisi-
nage assez proche de chaque point d’abscisse N + r situé a I'intérieur
de ce segment | £(¢)] soit borné supérieurement; la longueur de ce
segment n'est pas inférieure i o.

Le nombre de ces points est au moins égal 4 E(w) = p. Supposons
que ces points soient les suivants :

N, N+1, ..., N+4+p—r,

On voit maintenant tres facilement que pour n assez grand, on a les
inégalités suivantes :

(1 SN[ < M, | f(N, 1) < M,, cee |/ (Np+p —1) | <My,

etalors

fim YT/ (N S5 Tim
n=ow n=w

Nﬁ.l’ul\/ |J(N,+p—1)] 21,

Par hypothese
fim YT/ ()T >1,

le cercle de convergence de la fonction

n=md

est donc inférieur a 1, et I’'on voit alors que pour caractériser les sin-
gularités de notre fonction sar le cercle de convergence, il n’est pas
nécessaire de tenir compte des termes dont les coefticients sont les
valeurs qui entrent dans les inégalités (1).
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——
]
€24

Il nous reste done la série

:E:‘f()q,)‘vlm

n=1
A, étant tel qu’il v ait une suite
Y PIRTRD SO
satisfaisant 2 la condition

/*/1,-—9—1 - '-n[_':l P

Notre théoréme se raméne donc au lemme démontré plus haut.

4. La condition (1) (n° 1) ne peut pas donner de renseignements
sur le nombre des points singuliers sur le cercle de convergence. On
peut en effet construire une série

w
S T
a, x"r
n

n=1

qui a des lacunes satisfaisant & cette condition et qui, pourtant, repré-
sente une fonction n’avant qu'un seul point singulier méme dans le
plan tout entier. D’autre part, il suffit d’annuler, dans une telle série,
uan nombre infini de coefficients pour que la nouvelle série admette le
cercle de convergence comme coupure.

Afin de construire notre exemple, il est nécessaire de rappeler un
théoréme du a M. Leau (').

La fonction

F(r)=Y g(n)z",

nzzl

ol g(t) est une fonction entiére d’ordre inférieur 4 1, n’a, dans tout le
plan, d’autre point singulier que le point d’affixe 1.
Soit une série convergente a termes positifs

&+ 52+53+...+5,’+....

(1) Leav, Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. 3, 1899, p. 409-410.

ALnn. Ee. Norm., (3), XL. — DrcEMBRE 1923, 54
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Dans chaque série convergente (A;)

N 1 i 1
(A)) ;—i—5;~-i—...~t—m+...,
{ I I
(A2) gt et (172 a)F e
............................. ,
N 1 L
(\/) m—%...-%m-{*...,

ot - . . . , e
ou ~ < S <1, supprimons les n, — 1 premiers termes, n; étant suffi-
samment grand pour que la somme des termes restants soit inférieure
a Efee

La série formée par les termes

1 ~ ( 5
1, (l“_,) ) tee <I—'-J)v

el les termes qui restent dans les séries
(Ap) (h=1,2,...)

estune série convergenle. On peut donc former une fonction
entiére g(z) dordre inférieur & 1, admettant comme zéros les points
d’affixes

(np=+ 0+ h(h=o0,1,2, ..., i=0,1, ..., np=1);

la fouection

F(ar) “.::Z o(m)an
n==1
admet, d’aprés le théoréme de M. Leau, le seul point singulier 1.
D’autre part, les coefficients g(n) satisfont i la condition (1) relative
aux lacunes, ¢’est-a-dire qu’il y a des lacunes dont la largeur augmente
infiniment. [On voit, en effet, que pour un entier m > n; (k=1,2,...,p)
on a
g(m?*)y = o, g(m?~+1)= o, ce g(mi+p)=o,

et la largeur de ces lacunes augmente avec m] (').

(1) M. Fabor (Tber Potensreihen mit unendlich vielen verschwindenden Koeffizienter
1906) donne un exemple d’une série enliére qui a une infinité de lacunes infiniment crois-
santes et qui admet un seul point singulier sur le cercle de convergence, mais pour laquelle
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5. Il est intéressant, pour les résultats 4 venir, de faire la remarque
sulvante.
Supposons que, dans la série

.

-
/;' a, .t

n= |

les lacunes dont la largeur augmente infiniment soient les seules
lacunes, c’est-a-dire que les seuls coefficients qui s’annulent soient
ceux dont les indices se trouvent dans les intervalles

sy Pop) (T==1, 2, .. ),
fes extrémités ¢tant exclues.

Supposons, en outre, que I'on puisse choisir les a, de telle manicre
que la fonction représentée par une telle série n'admette pas le cercle
de convergence comme coupure (c¢'est le cas de Pexemple construit
dans le dernier numéro).

Alors la série 2 b,x*, ol les A forment la suite des entiers guine
ligurent pas dans la suite %,, satisfait & la méme condition (1) relative
aux lacunes.

Il suffit, pour le vérifier, de rappeler un cas particulier d’un théo-
réme de M. Fabry.

T N ; .

La série Z a,x" admet le cercle de convergence comme coupure si

lim (%, —
N n=—oe
p etant fixe (*
Soient en eflet 7, les indices satisfaisant a la condition (1), on a

done
B (2 gy — L) = %,

si tous les A, jouissaient de celte propriété |cest-a-dive si les A,

la lemniscate | X (X == 1) | = 2 est une coupure ; M. Faber suppose (sans donner la preuve)
que, pour que la série puisse admettre sur le cercle de convergence des points singuliers
isolés, :l faul avoir 11m (')>o [#(v) indiguant le nombre de coefficients non nuls

appartenant ala pUISsanoe d ordre < v]. Dans notre exemple on voit précisément un seul
point singulier dans le plan entier.
(1) FABRY, Annales scientifiques de I Ecole Normale supérieure, t. 43, ISQb p. 381-382.
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pouri=r1, 2, ... prennent toutes les valeurs %, (n =1, 2, ...)], le
cercle de convergence serait une coupure; il y a donc une suite
A, (J=1, 2, ...) telle que

A . — - —
@y, 70} Q175 03 cey Anjaey 7 0.

Or, d’apres le théoreme de Fabry rappelé plus haut, £4; ne peut pas
étre borné supérieurement, et notre remarque est vérifiée. '

On voit donc que la condition (1) relative & la suite de A, donne
quelquefois les mémes renseignements sur la nature des singularités
sur le cercle de convergence de la série

=]

- )
@yt

ne==1
et la série
- .
X but

rne=1

6. Cette condition (1) suffit pour conclure a l'existence, sur le
cercle de convergence, d’un point singulicr au moins quin’est pas un
pole. Mais, a priorz, il peut aussi exister des poles sur ce cercle. Do
'utilité de la proposition suivante :

Appelons deux suites A, et A, qui donnent par leur réunion I'en-
semble de tousles nombres naturels, les suites complémentaires ', et ..
S’il existe une seric

#

2’ y
Ay

nozl

représentant une fonction qui admet un seul point singulier, sur le cercle
de convergence, la serie

»
~ .
2 Y

bll &n,

n=1

ou les b, sont quelconques, n’a pas de péles dont la partie principale se

réduise a un seul terme ——2——.
(zy—2)P

En particulier, il n’y a pas de pdles sumples surle cercle de convergence.
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Cette dernidre proposition sera ¢tablie plus loin, comme consé-
quence d’un autre théoréme.

CHAPITRE 1I.

7. Considérons maintenant une série

AN bl
» oy, xtaey,
-

n=l

admettant des lacunes telles que, pour une suite de A, on aut,

A
i —22

i= = g

= .

Cette condition qui est un cas particulicer de la condition (1) (n°1l)
envisage un cas spécial qui doit son intérét au théoréme suivant de
M. Ostrowski (') :

St la série de rayon de convergence 1

“
. ~ ;
Jey= "N a,zh

n=1

admet une infinité de lacunes telles qu’il y ait une suite d’indices satis-
faisant & la condition

alors la somme de /(@)

n;
. O ;
S, = Ya,ah
‘ e

k=1

converge en chaque point régulier de f(2), et uniformément dans
chaque domaine intéricur & la région d’existence de la fonction f(«).
La fonction f(«) est donc uniforme dans toute larégion d’existence
(simplement connexe) et sa surface de Riemann a une seule feuille.
Pour plus de commodité, on désignera ce théoreme par lalettre (A).

(1) Abhandlungen aws deuss Mathem. Semindr der Hambur Unip. Band I, Neft 3-4.
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M. Ostrowski donne immédiatement un exemple d’une série satistai-
sant a la condition indiquée et prolongeable au dela du cercle de con-

vergence

Lotk

e
DS N (— “’w;)i .
s pas) n!

= n=

Le théoreme de M. Ostrowski va nous conduire & la proposition sui-
vante :

St la série )
() = Syt

admet des lacunes telles que, pour une suite de A, , on ait

R
lim =25 =

i o
les seules singularites e la fonction représentée par cette serie sont des
continus non bornés.

Pour la démonstration je rappelle le théoreme suivant, tiré de la
théorie des ensembles.

Soit K un ensemble borné, parfait ¢t partout discontinu, on peut
(racer une courbe entourant un point quelconque P de K dont aucun
point n’appartient & Pensemble et qui est tout entiere contenue dans
un cercle de centre P et de rayon arbitrairement petit (*).

On généralise cette propriéte de la manicre suivante : soit F un en-
semble contenu dans E et tel que tout ensemble contenant F et contenu
dans E soit discontinu, on peut alors entourer F d’une ligne & ne con-
tenant aucun point B, il y a méme un canal autour ¢ qui ne contient
pas de point de E (*).

Je désignerai ce théoreme généralisé par la lettre (B), et j'indi-
(uerai, par la notation (G), le théoréeme de Weierstrass sur les séries
de fonctions holomorphes dans un domaine fermé et convergentes
uniformément sur le contour.

(1Y Foir P MontL, Lecons sur les séries des polynomes, p. 1-7.
(2) Loc. cit. (¢’est dans ces lecons qu'on trouvera aussi la définition des notions
employées ici).
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Revenons i la démonstration de notre proposition.

On ne restreint pas la généralitée sil’on suppose le ravon de con-
vergence égal a 1.

D’abord il n’y a pas de points singuliers isolés : ce fait résulte des
théoremes (A) et (C). Done Pensemble E de points singuliers de la
fonction ¢ (a) est parfait.

Soit P un point de Pensemble E; entourons-le d’une courbe quel-
conque, par exemple, un cercle K, de rayon R. L'ensemble F, formeé
par les points de Pensemble E qui se trouventa l'intérieur du cercle K,
ct la circonférence K elle-méme, est un ensemble parfait (il est aussi
borné), puisque chaque point de 'ensemble E qui se trouve a U'inte-
rieur du cercle K est encore une limite, ¢’est évidemment aussi le cas
pour les points qui se trouvent sur la circontérence de K. D’autre part
chaque point limite de Pensemble E est situé ou bien & I'intérieur
de K, ou bien sur K, il appartient done, lui-méme aussi & Pen-
semble F.

Je dis que cet ensemble est un continu. Ce fait se ramene au suivant :

Chaque sous-ensemble F, de I'ensemble F est contenu dans un
ensemble continu F,, contenu lui-meéme dans F.

Cette proposition se démontre facilement.

Si aucun ensemble F, (contenu dans F et contenant F,) n’est con-
(inu, on peut appliquer le théoréme (B), on pourrait done entourer
ensemble F, d’un canal ne contenant pas de points de F. Les théo-
rémes (A) et (C) montrent que cela est impossible.

Donc F est un continu. Deux points quelconques de F étant donnes,
par exemple un point P& Pintérieur du cercle K et Pautre P, sur la
civconférence, on pourra former une chaine correspondant & un
nombre ¢ (les cotées du polygone sont inférieurs & ) et qui joint les
deux points.

Partons d’une suite ¢; de nombres positifs

Sy Cay ey iy ey

qui tendent vers zéro.
A chaque nombre ¢; correspond un ensemble {ini de sommets de

polygone joignant P, et P,.
Soit T; le premier sommet (en partant de P,) correspondant & ¢,
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qut est sur la circonférence de K (il peat étve le point P,). L'ensemble
dérive de la suite de points T, (¢ =1, 2, ...) est situé sur le cercle K;
soit B un point quelconque de cet ensemble dérivé et ¢, (j =1, 2, ...)
les ¢; qui correspondent & ce point (T, est la suite des T, qui tend
vers 0). A chaque ¢, correspond un polygone dont les sommets sont
4 Pintérieur du cercle K. G ¢tant I'ensemble de ces sommets, cor-
respondant & tous les ¢ (/ =1, 2, ...), soit G' le dérive de cet en-
semble.

Or, d’aprés un théoréme de M. Zoretti, 'ensemble G"est un con-
tinu (*).

En remarquant que le rayon du cercle K est arbitraire, on arrive & la
conclusion annoncée. ,

CHAPITRE 111

8. Nous allons maintenant démontrer un théore¢me plus général que
celui du n° 1, et qui peut étre regardé comme une transition entre ce
théoréme et celui du n® 7 :

Etant donnée unc séric entiere

-~ .
9 (@)= L ayahn,
nol
de rayon de convergence égal a un et dont les 4, sont tels qu’il existe

une sutle
O O N

satisfarsant a la condition

(19) lim (2, 1 ~—27h,,)=w,

ot p est un nombre naturel, je dis que lu fonction () ne peut pas étre
mise sous la_forme

(\) (‘/{l)"_ -—'——-——-—;/—,

[P (e

(1) Voir Zonerre : Sur les fonctions anal) tiques uniformes qui posscdent un ensemble
parfait discontinu de points singuliers (Journal de Liousille, 1903, p. 8).

On pourrait aussi démonirer nolre Lhéoréme en lenant compte d’un résultat de
H. MoNTEL (Sur les suites infimes de fonctions, 1907, p. g1) en le complétant conve-
nablement.



SUR LES SERIES DE TAYLOR QUI PRESENTENT DES LACUNES. 433

ot g, est une fonction réguliere dans un cercle de rayon supérieur ¢ un;
P (z) est un polynome a'c la forme

P(x)=(x—a)) (x-—22): ... (x—a)% lz; =1, (J=1,2, ... k).
v sont des nombres entiers positifs, el ¢ un entier quelconque (').

Le théoréme reste vrai sil'on substitue dans (A) au lieu de p un
entier non négatif quelconque inférieur a p.

Sil’on prend p = o, on retombe sur le théoréme du n® 1.

En remarquant que I'inégalité

/"+l>r)[’+»

"
pour 7 assez grand, entraine la condition (1°), on voit que la condition

I
lim 2! —

g
est un cas limite de la condition (1°), car la derniére est alors satis-
faite pour p quelconque.

Pour la démonstration du théoréme annonce, mcltons la série o(a)
sous la forme

%

“
O ; N
o(z) = ,/\ t, 2t = 3 atl am,

"

n=1 1 =0
) =a,, pour m=17, (n=1,2, .:.)
(' =0 pour m =,

Désignons par a,;’ les coefficients de la série qui represente [2(x)]%,
et, en gcnual, par a.’ les coefficients de la série qui représente
.
s ()] S
Désignons, d’autre part, par (a) le plus grand entier inférieur ou
égal & a, a étant un nombre positif quelconque et par [a] le plus petit
entier supéricur ou égal i «; si « est entier, on a (a) =[a] =a.

-]
(1) Si la fonetion ¢ () est multiforme, ¢'est la branche définie par la série 2 apahn

n=1

gui jouit de cette propriété.
Ann. Fe. Norm., (3), XL. — DrcEMBRE 1023, 55
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On a ¢videmment

! o) {
/ (//H a(l III + - ((( al m + (I! m:]('( m \ <o (1," (l((, '7

(B e e e e ,
} ayl = al Va4 al N al, - Al a Ht el al (.
\ (%) 151 10

En protitant de la condition (1°) on voit que, pour ¢ assez grand, on a

M
“'/. +1=9,
(H —_
a,” +,_O

1
£2)‘,,, s T O,

s élant aussi grand qu’on le veut.
Par suite, en vertu de la premiere relation de (B) on voit que, pour
assez grand, on a

((,_‘,-;“";"‘_H =

_,;11’1 +2 =0,
......... ,
“;:7'.,. Ly = O.

En effet on voit d’aprées les relations (B) que pour former
a‘,f,’,‘i_,l_ (A=1,2, ...,9)

il faut prendre les sommes

() Lo Y . " o
“)‘,,‘4-[; Ia),, + ( ) + “/,, 1 | - ]“7.,,[—-1 y—(;) ey, @y

2]

Or ces sommes sont toutes égales & zéro. On voit donc que la série

@

[o(@)P= X aipa",

m==Q

satisfait & la condition (1) du théoréme du n° 1.

\ 2

. . ‘m m . .
1) Si 2 est pair on a [_)J g (—)-) et il faut remplacer les deux termes (l(m) a,',n"l,
) ) L7
| m'J a(m ) par un seul a3,

P
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En reprenant le raisonnement p fois et appliquant toutes les rela-
tions (B) pour 7= p + 1, gn peut conclure que la fonetion

= N

C‘J(J,‘) :I[)—+—1 — 2 a-”/[H—l am

mz=0

satisfait a la condition (1) du n° 1.

D’autre part si 'on supposait I'égalité (A) satisfaite, la fonetion
[¢(2)]7*" n’aurait sur le cercle de convergence que des poles, ce qui
est impossible, en vertu du méme théoréme du n° I,

CHAPITRE 1V,

9. Dans les numéros précédents, on avu que la condition (1) (p. 418)
relative aux lacunes ne suffit pas pour nous renseigner sur le nombre
des points singuliers de la fonetion situés sur le cercle de conver-
genece.

D’autre part, on a vu que, étant donnée une série qui a des lacunes

'.!)(l) :::E a, ,1-7-1.

n=1

avee des a, quelconques, ot la suite complémentaire 20, la suite %,
peut donner quelquefois des renseignements sur les singularités de Ia
fonetion Y(x).

C’est cette voie que nous allons suivre pour obtenir quelques indi-
cations sur le rombre de points singuliers d’une fonction représentée
par une série de Taylor gqui a des lacunes.

10. Rappelons le théoreme fondamental de M. Hadamard sur la
multiplication des singularités :
Soient les deux fonctions f(x) et ¢ () définies par les éléments

Jle)=ay+ a;r+...,
w(r)="0b,+ bz +4...,

les rayons de convergence de ces deux séries étant respectivement R
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et R non nuls, la fonction F(a) définie par I'élément
(1) F(e)y=aby+abx +...+a, bz ...

ne peut pas avoir dans tout le plan d’autre point singulier que les pro-
duits «f, « désignant affixe d’un point singulier de f(2) et § I'affixe
d’an point singulier de o (x) (*).

Comme d’habitude, nous désignerons par H[ /(z), «(a)] la série et
lafonction correspondante définies par I'élément (1).

Nous dirons qu'une série

E X,

0=l
dont les coefficients non nuls sont égaux a 1, est une série de la
classe (A), si elle peut étre complétée par Uintroduction de termes de
coefficients quelconques correspondant aux puissances qui y manquent
de facon que le cercle de convergence reste le cercle de rayon un et
que la fonetion représentée par la nouvelle série admette le point d’af-
fixe 1 comme point régulier.

On apercoit que si 'on supprime, dans une série de la classe (A),
un nombre quelconque de termes, la série rvestante est encore de la
classe (A).

On peut alors démontrer la proposition suivante :

Si la sérce

n=1

est de la classe (A), la Jonction

=
'4)(.56‘) :2 @n .73'7'«1,

n=1

dans laquelle les a, sont arbitraires, posséde sur son cercle de convergence
ai moins deux points singuliers.

Supposons, en effet, que Y () n’ait qu'un seul point singulier d’af-
fixe a, sur le cercle de convergence.

(1) Havamaro, Un théoréme sur les séries enticres ( Acta mathematica, (.92, 1898).
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Soit

-
. - o
o(2) ::_, by ™ (b, =1 pour m==r,)

m=1

la nouvelle série obtenue en complétant la série

x

E (IJ'H,

n=1

et soient § les points singuliers de la fonction o (2).
L’opération H(, 2) ne change pas la fonction primitive 4 (a).
D’autre part les seules singularités, sur le cercle de convergence, de
la fonction H[ L (), o ()] sont données par les produits ,8. -
On aboutit donc & une contradiction, puisque 2,8(B 1) n’est
jamais égale &4 &,. Notre proposition est done démontrée.
La remarque suivante nous en fournira des exemples.
Soit une série

b

yy X0

(1) J(r)=

telle que la suite

e 7‘"2, vy 7-11: e
ne contienne qu'un nombre [ini de multiples d’un nombre premier p.

Dans la série (1), supprimons les n, premiers termes pour que la

serie

. -
Si(x)= 2‘ p xh

n=ng-+1

n’admette pas d'indices multiples de p. Les singularités sur le cercle
de convergence de cette série sont les mémes que celles de la série (1).
Regardons maintenant la série

=
. [ =
(2) e :> anp
L —a? amrd
n=10

dont les seules singularités sont des poles simples d’affixes

27 YT 2 p—1LIT

1, e, et , ..., e P



138 S. MANDELBROJT.

La partie principale du pole d’affixe 1 est égale & =) et P'on

voit facilement que Uon peut former la série

B se=Sae=X

P

n= n=1 ]

il gl ) — L /)
ot — l)p P e—— e
P 1 —x 11— 2l

= =
W

qui représente une fonction holomorphe en 1 et de rayon de conver-
gence ¢gal & 15 en outre, les coefficients correspondant aux puissances
M(n=n,+1,n,+ 2, ..)sont égaux a 1. La série

b, "

I

n

i

est done celle-ci qui est obtenue en complétant

.
}: atn

n==ng--1

(qui est une série de la classe (A).

D’apres notre théoreme, la série (1) a, sur Je cercle de convergence,
au moins deux points singuiiers.

De plus, soit x, un point singulier de la série

o
~ .
) (ly "
e
=1

sur le cercle de convergence; je dis qu'il v a, sur le rercle de conver-

2miT
gence, au moins un point singulier d’affixe x,e 7, m étant un des
nombres 1, 2, ..., p—1.
En effet, la série (3) admet les points d’affixes
z_:.r 2(p—1)iT
(4 P

e 7

ey

comme seuls points singuliers; les seuls points singuliers possibles
sur le cercle de convergence de la fonetion

H[fi(x), o(2)]=fi(x)
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sont donc les points d’affixes
2hIT
ae (h=1,2, ....p—1),
% étant un point singulier de la fonction f£(.x).
On voit done que

2L

e P
ri=u, e s

z, appartenant a Ucnsemble «, et £, étant un des nombres 1, 2, ...,

p—1I.

On a, en définitive,

— i 2p—hiw
e P e T
oy —=.uy e
La série trés simple
Es
\~1 )
2
e
n=1

peut étre regardée comme un exemple de ce fait.

[1. On peut maintenant démontrer le théoreme suivant :

Sott une suite

T4y lay ey iy

ne contenant qu'un nombre fini de multiples de chague nombre p;, appar
tenant @ une suite quelconque donnée de nombres premiers

Pis Pas  wevs Pis veen

La fonction f(x), représentée par la série

3

- N
Z yy Zhn

n=1
a, sur le cercle de convergence, un enseimnble non réductible de points sin-
guliers ().

En effet, soit «, un point singulier surle cercle de convergence;

(1) Un ensemble est réductible quand un de ses dérivés ne contient aucun point.
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4 chaque nombre p; (=1, 2, ...) correspond au moins encore un
point singulier d’affixe
2T

)
ae !

i

AT
et, comme les p; (¢ =1, 2, ...) sont premiers, tous les points x el
sont différents. Il y a donc une infinité de points singuliers sur le
‘cercle de convergence et un point limite au moins.

Désignons par E, K, E®, ... I'ensemble des points singuliers de la
fonction #(x), et ses ensembles dérivés successifs s’ils existent ;
démontrons le lemme suivant :

« Si E” existe et si & chaque point d’afflixe P* appartenant & E© et
4 chaque nombre p; correspond au moins un point d’affixe

Q0007

Pre™ T (my étant un des nombres 1, 2, ..., p—1),

appartenant lui-méme a lensemble B, alors E+" existe et & chaque
point d’affixe Pr+" appartenant & E+" correspond au moins un point
d’affixe

'
2mpiT

PU+1 ™) (mi=1,2, ..., p;—1),

appartenant aussi a K&+, »

En remarquant que E”==E posséde cette propriété, et en utilisant
le principe d’induction, on voit que notre théoréme se trouve
démontré.

Supposons donc que I'hypothése du lemme énoncé soit remplie.

Il est évident que I'ensemble E“+" existe. Soit P“+" un point de cet
ensemble. Marquons-le sur le cercle de convergence.

En ne conservant dans la suite

Pn Pas DR 42
que les £ premiers termes p,, p,, ..., ps, & ¢tant quelconque, on peut

limiter le point P?*" sur le cercle de convergence par un arc C
d’extrémités o et ¢* assez petit pour qu’aucun point de I’ensemble
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E®, PO qui se trouve sur I'are C ne puisse avoir aucun point corres-
pondant

20T

pore (f=1,2, ..., )
sur le méme are.
Désignons par F une suite de points de 'ensemble E” qui tendent
vers P, Chaque point de F qui se trouve dans (¢%, e%) (') a son
point correspondant sur un are

21, T " +ﬂ 7,

('?r'" - D n ) ,
\ ¢ P e P (np==1,2, ... Ppm;m=1,2, ..., L)

au moins. Comme il n’y a pour chaque 7,2 qu'un nombre fini d’arcs de
cette forme, on constate qu’il v a pour chaque p,, au moins un arc

(== 3]
e I'm . e ' y

20,7 211, iTt‘)

qui contient une infinité de points de I'ensemble E® tendant vers un

2N, ITC
point de I'ensemble B+ _—_Pr+ie ™ [} ¢tant arbilraire notre
lemme est démontré, et avee cela notre théoréme.
12. Nous allons maintenant démontrer le théoréme du n° 6.
Nous procéderons par I'absurde. Supposons que la série

(l) 'JH(.‘I’) :2 [l” .’.1""5: (")

admette, sur le cercle de convergence, un pole dont la partie princi-

pale est
A,

(rg— )’

par p - 1 intégrations successives de la fonction (), on obtient une

(1) On désignera ainsi are d’extrémités e?, e¥:.
(2) Foir n" 6.

Ann. Fe. Norm., (3), XL, — DECEMBRE 1923,
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fonction

n=1

avec un pole simple d’affixe x,; par multiplication convenable des
coefficients &), et par multiplication de la fonction obtenue dans cette
opération, par =2*' on obtient une fonction

B(x) = by
n=1

qui admet le point d’affixe 1 comme pole avec la partie principale

1

[ — X
et de rayon de convergence 1.
La différence de deux séries
- e
=

n=0 n=1

est une série oblenue en complétant la série de la classe (A)

[a série

2‘ y
p X" 0,

n=1

les a, étant quelconques, admet donc sur le cercle de convergence
deux points singuliers au moins, ce qui est contraire & hypotheése de
'énonce.

13. Je voudrais, 4 lafin de ce Chapitre, montrer au moyen de deux
exemples que les conditions, d’aprés lesquelles on constate quelque-
fois que le cercle de convergence d’une série est une coupure, sont les
conditions des théorémes des n® 6 et 11, convenablement particulari-

(1) A un polynome preés,
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sees. On constatera en méme temps que les conditions qui entrent

dans les hypotheses de ces théorémes sont naturelles.

o

Premier exemple. — La série

\4s

[ZFR AT

i

ot la suite
I)H /}2, M ] [)n’

est formée des nombres premiers, admet le cercle de convergence
comme coupure.

En effet, on sait que si I'on désigne le nombre de nombres premiers
inférieurs a & par = () on a I'égalité suivante :

()

lim — =1,
W=« o
. IO{J{;I‘
On voit done que
. m(a
lim (@) =0
aJ== = 'r

ctle rapport du nombre de nombres premiers qui se trouvent entre
Puv— Ap, et p,—+ kp, (h étant quelconque inférieur a 1) sur p, satis-
fait & I'égalité a la limite

lim T(Pat bpa)  T(pa—1pa)
n=w | P P

= 0,

el, d’aprés un théoreéme de M. Fabry ("), on voit que le cerele de con-
vergence est une coupure. Cette série satisfait aux conditions du
théoréme du nv 11,

Deuxiéme exemple. — La séric

(1) dnnales scientifiqnes de U’ Ecole Normale supérieure, t. 13, 1896, p. 381-38.
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ou La suite de A, est telle que la série

\/_J‘
'ql"‘
A

7.

n

I

1

soit convergente, admet le cercle de convergence comme coupure.

En effet, il est évident que I'on peut former une fonction g(z)
d’ordre inféricur & 1 dont les zéros sont A,, Ay ovvy Ay oowy et la
fonction

admet un seul point singulier dans le plan tout entier. Ce fait répond
4 la condition du théoréme du n° 6.
D’autre part, 7, étant le nombre de termes %, situés dans I'inter-
valle '

1< (= 2l b= Doy me==1, 2, ...),

il est facile de démontrer que

. 1
lim == = o;

m

en effet, la convergence de la séric
- 1
. n=—1

entraine la convergence de la série

(4) 27—
=1

Si, d’autre part, il y avait une suite de %,

7~/un }'m‘n 7‘Illu s 7""" o
telle que
0, . 5
7\m, >'E (6>0;L:', 21 (}, ),
mi

(1) Les ), el les 4, forment, par leur réunion, la suite de tous les nombres premiers.
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les termes 2, qui se trouvent dans intervalle

3;) ()‘uz.-_“ 7‘}-1111: L=+ )j-m.') (1= T, 2y . )

‘

fourniraient pour la séric (A) une somme supérieure a

T, Lo, € ) <

.’vu,(] -t )) = 7-'11,(1 -+ ‘/) - T/

En choisissant parmi les intervalles (B;) ceux qui n’empiétent pas les
uns sur les autres (B;), on voit que les (B;) (n =1, 2, ...) corres-

IN

g

mdants fournissent chacun une somme supérieure > et la

série (A) doit diverger; nous sommes done en contradiction avee I’hy-
potheése.

On voit done que
Tim

lim— =

m

ct le méme théoreme de H. Fabry conduit & la conclusion cherchée (*).

5C

CHAPITRE V.

14. Dans sa These (*) M. Fatou a démontré le théoréme suivant :
)it une série entiere

r

a,xr"

n

li

1

dont les coefficients a,, vérifient les deux conditions

1° lime,==o0;
e
—
2v }_‘ [,
n=0

est divergente.

Alors il suffit de changer le sighe d’une infinité de coefficients

(1) dnnales scientifiques de U'Ecole Normale supérceure, t. 13, 1896, p. 381-382.

(2) deta mathematica, t- 30, p. 335.
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(convenablement choisis) pour que la nouvelle série admette le cercle
de convergence comme coupure.

En faisant ces restrictions relatives aux coefficients, M. Fatou affir-
mait qu'il est « infiniment probable » que le théoréme est vrai pour
des @, quelconques. Ce théoréme géndcral a ¢té établi par MM. Hurwitz
et Polya ().

Nous avons déja indiqué, dans introduction, la liaison entre celte
proposition et I'étude des séries entieres qui ont des lacunes.

Nous verrons plus loin le parti que I'on peut tirer de ce théoréme
pour obtenir des renseignements relatifs aux singularités sur le cercle
de convergence pour une série entiére

p
N g, at
/ n

n=1

qui a des lacunes.
I5. Nous allons démontrer dans ce numéro un théoreme analogue
a celui de M. Fatou :
Sott une suite d’indices
Ny, My wuey N4y
satisfaisant a la condition
lim(n,,—n;)=cw.

Soit, d’ autre part, un ensemble quelconque non dénombrable de valeurs
Sott, d’autre part, un ensemble quel e lénombrable de val
de o situé dans Uintervalle (o, 27); alors la série

£
a L
S

n==0
elant quelconque de rayon de convergence ¢, on peut trouver pour o une
valeur particuliére ¢, telle que la série

“©%

E a;' .’l‘“,

=0

(1) Acta mathematica, L. 40, p. 179 et 182,
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ot

Wy, == ey, el @y =, st n =g,
admelte le cercle de convergence comme coupure ().

Démonstration. — Remarquons qu'une fonction étant prolongeable
en dehors du cercle de convergence, est réguliére pour un point
d’affixe ge, ) étant rationnel et o le cercle de convergence. Dési-
gnons par

wu—\aw
n=10
Ay, ==, c'% et a,=a, sl n=ny,
Si l'on supposait qu’aucune série F,(«x) n’admit le cercle de con-
vergence comme coupure, on serait obligé d’admettre que deux fonc-
(ions au moins, par exemple F, (x) et F, (), admettent sur le cercle
de convergence le méme pointrégulier pe®, ) étant rationnel, car 'en-
semble des U est dénombrable (?) et celui des v estnon dénombrable.
Or ceci est impossible; en effet on voit que la série

»
. , F X "
Fr)= l*._:,, 0, } a,, (e — e'¥:) i

[=

devrait admettre le point ¢ ¢ comme point régulier, ce qui est impos-
sible C’apreés le théoréme de M. Fabry. :

On voit d’apres notre démonstration, que I'ensemble des valeurs o
de lintervalle (o, 27), qui ne satisfont pas & notre proposition, est
dénombrable (*). En effet, 'l était non dénombrable, on pourrait en
extraire une valeur de 7 satisfaisant a4 notre proposition. La contra-
diction est évidente.

(1) La méthode de démonstration de ce théoréme diftere de celle donnée par M. Hurwiliz
(dcta mathematica, t. 40, p. 182) pour le théoréme de M. Fatou et de celle donnée par
M. Polya (dcta Mathematica, t. 41, p. 106) pour un théoréme analogue a celui de
M. Fatou et le notre, en ce que les deux auleurs prennent comme base le fait suivant :
« un ensemble d’ares n’empiétant pas les uns sur les autres est dénombrable.

(%) ¥Voir note précédente.

(%) Je dois celte remarque & M. P. Monlel.
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16. Ce résultat peut étre relié au théoréme bien connu : Le cercle
de convergence est en général une coupure (). L'énoncé de ce théo-
reme est assez vague, car l'ensemble de séries non prolongeables et
'ensemble de celles prolongeables ont I'un et P'autre la puissance du
continu (Vour a cet ellet PoLyi, Acta mathematica, t. 41, p. 9g). Mais,
en se reportant au numéro précédent, on voit que 'on a oblenu un
moyen d’exprimer un fait trés voisin du théoréme en question et qui
est en méme temps trés précis.

Etant donnée une série

“w
? a, "
n

n=\

et une sutte de n; telle que

lim(npyy—n;)=e,
——— 1
lim “\/ | ly, | == =>

If/
on peut former une infinité ayant la puissance du continu de séries,
W
2
;== @, &% el a,=sa, st noZE g,

a ,Il & " b

telles que les fonctions correspondantes admetient le eercle de convergence
comme coupure, et une infinité dénombrable ( peut-étre méine un ensemble
fini) de séries de la méme forme prolongeables au dela du cercle de con-
vergence. '

Cet énoncé éclaire en partie le théoréme rappelé plus haut.
Remarquons que

w

Q)
2 a,x n

n=1

(1) Voici I’énoncé exact de ce théoréme : « Si 'on donne au hasard une séric de
Taylor dont le cercle de convergence ait un rayon fini, en général la fonction quelle
représente ne pourra ¢ire prolongée au deld de ce cercle »; la signification de I'expres-
sion « écrite par hasard » est la suivante : « ayant donné les m premiers coefficients, les
coefficients suivants n’ont ancune relation particuliere avee les premiers (#oir HADAMARD,
La série de Taylor, ete.) ».
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—

SN

etant une série enticre, n,, 2., ..., n,, ... une suite telle que
im(np, — n) = oo,

il n’y a qu’une seule valeur pour % telle que la série

E a, e,

n

O, == €'% cly, el a,=a, si n=E g,

n‘admette sur le cerele de convergence que des points singuliers
isolés (1). ‘
Signalons enfin le fait suivant trés curieux.
s , , . - , “ s .
Etant donnée une série }_‘ a,r" (les a, sont différents) et une suite
de n; telle que '
lim(np.— n;)=on,

— i —— 1
lim ”\, |, | = =

=) §

on peut trouver dans un cercle de rayon aussi petit que 'on veut une
aleur de e telle que la série

? a, e,

ad T

== (8 ) ei? el an =, si o=y,

admette le cercle de conyvergence comme coupure quelle que soit la
valeur de . La démonstration ne differe pas de celle du théoréme du
n° 15.

17. En se reportant i la démonstration du théoreme de M. Fatou,
donnée par M. Polyh (%), onapercoitqu’elle pourrait servir a démontrer
le fait suivant qui est plus général @ Etant donnée une série entiere
(de rayon de convergence [ini), on peut changer le signe d’une tnfinité
de coefficients de maniére que la fonction correspondante admetlc sur le
cercle de convergence un ensemble fermé quelconque de points singuliers.

(1) Au lieu de prendre les points isolés, on pourrail faire les hvpothéses plus générales.
On se sert toujours du méme procédé en faisant la différence de deux fonctions.
(2) Acta mathematica, t. 40, p. 179.

Ann. Fe. Norm., (3), XL. — DrcEMIRE 1023,

A3

~1
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Je vais modifier la démonstration de M. Polya, cette modification a
pour nous quelque intérét.

Rappelons pour cela un théoréme tres général de M. Fabry, dontles
aulres propositions, souvent citées, sont des conséquences :

v, 6tant un are qui dépend de n, soit S le nombre de changements
de signe de la partic rcelle ), de a,e™ lorsque ¢ varie de n — An
an -+ hn (hétant un nombre arbitraire < 1 positif, mais fixe). Si Pon
peut choisir v, en fonction de n de telle sorte que, pour une inflinit¢

[Re 2]

1HA ! E T AP
de valeurs de n, les quantités ~L|a,| et tendent vers zéro, le

~

/)
point sz =1 est singulier (')
Soit alors

une série entiere de rayon de convergence égal a 1.
Etant donné sur le cercle de convergence un ensemble dénombrable
de points

i o ”
e, el AR

~admettant notre ensemble comme dérivé. Soit

Ny oy auuy I,
une suite ayant les deux propriétés suivantes : 1°

(1) lim '(.i/ln,,i] =1;

i
29 Les inlervalles
(rj—Tnj nj-4-hnj) (J=1,2,...),
n'empiétant pas les uns sur les autres.
Groupons les indices n; de la maniére suivante :
Ny
Nyriy,

Ny iy R

(1) M. Polya se sert d’une modification e ce théoréme. Pour notre but, la démonsira-
tion méme du théoréme de M. Talou par la méthode de M. Polyd exige des compléments.



SUR LES SERIES DE TAYLOR QUI PRESENTENT DES LACUNES. 451

Nous désignerons les n; de la premiére colonne par n, de la
deuxiéme n,, etc.

‘A clnque nombre ¢k, faisons correspondre une colonne 7,

Pour que P'égalité (1) soit vérifiée, il faut nécessairement que I'une
des deux cgahtca suivantes soit vérifice.

Ou bien

T T
lim 'y !(1,,“] =1,
==
ou bien
T V/Td, | =1.
i=

a,, ttant la partie réelle de ™% q"x et a,,k sa partie imaginaire.

Sila premiere de ces égalitésalieu, il suffit, d’aprés le théoréme de
M. Fabry, de changer de signe une infinité de coefficients pour que le
point 1 soit singulier pour chaque série

- . .
Z aye—ing: pn (k=1,2,3,...)

et le point €% sera singulier pour la série

*x

—~
3 a, x".
e

n==u0

Si, au contraire, ¢’est la deuxieme égalité qui a lieu, 1l suffit de

multiplier la série

E

\ .
2 a, Ny 2n,

n=0

par le nombre imaginaire z pour retomber dans le cas précédent
(¢’est-i-dire la partie imaginaire deviendra la partie réelle et nous
avons exactement le méme cas que nous venons de considérer). Notre
théoréme se trouve ainsi démontré.

Remarquons que les coefficients dont on change le signe ne sont pas
complétement déterminés méme si la correspondance entre les
nombres o, et une suite de n; est déja fixée. Notre méthode nous laisse
libres, en quelque sorte, d(, donner par le méme procédé plusieurs
séries qui jouissent de la méme propriété en question,
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18. Voici une conséquence immédiate de ce théoreme :

Etant donnée une série

%

<
N o, "

s

5n=0

assujetlic a la seule condition d’avoir, sur le cercle de coneergence, tous

ses points singuliers tsolés, on peut, en annulant une infinité de coeffi-
i C * ;

cients, obtenir une noupelle série, admetiant tous les points de Iensemble

r 1 \ 7 - - . L .12
fermé (') donné comme points singuliers (*).

Soient, en effet,

P3

—
2 a,xt

n=—u
la série donnée,
Ryy Ny cewy Hiy o e,

fes indices correspondant aux coeflicients dont on change le signe
pour que les points de ensemble donné soient singuliers, el soil

3
2o,

la série obtenue apres le changement de signe, on a

w w
~ ~ -
Y/ Jp— 2 o
b a, ah= Z o, — 2 Z U 2",
=l =0

d’ou la conclusion cherchée. :
Cela s’applique en particulicr & une série qui admet sur le cercle de
convergence un seul point singulier, par exemple un pole simple.

19. Revenons aux séries qui ont des lacunes, pour démoutrer la
proposition suivante :

(1) Cet ensemble ne doit pas conlenir de points isolés identiques & ceux de la fonction
donnée.
(2) On aici la méme liberté pour choisir les coellicients & annuler.
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Considérons trois séries :

- )
1 \ a, (de vayon de convergence o)

n=|

possédant une intinité de lacunes telles que pour une suite de 7.,

] Mgy Fagr ey
on ait
m (A — 20,) =3
Y N

2 ‘ }L by ettty
Il

3o E b,y axtm (deravong),
nr==1

les b étant les coefticients (de méme indice) d'une série

Z b, x"
n=0
admettant un seul point singulier, sur le cercle de convergence, qui
est pole simple, el les & sont tels que les trois suites 7, A, +1, 4,
forment la suite de tous les nombres naturels.
Je dis alors que :

La fonction
a f 3 . ,
- ” Y y Y
S () = Z 2" =4 ‘/\-‘ b, hm = Z Cpaht
»
n=1 m==1 n=0

admet sur son cercle de conver gence un point singulier ai morns qui n'est

pas un pole.
Mais la fonction

= *=

Cn G
o () _.__2 —r +}-‘ by it }-‘ b, ™

n == 1= nr==1

peut n’avoir qu’un péle simple sur le cercle ac convergence (il faut pour
cela choisir les «,,).

Ce théortme se démontre par la méme méthode que celui du n® 1.
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Onf orme les déterminants
U’/.,,‘,+:,py

relatifs aux coefficients ¢,, et 'on remarque que I'expression

T
n; \,/lD)”r*_iI,l

7

I
J[)»)—l

pour p>o ne tend jamais régulicrement vers (") (puisque la
fonetion admet un seul pole sur le cerele de convergence).
I 8
On remarque, d’autre part, que pour p =o0, on a

y =0
Chptet )

la premiére partic de notre théoréme peut étre considérée comme

démontrée. Quant & la deuxi¢me partie, on voit qu'il v a une série au
moins, satisfaisant i cetle condition, & savoir la série

W

] () ‘}d b, et

(e

ne=

(mais il en a une infinité, ce qu’on voit en ajoutant & o () une série

”
~ .
N U, ata

na1

de rayon de convergence inférieur i p).

20. Nous allons maintenant résumer les résultats obtenus dans ce
Chapitre pour les coordonner.

Il serait trés natarel d’adopter la convention suivante : si la somme
de deux séries entitres

P

~ 3
Zb,, el Zd” 2,

e ]
de méme rayon de convergence représente une fonction dont les seules
singularités sur le cercle de convergence sont des poles, on dira alors
que la singularité totale de la séric

»
-l
2 b, x,

nz=()

(1) Poir Hapamarn, Thése, p. 19-25.
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sur ce cercle est identique a celle de la serie

=

—
3 d, xm.
e

n=>1_0

On arrive done & un mode de comparaison des singularités, sur le
cercle de convergence, des deux séries.

Les propositions des n° 18 et 19 montrent bien que les singularités
sur le cercle de convergence des séries de la forme

*
z bm xohm

m=\
formées par les coefficients d’unc série

©
<
,\ [)n s

7

e

n==0
qui n”’admet qu’un pole simple sur le cercle de convergence (en annu-
lant unce inlinité de coefficients) peusent, pour caractériser les singu-
larités, sur le cercle de convergence, servir de mesure a d’autres séries de
méme ravon de convergence.

En eflet, les trois suites X, 4, ¢t &,; 4 1 ayant le méme sens qu’aux
numéros précedents, on voit que la singularité totale de la série

%
N, 2
s

nem

(a, €tant quelconque) ne peut pas étre identique « celle de la série

w
- .
2 vy
I

m=1

Inais on peul lrouser line serve

%

- .
2 a, x/. Mm

n=1

(Cest-a-dire on peut choisir les a,), dont la singularité totale sout iden-
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tique a celle de la série

2 /)m L + /‘ il Zhath,
U

m=1

On voit, d'autre part, que les deux séries peuvent admettre tous les
points d’un ensemble donné¢ comme points singuliers (').

Si ensemble fermé en question était tout le wu‘lo (lo convergence
on voit gu'on pourrait comparer, en quelque sorte, la nature de la cou-
pure des séries

(a, étant quelconque) a celle des séries compl("t(’m('nt déefinies.
D’autre part, on voit 'influence de la croissance de la suite %, sur
la nature des singularités sur le cercle de convergence d’une fonction

- ;
: o, X

n=1

qui a des lacunes.

Remarquons, enfin, que d’apres le n® 15 les modules de tous les
coefficients étant définis, ainsi que tous les arguments, sauf ceux (ui
correspondent aux indices n,, n,, ..., n; ..., on voit que toutes les
séries (obtenucs par ce théoréme du n° 14) qui admettent le cercle de
convergence comme coupure el qui sont de la forme

-
AN 7

> a, xrhn
ot

n=1

ont une propriété commune. .

(1) En effet, notre démonstration du théoréme de M. Falou, généralisé, monlre bicn
qu'on peul former les deux séries

: b .Z‘7~m et > b Xhm - E /,r,” g &l
,,,,, m:l =1

ayant, toutes deux, les points donnés ecomme points singuliers.
(2) Si celte série admet le cercle de convergence comme coupure,
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1

NOTE.

L. La série bien connue de M. Fredholm

‘ q)(x)':l""a‘l"i*{lﬂx.‘—l—_.,+alzmlzﬁ+..‘
(o<a<)

ala propriété de prendre elle-méme, ainsi que toutes ses séries deéri-
vées, des valeurs bien déterminées et continues sur le cercle de
convergence, (uolque ce cercle soit une coupure.

On a donné plusieurs exemples de fonctions analytiques jouissant
de la propri¢té indiquée.

Il est intéressant de remarquer que, €tant donnée une série enticre
quelconque

F () :Z a, x"

n=y

de rayon de convergence fini, on peut toujours indiquer une infinité de
fonctions

W _V An .
F, (%) =2 T(”)ﬁ

n=\

qui admettent les mémes points singuliers que la fonction F(x), et qui
sotent elles-mémes, ainsi que leurs dérivées, continues sur le cercle de
convergence (quand on s’approche d’un point de ce cercle par une
courbe quelconque ne sortant pas du cercle).

La propriété de la série de M. Fredholm offre un cas particulier de
celle de cet énoncé.

Nous nous appuierons sur deux propositions de M. Polya (') :

1° Les r, étant positifs et tels que

.
lim /7, =1,

n==w

(1) Acta math., t. 44, p. 106.
Ann. Fe. Norm., (3), XL. — DECEMBRE 1g23. 58
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on peut former une fonction entiére g(z) de genre O, de zéros néga-
tifs, et telle que g(n)zr,.
2° La série

B3

5 (n)

n=(

admet les mémes points singuliers que la série

£

E @ n X n .

n=>0

Pour établir notre proposition, prenons un nombre positif @ supé-

rieur 4 un; on a
. n Tog . nlogn
lim log \/a‘/"  — lim \/——,—1—2— =0

et ’on voit que i
" \/nloz
lim Ve =1.

Sott maintenant

b

n

a, "

0

une série entiére de rayon de convergence 1.
On peut donc, d’aprés les propositions de M. Polya, former une
fonction entiére de genre O et de zéros non positifs, telle que I'on a

la’l1< “/m 1
g(n)=° -

(*) On peut remplacer les deux théordmes de M. Polyd par son troisieme qui est le
résumé de deux précédents : ¢, étant une suite de nombres positifs tels que

@®

. "/~ b |
lim yep, =1, Z ap 2"

n=
une série de rayon de convergence égale 4 1, on pout former une nouvelle série
=)
<2 Gn z-ﬂ)
&(n)
n=0

qui a les mémes singularités que la premiere et dont les coefficients correspondants sont
inférieurs & ¢,. (Si les premiers termes de la suite ¢, sont zéros, les premiers coeffi-
cients de la nouvelle série sont aussi zéros. )



SUR LES SERIES DE TAYLOR QUI PRESENTENT DES LACUNES. 439
) .
D’autre part on voit, que

. —/nlogn.log
lim Vnlog loga _

slogn

s étant quelconque.
Et 'on constate facilement que les termes de la série

- ;/:Zlugzz - ‘/n logn

I+a +...+a

et, a fortort, ceux de la série

|(’1‘+la‘-’|+.“+lan‘

) 502 g(n) T

TJa

décroissent plus vite que les termes de la série

s 118 as né
n=1
D’otu il résulte que la série
Z |(I”] an,
g ()
n=1
ainsi que ses séries dérivées, convergent uniformément 4 I'intérieur
du cercle de rayon 1 et sur le cercle lui-méme.
Le théoréeme classique d’Abel suffit pour vérifier notre propo-
sition ().

2. On peut tirer de ce fait quelques conséquences intéressantes.
Soit une série

F(x) :i a, x"

. ’ n=y
qui admet sur le cercle de convergence, de rayon g, un point singu-
lier, non critique P.

Supposons, en outre que, & I'intérieur d’un cercle C,,de rayon g, >p,

(1) La généralisation pour le cas d’un rayon de convergence fini quelconque est
évidente. :
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le point P soit le seul point singulier de la fonction F(x) (une géné-
ralisation sera évidente).

Envisageons sur le cercle G, deax points quelconques A et B et
menons Ies deux segments AP et BP formant 'angle « (pour éviter les
difficultés arron(hssuns le sommet P de cet anﬂlc) (voir fig. 1).

T
C
¢,
B \
P
N
P /o
A
@
Fig. 1. Iig. 2

Je dis que on peut effectuer sur les coefficients a, de la série

w
E a, z"

n==()

une opération telle que pour la série de coefficients transformés par
'opération en question, le point P reste encore le seul point singulier
sur le cercle de (‘onvcrfmnce de rayon g, et (si le poin( P est essentiel)

ce n'est que dans I'angle ApB que la fonction représentée par cette
nouvelle série prend une infinité de fois, dans tout cercle de centre P,
toute valeur finie ou infinie, sauf deux valeurs exceptionnelles au plus.
[ Sila figure est faite de telle maniére que, prés du point P, la cou-
ronne entre C et C, soit deux fois couverte (fig. 2) ('), le point P
devient critique. |
Soit, en effet, T' le contour fermé entourant le domaine A.

(1)-La figure 2 montre seulement le voisinage du point P.
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Soit, en outre,

w©

X::_f(:r):z Y T

n=1

la fonction qui effectue la représentation conforme de A sur un cercle
de centre O et de rayon 1.
La fonction

F(x):FO(X):E by x™

r=0

admet sur le cercle de convergence de rayon 1 un seul point singulier
d’affixe P,; on pourra done former une fonction

iy N b
Fy(X) _% X O
qui a la propriété, indiquée dans la proposition, démontrée au n°1 de
cette Note. S
D’autre part, on sait que les coefficients de la série

o

F(x) :2 a, X"

n=0

satisfont aux égalités suivantes (*) [en remarquant que f(o)=o]:

(Ay) a,= by,

(Am) ap = bx}’n

(As) Ay = b172+b2}/31

(An) apn= b1'/n+~--+bn"/’11-

Les nombres'y et « ¢tant connus on peut déterminer les b de
proche en proche, par les équations (A,).

(1) g (3) étant convenablement choisie.
(2) Voir Goursat, Cours d'Analyse, t. 1.
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On obtient les coefficients a,, de la fonction

Fi(2) =F (X) = o an

n=0

n

en remplacant dans les égalités (A,), ..., (A,), ..., les b, par 700"

Cette fonction F,(z) a bien la propriété indiquée au commencement
de ce numéro.




