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ANALOGIE

ENTRE

LES SERIES TRIGONOMETRIQUES

LES SERIES SPHERIQUES

AU POINT DE VUE DE LEUR SOMMABILITE PAR LES MOYENNES ARITHMETIQUES

Par M. Ervanp KOGBETLIANTZ.

4
Introduction.

Les polynomes ultrasphériques
P‘,;")({L‘) (n=o, 1,2,’.“’00),

qu’on définit par la fonction génératrice (1 — 225+ 32)™ :

1

— =) 52 PN(g) (A>0)
— 225 + z2)A 2 "

(1—2235 + 3?%) - ‘

et qui jouissent de la propriété d’orthogonalité dans l’intervalle
(—1, +1)

o (m#ll),
TPR(2) PR () ) 1\ |
../_‘1 2 32"7- _- I‘<;>r<;+l> [(n—+21) =
(1— %) (n+MIR) T(rn+1)I(2x) (m=n)

se réduisent pour A = -;- aux polynomes de Legendre P,(z) et relient

les derniers aux fonctions trigonométriques, puisqu’on a pour
- x=cosf

.1 2
hm—P',}’(x):;cosn@ (z=rcosb, n21)
A=0
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et aussi pour A =1

sin(n +1)0
sinf

Pl (x) = (x =cosf, A=1).

La série ultrasphérique

1. F(6, 9)en ——Z(n-—}—l)[ [He )p‘f"(cos"/)d“) (3> o)
n=0 “S [sin20'sin®*(@ — o)~
[cosy = cos8 cos@ + sinfsinb cos(g — 0')]

généralise, d’un coOté, la série de Laplace <"A= é) et, de l'autre
coté, se réduit & la limite pour A =o0 & la série trigonométrique,
si F (0, o)== f(cos0).

La découverte (') de cette série I m’a permis de ramener & leur
origine commune toutes les propriétés de ces deux classes de séries et
d’ etabllr ainsi I'analogie compléte entre les séries sphériques et les
séries trigonométriques au point de vue de leur sommabilité (C, ¢) par
le procédé des noyennes arithmétiques.

Or, ordre ¢ des moyennes arithmétiques de la série I est intime-
ment lié au paramétre A. J'ai établi, par exemple, que toutes les
moyennes ¥ (0, ) de la série 1 d’une fonction F(0, ¢) bornée sont
toujours comprises entre les bornes inférieure m et supérieure M de
la fonction développte, si I'ordre ¢ est ‘au moins égal & 2A + 1, ¢’est-
a-dire qu'on a pour 62 2A + 1

mZFD(6, )M

(0f0Zm, 020523 n=0,1,2,3,...,00; Ah>0, 022 41),
S1
mZF(0, o) M (0f0im, 0Z0sam).

Les propriétés correspondantes des séries trigonométriques de
. P 3 - 1 s . ’
Fourier (A =o0) et des séries de Laplace <A = ;> ont été signalées par
M. L. Féjer (*).
De meéme, le fait qu’il existe des fonctions continues sur toute la

(1) Comptes rendus, t. 164, 1917, p. 626.
(%) Mathem. Annalen, t. 38, 1904, et L. 67, 1909.
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sphére, dont la série I n’est pas sommable (C, <) ('), explique la
différence qu’on peut signaler & ce point de vue entre les séries trigo-
nométriques et les séries de Laplace : tandis que le développement
trigonométrique d’une fonction continue dans tout intervalle (o,27)
est uniformément sommable (C, &> o) pour chaque ¢ > o, il existe
des fonctions continues sur toute la sphére et dont les séries de

Laplace ne sont pas sommables < ) (*).

Il est évident que cette non-sommabilité <C, Bf%) des séries de

Laplace est parfaitement analogue au fait bien connu de Pexistence
des fonctions continues, dont les séries trigonométriques divergent,
¢’est-d-dire ne sont pas sommables (C, 6Z0) : lgs deux ne sont que les
cas particuliers pour A = -;— et A= o de la non-sommabilité (C, <)
de la série I.

La sommabilité uniforme (C, o> é) de la série de Laplace d’une

fonction I' (0, o) continue sur toute la sphére (*) ainsi que la somma-
bilité uniforme (C, ¢ > o) du développement trigonométrique d'une
fonetion continue sont aussi les cas particuliers de la sommabilité uni-
forme (C, ¢ > 1) de la série I d’une fonction F (0, ¢) continue sur
toute la sphére S (*).

En étudiant la sommabilité (C, &) de la série I pour A — 1 <85k, on
8 apercont que les propriétés des moyennes d’ordres — 1<C¢Zo de la
série trigonométrique doivent étre essenticllement les mémes que celles

des moyennes d’ordres — 5 <8:! > de la série de Laplace.

L’étude comparative des moyennes arithmétiques de ces deux classes
des séries, entreprise dans ce Mémoire, prouve cette assertion. Cette
étude ne saurait étre remplacée par I'étude de la sommabilité (C, ¢)
de la série I d’une fonction F(6, ¢) pour A —1 < 8 S\ puisque la série
trigonométrique n’est pas rigoureusement le cas particulier pourA=o
de la série I d’une fonction F(0, ¢)== f(cosf), mais son cas limite
pour A->o0, ce qui exige I'étude dlrecte de la sommabilité (C, ¢ <o)

(1) E. KosBETLIANTZ, Comptes rendus, t. 164, 1917, p. 626.
(%) T. H. GroNwALL, Mathem. Annalen, t. 73, 1914.
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de la série trigonoméirique, la sommabilité (G, o), ¢’est-a-dire la con-
vergence étant étudiée en détail. Quant i la série de Laplace, I’étude de

sa sommabilité (C, &) pour — i— < ‘82-;- est beaucoup plus simple que

Pétude du cas général de la sommabilité (C, ¢) de la série [ pour
A—1<<8SA().

En ce qui concerne les séries trigonométriques et les séries de
Laplace, on trouve les résultats suivants. Les critéres bien connus de
convergence de la série trigonométrique assurent aussi la sommabi-

lité (C,o“:

bilité (C, ¢ = o) de la série trigonométrique, ne dépend que de I'allure
de la fonction développée au voisinage du point considéré, silordre v
d'infinitude de la fonction développée en point W, diamétralement
opposé sur la sphére S au point M considéré, est inférieur & trois

1
2

) de la série de Laplace (§5) qui, ainsi que la somma-

demis : v <% La sommabilité (C, ¢ < o) de la série trigonométrique
T ~ A 1 1 , . ,
et la sommabilité <(J, 0L ;) de la série de Laplace dépendentau con-

traire de toutes les valeurs que prend la fonction développée.

Les séries trigonométriques ne sont sommables (C, <o) que
pour ¢ >a —1, olt  est I'ordre maximum d’infinitude de la fonction
développée dans I'intervalle (o,2w). Le fait analogue pour les séries
de Laplace est plus compliqué : en point M la série de Laplace n’est

g 1 3 . , .
sommable <C, o< E> que pour & > o — 52 ol o est I'ordre maximum

d’infinitude de la fonction développée sur toute la sphére, mais si la
fonction développée devient infinie d’ordre v en point W, diamétrale-
ment opposé sur la sphére au point M, il est nécessaire de plus que ¢
soit plus grand que vy —1: 0 >y —1.

Vu que les séries absolument convergentes sont sommables (C, ¢)
pour chaque ¢ > — 1, nous en déduisons les corollaires : la série tri-
gonométrique ne converge nulle part absolument, si la fonction déve-
loppée devient en un seul point infinie d’ordre o > 0; la série de
Laplace ne converge pas absolument en point M, si la fonction déve-

(1) Les résullats qui se rapportent & ce cas général ont été publiés dans les Comptes
rendus, t. 169, 1919, p. 322.
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loppée devient en point W, diamétralement opposé au point M, infinie
d’ordre y > o; la série de Laplace ne converge nulle part absolument,
si la fonction développée devient en un seul point de S infinie

, I

d’ordre o« > 5
La série de Legendre est le cas particulier de la série de Laplace
pour F(0, ¢)= f(cosh) et l'on trouve les résultats suivants : la som-
eye, ‘1 .. . .y .
mabilité (C, g= 5> dela série de Legendre en un point frontiére, soit

pour fixer les idées en point = -1, ne dépend que de D'allure
de la fonction développée au voisinage de 'autre des deux points fron-
tieres et, en dénotant I'ordre d’infinitude de la fonction en ce point

frontiére, x = — 1, par y, on a y < 7 comme condition nécessaire de
..l |
e [ IR , . .
la sommabilité <(‘, 8= ;) de la série de Legendre en point @ = + 1.

. ey, ~ I , .
Au contraire, la sommabilité ( 0L 5> de la série de Legendre en

point z =+ 1 dépend en outre de I'allure de la fonction développée
a l'intérieur de I'intervalle (— 1, + 1) et la condition nécessaire de la

sommabilité (C, 8>———;-) au point frontiére x = -+ 1 est 6> ¢,, o1 &,
‘ v 1 , ,

est le plus grand des deux nombres 2y — 1 et § — -, f étant I'ordre

maximum de l'infinitude de la fonction & U'intérieur de (—1, +1)

et v Pordre d’infinitude de la fonction au point frontiére-opposé

x=—1.

Par conséquent, pour |z|=1, la série de Legendre diverge, si la
fonction développée devient en un point quelconque infinie d’ordre

. , \ . w1
supérieur ou égal & un demi, ng, et ne peut pas converger absolu-
ment en un point frontiére, si la fonction devient en un point quel-
conque infinie d’ordre positif « («> o).

Les questions de la sommabilité (C, s<Co) (') de la série de
Legendre en des points intérieurs, |2 | <1, de I'intervalle (—1, + 1)

" (1) La sommabilité (C, 8> 0) a éL& étudiée par M. H.: T. Gronwall - (Mathem: Anna-
len, t. T3, 1914), etla convergence par M. Hobson (Proceed. Lor}d. Math. Society, 2° série,
t. 7, 19og, p. 31).
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ne se prétent pas a I’étude, si on la considére comme le cas particulier
de la série de Laplace, et exigent I'application de méthodes directes.
J’ai démontré (') que la série de Legendre en un point intérieur
n’est pas sommable (C, §58,) et lest (C, ¢<Co) pour 8> 6, ou
8,(8y<C0) est le plus grand de tous les nombres 2y, — = 25, — g,
ve—1(E21), Yo, Yo et 7.(£21) dénotant les ordres de infinitude de
la fonction développée en points frontiéres x,= —1, x,= -1 et en
points intérieurs a;(£Z1) respectivement. Si vy, ainsi que y, ne
dépassent pas un quart, v,, Y,,Z[i}, et si a l'intérieur de l'intervalle
(— 1, +1) la fonction développée ne posséde que des infinis logarith-
miques, la série de Legendre en un point intérieur est som-
mable (C, ¢ <o) pour chaque ¢ > — 1. Mais ces résultats dépassent
les cadres du présent Mémoire et leur démonstration fera I’objet d’un
autre Mémoire. ‘
La méthode de sommation par les moyennes arithmétiques d’ordre ¢
d’une série
Z Up== Uy U+ Ug~. ..
- .

0 B D)

conduit, comme on sait, & la formation de la suite sy, 57, s, ...,
5, ... des moyennes arithmétiques d’ordre ¢ desessommes partielless,,
Siy Say wevy Sp=lUg— Uy 4.4 Up, ...
f N
s " d.s n(n—1)(n—2)...(n—m 5.5 N
E N U (UK MR it 3 ) MBI S
n -+ 0 (n+0d—1)(n+d—2)...(n+d—m) n+0

m=1

On voit qu'en dénotant A® le coefficient de z* dans le développe-
ment de la fonction (1 — z)™" en série de Maclaurin

1 S e
(1 — 5)5+! =2A‘5"5”’
n=0
donc
IF'(n+06—+1)
T(n+1)L(6+1)

AP = (8>—1),

(1) Comptes rendus, t. 169, 1919, p. 423; le cas partictlier pour A = ]:
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on-a

n

A(ms.o,_ﬂam)_v AB-1 _._V AP

n-mSm rn—m Ym-

)H—..O m=0
On envisage la suite des moyennes s au lieB de la suite des sommes
partielles s, = s* et I’on attribue a la sériez u, la somme s, si pour
une valeur quelconque de ¢ > — 1 existe la limite

lim s =s.

e
Dans ce cas la série uy =+ 1, + sy ~+. ..+ u, +... est dite sommable par
laméthode des moyennes arithmétiques d’ordre ¢, bref sommable (C, 9),
avec la somme 5. La convergence n’est que la sommabilité (C, ¢ = o)
et 'on voit que la sommabilité (G, ¢) constitue la généralisation la
plus naturelle de la convergence.

Parmiles séries divergentes et sommables (C, ¢), celles qui divergent
plus fort ne sont sommables que par les moyennes arithmétiques
d’ordre ¢ plus élevé que celles qui divergent plus lentement. Clest le
sens de la condition nécessaire u, = o(n?), c’est-a-dire

lm—:o (0 >—1)

n=ow n?
ST ) ] , . O
de la sommabilité (C, ¢) d’une série Dw, par les moyennes

d’ordre ¢ > — 1, qui généralise la condmon nécessaire lim u, = o de

n=w

la convergence. Par exemple, des deux séries

Z(-——x)" =T — 14+ I—14...,

n==0

]

Z(——1)"(12—-1—1):1-——2—)—3——4 e
ne==0
la seconde série diverge beaucoup plus fort que la premiére, comme
on voit en comparant les oscillations de leurs sommes partielles
pour n—, et ce fait se traduit en ce que la série r-—1+1—1+.
est sommable (C, ¢) pour chaque ¢>o, tandis que la série
Ann. Lc. Norm., (3), XL. — SepTEMBRE 1923. 34
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1—2+3—4+... n'est sommable (C, 3) que pour & >1. La série
est sommable (C,¢) pour chaque ¢>>38,, si elle I'est pour ¢ =23,;
donc chaque série, qui est sommable (G, ¢ < 0), converge nécessaire-
ment. La restriction ¢ > — 1 ne nuit nullement, car les séries absolu-
ment convergentes sont sommables (C, ¢) pour 6 > — 1.

Dans tout ce qui suit les notations ¢(n)=o(n") et {(n) = O(nf)
signifient que l'on a, pour n—, 9(n)=¢,n% ol lime,=o,

et|Y(n)| < K.n®, quel quesoit n=o0,1,2,..., et oula constante K
ne dépend pas de n. En particulier, o(n) =o(1) et y(n)=0(1)
signifient limg(n)=o et | (n)| <K quel quesoit n =0, 1,2, ..., .

n=w

1. — La sommabilité (C, 0 <o) des séries trigonométriques
des fonctions & variation bornée.

Il est bien connu que la série de Fourier

Jf(G)Yen La(,—i—z (e, cosnl—+ b, sinnd) (oshzam),-
2
n=1

ou
2
1 cos
an:—/ S0 ﬁi(zl ndbj (n=o0,1,2,..., ®),
0 b

b, I

converge en tout point O, de 'intervalle (o, 2%), ou existe Iexpres-
sion ’

I P . N

5[/ G—0) + /(b +0)], _
vers cette expression, si la fonction développée est & variation bornée
dans tout intervalle (o, 2%), sauf les voisinages des points

) g

6=0,  (kZ1)

en nombre fini, ou elle devient infinie. La convergence du développe-
ment trigonométrique en un point § = 0, ne dépend que de I'allure
de la fonction développée autour de ce point 6 = 6, et il semble, au
premier abord, que I'ordre de I'infinitude de la fonction en des points
isolés 6 = 0, (£21) de I'intervalle (o, 2=) n’a aucune influence sur la
convergence de la série en d’autres points. Mais le fait bien connu que

7
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les coefficients a,, &, sont de la forme O(n**), ot « est I'ordre maxi-
mum d’infinitude de £(0) en des points isolés de (o, 27 ), nous montre
qu'il doit exister une dépendance entre 'ordre a d’infinitude de la
fonction développée et le mode de convergence de la série trigonomé-

(rique de Fourier.

Mais, comment peut-on comparer la convergence de deux séries
convergentes? Comment peut-on mesurer le mode de convergence?

Toute réponse nous fournira une classification des séries conver-
gentes. Or, on a déja une classification des séries divergentes dans la
méthode (C, ¢) de sommation des séries divergentes par les moyennes
arithmétiques de différents ordres ¢ >o0. On élargit cette classification
des séries au point de vue de leur sommabilité (C, ¢), en considérant
aussi les valeurs négatives de ¢ (¢ > — 1), et l'on obtient ainsi la clas-
sification des séries convergentes.

* En étudiant la sommabilité (G, 8) pour — 1< ¢ <o des séries
trigonométriques de Fourier, nous pouvons trouver la loi selon
laquelle I'influence des points singuliers de la fonction développée,
qui est trop faible pour détruire la convergence de la série de Fourier
en d’autres points de Uintervalle (o, 2%), détermine le mode de
convergence de cette série.

La loi cherchée est bien simple : £(6) étant & variation bornée dans
les intervalles (o0, & — <) et (£ -+ ¢, 27), et de la forme

SO =cy|6—E[%+0(0) (E—c205E+e5 <)

dans Uintervalle (£ — ¢, £ +¢), ot a <1 et ou ¢(0), est a variation
bornée, on a le théoréme suivant (*) :

Tutorkme. — L& série trigonométrique de Fourier de f() convergente
partout dans (o, 27), sauf le point § = &, n'est nulle part sommable
(C, ¢) pour 8 <o —1 et lest (C, & > o — 1) avecla somme

Z[f(8—=0) = f(6+0)]

partout, sauf le point § =&.

(1) E. KocseTrianTz, Comptes rendus, L. 168, 1919, p. 1193.
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On voit que la convergence de la série trigonométrique n’est que la
conséquence de ce théoréme puisque Ion a toujours & — 1< o et une
série sommable (C, & < o) converge sirement.

Il est & observer que les moyennes d'ordre ¢ <<« —1 de la série
trigonométrique de £(0) oscillent entre — = et +- o=, mais ses moyennes
d’ordre ¢ = o — 1 qui oscillent aussi sans tendre vers la limite déter-
minée restent toujours bornées.

Ce théoréme fait voir qu'on ne peut pas subslz/uer la sommabrlite
(C, ¢ <o) a la convergence dans le théoréme classique de Riemann,
puisque, quelque petite que soit la valeur absolue de ¢, la somma-
bilité (C, ¢ <o) de la série de Fourier dépend de 'ordre o de I'infini-
tude de la fonction développée; donc elle dépend de son allure dans
tout intervalle (o, 27).

Une autre conséquence de notre théoréme consiste en ce que la
série (rigonométrigue ne converge nulle part absolument, st la fonction
dépeloppee devient en un seul point dans (o, 27) infinie d’ordre o> o,
puisqu’une série qui converge absolument est sturement sommable
(C, ¢ < o) pour chaque ¢ > —1.

Pour démontrer le théoreme énoncé, nous devons étudier les
propriétés de la moyenne arithmétique S)'(6) d’ordre négatif ¢ de
la série ’

’ 6 sinf  sin26 sin340 sinnf

b 3 . p

On démontre les deux propositions suivantes :

est  sommable (C,6>—1) avec 1w

, - 0 iaﬂ%inn@
I. La série - :
st
1

T a . ’
somme — pour o < < 27 et méme uniformément pour
eSbhZom—¢ (¢>0).

I1. Les moyennes arithmétiques SP (0) sont borrées dans leur ensembie
pour oSfZometn=o, 1, ..., w, pourcu que l’on ait ¢ > — i.

Cest-a-dire on a

lim S$1(0) = (o<h<om;d>—1)

no=oeo

avm
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el aussi
[S@I(6) ] < ¢, (0Z8Sam;n=o0,1,2,3,...,%0;0>—1),

ot la constantec, ne dépend que de ¢ et tend vers 'infini quand ¢ tend
vers — 1.

Désignons
n
9 - sinmB
’-(m( 6) - A(/? ; Z ‘A'(I?LIIL T -

m=1

Nous déduisons facilement de la fonction génératrice ¢ (=)

0 g LI 1—szei g aveta z8ind 9 ¥ sinmb

5)= - + —log ——— = = +arctang —— — — — =z

T 2 ' al ° [ 5ei 9 P rl—5c080 2 A m )
m=1

la fonction génératrice de la suite des quantités oi(0) :

DU 3)
10) ([ =M — 'H(___._d) .
S m(/) (r-——z)'+‘7

m=0
Soit ¢ <Co. Pour déduire I'expression de 52'(0), nous employons la

méthode de Stieltjes (*). On a, en posant @(é) =a(z),

-
N P (s gn+0 7] I 5—e i
2.:””_"‘ 1e(6) =~ 'J(l ) — ~g‘+——.log S (,
me=0 5—1) e (;___!)1+O 2 21 — et 5

done

c o8 _ q.o( Yds
w0 = [ TS5 6>,

Ce

ot le chemin d’intégration C, consiste en trois lacets consécutifs
L,, L, et L;, ayant leur entrée commune au point z=o0 et pour
centres de leurs cercles v,, v,, v, les “points singuliers e®, 1 et ¢® de
"'H'OE.’J( )
la fonction
(53—t ,
Les rayons des circonférences v,, v,, Y3, ainsi que le rayon du petit
cercle v autour du point 5 = o sont égaux & ¢. Les branches des fonc-

s respectivement :

(1) Sur les polynomes dé Legendre (Annales de Toiilouse, 17¢série, L. 4, 1890, p. (' 1-G 17 ).
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I

( s sont définies par la condition que
z—1

tions multiformes o(s) et
ces fonctions sont réelles au point 5 =1 + ¢, quise trouve & mi-chemin,

-

Iintégration commencant au point z = — . Donc, en ce point 5 = — ¢,

Fig, 1,

nous devons considérer la branche [¢(z) — =] de la fonction ¢(z) et
va que les intégrales prises suivant les cercles v,, v., v, et suivant les
arcs du cercle y s’évanouissent, quand on fait tendre ¢ vers zéro, on a
pour o0 :
o=l gn+8 oz ee—i z) zn+8 (s
271;'0",'3)(9):/ le(s) —m]s N—t—/ ¢lz) s ds

(5““1)1+B t—gye—it (& —1)10

d—E 5 € s
. ei‘"(l"“a)f w(u) ur+® du e eiTD) o(u) ur+®du
A (1— u)t+d . (1— )t
(1—-gjeil

~ zell -

z) 5"+ ds e o(z)—m|3"*%ds
-pf ey ds +f Lo(s) — =] -+o(1)
cel 11—z e .

(:___[)14—6 (z___l)u»a

.

gg—id

(0 < 0).
A la limite pour e = o, il vient
. . E 1 ] etf) ~
. S o)m o(u)urt®du L 57+0 (5
Ao =TT (e IE L g [ 2
T 0 (r-—u) : F 0 (Z—l)
ot
o ()= o “+ arc tang - sind
i = A s T o8 0
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Oroun a
o £ arctang sin§ arctang ——— sinf arctang sin 6
= ®u—cosf 1—cosd R t—cosB
=sinf ,smef ._0(1—11)c0t,§>
1——210056—:—1’“ 2
" " \m2
puisque, pour « 2o
‘ ) AL a1, . .8
=2 COSH + ut= (1—1—u)sm; -+ (1——u)cos; = sin?*—.
Mais
Are tang sinf __ wm—6
aelang T s T T
done
) r are tan _Sing arc tang sin §
v(w) — — =arclang ———— — arc tang ————
#( 2 °u—cosb ®r—cosb’
et il vient
7 . b
o(u)= 5 2(1—-—u)h(u,9)cotg>
ou
olh(u, )<t pour oZfZem et oSuii.

On obtient maintenant :

sin (14 S)ﬂfl o(u) ur+d du
0

T (1— u)t+o
_sin(+0)m{m D(n+0d+r )T (—8) a0t j"/z(u e)umdu{
' [ 2 U(n +-1) o (1——.11)0 s

. 2| 0| /l”w)cot-/-’

"1 (02 ha(8) 1),

ST
—_ A
““A(n)‘a'

De Pautre coté, on a

ey >
[ I 0 o3
)

A.‘,';’) (5__1)1+o

o~ 1 >
I /" wurtldu 1 /‘ untodu
=16 0__ [ |6+ = A (D) G
A 0 l ue L l Al o (S'll'l ->
2

I I <

R & < o\&+1 A('3+l)/' B\ 8+1 . Bo+t
(n+0~+1)All <sm ;) (0-+1) Al ksm ;—) [(n —+1)sin ;]

21+ 0)

)
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puisque

. .6
|we®—r|=y1—2ucosd+ u*Zsin—-
, .. . ~
Définitivement on obtient pour —1<c<<o0:

I4
N 7
‘),lO]/Ln(G)COS; 2 B (0)T(1 + 3)

| sy =0 _ T

I , A (5) 9, 6 i e+t
(1) ( Al (n—}-t)sm; [(rz+1)91n—-
2
[o=l,(0)Zrs [AL(0)|=Z0].
On voit que I'on a
. > ™
lim S (9) = =
n == 00 2
pour o <0 < 2w, ¢ > —1 et méme uniformément pour
‘ eS0Zam—z¢, 0> 1.
: ™ i
Pour Sh<oamw———o0na
n-—i n 41
. b
(n —}«1)5|1:;:[,
d’ou, grace a (1),
> 11 2 3,6 ' T
S© (4 — 42|04+ = - htom— .
I "()]<2 9] 0—|—-r<|+o n—+1- = n -1
.« 3 . 1 ., . T
Mais' S;'(6) sont bornées dans leur ensemble aussi pour o§0§n—_‘_—I
= L. : < T
et pour 27 — <0Zam. Soit d’abord 0<0<——.0n a
n-—+ir= = : ) T 41
6 n A_(a’ . 0 ‘ n A(a] )
" R N sinm O /
(9] — Q1G) e n—m 2T - f rn—nm '
IS" 6)‘—_8"' (6)_9+2 A(al m \0\([—*—‘2‘ A(E) s
w1 n m =1 n
. m Alerr T 4041 T e p. T
o ”., - = A 0. 0.’: .
n 4 _,.\1”6' n -1 I~+0 1-+~0 T T 41

Or

8@ (21 — 6) =7 — 8P (0);

T .
donc pour 2w — —— Z06Z2%, on a aussi
LR n41=°=

(s

RO
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Par conséquent, on a prouvé I'inégalité

3,6
1+ 0

(2) leox(g)I_

(056Sm, 60>—1; n==0,1, 2, ..., %).

La présence du diviseur 1-+ ¢ est causée par le fait suivant :
le segment AB du phénomeéne de Gibbs, qui a lieu pour & <o aussi

8 ;
A LY
| &
L. ¢ 2
i 0
v 2 A
B *®
Fig. 2.

bien que pour 0$8<1, est égal & zéro pour cl=r1, s’allonge de plus
en plus, quand ¢ diminue a partir de ¢ =r1, et tend & devenir infini-
ment grand, quand ¢ en diminuant s’approche vers —1:

Posons {=AB. On a

N dl
[:l(')), 'd_6<07 l(l)__’O

et
al=ixf'r_1il(6):.—Q—oo.

Il serait trés intéressant d’étudier en détail la loi qui régit ce
phénomeéne de Gibbs généralisé, c’est-a-dire d’étudier la fonec-
tion I(8) pour — 1< 8 < 1. '

La moyenne dnthmethue d’ordre o de la série tngonometmque

— /9(6) — s’exprime ainsi :

@

- 1 T Lot Pt
,‘{”(9):—/ f(u)s‘,g')(u——ﬁ)du:—f —I——f + =
™), T Jyn TSt T Ji

=1 + I+,

ou 'intervalle

(i) = (0, 2m) — (6 —n, O +n) — (E—n's E+0')

Ann. Ee. Norm., (3), XL. — SEprTEMBRE 1923. 35
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et ol s2(u — 0) signifie la moyenne d’ordre & de la série
éﬁ—cos(u——@)+cosz(u——9)+cos3(u—-9)+...+ cosn(u—20)+

Il est clair que I'on a R
_dSp(x)
dx

7(0)( r) _

En substituant u = 0 +~ =« dans I, on obtient

. e
=21 /
i

S

n?
O-+n

Sw) s (e — 0y du = f VICES )9 (x) da
f [0+ @) + [(6—2)] 0 () dar

:*f(9+0)+f(fj O)/ sm1(x)dx+_[gp(x)v““(.z')(/x.

i

~ La fonction
b(2)=f(8+2) = f(0 +0) + f(§ — ) — f(6 — o)

est & variation bornée dans (o, %); donc ¢(x)=1{,(z) — $.(x),
ou Y,(x) et P,(x) sont monotones, et en appliquant le second
théoréme de la moyenne on obtient

];:f(e"*‘o) +f(9—°)s(6;(.r'

N f[t'n (2)—by(x) ] 2) doe = 0}, +- 1},
ou
i;,=

$y () s‘°>(x) dz — =4, <n>/ 9 (@) da

n'
1(m)

?]l.-

-C-

820 — 8 () | — L {50 () — 8P (') |
Nous avons
41(0) = da(0) = o;

donc quelque petite que soit une quantité positive fixe ¢ nous pouvons,

grace a (2), pour chaque valeur fixe de 6 > — 1, choisir 1 =17(c, 8)
. / -

assez petit pour avoir

| l<—
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Ayant ainsi fixé v, nous avons pour nZN = N(g, ¢)

2By T £ SN -
6n(n) 2l< lj-<9+0)+/-(6__0)l 2 (Il:N)y
done, pour nZ N,
I., JG+0)+ f(H—o0) B
i, — < =
2 2
et par conséquent
5 (5 —
| L2 MO=0 e 2N, o),

d’ou la conclusion :
j(e—i—o)—:f(@——o’) (5> —1).

2

lim I, =

n=cw
De méme on prouve facilement que I'on a

limIlh,—=o

n=o

N . B . - . .
pour chaque ¢ >—1, parce que /() est a variation bornée dans les

b—r . E—1 2T
nly= +/ +f ,
041 E+n'

en supposant, pour fixer les idées, 0 < Z.
Vu que f(9)=_/,(0) — /,(0), nous avons par exemple

| ) Oy .
—/ Sy s (w—=8)du
\ .

T

limites d’intégration :
5]

8-
"%/ [fi(9—2) — fo(6 — 2)] 5 (2) der
) ! ] 0
fl(o)f x"f,,,(x)dx_éif’l/ O () dar
Ty T g
= L0 5oy — s (| — L8 s6) — sy

ot 7' et 7" dépendent de n, mais restent toujours Zv. Donc, en
s’appuyant sur I'uniformité de la convérgence de la suite |S(x)]
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vers la limite constante — dans I'intervalle (v, 27 — 7), on obtient

B—7

lim — Flu)s®(u—"b0)du=o (0 >—1).

n=w Is 0

Le méme raisonnement s’applique aux deux autres intégrales et nous

voyons que I'on a
. lim 1, = o,

P2 -1
quel que soit ¢ >—1.
Pour étudier les conditions sous lesquelles liml), = o nous avons

n=—ow
besoin de la formule approximative pour la moyenne s (z) de la
série

1
I~ - COSZ - COS2Z ~+. ..+ COSnw . ...

On la déduit & I'aide de la méme méthode de Stieltjes, qui nous a
donné la formule approximative (1) !

o*

2+ Y smcosma =~ i
2 .-4 21— 25C0SZ + 32
d’ol
3 () anmmt= 2 Al k) = o(3)
- 2 (5—1)"(1—235c08x + 5%) '
et
ami ol :fcp( d.,_fco( )d~+[@( )d»—i-fq;(z)d...
c
Or
I ‘ —i(n+8)x ( g—ix
7 [ ot@)ds = lim (s — ey o(s) = 5 L te T
2T, s=e=i 2 (e7F—1)° (7% — i)
et
I el(n+6)z ( gix I
5?[] 9(2)ds= lim (5—e) 9(s)=; — 5(. k) I
2 (ez‘x___1) (ew___e—tz‘)
done

0~1 o+
COS[(IZ+ T).T-—
(@) =

')’ ]
5 - - ds. '
L oa\o+t anj(P )
2511’1;
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1 sindx (14 ¢) tr+B dt
- | o(35)ds = - -
2Tl 27 Jy (1—¢t)°(1—2atcosx -+ )
et, par conséquent, il vient

B P 041
=& cos|(n+-—)x— P
T ‘l.) . 2% 2

Mais

“+ rid(x),

?‘,:3’(.1:) e

AB T - . )\ 6+t
” AL (0 sin —>
2
ou
‘ . N 1 2 e a

(< LR (e R (8]
o mAY . . . L&
n 0 sin? — (n+1)sm-;

En-appliquant cette formule, on obtient

e N
| f— - f Su)so (u—0)du
JE

T .
1+34 1+ 0
&y cos [(IL -+ > (u —0) — - 71;]

2

[

— o L\ - , !a)
=— ] S(u) — i+ pff
noLe— 2 sin ———
2
A g
= : -+ pis
ou
L &+
= — Su)r9(uw—8)du
TJr oy

Dans Uintervalle (€ — v/, £ + ')

Sy =clu—E|*+o(u); .

donec
[f(u) l < ('2( "w—=F£ [—o:’

puisque o(u) y est bornée. En résumé, on a

. [
18) _‘.B_I_(ié/\ — L] du C3
< [ ey <t

2

X . . D2 . ow
et 'on voit que limp? =0 pour chaque valeur de ¢ > — 1. Quant a ¢,,
nom e . .
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on a
[+ 0 [ +0
¢ Ly oS /L+— (u—0)— - T
<ip [ "
b= — | = du
" mAD f_,, e —El ( u——9>‘+°
’ . 2 sin
"/ 140 140
Jien @(w) cos (n-}- - (u—+6)— — 7
1 ’ y 9 |
- TA® ), w— G140 du
T (2 sin )

= iy,

u— 10

2

T : ~(1+) X _— .

La fonction ¢(u) (2 sin > “est & variation bornée et, en
appliquant a I'intégrale £/ le second théoréme de la moyenne, on
obtient pour chaque ¢ > —1

Cy Cn

B

|4V ] < = (0> —1);
<n+lro>mm (npme

donc on a limz}" = o pour chaque valeur de ¢ > --1. Quant & I'in-

n=e

Leoralc iy, Nous la transformons comme suit :
I+ 0 i 140\ ]}
q Q, —+ (n -+ x cos| L, — (n - ' O) x
PR /' 2 ) 2 dr
"TrAD9J,

ou

cos

— 0 € 18 + . j— z\ 1-1-0 :(,—97
[2 Sll’l( —I——-)] [2 Sin (' —_ —)J
2 2% ) 2 2

.J,,::(n '”:°>(g_*—9)-"f"°n.

>

E__.g 2\ |+ .
=+ ;)J sont monotones et, en appli-
quant le second théoréme de la moyenne, nous décomposons i, en

somme de quatre intégrales, toutes de la forme

‘Les fonctions Lz sin<

. A v o - Y - 6 CA’IJ
Jn= A(HG / (:()S[Sznj:<n +— ).1.-];6—0(- (0 Z > 1y 0),

no A,
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ol I/;,,‘] <e¢,. Or

. ke tn I+0 dx n I+ dz
/n= cosSzn cos{n + -+ )1‘ +sinQ, sin (n + — |l — '
A.‘°’ 2 ) x* 5 X 2 z% |

a-1 I o o
/i'n(n.—-%- I+0> S n+l—é—3)y‘" (n—q—-l':o)p.,,
<

dw dw
. AQ —+ Y o
% cos 82, cosw— £ sin Q, sinw —

(n+1E%Y2, (2 +
Les intégrales
<

™ coswdm * sinw dw
—_— et — (a<Z1)
. 0

w* w*
<o

convergent et nous voyons que l'intégrale 7, oscille entre — o et + o
quand n—>o, si 6<{a—1. Si =0 —, i, reste toujours bornée,
mais oscille pour n—oc sans tendre vers une limite déterminée,
comme cos, et sinQ,. Enfin, pour ¢>a—1, nous obtenons le
résultat cherché et I'on a lim7,= o, si 3 > o« — 1. Laméme conclusion

ne==

s'applique a l'intégrale I’ et par conscquent on apour ¢ >o — I

limI,=o (o>o:-r).
(Pest la condition nécessaire de la sommabilité (C, 3) de la série tri-
gonométrique et par conséquent elle n’est nulle part sommable
(C, 852 —1). Les moyennes f.%(0) oscillent comme I, entre les
bornes finies pour ¢ = a — 1 et entre — et + o0, 51 6 < & — 1.

Il est & observer que la série trig onometrlque de la fonction & varia-
(ion bornée f(0) qui ne possede dans (o, 2%) que des infinis loga-
rithmiques, autour desquels elle a la forme

S(8) = ¢ log|6— %] +a(6),
() étant & variation bornée, est sommable (C, 8) pour chaque valeur

de ¢ > — 1 partout dans (o, 27), sauf le point § =£. On le prouve,
en s’appuyant sur 'inégalité

1. ~ ;
e 1=+0 crlog(n—+1)

" lo -+ - RS AN

/)‘ log| }cos[ n <n+ 5 )x] dxl< —

n

ce qui entraine, pour chaque ¢ > — 1, limI;, = o.

n-- e
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Citons, comme un exemple, le développement trigonométrique de

la fonction log —— dans l'intervalle (— =, + =) :

19|

log | — 2 cosn@[ smua’u (—m 67,

n==1

Ce développement est sommable (C, 2 < o) pour chaque ¢ > — 1,
si 0£0, donc a fortori converge, mais il ne converge nulle part
absolument.

2. — La série de Laplace.
La sommabilité ((), s> ;—> de la série de Laplace

L F(@,qo)rv;l%é<n+ ) [[1*(9! o) Pu(cosa) do’

n=0

[cosw = cosB cosh' —+ sinlsind’ cos(v — @')]

est étudiée en détail (') et le but de ce Mémoire est I’étude de sa som-
I N I vy T
mabilité (C, &) pour 8% -- Le cas 8=o (convergence) a été étudié par

Poisson, Dirichlet, Bonnet, Dini, Heine, Darboux sous I’hypothése
que la fonction développée est i variation bornée partout sur la
sphére S, sauf les voisinages des points isolés, ou 'ordre de I'infini-
tude de la fonction F(0, ¢) doit étre inférigur i trois demis, puisque
la série de Laplace de F (0, ¢) diverge partout sur la sphere, si la fonc-
tion F(0,2) posséde sur S des infinis d’ordre supérieur ou égal a trois
demis (*). Mais la convergence de la série de Laplace en points dia-
métralement opposés sur la sphére S aux infinis de F(0, ¢) est restée
jusqu’ici inétudiée.

(Y) L. Féskr, Mathem. Annalen, t. 67, 1909, p. 76-169. — A. Haan, Rendiconti di
, Palermo, t. 32, 1911, p. 132-142. — S. CuHapMAN, Mathem. Annalen, t. 712, 1912,
pP- 220-226; Quarterly Journal, t. 43, 1912, p. 1-50. — T. GRONWALL, Mathem.
Annalen, t, T4, 1913, p. 213-270; t. 75, 1914, p. 321-375. -—h KoeBETLIANTZ, Comptes
rendus, t. 169, 1919, p. 54.

(2) DarBovux, Journal de Liouville, 2° série, t. 19, 1874, p. 16.
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En étudiant la sommabilité <C, s %) de la série 1I, nous suppo-

sons que F(0, ) est & variation bornée sur S, sauf les voisinages des
points isolés My, ol elle devient infinie d’ordres o«,;. De plus, F(0, ¢)
est supposée absolument intégrable sur S et, par conséquent, les
valeurs des o; peuvent dépasser trois demis, étant limitées par la con-
dition o, < 2. Nous avons désigné tous les infinis de F(0, o) sur S,
& l'exception possible du point (= —0, =+ 0), diamétralement
opposé sur la sphere S au point M(0, ), ou 'on étudie la série II,
par My(0x, 9x) (kZ1), en réservant la notation W pour ce point
(= —0, 7 +g), si la fonction F(0, o) y devient infinie. L’ordre v de
Pinfinitude de F(0, ©) en W doit étre inférieur & trois demis, puisque

, . 3 EPe 0 I .
nous nous proposons d’é¢tudier la sommabilité (C, o< §>, et la condi-

tion 6>y — 1 est nécessaire pour la sommabilité (C, 8> — §> de la
série de L.aplace.

Nous n’avons pas besoin d’appliquer la définition la plus générale
de la fonction de deux variables a variation bornée (*), et il nous
suffit de la définir avec M. Chapman (*) comme suit : F(0, o) est
a variation bornée dans le voisinage du point (0, 2), si elle est & varia-
tion bornée sur un certain arc de chaque demi-grand cercle de
direction ¢ (oZ¢S2x), issu du point (0, o), la longueur de cet arc
étant [(Y), pourvu que la borne inférieure des valeurs de la fonction
{(}) dans Pintervalle (0, 27) soit positive. On démontre (§ 5) que la
série de Laplace d’une fonction F(0, o) absolument intégrable sur S
est sommable <C, ;) en un point M(0, 3) de S, si F(0, ¢) est a varia-
tion bornée au voisinage de ce point M ; mais on peut aller plus loin et
I'on démontre (§ 3) que tous les critéres connus de la convergence des
séries trigonométriques s’appliquent et deviennent les criteres de la

sommabilité (C, ;}\) de la série de Laplace. Par exemple, la série 11 est

sommable <C, —;> avec la somme F(0, o), si F(¥, ¢') satisfait sur la

(%) Cf. par exemple pE LA VALLEE PoussiN, L'intégrale de Lebesgue.
(%) Loc. cit. (Quarterly Journal, t. 43, 1912, p. 1-50).

Ann. Ec. Norm., (3), XL. — SEPTEMBRE 1923. . 36
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sphére & la condition de Lipschitz-Dini :

limlogw [F(0', ') — F(8, 0)]=o,

w=0
ol w dénote la distance sphérique des points (0, ") et (9, ).

On démontre aussi que la sommabilité <C, é> de la série II en un
point M dépend de l'allure de F(0,¢) au point W, diamétralement
opposé sur S au point M, et que la condition nécessaire est y<§a
puisque la série de Laplace n’est pas sommable (C, i) en points dia-

métralement opposés sur la sphére S aux infinis de la fonction déve-
loppée, siI'ordre vy de U'infinitude de la fonction est supériéur ou égal

a trois demis, yzé-
2
[ ~ 1 ’ 9
La.sommablhte <C, 0= ;> ne depgnd pas de l'allure de F(6, o)
sur S, sauf le voisinage du point W, si F(0, 9) est absolument inté-
grable sur S. Quant i la sommabilité (C, 8) pour |¢] << é, elle dépend
de I'allure de F(0, %) sur toute la sphére et 'on a le théoréme

sulvant :

TutorimE (*). — Soit la fonction F(Y', o'), qui est a variation bornée
partout sur S, sauf les voisinages wyse des points isolés My, ‘et qui
pour ). C e se présente sous la_forme

O\ — 0k
Ay sin (—E—;i) -+ o0; (0, @) (o< 2; wrple),

ot @) dénote la distance sphérique des points (0, ¢") et My et ot 0, (0, ¢")
est a variation bornée. La série de Laplace de F(0', o") en tout point M,
qui n’appdrtient pas aux points My, est sommable <C, 0> — %): st © est
1o ) \ 3 3 ' \ >
superieur ay — 1 ¢t G o — - <8 >y —1eta——),ou estlordre de
Uinfinitude de F(9', o') au point W, diamétralement opposé sur S au

(1) ;E. KoeBETLIANTZ, Comptes rendus, t. 169, 1919, p. 322. Le cas parliculier
1
our A= —- : .
P 2
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point M, et ou o est le plus grand de tous les ordres o, de I'infinitude
de F(0', o) aux points My; enfin la série de Laplace n’est pas sommableé
3/

2

(C, &) en point M, si 0y — 1 ou &5
On voit que la série de Laplace de F(0', ") qui est & variation bornée
sur S, sauf les voisinages des points M, et W, ne converge que siy <1

et que si tous les oy < %

On sait qu'une série absolument convergente est sommable (C, &)
pour chaque valeur de 8 > — 1; donc on peut déduire du théoréme
énoncé que la série de Laplace ne peut pas converger absolument en un
point M, diamétralement opposé sur S au point W, ot F(¥, o) devient
infinie d’ordre v >> o, et ne le peut nulle part sur S, st F(0', ') devient
iri_/inz'e d’ordre o> é en un seul point de la sphére S.

Les questions de la sommabilité (C, ¢) de la'série de Legendre

(n -+ %) l’,,(.r)f_:df(u) P,(u)du

en un point frontiére, x = =1, peuvent &tre traitées, en I'envisageant

comme le cas particulier de la série II pour F(0, ¢) = f(cosb) = f(=)

et en appliquant & ce cas particulier les mémes méthodes qu’au cas
général.

1. f(x) N}_‘

@
—~
2= 0

r

On obtient alors (§ 7) les résultats suivants : la sommabilité <C, é)

de la série III en un point frontiére ne dépend que de 'allure de la
fonction développée au voisinage de 'autre des points frontiéres, si
I'on suppose I'intégrabilité absolue de lafonction dans (——1, +1), et la
. 3 , . . 1
condition v <7 ¢st nécessaire pour la sommabilité <C, c= ;> de la
série III en un point frontiére, ou v dénote I'ordre de I'infinitude

de f(«) en point fronti¢re différent de celui ou I'on envisage la som-
mabilité <C, 0= -I-> de la série III.

2
Au contraire, la sommabilité <C, o<l i) de la série III en un point

frontiére (soit, pour fixer les idées, en point @ = + 1) dépend aussi
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de I'allure de f(x) a Dlintérieur de (—r1, +1). En supposant f(z)
3 variation bornée partout dans (— 1, +1), sauf les voisinages du
point 2 = — 1 et des points intérieurs o = &, ou elle devient infinie
d’ordres v et 8 respectivement et ou elle se présente sous la forme
At +2) Y+ o(x) (—1ZzZe—1)
et
Al =& Bt oi(x) ou Aglogle—&|+ ox(2) (| = —E&|ze),

A, A, étant constantes et 3(x), o,() étant i variation bornée, on ale
théoréme suivant :

Tutorine (‘). — La série de Legendre de f(x) cst sommable

I - N I
<C, &> — ;) en point x =1 avecla somme f(1— o) pourchaque c>— >

. 1 . . ., . . . .
st Y'::Z et st aux points intérieurs x = &, la _fonction f(x) n'a que des
infints lugar[t/zmiques- elle Uest toujours pour ¢ supérieur @ 2y — 1 €l

af—- (o >oy—1etf— —), ou B désigne le plus grand de tous les

exposants (3,; elle n'est pas sommable (C oy —r1etf— - ) et nel’est

non plus <C, oS — é): st a Uiniérieur de (— 1, + 1) f(x) posséde des

infinis logarithmiques.

En supposant y = o, B> o et de plus la fonction f(x) & variation
bornée aux vonsmageb des deux pomts frontiéres x =1 et z = — 1,
M. Hobson a démontré ( ) que la série de Legendre converge en un

. 3 |
point frontiére, si § < - -» et diverge, si fZ~- On voit maintenant que
dans ce cas, quelle que soit la valeur de B <Cr, la série de Legendre
1 I N [
est sommable ((,, o >B— ;> et n’est pas sommable <(., ¢’ Q———7> en
un point frontiére, ce qui contient le résultat de M. Hobson.
M. Chapman a poussé¢ (*) I'étude de ce cas particulier y=o plus

(*) E. KoepeTLiaNTZ, Comptes rendus, t. 169, 1919, p. 423. Le cas parliculier
pour X = L
2

(2) Proceedings oft/w Lond. Math. Society, 2° série, t. 7, 1909, p. 39.
(3) Mathem. Anna/en t. 72, 1912, p. 224-226, § 5.
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. . B . 1 P . L5
loin : il a établi que, pour 1 >3 Z -, la série III en un point frontitre
~ 1 - . ., e, .,
est sommable (L, 3>{3—- 5>, mais il a laissé inétudié le cas,
ot B < = et méme po > < il n’a pas dé tré lasérie I1I n’est
<3 e pour 32~ pas démontré que lasérie I1I n'es

. . I
pas‘alors sommable (L, SiB— 5) .
Notre théoréme fait voir que la série de Legendre ne converge en un
. .. . 1 . . L.
point frontiére que si y<_ et que sitous les B; sont inférieurs

a un demi, ;<< é Par exemple, le développement

I 2
1_ V2 ~1 4P (@) + Py() e Po(z) ...
21—z
. . I -
diverge pour = —1, puisque dans ce cas y= _- On voit que
pour x = — 1 ce développement se réduit a la série divergente

1
;Nl—-—l—i—l——l—i—...—i—(—-l)"—l—...

. I .
qui n'est sommable (C, ¢) avec la somme = que pour ¢ > o conformé-

) ‘ ) 1
ment a notre théoréme (B =0, Y= 2y — 1= o) .

3. — La formule approximative pour s%(w).

La n*"* moyenne arithmétique d’ordre ¢ de la série 11, F@ (0, o),
s’exprime par I'intégrale double suivante :

RE(6, )= = [ [T, ¢ (w) o,
S

ot 5 (w) dénote la moyenne d’ordre ¢ de la série

%—i—gpl(cosw) + %ng(cos.m) +. <n+ i—) P,(cosw) +....

Or, en posant

n
I
o (@) = 3, Al (m + 3 ) Pn(cosa),

m=0
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oll comme toujours A(® est le coefficient de s dans la série de

. n . I . s Y
Maclaurin de la fonction el trouve, eu égard & ladéfinition
[ —3)+0

de la moyenne arithmétique d’ordre ¢,
7 ()

G
Ann

sP(0) =

el, pour avoir la formule approximative pour s (w), il suffit de la
déduire pour ¢(® (w). On a

T
‘ —_:2 st P, (cosw),
\/1——‘— 25 COSW -+ 5* »

d’ou

2 I
2 amafie) =2

o (1—35) (1—25 cosw - 52)

I+ 3

1.
2

Nous allons appliquer la méthode de Stieltjes : on a

©
- . I gR+GE (4

25""’“"’0“"’1’(@).—: - ( ) _ = (s),

m=0 (5—1)2 (1 — 23 cosw -+ 32)

el

et par conséquent

5 I ) (1+x) antdel dg 1 )
a)lol(m):m- N ;{:m L]/(:)dz
C(z — 1) (1— 23 COSw + 5%)2 Ce

Le chemin d’intégration C, entoure tous les trois points singuliers
zy=e 5,=1 et 5, =€, et se réduit & trois lacets consécutifs L,,
L, et Ly, ayant leur entrée commune a I'origine et pour centres de
leurs cercles les points critiques z,, 3, et z,.

L’intégration se commence au point z = — ¢ sur 'axe réel négatif
et les branches des fonctions multiformes

_?:l‘
(z—1)° et (1—25c05w —+ 52)*

sont définies par la condition que la fonction sous le signe d’intégrale
devient réelle au point z =1+ ¢, c’est-a-dire aprés le parcours d’un
demi de C.. On suppose o < w<w. Posons T=1— 2zcosw+ 32 et
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envisageons l'identité

(1+ 3) RG]

d 3 n+B-+2 ' I
(z-—l)a""\/rfs 2 (:___I)BT%

dz
zn+a+1 ~n+3+1

=(n+1y 2" L
__<n ' 2)(5_1)64-1\/'[* (o+1)(~_1)0+2\/T

Fig. 3

En 'intégrant le long du lacet L,, on obtient

1 2n +1 i 5"+a+l dz 041 e zn+5+1 ds
-——-,‘/Hb(;)dz o= — . f - = ) f _ _.
2T L, 2T A (3__1)04-1\/1‘ e o (5—l)°+2 \/T

On suppose 8; -, par conséquent on a tout simplement

/4/( Vs = smon/ (1= u)ur+"+du
27T5 ° (I—' b3

3
u)l(1—2ucosn + u?)?

Enfin, le lacet L, nous fournit la contribution

-P a DN 1 e gatbl gy 041 e gn+ditgy

t ( ) 3 = 0 / ry -_ T / e —
2T . 1 /" T 2 2

ami i) (5=t T o (=0T

et 'on obtient la formule

1

( & bt g L R A
R [ iy
T ?z 2) ) (5 —1)8+1 /T ,  (z—1)3r2yT |

sino‘ﬂ:/1 (1 w) ur+e+t dy
o+
¢

3
2T I—u)(1—2ucosw + u?)?
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Or, vu que

wefw

k3 o |2 NS o )
(1—2ucosw + u?)*= (x——u)cos; -t (1+u)sm; =sm";—

et
T
() 1 ) sinorn’
on a
) |sindm| [ (1 w) un++1 oy
* 3
2T (x— ) (1—2ucosw —+ u?)?
< M (Iﬁlt)—aunq-adu: _M_(’?’__.
- ) . @
msin® — “° (rn —1)sin®—
2 , 2

Dans les intégrales du premier terme du second membre de (3),
nous employons la substitution z = (1 — u), ce qui nous donne

1 v zn+6+1 dz
T ‘
[(n+1+§-)m—25+"n:J ! ! -
etl’ 2 C w 2(r— u)? ot dy

<9 51|1$> asine \/1——ucp(m)[x——ucp(%)JO—H

0
ott
i —— )
2sinwo(w)=c¢e (3 )
On a, pour oZusr,

u\? 1u? N u 1 1
|’—U%°(w)|=[<l—-;> +'—4—c0t2w] ;x——--z-;[—--é:;;

donc

2 o L A
(5) E(o-r—r)(n—./ .
0

12 (5 — 1)0+2 \/T
< 2(0 + 1) z(l-—u)’”'a*’"du
= 8-+2 '
™ (2 sin (33\ V2sinw .'_>°+2
2 5
i
! 2 (n+ >_ 2(1+8)A(_§)

é%(a"’f‘l)

_ @\ o+t T'(n—+1 e vy
Vsine (sm ;) ( ) Vsinw (sm 9—)> -



|
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Posons ensuite
/ B+1 43
1["([5):\/1—u:p(m)[ro—ug(?)“ 22_( ).
On a ) S
1 l| /" 1 /""l"’(!l)d!l . 3+2 [’" W () ;
TS - T = oo ) - | du.
F(u) , T(w) Joo W) Jo W ()
Or
(x—i—“)co(('))
Wiu)y| |1 o(w) °rs 2/ 1 I+0_. 7
U(a)| " |2 1—uo(m) (w) “ asinw @ - asine
I— ol — SIn —-
A\ 2 2 *
donc
I _ thu A ]
T —s——— - 0 _ -
Ww) “ sino 2

et par conséquent

’

> i (2n 41 f"i"' srirlds
w2l (s—1)3*1 T}

. 0 20+1 |
sm[(n—l—l—l—;)m-——-é——ﬂ’J . Al
‘ (n—i— 5) / w % (= w)n+i+idu

. @\ ———
<g sin -—> V2 sinw 0
2
1
an —+1) 14 T + 3 3
( )14 f w (1 — w)rro+t du.
0

< —~ T
. () \O+1 " SN o |
| 28N -; \/2 SN

Or
1‘<i>1‘(n+-l-> i
0Z n+—]— 2 > 2/ - n.;.i f u_i(l—u)"'*“a“"du
= 2 L'(n—+1) YA
3N\ o/ 3
ETEE r(3)r(=+3)
= .;+o> T'(n+2)
et )
r<§>r(u+§>
2 2)

1
I 2 +B+1
<n.+- 2>‘[° w? (1 — )" ’ du < INCEE)

Ann. Ee. Norm., (3), XL. — OcToBRE 1023.
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Y

. 0 20 +1
A sinf (n+14- o — ——
\ 2/ 4

o [pnjs 7 | .
T 927 - Al /"’ Lo\ Bl .
T a ! 0 (‘. I) " \' l \ (9:8]“ "*) \IZS“](J)
2

\,

Cy

< = 5 :
. )\ o1 . 5 /—‘-"’—
(sm;) (sinm)*\n -1

En additionnant les résultats (4), (5) et (6), on obtient la formule
cherchée

B i 0 20 1
; a}f‘"(m) Af[f) s1n kn —+ 14 5 o — ——-—r 9 .
(7) -5'51')(0)) —- 5 == s ~ — -+ Pnl ("))7
/\‘J) ‘(\l-') . O\ O] —
n z 2 sin V2 sino
ol
- ¢ )
ol ()| < - : - 9] : (0 <w<<m).
n YR o+l(s. 3 3
n 1 Sin — m - .o W\ 7
(n+1) S“z) ®) (n—i—r)<sm§>
. . ™ [\ P
Supposons maintenant w - ——- Alors on a, pour o_ -,
-1 -
A8 St —8
Lo | . w |?
n [)sin— - n 1)— S
[rosns | 2] o
et par cons¢quent '
5 1 (¢ ) i
IP‘;},(&))'< [ > . 7+ l I ‘J'
0w \B+ 3 3
(n—+1) sin — (sinw) .mN?
.2 [ sin — | s
i \ 2 J
Done on obtient, pour w_ )
I/ ol |
‘ . ¢ s T
(8) [ ()] < 1 (m; : )
o0 . W\1+0 e 3 \ n—+1
(rn+1)* (sm-—) (sinw)*
N2 ‘
+ Le méme raisonnement nous montre qu’on a aussi, pour O
v \
5 c\/n 1 .
() 1y .
=3 (3} [
(9) a7 (o) | < (o2 25)

2

R
(sm ;) Vsino
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Eu égard 4 la relation

vy Tn+lk4+1 (n4+ )k
ey — § !
A STt s T o

ol lime, = o, on dé¢duit d’abord de I'inégalité (4), pour w_ —
N =co

=n 41
|sm o |f (1 4+ w) un+d+t dy

1——u)° I—2u CosSw + u?)?
ca\n 41
< -

E ‘
e E A
(n-s—l)sm-; sm;

[

R2AT /"*' Y gnwi g l
20 - B+1 /T
L) (”'_,) B \/‘l

1
. =1 .
- 20 1 u (11— u)r o+t duy

. \8+l  —— ‘ o1 -
n(usm;) V2 sinw 1)-’(1 G+l
\ “ e’y 2, \2

b

3

ey 41
<7 w '\ 8+1 -
(sm S ) Vsinw

o

2
-+

el

puis

T

1
c,,,('>/l—1—~l)1\$, 2) P (',,\/n—i—x

~
G+1
<sm — ) V/sinw (sm —) \/\.mm

et enfin, grice a (5),

]{O+I/ ~ el - 1 dz

l O 9 Al

/0 A \/‘I
- ch\/n—‘;—I

<sm ——) \/sm o

ce qui nous fournit, a 'aide de (3), linégalité (9).
On a par conséquent

Cig\/ 1t +

’ ln+x)sm—J (sln—) \/slnm

~
]

1
o ci(n+1)°
|6 () | < 22t D)

(r202 25)
T — |-
@) \ G+1 - T n-+1

(sm—;} Vsinw -

Cette inégalité a lieu aussi pour @ = =, puisque alors son premier
membre reste fini, tandis que le second membre devient infiniment

201
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grand. Pour Paffranchir de la restriction © _ ——— nous envisagerons

I'inégalité bien connue | P,(cosw)|Z1, d’olt il résulte

. n n -
3 o1 i P I 5 A+
lS',E"(OJ)I = F’) 2 (”l -+ 3) A(,LO_)_/II I pm (COS(")’ < E AS,‘,)J“,;-)-/N: J{(a)
TR =0 oy n
done .
|8 (w) | < cpg(n—+1)? (0Zw=m, 0>—1).
. T
Pour wZ——, 0n a
=n 41
3~ 3 o
_S+0 S48
. ow|? . [m\?
[(ll—i-—l)Sln-— = (-—) )
2 9
d’ou ‘
1 - 3 ~ 1
N e (n —|—-1)Z’—O i w2’ Cro (R l):';—o
|.s;5)(a))|<£———‘(za —+—1)sin—-] L

T w\E
sin — Vsino

3

o 5+8
sin —
2

Par conséquent, nous avons prouvé I'inégalité fondamentale
/

~
o

t
Cop (n +1)2

~ . I

(@) Ty e 32 Y
(IO) lsll (w)[< ) a_‘_l\/. <?:w:’n" O:2>

sin —)) sinw o
4. — Sur la série
[ »TC 3 ™
(11) ;/ sinr,od<p+—2—f P,(coso)sinody + ...
w o

1 [’w ‘
-+ <n—+—;> I Py(cosg)singdy +. ..

)

En nous appuyant sur la formule approximative (7), nous allons
étudier la sommabilité (G, ¢) de la série (11) et démontrer les deux
propositions suivantes :

. , . i '
Lemme 1. — La série (11) est sommable <C, c> — ;> avec la somme

5éro pour w > 0 et méme uniformément pour =7 w _c.
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<

LLMMI~ Il. — Ses moyennes artthmétiques, S (w), sont bornées dans
leur ensemble pour o~w-w et n=o, 1,2, ...,%, poursu que [’on

ait 3>—~%:

1

|82 (@) | < cay (U‘w ma>— L

,,}

n=—o, 1, 2, ...,m),
ot la constante c,, ne dépend que de 3.

En posant cosw = x et coso = «, on transcrit (11) ainsi :

o

2 (n-—l— -;-) [:'Pn(lt)dll (x<<1)

et I’on forme la fonction
sz(ln—i— >‘/ pm(u)du
m=0 K - .
f‘sz<1n+l>:m Pm(u))“(lu_—:l—sz‘/. du 3
—1 ( 2 s 2 g

0 ) a(r—aus

11—zt v ____,:(I—i—u) 3 _ (1—3) (1 4+ >) §
“EFTT[[ (n+->=] = oy F(’z’“)’

25(1+ )
) i (14 3)*
Par conséquent, la fonction génératrice ®(z) de la suite des quan-
tités o(®) (), telles que

ou Festlesigne de la fonction hypergéométrique et ©=

‘ AD 88 () = oib) () (x =cosw)
n’est que

3
(I+x)F(l’;’ 2’T> 251+ x)
2(1—3)% (14 3)2 l}# (1+ 5)* ]

3 [+ 3 /1
F(l,—; 2,T) = —————‘_______*-'—_.——___"".[‘ (l, -3 2,7
N Vi—ozz 432 \ 2

et de 'autre coté

. r) . (l+s)‘ .,‘ I T
1, =y 2,7 ) = =F(1 2 .
l<’2’ ‘) (1 — 225+ 32)? (’2’ ":———1)




204 E. KOGRETLIANTZ.

Eu égard 4 ce que T =1 pour s=¢€* et <

s’apercoit que ®(— 1) = —- LT et que ®(z) n’a que les points
o o1+l 11—

g, =7, 5,=1 et 5, =

la méthode d

= oo pour 5= —1, 0N

e’ pour ses points singuliers. En appliquant
e Darboux, nous développons en série la fonetion

B (z) =+ cos? %)-l* (1

3 . m) 1
, = 2, €CO8% —) ——
4 2 2) (1—z)
2\/005—? {ei l(%-ﬁ-%)ﬂ—(l-{»g)w] ewi[(%+§)ﬁ—(/.l+§)(l)]
+< .\ O+t \/l_se—im +
2 SH)'—Z—‘)

<

et le coefficient de ="

nous fournira le premier terme de la formule
approximative pour A 8¢ (w) = (x). Or on a

~ A=y . 3 L
®(s :2‘ gn {2 cos* —F(1,—, 2, cos-’-—)
4 2 2 2

(-3) ©
2A,, \/cos 2 5 3 5
+ ——————cos [ (n I+ =)o — (5 + =7},
. 0 \G1 2 4
2 Sin

2
2

d’out la formule approximative cherchée

(D) 2\/00s d
S(a}(w) — o'(/7)(7") - An. z 2
" AD A ( m>6+1

2 sin —
2

5 [< a> (-; a> l enl(e)
X ) oS n~+14+—-—]lop—|=—+—-\7t| +~ —"l
? oM

. @
(n—’;—r)smi

2y 5 W .
g cos® —
2 0 3 . 0\ T |
G+ = F(1,=-12, cos?—) ) 1+ s
4(n 1) 2 2/ | n—i—xf

ol |1, <cwy et |ep(w)|<<e,, pour oZwZw, puisquon sait que
Perreur commise dans Papplication de la formule approximative de
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Darboux est toujours plus petite que le premier terme rejeté. Cette for-
mule démontre la premiére de nos deux propositions : limS@® (w)=o0

n=—o

. ~ I cge, .
pour @ >o0, st 6>~ -, et la sommabilité¢ est uniforme pour

eSwZmw. On établit la seconde proposition & ['aide de la formule
approximative (7). On a

W T & T 5 .
S’,j"(m):—./ s (o) sing do = [ - [ :[ 5P (o) sino do + S (g).
5] < w ve )

. .. ; 1
En vertu de la proposition I on a, pours > — 5’
o ae - i

lim S (¢) = o (0 - _>,
e 2

et aussl

T

e n-1 z

[ storsinede= [+ [ =g+
o L
n+41

=y

L’inegalité | s() (o) | < e,s(n + 1)* nous fournit

z
, . n-1 ‘ c[g 7'{'2
| i) <egps(n-1)? o do < > << Caye
(0}

Quant i Pintégrale ¢, elle demande P'application de la formule (7)
avec I'inégalité (8) :

£ 8" 20 -1
€3 sin IL+I+—>0)—— — T
. 2

€
b= A—-—” = i sinw dw —I—/ p}? (w) sinw dw,
A .0\ O+t - -
n 2 sin — V2 sinw
{ 2 net=1
.
n41
ou
A ]
/ pil(w) sinw du
x .
n-1
z ®
. Cig ’ 0] < Cys . Adny <.
=~ L s\ Ol ;-»—5 %-w} ;
(n 1) sin — Vsino  (n41)i Y _m ol
i3 2 nrd

¢ e
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Donc on a

A2 .

) 2
2 8in — |
2

14
L 0 2,0 - 1 .
() sin n—+1-4 —)w— v s
A:'z- % 4 w 3
- - cos;dw—i—-n',, (o), -

'SP (w) =

i

ou [P (w) | < ey

_(. +o)
. A 2" W , .
La fonction (2 sin —> cos— est monotone et décroissante

2

I . \ . .
pour ¢ > — et 'on peut appliquer a I'intégrale du second membre le
i

second théoréme de la moyenne :

1
1 P
A'(f)\/“"sam
S (w) = 5 e
s °*3
AP\ ( 2 sin ————
”'E Va 2n -+ 2
. ) 201 5
Xf sm[<n—|—t+ —)m—— ﬁ]dﬁ) + 0P (),
= 2 b
1
ol
T
ey
nr o
Or
A 013 j
A,(,2)\/cos-——~— ; .
Can A2

5~ . T 2
AP/ 2 (2 sin - >
2n -+ 2
~ 1
1Ey| o ~ — ')+'2'
. 0 20 =1 c n = 1(7n -+ 1
X/ sin|(n+414=)m— 7l do|<< 1% ( )N < Cag
. : ; 5

L ,(n+1)5<n+1+;>

-1

et la seconde proposition se trouve établie. On s’apercoit facilement
. . 1
que la série (11) n’est pas sommable <L, es — ;>.

v

5. — La sommabilité ( 2 ;—\/ de la série de Laplace.

On sait (') qu’il y a des fonctions continues partout sur la sphére S,

(1) H. GroNwaALL, Math. dnnalen, L. T8, 1914, p. 321-375.
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. . , . PN -
dont les séries de Laplace divergent néanmoins ((,‘, ;) en des points

> Dans ce para-

xvl'-

\

1solés de S, c’est-a-dire n'y sont pas sommables (C
graphe, nous allons d’abord démontrer le '

Tutorime. — La série de Laplace d’une fonction ¥ (0, o) absolument
- ’ ~ L . . 1
intégrable sur S est sommable (C, ;) en un point (0, o) de S et a pour

somme la valeur moyenne de ¥(0, 2)en ce /)omt st la fonction deéve-
loppée ¥ (0, o) est a variation bornée au voisina ge de ce point (0, 2) et st
Uordre v de Uin finttude de F (0, 0) au point (z—0; = + 2), (/iamén-a-

lement opposée sur S au point (0, @), est plus petit que trovs demis : v < —-

Envisageons la fonction ,
o

) ) == (h '———___. ¢ !
S(w)= “_S“mjlu o) ds' f F (6, o) db,

ou 'intégrale curviligne est prise suivant le cercle G, de centre (0, «)
et de rayon sphérique o, et ot ds” est I’élément d’arce de ce cercle. En
transportant le pole de S en (0, ©), nous désignons les nouvelles coor-
données par @ ¢t . On voit que la wmoyenne arithmétique d’ordre ¢
IFW(O c,a)] de la série de Laplace, formeéc pour le point (0, 2), s’ex-
prime ainsi :

2T
F@ (0, p) = Fd :/ J(0) s () sine du,
A ‘

et il est important d’étudier les propriétés de la fonction f(w), étant
données celles de F(0, ).

On s’apercoit d’abord que 'hypothése de 'intégrabilité absolue de
F(0, ¢)sur S entraine lmtenl‘ablhte absolue du produit f(w) sinw
dans l'intervalle (o, ) :

= 1
fo ]f(r,,))[sin’x(,)dmiz%bffs}F(G’, o')| do.

Ensuite, /(w) est & variation bornée dans Uintervalle o SwZe pour ¢

suffisamment petit, puisque F(0’, ¢’) est supposée & variation bornée

dans le voisinage du point (0, ¢). Enfin F(0’, ¢) se présentant pour
Ann. Ec. Norm., (3), XL. — OctoBre 1923. 38
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T-—ceSw=m sous la forme
F(7, o) = (sinw)"YH(', o),
ou la fonction H(O", 2') est bornée, f(w) devient aussi infinie
d’ordre v au point w == :

om :
I HO, o) db  o(w) P
f((’))—'z_nv{ ST = ey (T—cimim),

ot o(m) =0 et o(w) est bornée dans (t — ¢, w).
Ainst f(w) est & variation bornée dans (o, ), devient infinie
d’ordre v au point o == et le produit | /(w)|sinw est intégrable

N 1
dans (o, ©). Ona pour s = -

‘(213) Jo— " " A .('3!) .1 R + " TE — " "m
| DN — S(») s (o) sine do = — -+ =3 (R (i LU
=) < g .

W TT
T

La fonction /() élanti variation bornée dans (o, ¢), /(—+0) existe
et n’est que la valeur moyenne de F(07, ") au point (0, ¢) :

. 1 -
J(+o)y=Ilim ———— / (0, o)ds'
2T sinm J,

o) == ()

I1 est facile de démontrer que on a, pour & suffisamment petit et n
suffisamment grand, incgalité

(12) L= f(+0) | <in  [elc=s(a), n N=N(n)],

oll 7 est aussi petit qu’on veut :

g 1 e 1
1A :f(—&—o‘)/ 35,2)(«.)) Sinw oy - / [S(m) — f(~+0)] sg,"'>(m) sino duw
0 v '
= Ny
Or
() Ty .
lim 8,2 (¢) = lim / ;2 (o) sinw dw = o}
n=ow n=w,'.
done

W TC 1 £ - 2 TT
lim /Y = f(+o0) lim f sfl"‘)(m) sino doy = M] sinw do = f(+ o),
N nzmoo Jy 0

n=e 2
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puisque 'on a, pour ¢ > — 1,

Al
n

VT n
1
/ s () sinw do = — 2 \‘,{»Jm(m + - \/ P, (cosm)sinwde (6 >—1),
0

m=0

et tous les termes de cette somme, saul le premier, s’évanouissent
grice & [orthogonalité des polynomes de Legendre dans linter-
valle (— 1, 4+ 1). Dans Pintégrale 7>, nous exprimons la fonction
a variation bornée f(») comme la différence de deux fonctions mono-
tones f(w)=f(w)—/f,(w) pour appliquer ensuite 2 chacune des
intégrales résultantes le second théoreme de la moyenne; il vient

A= [ fi(e) — fi(o |[ (l,l)\lllb)({fx)——[ fale) f(o)][ Sy (o>)<llmdm

[

N e : .
Or, on a vu que l'intégrale / s, (w)sinw dw est bornée, quels que

“a

. 0 I -
sotent » =o0, 1, 2, ..., @ et g, pourvu que 3> — = done, en choi-

sissant ¢ suffisamment petit, nous pouvons diminuer ;i*' en valeur
absolue autant qu’on veut, ce qui démontre (12).

A Tlintégrale T, nous appliquons le théoréme général de
M. Hobson (). Les conditions de ce théoréme sont satisfaites,
puisque : 1° le produit sinw f(w) étant absolument intégrable
dans (o0, ©), f(w) Iest dzms l’intervalle (e, ® —e); 2 U'inégalité (10) -

prouve que I’on a, pour € “mo—e,
Y . cao\/2 oL
IS,(;”)U:))ISIH(»<—‘"—\/C— == Cyo (ezmom),
sin -
2

et 30 la valeur absolue de I'in l(sgrale
B (L
: / s,<,‘~’)(r.>)\lnr.)r/(,>_.L( )(a) S,;')(ﬁ) lo<PBim—e)

o

est-plus petite que 2¢,, ot ¢, ne dépend pas de o et § et tend vers zéro

(1) Proceed. of the Lond. Math. Society, »° série, L. 6, p. 354, § 2
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pour 7>, lime, = o, puisque la série’(11) est uniformément som-

n=—ow

mable (L, o> — ;) dans (e, ©) et a pour somme zéro, comme nous
'avons démontré dans le p:‘ll"l“‘l“‘lphe 4. Par conséquent, le théoreme
cité de M. Hobson s’applique a [,z

(13) lim I, = o.

==
‘Il nous reste & examiner I'intégrale I,. Dans I'intervalle (= —¢, ),
S(w)=(sinw)Tg(w) et nous supposons que y est inférieur i trois
demis ;
(h>0).

“n substituant dans I, /(w) = (sinw)
quant (10), nous avons

o(w) et en appli-

(a4 |1 r.p(m\' dm < g * doy o gh (h>0)
! |<( § syt ST (st )R ’

)

On voit gqu’en choisissant & assez petit, on diminue la valeur absolue
b

b

. , , 3
de Tintégrale 1, autant qu’on veut. En résumé, pour v << -, nous
- ] 9
avons eu égard a (12), (13) et (14) :

ll«‘f,’z’_f(+<)>|<|1 —f(E o) 4+ | I | 1 <,

ol 7} est aussi petit qu’on veut, si I'on a soin de choisir ¢ suffisamment
petit et n suffisamment graml, c’est-a-dire

. 3 N
!nnl = f(-0) (y.(\ ;> C. 0. F. D.

On voit que la sommabilité <C, = } est uniforme dans tout domaine A

qui est entiérement compris dans le domazne T de continuité de la fonc-
‘won développée F(0', o"), si cette fonction est a variation bornée dans le
domaine T et si Uordre d’infinitude de ¥ (0, o) aux divers points du
domaine A,, diamétralement opposé sur la sphére S au (lomame A, est
inférieur a trots dems.
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Soit maintenant 2 >~ 2 5 Nous allons démontrer que, dans ce cas,

A s : f~ 1) . N
la série de Laplace n’est pas sommable (C, ;) en point (0, »), mém

st la fonction ¢ () = (sinw)¥ f(w) est régulicre au point w = =. Soit
done

e\ . ) ' )
(zsm —)—) o(w)= (cos ~2~>Yf(m):: 2 Yo(r)+ cos — by (w)

. (mr—ceioim), -
¢’est-a-dire
9 (m)

®
(2 [{eR) —-)
2

ou lordre d’infinitude de J(w) au point w ==, si elle y devient
infinie, est stirement inférieur & trois demis. On a

+¢()  (m—elwin),

S(w) =

I=n2" Tc)f (( 08 — > ( )(m)smmdm—i— u(m)s( )(m)sino) dw.

La valeur absolue du dernier terme du second membre peut étre
rendue aussi petite qu’on veut par le choix convenable de ¢, puisque
Pordre d’infinitude de ¢ (w) pour o = =« est inférieur a trois demis, et
tout revient & I'étude du premier terme. On a pour n -, en po-

sanly == 22,
g o\ -2 (1
f(cos;)> gl)(m)smmdm—l—i—o(l)
A 3

et

2> 79z .1 >AZ 3
g /: 57 ‘:[I 2
puisque ces deux intégrales sont du type étudié I et I, respecti-

vement.
Par conséquent, on a

" P B Gy si
/ <cos > () sine dw
Ym—g
U W€ T—E T o —a) (.l_)
:/ —/ ~f :/ <cos —> 32 (0)sinw dow — 1+ o(1)
0 [ € 0 2 :
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et pour étudier I, il suffit de trouver la formule approximative pour
Iintégrale z,§ 2 o i, est définie comme suit :

T —97, -+1
o8 5 o\ o . ; Y3
i = A‘,?’/ (cos -—> s9(m) sinw dw = 2+ f (1 —a)y *d¥(—x)dx
> -
A .

R

avec

3 T 1
1>AZ-, — = L0l
4 2 2
et
o “*(z)_l T+ 3 .
9 - 3
n=0 (1—23)°(1— 225 + 5%)*

Or, pour obtenir cette formule approximative, il faut calculer la
fonction génératrice de la suite

D (R 1 (L
On trouve
» a1 s :
a) N . . o .
(e )~—:§ 1',;-~m:y-/ (1 — z) Z 1 o® (— ) ) d
=1 Yt , 0
ka4 3y Y (= 2) P de
( ) V=1 (14 225 - 5%)*2
r I +-3 3 .
::;——7(———}“7;,;1?(],-;7 2—A,T>,
— I ]-—-:)' - 2
Y nl . 4 > . , ’ L] \ 45
ou F est le signe de la fonction hypergéométrique et ot 7 =
<. (l____
@7 (=) n”’aque deux points singuliers z, =1 (t=x%) ot z3,=—1(7 _1)

les deux se trouvent sur la circonférence du cercle de convergence.
Avant d’appliquer la méthode de Darboux, nous exprimons, en nous
appuyant sur les propriétés les plus élémentaires de la fonction hyper-
géométrique, la fonction géngratrice ®P(z) dans le voisinage du
point z, = 1 ainsi :

o0 (g LD (D) < e, >¢. @(:))

(=) (1 — 5)i+h T—1 (1 — 5)t+?
ol

2) = 1 N hs
, | <P(~)_(!_7\)(x+z)l [2 A1, 2 - 7\,——-———( s )J
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303
Vu que
1 3 3 I
(Eh —|—I-—-—(2--—».)._——-2<0,
on (rouve que
S { e
e A i I'(.z—).)l(;‘) ) A
F ;-——-l,l,'},—*l.,l _—— =a2(1—24)
2% e/ I\ e
~ r(;)l(l_.).)
existe et 'on obtient par conséquent »(1) = 1.
De méme, dans le voisinage du point s = — 1,
‘ 5 (= f— 3 )=ty . . 43
(Dl.}':.'(:)::., ‘( ),.:t ( - ) .[“————)\,l—/.,z—-/«.,——l-—..—,jl)
(1-+4-13)2 (t— ) (1 3)* |2 o (r—35)?
ou

Selon [a méthode de Darboux, nous devons développer en série de
Maclaurin la fonction auxiliaire

ol (b(‘”‘l) - 2 u);_. [ n
M= ;(~ ))H-r'J Gy = M AP o (1) 4+ (— 1) AP (=) | &
n=0

et pour n—2 on obtient la formule approximative cherchée sous la
forme . ) ‘
L'i}).,a) CA®-D qj(___ .
L = e (— 1) ———— 140 (1) ]+ 0 (1).
ap A

- - . I
Vu que 2A = v, le cas particulier ¢ = —~nous donne

k1 o , - 1) ®
/ (cos — ) S () sinwdo
2
Vge—z /

. [ iy o/ .
l(“‘.zvé) A1 .\l([ 2 /)1 \l——_g

LA ¥ = (— 1) e 4o (1) = 0o(1),
S el = (o) S e JOIERI0
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et I'on obtient définitivement

femr(i—

= (=n"(n 1) ——
e o l+Y 'I‘( ;) v/:a

\

0 !\'
’

DV ol
+0([>S+’O(l)‘

~

Cette formule résout la question : I ne tend vers zéro avec n =
que si y est inféricur a trois demis, y < E’ st y,est égal i trois demis,
Y= g, I, oscille pour n = entre des bornes finies et, si y est supé-
rieur & trois demis, v > 2, ses bornes d’indétermination sont infinies.
Il est done démontré que la condition v < 3 est nécessaire pour la som-

mabilite <C > de la série de Laplace el que celte sommabilité ( C, —;) en
un point (0, ) ne dépend que de Iallure a’(’ la fonction deéveloppée
P8, o) dans le voisinage de ce point, st y < S ot si ¥ (07, o") est absolu-
ment intégrable sur la sphere S.

Ce théoreme est 'analogue du théoréme classique de Riemann sar
la convergence de la série trigonométr-iqlw.

Au contraire, la sommabilit¢ (C, ¢ < ;) de la série de Laplace
dépend (§ 6) de I'allure de F(0', 9") sur lnute la spheve S

thpothpse que (07, o) est & variation bornée dans le voisinage
de (9, o) n’a été employée que pour prouver que U'intégrale

”_'f [S(w)—Jf( '0)]«¢$,%)(6))sinwdw

peut étre rendue en valeur absolue aussi petite qu'on veut, ce qui est
3 e ) cre 1
pour y < - la condition sulfisante de la sommabilité <(J, S= ;) sous

les suppositions de I'existence de la valeur moyenne /(+ o) et de
Iintégrabilité absolue de F(0', 2') sur S. Or, on peut formuler d’autres
conditions suffisantes qui peuvent remplacer Uhypothése que F (07, &)
est & variation bornée autour du point (0, o). Posons

?(w) = (w)sin 2 =/(w) = f(+ 0);
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on a
‘”—-f m(c.))s" )(m)sinwdm
’«n+o ) )
——f co(o))sn‘ (w)sinw dow —l—f o(w) s (w)sine do
~on+o
:]{LI) -+ R;z!)
et

) 6'— 6:::-7 6—
a X i
[ RED | < e1s(n +1)2 sin /—I‘o‘f [ (@) [do < cp(n +‘)®<4n—“‘+ 5>’

ou
(I)(w):f lo(w)] do.

Supposons que I'intégrale indéfinie ®(w) pour w = o0 a une dérivée
égale a zéro, alors on a

) 61 61
P ( T ] — 7 = €ny
hn +5 dn—+5

ou lime,= o, et 'on voit que cette supposition entraine lim R}’ = o.

nw o

n=—ow

Dans I'intégrale R}, nous appliquons la formule (7) avec I'iné-
galité (8) :

By = S‘“[( 4)“)”E| oD,
<’>%m ) V2 sinw

L T
|68 ] < o (e275m)
(n+ 1)(sin§sinm>

\%

rjw

ce (ui nous fournit

e I —
R = —I-\/_f U(w) sin [(n -+ Z) »w— ;—r] \/cosf‘—:dm -+ rp,
2Y ¢m g -

b5

|rel= f:ﬂ (w)pg)(w)sincodco <0,_j: Ip,(;)(o.))lsinmdw;

bn-45 n-4+1

Ann. Ec. Norm., (3), XL. — Ocroere 1923. 39
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0. désigne la borne supérieure de la fonction
[o(o) [ =[f(w)—Ff(+0)]

dans I'intervalle (o, ¢) et peut étre rendue par conséquent aussi petite
qu’on veut par le choix convenable de ¢. Or

i

€ 1 < d ’ ©
f ‘ pfﬂ)(o)) ‘ sinw dw < Cio f (:) < Cas C% << Cys,
T

n-+1 2 n—I
T . W T T
1 n+1|{ SIN ; Vsin n-+1

ce qui prouve que la valeur absolue de I'intégrale 7, est aussi petite
qu’on veut, si ¢ est suffisamment petit. Examinons taintenant I'inté-

arale
g . E—
1 N . ' 5 ;
—_— Y(w)sin [(n—!——)m——z] \/cos(’—)dm.
22 on 4 2 2

hn4-5

On prouve facilement ue 'on a

[0}
) ‘all\ -
I— (,()S -

<
> 4\/@03—-
done

. I ‘ T 5 T 3
—_— b (w) sin L(/z + >w — —_l 1—4¢/cos 2 ) du
ay/2J ( % 4

€

<C"r’f m|o(n)]do=o0(e);
6T

@

. i
par consequent on obtient

2\7;/ b m)smt(n ~+ [l)o)— TE—)—] \/cns%dw

bn-+5
€

i
= (m)cos(n—q—%)a)dm_i_o(sz).

Quant & U'intégrale

Y(w) cos <n -+ %) o doy,
, . om

bn+5
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elle est du type étudié par M. H. Lebesgue ('), et, en lui appliquant
le méme raisonnement quapplique M. H. Lebesgue i I'intégrale

. f LLJ(m)sin(n—&--’I;)mdm,
T - )

o1

on prouve facilement que 1'on a

. " 5
lim / Y(w) cos <n —~+ 7> wdw =0,
67 4

n=—o

45

sous ’hypothése que l'intégrale
1) = 140 +p)—4(o) o
J

tend vers zéro avec p—» o, ¢’est-a-dire limy (p) = o.
. =0

Vu que ®(w) pour  =o0 a la dérivée égale & zéro, s’il existe la
valeur moyenne f( + o) de F(0, ¢") en un point (0, o), on voit que
nous avons démontré le théoréme :

La série de Laplace d’une fbnction F(0', o') absolument intégrable

sur S est sommable <C, ;)) en un point (9, 0) de S, ou existe la valeur

moyenne f(+ o)de ¥(U, ¢"), et a pour somme cette valeur moyenne si

LUordre dinfinitude v de F (¥, o') au point diamétralement opposé
3

E

sur S au point (0, @) est inférieur ¢ trois demis, v < = et si U'intégrale

€
z(p)=1[ [¥(o+p)—d(0)]do
p .

tend vers zéro avee p —> 0.
Or, on sait que tous les critéres classiques connus de la convergence

des séries trigonométriques se déduisent de la condition établie
limy (p) = o et I'on voit qu’ils sont, par conséquent, aussi les criteres
p=0

(1) Lecons sur les séries trigonométriques, p. 57-58.
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rel, 1 . . .
de la sommabilité <C, ;> de la série de Laplace en un point de la

sphére S sous les hypothéses faites. Ces critéres se rapportent a la
fonction

I
4 ) e [(‘ QI (D, dsl
S() mmf (0, ¢') ds’,

mais il est facile de les formuler pour la fonction F (6, ¢') elle-méme.
Envisageons, par exemple, la condition de Lipschitz-Dini :

l/(P)—f(+0 )[logp—0  (p->o0)

pour ¢—o. Supposons que F(0, ¢) existe et formons la différence

S(@) —F(8, 0) = flw) — f(+0) = —L— /H(Q’ o'y — F(0, 9)]ds

27 sinw

On voit que f(w) satisfait & la condition de Lipschitz-Dini, si Ion a
pour @ -0
| F (0, o)y —TF(6, ©)|logw > o,
ce qui n’est que la condition de Lipschitz-Dini par rapport ala fonc-
tion F (0, o).
On peut dire que la sommabilité (C, o) des séries trigonométriques
et la sommabilité <C, %) des séries de Laplace présentent une analogie

compléte au peint de vue des conditions suffisantes de sommabilité.

6. — La sommabilité (C, d) de la série de Laplace pour |d] < N

Les résultats du paragraphe précédent suggérent 'idée que la som-
e, 1 " s, ag 5
‘mabilité <C, oL ;) de la série de Laplace doit étre analogue a la

sommabilité (C, 2< o) des séries trigonométriques, étudiée dans le
premier paragraphe. Son étude ne fait que confirmer cette idée.

En étudiant la sommabilité (C, 0L é>, nous suppogons F(0', ¢") &

variation bornée partout sur S, a I’exception des voisinages des points
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isolés My, ol elle se présente sous la forme
[N LT\ T n
F(e,ﬁp):A/; SIH—E' +1*];<6,, (‘D’) (0(/;<‘3;?3k§€)7
/

oy étant la distance sphérique des points M,(0,, o) et (', ") et la
fonction F, (0, ") étant & variation bornée pour =;Zc. Si l'un quel-
conque des points M, est diamétralement opposé sur S au point (0, 9)

Ry ] . a1, 1 , .
ot I'on envisage la sommabilité <C, 3<;> de la série de Laplace,

nous le désignons par W et l'ordre d'infinitude de F(0', 2’) en ce
point W par .

Transportons le pole de S en point M(0, ©) et désignons les nou-
velles coordonnées par » et . On a

27 27
)) = — Loy db = W (o, U)dl
=gz [ erar= 1 [ e, va
ou ¥'(w, ) n’est que la fonction F (', ¢) exprimée en nouvelles coor-
données.
Désignons le point (07, ¢”) par u. et la distance sphérique des points
M,.(0,, ©,) et M(0, 0) par w,. Le triangle sphérique MM, p- nous fournit

dans le cas général w,===, ou o, et Y, sont les coordonnées du
point M, :

COSW == COS® COSM;—+ Sinw sinmy cos (Y — Gy) (o< op<<m);

donc
U — U

sin? ?E)—/- = sin? wm_)m, -+ sinw sinwy sin?

La fonction F(0', o’) étant & variation bornée partout sur S, sauf les

voisinages des points M, ¢t W, f(w) est & variation bornée dans tout

intervalle (o, = — ¢), sauf le voisinage des points w = oy, et il s’agit

d’étudier ses propriétés au voisinage de ces pointsintérieurs w =, et
dans V'intervalle (= — ¢, ©). Posons pour w— w,

. 27 . W +2¢ I br—2e 27
) b,)zﬂf Fdy=— Md,+_~~</ +f >Fd¢
S am ), 2T V22 2T 0 Ut 26
=fi(w) + fa(w).



310 E. KOGBETLIANTZ.
Il est clair que la fonction £, (o) est  variation bornée pour |w—w,]=c.
Or '

Sy =

2 O/ AN 1 ik
,f qu) mthf Fr(9, ¢') db = fi (o) + fu(®),
y 2Ty

Kk—2€E k—2¢

ou la fonction f,(w) est aussi & variation bornée pour |w — o[ Se.

. - o \? . ,
‘L’expression de (sm-—21> nous fournit de l'autre coté

233

A [P »— b—d :
f,,(m)—_-—-’if [sin‘-’ ——2—" + sinw sinwy, sin? ———2—"] dd
b

27 Jy, _se
et la substitution

W

.6 — L U=y —
usin ——~ =sin -'-—q—q—J-f\/smw sinoy

transforme cette intégrale en

2A Lo\ ik ) du
Si(w)= - — ( sin — .
7 V/sinw sinoy 2 A G — Yy

€08 - (1-+u?)?

siney/sinw sin oy
®— W

n(w) =
sin

En appliquant le second théoréme de la moyenne, on obtient

— p~1 ' (W) _
(sin @ mk) * J3(w) = ?_A:k____.f ._._fl_lf_.m (0__.11:71)

2 T cose/sinw sinwz Jgw (14 u)?

Sia;>1,'intégrale dusecond membrereprésente une fonction de w &
variation bornée pour |w — .o |S¢; done si ¢, >1, f(w) se présente
sous la forme

|

o mm>ﬂ+%w='gw”

(sin il : Wk fo — oy [

—+ i (w) (o >1),

ot les fonctions g, (w) et 4, (w) sont & variation bornée pour |w — w,|Se.
Si o,=1, l'intégrale du second membre augmente pour ©—>w,
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comme log(w — ;) et
S(©) = gr(o)loglo —wr |+ hi(w)  (ar=1).

Enfin, si e, <C1, f(w) est 4 variation bornée pour |w — ;| <e et on
le prouve en considérant la fonction

Ap [P wr\ % sinw
Ji(w)=— sin — dy ¢ =arcsin | ¢ —% 11,
at S, .. 2 _ sin
br—2e .
. Sin oy
sing/ =¢ ik
sinw

b=y
V =sin ___0_4_/_1 Vsinw sinay

La substitution

transforme f;(w) en
%k
+ € sin wy N
o oy ) Wy -
fr,(m)::g(m)f <\-+5111-—7—-> dav (o <<1),
—Zsin g 2
ot g(w) est & variation bornée, et cela démontre notre assertion.
Enrésumé, on a établi pour o <<w,<w que f(x)ne se présente dans

Pintervalle [0 — w,|Se que sous les trois formes suivantes :

(pour a;>1) f(w)=gr(n)|o— o |"%+ h(w),
(pour oz=1) f(w)=gr(w)log|w — o]+ As(») (o —wg|Ze),
(pour a,<<1) f(w)=1Ilyu(w),

ol gy(w) et 2, (w) sont a variation bornée pour |w — w,|Se.
Soit maintenant w, == (le point W); pour tZwZ®—¢, on a

a7 _ _ .
f(o)):;IT—rf [A <cos;—)> T T, @)] dp= 2 +o(a),
B ” (cos 2—>

d’ou la conclusion que f(®) devient infinie au point w == du méme
ordre v que F(0’, ¢’) et que ¢(w) esta variation bornée dans (x —e, ).

Pour étudier la sommabilité (C, 8L ;-) de la série de Laplace

de F(0', ¢') il suffit de considérer F(0', ¢’) avec un seul point M,.
Soit a=1+fP et w,=E(o<CE < x). Envisageons d’abord le cas
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B> o(a,>1). Ona alors pour|o —§|Ze
Slo)=g(@)|o—;iPf+o (o) (Jo—EZe);

etpour wZw — ¢

f(w):/\(cos§>

.
+ 03 () (RZwZm—e¢).

La moyenne arithmétique d’ordre & de la série de Laplace — F? —
s’exprime comme suit :

ke 2 £—c gz T—£ T
F‘,fl:—_f S(»)s¥(w)sinw dw -_:f +f -+—f +f +f~
0 0 e E—c [ T--€

:I£‘1)+ ]2‘1)_4_123)__;_1%“_}. 1;{3).
Posons

<

IN=f(+o0) f s () sinw dm
Jo
+f [f(@) —f(+0)]s () sinw do = "™ + §™.
0
La série (11) étant uniformément sommahle <(‘, o> — ;) pour w>e

, I
avec zéro pour somme, on a, pour chaque 0> — 5

2

™
. M . -~ . ; I
lim 8% (&) = lim f s () sinw dw = 0 <8 > — ..> ,

n=moo n=w
d’ou
7T
. . . Y . I
lim & = f(4 o) lim s (o) sinw dw = f(+ 0) <6‘>—;—>-
n=om n=—« 0 %

Quant a l'intégrale ", f(w) y est & variation bornée et, en posant
J(©)=/i(0) —[s(0),

ou f,(w)et f,(v)sontdesfonctions monotones, nous décomposons z}”
en somme de deux intégrales, a chacune desquelles nous appliquons
le second théoréme de la moyenne :

i) = [f,(s)—fl(o)]f D (1) sinw do
Ty

— [ fa(e) '—fz(O)]fss(,?’(o)) sinm do
= 6,(e) | (1) — SP(e) | — 63(e) | P (02) — S (e) L.
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Or, toutes les moyennes S© (w) sont bornées dans leur ensemble
pouroSw ==, pourvu que & soit supérieur 3 moins un demi, ¢ > — é;
donc les quantités entre accolades restent finies, tandis que 6,(<)
et 0,(e) peuvent étre rendues en valeurs absolues aussi petites qu’on
veut, si 'on a soin de choisir ¢ assez petit. On a par conséquent, pour ¢

suffisamment petit et » suffisamment grand,

2

(1) 114 — f(+ o) | <Z (a>—i>,

ou { est aussi petit qu’on veut et fixe.
Aux intégrales 1 et I’ nous appliquons le méme raisonnement qu’a
. , - ~ o ey, . ~ I
I'intégrale ;" et, grace a la sommabilité uniforme ((‘, o> — —) de la

2

série (11) pour w2 e avec zéro pour somme, nous obtenons

(16) i 12 = lim 14 = o (a -—— i) .

no=e n=» 2

Nous avons supposé¢ a,=1+ 3 >1, donc
§e +e
13 = g(@)]|o—E]Bs®(m)sine do + @y (@) s () sine do

E—c¢ t—c

(B>o),

oW

o I
oitl'on a, pour 6>— —»
£+e »
lim f o1(») 59 (m) sinw dw =0
n=w JE_g

puisque ¢, (w) est a variation bornée.
Quant & la premiere des intégrales du second membre la formule (7)
et 'inégalité (8) nous donnent

Erz N
f g(o)|o—E"Bs2(n)sine do
: .

—+ Oa

7

o

O -+

1 £ ) sin + (+ L 20 41 /cos 2d
L e 5 () n t - ———T 208 — dw
— .A_ﬁ;-’) f Breg (0l 2 4 ‘ \ 2

= : .

0 0+1 Al’;‘n . o
| — ¢ [B(sin —-)
2/

-

-3 9

A3

= I, + Pn
1 [
28+1 A ()

1 .
=0
=(rn+1)* 1,001+ pn, ‘
Ann. Ec, Norm., (3), XL. — Ocrosre 1923. fo
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ou
-
T e e
IOIL_" E—s Ib]—'glpl‘(};'(())lsl[lﬁ) d{JJ
Cs1 R P A Cyg
= M SJr_ . .G g+1 T L °
(IZ+I)2+ E—c¢ <Sln "2"> \/SIHG) (1L+I)2+
et ou par conséquent hmpn_ o pour ¢ > — -- La fonction

s 1
. — [ sin o _(_“*-2) /Cosﬁf
7(w) = > \ 2

étant décroissante, on a

G+-8 - N N
; . 0 20 -1
IL,= y(m)g(m)]r,)—ﬁl‘ﬁsll)[<1L+l+ ;) 0 — — Tt] dw
z ™ . _ L'_
o g+
=y(E—e) g(w)|o—&] PsinQ, do,
\ E—E
ou
N - N
0 20+ 1
...,L__<n+x+;)m— —T et [n]=n.|<e.

= o}

On peut poser
g(w) =81(0) — g(0),

puisque g(w) est a variation bornée, ce qui nous donne

Ve
/, g (0)|o—E]"FsinQ, do

g—¢
-+

— 'g'l((,))'w—z‘l"‘ﬁsiﬂgu doy

— ga(0) |0 —E|BsinQ, do =/, — J,.

Le second théoreme de la moyenne appliqué aux intégrales /, et /.,
nous donne, g,(®) et g,(©) étant des fonctions croissantes,

g+
Sm=8n(& +'n)f o —ElPsin@,do  (m=1,2;E—cSE—n,ZE+n).
. —"Nm
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Il s’agit d’étudier I'intégrale du type

b,
j;:[ lo—t]8sin@udo  (|anl | bn] <o)
g——

ay

et la substitution w = % + u donne

bll N - -~
jﬁ,:f | |8 sin [(n + 1+ %) (E+ u)— 20;_ - 7:] du

—ay,

b'l
:f |w|=Bsin[r,u+5%,]du

.
-y

bp by
= sin.’:,,f | w|-Bcosr,udu + cosf‘r,,f | u|-Bsinr,u du,
—dy

—y

N\

e [ 3 0
:'IL:"'IL(E):rng_—r IS et r'y—n-+1- ~2-'

11 vient

bnry

. q . e :
Jn=ri 5 sin%,

Q —danl'n

by 1y
| w|~Bcosudu + cosS‘,,f | w]=# sinudu L
—dAayl'n

)

e

L’intégralef | u[®e“du étant bornée pour chaque o< B <1,
0

nous voyons que nos intégrales

byrn ' burs
f |u|~Bcosudu et f |- |~Bsinw du,

—ay 'y —dul'y

ou|a,|<e, |b,|<cle sontaussi quel que soitn =o, 1, 2, ..., ® et
nous en concluons que j,, 7, et avec eux l'intégrale I, peuvent étre
présentées sous la forme

lLi=cy(n-+1)B-16,(n),

ou la fonction 0,(n) pour n— oo oscille sans tendre vers la limite
déterminée, comme $in%, et cos$, qui entrent dans son expression,
mais reste toujours bornée : |8,(n)|Z1. Vuque B = o — 1 et que

L
2

IP=(rn+1)? 1,0(1)+ pu
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. , .. Q I
on obtient définitivement pour 6> — -

3 ~
Pe=(n+0""2""0(n) +0(1)  (ax>1),

ol O(n) pour n— % oscille comme 0, (), mais reste bornée : |0(n)|Zc,,.
.. 3 . .
Cette formule prouve que la condition &> o, — - est nécessaire et
suffisante pour avoir limI,” = o, puisque, si ¢= o= => I oscille
n=o
. . R . 3 .
pour n-- entre des bornes finies ¢t méme, si o< op-— = oscille
entre — o et + oo.
, . , , .. 3
Par conséquent, il est démontré que la condition &> o, — = est

nécessaire pour la sommabilite (C,2) de la série de Laplace
ey . 1 N 1
de F(0', o’) avec o, > 1, si —- S <s< ;-

Soit maintenant e, S1. Pour o, =1 on répéte le méme raisonnement
et 'on parvient aux intégrales du type

. . )
qui sont d’ordre logr,= log(n + 1+ 7\ :

2/
bptn cos
logluwl| .7 v du
[f_ gl Ism

apl'n

<y log(n—+1).

Par conséquent, dans ce cas, o, =1, on a la formule

log(n —+1 ’
Iil:”: _h"'("'_i_'l" "2‘9(’l)+0(l) (0(/_.:]),
=+0
(n—+1)?
LR s PN T
d’ou la conclusion : pour ;=1, on a, quel que soit ¢ >— >

lim I3 = o.

n=o

Pour o, <1, /(») est i variation bornée dans 'intervalle [ — £[Ze
et, en appliquant le méme raisonnement que pour les intégrales 1%

\ I . , , .
et I, on trouve, pour &> — = limI®=o0. En résumé, on obtient le

n=ow
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résultat général que voici :

. . ~ 1 3
(17) IimI¥=o (o >_— - et Ot/,———>)
n—a 2 92
9
1 S ast sIDAT] ) o N I
st o est supérieur & o, — et & — --
2 2

Il nous reste & examiner I'intégrale 17, ou /() se présente sous la

forme f(m):A(cosg> + oy(w):

4

AT
. 3
I = Aj (cos ’—) s () sino dw + &,.
T—z 2
Ona

o
limsn::limf 0y (@) s (w) sinw do =0 <6>—— %)’

n=w n=wJo__- <

puisque @,(w) est & variation bornée dans (= — ¢, ). On a aussi
T~ w\ =Y .
lim [ <cos -;) $19(w)sinw do = o <8>— ;>,
n=w /g % 2,

. o \"Y . . . , .
puisque (cosj) est & variation bornée dans (o, = —¢), ce qui

entraine de plus pour zZN et ¢ suffisamment petit I'inégalité

e -1 5 .
l/ (cos 5:—) s52>((,>)51nwdo>-—xl<§,
. 2

.

ou { est aussi petit qu’on veut. Par conséquent, on a

s ks
o\ . w\"Y
f <cos 7)—) s (w) sinw dc.)—_—1+f (cos:) s (w) sinw do + 0, (),
0 - T—c -

olt [1,(e)| < { pour e suffisamment petit et 2N = N(¢, {).
Or, I'intégrale du premier membre est étudiée au paragraphe 5, ou

elle a été désignée par - (07\ =+v), et ou 'on a établi la formule

A(O)

Ay

T
/ <cos i’j—) s (o) sinm do =1+ (—1)* AG ———d(—1)[1+o(1)] + o(1).
0 n
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En appliquant ce résultat, on voit que 1’on a pour ¢ > — %

T o\"Y
19 = Af (cos —;) $(w) sinw dw + o(1)
= (—1)" Cia (4 1)V [1 4+ 0(1)] + 0 (1),

sil’on a soin de choisir e suffisamment petit et n suffisamment grand.
Cette formule prouve que la condition ¢ >y — 1 est nécessaire et suf-
fisante pour que I'on ait

' ey N I
(18) IimI=o0 <o >~,—§et -/——1>.

Les résultats (15), (16), (17) et (18) prouvent le théoréme suivant :

Tutorime. — Soit la fonction F (0, o') qui est a variation bornée
partout sur la sphere S, sauf les voisinages w,= € des points isolés M, et qui
pour ;¢ se présente sous la forme

LW\ T I <
A sm—')- +F/,~(9, @ ) (6(/;< 2, ZTT/L-;';E),

ott &, dénote la distance spherique des points (0', ") et M, et ou F (0, ¢")
est @ variation bornée. La série de Laplace de F(0', ¢") en tout point M
qui n’appartient pas aux points M, est sommable (C, g >— §> avec la
valeur moyenne de F(0', ¢') au point M-pour somme, si ¢ est supérieur
ay—1elaoa ~—-§ S>y—r1etoa-— 5), ow v est L'ordre de Uinfinitude
de ¥ (V', o") au point W, diamétralement opposé sur S au point M, et ot
o est le plus grand des ordres o, de Uinfinitude de F(0', ¢") en tous les
autres points My; la série de Laplace n’est pas sommable (C, &) en point M,
Si C est inféricur ouégal &y — 1 ou d o — g, Siy—1ela— =

Si la fonction développée I(0, ") est continue dans un domaine T
sur S, la sommabilité (C, ¢ > — %>, ol ¢ est supérieur 4 y,-—1 et

\

3 .o . . L. .
a oy — 5 est uniforme dans tout domaine A qui est cornpris entiere-
ment dans T, «, désignant le plus grand de tous les exposants o, et v,
désignant le plus grand de ceux des exposants «, qui appartiennent aux
points M, compris a 'intériéur du domaine T,, diamétralement opposé
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sur S au domaine T. Pour un domaine A fixe il suffit de choisir pour v,
Uexposant le plus grand parmi ceux des «, qui appartiennent aux
points M, situés & I'intérieur et sur la frontiére du domaine A,, diamé-
(ralement opposé sur S au domaine A.

Pour donner un exemple, envisageons la série de Laplace de la
fonction F(0’, ') qui ne devient infinie qu’en un seul point, le pole
nord de la sphére S, ol son ordre d’infinitude est vy, et qui est
continue et & variation bornée  partout sur S, sauf la petite
région entourant le pole nord. Sa série de Laplace diverge partout
sur S, si y est supérieur ou égal a trois demis, v 2 =3 elle converge par-
tout, sauf les deux poles de S, et méme uniformément pour eS0Sw — &,
oSo9Sam, si y est inférieur & trois demis, mais supérieur ou égal a
Punité, 15y < 2, et elle converge aussi au pole sud de S, si v est
inférieur & Punité : v <1. Cette série de Laplace ne converge nulle
part absolument, si v est supérieur & un demi, v > é, et elle ne con-

verge pas absolument-au pole sud de S, siy>o. Siy= ;j' ses sommes
partielles oscillent en chaque point de S, a exception du pole sud,
entre des bornes finies et leurs bornes d’oscillation sont infinies,
siy > g - Aupole sud, les sommes partielles oscillent pour n— entre
des bornes finies, siy =1, et oscillent entre — wc'et 4o, siy >1.
On voit 'analogie entre ce fait et la propriété suivante de la série de
Legendre, indiquée par M. Hobson (') : la série de Legendre de f(«)
diverge partout a l'intérieur de I'intervalle (—1, + 1), si f(2) en un

. . . . . ~ O
point frontiére devient infinie d’ordre yZ T

7. — La sommabilité <C, o_é> de la série de Legendre

en un point frontiére z ==1.
Envisageons la série de Legendre de f(«)

. . ' _I_ ) i v P . — 1% x4 s
II[.{ /<x)NZ<’L+2>l"(x)[l S Pu(») dy (—1Zaxs41)

n=0 .

(1) Proceedings of the Lond. Math. Society, »° srie, t. 7, 1909, p. 34.



320 F. KOGBETLIANTZ.

et supposons que f(x) est absolument intégrable dans (—1, + 1) et

devient infinie en un point frontiére, — soit, pour fixer les idées, au

point @ =—1, — d’ordre y. Nous allons étudier la sommabilité

0 1 T, . . -

C, o2 5) de la série Ill.en un autre point frontiére, x =+ 1, sous
I’hypothese de I'existence de /(1 — o).

Il est bien connu que, sous les hypotheses faites, la série III

pour z =1 est sommable (C, ¢ > 2y — 1) avec lasomme f(1—o0), siy

- . ) . 3 - I
est supérieur ou égal a trois quarts, yZ 7 et sommable ((1, s> ;>,

si v est inférieur a trois quarts, v < 7- Il s’agit d’établir que pour y

ESNEINS

s ops o PP 3 SR 1 N
inférieur a trois quarts, v << % elle est sommable <L, 0= ;) et a pour
somme f(1-—o0), si f(a) est & variation bornée dans Iintervalle
(1—¢, 1). Le probleme posé n’est que le cas particulier pour

L]

F(0, ) = f(cosh) =/ (=)

du probléme traité au paragraphe 5, quand le point M se trouve au
pole nord de S et quand par conséquent » = 0’ et ¢ = ¢’. Donc la fonc-
tion auxiliaire f(w)

7 — 1 “Vio o r. 1 :”C,' ’ I — /
J(@) = e | F(0, 9)ds'= — | [(cos0')dg'=[f(cosl') = ()
) “ Ce “ 0

-

ne diftere pas de la fonction développée et I’on obtient le théoréme
suivant :

TnkoreME. — La série 111 est sommable { C, :—)) pourx=1|x=—r1]|
et a pour somme f(1 — o)[ /(o —1)], st la fonction développée f(x) est
a variation bornée dans Utntervalle (1 — e, 1)[(— 1, e -~ 1)] et st elle est
absolument intégrable dans tout intervalle (— 1, + 1), pourvu que y sout
- ro. 1 . 3 y . 7 \ .
inféricur a trois quarts, Yy < 5; pour y supérieur ou égal & trois quarts,

4

> é ;. , ; .
Y2 la série 111 n’est pas sommable ((,, -2->

En appliquant le second théoreme du paragraphe 5, on voit que
Phypothése « f(z) est & variation bornée dans (1— ¢, 1) » peut étre
remplacée, sous la supposition de I'existence de f(1— o), par la con-
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dition suivante :

dw =0

lim ;c(p)_—_nmfE f(coswo+p)—f(1—o0)  fleosw)— f(1—o)
p=0 " p=0d,

. w—+p .o
S ——— sm—o

qui est remplie lorsque f(«) satisfait dans le voisinage du pointx =1
& I'un des criteres connus de la convergence des séries trigonomé-
triques. Par exemple, on a limy (p) = o, si f(«x) satisfait a la condi-
: . C p=0

tion de Lipschitz-Dini :

lim| f(cosw) — f(1—o)|logw =o,
w=0
¢’est-d-dire 4 la condition
lim|f(z)— f(r—o)|log(1—z) =o,
a=1
ce qui donne le théoreme :

La série 1l d’une fonction f(x) absolument intégrable dans
1

(= 1, + 1) est sommable <C, ;>pour x=-+1[2z=—1] etapour somme
S(1—o0)[ /(o —1)], sicette expression exisie et si ['ordre y d’in finitude
de f(x) au point x = — 1|2 = + 1] est inférieur a trois quarts, v < %,
pourvu qu’au point x =+ 1|x = — 1| f(x) satisfasse a la condition de
Lipschitz-Dini :

lim|f(1—p)—f(r —o)|logp=0 (pour z=1);

p=0

['lpn;r}) [f(p—1)—f(o—1)|logp=0 (pour x:—z)].

. s 1 ¢
Passons maintenant a la sommabilité (C, 3<;) et supposons

que f(x) est & variation bornée partout dans (— 1, + 1), sauf les voi-
sinages des points intérieurs isolés @ =&, ot f(«) se présente sous
la forme (19) : ‘

(r9) Apla =B Prtrou(z)  (Ba<<t)
Ann. Ec, Norm., (3), XL. — NovEMBRE 1923. 41
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ou sous la forme (20):

(20) Arlogle — & +or(2) (|G| <15 |2 —&|Ze),
et sauf le voisinage du point = —1, ou f(x) se présente sous la
forme -

Al +2) Y+ ¢o(x) (—1Zxzie—1),

o(x) et o,(x) étant & variation bornée. Nous dirons dans ce cas
que f(x) satisfait 4 ’hypotheése (H).

Lasommabilité (C, 52 o) de lasérie de Legendre en un point frontiére
pour ¢ < g a été étudiée par MM. Hobson (') et Chapman (*), sous

’hypothése que la fonction développée f(x) est a variation bornée
non seulement a 'intérieur de lintervalle (— 1, + 1) [sauf les voi-
sinages des points z = %, ou elle se présente sous laforme (19)], mais
aussi au voisinage 1Z|x|Z1 — ¢ des deux points frontiéres o == =%=1.
M. Hobson établit qu’en ce cas la série IIl diverge aux points fronticres

. o . , s . 1 oy
@ =71, si § est supérieur ou égal & un demi, B2, désignant le

plus grand de tous les exposants f3,, et qu’elle converge pourx = =1,

. .y e . I .

si B est inférieur & un demi, B < - M. Chapman envisage le cas
1 , . ‘

1>032 - et démontre qu'en ce cas la série III est sommable

I I

<C,;>3>B—2—>pour|x]:—.1. ’

. . . , . N . I N
On voit que les cas ou B est inférieur 4 un demi, B < =» et ol J(x)

posséde & l'intérieur de I'intervalle (—1, -+ 1) des infinis logarith-
miques, sont restés inétudiés et que, quant i ’allure de f(«) dans le
voisinage du point frontiére, différent de celui ot I'on envisage la
sommabilité (C, &) de la série III, notre hypothése (H) est beaucoup
plus large que I’hypothése faite par MM. Hobson et Chapman, qui
supposent f(«) & variation bornée dans le voisinage des deux points
frontiéres @ = == 1.

En appliquant les résultats et le théoréme du paragraphe 6 dans le

(1) Proceedings of the Lond. Math. Socicty, 2* série, L. T, 1909, p. 39.
(*) Mathematische Annalen, t.12, 1912, p. 224-226, § 5.
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cas particulier, quand le point M(9, o) se trouve au pole nord de S et
quand

R, ) = feos0) = £ ()
nous obtenons le théoréme suivant :

TutoriME. — La série de Legendre d’une fonction f(x), qui satisfait
a Uhypothése (H), est sommable (C, > — é) en point frontiere

x=1[x=—1] avec la somme f(1 — o) f(o —1)], st f(x) ne posséde

a l'intérieur de U'intervalle (— 1, 1) que des infinis logarithmiques et

sty est inférieur ou égal a un quart, y < —2—; et n’est pas dans ce cas som-
., 1 , - ’

mable <C, 8S— 5) La série 111 est toujours sommable (C, &) pour ¢
. \ P 1 N 1 ) ’

supérieur @ 2y —1 et @ B — - ¢>oy —1el f— o5 ol B est le plus

grand de tous B, et elle n’est pas sommable (C, <), si ¢ est inférieur ou

’ \ . I I
égala 2y —1 ouc‘z3~—-—-2- 18082y —1 etﬁ——;-

Les résultats de MM. Hobson et Chapman sont des cas particuliersde
ce théoréme général.
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