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ANNALES
SCIENTIFIQUES

D y

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE

SUR

LES DES DES
PAK M. P. MONTEE

1. ,IP m.e propose d 'é tabl i r quelques théorèmes (Talgèbre d'un
caractère élémentaire donnan t des l imites supérieures des modules de
certains zéros des polynômes P//.r) assujettis à vérifier des conditions
déterminées.

Si. 5 par exemple, on fixe les p -{- i premiers coefficients d'un poly-
nôme de k -+• i termes

,P/, ( x ) :=: a^ -h a^ x -h-. . . 4- a? x i 1 -(- . .*,

nous verrons que ce polynôme a toujours/? zéros intérieurs à un cercle
de centre or ig ine dont le rayon ne dépend que des valeurs a ̂ a^ ...,a^
et du nombre des termes du polynôme.

Plus généralement, supposons que l'on fixe les valeurs de I\.(^) et
de certaines de ses dérivées en À points distincts donnés x^x.^ ...,^,
par exemple les valeurs

p^i), n(^i). .... p^'^^i),
P^), P^). -., p^-11^),
P^), P^/.), -.. P^^),

Si a< + a,> •4-...-(- 7^ === ^ .4-1, ces valeurs déterminent un poly-
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nome P(;r) dont le degré est effectivement p/à moins que les valeurs
données ne vérifient une relation, parti culière*1''-

Dans ces conditions, le polynôme P/c(^') a toujours p zéros dans un.
cercle de centre origine dont le rayon ne dépend, que des affixes des
points donnés^ des valeurs données ' e n ces points., et du nombre des
termes du polynôme R,(,z1) lorsque P^(<r) a été mû sous la forme

ou
P,(.r)==P(,,r)4-Q(^)R(^),

Q (.:y;) -=. ( x — .TI )^ {.:r — .z\ )^. . . ( .v — a'/, )^.

Ces théorèmes sont à rapprocher d'une autre catégorie de propo-
sitions qui se rattachent directement aux diverses généralisations du
théorème de Picard. En effet, dans chacun des cas que nous venons
d'indiquer, l'un, des polynômes P/,(<r) ou P/(.C.Z*) — i a cer ta inement
p zéros dans un cercle de centre origine dont le rayon ne dépend que
des quantités données maisjion du nombre des termes. Si l'on supprime
l'alternative pour les polynômes P/cC^') et P/c(^) —• î ? l.e nombre des
termes intervient dans l'expression du module maximum des racines.
A chaque proposition, de l'un des groupes correspond une proposition
de l'autre, obtenue en remplaçant, l'expression & P/c (.r) ou. P/fC^) — i »
par « P;c(^) et P/c(^)— i ».

Enfin, lorsque les polynômes considérés vérifient des relations
fonctionnelles particulières telles que l'existence d'un zéro pour l'un
des polynômes entraîne l'existence^ pour l'autre polynôme, d'un. zéro
de module inférieur ou égal à celui, du premier zéro^ les propositions
des deux groupes deviennent les mêmes.

Les principaux résultats de ce travail ont été présentés à l'Académie
des Sciences le 27 mars et le 8 mai 1922.

2. M. Landau a démontré que l'équation

1-4-^4" a x^ =3 o ( >i >• î )

a toujours une racine dont le module est infér ieur ou égal à à et que
l'équation

' î + x 4- b ̂ m -h- ax"- == o ( î < in < n )

a toujours iine'racine dont le module ne dépasse pas un nombre fixe
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inférieur à 5 ^ - 11 a posé la ques t ion de savoir si l 'équation à
k -4- i termes

P{,{.V} =-- ï 4- a' 4- a^'^ -h rt2.r".' 4- . . . 4-a/^i.r^--<== o

( ! < !l ï < ^2 < • • - < ^••Â-.-î )

a toujours une racine dont le module ne dépasse pas un nombre o(^')
ne dépendant que du nombre des termes du polynôme P/<-(»2?) (1).

Je 'me propose de déreiontrer qu ' i l en est ellectivement ainsi et; que
le nombre ^ ( h ) a la valeur très simple Z", cette valeur maximum
n'étant a t te inte que pour le polynôme un ique I\(<r) doni toutes les
racines sont'égales à —• /•. J 'établirai, donc la proposition suivante :

3. THÉORÈME. —L'équation
P^( , r ) -.=-z ï -{- x "!- a ^ x ' ^ 4- a^x'^ - { - . . . 4- ai, ..,1 x'1-^-^ o

( î < ^i< /?2<- •< ^/-i)

a toujours une racine dont le module est inférieur ou égal à k. Cette 'm leur
maximum du module de la racine de plus petit module î^esl atteinte que
pour l'équation

( x^
^-j)———

Considérons d'abord l 'équation
1-^ ( .r ) =: i 4- .r 4-" a .r'1 -=: o ( ! < n )

et formons, en posant x^ = -^ l 'équation aux inverses

Qa (.rQ ==: ̂  4- .ïf-1'1 4" a = ô.

La, dérivée du po lynôme QûC.;^ ) est

Q,(.r0^^^"^,4- ^-^J;

(1 ) Uebar (ic'i Piccird^cficîn Satz [Vierlel/afirssc/trifi; der nctturforschfunden Gesell-
scJiajt in Zuru'/i. l. Lî, 1906, p. 3i6~3i8). — ^ur quelques ^énéraUsdtiom du théorème
fie M. Pic ard (.-///// aies ^cienti/lqiic,/i • de l'Ecole Normale .fupérîc i/re^ 3e série, t. XXÏV,
1907, p. 179-Aoî;.
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e l le admet une racine dont le module i — -est supérieur ou é^al, à ~ *
fï " '" •A

Si toutes les racines de Oa^i) étaient situées à l 'intérieur du cercle
de centre x^=o et de rayon-? il en serait de même des racines de
Q^^,,) d'après un. théorème de Lucas. Il y a donc au moins un zéro
de Q^(.z^) dont le module est supérieur ou égal à - - Le zéro du poly-
nôme Pa(^) qui. est l'inverse de celui-là a donc un module infér ieur
ou égal à 2.

Supposons maintenant établi, que le polynôme P/(.-^ ( x ) a un zéro
dont le module ne dépasse pas k — i, et proposons-nous de démontrer
que le polynôme P/c(*x") a un. zéro dont le module ne dépasse pas /".
Posons encore x^ === — 5 et formons le polynôme Q/,(^i) dont les
zéros sont les inverses de ceux de P/(.(^),

Q/,(;z-i) r=^y-i-+- .y;^-,-i4_ a ^ x ' } 1 - ^ - " ^ - ) - - . . . -h a.j,.^xy--^-"^^ a/,^
et

OU-ri)=^ ^-r-^-i

X ^/î't--u4- ( l — —l— } x^-—1

\ ^/.-i/ l

(\_^^,,^^^
\ ^^-i7 \ ^/-.i/ j

Dans le polynôme entre crochets, faisons le changement de variable

,..=(,-^)x.
il vient

^-^^--^a^--^...^^-^^

^(.-^-^.-.(X,),

avec

R^(XO =X^-+ X^—^...+ f ï ~~ ^-A ( , ̂  ——Y^'a, .,
\ llk-\/ \ ^A-i/

Ce polynôme a Hermès et ses zéros sont les inverses de ceux du
polynôme

P/, -i ( X ) =: i + X 4~... -}- a^ X^«.,
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où l'on désigne par a^^ le terme constant de R/,.-.i(X,). Le polynôme
P^_i(X) a, par hypothèse, un zéro dont le module ne dépasse
pas k — ï , donc R^,| (X,, ) a un zéro X, tel que

IX , i = /• „- i

donc Q./,(<^|) a un zéro x^ tel que

-(-^
1 l r l - (! ~ ̂ —) /~t : \ ~~~ T-) I~7 =1: V

l'égalité n'ayant lieu que pour n/,^\ = /:.
La dérivée de Q/c(^) a un zéro de module supérieur ou. égal 'à ^'-

D'après le théorème de Lucas, le polynôme Q/^a",) a aussi un zéro
dont le module n'est pas inférieur à, r? et le zéro inverse de PA-(^) a
un module qui n'est pas supérieur à /".

La proposit ion est. évidente pour /• === i, elle est donc générale. Nous
avons donné la démonstration relative à k == 2 pour bien indiquer la
marche à suivre.

Cherchons maintenant si le maximum peut être atteint pour un
polynôme particulier P/c(.z'). Il faut d'abord que n^^ = k et alors

?/,,(..r) -=. i 4- x -+- ^•1 .r2 -4-. . . -h a/..-.-i, /r71.

Le polynôme aura alors un zéro dont le module est k et le polynôme
Q/^(.^,i) aura un zéro dont le module est T; c'est le zéro dont le module
est le plus grand. Le centre de gravité du. système des points ayant
pour affixes les zéros de Q/<-(^i) est le point d'aflixe — "- Si les zéros
de ce polynôme sont distincts, comme ils sont à l'intérieur ou sur la
circonférence du cercle de centre .z^.= o et de rayon y ? leur centre de
g-ravité serait intérieur au cercle; il est donc nécessaire que tous les
zéros soient confondus avec le point —j et que, par suite, tous les
zéros de PA-(^) soient confondus avec le point — h\ On obtient ainsi le
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polynôme
( ,y.\ A:

/+t) =^+--^..~i-^

4. Si l'on veut se borner à démontrer Inexistence de ç(^) sans
chercher à détarminer la forme de cette fonct ion, on peut opérer plus
simplement. M. Sarantopoulos a annoncé qu'il possédait une démon-
stration de l 'existence de ç(Z-) ( ( ) . "Voici, u n e démonstration par t icu-
lièrement simple que son auteur, M. Casabonne, a bien voulu nous
communiquer.

Soit .x^_^ la racine de plus petit module de l'équation.
F/,...i (^) == ,i 4- x 4- a^i 4- ... -t- a^^.z-"^-^=- o,

obtenue en supprimant le dernier terme de l'équation
P/, 0) == i + ̂  4- ai ̂ "i -4- . . . -h a^,_2 ̂ '^-î' 4- < .̂.-i •'̂ "^"1 == 0 ;

faisons le changement de variable
X := Xf, ...i 4- X,

il vient
P,.(.y) •= X.(. . . ) 4- a^, (^^, 4- X)^-= o,

le produit des racines de l'équation en X est égal à ± ;r^1, il y a donc
une racine X de cette équation dont le module ne dépasse pas- |.2.̂ ., I ;
la racine x correspondante,

.r==/r/,_i4~ X,

l^l^l^-il 4-lX|^;2|^/.^i ;
est telle que

donc la racine Xj, de plus petit module de PÀ-(^) = o vérifie l 'inégalité
|.r/.[^2|^^i|;

de même
|^/;.,,ij;;2|^....,J,

donc
.yj ̂ 2 ^1 =r 2.

|^|^-1

( 1 ) Compteh' rendus de l'Académie des Sciences, t, 174, KJ^, p. 692.
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et
9(/')^-1-1.

5. Etant donnée l'équation
P ( ,r ) == a^ 4- ^i •y -h . . . -4- ,̂, ̂ fï =0 ( <y, 7:: o ),

le changement de variable ,.z* == -°X, la ramène à la forme-& ! ! ! • ! • a^

^(:i.-+-X-+-. . ,) == o.

L'équation proposée a donc une racine dont le module ne dépasse
pas /" ao . si le nombre de ses ternies est égal à A-.-+- ï- La limite supé-
rieure du. module de la racine de plus peti t module ne dépend, que
de a^y a^ et du. nombre des termes. Cette proposi.tiori est a rapprocher
du théorème de M. Landau, d'après lequel l 'une des équations

P(.r) =::o, V(,r)—\

a une racine dont le module a une l imi te supérieure ne dépendant , que
de ^(,, a^ et non du nombre des termes. Mais, t and is que le théorème
que nous venons d'établir a un caractère élémentaire, la proposition
de M. Landau est d 'une nature plus élevée.

6. Supposons que le polynôme .P/^-2') ^ i t là forme
i -+- ffi .;r -{••- n.z .y2 -1-- . . . -h 0?.^ .-r^-1 •+- xi' •4" a^ x'1^ -h... "4- ̂ -i ̂ •••"1

( / ) < /^<. ..< ^/,-:i);

i l contient k 4- i termes et les coeiïicicmts a^ci^ . . . , a ^ — ^ s o n t arbi-
traires. Je me propose de montrer que le zéro de plus petit module de
ce polynome^est inférieur à un nombre fixe ç(j?, h) ne dépendant que
des entiers? et k et de déterminer la fonction '?(/?, k). J 'établirai pour
cela la proposition suivante :

THÉORÈME. — Inéquation à k + i termes
I\, ( x ) == -ï +... "h <:z^ -h a/, ..y"-/' +.. .-+- a/^i x^- ' = o

, ( p < r ' i p < " .<^/^i), 1

dans laquelle le terme constant et le coefficient de x^ sont égaux à l''unité\
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a toujours une racine dont le module ne dépa.w pas le nombre

cp^/Q^CJ.

Cette valeur maximum nest atteinte que pour l^une des équations

( &).r'/-,+ =o,
\ -P •/

dans laquelle co est une racine p1^16 de l'unité^ lorsque k est supérieur à p .

Dans l'énoncé précédent, C^ désigne le nombre
^ ( / . — — î ) . . . ( / C - P - ^ î )

des combinaisons de k objets pris p à p . Le non:ïbre /" est toujours
supérieur ou égal à p parce que les coefficients des termes en
.2:', ,z"2, ..., x^ sont comptés même lorsqu'ils sont nuls, tandis que les
termes en x'1?, ..., a^-i ne sont comptés que si leurs coefficients sont
différents de zéro.

Examinons d'abord l'hypolhèse /: =/?; l 'équation
! 4- CC Y X •+- . . . -h- ̂ p^ 0

ajo racines dont les modules sont^ , /•^ ..., r^, et l'on a

L'un au moins des r^ est inférieur ou égal à un. Par conséquent, la
racine de plus petit module a un module inférieur ou égal à un. Si ce
module est égal à un, toutes les racines ont pour module 1/unité,
car chaque racine doit avoir un module supérieur ou égal à un. On
a donc

9(/j,//)=i.

Dans ce cas, le maximum du module de la racine de plus petit module
est atteint pour une équation quelconque admettant comme racines
p nombres arbitraires de module unité, assujettis-à la seule condit ion
que leur produit soit égal à un.

Supposons maintenant que l'on ait démontré que

Q^Â'-O^Ç/Ï^
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et montrons que cette égalité reste vraie quand on. y remplace /* - i
par k. Considérons encore les polynômes

P/,(.r) ==i 4-. • .-^-^/'-^-ap^•)^/'+. . .4-a/^i^-'
et

Q^,(^ ) == ̂ -<4- . . . -h ̂ --^-h ap..y^ ̂ r4-. . . 4- ̂ -i.

Calculons la dérivée
Q^^)^^^-.-^-1

><[^-.^..^(^^)^-^...4^

Faisons, dans le polynôme
/ n \ / /?./,._ .A

^.., _^ _ . 4. i _ __- ) ̂ -^ + . .. 4- I i — —— a^
1 \ /ZA-..I/ \ ^/r-1/

le changement de variable

,, ^ ( , P \\^.-~{^^) ^-
il vient

/ i „.. J—\ ff [ X^ - -+•. . . + X^- —/- 4-... + a/,...., 1 ;
\ f'^-i /

le polynôme I^.,,^ ( X < } entre crochets est déduit d'un polynôme P^(^)
par le changement de x en —• II a donc, par hypothèse, une racine X <

dont le module est supérieur ou égal, à ——^—. La racine oc, cor-
respondante vérifie l'inégalité

^^-^^(•-^(^
et, comme ^/,-i^^

i \n>{iz-El l -—,,̂ i ^ —j— /-^ — pp'
^ ^A- 1 -^À

L'égalité ne pouvantavoir lieu que si n^.^= k, auquel cas n^ ==^ p 4- i,
^ ^ ^ ^ p ^ . ^ ^ _^ n^..^=/c — ï , et si l'équation en Xi à une racine

•dont le module atteint sa l imite inférieure . /c — f } '
Ànn. Éc. Nerm., (3) , XL. — JÀNVIIËJEI 1923. 2
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L'équation Q^C^-i) :=: 0 a nécessairement une racine dont le module
n'est pas inférieur à j-j==:y sinon, d'après le théorème de Lucas, l'équa-

tion Q^(a;,)==ô ne pourrait avoir une racine dont le module soit
supérieur ou égal. à ce /nombre. Par suite, l'équation aux inverses
p^) == o a une racine dont le module est infér ieur ou é^al à ^C^, et
la première partiç de la proposition est démontrée.

Voyons maintenant dans quelles conditions le maximum ç(p, /c}
peut être atteint. Supposons d'abord ^=^-+- i. Pour que la racine x
de plus petit module atteigne sa valeur maximum cp(j?, p'+1) ==^ -h i,
11 est nécessaire que n^=p -+-1 et queJTéquation en X^, qui est ici

Xî-i-.. .4"i= o,

ait le module de sa racine X^ de plus grand module égal, à son m i n i m u m i.
Ceci exige que cette équation ait toutes ses racines de module u n i t é . Il
en résulte quel/équation (Y (,-r^ ) = o, qui n'a pas de racine nulle, doit-
avoir toutes ses racines sur la circonférence de centre x^ == o et de
rayon Pour que l'équation Q^(o^)=o ait sa racine x^ de

plus grand module sur la même circonférence, il faut et i.,1 suffit que
toutes les racines de Q^ soient confondues avec cette racine x^ Dans
le cas contraire, en effet, il résulterait du théorème de Lucas que Q^,
a au moins un zéro intérieur à la circonférence. Ainsi, le polynôme
Q^4.<(rï^) a tous ses zéros confondus et leur module est égal à -!-• Comme

le produit des racines de Q^ Çx\ ) doit être égal à'^—^ il faut que

ce zéro soit de la forme — — ? avec 0-^== i. On a donc

( ^\p-i-i
Qp+i {x\ ) = .ri -+• - j , o^= x',

et
„ . , / wxY+1

Pp4-l 0) = U + ——— ? W? ==. •ï ,

cp ayant la valeur o(p, p -+• ï) == ^o + ï . .
Supposons'maintenant établi que l'équation P^(^;) == o ne puisse

avoir le module de sa racine de plus petit module égal à son
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maximum <p(p, k -— ï) sans que tou tes ses racines soient égales, auquel
cas ce polvnorne est nécessairement de la forme

,-, / , / M.rV-1

P/,.-.,,i(.r)=:^i-4- ̂ \ , Û)P=:I

et
cp:=9(^, / .—ï ) ,

et proposons-nous de démontrer que cette propriété subsiste pour le
polynôme PA-(^). En effet, il est d'abord nécessaire pour que le
module de la racine de plus petit ' modu le de P/,(^) == o soit égal
à y(jp, k) que /?/,...,i ==' k et que l 'équation R ( X < ) correspondante ait,
pour module de sa racine clé plus grand module, la 'valeur minimum»
Cela exige que R . (X^)a i . t toutes ses racines égales puisque R(X^) a
pour zéros les inverses des zéros d'un polynôme P/, .^(x) pour lequel, la
propriété est supposée démontrée. Alors Q^(;r^)==.o à toutes ses
racines égales;, ce t te équation n'ayant pas de racine nu l le puisque
n,. o = k—ï; le module de la racine u n i q u e est ———r~- il est alors1 • <p(^ A-)
nécessaire,, d'après le théorème de Lucas, que Q^(.^) ait toutes ses
racines confondues 'avec la racine unique de la dérivée qui est de la
forme — ^ et l'on a© o,.(.^)=f^+ïy\

\ 9/

avec (0^.== i, pour que le coefficient de .z^ soit égal à ï . Alors

( f \ y \ A"

P,(^.)= î4-^ , ^==1.

7. Si l'on veut seulement démontrer l'existence de ç(jo, k), la
méthode de M. Casabonne est encore applicable et conduit à la même
inégalité

?(/?, k)^2(D(p, / r—i )»
d'où '

<y (/?. k ) 5 o/'-"^ (p (p, p ) =: ̂ -Py

puisque y ( p , p ) -==i .

8. Etant donnée l'équation
ao-(" a^x +.. .4- a^xP^r., .•4-^^"==o ' (a^^o),
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/anVle changement de variable x = ( ̂  ) X la ramène à la forme- \ a/»,/
a o ( i - + - . . . - + - X ^ + . . . ) = = o .

L'équation proposée a donc une racine dont le module ne dépasse
pas la valeur ___^
si le nombre de ses termes est égal à k + i. Prenons en pî i r t icul ier une
équation de degré n et formons la suite des nombres

* A" ' <"/"V (-" ^ \/
l'équation proposée a au moins une racine don t le module ne dépasse
pas le plus petit de ces nombres, comme on le voit aussitôt en rame-
nant à l'unité, successivement, chacun des coefficients non nuls d(ks
termes de l'équation.

Ainsi, lorsqu'on laisse fixes les coefficients a^ et a^ d'un poly-
nôme P(^), on voit que ce polynôme admet un zéro dans un cercle
dont le rayon ne dépend que de 0(p cip et du nombre des termes du
polynôme. Ce résultat est à rapprocher d'un théorème de M. Landau
d'après lequel, l'un des polynômes P(^) ou P(^) — i a un zéro dans
un cercle dont le rayon ne dépend que de a^ et a^ et non du nombre
des termes du polynôme. Ici encore, la première proposition a un
caractère élémentaire et se déduit du théorème de Lucas.

9. Nous allons maintenant établir des théorèmes f ixant une l imi te
supérieure des modules de plusieurs zéros d 'un polynôme. Nous étu-
dierons d'abord un cas simple, celui du polynôme à k •+-1 termes

Pk(^) = î •+- ̂  -h- a^ .r^d-... 4- a/,̂  .a^-' :== o
(2</^<...<n/^.i).

Je vais démontrer la proposition suivante :

THÉORÈME. — Un polynôme à k + î termes de la forme
t ̂  ̂  + a^ x^ +... 4- a^ï ^nk-1
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a toujours deux zéros dont les modules ne dépassent pas le nombre

o^ == Ay-lî-J——L. Cette, limite supérieure n'est aîîeinle yi/e pour les deux

polynômes
/j-V / /•/.•r'i±:

Examinons d'abord l 'hypothèse k==. 2. Nous avons les polynômes
PI ( x ) = i -4" X11 -4- ^i x^ ( ;>. < / / 1 ),

et
Qi(.ri) ^.•rï.+^-24-^.

Calculons encore
Q^^)=^,^-^^+(i-^^J.

Le t r i n ô m e entre crochets a deux racines dont, le carré du module

2 ,,, 1

/ / 1 """ 3 '

puisque n^ ^3. Donc la dérivée Q^(^ ) a n^ — 3 racines nu l les et deux
racines de module supérieur ou. é^al à —•> représentées par des points B

V°

et B' voisins des points A ( —\ et A/ ( —^1 du cercle du 'centre ori-
• W3/ W3 /

g inee tde rayon—( /?^ i).
ya
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Il en résulte que le polynôme Q(<r/) a une racine x\ située dans la
région .1 du plan située du coté de la tangente AT au, cercle qui ne
contient pas ce cercle et une racine x\ située dans la région II formée
par l e demi-plan, l imité à la tangente A'T au cercle, qui ne contient
pas ce cercle. Dans le cas contraire, en eiïety si, par exemple;, i l n'y
avait pas de racine dans la région ïy une parallèle à AT, voisine de AT
et coupant le cercle, laisserait un demi-plan contenant le point A et
ne contenant pas de racine de Q(^); d'après le théorème de Lucas.,
il ne devrait y avoir dans ce demi-plan aucune racine de la dérivée
Q.\ Çx^) : or, il y a le po in t voisin de A. Les deux racines a/, et x\ sont
donc placées dans les régions I. et II et leurs modules ne sont pas infé-
rieurs à —; donc P^z') a deux racines dont les modules ne sont pas

\/3
supérieurs à ©2 (i) === \/3. Pour que cette l imi t e supérieure soit
atteinte, il. est nécessaire que n^ == 3 et il f au t que l 'une des racines x^,
par exemple x\, vienne se placer sur la circonférence, donc au p o i n t A ,
l 'équation Pi( , r)==o a alors une racine double de module \/3 et u n e
racine simple : on obtient aussitôt

3^/3 \ ^ 3 } \^ ^3 )

nant établi crue le Dolvnome P,. . ( xSupposons maintenant établi que le polynôme P^-i(^) a deux
zéros dont les inverses sont placés comme on a d i t et dont les

modules sont inférieurs ou, égaux à. ç^(Z" — i):^i/i-Zl^ et que le
maximum ne peut être atteint que pour un polynôme ayant, un zéro
simple et un zéro d'ordre de mul t ip l i c i t é /'-—• i et de module ^a ; ^t
démontrons qu'il en sera de même pour P^(.r). Calculons de nouveau

QA.(^Q= ̂ ~<+ ̂ -l~24-lal^^--••^l-+". . .-h a/,,,.,_i,

^0 = ̂ _^--"^-1 [x^ + (i ~ ——\ ,^—^... + f r ̂  ̂ L-^ a,, , \
L \ ^•-~i/ \ ^/c-i/ J

Q

et faisons le changement de variable

—V-^
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1.1 v ient , pour le polynôme entre crochets,
nk-'i

fi-^—) 2 LX^-4-x.^—a+...+<_].

Le polynôme R/,^ (X, ) entre crochels a cornme zéros les inverses
des zéros d'un polynôme P/,.,..,(.r); il a donc, par hypothèse, deux
racines X', et X" dont lès modules ne sont pas inférieurs à——,——'• i 1 l © 2 ( ^ — 1 )
Donc Q/,(,^) a deux racines correspondantes x\ et x\ dont les carrés
des modules sont supérieurs à

( _ JL^_-__ ^—î Lr̂ L—- __
V ^-i ) 9 J ( Â - - î) - {k + î ) ̂ (k - î ) - ̂  ( A - ) 5

car /^.,,i ^k 4- î .
D'autre part, puisque les zéros de X\ et X^ sont, par hypothèse^

situés dans les régions 1 et II correspondant au cercle de rayon -—,—— ?
les racines x\ et x[ seront situées dans les régions 1 et II correspon-
dant au cercle de rayon —7-7- •

1 ?2 ( ̂  )

Donc, en appliquant de nouveau le théorème de Lucas, on voit
que Q/,(^i) a deux racines placées dans les régions 1 et .II de ce dernier
cercle. Par suite, ,P/,(^) a deux racines dont les modules ne dépassent
pas epa^")'

En ouire, le maxinrum ne peut être atteint que si n^.^ ==/•+ î et si
l 'une des racines X^ ou 'X'\ a son module nliniœ.um. Dans ce cas, le
polynôme R^(X^) a un zéro d'ordre /• — î et de module --Y^—^3 efc

un zéro simple de module ' plus grand. Donc Q^.(*r^} a un zéro
d'ordre k — î et de modu le ——5 et un zéro simple de "module plus

92 ^ A /
grand. Pour que, l'us'i des deux zéros des deux plus grands modules
de Q/c(-yi) atteigne son module min imum, il est nécessaire que ce zéro
coïncide avec le zéro d'ordre • k — î de Q^(^), comme le. montre la
figure. Donc, le polynôme Q/,(^i) a un zéro simple et un zéro d'ordre À'
dont raftixe est de la forme ± —j~-' Le polynôme P^} correspondant;
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admet le zéro ± i^^Çk} avec l'ordre de multiplicité k et un zéro simple.
Il est nécessairement de la forme

/ , ixV ( klx\
\ ï± — iq= —— ;
\ ?2 / \ ?2 /

la proposition est donc établie.

10. J'ai obtenu des résultats moins précis pour le polynôme
.à k + i termes

P/,(x) =1+^^-4- Op'r a/^.x^

(2 <p< /^<. . .< ̂ -i).

Je me bornerai, à établir' le théorème suivant :

THÉORÈME. — Le polynôme P/,(^) admet p zéros dont les modules sont
inférieurs à un nombre fixe ç^(^') y '̂ w dépend que du nombre k + i
des termes de ce polynôme.

Pour démontrer cette proposit ion.» nous nous appuierons sur Fétude
faite par M. Walsh (1) de la distribution des zéros de la dérivée d'un
polynôme par rapport à celle des zéros de ce polynôme. Je me bornerai.
à utiliser ici un cas particulier du théorème général de M. Walsh et,
j ' en donnerai une démonstration.

Supposons que les m zéros d'un polynôme P(^) de degré m so ien t
répartis en deux groupes : un groupe de p zéros extérieurs à un
cercle (C) de centre or igine et de rayon R et un groupe de q === m — p
zéros intérieurs à un cercle (c), concentr ique au premier et de
rayon r <^ R. Je dis que les zéros de P^) sont ou bien intérieurs'à (c)^
ou bien extérieurs à, (C), ou bien extérieurs à un troisième cercle (C^)
concentrique aux premiers et de rayon R^. Si R^^>r , il y a exac-
tement q — ï racines de la dérivée dans le cercle (e) et les p autres
racines de cette dérivée sont extérieures à (C^ )..

(1) .Î.~L. WALSH, Ofi thé location of thé roots ofi/fe Jacobiaiz of /az» bin/iry forms^ and
of t/ie derwatwe of ci rational fonction ( Tramactfo//.<i• of tfie Ânierican Mat/ienmtical
Socielf, p. 1 0 1 - 1 1 6 , vol. XXIÎ, 1 9 1 1 ) ; On t/ie location of thé roots of tlie derivative of a
polyftomud {Comptes rendus du Couvres international des M.at/tématiciens à Sti'anb^ur^^
1 9 - 2 1 , p. 339-342;.
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Soient x ^ y .T^, ..., Xp les jo racines clé P(^) === o exiérieures à (C)
et Xp^, ^M-2? • - • ? ^4-y les y racines intérieures à (c). Si x^ est une
racine de P'(.r) == o, on a

(i)
^o— -^i • ^n ÛCQ — .r,/,

Supposons que XQ ne soit ni intérieure à (c) ni. extérieure à (C) et
faisons la transformation

iV /y-*X-A <X-

qui transforme en lui-même le plan des x. L'intérieur du cercle (c) se
transforme en l'intérieur d'un cercle (y) qui ne contient pas x^ et
l 'extérieur du cercle (C) se transforme en l'intérieur d'un cercle (F)
qui contient le point x^ (fig. 2). Les points x^ x^ ..., x^ corres-

Fig. 2.

pondant a x^ x.^, ..., Xp sont intérieurs à (F) et les points x^^,
^p+â» • • • » ^? correspondant à x^, Xp^ ..., oc^ sont intérieurs à(y).
Soient 'C et Y]' les affîxes des centres de gravité des groupes x\^
x'^ ..., x'p et x\^ x'y^ ..., x^ ^ est intérieur à (F), vf est intérieur

Ànn. Éc. JVorm., (3) , XL. -— JANVIER 1923. 3
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à (y) et ces points sont dist incts car les cercles (y) et (T) n 'ont aucun
point commun. On a

tr/! -+••^2 4-. . .-+-.-F? ==/<^

^p+r+^4.2 +.•••+- ̂ 4 -^^ •

L'équation (i) devient
/. »~; m

^ (^0--.^:)==0,

/ ;== 1 .

OU
p ( .7:0 — Ç7 ) --1- r/ ( .z'o — r/ ) ==: o,

ou encore
p a
• -|- ——-— == o,

en désignant par*C efc r; les points correspondant à 'Q et ïf par la Irans"
forination "liomographique- précédente. *C est d^illeisrs f in i , sinon on
devrait avoir ' Q ^ x ^ et par suite rf^x^ ce qui est impossible. Le
point ^ est extérieur à (C) et le point T] est intérieur à (c\ donc

H ,̂ |Ç|^K.

La valeur ^o est donnée par
,, .^./r^•+-(7Ç

p -\~ q
d'où

, , . a R, — p r
T 1 '-"' ~ .-^-___1————IV,1-, /-T———U 1"l^l-.-T-Tç'-

si, le second, membre est négatif, le point x^ peut occuper réimporte
quelle position dans le plan : il suffit de se donner Y) et Ç et de prendre
pour PÇx) un. polynôme ayant une racine Ç d'ordre p et une racine Y]
(Tordre y,

P(^):=(^—Ç)^—rjy/.

Si le second membre est positif, -soit R.^ = î—^^.\ la, racine x^ est
extérieure au cercle de centre 0 et de rayon. R.^ . Si R.^>-r, on doit
avoir

c/^—pr ^ _>/•
^-t--<7
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OU
R 2p -h- €/ _ rn -}~ p
r q m — p

p étant fixe, cette inégalité est vérifiée lorsque m est assez grand ou
i>

lorsque le, rapport-^ est assez grand. On a, (.railleurs, toujours

R^R^.^R-±^<R.
P -+- Cf

L'intérieur de (c) et l 'extérieur de ( C i ) n 'ont , dans ce cas, aucune
partie corn mu ne; or, si. tous les po in ts .z^+.i, ^n-^, . . . y x^ sont con-
fondus en Y] et les points .T., , ̂ , ..., ̂  en ^ il y a y — i racines de la
dérivée en T] dans (c),p — i à l 'extérieur de (C) en '(, et une racine x^
extérieure à (Ci) . Si on laisse p et y fixes et si Pon fait varier les coeffi-
cients de P(,2;) d'une manière con t inue , les zéros de P^-r) varient
d 'une manière continue et, comfne aucun d'eux ne peut ni entrer
dans (c), n i en sortir, il y en a toujours y — ï dans (c) et lesp autres
sont à l'extérieur de (C^).

Cette proposition prélii:ni:naire établie, revenons au polynôme

PA. (^) == ï -h ^ p -h- ^i x^ +...•+• a^_i x11^

(p<Hi< . ..<^A-i)

à A: 4-1 termes.
Si /;==!, on voit que P^ (.z1) = i + r^ a ̂  racines dont le iriodule est

égal à u n ; supposons que l'on ait établi que P/^(a?) a toujours
p racines dont les modules ne dépassent pas un nombre fixe îp^(/c — ï)
et montrons que PÂ-(.^) a aussi p racines dont le module ne dépasse pas
un nombre fixe ^p{k). Formons encore

Qk ( ̂ i ) ^= ̂ T-1 4- x^-P -+- ai. x'y- ̂ i -l--... -1- a;,̂ i,

Q^(^,) •=. m^xy-^-^ L^-+ fi - -̂ .̂ -̂̂ +...+ ( 1 - ̂ ^ ̂  |,
L \ ^k-\) \ rt/,^.i/ J

faisons de nouveau un changement de variable

,.,=(,- /LVx,;
\ ^/—l/
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lejpolynome entre crochets devient

P
n/c-i.

[ X^-= 4- X^-2 ~P -1- . . . -4- <^.-21 •

Le nouveau polynôme entre crochets, RA-^X^), a pour zéros les
inverses des zéros d'un polynôme PA-^^) du type considéré ici ; donc,
R^(X^) a p racines dont les modules sont supérieurs ou égaux
à ————; par suite ÇKC^) a p racines dont les modules sont supé-

<pp ( k — i ) r k v / r

rieurs ou égaux à

p y l > ( k-1 Y J
^•-J ?p(^—I ) ' "V^+ / c — I / (pp(Â"-~ !)5

car n^^p • + • / € — ! , et, par conséquent, ne peut avoir plus de
n^i — p — i racines nulles ou voisines de zéro.

Considérons les différents polynômes Q/,(^i) et classons les racines
par modules non croissants; ou bien les p premières restent supé-
rieures à un nombre fixe ——? ou bien, il y a moins de jp zéros qui
restent supérieurs à un nombre fixe; c'est-à-dire qu'il y a une infinité
de polynômes Q/,(^) tels que, au moins les n^^—p + ï dernières
racines tendent vers zéro. Considérons ces polynômes, ils ont// <^p
racines de modules supérieurs à un nombre fixe R et n,,^^ — p1 racines
de modules inférieurs à un nombre r arbitrairement petit. Nous avons
vu que si

R > nk-^Pf

r n^^—p^

le polynôme Ql-(^) a TZ^ — // — ï ^> n^^ — p— ï zéros situés dans le
cercle r. Or,

n^_i4- p1 < p -4-jP'-4-/c—ï
n / , ^ l — ' p ( = p — p ( ^ k • — ï y

on peut donc prendre r assez petit pour que l'inégalité

R p •+• p ' •+• k— ï
r p — p ' -+- k —. x

soit vérifiée. La dérivée aura plus de n^—p — ï racines de modules
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inférieurs à r et, comme on peut toujours supposer que ra été choisi
inférieur à la limite inférieure trouvée plus haut pour lesp racines de
QA-C^O <ïul on^ ^es pl118 g^nds modules, on. est conduit à une contra-
diction. Donc lesj? premières racines de Q/,(<^) sont bornées inférieu-
rement et le polynôme P/,(^) a p racines dont les modules sont
inférieurs à un nombre fixe ^(A').

Par analogie avec les cas part icul iers p = i ,p == 2 qui ont été étudiés
précédemment^ on est conduit à penser que la valeur exacte de 9^(/i)
est ^/C^.^ , mais je n'ai pu le démontrer rigoureusement. Si p , au lieu
d'être fixe, varie en restant supérieur à un nombre fixe RQ, on démontre,
en suivant la même voie, que le polynôme PA.(^) a toujours au moins
Pc racines dont les modules restent inférieurs à un nombre fixe € > ( ^ ) ,
ne dépendant que de^o et de k.

11. Voici maintenant une proposition plus générale :

THÉORÈME. -- Le polynôme à k -+- p termes
î -+- ai x + a^ x^ -t-. . . -+- d p xP -+- «a^-M ^"r4- '-}-... 4- ^-+-/c-i .y"1/-'4-1'-1

( âp ̂  o, p < n^ <. . . < ^/^/,-i )

dans lequel a^ a.^, .. ̂  a» sont des nombres fixes dont le dernier n^est pas
nul, a toujours p racines dont les modules sont inférieurs à un nombre
fixe y(â?i, ^2, ..., cip^ k) ne dépendant que des nombres donnés et du
nombre des termes du polynôme.

Considérons le polynôme
,P^ ( x ) == î -+ a^ x + 03 ̂ 2 4- .. . + a? XP,

il admet? racines fixes lorsque les nombres a^ a^, . . . ^o^sont donnés;
il en est de même du polynôme

Qi ( ̂  ) =z x^ -4- ^i ̂ -"1 + Oa .T^~2 -4- . - . 4- d p .

Supposons que les a\ vérifient les inégalités

[ / 1 < - ' 1 ! 1 / t *^ î P 1^•1=1^1. laJ=—;L7?

alors le polynôme
Ri ( x^ ) = ̂  •+• a\ ̂ -ï -+• a^ x1^ +... 4- a,
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a p racines dont les modules restent supérieurs à un nombre fixe ne
dépendant que de (a^ a^ ..., a^). Dans le cas contraire, en effet,
on pourrait trouver une suite infinie de polynômes I-^(^) tels que
l 'une au moins des p racines ait un modale tendant vers zéro. Or,
le point a\, a,, ..., a^ de l'espace à. p d imens ions , q u i correspond
à chaque polynôme R^ reste dans un domaine borné de cet espace; il a
donc au moins un point limite ï^, a^ ..., a^ avec a^ -=^ o. Le polynôme
limite __

R^(^) == a^-t- o^.rf-1 4- ̂ .rf-2 4-... -h a\,

aurait une racine nulle, ce qui est impossible.
Supposons maintenant établi que le polynôme

RA-I ( ̂ i ) = ̂ p+^ -4- a\ x^1^ fc-'t--l -+-...-+• a^ x^fl ^^-P -h. . . + a^/^.g,

dont les coefficients a\y a\, ..., a^ vérifient les inégalités précédentes
et dont les coefficients 0^5 .-., ct^^ sont arbitraires, ai t toujours
p racines dont les modules restent supérieurs à un nombre fixe et
montrons qu'il en est de même pour ^(^i)-

Considérons le polynôme
Q^. ( ,^i ) = .̂ '-^-i 4- a^ .-z^r^--1""14-.. . + ^/> ,^^,+fc"i -P 4-... + a.p^^

dont les zéros sont les inverses de ceux du polynôme I\(.r) et sa
dérivée

Q^ (^i) == n^^^^r^-l-?p+^--•t--l ^/^^+•fc-st-4- ( ï — ———— ) a^x^v^-'^ 4- ...
L \ ^-p4-A-i /

/ p \^,1 'j[ — _,j—— ) a^x^4-^"'^ 4-...
V np+A.-.i/ / 1

^/ï !^±^a r 1-"+- l i ——— \ Up^f^ y

\ ^p+/c—l/ J

le polynôme entre crochets est de la forme
R/c-i (^i ) = x^^ 4- a[ ^"p+fc-a-i -4- .. . + a'p^p^^-P 4- ... 4- Cf'p^./^

avec
|a;.|=(i-—i—)la,|5|a,|

\ np~{-/c~-'î /i^i^o-^^/i^^j^
car

^p+k^P^ k—î^p^rî.
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Par conséquent, le polynôme (^.(^ ) a p racines dont les modules
sont supérieurs à un nombre fixe ne dépendant que de û , , a.^ ..., a^ k
et en outre ̂ ^-i — p — i racines au. p lus qui peuvent être nulles ou
voisines de zéro. En raisonnant, exactement comme au paragraphe pré-
cédent et en utilisant le théorème de M. Walsh, on en déduit que le
polynôme Q^(;z^)a certainement? racines dont les modules sont supé-
rieurs à un nombre fixe —;—————————rr'<p(<^i, a^ ..., dp, k)

Si, au lieu du polynôme Q/,(,z^), on prend le polynôme

R;, ( .z-i ) -== ,̂ r + ̂  4- a\ x^ ̂ ~"1 4-. . . -4- a^ x^^-r -+-... +<̂ .., ^

K|5M, K^^^

on pourra répéter la même démonstration : les coefficients a, du nou-
veau polynôme Pi/,.̂  (^i) ainsi, formés vérifieront les conditions

„ . ./, . . /, s - t a » i '••• E a

^,|^|^|, |^/,|="^-i-'^T^+ï")2

et le résultât demeure le même puisqu'il suffity dans les calculs précé-
dentSy de rem-placer a,p par —f—'

Ainsi, il est établi que le polynôme Py;-(^) admet toujours p racines
dont les modules ne dépassent pas un nombre fixe cp(a,,^ ...,a^,A).

Il serait intéressant de déterminer exactement là fonction ç, comme
dans le cas dep = i.

12. Le polynôme à p + k termes

P/, ( x) == ao 4- a^ x 4-. . , -f- a? x? 4- ap+i x^^ -+-...+ a^-i ̂ r^^ ( dp •^ ô)

ap zéros dans un cercle de centre origine dont le rayon ne dépend que
des valeurs de a^, a^ y .. « y dp et du nombre des termes.

Ce théorème 'est à rapprocher du suivant ( ^ ) :
L'un des polynômes P/,(;r) ou P/c(^) •— i ap zéros dans un cercle de

( ' ) P. MONTEL, Sur une extension d'un théorème de M. Landau (Comptes rendus de
l'Académie des Sciences, t. 174, ifpa, p. ï43-i44); Sur les familles quasi normales de
fonctions holomorphes {Mémoires de l'Académie royale de Belgique., 1922, p, i-4i ).
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centre or igine dont le rayon dépend des valeurs de a^y a,,, ..., a^, mais^
non du nombre des termes.

13. Nous avons vu que les limites supérieures o des modules des
racines des équations précédentes dépendaient du nombre des termes
de l 'équation. Pour avoir une limite supérieure indépendante de ce
nombre, il faut envisager simultanément les polynômes P(^) et
P(<r) — i ; mais, dans ce cas, la l imite supérieure est valable pour l'une
ou l'autre des équations

P(^)=ô, P(.Z')==Ï

et l'on ne peut rien affirmer pour chacune d'elles.
Voici un autre cas où. la limite supérieure d'un certain nombre de

zéros de P(.r) ne dépend pas du nombre de termes : c'est celui où les
exposants de ces termes forment "une progression arithmétique. On,
peut énoncer la proposition suivante :

Le polynôme

P 0) -=. ï -4- XP 4- a, ,XP^ -+- a^P^ •+•. .. 4- a/^ x^^^^

a toujours? zéros dont le module ne dépasse pas un nombre fixe indépen-
dant de q et du nombre des termes du polynôme, lorsque q ne divise
pas.p.

Soit co une racine <7ièm8 de l 'unité, différente de ï. On a
P(co^) — ï =co^|TO) — i j

et, pour une racine x^ de P(;r) = o, il vient

P(?^,a^) =- ï — œ^.

Le nombre ï - c^ n'est pas nul si l'on choisit pour 03 une racine ne
vérifiant pas l'égalité û^=i, par exemple une racine primitive; le
polynôme

Q(^=^4
I —— û,)^

s'annule paur ^==^ et prend la valeur un pour x^^x^ Dans un
cercle de rayon arbitraire, les polynômes Q(x) et Q(^) - ï ont le
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même nombre de zéros. Les polynômes

0(J?) = ———l—— + —————— -1-. . . -^ -^——— ^//+-(/.-1)7
"- ' / 1 —— r,}f1 î. — &)^ i — (,)P

ont leurs /? -+-1 premiers coefficients (ceux de ^°, x, . . . , ,r^) fixes. Je
dis qu' i l existe un nombre fixe $ tel que le polynôme P(<z ')ai t toujours
p racines dans le cercle de centre origine et de rayon <&. Considérons,
en effet, tous les polynômes T(;r) dont lesj? premiers coefficients sont

Ct^^— —————- î Oy . . ., (,)l — ç,)/

et ne prenant pas plus de ( /?—î) fois ni la valeur zéro, ni la valeur un
dans un cercle de rayon aB; ces polynômes forment une famille
normale ( 1 ) ; ils sont donc bornés dans le cercle concentrique de
rayon R et leur module ne dépasse pas une limite fixe I1(,R, a,,). Or, la
substitution de x à R,,.^ remplace cette famille de polynonfes par la
famille des polynômes possédant les mêmes propriétés dans le cercle
de rayon 2. On a donc

^ ( R , a o ) = ^ ( i , a o ) ;

c'est-à-dire que la l imi t e supérieure iï(a^) des modules des polynômes
est indépendante de IL Considérons main tenan t , parmi ces polynômes,
ceux qui sont des polynômes Q(<^)? pour lesquels le coefficient de x1'
est c^Q, on aura

,. ,<^o)
'0 1 = RP

d'où
lî.f/^

- V 1 ^o 1

le nombre R ne peut donc pas dépasser une limite ^ { p ) ne dépondant
que de p . Donc, dans un cercle de rayon supérieur à <D, Q(^) prend au
moins p fois la valeur zéro ou la valeur un et le polynôme correspon-
dant P(a?) a alors? zéros dans le même cercle.

Supposons maintenant que le nombre p soit variable mais reste

( ' ) P. MONTIÏL, Su,/' les familles quasi normalea {Comptes rendus de l''Académie des
Sciences^ t. 174, npa, p. 22-24)*

Ann, Éc, Nurm^ ( 3 ) ? XL. —JÀNVILK iya3. 4
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supérieur ou égal à un nombre entier fixe p y . Pour chaque polynôme
P(^), on peut choisir la racine y10"10 de l 'unité co de manière que i—co^
ait un module supérieur ù l 'unité. En effet , si. l 'on donne à co les
q valeurs possibles, le nombre ^p prend ^valeurs distinctes corres-

pondant aux q, sommets d\m polygone régulier, d désignant le plus
CL

grand commun diviseur de p et de q et, comme q ne divise pas p , le
nombre d est inférieur à q et q,^ 2. I l ya donc toujours un sommet de ce

polygone régulier de ^ côtés dont l'abscisse est négative, par suite,
pour la racine o> correspondante, on a

| 1 —— 0.̂  1 > 1.

On a deiMî toujours, en choisissant pour chaque valeur de p une
racine (o convenable,

2 - II-G)^ < ï î

car 11 — co^ |^2.
Il suffit alors de répéter le raisonnement précédent en remarquant

que les p^ premiers coefficients sont bornés. Les polynômes T(*r)
correspondants forment une famille normale et l'on a, quel que soit R y

|Q(^)|<^

0 étant un nombre fixe supérieur ou égal à ;- puisque l'on a toujours

|T(o)|? î" On a donc, pour chaque polynôme Q(<^),
Q

R^-j———r 5 2 1:2;
- |a,,| -

et, puisque 2 û à ï , po ï /^,
v^^.

donc
R^V^^Ï).

Chaque polynôme Q(oî) prend donc p^ fois au moins soit la valeur zéro,
soit la valeur un, dans un cercle de rayon supérieur à <&. Donc le poly-
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nome P(;r) correspondant admet au moins j)o racines dans le même
cercle :

Le polynôme
ï .4,.- ^p 4-. ̂  .y/M-./ -4- . . . 4- a/,. i ..r̂  r - (Â-D'7,

jt?6>^r lequel p ̂ p^ et n'est pas divisible par q, a toujours au moins p^ racines
dont les modules ne dépassent pas une constante $ ne dépendant que
dep,.

Il n'y a rien à changer aux raisonnements précédents si Fon rem-
place les polynômes par des séries de Tayior; on obtient la nouvelle
proposition :

II existe un nombre fixe <&, ne dépendant que dejOo, tel que la fonc-
tion définie par la série

I -4- :yp .4-- ̂  ^1-11^-<7 4.,.. ^ ^ _ _.^ ^..^-^•'7 -h . . .

dans laquelle q ne divise pasy^, ou bien a un p o i n t singulier dans un
cercle de rayon supérieur à <&, ou b ien admet au moins p^ racines dans
ce cercle.

Si/J(, == i, on retrouve un théorème, établi par M. Landau ( f l ) .

14. Voici ma in tenan t un théorème tout à fait général dont plusieurs
proposit ions établies dansée travail sont des cas particuliers. Un poly-
nomeP(.r), de degréjo, peut être déterminé au moyen des valeurs attri-
buées à ce polynôme et à certaines de ses dérivées en des points x^
x^, ..., .2 .̂ D'une manière précise, donnons-nous les valeurs

P(^), P^), .. . , P»^-^);
P(^), P^), ..., P^"^^);
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
P(^), P^,), . . . , P^-"(^),

et supposons que
^ -(- 02 -+-. . . -h %// == ̂  -f- X .

Les points ̂ , ,'z'a, ..., x^ étant distincts, ces valeurs détermiTient un

( l) Sur quelques généralisations, etc.; loc. cit^ p. 189.
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polynôme unique qui est de degré p si les nombres donnés ne vérifient
pas une relation particulière. Nous supposerons toujours qu'il en soit
a ins i et que le polynôme u n i q u e P(^) déterminé par les valeurs précé-
dentes est effectivement de degré p .

Considérons maintenant tous les polynômes PA-(^) qi11 remplissent
les mêmes conditions que P(<2?), mais dont le degré est arbitraire, ils
sont de la forme

Py,(^) = P(.-r) -h Q(^) (a^+^V-^-t-. . . up

dans laquelle

Q ( .y ) == ( ,r - .r, )^ ( .r — x^ . . . ( x - x,, )°^

Le polynôme PÀ.(-^) dépend de A' paramètres arbitraires âp^^ . . . » a^
et des valeurs arbitraires des entiers ^-n, . . . » n^^ pour lesquels

o^^p+î< • • . < Hp^i^

Je dis que ce polynôme a toujours p racines dont les modules sont
inférieurs à un nombre-f ixe ne dépendant que de p, k, des x, et des
valeurs données en ces points. On peut donc énoncer la proposit ion
suivante :

Les polynômes vérifiant les p -+-1 conditions qui déterminent un poly-
nôme P(^), de degré p^ ont toujours p zéros dont les modules sont infé-
rieurs à un nombre fixe qui dépend des valeurs données et des affixes des
points donnés ety en outre^ du nombre p, et du nombre k des constantes
arbitraires qui figurent dans ce polynôme mis sous la forme

P ( x ) -+- Q ( x ) ( a^ i x^ -+-. .. + a^u ̂ 4- '• ),

0=^p4-l<* • •< ^-+A.

Si h = i et x^ == o, avec a^ =-p 4- i, nous retombons sur l'énoncé du
théorème du paragraphe 10.

Nous établirons d'abord un lemme qui constitue un cas particulier
d'un théorème de M. Walsh (^ ).

( 1 ) Loc, cit.
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1> ( x}Considérons la fraction rationnelle —— qui. a p zéros et q pôles.
v \a ' )

Supposons que les q pôles et p ' zéros soient à l'extérieur du cercle
(C), [^ [ == R, et que les ff' =p — p^ autres zéros soient intérieurs au
cercle (c), \x\ = r, avecr<^R. Les racines de la dérivée seront alors
soit intérieures à (c), soit extérieures à ( C < ) , «:r| = B.^ dont le rayon
R< pourra être supérieur à r. Dans le cas où Ri<<r, la proposition ne

(p \ /

nous donne aucune indication sur la place des zéros de la dérivée j.) -
Soit, en eirefc, x une racine de la dérivée qu i n'est ni intérieure

à (c), ni extérieure à (C). On a

r î i i i.. -{-

en désignant les zéros de P par x^ ..., .2 , , , . . . , Xpy et ceux de Q par
.2^, . . . » x . Comme nous l'avons vu au, paragraphe 10, il existe des
points '$ et Y] extérieurs au cercle (C) et un poin t Ç intérieur à (c) tels
que

i î p'__ _ j ^ _ /
x — x^ x—x^ x — ' c ,

ï 1 _ ///
œ — ̂ -..n ' ' ' ' x — x^ ~ ' x—^

1 . . , l
 ^ ^ „ _

X — X\ X — X^ X — -f\

L'égalité ci-dessus devient alors

P , P1' ^ //
x — ^ x — Ç x — rj

Soit p le module de 0-5 on a

| ^ — £ | = R — P , | ^ — Y 3 | ^ B — p
et

| x - Ç ] , r -+- p,
donc, comme

p " ,- P ' . 7——^——__ ^ -,————?—. „}- -—^——^—- ,

P" ^P1-^^
r 4- p 1"' R — p
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et
'- p "B—(^4^ / ) / ^p.—^—.

on en déduit
••' p / rR-(^-^•^ /+^/) />?„,,————^————.

Si le rapport- est assez petit, c'est-à-dire si l 'on a

L ̂  p '"""p< == A
R ^ p 4- /^ -+- 'î <7 ! "

le point x sera extérieur à un cercle de rayon R.i, supérieur à r et infé-
rieur à R :

-n ^ ̂ R-^+ç^
^4-<7

Supposons qu'il en soit ainsi; faisons coïncider toutes les racines
x,, ..., x^, avec un point 2; extérieur à (C), tous les pôles .T? x^ ...,
x. avec un poini Y] extérieur à (G) et toutes les racines .xy^o .. - , ̂
avec un point Ç intérieur à (^); il y aura certainement // /— i racines
de la dérivée intérieures à, (c) \p9 '+ ^ — 2 racines de la dérivée exté-
rieures à (C) et deux autres racines de cette dérivée, dist inctes des
zéros de P(;r) et de Q(^), qui seront extérieures à (€4) puisqu'elles
vérifient l'équation précédente; donc p1 -+- q racines extérieures à (C^) .
Puisque la somme

(/y7——!) 4- ( p f - ^ q ) - = p - s r • C / — — ï

représente le nombre des racines de la dérivée, il y en a exacte"
meni// '-— i dans (c) etp' 4- (] hors de (Ci) comme le montre un rai-
sonnement identique à celui du paragraphe 10.

Ce lemme établi,, étudions d'abord l'équation

ou
P ( x} 4- Q (ce) (^4-1 ̂ "/')+1 == o, o ^ ^.M ,

P(^)
-7——^ ̂ -l^/'-^O.

Formons Inéquation aux inverses, en posante = -

-5"•"IŒ%))-(-'""=<••
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Nous avons ici. une fraction rationnelle dont le numérateur est de
degré ^p,n-+-^4-i et le dénominateur de degré p+ i . Je dis cpe
p racines de cette équation restent, quels que soient âp.n et ^-n, supé-
rieures en module à un nombre fixe. Dans le^as contraire, en effet, il
y aurait au plus^ — i racines dont les modules seraient supérieurs à
un nombre-fixe R que l'on peut supposer inférieur aux inverses des
modules de ,2;,, .z^, . . . , .r^,, et quelque petit que soit r, on pourrait
trouver une équa-tion ayant n^^ + p -h-1 — Çp — i) ==-" 7 .̂,;..,,i 4- 2 racines
de'modules inférieurs à r. Pour une telle équation, calculons la dérivée
du premier me'mbre :

^.(^-H+QPiQ.^^ O^-PiQ^ ^ _ / , . ,-n^(^)^/ ————————(Jj———————— - (^.,1 +1) ^ / • 1 - ' ̂ -^.
avec

P,(.:̂  ) = P, Q, 4- ——1— (P\ Q, - î\ Q\ ).
fi p+'[ ~r I

Comme on a
I \ ( o ) = P i ( o ) Q , ( o ) = P , ( o ) ^ o ,

puisque le polynôme P ( x ) est effectivement de degré JD, les modules
des zéros de Pa restent, quel. que soit n^+.o supérieurs a un nombre
fixe Ï ' Q . Donc la dérivée a ^4.1 racines nulles et ip •+-1 racines de

'modules supérieurs à ro.
Supposons r<^; la, valeur de X calculée précédemment est égale

ici à
_p

- [ t/?-;,4.1 •+- H / ) -4-2 ïp +

si donc, en outre,
. •1..:-1 • R

~ 2^ 4- I

la dérivée, d'après le théorème de M. Walsh rappelé dans l e l emme ,
devrait avoir ^^4- i racines dans le cercle (c); or, elle n'a dans ce
cercle que les n^n racines nulles. Il y a donc contradiction et nous ne
pouvons pas supposer que l'équation proposée a au p l u s / ? — ï racines
extérieures à un cercle fixe. Le théorème est établi pour k == i.

Les points x^ demeurant fixes, supposons que les valeurs de P(;r) et
de ses dérivées données en ces points varient de manière que leurs
modules restent bornés supérieurement et que le module [de P < ( o )
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reste borné intérieurement. Le nombre /"o de la démonstration précé-
dente restera supérieur à un nombre fixe r^, sinon on pourrait trouver
un polynôme P(;r) de la fami l l e cons idérée pour lequel r^ serait nul,
ce qui est impossible.

Le théorème est donc encore applicable dans ce cas.
Supposons-le démontré, avec la généi^alisation précédente, pour un

polynôme à k — i coefficients arbitraires

P/,-i(^) =P(A") -4- Q(^) (ap+i. 'r^i- '-h.. .-+- a ̂ .-1.^7'-^--^

et démontrons-le pour le polynôme

P^,(^) == P(.r) -4- Q(^) (a^^i- M+. . .^-a^x^).

Ecrivons l'équation
p/ ̂ \

(i) ——L 4- a^l.^•/î7'+' 4-. . . + a^x^^ o,
v \ ̂  )

et la transformée en x. -==• — ?
.2:'

P f X }
(2 ) ^Ï/'-'-fc+i 7———— + ̂ p+1 ̂ ï r'-*-V-* -+-... -{- a,,+/,=== o.

ViY^l;

Supposons encore que cette équation n'ait q u e / ? — i racines de
modules supérieurs à un nombre fixe R inférieur aux inverses des
modules de x^ ^, ..., x^ et, par conséquent, n^+ 2 racines dont
les modules peuvent être inférieurs à un nombre arbitrairement
petit r pour un choix convenable des n, et des a^

Prenons la dérivée

T^ . (^^+ 0 PiQi + ̂ ^ Qi- PiQ^)
Qî

+(^p+A—n/^^l)a/,+l^7)-•-fc~ / '7'-^- l+...+(^p^-/c—/^

qu'on peut écrire

n^x^ -^ ——[ ̂ ~ ̂  -l̂  + (i— ̂  ) a^^ïr.———'/-+. .. 1 ,
L yak-^i^ \ ^;;4-/c/ J

en posant
IP,(^0=(I+- ,—)P,Q^-^-(P,Ql- l^Q,) .

\ ^p+h/ ^p+A-
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On a
P , ( o ) = - ( / I + — — Y l ^ ( o )

\ ^ p ^ - k l
et

| P 2 ( o ) i > | S ^ ( o ) | > o .

L/expression entre crochets se déduit donc, par la transformation
\x^—\i d'une expression\ x ^ j

(3) Ïi4^ + 4-H^'''-"+. • •+ a/,+/,-i^"r^-.,
V 3 \ •z' /

dans laquelle Qa^) est de degré ' 2 p 4- 2 et P;t(^*) est effectivement de
degré 2jj-+-i . Cette dernière expression à ( / c — i ) coefficients a^ a
donc 2/? -+- r zéros dont les modules sont inférieurs à un nombre Rç
qui ne dépend que des x^ et des valeurs de P;^^') et de ses dérivées en
ces points. Ces valeurs sont de la forme —~? A ne dépendant que des

/i p _(.../,.
valeurs de P(^) et de ses dérivées aux points x, et étant une fraction
rationnelle bornée par rapport à ces valeurs. Comme —s— varie de

rip^.. fc

zéro à -——, on voit que les valeurs de P;}(.X?) et de ses dérivées
aux points x, restent bornées; il en résulte, d'après l'hypothèse, que
l'expression (3) a 2.p 4- i zéros don t les modules sont inférieurs à an
nombre fixe Ro ; donc, la dérivée de la fraction (2) a '2p -n racines
dont les modules sont supérieurs à un nombre fixe 7-0 === —- * Comme

# A*- 0

elle a en tout np^~\~ ip -4- i zéros, il en reste au plus n^ dont les
modules peuvent devenir arbitrairement petits (il y en a d'ailleurs
rip^-k— ^4-A-i—i qui sont nuls). Il est donc impossible que la fraction
rationnelle (i) ait rip^ç-^ 2 racines inférieures en module à un
nombre r arbitrairement petit, car, en choisissant r inférieur à ro
et à

' n^-+-'î
2/> -h î np+.k + ̂ P -+- 2 7

on devrait avoir, en vertu du théorème de M. Walsh, n^^r î racines
de la dérivée dont les modules seraient inférieurs à r.

An.n. Éc. Norm., (3 ) , XL. — FÉVBIEK 1923. 5
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Si, laissant fixes les nombres x^ on fait varier les valeurs données
à P(x) et à ses dérivées en ces points de façon que leurs modules
soient bornés et que le module de 1̂  (o) reste supérieur à un nombre
positif fixe, les valeurs de P^) et de ses dérivées aux points x,
auront aussi leurs modules bornés et les nombres R(> auront une
limite supérieure. La proposition est donc démontrée dans toute sa
généralité pour le cas où la fraction rationnelle contient k paramètres
arbitraires^, ..., a^^

15. La proposition que nous venons de démontrer est, elle aussi, à
rapprocher d'un théorème qui appartient au groupe des propositions
relatives au théorème de Picard. La proposition du paragraphe précé-
dent nous montre que tous les polynômes P(^) prenant, ainsi que
certaines de leurs dérivées, des valeurs données en des points fixes,
ont toujours p zéros dans un cercle dont le rayon ne dépend que des
valeurs données, des affîxes des points donnés? dep, et du nombre des
termes du polynôme; p désigne le degré du polynôme de plus petit
degré vérifiant les condi t ions imposées à P(^').

Au contraire, les polynômes P(x) ou P(.r) - ï ont certainement
p zéros dans un cercle dont le rayon ne dépend que des valeurs données,
des affîxes des points donnés, dej^ et non du nombre des termes du
polynôme (1).

( 1 ) P. MONTEL, loc. cit. page -23, en noie.


