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SUR

LES FORMULES D’INTERPOLATION
DE STIRLING ET DE NEWTON®"

" Par N.-E. NORLUND

& Copenhague

1. Dans le calcul numérique les méthodes d’interpolation sont d’un
grand secours. Pour I’Astronomie elles ont une importance capitale.
Le probléme de I'interpolation consiste a représenter une fonction i
I'aide des valeurs qu’elle prend pour des valeurs déterminées de la
variable indépendante. Ce probléme comporte évidemment une infi-
nité de solutions. Celle qui se présente tout d’abord & I'esprit a été
donnée par Newton et Stirling et ¢’est d’ailleurs celle dont les calcula-
teurs font presque toujours usage. Dans ce qui suit, nous supposerons
que les valeurs de la variable se succédent en progression arithmé-
tique. Newton (*) représente une fonction, dont on connait les valeurs
‘dans les points s =0, w, 20, 3, ..., par une série de la forme

1y zasz(:—-m)(zézm)....(z—sm).
‘s=0
Mais si les valeurs de la fonction sont données pour les valeurs

entiéres, positives ou négatives, de la variable on préfére généralement
se servir de la formule d'interpolation de Stirling qui est composée de

(1) Un extrait des premiers paragraphes de ce Mémoire a paru en danois dans les Com-
munications de ' Académie royale des Sciences et des Letires de Danemark, t. 4, 1922.
(2) Philos. naturalis principia math. (livre I, lemme 5); methodus differentialis

(Opera, t. 1, p. 521-528; London, 1779).
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deux séries de la forme

A celle-ci se rattachent la formule de Gauss etla formule de Bessel dont
nous parlerons plus loin. Ces quatre séries sont d’ailleurs des cas
particuliers d’une série de polynome> plus générale donnée par
Newton (').

Dans la théorie des apprommatlons numerlques ces développements
jouent un role trés important. On en fait usage dans la construction
des tables numériques (*), dansle calcul des éphémérides et encore
quand on a besoin de faire une différentiation mécanique ou une inté-
gration mécanique. Ce dernier probléme se présente souvent, par
exemple dans I’Astronomie (*). On déduit le plus souvent les formules
d’interpolation par un raisonnement symbolique (*) et purement
formel ou bien en supposant que la fonction qu’il s’agit de représenter
est égale & un polynome; en ce cas particulier la série se réduit & un
nombre fini de termes. Il y a donc lieu de se demander siles séries,
d’interpolation sont convergentes ou non, et, dans le cas de I'affirma-
tive, si la série représente la fonction qu’on s’est proposé de déve-
lopper. Ce mémoire donne la réponse a ces questions. Nous allons
voir que les séries de Stirling et de Gauss divergent en général. Pour que
ces séries convergent, il faut que la fonction correspondante soit une

(1) Par conséquent, la notation formule de Gauss, de Stirling, ctc., n’est pas entidre-
ment en accord avec les faits historiques mais il parait commode de conserver cette
notation, pour abréger I'écriture, et parce qu’elle a été adoptée par un grand nombre
d’auteurs.

(*) R. Rapuv, Beudes sur les formules d’interpolation. Paris, 1891, — H.-L. Rice, The
theory and practice of interpolation. lynn Mass., 1899. — D. Gis, Interpolauon and
numerical integration. London, 1913.

(3) T. Oppoul«n, Lehrbuch zur Bahnbestimmung der Kometen und l’lanete/: Bd 2,
p. 1-68; Leipzig, 1880. — J. F. Encke, Ueber mechanische Quadratur, Gc.samrnelt(,
mat/lenmti.s'clle und astronomische Ab/:andlgmgun, Bd 4, p. 21-99; Berlin, 1888, —
F. Tisseranp, Traité de Mécanique céleste, v. 4, p. 151-197; Paris, 1896.

(*) Poir, par exemple, Euncyclopédie des Sciences mathématiques, t, 1, vol. 4, p. 49-5q
et 88-127. — G. BoOLE, A treatise on the calculus of finite differences, 2° édition, p: 1-61 ;
London, 1872. — T N. Thieke, Interpolationsrechnung, p. 68-104; Leipzig, 1909,
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fonction entiére d'une nature bien particuliére de sorte que la conver-
gence ne se présente presque]amalb dans les applications. Ce fait n’est
pas sans intérét. Par exemple, si 'on veut construire une table de’
logarithmes on se borne & calculer directement un petit nombre de
looamthmes et 'on détermine tous les autres a I'aide de la formule
&’ mterpolatlon de Stirling. En procédant ainsi on fera une grande
économie de travail et 'on aura une approximation suffisante en se
bornant & calculer trois ou quatre termes dans la série d’interpolation, .
pourvu que lintervalle de la table ait été choisi suffisamment petit.
Mais si cette condition n’est pas satisfaite, ou si I’on voulait essayer
d’obtenir une approximation plus grande en calculant un grand
nombre de termes dans la série d’interpolation, on trouverait une
valeur entiérement fausse du logarithme par suite de la divergence de
la série.

Mais ce n’est pas seulement dans la théorie des approximations
numériques que les séries d’interpolation peuvent rendre service. Ces
séries se présentent encore dans plusieurs problemes d’Analyse.
Tout récemment G. Pdlya (') et F. Carlson () en ont fait des appli-
cations intéressantes & 'étude de certaines fonctions qui prennent des
valeurs entiéres pour les valeurs entiéres de la variable. Dans le calcul
aux différences finies les séries d’interpolation jouent un role capital
et je vais en tirer parti dans un Mémoire prochain.

Dans les paragraphes 2-8 j’ai fait une étude approfondie des pro-
priétés de la-série de Stirling et j’ai indiqué la condition de conver-
gence sous une forme qui parait bien remarquable. A cette série se
rattachent certaines formules de quadrature et de différentiation méca-
nique. Dans le paragraphe 15 j'ai indiqué la condition nécessaire et:
suffisante pour que ces développements convergent. :

11y a intérét & vapprocher la formule de Stirling de la formule d’in-
terpolation de-Newton (1). Le calculateur se sert de la formule de
Newton quand il s’agitd’interpoler au vmsmao'e d’ une des deux extré-

(1) Ucber ganzwertige ganze Funktionen (Rend. Circ. mat. Palermo, t. 40, 1915,
p- 1-16). — Tber vanze ganzwertige Funktionen [Na‘c/u Ges. Gott. (Math.-Phys.), 1920,
p. 1-10]. L'étude de G. P6lya a été complétée -par G.-H. Hardy et E. Landau (Proc

Cambr. philos. Soc., 1. 49, 1919, p-60-63; t. 20, 1920, p. 14-15).
(2) Ueber ganzwertige Funktionen (Mat/1 Z., t. 14, 1921, p. 1-23).

Ann. Ec. Norm., (3), XXXIX. — NovemsRE 1g22. 44
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mités de la table; maisen tout autre cas il préfére la série de Stirling
parce qu’elle est « plus convergente », c’est-a-dire que les premiers
termes de la série de Stirling donnent une meilleure approximation
que les premiers termes de la série de Newton. On pourrait donc étre
tenté de croire que la convergence de la série de Newton devrail
entrainer la convergence de la série de Stirling. Mais il n’en est rien.
Nous allons voir que la série (1) converge dans des cas beaucoup plus
étendus que ne le fait la série d’interpolation de Stirling. On voit par
I une nouvelle fois combien est grande la différence entre ce que
demandentle géométre et le calculateur des séries dont ils s’occupent.
Si une série converge, le géomeétre en peut tirer parti sans se préoc-
cuper de la rapidité de la convergence. Mais s’il s’agit d’une approxi-
mation numeérique U'essentiel estle degré d’approximation que donnent
les premiers termes dela série, et une série de Stirling, qui diverge, peut
quelquefois rendre de plus grands services qu'une série de Newton
qul converge. \

La série (1) a été étudiée par S. Pincherle et F. Carlson dans deux
Mémoires dont nous parlerons plus loin. S. Pincherle a fait remarquer
qu’il n’y a pas, en général, de point singulier sur la droite de conver-
gence. Dans les paragraphes 9-13 j’ai étudié la série de Newton par
une méthode nouvelle et directe. Je démontre qu’il y a un rapport
remarquable et trés simple entre le domaine de convergence de la
série et les propriétés analytiques de la fonction qu’elle représente.
Cecl est vrai pour toute valeur positive de ® en exceptant une seule
qui présente des difficultés sérieuses. Je me suis arrété longtemps sur
ce probléme et les résultats obtenus présentent quelque analogie
avec ceux qu’a trouvés H. Bohr relativement aux séries de Diri-
chlet. . o

En particulier, je démontre que la condition nécessaire et suffisante
pour qu'une fonction ®(z) se représente par la série (1) (w étant
positif) c’est qu'il existe un nombre réel « tel que la fonction est holo-
morphe dans le demi-plan B(z) > « et y satisfait & U'inégalité

@ ()] < el

k étant un nombre positif. La série converge dans le demi plan R(z)> o
si le nombre o est positif et suffisamment petit.
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La formule d'interpolation de Stirling.

2. Considérons d’abord une série de la forme

(2) Zass(zz—12)(:"—22)...(32—3‘2),
$=0

ol les coefficients a, ne dépendent pas de z. Si s est un entier positif,
négatif ou nul, la série se réduit 3 un nombre fini de termes. En met-
tant de coté ce cas, nous démontrerons le théoréeme suivant. Si la
série (2) converge pour z = 5, (043, n'est pas un entier), elle converge
uniformément dans tout domaine fini dans le plan de la variable =. Ce
résultat se déduit aisément d’un théoréme d’Abel (').

En effet, posons

b= asz,(35—1%)(55 —2%) ... (35 — s*),
(5) 5(82—1?) (52— 2?)... (5t —s*

Ug(s5) = 5 5 = 5 570

4 5 (35 —17) (33 — 2%) ... (32 —s*

on aura

ws(5) — Ugpy (7) = us (3)

Le reste de la série (2) peut donc s’écrire comme il suit

s=m s=m V=S V=um

(3) E bsug(zs) -= Z [us(s) —useq(3)] E by + Uy (5) Z b,

s=n s=n YV=n v=n
i s=m v=s v=um
O us(3) N
= (3?— 52 —= N 4u 3 2 b,.
== (s ~0) 24 (s+1)“—s§ P v+ "H—l(“) v
s=n v=n v=n

Pour voir comment les u, se comportent pour des valeurs trés grandes
de s, divisons le numérateur et le dénominateur de u, par (s!)*; nous
aurons

(4) us(z)=

(1) Brouwich, Lheory of infinite series, p. 205—7 ; London, 1g908.
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Sur cette expression on voit immédiatement que u, tend uniformé-
ment vers une limite quand s augmente indéfiniment, = étant situé
dans un domaine fini quelconque. Cette limite est d’ailleurs égale &

. sinws
lim us(z) = = .
S—> SINT S,
Cela posé, soit ¢ un nombre positif. Par hypothése, on sait trouver un
nombre 7, tel que

v=s
. Foes >
v: b, | <e, si sZznzZn,.

V=n

De I'équation (3) on déduit donc I'inégalité suivante
'v—m ‘ s=m

Zbus )| < Ce zl(s—i—-l) I +Ce<< (e,

s=n Ss=n

CetC, désignant des constantes. Le théoréme énoncé est donc vrai.
Par conséquent, sila série (2) converge, elle représente toujours une
fonction entiére que nous désignerons par H(z) :
H(z):z (52— 12) (82— 22) ... (52— s?).
§ =0

Pour voir quelles sont les fonctions entiéres qui admettent un déve-
loppement de cette forme nous allons chercher une fonction majorante
relative a H(z). Il va sans dire qu’on peut choisir les a; tels que la
série (2) converge absolument dans tout le plan. Mais il arrive aussi
que cette série est simplement convergente pour toute valeur de z qui
n’est pas un entier. Pour cette raiscn nous allons d’abord transformer
da. série.en une série absolument convergente. Reprenons I’équa-
tion (3), posons n=o et faisons tendre m vers l’inﬁni. On trouvera

H(s)=H(z) sinm. “—”0)2(5 us () _225

sinms +1)?—

§=0

La derniére série converge absolument, car les u, tendent vers une
limite finie quand s augmente indéfiniment, comme nous 'avons déja
vu, et la série £b, est par hypothése convergente. On sait doné.trouver
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une constante ¢ telle que
Vv=ys

. X
o D> b <<e,  s=o, 1,2, ..

V=0

On a par conséquent I'inégalité suivante

o e sinws
(5)  IH()|<|H(s) S22

)

(s+1)’—-..5

| 52— 52| z

Nous avons supposé que la série (2) converge pour s = 5,, mais
cette hypothése entraine que la série converge dans tout le plan. Nous
pouvons done, sans restreindre la généralité, admettre que 0 <35,<1.

iD_e I’équation (4) on déduit maintenant que

e g e
TR (=B (=) (- ==

HA

[z{(x—i--%l-)(w—l;lz)_l_ﬂ | _"' .

__shm:lz]__l_z_
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ou shz désigne le sinus hyperbolique de 5. En substltuam cette expres-
sion dans I’ megallte (5) on trouvera
. shm]z| . m>
sinma, 3,

Par conséquent, st la fonction H(z) admet un développement de la
Jorme (2), on sait trouver une constante G telle que

sinms
sinms,

lH(z)l<}H<zo>

(6) |H (z)[ < Cemi=l

pour toute valeur de 5. Cette inégalité cesse d’étre vraie si, dans 'expo-
sant, on remplace = par un nombre qui est inférieur 4 %. En effet,
la fonction sinwz admet un développement de la forme (2),
si — 7 < w <. Mais il n’en est plus ainsi pour w ==. De méme, la

fonction entiére
COSTZ —1

-
&

se représente par une série de la méme forme.

3. Quand on veut trouver toutes Jes fonctions qui se représentent
par notre formule d’interpolation, on peutdonc se borner a considérer
les fonctions entiéres dont I'ordre est 1. Pour voir quelle condition
ultérieure il faut imposer a ces fonctions nous allons exprimer le terme
complémentaire de la série 4 I'aide de I'intégrale de Cauchy. Soit H(x)
une fonction entiéere et posons pour abréger

AH(e) =H (x +1) — H (a),
A*H(z) =A[A*'H(x)].

Les différences successives de H(x) s’expriment par les intégrales
suivantes

1 H(C)dC

2L —Z

H(Z)de
AH(#)= == 2me f(Z;——-x)(?,‘—-x—yr)

n H<:)dc
va@= 5 [ T2 f—2—1)... E—z—n)’

H(z)= —
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ot la ligne d’intégration est un cercle parcouru en sens positif, ayant
origine pour centre et avec un rayon si grand que le cercle comprend
les points @, x +1, ..., 2 + n.

Cela posé, considérons I'identité suivante

\L"—-‘l( ) Uu( ) I
Un(&) +un( )C—

(1) = e

ou : ‘
Yy(s)=(s—a,)(5—ax)...(5— ay).

Ay =0, (lin:; , Aappr =1"n.
On trouvera
L (—l—?)(a—}—s-—-[) (s—s+1)
Eems C+"S)(§+S—-I).. (L—s)

sS=

n—1

(2T ()

? (B4+s)(z+s—1)...(5—5¢)
e — ) —2) . (F—n)—5

5(s
~ T+ NEF9..C—s) I

Multiplions les deux membres de cette équation par H(Y) et intégrons
par rapport a { le long d’un cercle C, parcouru en sens positif, ayant
I'origine pour centre et avec unrayon qui est plus grand que n. On
trouve

® no=3(° +s)M(_s)+2 (270) a1y R

$=0

ou

I 5(52—1
(9) 3 R‘_'r1+1 - ﬁuil:(cz‘—l

(=2 . (F=n) BQ) 4
NT—). . (T—) T—s

On suppose ici que le point s est situé  l'intérieur du cercle C,.
De méme en choisissant, dans I’équation (7), les nombres a, de la
maniére suivante :
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on obtiendra, au lieu de I'équation (8), cette autre relation :-

(10) H(s) = Z(z +:S"> A% H(—s)

09+I> A%HH —S)“*'R‘mﬂ

<3
: $=0
Pour abréger, nous désignerons les séries (8) et (10) comme les
formules d’interpolation de Gauss ('). En ajoutant terme a terme ces
deux séries on trouvera la formule d’interpolation de Stirling (*) :. .

(xr1) H(s)= 2:2(:2*12)( 57— 3—1)2]A25H(—s)

2s)!

3 52.—-12)(52—22) (,..2_52) 254 —_— _
+2 (25 +1)! va .1H( =0 Rimsa

ou R,,., a la valeur indiquée par !’ 1ntegrale (9). Ici nous avons posé,

pour abréger,
H(z +1) +H(x)_

VH(z) = 5

En donnant & s les valeurs o, 1, 2, ..., n — 1 dans les deux séries
qui figurent au second membre de I equatlon (11), on trouvera pour
le reste R,, aprés 2n termes ’expression suivante :

(1) M= gr [ EDenlmm o Bl ) A
' C

2T L(82—12%) (L2 —22) ... (L*—n?) {—z

On obtient un autre développement remarquable de la maniére
suivante. Remplagons, dans I’équation (10), 5 par z -;——;- et H(z)

(1) C.-F. Gavss, Theoria interpoldtionis methodo nova tractata (Werke, t. 11,
p. 265-330), Gotlingen, 1876. — L.-F. Encke, Ucber Interpolation. Gesammelte mathe-
matische und astronomische Abhandlungen, t.1, p. 1-20; Berlin, 1888. Danis ce M(,mou‘e,'
Encke reproduit des lecons faites par Gauss en 1812. :

(%) Methodus differentialis sive tractatus de summatione et Lnterpolauone serierum
infinitarum, London, 173o0.
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par H z—=). Remplacons, dans I'équation (8), z par s — - et H(z
> P q )» 5P >

I . N , . . -
parH (z -+ -2->- En ajoutant terme & terme les deux séries ainsi obtenues

on trouvera la formule d’interpolation de Bessel :

B R S S I

=0 (25)! —s—3
[ N e (3] [ (5= 1)
+;S:O {" <2> ][“ (<i>j)' [ \ z> IA“+1H(_S_§>+“M+1’
ou ) 2 2 2
D W = =) )[==()]- [:2_(n—%>_]H(§)dZ’
v Z ), 42—<%>2Hc2_@>2] [“‘(”“é)ﬂjc“ .
(3) (

o i, o e

4. Je vais démontrer que ces termes complémentaires tendent vers
zéro quand n augmente indéfiniment, si la fonction H(s) satisfait a

Fig. 1.

une certaine inégalité. Considérons d’abord R,,,,. Sans changer la

valeur de cette intégrale on peut déformer le cercle C, et le remplacer

par le chemin d'intégration indiqué dans la figure 1. KAB et DEF

désignent deux arcs d’un cercle ayant I'origine comme centre et avec
Ann. Ee. Norm., (3), XXXIX. — DECEMBRE 1922, 45
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le rayon logr. Comme ligne d’intégration je prends la courbe
ABCDEFGKA, qui est composée de ces deux arcs de cercle et de
deux arcs BCD et FGK de la lemniscate de Bernoulli qui a pour équa-
tion r=n\/2cos2¢. Cette courbe coupe donc l'axe réel dans les
points == ny/2. Ce choix du chemin d'intégration est un pointessentiel
dans notre démonstration. Il va nous permetire d’indiquer, avec une
tres grande précision, la condition qui assure la convergence de la
série. Si l'on avait cheminé le long d’une autre courbe on aurait
trouvé une inégalité moins précise. Comme le chemin d’intégration
est symétrique par rapport & I'axe imaginaire on peut réduire 'inté-
grale (g) et I'écrire comme il suit :

6 R n+1— - f 5<:":"_ lq) (: — ’7-2) Hl( s
(&) _ : ancor S(8*— g “

Tl 1) ... (8 —n?) {*—
ol nous avons posé, pour abréger,
(17) H,(8) =¢[H(E) — H(— )] +=[H(E) +H(—0)]
Soit v, le plus petit nombre positif qui satisfait & I'équation

1 /logn\?
(18) cosm'u:—<- 2 > .
2

n

. .. . T 1y , .
Le nombre ¢, est inféricur i 7 et 'on a évidemment

lim ¢, =
R = ®

1A

Sinous posons { =re”, le chemin d’intégration est composé de :
1° L'arc AB, ou

7
r=1logn et —_ =
2

S0S—n;
2° L’arc BCD, ou

r:n\/m el — 0, S0 0
3° L’arc DE, ou

r=logn et v, o<

wlia
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Ecrivons maintenant I'intégrale (16) sous la forme suivante
R z2 2 =2 1

3 =3I\ I— — I — el I — — ) ——

2t ( 12>< '-’> ( n‘-’)zr-:z

— ) (2 T(C—nr) H,(Z
(=" (1P TE—r) (D)

72— 32

In

[~

X
ABCDE FE+n+1)

Le produit qui figure avant le signe intégrale tend vers une limite

. C aa - . . .. sinms
finie, quand » augmente indéfiniment, savoir vers la limite .
Il suffit donc de considérer la derniere intégrale, que je décompose en
trois parties en écrivant _
n*jami

~2 z2 1
>... <1— —> ———-.(P,;—}— Qn—l—Tn)’

Y BCD

ou
-[)n:f ’ Qu:f 4 rrn___: /.'
AB < DE

Sur 'arec BCD on a maintenant

{=n2cos2ve,

d¢ =iny/2cosav(1+ itang2av) e’ dp,
- nya

par conséquent,

%= s
av|™ \/coszv

En posant, pour abréger,
”(nl)r(c——n)

Fa(oy= (=
n?

(19)
( . m [T(n)]? ,
(20) Tsinnl D(n+ )T (n—¢) n*—¢2
on trouvera
Pn:l'lognf nf,L(c:)—Ig—i-@e""dv,
-z G
(21) Q.=in ‘ "fn(v)g?‘t(%\/z cos2¢ (14 itangav) e do,

wla

(22) T,=1ilogn
U
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5. Avant d’aller plus loin je m’arréte un moment pour dire quelques
mots sur une certaine fonction ¢(¢) qui joue un role important dans
notre probléme. Je définis cette fonction dans I'intervalle — wSeoSw
par les deux expressions suivantes :

(23) al;(v):cosvlo"(\/coszv—}- % cose) + asine arc sin(y2sine),
T o

sl
ogpqgg ou %?glqgn
Mais
(24) b(v) =m|sing|
si '
T 3n
. Z=| ¢)|< _Z...

La fonction, ainsi définie, satisfait aux relations

; d{("):‘l"(— ‘))»

5
(23) $() = (m — 0),

et elle est continue, car, des deux expressidns indiquées, il résulte
que
T T
o(3)="v/5

Yoy =Y(xn)=2log(r+ 2),

¢<i§>:n.

Je vais démontrer que la fonction Y(¢) admet des minima dans les

On a, de plus,

points o et === et des maxima dans les points == g Considérons

d’abord I'intervalle 0 <o <Z. On aura

=4
. - - " dx
(26) arcsin{yosiny ) = /gf Cos2 oz
(\/ ) \ : '_—coszx’
— =~ - ?sinxd
(27) log(y/cosav + /2 cosv):\/zf x.
‘ , Vcosax
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On le vérifie aisément en dérivant par rapport a ¢. En faisant ¢y = o
dans la derniére équation on trouvera

lo®(1+\/—) \/f smxdx

0 \/C0:2J}

L’expression (23) peut donc s’écrire comme il suit :

inxd
(28) b(v) =2cosvlog(1+y2) — 22 cose \S/]:o:2:
- “cosxdx
2y/2 sinp Voosaz
~ rsin(v —z)dx
:2cosvlog(1+\/;)+‘3‘/2jp _%ﬁa%_r.

En dérivant par rapport a ¢ il vient
(29) x[)’(w):——zsinvlog<1—|—\/§>+2\/§[
0

v cos(v _x)dx
ycosaz

En dérivant encore une fois on trouvera

(30) vy =22 o).

ycosav

De I’équation (28) on déduit l’inégalité suivante :

d(¢) £ 2cosvlog (1+\/0)+ sin(v—-x)dx

\/coso
_L@_
ycosap

On aura donc, en vertu de I'équation (30),

Lp”(cv)zzcosv[\/ Va —lo@(t—l—\/—)]

cos2v¢

:2cosv]og(r+\/5)+ (1—cosv).

Mais il en résulte que J”(v) est positive dans 'intervalle en question.
On voit & ’équation (29) que

d'(0) =o.

T

La dérivée '(v) est donc positive, continue et croissante dans
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I'intervalle o<v§;- On en conclut, en tenant compte de I'expres- -
. 4
sion (24), que la fonction ¢(¢) est positive, continue et croissante

. T , . , .
dans 'intervalle 0S¢ S '; Cela posé, on voit aux équations (25) que la

2

fonction ¢(¢) admet les maxima et minima indiqués ci-dessus et qu’elle
n’en admet pas d’autres. On a done, pour toute valeur de ¢,

n2d(e)Z2log(x+/2)>o0.

Des équations (23), (26) et (27) on peut aussi déduire I'expression
suivante de la fonction ¢(v) :

T
T .
~ [ s —oVd
"!)((’):7[51[10—}—3\/2/ M.
v \/COSQm

Dans l’intervallezl:- > ¢Zo lafonction satisfait donc & I'inégalité
d(¢) >msinp.
6. Posons
— log|H(re®)|
B —

(31) h(¢)= lim
——

Dans le paragraphe 2 nous avons démontré que la convergence de
la série d’interpolation entraine que

h(v)Sm

., . . ™
our toute valeur de ¢. Mais c¢’est seulement dans les points ¢ = == -
2

que la fonction A(v) peut atteindre sa limite supérieure =. Par une
analyse plus détaillée on peut, en effet, démontrer que

h(e)Sd(v).

De plus, on voit aisément que les termes complémentaires que nous
venons d’indiquer tendent vers zéro, si

h(v) <d(v)

pour toute valeur de ¢. On peut méme démontrer un théoréme plus
précis. Admettons que la fonction entiere H({) = H(re") satisfait
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aux inégalités
(32) [H() —H(—=0)| <& rby,
(33) [H(Z) + H(=2)| < er¥to) pds,
pour rZr,. Soit B le plus grand des nombres B, et B,—1; on sait
trouver une constante G telle que
(34) [H, (re)| << Cervtw) pB+t
pour rZr,. Nous allons démontrer que le reste R,,., tend vers zéro,
si B est négatif. Dans ce but, étudions comment la fonction | £,(¢)| se

comporte pour les valeurs tres grandes de n. Admettons d’abord
que ¢, >¢ > — v¢,. On sait que

(35) [(2) :\/ﬁx"ée—av[wa(x)],

ou e(x) tend vers zéro, quand « tend vers I'infini d’une tellé maniére
qu’elle s’éloigne indéfinimentde 'axe des nombres négatifs. L’expres-
sion (19) peut donc s’écrire

oy [T(2)PT(Z—n) n?

(36) Ja(0)=(

L'+ n) C+n
. .
2 nYy e 14
:(_')"Zn(_—yirﬁ) <§+Z> [t+¢e(n)],

ot ¢(n) tend vers zéro quand » augmente indéfiniment. Puisque

Op >0 > —Vp,
nous aurons
{=reY=n\/acos2ave’.
On en déduit que ‘
C:}_ n2—n? eklv.
Par conséquent,
g2 — n?

n?

=1I.

Par un calcul facile on trouvera

{—n _2cos20—1-+ iasiney/acos2e

{4-n (Vcosap + /2 cosv)’
\/m+i\/55iliv>2

(\/cos.zv+ 2 cosv.)
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Mais, de cette }équation résulte que

{—n|_ - —2
o = (y/cosa v + /2 cose ) %,
arg z _‘__Z =2 arcsin(y/2sine).

De I'expression (36) nous pouvons donc conclure que

utod = o] (22 ) 1 et

=ame~V|[1+¢e(n)]|.

Cela posé, on déduit de I'équation (2r1), en tenant compte de I'iné-
galité (34),

o H, (¢ 2 dy
lin = n f Ifn( )ll _( ) \/\—/635—2?
2
< n( f [fn(0)]er¥® rf-—t o
S0

—y

+ 0, 1{'3"—1
< nﬁC,f (cosay)? v

—v,

v 1
n 'B_l
=20, nﬁf (cos2p)? dy,
0

ou G, et C, désignent des constantes. En décomposant la derniére
1ntegrale en deux partles on trouvera

IQn[<2C2nB[ (cosac)2 dv+4C2nf3f -—Sl—nw—d‘)l—
z (cos29)’ —3f

Admettons que 3 <o. La premiére intégrale au second membre tend
vers zéro quand n augmente indéfiniment. La derniére intégrale est
égale a
1 k3
2C2nﬁf x2 a’x___ J2@—‘nﬁ[2 2 (coszv,,)EB]
' 21
=250 0,518 — (logn)P].

Mais cette expression tend vers-zéro, quand n— o, parce que { est
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négatif. On a donc
lim Q, =o.

n—>»

Considérons maintenant 'intégrale T,. Commencons par étudier
comment se comporte la fonction f,(¢) sur I'arc DE quand rn est trés
grand. f, peut s’écrire sous la forme (20). De I'expression asympto-
tique (35) de la fonction gamma on conclut que

1
[T(n)7]? n® ne "3 n—\&. A
T(n+0O(n—%) nn—¢ /1'3—:‘-’) (n_+—’;) [r+e(n)]

En posant { = logne®, on trouvera

n—=¢ n*—(logn)*—ainlognsinge
n-+¢  n*4(logn)*+anlogncosy

On a donc
n—=¢J? . 4nlogn cosy
| =1— ) EY 2
n -+t n*—+ (logn)*+2nlogncosy
n—=_§ anlognsing

arg — arc tang

n+7 n*—log*n

En posant, pour abréger,
4nlogncose
n*4login +2nlogn cose’

o(n)=

on aura donc

2nlogznsine
nt —log*n

n—¢\¢ % log n cos ¢ log [1— @ (n)]+log n sin v arc tang
r e
=g

Quand n tend vers l'infini, cette expression tend uniformément
vers 1. De plus, on trouvera

n?—C%? 2 log*n
i S —=1— —log’ncosay + g2,
n? n* nt
Par conséquent,
1
n-= n_k:"- —(In. +é)élog(1——%log‘-’n cos‘.’v+!—°%:—")
n*— g* =< ' .

Cette quantité tend aussi vers 1, quand n—. Nous avons ainsi

démontré que
lim [L(2)]* n?
1) 5 =
TR O (=0 BT
Ann. Ee. Norm., (3), XXXIX. — DECEMBRE 1922. 46

=1I,
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si |{] =logz. On sait donc trouver une constante c telle que, sur

I’arc DE,
If" (V) I < ¢ e'—"‘ﬁsinv_

Cela posé, on voit que I'intégrale (22) satisfait a I'inégalité

18

IT,L|<clr—if | fu(9) My (7 ei*) | do

n ‘

Y

it

o1

< CQ ,.—lf e~ rmsing l I.I1 (,. ez’u) [ a’p,

'n

ou G, et C, sont des constantes. Décomposons cette intégrale en deux
parties et remplacons H, par I'expression (34). On trouvera

w1
wly

[T, | < CCzrﬁf ertyw—-msinel gy o CC, rB / do.

. g
&

Le dernier terme au second membre tend vers zéro, quand n— sz,
parce que 8 est négatif. De I'équation (18) il résulte que

T 1 /logn\?
7 <<= .
4 2 n

Puisque la fonction continue ¢(¢)-— wsiny s’annule dans le

. T . s ep -
point ¢ = T on sait trouver un nombre positif r, tel que, pour n> n,,
on aura

Y(v) — msine <1,
sl
T
Z =V=Vn
Par conséquent,
kg ™
3 T

r

“vn

ertbw)—msine] o :/ nY () =wsine
v

"1r n /logn\?
<’l<Z"—9n><;< o >:

et la derniére quantité tend vers zéro quand n augmente indéfiniment.
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On en conclut que

lim T, =o.
n—>=»

On voit tout & fait de la méme maniere que 'intégrale T, o. Nous
avons ainsi démontré que
lim Repyy=o,

n-—>x

si 8 < o. Les séries d’interpolation de Gauss,

H(s)=H(o) +§ [(;S> A*H(— s) + (52“;:“__1‘>A=s—x H(——s)].

H(z)=H(o) +i [(‘ +2f9_‘>A2-*I-I(fs> - (5 N “‘) A=V H(— s + 1)],

28§ —1I

convergent donc, st H(z) est une fonction entiere qui salisfait aux
inégalites (32) et (33), ou

(37) @|<07 ﬁ2<"

Considérons maintenant I'intégrale (12). Nous pouvons la décom-
poser en deux intégrales et écrire le reste R,, sous la forme suivante :

Re. e ’Lf 5 (st—12) ... [52— (n—1)?] HO+H(=0)
2n — 27[1' ABCDE:(C:!__lﬂ)(cz_Q:!)._.[C;’_(n_l)zl cz__:z
1 ‘ 5(s2—12) ... (52— n?) H({) —H(=10) e
27l J gy (E— 1) (& —2%) .. (8 — n?) r— 32 :

On voit immédiatement que les inégalités (37) entrainent aussi que
ces deux intégrales tendent vers zéro quand 7 augmente indéfiniment.

La série de Stirling .
H(s)=H(0) + STAH(—1) + -z-fAﬂH(— 0+ 2D A H(— )
4 ————SQ“ZTIQ’A'« (o) + X E My om(— 3y +..

converge donc si les nombres (3, et B, satisfont aux inégalités (37).

E.-T. Whittaker et K. Ogura ont indiqué récemment un théoréme
semblable mais sans arriver & la condition de convergence précise
que nous venons de trouver, -
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Dans un Mémoire important, E.-T. Whittaker (*) fait voir que la
série de Gauss converge, si H(z) est une fonction entiére qui satisfait
4 I'inégalité

|H(re*)| < const.em—arisinel g o,
Mais cet auteur a ainsi laiss¢ de coté des fonctions telles que la sui-
vante :

H(:)=a, 3—ay2Zal3+2y>,
qui satisfait & notre condition de convergence. K. Ogura (*) démontre,
dans un article publié par les soins de J. Hadamard, que la série d’in-
terpolation de Stirling converge si Hiz) est une fonction entiere et
paire qui satisfait & la condition

|H(rev)| < e, o< A< logo.

Nous avons vu qu’on peut remplacer A par une fonction de ¢ qui vérifie

I'inégalité
2 U(0)2log(3 + 2y/2).

Considérons enfin les termes complémentaires (14) et (15) de la série
‘de Bessel. Nous pouvons réduire ces intégrales a la forme suivante :

9

R i i i
L f (é)” (;2)‘2_”'[_52"('”"T1>,>.2_l:[l(§):|—ll$—§)
S [ B

= =Gl @H[“(“z)] Hy(0) 40

e G )| ) o o

H, (§) =¢[H() + H(—=0) ]+ s [H(§) — H(—=0)].

(1) On the Functions which are represented by the Expansions of the Interpolation-
Theory ( Proceed. Royal Soc. Edinburgh, t. XXXV, 1915, p. 181-194).

(%) Sur la théorie de !'interpolation de Stirling ct les zéros des fonctions entiéres ( Bull.
Sec. math., 2¢ série, t. XLV, 1921, p. 31-40); woir aussi Comptes rendus du Congrés inter-
national des Mathématiciens & Strasbourg, 1920, Toulouse, 1921, p. 316-322.

x [e— G)J ["‘(3)] o i G 5)] D) —1— )
df

(L

dzg,
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En raisonnant comme plus haut on voit que ces deux restes tendent
vers zéro, c’est-a-dire que la série de Bessel converge, st

(38) ,(31<1, ﬁ2<0.

Si H(z) est une fonction impaire, la série de Bessel est donc celle qui
est la plus avantageuse, mais si H(z) est une fonction paire, la série de
Stirling est & préférer.

J'al encore quelques remarques i ajouter au sujet de la série de
(Gauss. En réunissant deux termes consécutifs en un seul terme, nous
avons démontré que la série ainsi obtenue converge si les condi-
tions (37) sont satisfaites. Mais si I'on ne fait pas cette contraction
des termes de la série, ces conditions ne suffisent pas pour assurer la
convergence de la série. En ce cas nous devons encore démontrer que
les termes de la série tendent vers zéro. On aura maintenant
R O [ ey e = R

: ABCDE R T

(
< [H(¢) + H(—21] 4%

Cette intégrale tend vers zéro si le nombre 3, est négatif, quand ¢

. . . T - T L.
appartient & l'intervalle -~ ¢>— - La série de Gauss
4

4=

2

H(s)=H(o) - <T>AH(—I)+ (5 +‘>A2H(—1) + <:_3H)A3H(—z) ...

sera donc convergente pourvu que , < o et

o

<1, si 3T—r>c'> 7—-:,
4 4

. ™ T

ﬁ._2<o, Sl Z >v>—:,—‘-

On en conclut par exemple que la fonction cosws se représente par la
série de Gauss qui en ce cas prend la forme

Co o 3 NEE AN  \notn (:—i—n

(40) cosw~._x+2(l>—z< ) > v (—1)"2 an

\

+‘(_,)1122n+—l< s+ Il>

2n +1
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On vérifie aussi aisément que cette série converge simplement dans
tout le plan. Mais si I'on fait H(z) =sinw= dans la série de Gauss,
tous les termes de la série s’annulent. La fonction sinwz n’admet donc
pas un développement de cette forme. Cette fonction satisfait & notre
inégalité pour B, = o. Cet exemple nous montre donc qu’il est néces-
saire de supposer B, < o.

7. L'exemple H(z) = coswz met en évidence que nos conditions de
convergence ne suffisent pas pour assurer la convergence absolue des
séries. Soient u,, u,, u,, ... les termes de la série de Gauss. Le
terme u,, est égal a I'intégrale (39) et 'on aura

s4+n\ .,
l42n+1:(2n +I>A~’”“H(—- n)

_ s(3?—12%). .. (52— n?)
- 2nl‘£HCDEC(§2—J2). = (1)
X 1(n4+1) [HE) + T(— )]+ ¢[H) —H(—1)] | L.

On voit & ces deux intégrales qu’on sait trouver un nombre positif ¢ tel
que.

lim n(logn)*tu,=o,

n> oo
pourvu que

ﬁl<“xy Bz<'—2.

Ces deux inégalités entrainent donc la convergence absolue des deux
séries d’interpolation de Gauss.
Dans la série de Stirling on aura

gy = 1/‘ 52(5’—12)---[22—(”—1)31[H(C)—l—H(—C)]dC,
ABCDE

T omi L —17)... (" — a?)
I * z(52—12%)...(z*— n?) :
Uans1= 77 apopg (G — 12) . [EF—(n +1)%] [(HE)—HE=0]4,

et I'on en conclut que la série de Stirling converge absolument si
i<—1, B.<<o.
On voit de méme que la série de Bessel converge absolument si

ﬁl<0’ ﬁ2<"“1-
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Si en particulier H(z) est une fonction paire, on aura
VAS+I H(— s —1) = o,
A““H(—s—— é) —o0, VA¥H (—s—-~> AvH | —s— 1>-

La formule de Stirling se réduit par conséquent i la suivante :

(41). H(z )_Z (st E

— U pepi (- ),

T
et la formule de Bessel prend la forme
NN e

(42) H(:):E 7! s—2)-

s§=0

Si H(z) est une fonctien impaire on aura

A¥*H(—s)=o, VA SH H(— s —1) = A¥+1 H(—3s),

1

VAL <———s _ -> —o.
2

La formule de Stirling s’écrit donc comme il suit :

o\ 2 0 (2
(43) I‘[(:):}_‘ .I )((25_*_2!))1 (s $ )A23+1H(___S)’

et la formule de Bessel prend la forme

e [ (V| 2 3\, R _ Iy
(44) H(z):zE[ <2> J[ (g:l]l)! [ <s 2) ]A”MH(—'S—L).

2
s=0

Comme la fonction cosmws satisfait aux conditions (37), I’équation (41)
nous donne le développement convergent

(45) COSﬂ::z(—x)s(—zﬂgﬁsﬁ(s"—-12)...[:2—(5—1)’].
§=0 '

La fonction sinmz satisfait aux conditions (38). Elle se représente
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done par la série (44) qui s’écrit

(46) sm=§(_l)(z_21__)_‘ [_ (-)J [_(2”[*(9_;)]

On trouve de méme les deux développements convergents suivants :

3 [p‘l <I>2—‘ [n? (\

COSTS — COSTT &L ~ |~ o ~ .

—_— — —C0sSTTo } -z -
0 d

S i i i

asinms —ssinma . (32— 1?2) (32— 2?).. . (3
3 - :smﬂ:ocz(

P

: )
ar—12) (ot —2%)..[at— (s + l)'l]7

§=0
ot o est un nombre quelconque qui ne fait pas disparaitre un des
dénominateurs.

8. De ce que nous venons de dire il résulte a fortiori que les quatre
séries d’interpolation convergent absolument si la fonction 4(v),
définie par I’équation (31), satisfait a I'inégalité

(o) < (o)

pour toutes les valeurs de ¢. Un cas particuliérement intéressant est
celui ot 'on a 2(¢) = ¢ (¢) dans un nombre fini de points, pendant
que A(¢) << V(¢) pour toute autre valeur de v. Quelles sont alors les
conditions de convergence? Nous allons voir qu’en ce cas particulier
nos inégalités relativement aux nombres 3 pourront se remplacer par
d’autres qui sont moins restrictives. Soit o un point tel que

Rla)=d(a),  A(e)<(e), via

Remarquons d’abord que, dans les intervalles §4—7-1>v>% et

3 . . .
— %> g >— —45, on ne trouve jamais un point o de cette sorte. Car .

s'il y a, a lintéricur d’'un de ces deux intervalles, un point de coinci-
dence entre la courbe $(v) et la courbe (), il y en a une infinité. C’est
ce-qui résulte d’'un théoréme général du & E. Phragmén et E. Lin-
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delsf (*). Mais « peut prendre une valeur quelconque en dehors des
deux intervalles. Pour le voir, considérons I'exemple suivant:

H(s) = 2=,

Pour quelles valeurs de z cette fonction se représente-t-elle par nos
séries d’interpolation? Pour que la série de Gauss converge, il faut que
les termes de la série tendent vers zéro, ¢’est-a-dire que

. AMH(—n
lim —————L?-—_}_.)_ =
n-o>-w 22"' Vn

Mais on a
A‘.’nH(_ n):<[———- ;)-15-

S’il y a convergence, le nombre z doit donc satisfaire 4 I'inégalité

1.
lz — 7|22 La courbe

est composée des deux cercles

[t—1]=V/2, [e+1]=V2
avec le rayon V2 et ayant pour centres les points ==1. Si le pomt test
situé i I'intérieur d'un des deux domaines que Je couvre de hachures
dans la figure 2, on aura’z — —‘ < 2. En ce cas il y a donc conver-
gence absolue. Si le point ¢ est situé i 'extérieur du.domaine couvert
de hachures, on aura lt—- l,> 2, et les séries divéroent par consé-

quent. Les seuls points qui présentent quelque difficulté sont ceux
qui forment la frontiére du domaine. Je vais déterminer le maximum
de | *?| quand ¢ décrit le contour AFCBA. Posons

t—:1+\/;ei¢?, 5= ret’,

(1) Sur une extension d'un principe classique de l’analyse et sur quelques proprictés
des fonctions monogénes dans le voisinage d’un point smgulzcr (Acta math., t. \\\.I
1908, p. 397)- ‘ '

Ann. Ec. Norm., (3), XXXIX. — DECEMBRE 1g922. 4
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Sur ’arc AFC nous aurons

: l 123 I — el‘)«((p),
ou

- . Vasino
((47) (o)='cosy log(.’:’—l—z\/z coscp)—zsiuvarc sin \ :

3+2\/2cos0

En dérivant par rapport & ¢ on trouve

. 2\/;s'm(v+cp) “+ /2 sinp
342 \/E‘COSC.D

N (o)

. Si T >0> g, on aura A< o parce que V2 sing > 1. Dans 'inter-
3.

4
elle prend, dans le point ¢ = — %ﬂ, sa plus grande valeur

7\<-— -3-,E> =msing.
4

la fonction A(9) est par conséquent décroissante et

Si — an <y — 77:-; on aura X' > o parce que — y2.sin ¢ >1. Dans

intervalle g’g Ze2Z— %r la fonction X’("cp) éstpar conséquentcroissante
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. 3w
et elle prend, dans le point o = - s plus grande valeur

. T . e , ‘ .
Si 7 202 — a la dérivée A'(¢) s’annule dans un et un seul point dans

Pintervalle 2-——” >0 >— 3% Ce point est un maximum de A(g) et la

valeur correspondante de ¢ satisfait 4 I'équation

4

sin(¢ +0) + V/asine = o.
On en déduit que
coso = cos¢i/cosa v —\/asinty,

sino = —sine/cos2v — /2 sinv cose,

ot 'on suppose que ycos2¢ > o. Mais il en résulte que

3+ 2y/2 cosg = (ycosar + /2 cose)?,
__Vasing Y~ \asine

V3 +2y/2cos0
i

En substituant ces expressions dans le second membre de 1'équa-
tion (47), on trouvera que le maximum de A(g) est égal a la fonc-
tion Y (¢) définie par I'expression (23).
. .. In -
Sien dgrmel«hpunzjvliz—, on aura A(s) < Y(v).
Quand le pointzdécrit I'arc ABC, les deux derniers intervalles échan-

geront leur role et I’on trouvera la méme valeur maximum. Résumons
ces résultats. Quand le point z décrit le contour AFCBA, on aura

I £2s [ _: el".{/((')'

Le maximum indiqué est atteint dans un-et un seul point du contour.
. , . . .37 N o,
Ce point est égal & A ou C sl [—: S| s — > maissiv est situé en dehors
de ces deux intervalles, ¢’est un point différent de A et de C.
Soit maintenant ¢ un point fixe sur notre contour en exceptant les
points A et C. Pour fixer les idées, admettons que ¢ est situé sur
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I’arc AFC. On aura done

~ 37 3w
t=1-+\/2¢e"?, —_— > — —-
4 4
Posons
! 125 I P erp.(v)‘.
On aura .

Vasino

p(v)=cosvlog(3 + 2\/2 €059) — 28inParc $in ——————-
“ V3 +2y/2 coso

Nous venons de voir que

(o) Sd(e)
etquelesigned’égalité subsiste pouruneseulevaleurdey,soitpourp=c.

Cette valeur est située dans l'intervalle % >0>— -7—2 et elle satisfait a
I'équation
sin(e + o) +/2 sinz = o.

En substituant, dans 'expression de p.(¢), les valeurs de cosg et de
sing qu’on tire de cette équation, on trouvera

p(9) = cosvlog(y/cos2e + /2 cos )+ asinvarc sin(y/2 sina ).
En dérivant, par rappert & ¢, on obtient ‘
p/(v) =—sinvlog(ycosaa + /2 cosa )’ + 2 cos v arc sin(y/2 sinez).
On a, par définition,
(o) = cgs"'log(\/m +V2cos¢) + 2sing arc sin(y/2 sine).
En dérivant, il vient
Y'(0) =—sinelog(y/cos20 + /2 cose)* + 2 cos v are sin(y/2 sin ).
Par conséquent, on aura .

p(a) =d(a),  p(a)=9/()
et ' ’ :
p(9) < $(9)

pour toute autre valeur de v. ' ¢. Q. F. D.
Soit maintenant o un point quelconque & l'intérieur de I'intervalle
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A T>o>— Admettons que la fonction entiéere H(z) = H(r¢"), au
voisinage du point «, satisfait aux inégalités

[H(z)—H(—5)| << v b
[H(3) + H(—3)| < vt B

|v —al|Zn,

pourr>r,, et supposons en outre que
h(v) <d(¢)  pour  ¢Za

Etudions le reste R,,,,. A cause de la derniére inégalité, on peut se
borner & considérer I'intégrale suivante :

-+
Qu=[ e By(rer) | 2

-~ rcosap

Soit B le plus grand des nombres 3, et B,—1. On sait trouver une
constante G telle que

o+1 do
(48) <(‘f 1B e—ribo—per &Y

COS"’(J

Mais on peut aisément se rendre compte comment cette intégrale se
comporte pour les valeurs trés grandes de n. On a en effet

(o) =—p(0),

2\/2
I” _ —
() vl )+\/coszc
par conséquent
\ ” 2\/;‘
Y (a) — pl(a) = =—=
Jcos2a

En développant ¢ — u. suivant les puissances de ¢ — a, on trouvera
done

V2
cosaa

En prenant v suffisamment petit, on sait trouver un nombre positif ¢
tel que

o

(¢v—ea)+....

Y0 — ()=

(o) —p(v)> ﬁf——.:.—é—_)g:
ycosay

|o —a| <.
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Je suppose en outre que le nombre positif  a été choisi aussi petit
que
T

T
oA N>a—n>— -
4 1y

Cela posé, on conclut de I'inégalité (48) que

&1 “+1
Q!,< C;nB e—en=a* do = (, nsf e~ dp
: a—n —1
- gt +nyn gL pre
=C,n 2f e do < Cyn 2 [ e~ do,

/7 J

, . I . , . ’
C, étant une constante. Si 8 < -, l'intégrale Q, tendra donc vers zéro

quand n augmente indéfiniment. Il en est par conséquent de méme
pour le reste R,,.,. La série de Stirling sera donc convergente si

Bx<é’ pz<

On wvoit de la méme manieére que la série de Bessel convergera si
3 1
Li<< Pt Ba<< >
ct que les séries de Gauss conyergeront st
1 I
i<z <<y

S’il y a, dans les intervalles %>|v|§o, mZle| > iér-; un nombre
fini de points o de la nature que nous venons d’indiquer, la conver-
gence aura lieu si les inégalités correspondantes, relativement &
chacun de ces points, sont satisfaites. En faisant H(s) = ¢** dans la
série de Gauss, on trouvera

(49) eo=1-+ (f)t(t— %) + (‘Z:\ (t—%>2+ (”:‘ ')z(c_§)3+...
1
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De la série de Stirling, on obtient de méme

(50) z2=+t-?ﬁ:2252(52—‘2)'(';[zf“<'““‘)2] (z—;

s)
§=0
0s sz { 1 s(z—1%).. (5P —s?) 1 2+t
(51) ! _v_l_ t)z (25 +1)! <['—?) ’
$=0

La série de Bessel nous donne enfin les deux développements sui-
vants :

s (i63) S [‘(3” (2= () = (=3 ] =

= Gl !
‘ o e (E) ] 2= SN T (1Y
e

De ce que nous venons de dire, il résulte que ces séries convergent
et représentent les fonctions au premier membre si le point ¢ est situé
sur le contour AFCBA, en exceptant les points A et C. En effet, les
fonctions ¢*° == ¢~** admettent deux points « de lanature susdite et pour
toute autre valeur de ¢ on aura 2(v) < {(v). Pour les points du contour
AFCBA, on aura

et, dans le domaine limité par ce contour et couvert de hachures, on

aura
. 1

t— - <2

i<

On en cortclut que les cing derniéres équations sont valables dans tout
ce domaine. D’autre part, elles cessent d’étre vraies, quand ¢ est exté-
rieur au domaine indiqué. En effet, quand le point z appartient au
domaine limité par le contour AECDA, les séries convergent, mais
elles ne représentent pas les fonctions au premier membre, car si lon
remplace ¢ par — ¢ les séries restent inaltérées ou bien elles changent
de signe. Si le point ¢ est situé a D'extérieur des deux domaines que



3-6 N.-E. NORLUND.

j’ai couvert de hachures, on aura
t— 2>
—; o

et les séries divergeront par conséquent. Enfin, si ¢ est situé dans un
des points A ou G, I'équation (50) se réduit & I'équation (45), et
I'équation (53) se réduit a l'équation (46). Ces deux équations
restent donc vraies pour ¢ = ==, mais ce n’cst plus le cas pour les
trois autres équations.

La formule d'interpolation de Newton.

9. Considérons maintenant la formule de Newton

%

§=0

qui peut servir & (rouver les valeurs d’une fonction quand on connait
ses valeurs dans les points =1, 2, 3, .... Nous allons voir que cette
série converge dans des cas beaucoup plus étendus que ne le font les
séries que nous venons d’étudier. Commencons par rappeler quelques
propriétés ¢onnues. J.-L.-W.-V. Jensen (*) et I. Bendixson (*) ont
fait remarquer que le domaine de convergence de la série (1) est un
demi-plan limité a gauche 'par une droite parallele a 'axe imaginaii‘e,
Il existe donc un nombre réel X tel que la série converge (*), si
o >4, et diverge, si ¢ << A. Si A = — o, la série converge dans tout le
plan. I. Bendixson démontre, en outre, que la série converge unifor-
mément dans tout domaine fini situ¢ i I'intérieur du demi-plan de

(*) Om Rékkers Konvergens [ Tidsskrift for Mathematik (Copenhague), 5° série, t. I,
1884, p. 70-72].

(2) Sur une extension & Uinfini de la formule d’interpolation de Gauss (.Acta mathe-
matica, t. 1X, 1887, p. 15-34).
" (2) o désigne la partic réelle de z.
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[@V)
LS §
1

convergence. Posons

n—1
-

log };as

(2) 2= lim ——==" ",

n e logn
-

log Zas
(3) k= lim T=n
n > o IO“'IL

E. Cahen ('), E. Landau (2) et S. Pincherle (*) ont démontré que
I'abscisse de convergence X se détermine de la maniére suivante : Si
AZo,onaA==x; mais, siA<o,on ai==hk.

En général, la série (1) n’est pas absolument convergente pour toute
valeur de s qui satisfait a4 l'inégalité o >7A. Mais I. Bendixson a
démontré que le domaine de convergence absolue est aussi un demi-
plan. Il existe donc un nombre réel u. tel que la série converge absolu-
ment pour o > i et non pour o < . L’abscisse de convergence
absolue p. satisfait 4 I'inégalité ASu.SA +1 et elle se détermine par
les expressions (2) et (3) si'on y remplace a, par sa valeur absolue.
Considérons, par exemple, la série

(4) (I+é>*‘*‘=ip‘<;?1>,

s=0

ou|p|=r1etp=£t—1.0naiciA=oetw=r.La série est donc sim-
plement convergente dans la bande o <o <1.

Nous ne ferons pas ici un historique complet, mais nous devons
pourtant mentionner les travaux qu'ont publiés Ch. Hermite (*), S. Pin-

(1) Sur la fonction {(s) de Riemann et sur cdes Jfonctions analogues (Ann. Lec. Norm.,
3¢ série, t. XI, 1894, p. 75-164).

. (2) Ueber die Grundlagen der Theorie der Fakultitenreiher (Sitzungsh. 4kad. Miin-
chen, t. XXXVI, 1906, p. 151-218).

(3) Alcune spigolature nel campo delle funzioni determinanti (Atti del IV~ Congresso
internazionale dei Matematici, Roma, 1909, vol. Il, p. 43); Quelques remarques sur les
fonctions déterminantes ( dcta math., t. XXXVI, 1913, p. 270-280).

(%) Sur la formule d mtcrpolatwn de Lagrange (J. reine angesw. Math., t. LXXXIV.
1878, p. 70-79; QFuvres, t. IIl, Paris, 1912, p. 432-443).

Ann. Ec. Norm., (3), XXXIX. — DECEMBRE 1922. 48
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cherle ('), N. Nielsen (), G. Faber (*) et R.-D. Carmichael (*) sur ce
sujet.

En particulier, S. Pincherle montre que la condition nécessaire et
suffisante pour qu’une fonction admette un développement de la
forme (1), c’est qu’elle puisse se représenter par une certaine intégrale
définie. Tout récemment, F. Carlson (*) a publié un Mémoire impor-
tant ou il présente cette condition sous une forme plus commode.
Posons, pour abréger,

(5) d(¢) =coselog(acose) -+ ¢sine.

F. Carlson démontre que la convergence de la série (1) entraine que
la fonction qu’elle représente satisfait & 'inégalité

) 7.+§+5(/-)
g litr) =

(6) [ @ (o~ reiv)| << ert A
Vi-+rcose

s T . , . . . .
pour;‘iwi—— =« Ici @ >3, et ¢(r) désigne une fonction qui tend uni-
formément vers zéro quand r augmente indéfiniment. Et inversement,
si la fonction @(z) est holomorphe pour oZa« et satisfait & 'in¢ga-
ite (6), elle admet un déve sment orme (1) qui converge
lit¢ (6), elle admet léveloppement de la f g
dans un certain demi-plan. )

ns le paragraphe suivant, nous démontrerons la derni¢re partic

Dans 1 grapl t d t la de t

(1) Sopra un problema d’interpolasione (Rend. Circ. mat. Palermo, t. XIV, 1900,
P 142-144); Sur les fonctions déterminantes (Ann. Ec. Norm., 3¢ série, t. XXII, 1905,
p. 1-68). . .

(2) Sur la multiplication de deux séries de coefficients binomiaux (Atti R. Accad.
Lincei, Rendic., 4 détembre 1904); Sur quelques applications intégrales des séries de
coefficients binomiaux (Rend. Circ. mat. Palermo, t. XIX, 1905, p. 129-139); Handbuch
der Theorie der Gammafunktion, Leipzig, 1906, p. 124-127 el 225-234).

(3) Beitrag sur Theorie der ganzen Funktionen (Math. Ann., t. LXX, 1911, p: 48-68).

(*) On a general class of series of the form Seng(x ~-n) (Trans. Amer. Math. Soc.,
t. XVII, 1916, p. 207-232); Examples of a remarkable class of series (Bull. Amer. Math.
Soc., t. XXIII, 1917, p. 407-425); On the asymptotic character of functions defined by
series of the form Scpg(x + n) (Amer. J. Math., t. XXXIX, 1917, p. 385-403); On the
representation of functions in series of the form Sc,g(x + n)y (Amer. J. Math., t. XL,
1918, p. 113-126).

(8) Sur les séries de coefficients binomiawx (Nova Acta R. Soc. Scient. Upsaliensis,
4° série, t. IV, 1915, n® 3). '



SUR LES FORMULES D’INTERPOLATION DE STIRLING ET DE NEWTON. 379

de ce théoréme par une nouvelle méthode qui est plus directe que celle
de F. Carlson et qui permet d’aller un peu plus loin que ne I'a fait cet
auteur.

Il peut arriver que la'somme de la série de Newton soit é¢gale & zéro
dans tout point situé i I'intérieur de son domaine de convergence.
G. Frobenius (') et S. Pincherle (2) ont attiré I'attention sur le role
que jouent ces développements de zéro. Considérons la série

q»'.l(:>:2(—x)s<:j’),

$=0

ayant I’abscisse de convergence A = 1. On obtient celte série en faisant
tendre p vers — 1 dans I’équation (4). Le premier membre tend vers
zéro, si o> 1. La somme de la série W, (=) est donc égale A zéro si
¢ >1. Pourz =1, la série se réduit & son premier terme, sa somme
est, par conséquent, égale a 1, et, pour toute autre valeur de =, la série
diverge. De la série ¥',, S. Pincherle a déduit une infinit¢ d’autres
développements de zéro. Soit » un entier positif. Posons pour abréger

s —I

W () = < r )qu(.: — ).

La série

©
\

/s\ /5—1
=X () (T
ayant ’abscisse de convergence A = r + 1, est donc égale a zéro pour
c >r+1. Elle diverge pour s=r+ 1 en exceptant les points z =1,
2,3, ..., 7r+1.

On a enfin
II",-_H(S)ZO (S:I7 2, 3!"~4 ’.)’

U, (r+1)=r.

On aura ainsi une infinité de séries ayant zéro pour somme. Par consé-
quent le développement (1) n’est pas unique. Si une fonction admet

(1) Ueber die Entwicklung analytischer Functionen in Reihen, die nach gegcbenen
Lunctionen fortschreiten (/. reine angew. Math., t. LXXIII, 1871, p. 1-30).

(2) Sulle serie di fattoriali (Atti R. dccad. Lincei, Rendic., 5° série, t. XI, 1902,
P. 139-144 et 417-426).
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un développement de cette forme, elle en admet une infinité qui
diftérent 'un de I'autre par un développement de zéro. Et le domaine
de convergence sera altéré si I'on ajoute a la série un développement
de zéro convenablement choisi. C’est 14 un inconvénient dont nous
allons nous débarrasser en faisant une convention convenable. Suppo-
sons d’abord que I’abscisse de convergence A est < 1. Posons succes-
sivement z =1, 2, 3, ... dans I'é¢quation (1). On trouvera les équations
suivantes : '

Q (1) = ay,

P(2)=a,— a,,

(7) P(3)=a,—2a,+ a,,

Q(n+1)=a,— <':>a, -+ (Z)az——. oA (—=1)"a,.

Ces équations déterminent uniguement les cocfficients a,, et en les
résolvant on trouvera

(8) . (—nD"a,=A*D (1) (n=o0,1,2,...).
On a done, si A <1, |

N g (5= (5= 2).. (5 =)
(9) 2(:) = R ar20) T :

Par conséquent, si une série de Newton, ayant I’abscisse de conver-
gence <1, représente zéro, tous les coetficients de la série sont nuls.
Les seconds membres des équations (8) sont en effet nuls.

Si A <o, on trouve, en posant sz = o dans I'équation (1),

©

P (o) :Zas.

§=0
D’autre part, des équations (8), on déduit que
Qo+ A+ Ay oo+ Gy = O (0) = (—1)* A" D(0).

Par conséquent,

@

) N ae=(~ 1y and(o).
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En rapprochant cette équation & 'équation (3), on voit que I'abscisse
de convergence 2, si elle est négative, se déterminera par la limite

(o) s i log A7 @(0) |
R logn

Supposons maintenant que p=A <p —+1, p étant un entier positif.
Désignons par ¢, c., ..., c, les valeurs de la série dans les
points z =1, 2, ..., p. Au lieu des équations (7) on aura

s=n

NE x)-'<’s‘) @ (n<p).

§=0

s=n

D(n+1)= Z (——1)“<'SZ> as (n2p).

§s=0

En résolvant ces équations on trouvera

p—1

(x1) av:E(—r)ﬂ(fl)cnmu$(~r>"<,’;)@(n+x>.
= =

En particulier, si la fonction ®(z) est égale a zéro, on aura

p—1
— (f n(?¥
ay= (— 1) n Cn1e
n=0

Par conséquent, tout développement de zéro est de la forme (*)

e ¥i(z) + Wy (s)+...+c,¥p(5), .

€15 Cay -+ -y C, 6tant des constantes quelconques. De plus, si la série de
Newton admet I'abscisse de convergence A(p=A <p+1), on peut,
sans changer la somme de la série, donner & p coefficients des valeurs
quelconques. Si A est un entier il arrive qu'on peut augmenter le
domaine de convergence en choisissant convenablement les cons-
tantes c,.

Soit o le plus petit nombre tel que la fonction ® (=) est holomorphe

« (1) PiNcHERLE, loc. cit.
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pour ¢ > «. Je dis que la série de Newton est réduite si I'on a choisi
les coefficients a; tels que la somme de la série est égale a la valeur de
la fonction ®(z) pour toute valeur entiére de = qui est plus grande
que . Dans ce qui suit, nous parlerons le plus souvent de la série
réduite. Si «Z1, la série dépend  encore des constantes arbi-
traires ¢, {s =1,2,3,...,[«]). On peut égaler ¢, & ®(s) si la
fonction ®(z) est encore holomorphe dans le point z =s.
De I'équation (11) on déduit que

s=p R s=n , .
vt S (e T (Do
s=1 s=p-+1 !

Si la série est réduite, on a donc

n

Ag+ A+ oy =— Z (—1)* (’;) D(s) -+ O(n?)

§=0

=—A"®(0) + O(r LP),

p désignant le plus grand des nombres o et [e]. Mais en rapprochant
cette équation de I’équation (2) et en remarquant qu’on a nécessai-
rement AZ o on voit que 'abscisse de convergence A de la série réduite
se déterminera toujours par la limite (10). Bien entendu, il arrive que
les symboles ®(0), ® (1), ... n’ont pas de sens. Mais dans I'expression
A"®(0) on peut remplacer ®(s) par zéro sis_ .

Soit par exemple
I

& —

H

o étant un nombre quelconque qui n’est pas un entier positif. En
résolvant les équations (7) on trouvera la série réduite

_ —1)(s—2)...(z—35)

v——' —Z(oz——l) a—2)... (a—s5—1)

ayant I'abscisse de convergence égale 4 la partie réelle de o. Mais si «
est égal & un entier positif p, cette série n’a pas de sens. En ce cas on
peut donner & un des coefficients de la série une valeur quelconque.
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En prenant ¢,_, = o on trouvera la série réduite
’2 (z=1)(z—2)...(s—5)
(p—1)(p—2)...(p—s—1)
epGzV(E—2). . —s) (1 Lt
+2( R (p— )'(S-r—l—p)‘ (T" 3 ”"'S-l-l——p)f

ayant I’ abscisse de convergence p. Cette équation est valable en dehors
du demi-plan de convergence pour toute valeur entiére et positivede s
en exceptant = =

10. Ces préliminaires posés, nous allons étudier le rapport qu’il y
a entre le domaine de convergence de la série (1) etles propriétés ana-
lytiques de la fonction qu’elle représente. Nous désignerons, comme
plus haut, la partie réelle de s par 5. Soit J(¢) la fonction définie par
I’¢quation (5) (*). Soit @ () une fonction analytique, holomorphe dans
le demi-plan o _ « et y satisfaisant & 'inégalité

(13) |© (o rei) | <erv(x r)f+s,
ou £(r) désigne une fonction qui tend uniformément vers zéro quand »

augmente indéfiniment. Je vais d’abord démontrer que la fonction ®(z)
admet un développement de la forme (1) dont U’abscisse de convergence

r < N 2 I
est égale ou tnferieure au plus grand des nombres (*) « et Q + =

(1) La fonction ¢(v) est évidemment positive et croissante dans I'intervalle oS¢ S —~.
. , . ,. T
Comme Y (¢) = &(— ¢), elle est positive et décroissante dans l'intervalle — 5 Svso avee
un minimum dans le point ¢ = o. Puisque

U(0) =1logo, LI)(:*:.E):T,

2

w |

il en résulte que la fonction ¢ (¢) satisfait aux inégalités

v(9)

z _ Te,< T,
SSvS

2 2

A

A

loga:

(2) Comme nous 'avons déja dit, F. Carlson a démontré (loc. cit., p. 53) un théoréme
voisin de celui que nous venons d’énoncer, mais cet auteur n’arrive pas a la valeur pré-
cise de I'abscisse de convergence. Il démontre que la série converge pour o > z,¢ > § +1.
La démonstration que nous allons donner est toute différente de celle de F. Carlson et
elle présenté des avantages essentiels
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Reprenons l'identité (7), paragraphe 3, et posons @,=n. Il vient

1 5—1 N (z—1)(z—2) - (5—1)(5—2)...(s —n+T1)

e e () N (=) R (= N (Y (I

R TS Y [ W ¢ guyry
(s—=1)(s—2)(s—n) 1
+(C—1)(C-——2)...(C———n)§—z

Admettons que o > «. Multiplions les deux membres de cette équation
par ®(() et intégrons le long d’une courbe fermée, parcouruc en sens
positif et située dans le demi-plan R({)Z«. Noussupposerons en outre
que le chemin d’intégration renferme le point 5 ¢t ceux des points 1,
2, 3, ..., n qui sont situés dans le demi- plan RO Za«. On obtient ainsi
la formule de Newton :

(14) ('I)(z)_—_nzias<:';‘>+>l{n,

ou = )
sz(c—x (cip(z?dc&—s—x)

03) ——f e ft

- On voit aisément que la série (14) sera la série réduite sil'on a
choisi le nombre a suffisamment petit. En particulier, si o < 1, on aura
(¢f- §3)

a;=AD (1),
dans l'expression (15) je remplace la variable { par { + a. Le reste R,
peut alors s’écrire sous la forme suivante :

. -—1)" T(n+1—5\T(a+¢—n) (I)(a.-'I—K.V) .

(16)  R.= ant l’(l———d) INCESS) 'C—-(‘.—oz)ds

(17) 1 1 T(n+1—5)T(1—f—a) O(a-+0) C
7 Tani T(1—3) Fin+1—¢—a) {—(5—a)

Je prends comme chemin d’intégration un cercle ayant pour centre le
point n et avec le rayon égal & n. On aura donc

(18) {=o2ncosve,

et { parcourt la ligne d’intégration quand ¢varie de — %jusqu’a + 7-;
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Comme 5>, on peut toujours choisiz z aussi grand que le point
5 — o est situé al'intérieur de ce cercle. Si en particulier & est un
entier positif, le point { = o sera un pole pour la fonction sous le signe.
En ce cas j'évite ce point & I’aide d’un petit demi-cercle ayant le point
{=o0 pour centre et avec un rayon assez petit pour que la fonction
@ (o + C) soit holomorphe a U'intérieur de et sur ce cercle (ef. fig. 3).

Fig. 3.

Notre chemin d’intégration est donc le cercle OCABO ou, si « estun
entier positif, la courbe EFCABDE. _
Soit ¢, le plus petit nombre positif qui satisfait a 'équation

logn

an

COS ¥y =

’_t Tl' . , .
Le nombre ¢, tend évidemment vers 5 quand naugmente indéfiniment.
De plus, on aura, pour n>1,

lown

('9) 0<——"IL<

Supposons que les droites OB et OC forment I’angle ¢, avec I'axe des
nombres positifs OA. Alors la distance des points B et C de I'origine
Ann. E¢ Norm., (3), XXXIX. — DECEMBRE 1922. 49
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est égale & logn et ces points s’éloignent par conséquent indéfiniment
quand n-»ec. Je décompose l'intégrale R, en deux parties

R,= Q.+ P,

ou 'intégrale Q, est étendue le long de I'arc CAB pendant que I'inté-
grale P, est étendue le long de I'arc BOC ou, s’il a lieu, le long
de BDEFC. Soit { un point sur I'acc CAB. On aura

roe

-

n“_'fl C(ax+2)

. Fle+l—n)
R NTgaryrramy i

et cela uniformément pour toute valeur de  sur I'arc CAB. On en
déduit que ‘

. T(a+¢—n) T(8) { \*_
(20) M T =) <t—n>“‘

De I’expression asymptotique de lafonction gamma[(35), § 6] on déduit
que .

- - n—-z+-1- —""11"
Bln bt 5ITE =) e o)™ )0 [y s ),

I'@) 1
— e (1= 2) e (52) () T e

ou ¢(n) désigne une fonction qui tend uniformément vers zéro
quand » augmente indéfiniment. Mais de I'équation (18 )il résulte que
¢ —n = ne¥",

Par conséquent on aura

et

Mais on en conclut que

{—n' Z—gl .
( 4 > [:\/2cosve*2nco:u¢(v’
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ou

Y(v)=-cosvlog(2cos¢)+ vsing.

Cela posé, il résulte des équations (20) et (21) qu'on sait trouver une
constante G telle que

T'(n+1—s5'(a+C—
T'(e+0)

fl) l_c l—a
<an (COSV)’ e-—'_’ncosw!J(u),

¢ étant un point quelconque sur I’arc CAB. En remarquant que

d; =aine’dy,
dag

—=22n
dy

on obtient, de I'expression (16), pour 'intégrale Q, I'inégalité sui-

vante :
1

1 “+Vp
-0 —_——— . .
[Q.] < C n?® f (cosp) % em2me0se¥ ) @ (o + 2n cosve”)|do.

—_vy

En tenant compte de I'inégalité (13) on en déduit

1 -+ :_1,_
|Qul< Cur® 2" f (cose)’ T g

[

[3+§+s—o' " ﬁ+s—§—-a
=2(Cyn (cos¢) * de,
0

ou C, et C, sont des constantes. Décomposons la derniére intégrale en
deux parties et observons que

n B+s~1—a “n B+s—3-a
f (cosv) 2 dc:<2f (cosv) * sinevdy
T T
3

3

{3+e—-§—-a
=2 z : dz
cos vy

1 1
g“_ﬁ_""-j [ < n a—ﬁ—s—;)
- _— 1 — .
logn

ﬁ+s+é—-a

1oy -

On sait donc trouver deux constantes c, et ¢, telles que

{3+l+s— 8 e—%

lQul<Ca"- t G'+ C3’l°""°‘(10gn)u_
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Mais puisqu’on peut rendre ¢ aussi petit que I'on veut en prenant n
suffisamment grand, on conclut de cette inégalité que

lim Q,=o
I
pourvu que g > o, 6> f + -

Passons & 'intégrale P,. Le point { sera donc maintenant situé sur
I’arc BOC. Posons { = % + ¢v), nous aurons

Y logn\?
(22) u=g<< 5n Y,
(23) ' |n| <<logn.

Je vais étudier comment se comporte la fonction

L(n+1—3)
T'n+1—¢—a)

quand 7. Remarquons d’abord que

1
n-s

I'(n o
r(n(:-_:—--]—)C) = <nif§> (n—=2)e>[r+e(n)],

ou e(n)—o quand n—w. Mais

I(Il —_— Z):l — nEe\"lI(ﬂ-—le‘).
Par conséquent,
K | _ a3
T(n+1—0)| —

Elogn —Eaaln)( Eeyo)
— gllen q+2|r'1(2 ,‘1)’1_‘_8

—“\)e‘ah—i—e(n)[

(n)}.

De I'inégalité (19) on conclut que

logn
N 2

< _
0= vl << p

puisque { est un point sur ’arc BOC. On aura par conséquent .

PNYA ! 2
0=i~q‘k; —.l(1|>< g_Ong)_.
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En tenant compte de cette inégalité et de I'inégalité (22), on obtient

T(n—+1)

ol Yy

n—>w

De plus, on aura
. T'(n+1—2)n-2
Iim ( + E) =1,
s=l(n+1—C0—a)

. T(n+1—3)
,,“;2],, T'(n—+1)n-= =
On en conclut que
lim T(n+1—35)n°¢
nsw | T(n+1—C—0a)

De I'expression asymptotique de la fonction gamma on obtientl’inéga-

lité suivante:
1

—E+s—a -
(1+]nl) ~*

T,
il

IT(1—¢—a)|< const.e ?

Cela posé, il résulte des inégalités (22) et (23) qu’on sait trouver une
constante C telle que

"rn+1—3)[(1—C —a)
'n+1—C0—a)

Y
< Cn*o(r +logn)i—2e %~

quel que soit { sur I'arc BOC. On aura enfin

|(I)(OC —+ ,.civ) l < eursinv(l -+ ,.),’3-&'5

T,
si7l

<er (14 n)?3+s
ki3 .
< et (1 logn)be,
De I’expression (17) on obtient donc, relativement a I'intégrale P,,
'inégalité suivante :

—n

Tn+1—35)T1—f—a) ®(a+7)

3 de
IP"I<27: Frag—sz)Mn+1—f—a) {—s5+a ‘
z ]
n 2N n+1—3)T—¢—a) ®(a+{) do
+-2?f“" T'a—s)N(n+1—f—a){—s+«
Y T
< ATy 0 - logn)FriT e (z - >

Mais, puisque
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il en résulte que

G
P, —_ o0 ([ 4 log n)Bt2—ate,
{ 'l<1r|l‘(1——z)| ( gn)
Comme ¢ >, onauradonc
lim P,=—o.
n—>e

. . . . 1
Nous avons ainst démontré que la série (1) converge st c > o, 6 > [ + -

11. Posons '
(24) h(v)= Tim logl(l)(zx.-i—-l‘e"")l.
i r
Sil’on a
(25) o) <(e), pourZzez—T,

il résulte a _fortiori de ce que nous venons de démontrer que 1’abscisse
de convergence de la série (1) est inférieure ou égale & «. Elle est
égale 4 « s’1l y a, sur la droite ¢ = «, un point singulier pour la fonc-
tion @ (z). En ce cas I'abscisse de convergence A est donc le plus petit
nombre tel que la fonction est holomorphe pour ¢ > A.

SiA(v) =1{(¢) pour une infinité de valeurs de ¢ nous n’avons rien
4 ajouter 4 ce que nousvenons de dire. Mais il arrive assez souvent que
h(v) atteint sa limite supérieure $(¢) seulement dans un nombre fini
de points. En ce cas, nous pouvons préciser notre condition de conver-
gence. Montrons d’abord par un exemple que cette circonstance peut
effectivement se présenter. Considérons la fonction entiére de =

D(z) =2,
Sijz— 1| <1, inégalité (25) est satisfaite quel que soit ¢ et la série (1)
convergera pour toute valeur de z. Si |z — 1 [ > 1, on aura A(v) >{(v)
pour certaines valeurs de ¢ dans l’intervallegivi——‘%- Par consé-

quent, la série (1) n’est convergente pour aucune valeur de z. Le cas
intéressant pour nous est donc celui ot I'on a |2 — 1| = 1. Posons

t =1 %%, 3==reiv.
Puisque
1 +e¥P=12 cospel?,
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on trouvera
l l:l:e’7‘(?",
ou
A(9) = cosvlog(2cos o)— gsine.

En dérivant par I‘HPPOI‘[Z A o on trouve

(@) =— cos¢taugo — siny.
Ad z T arivan W )
mettons que = > ¢ > — = La dérivée X' (o) s’annule dans un et un

. y. s T .
seul point dans I'intervalle — > ¢ > — =, savoir pour 9 = — v, et cette

valeur de ¢ correspond 4 un maximum de A(g), car

W(p)=— 25
' cos?o
On a donc
A(o)Sd(v) =cosvlog(2cose)+ v¢sing
et le signe d’égalité subsiste seulement dans le point o = — .

Soit maintenant v un point dans 'intervalle :—r> v > — 721 En fai-
sant ¢ = — v on aura
| 2] =1(1 -+ em2m)7 | = ereo),
ou
P (v) = cosv log(2cosy) + ysine.
En dérivant par rapport 2 ¢ on trouve

p/(v) =—sinvlog (2cosy) + y cose,
' (¢)=—sinvlog (2c0s¢) 4+ ¢siny.
On a donc
p(P)=49(y), =9

et nous venons de démontrer que
p()<U()  si ey,

Cela posé, admettons que ®(s) soit une fonction analytique holo-
morphe pour o2« et satisfaisant i I'inégalité

| ® (o + ref?) | < e (1 + r)b+et,

dansle voisinage immédiat du point ¢ = v, c’est-a-dire pour ¢ — Y[y,
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7 étant un nombre positif et tres petit. Admettons en outre que

h(o) <g(v), st eZy.

Enétudiantle terme complémentaire de la série (14) on peut se borner
4 considérer I'intégrale suivante :
L_g Y+, 1y
Q,=nt f (cosp) eV D (c+re*)|dy.
v

Supposons qu’on ait choisi v aussi petit que
s Vs
Sy >y —n>—

Notre inégalité entraine que
1 Y+7
L 5ap
I <Gt LEN: +Ef e_,.p!J(‘.,._p,wnd‘,’
T—
C étant une constante. On a maintenant

I'L”(V):— I.L(V),
Y(e) =—d(9) +.

I
COsv

Par conséquent,

" oy — b
Vo =8 (0= 5

En développant la fonction ¢ — p. suivant les puissances de ¢ — v, on
aura

b(o)—p ()= (0 =90+ ....

I
2 COSY

En prenant v suffisamment petit, on sait donc trouver une constante
positive ¢ telle que

) — 2
Vo) —poy> L0 oy,

On aura donc
‘ rld(e) —p(0)1>cn(v—y)?
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et par conséquent

! _s.i8.: nY+1 1 .
-—O'—rﬁ+: o e -——G+P42 s
Q, < Cn? f e-cr(v—1) do — Cnt B [ e—cnt do
Y

—'f‘ l«__n
+'f]\/z 4+ o
= Cn—c+B~+e e~ dy < Cn—o+B8~+:2 f e~ dy.

S~ -

De cette inégalité il résulte que Q,, tend vers zéro si o > 8.

C. Q. F.D.
La série (1) sera donc convergente pour ¢ > o, = > 8. Il va sans dire
que ce raisonnement s’applique encore s'il y ¥4 a, dans l'intervalle

T ™ . . -
5 >>v> — 5> un nombre fini de points y de la nature susdite. En

rapprochant le résultat que nous venons d’obtenir de l'inégalité de
F. Carlson ('), on voit que notre condition est ausst précise que posstble.
Elle nous permet, dans le cas actuel, de déterminer I’abscisse de con-
vergence; celle-ci dépend uniquement de propriétés analytiques
simples de la fonction ®(z), savoir les affixes des points singuliers et
I'ordre de grandeur de la fonction dans le demi-plan en question.

Siy==*= g nous ne pouvons pas démontrer un théoréme semblable.
T ™ .

- + -y == ' N ance |’
Admettons que /z<._ 2) S et que /z(v)<.p(‘v/ dans lintervalle
-723 >o>— % De ce que nous avons dit dans le paragraphe 10 il résulte
seulement que la série convergesic >, >0 + é Maissi  + —: >a,

on peut pourtant affirmer quelque chose de plus. Soit p un nombre
positif. L’inégalité (13) entraine que

T
[@(et+p+in)| < ce'” ‘lfl'q’”"".
C étant une constante. Déterminons p de sorte que

I
a+p=0+—p
On aura donc

(1) L’inégalité (6), § 9.
dnn. Ee. Norm., (3), XXXIX. — DECEMBRE 1922, J0
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et il résulte de notre théoréme que la série converge si

a+ﬁ+zl"

G>ﬁ+%—p:

12. Considérons & titre d’exemple la fonction
azsB(logs)P.

Sila—1]<1,o0onah(v)<d(r) etla série de Newton converge.
L’abscisse de convergence est en général égale & zéro qui est un point
singulier; mais si 3, = o et si § estun entier non négatif, la série con-
verge dans tout le plan. )

Sila—1|=1 et a0, nous sommes dans le cas du paragraphe
précédent avec un et un seul point de contact entre les courbes A(v)
et Y (¢); 'abscisse de convergence est donc égale au plus grand des
nombres f et zéro. Si § est un nombre complexe, il faut dans cet
énoncé remplacer § par la partie réelle de 3.

Considérons en second lieu la fonction entiere

g W1
(26) @(z):/ (31 i Y ogt) gy
0
v étant un nombre positif (*). Dans un Mémoire antérieur (*) nous

avons démontré que cette fonction se représente par une série de
facultés de la forme

E a;s! ©>o0
Z(5+@)...(5+50) ’
§=0

i
O]
convergence s’approche a l'axe imaginaire. Nous allons voir que la
série de Newton converge dans un domaine plus étendu que ne le fait
cette série.

Pour trouver la fonction 4(¢) qui correspond a notre fonction fai-

ayant I'abscisse de convergence égale 4 —£. Quand w croit, la droite de

(1) Uintégrale (26) converge absolument pour ¢ > o.
(%) Sur les séries de facultés (dcta math., t. XXXVII, 1914, p. 374).
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sons d’abord ¢ = e~*. 1l vient

©

q)(z)zf et g,
0

Admettons pour un moment que s > o. Sans changer la valeur de cette
intégrale on peut déformer la ligne d’intégration et intégrer le long

d’un rayon vecteur formant I’angle IZ avec I’axe des nombres positifs.

Posons done ——-E\/%- On trouvera

O(s)=\/= etV Tl = \/L'eﬁ/ e~¥dt,
, Je
ou-

3 {

X = - —
2V 7
Cette expression montre d’abord que ®(s) est une fonction entiére.
L’'intégrale de Laplace ‘

L(x)= [ e B dE

v

2
admet, dans I'angle 3; >argw > — %t, le développement asympto-
tique
L(z :e“i \ s F( +_’_> —2—14 R,
()= = g( ) M(s+= )

On a done, asymptotiquement dans cet angle,

— a?

(27) L(z)~ e

Pour voir comment la fonction se comporte en dehors de cet angle
remarquons qu’on a
“+w
L(x)—i—L(—:r;):f e~¥di = /=.
On a donc asymptotiquement

1. .
L(z)»m\r+ soe
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, Sm.
dans 1 angleT: arg @ _

w
2
A

. Revenons & la fonction ®(z). De I'éga-
lité asymptotique (27) il résulte que
lim z2®(z) =1,

Z-00
‘s tendant - vers Iinfini le long d’un rayon vecteur situé dans I'angle
> 71.

= —~ Mais < 1 - - ;
5 o> args > — . Mais dans I'anglewZargs? ~ 0N 2 asy mptotiquement

(28) Q(z)m—é—k\/%eﬁ.

Soit 3 =g+ 17; on trouvera

Cela posé, je vais choisir le nombre « de la maniére suivante :

o= —TY +E¢,

e étant un nombre positif aussi petit que 'on veut. Avec cette déter-
mination de «, on aura

£

X

Par conséquent A(¢) <Y (), pour gzvz — g La série de Newton qui

représente la fonction ®(z) converge donc pour ¢ > «. D’autre part de

'inégalité de F. Carlson il résulte que la série diverge si o << — =y.

Elle admet donc 'abscisse de convergence A= — wv. ‘
Soit w un nombre positif. De I’égalité (28), on déduit que

. in im*z?
D(wz)~v— +{/—e T .
w3 }/
Mais
iw? 22 w2aT
leT —e 2 .

On en conclut que la fonctiosn, ®(ws) admet un développement de la
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forme

£

Q(mz):zas(z_‘)(z“‘z)...(z.._s)

st

§=0"

: , \ T . :
ayant I’abscisse de convergence égale & -- ;Z— Par conséquent la fone-

tion entiére, définie par I'intégrale (26), se représente par la série de
Newton : ‘

©

N (z—w)(z—2w)...(z—sw)
o0=3,
s=e
dont I'abscisse de convergence est égale & — %ﬁ Quand  tend vers

zéro, I'abscisse de convergence décroit et tend vers — o. On peut donc
prolonger la fonction analytiquement dans tout le plan en prenant ®
suffisamment petit.

Considérons, en dernier lieu, la fonction entiere

(29) Q(s) = v

a étant un nombre positif. Est-ce que cette fonction satisfait & nos con-
ditions? Pour en décider, il faut d’abord déterminer la fonction A(v).
Dans ce but, remarquons qu’on a

f— r e—l-logrcosvﬁ-r(cow—i—vslnV)+€(/').
2T

s

Sur cette expression, on voit immédiatement que la fonction A(v) qui
appartient & (29) est égale & — oo & I'intérieur de l'intervalle

U3 T

PRty
Mais ce n’est plus le cas pour les deux extrémités de I'intervalle. En
effet, posons z = o + i< et admettons que o reste fixe pendant que | 7|

“augmente indéfiniment. De I'expression asymptotique de Ia fonction

gamma, on conclut que

e e e,

a® -2,
NEY:

() T(5)
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ol ¢(7)—o0 quand |t |— . Mais il en résulte que

>
N
H+
JE)
NG~
1)
SERE ]

La fonction (29) satisfait donc a nos conditions et elle admet par con-
séquent un développement de la forme

(31) %z‘i(——ms(z:‘)-

En se reportant au théoréme du paragraphe 10, on voit que cette
.série, si elle est réduite, Converge pour ¢ > é En effet, I'équation (30)
montre que le nombre 3, qui figure dans P'inégalité (13), est égale a
zéro, si l'on prend o = é
Mais nous ne pouvons pas affirmer que ’abscisse de convergence de
la série (31) est égale a é, car nous sommes ici dans le cas olt
h(v)=1d(»)
dans les deux extrémités de I'intervalle, cas que nous avons du laisser
de coté dans le paragraphe 1 1. Pour voir ot il en est, je vais tirer parti
-d’une relation asymptotique due a L. Fejér (*) et dont une nouvelle
démonstration a été donnée par O. Perron (*). Soient p un norabre réel

et a un nombre positif; ces auteurs démontrent que les coefficients de
la série de puissances

ax

i - '
(1 — )P :Zy”x"

n=0

satisfont & la relation remarquable

i

1 —Z

n 2

3 p

(32) In 5 Sin[?\/a_l_(%_%)ﬁ]—t-o( I )

(1) Asymptotikus értékek meghatdrozdsdarél (Mathematikai és termeszettudomdnyi
értesits, t. XXVII, 1909, p. 1-33); Sur une méthode de Darboux (C. R. dcad. Sc., Paris,
t. 147, 1908, p. 1040~1042).

(2) Ueber das infinitare Verhalten der Koefficienten einer gewissen Potenzreihe
(Archiv Math. Phys., 3¢ série, t. XXII, p. 329-340).
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Cette relation va nous donner I'abscisse de convergence A de la série

, . , .y , . I
réduite (31). Nous avons déja démontré que AS-- Onaura donc

(33) (—1)"c,= AP (1) (n=o,1,2,...).

Je définis une fonction o(t) par la série

(36) (=322,

En y appliquant la transformation d’Euler ('), on trouvera

_ o IZ(D(I)
2 ()= Ty

n=0

On peut immédiatement évaluerla série (34), on trouvera en effet

o an—!- I It
t) = —_— e — e
?(0) F (n—n! ¢

T n=1

a
7

Par conséquent

o

S
¢ - (l_t)rl-f-l

n=0

En posant —— =, on obtient
I—1

I—x

(33) ! ei';—‘=20,,x". _

n=20

On a donc ¢, =1, si p = 1. En faisant p =1 dans I’équation (32), on
en conclut sans peine que l'abscisse de convergence absolue de la

série (31) est égale a —2 En divisant les deux membres de I'équation (35)

0

par 1 —x, on obtient

ax *
1 =1

-(—;:?)-23‘1 122(00+C1+02+-..+c")xn.

n=0

(}) Cf. mon Mémoire sur le caleul aux différences finies (Acta math., . XLIV, 1922,
p. 203).
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En faisant p = 2 dans I’équation (32), on trouvera donc

ol

EC‘: f _lz"';"sin [z\/c—z;'-—— %] + 0(1).
§=0 a?.-vni
En rapprochant cette équation de I’équation (2), on voit que 'abscisse

ro. ’ [ , . .
de convergence de la série (31) est égale a 7 Celte série est donc sim-

plement convergente dans la bande ‘2 >0 > % Les coefficients ¢, s’ex-

priment d’ailleurs par les polynomes de Laguerre (*). On définit ces
polynomes par I'équation
er a’n(xn 8—‘7“').

Ln(2) = nl dxn

L’expression (33) des ¢, peut s’écrire comme il suil :

v)vl’
V=0
En comparant les seconds membres de ces deux équations et ¢n elfec-
tuant la différentiation, on vérifie que

cn=L,(a).
On a donc

3ir) a1 22(_1)Shs(a)(;—1)(:—2)...(z—s).

1.2.3...s

Les polynomes de Laguerre ont été étudiés par un grand nombre
d’auteurs. On trouve des remarques intéressantes sur ces polynomes
et une Bibliographie dans deux Mémoires récents de H. Hamburger (*)
el S. Wigert (*).

e—* dx

(1) Sur Uintégrale® /
OE uvres, t. 1, Paris, 18;8, p- 428-437).

(2) Zur Konvergenstheorie der Stielijesschen Kettenbriche (Math. Z., t. IV, 1919,
P. 200-205).
.(3)..Contributions ¢ la théorie des polynomes d’Abel-Laguerre [ Arkip for Matematik,
Astronomi och Iysik (Stockholm), t. XV, 1921, n® 23]. Dans ce Mémoire, S. Wigert a
éludié la série (31") d'un aulre point de vue, en supposant z réel et >1, et ¢n considé-
rant a comme la variable.

(Bull. Soc. math. de France, t. VII, 1879, p. 72-81;
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J'ai encore quelques remarques & ajouter au sujet de la série (31).
Soit p un entier positif. Posons

a:‘.—-p——t
D(3:) = ——m—
*(=) Ms—p)
et considérons la série réduite
S—p—1
36 TP N —1),
(56) U(iz—p) ‘M g < s
On aici ®(1)=®(2)=...=®(p)=o0, et par conséquent ¢, =o

pour s < p. La fonction =(z) définie par 'équation (34) est égale a

— a’r 1 Z
o(l)= =¢trtel,
P o (n—p—1)!
Il:‘.IJ—l—'[
o £ . IR 1N e A ,oe . / / /
La fonction génératrice des coefticients ¢, ¢, ., ¢,.,, ... est donc
égale 4
. a.x :
re—1___ %
(z—r1)p+t = 2 CnipE”
n=>0 )

Divisons les deux membres de cette équation par 1 — 2. On trouvera

a.x
I

mertwf“z(cx—i-cp+‘+ ‘+‘(»”+n)l

n=0

On en conclut, en faisant ¢ =p + 2 dans la relation (32), qu’on
aura

S=n
—
log } c's »
fim —te=p 1P 7,
nmw 0GR 2 4

. , . 5 . N I
L’abscisse de convergence de la série (36) est donc égale a ’; + 7
De méme, en faisant g = p + 1, on obtient la valeur asymptotique

des ¢, et ’'on en conclut que I'abscisse de convergence absolue de la

série (36) est égale 4 7 + Z

dnn. Ec. Norm., (3), XXXIX. — DicEMBRE 1(22. 51
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Considérons enfin la fonction
as+p—1

PEO=TEY

qui admet le développement

(37) ‘(’"fi-p) 5 (= 1)° c"<:'—:-]>.

=0

La fonction génératrice est ici égale &

all+1)»-1 I " . ; a a['_1 I
cnt:z =l —1T - ——_— |-
(6) " (n+p—r1)! L tP=t (p—1)!

Par conséquent

(38) (‘1—')"—16’"—‘_20 2P 4 Qo (),

n=0

Q,— (@) étant un polynome du degré p — 1. On en déduit aisément
que

ax e

_(x"")p—ze,_l _vxﬂ-'-p( w1 Cogn = Chypy - .2 ) + Qpa(x)-

n=0

En faisant p = 2 — p dans P’égalité (32) on trouvera donc

log 2_‘ cy
lim s=ntt | 1P
R o logn 4 2

. , . , N
L’abscisse de convergence de la série (37) est donc égale a I~ %)
De méme, on conclut de I’équation (38) que I'abscisse de convergence
, .3 D , . L. ,
absolue est égale az = 49— En résumé, la série (31) peut se transfor-

mer en une série de la forme

a*— :Zas(z +p—1)(s _:_Z—g_z);”(: —|—1)-—.5')’

p étant un entier positif ou négatif quelconque. Cette série con-
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I .
verge pour o> - '—ga elle est simplement convergente dans la

bande 2 — g > > -2- - f-:—et absolument convergente dans le demi-

3 .
plans > 7 '—Z— En augmentant lavaleur de p on augmente le domaine
de convergence.

(A suivre.)




