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SUR

LES FORMULES D'INTERPOLATION
DE STIRLINfr ET DE NEWTON^

• ' PAR N.-E. NÔRLUND
à Copenhague

1. Dans le calcul numérique les méthodes d'interpolation sont d'un
grand secours. Pour l'Astronomie elles ont une importance capitale.
Le problème de l ' interpolation consiste à représenter une fonction à
l'aide des valeurs qu'elle prend pour des valeurs déterminées de la
variable indépendante. Ce problème comporte évidemment une infi-
n i té de solutions. Celle qui se présente tout d'abord à l'esprit a été
donnée par.Newton et Stirling et c'est d'ailleurs celle dont les calcula-
teurs font presque toujours usage. Dans ce qui suit, nous supposerons
que l e s valeurs de la variable se succèdent en progression arithmé-
tique. Newton (2) représente une fonction, dont on connaît les valeurs
dans les points z = o,œ, 20), 3co, ..., par une série de la forme

so

(i) Zé0'^^—^^s """2ct)^ '" ' ̂ — s ( ù^
' S = = 0

Mais si les valeurs de la fonction sont données pour les valeurs
entières, positives ou négatives, de la variable on préfère généralement
se servir de la formule d'interpolation de Stirling qui est composée de

( 1 ) Un extrait des premiers paragraphes de ce Mémoire a paru en danois dans les Com-
munications de l'Académie royale des Sciences et des Lettres de Danemark^ t. ^y 1922.

(2) Pldios. naturniis principia math. (livre III, lemme 5); methodus dijferentiaîù
{Opéra., l. 1, p. 021-528; London, 1779)*



344 N.-E. NÔRLUND.
deux séries de la forme

ao

^a^(^-i-')(^._22)...(^ _,,.).
. . . .s- =r 0 ,. , , . ,

A celle-ci se rattachent la formule de G auss et la formule de Bessel dont
nous parlerons plus loin. Ces quatre séries sont d'ailleurs des cas
particuliers d'une série de polynômes plus générale donnée par
Newton ( ^ ) .

Dans la théorie des approximations numériques ces développements
jouent un rôle très important. On en fa i t usage dans la construction
des tables numériques (2), dans le calcul des éphémérides et encore
quand on a besoin de faire une différentiation mécanique ou une in té-
gration mécanique. Ce dernier problème se présente souvent, par
exemple dans l'Astronomie (3). On déduit le plus souvent les formules
d' interpolat ion par un raisonnement symbolique ( / < ) et purement
formel ou bien en supposant que la fonct ion qu' i l s'agit de représenter
est égale à un polynôme; en ce cas par t icul ier la série se réduit à un
nombre fini de termes. Il y a donc l ieu de se demander si les séries.
•d'interpolation sont convergentes ou non, et, dans le cas de l'affirma-
tive, si la série représente la fonction qu'on s'est proposé de déve-
lopper, Ce mémoire donne la réponse à ces questions. Nous al lons
voir que tes séries de Stirling et de Gauss divergent en général. Pour que
ces séries convergent, il faut que la fonct ion correspondante soit une

(1) Par conséquent, la notation formule de Gauss, de Slirling, etc., n'est pas entière-
ment en accord avec les faits historiques mais il paraît commode de conserver cette
notation, pour abréger l'écriture, et parce qu'elle a été adoptée par un grand nombre
d'auteurs.

(2)' R. RADAU, Études sur les formules d'interpolation. 'Paris, 1891. -- H.-L. RrcE, Thé
theory and practicc of Interpolation. Lynn, Mass., 1899. — D. GI.BB, Interpolation and
numericaî intégration. London, 191,5.

( 3 ) T. OPPOLZKB, Lehrbuch zur Ba/mbe.^timmang (1er Kometen und Planeten, Bd 2,
p. 1-68; Leipzig, 1880.— J. F. ENCKE, Ueber meclianische Çuadreitur, Gesammelte
mcithemntische und astronomische Abhandiungun, Bd 1, p. 21-99; Berlin, 1888. —
F. TISSKTAND, Traité de Mécanique céleste, t. 4-, p. 151-197; Paris, 1896.

(4 ) Toir, par exemple, Encyclopédie des Sciences mathématiques, t, I, vol. 4, p. 49-^9
et 88-127. — G. BOOLE, A trecttise on t/ie calculus offudte différences, Sédition, p: i "61 ;
London, 1872. — T N. Thiefee, Interpolationsrecïmung, p. 68-io4; Leipzig, 1909. ;
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fonction entière d'une, nature bien particulière de sorte que la conver-
gence ne se présente presque jamais dans les applications. Ce fait n'est
pas sans intérêt. Par exemple, si l'on veut construire une table de
logarithmes on se borne à calculer directement un petit nombre de
logarithmes et l'on détermine tous les autres à l'aide de la formule
d'interpolation de Stirling. En procédant ainsi on fera une grande
économie de travail et l'on aura une approximation suffisante en se
bornant à calculer trois ou quatre termes dans la série d'interpolation,
pourvu que l ' intervalle de la table ait été choisi suffisamment petit.
Mais si cette condition n'est pas satisfaite, ou si l'on voulai t essayer
d'obtenir une approximation plus grande en calculant un grand
nombre de termes dans la série d'interpolation, on trouverait un.e
valeur ent ièrement fausse du logarithme par suite de la divergence de
la série.

Mais ce n'est pas seulement dans la théorie des approximations
numériques que les séries d'interpolation peuvent rendre service. Ces
séries se présentent encore dans plusieurs problèmes d'Analyse.
Tout récemment G. Pôlya ( 1 ) et F. Carison (2) en ont fait des appli-
cations intéressantes à l 'étude de certaines fonctions qui prennent des
valeurs entières pourles valeurs entières de la variable. Dans le calcul
aux différences finies les séries d'interpolation jouent un rôle capital
et je vais en tirer parti dans un Mémoire prochain.

Dans les paragraphes 2-8 j 'ai fait une élude approfondie des pro-
priétés de la série de Stirling et j'ai indiqué la condition de conver-
gence sous une forme qui paraît bien remarquable. A cette série se
rattachent certaines formules de quadrature et de difïerentiatiôn méca-
nique. Dans le paragraphe 15 j'ai indiqué la condition nécessaire et;
suffisante pour que ces développements convergent.

Il y a intérêt à rapprocher la formule de Stirling de la'formule d'in-
terpolation de-Newton (i). Le calculateur se sert de la formule de
Newton quand il s'agit d'interpoler au voisinage d'une des deux exfré-

(1) Uaher "anzwertige game Funktionen {Rend. Cire. mat. Palermo, t. 40, i9i5,
p. 1-16) . —" Ûher ganze ganzwertige Fiifiktionen [Nachr. Ces. Gôtt. ÇMaf/i.-P/ifS.), 1920,
p, i-iof. L'étude d-e fi. Pôlya a été complétée "par G.-H. Hardy et 3E, Landaa {Proc.
Cambr.phihs. Aw.,'t.l9, 1 9 1 9 , p-6o-63; t. 20, 1920, p. r4-i5).

(2) Ueber ganswerti^e Furiktionen {Math. Z., t. Il, ̂ i, p. 1-^3).
Ann, Éc. Norrn., (3), XXX ÏX . - NOVEMBRE 1922. 44
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miles de la table; mais en tout autre cas il. préfère la série de Stirling
parce qu'elle est « plus convergente», c'est-à-dire que les premiers
termes de la série de St i r l ing donnen t une meilleure approximation
que les premiers termes de la série de Newton. On pourrait donc être
tenté de croire que la convergence de la série de Newton devrait
entraîner la convergence de la série de Stirling. Mais il n'en est r ien.
Nous allons voir que la série (i) converge dans des cas beaucoup plus
étendus que ne le fait la série d'interpolation de Stirling. On voit par
là une nouvelle fois combien est grande la différence entre ce que
demandent le géomètre et le calculateur des séries dont ils s'occupent.
Si une série converge, le géomètre en peut tirer parti sans se préoc-
cuper de la rapidité de la convergence. Mais s'il s'agit d'une approxi-
mation numérique l'essentiel est le degré d'approximation que donnent
les premiers termes de la série, et une série de Stirling, qui diverge, peut
quelquefois rendre de plus grands servîtes qu'une série de Newton
qui converge.

La série (i) a été étudiée par S. Pincherle et F. Carison dans deux
Mémoires dont nous parlerons plus loin. S. Pincherle a fait remarquer
qu'il n'y a pas, en général, de point singulier sur la droite de conver-
gence. Dans les paragraphes 9-13 j 'ai étudié la série de Newton par
une méthode nouvelle et directe. Je démontre qu'il y a un rapport
remarquable et très simple entre le domaine de convergence de la
série et les propriétés analytiques de la fonction qu'elle représente.
Ceci est vrai pour toute valeur positive de œ en exceptant une seule
qui présente des difficultés sérieuses. Je me suis arrêté longtemps sur
ce problème et les résultats obtenus présentent quelque analogie
avec ceux qu'a trouvés H. Bohr relativement aux séries de Diri-
chlet.

En particulier, je démontre que la condition nécessaire et suffisante
pour qu'une fonction ^{z) se représente par la série (i) (co étant
positif) c'est qu'il existe un nombre réel a tel que la fonction est holo-
morphe dans le demi-plan ÎS(s) > a et y satisfait à l'inégalité

|<3>(^[<^13 ' , ,

fê tant un nombre positif. La série converge dans le demi plan îî(^)>a
si le nombre co est positif et suffisamment petit.
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La formule d'interpolation de Stirling.

2. Considérons d'abord une série de la forme
00

(2 ) ^a,z{s^-r-)(^-•22)...(^-sî),
A'==0 , '

où les coefficients a^ ne dépendent pas de z. Si z est un entier positif,
négatif ou nul^ la série se réduit à un nombre fini de termes. En met-
tant de côté ce cas, nous démontrerons le théorème suivant. Si la
séné (2) converge pour z = ZQ (^où z^ n^est pas un entier)^ elle converge
uniformément dans tout domaine fini dans le plan de la variable s. Ce
résultat se déduit aisément d'un théorème d'Abel (1),

En effet, posons
b,=a,z,(^-l2)(^—22)...(z^sî),

^_ ^—i2)^2-^)...^2-^)us\^) —- ——r^——.^/^——^——/-2 _^^o \ ^o— l H " o — 2 ) - " \ ^ . i s )
on aura

.,(.)-^,(.)=^(.)^4^.
Le reste de la série (2) peut donc s'écrire comme il suit

A' = m .v = m • v ==.? v = m

(3 ) ^ b,u,(zy--= ̂  [«,(s)—»,,,(s)]^^+M/,^i(5) ̂  &v
S r= fl S == 7t V ==/? V == 71

.y ==://<' v==.î ^=w

-("—^^TTT^-^S^-1-""-^ 2 6-
.•>• == /•& v == /i ' v == n

Pour voir comment les u^ se comportent pour des valeurs très grandes
de s, divisons le numérateur et le dénominateur de Us par (^!)2; nous
aurons

( -2 \ / ^".\ / ^2\-o \ 1 Z \ { S \, - -^X-?)-('-^"•"'-̂ qijÎ y-Ri)'
(^BROMWICH, Theory of infinité séries^ p. 205-7 » London, 1908.
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Sur celte expression on voit immédiatement que Us fend uniformé-
ment vers une l imite quand s augmente indéfîniment, z étant situé
dans un domaine fini quelconque. Cette limite est d'ailleurs égale à

SKIT^lim u.s(z) = —
SinTT-So

Cela posé, soit e un nombre positif. Par hypothèse, on sait trouver un
nombre n^ tel que

2b-'V < Ê,

De l'équation (3) on dédui t donc l ' inégal i té suivante

2 ̂ (^ ; C £
(A'+I)

•+-CÊ< Ci£,

C et C/désignant des constantes. Le théorème énoncé est donc vnn.
Par conséquent, si la série (2) converge, elle représente toujours une
fonction entière que nous désignerons par H(^) :

00

H^^^^sC.s'-i^^-a2)...^'-^).
. ' , ! ' A' =°

Pour voir quelles sont les fonctions ent ières qui admettent un déve-
loppement de cette forme nous allons chercher une fonction majorante
relative à H(-2;). Il va sans dire qu^on peut choisir les a^ tels que la
série (2) converge absolument dans tout le p lan . Mais il arrive aussi
que cette série est simplement convergente pour toute valeur de z qui
n^estpas un entier. Pour cette raison nous allons d'abord transformer
:la- série, en une série absolument convergente. Reprenons l'équa-
tion (3), posons n-=- o et faisons tendre m vers l'infini. On trouvera

H ( ^ ) = = H ( ^ ) sin^T-s ^-^>2 u,{z)
^^(^l)'1- T. 2 6-

La dernière sérTe converge absolument, car les u^ tendent vers une
limite finie quand ^augmente indéfiniment, comme nous l'avons déjà
vu, et la série Sèy est par hypothèse convergente. On saitdonc trouver
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une constante c telle que "

2^',J <C, .<?==0, ï, 2, . . ..

On a par conséquent Fin égalité suivante

^ '"^K "^^ •en;-" - î j V"o i 2Li
^(^)

(5-H)2--^

Nous avons supposé que la série (2) converge pou r s==^o? msis
cette hypothèse entraîne que la série converge dans tout le plan. Nous
pouvons donc, sans restreindre la généralité, admettre que o < ZQ < i.
De l'équation (4) on déduit maintenant que

1^(5) ^-^1 < i ,-+••
(,9+I)2 ( / - 2 \ / / - â \ / -/"2

so '-T^1-^-^
l^+liJ:\ [1 , 1 - - 1 8 1|^+ ^, ; - - - [ 1 +( ,+ , ) ._ [

(,4-l)«_s;

/', ^\ . _±L-1
\ ^y" . (^^J

i+ •
^^ '
"'0
c2

Par conséquent,

i---oii «.(s)^+i)2-^
.s-=0

.ï l f l -1- .^)-(-^
^.2 ^)-f-^ l ^ l 1

(5+1)'

?)...[.-^] ..(-^•••(-a)• y=0 f •SÔ l 1

Ï V L ^+I)2

|,SP\ / 1 ^ 1 ^ - -
I+LI ... 14- , ,,..,̂

'^0

-^•••(-^
: lim

S—^-Q

.1±1,si n 71 ̂ ;:",jsî:o ":„;,"-'"
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où shs désigne le sinus hyperbolique de s. En substituait cette expres-
sion dans l'inégalité (5) on trouvera

' rr / \ « Ti - / y sinTT-s / s h T r I ^ J \z\\H ( z ) 1 < H(^) ,.,, -4- c ( ——L-J — i—1 ^
siOTr^ol \ s inTr^o "^0 /

Par conséquent, si la fonction ïîÇz) admet un développement de la
forme (2), on sait trouver une constante C telle que

(6) [H^KC^' 5 '

pour toute valeur de z. Cette inégalité cesse d^être vraie si^ dgîis l'expo-
sant, on remplace TC par un nombre qui est infér ieur à m' En effet,
la fonction sincoz admet un développement de la forme (2),
si —'n:<; a) <;-rr. Mais il n'en est plus ainsi pour (D S^IT. De même, la
fonction entière

COS'TTS — 1

se représente par une série de la même fôiroe.

3. Quand on veut trouver toutes les fonctions qui se représentent
par notre formule d'interpolation^ on peut donc se borner à considérer
les fonctions entières dont l'ordre est $i. Pour voir quelle condition
ultérieure il faut imposer à cçs fonctions nous allons exprimer le terme
complémentaire de la série à l'aide de l'intégrale de Cauchy. Soit H(a?)
une fonction entière et posons pour abréger

A H ( . r ) = = H ( ^ - 4 - i ) ~ H ( ^ ) ,
A^HO) mACA^H^)].

Les différences successives de H(^) s'expriment par les intégrales
suivantes

u( \ ï fH(Q^M ( x ) =: ——. I ——— 5
27TÎ J Ç — — X

AH(^~ I f H(0^^^-ÏÎTJ (ç-^(ç-^i)5

A-H(^=-, r___H(o^___, • • . .v / ^ n i j (Ç-^XÇ—^-i)..^^-^-^)» •
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où la ligne cl/intégra tion est un cercle parcouru en sens positif, ayant
l'origine pour centre et avec un rayon si grand que le cercle comprend
les points x^ x+ i, ..., x -4- n.

Cela posé;, considérons l'identité suivante

m ——- -_-MiUte2^ , ^-i^) , ̂ ) iw; ç — s - ^ ^ o ^ ^ ^ o ^ ^ c o ^ - - " <^(Ç) -"^(oç-^

ou
^ (^ )= : (^—ai ) (5—a2) . . . {z—a^).

Choisissons çT abord les nombres Oy comme il suit

^=0, Cf^n^—^5 <af2/^-+-l==^.

On trouvera

I __ ^ (Z -{-S) (S -+- S — — l ) . . . ( ^ — — S +-I)

ç"r7- 2ri ( ç4 - ^ ( ç+^^ - ï ) . . . ( ç - ^ ^ )
. A'==0 •• • • • • • ' , • .

rl^(z+^(z-^S-l)...(z-s) ^(^^I<>)(^-25)...(^^^) I
+Z^(Ç+^4- l ) (Ç+5). . . (Ç-^) IÇ(Ç2 -~- I •2 ) (Ça -~22 ) . . . (Ç ; i - /^^Ç--^

A'=0

Multiplions les deux membres de cette équation par HfQ et intégrons
par rapport à t le long d'un cercle C,, parcouru en sens positif, ayant
Fonçine pour centre et avec un rayon qui est plus grand que n. On
trouve

n n—i

(8) H(.)=^(a^')A-H(-.)+^;(;^)A^•H(-.-I)+R^„
.s- = 0 •V == 0

OÙ ! 1 \ ! ' •' 1 1 ! ' ' • • !

_ _ r ^(s2~I2)i:^-22)...(^—7l^ H(;) • :
(9) ^ K2/^l- ^^^^ (Ç2__ i2 ) (Ç2__^^_(ç2__^2) Ç__^ -=•

On suppose ici que le point z est situé à l'intérieur du cercle C^.
De même en choisissant, dans l'équation (7), les nombres â\, de la
manière suivante :

a^ === o, a^n == ^5 ^-j-i ̂ ^ — ^î ' . . • • • • • • . ^ • . .
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on obtiendra, au lieu de Téquation (8), cette'autre reiatïon;;'" - • ' 1 ^ '
• n ' ! • J . • ,^ ! . , , . .

(10) tï(.)= ^^^-^A-H^-.) ^ - , . : , : ; . ' •
A-==0 1 ! r - • ! " ! ! ! ! • ! 1 1 ^ 1 • ., '•• • 1 ; ' 1 ' •

— -^Ï(^^:)A2j+•II:(-5)^R—
,y==0 . • ' 1 . - • • •• ' .

Pour abréger, nous désignerons les séries (8) et (zo) comme les
formules ^interpolation de Gauss (1). En ajoutant terme à terme ces
deux séries on trouvera la formule ^interpolation de Stirling (2) :,

_— ^ 2 / ^ 2 , 2 \ r / -2 / ç _ _ , \ 2 " 1
(„) H(.)= ^^^_L^I^__I!JA-H(-.)

n — 1 • ' . '- ' • • "- . ' ,; ,
-c— ^ / r-î __ , 2 \ / ^ 2 r>2\ / ^ î <.2\

+^ )(^^))•!••(^" )VA2-1H(———— I)+R^
^==0 1 1 - . . ^ • • ' ! , .' , . •

où Ra^+i a la valeur indiquée par Fintégrale (9). Ici nous avons posé,
pour abréger,

VH^)^11^';4-11^.
î3i

En donnant à s les valeurs o, i, 2, ..., /i — i dans les deux séries
qui figurent au second membre de l'équation (n), on trouvera pour
le reste R^ après 2n termes l'expression suivante :

(i^ R - I f ̂ ~ i2) ... [-^- {n - îY] W-^) H(g)w "2^^^—ç(^-i^)(^-^)...(^-^)—r^' .
On obtient un autre développement remarquable de la manière

suivante. Remplaçons, dans l 'équation (10), z par z -h ^ et H(js)

,0) C.-F. GAUSS, Theoria interpoldtionis methodo no^a trâctata (Ff^erke^ t. III,
p. a65-33o), Gôllingen, 1876. — I.-F. ENCKE, Ue^er Interpolation. Gesammelte mùthe-
malùche und astronomù'c/ie ÀbhandiuDgen^ t. ï, p. 1-20; Berliû, 1888. Dans ce Mémoire,
Encke reproduit des leçons faites par Gauss en 1 8 1 2 . : "

(2) Methodus differentialis sive tractatus de summatione et interpolatione serierum
infînitarum^ London, 173?.
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par H ( . s—-)• Remplaçons, dans l 'équation (8), z par z — -1 et H(s)

par H (s +• ^ ) - En ajoutant terme à terme les deux séries a ins i obtenues
on trouvera la formule d'interpolation de Bessel :

[--OT-ayi-M-yiH(3)=

+
où

i) ^,

21-
.¥==0

"-F-
-V 1^JL
5=0 .

' y
27T(^

ai iL2

œ'][-
[--([.-(

'-(-y • •\ 2 / ,

(o^)!

.-W-j,
V 2 / ..1

( 2 À* + 1 ) !

.yiH.yj^-t

•M

•F-(

^y]-[--("jy]"

A' —

s —

.[..

^y
ï)'

-(.-i
\ 2.

.VA2^

A254-1

i'^ — -.
2

H(-,-i)
\ 2/

H ( — 5 ~ ^ ) -4-"^+l,
\ J/

) JH(?)^
\ î ' } r -"';"

)]'
^) ^2n4-l :

r r (^) ] • • • [ ' v ^.ir-; ( , , , <yiH(«••^--.i,, ^ •v i r» /..^ivil--^ ^°+^Jî-."•^-(^•J
»+éy^iTO«.

... Ç2_. ^+-/ p i 9-.(-«4-^ Ç'

\ 2 .

4. Je vais démontrer que ces termes complémentaires tendent vers
zéro quand n augmente indéfiniment, si la fonction H(^) satisfait à

Fig. i.

-nY?

une certaine inégalité. Considérons d'abord R^+i- Sans changer la
valeur de cette intégrale on peut déformer le cercle C^ et le remplacer
par le chemin d'intégration indiqué dans la figure i. KAB "et DEF
désignent deux arcs d'un cercle ayant l'origine comme centre et avec

Ann. Êc\ y or m., (3), XXXIK. - DÉCEMBRE 1922. 4o
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le rayon log/?. Comme ligne d'intégration je prends la courbe
ABCDEFGKA, qui est composée de ces deux arcs de cercle,et de
deux arcs BCD et FGK de la lemniscate de Bernoulli qui a pour équa-
tion r= n\ /2cos2ç\ Cette courbe coupe donc l'axe réel dans les
points ± T? \/2. Ce choix du chemin d ' intégration est un pointessentiel
dans notre démonstration. Il va nous permettre d'indiquer, avec une
très grande précision, la condi t ion qui assure la convergence de la
série. Si l'on avait cheminé le long d'une autre courbe Qu 'au ra i t
trouvé une inégalité moins précise. Comme le chemin d'intégration
est symétrique par rapport à l'axe imaginaire on peut réduire l'inté-
grale (9) et l'écrire comme il su i t :

R - I r ^--i'2)...^2-^2) Hi(o^
"^^^^^(ç—i^)..^^-^) ç^T^^(ib)

r» ci î'\ r\ i"' A y» r\ 1 1 •*•» r» r\ •»•* A r»' r\ v» 'où nous avons posé, pour abréger,"

(17) H , ( Ç ) = Ç [ H ( Ç ) - H ( - Ç ) ] + 4 H ( Ç ) + H ( - Ç ) ] .

Soit ̂  le plus pe t i t nombre positif qui satisfait à l 'équation

, o . I / log:^\2

(x8) ^^^^-ir)9

Le nombre ^ est inférieur à ^ et l'on a évidemment

,. TCI im v^= -.
n -̂  w 4

Si nous posons 'C == r^\ le chemin d'intégration est composé de :

i° L'arc AB, où

r=:log/î et ~ ~ ^ ^ — < ^ ;

2° L'arc BCD, où

r == n \/2 ces 2 (; cl — ^ ^ ^ ( ; ^ ^ ;

3° L'arc DE, où
r==lpg/z et p^p^--*

1 2 •
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Écrivons maintenant l'intégrale (16) sous la forme suivante :
/ ^2 \ / ^2\ / -2\ î

^——C-rOC-^-C-^^-
/• ( - ^ " ( n l Y T ^ - n ) H,(Q

"ACCDE ra+.+i) ç—^ ç-

Le produit qui figure avant le signe intégrale tend vers une limite
finie, quand n augmente indéf iniment , savoir vers la limite ;-——•
II suffît donc de considérer la dernière intégrale, que je décompose en
trois parties en écrivant

S-\ 1R^=^,-^-L..h-^j^.(P^Q,,+T«),

où
l \= f , Q,,= f , Tn-. f'•

^AtS ^ BCD •-' DE

Sur l^arc BCD on a maintenant

Ç ̂  n \/2 cosap 6^,
par conséquent,

d^=i n\/2 cosat^ i +• î t ang2^ ) e^ dv,
d'Ç ___ 7Z\/i
^ \/COS2 V

En posant, pour abrégery

(-9) f^^^T^^

(20)

on trouvera

TT [r(«)p n9-
simrÇ T(n -r- C) ï\n — Ç) /^—Ç2 '

P^ = <• log n f vn fn ( v) H^ e1" dv,
^ TC " ^

"" 2 •

(ai) Q^=t/ i f "/„(y)H^^/2~^^;(I+^tang2(.)ei•<'.^,
-'—rn - "

(32) T,.=il0g/lj" /^((.)^^^rf('.
H,(Ç)
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5. Avant d'aller plus loin je m'arrête un moment pour dire quelques
mots sur une certaine fonction ^(^) qui j o u e un rôle important dans
notre problème. Je définis cette fonction dans l 'intervalle — 71: ̂ ^-n;
par les deux expressions suivantes :

(28) ^(^) =1 COSP Iog(\/cos2 (7 -+- \/3 ces p)2^- ss sinp arc sin(^2 sin v ) ,

Si
, . , , - . TT 3 '7T -/ , , /

0 1 ^ 1: -T OU —— 5 (-î - TT.

Mais
(24) ^ ( ^ ) = = 7 r | sin v

si
7C / , , 3 7T

^"^T-

La fonction, ainsi définie, satisfait aux relations
^(P)=^(-P),
^(ç;)=:^(7r— P),(25)

et elle est continue, car, des deux expressions indiquées, il résulte
que

On a, de plus,
^(o)==^(±:7T)==2log(l+ V^),

+(^)=,.
Je vais démontrer que la fonction ^(^) admet des minima dans les

points o et ±TC et des maxima dans les points ±-- Considérons

d'abord l'intervalle o ^ ^ ^ 7-• On aura- -' 4 •
, , - , , . Woxdxarc sin<,v/2 smt^ ==v/2 S -'»

o \/COS2.y

'E/» -.,• ,- i „

(26) arc sin(\/2 s in^) ==\/2 ^
^o

, . , / .——— /- \ /- r " ^M^X dx
(27) log^v0082^ 'Jr V 2 cosp^ ==:\/2 l ' 1 , -1 '

^p ycosa^
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8 On le vérifie aisément en dérivant par rapport à p. En faisant (; == o
dans la dernière équation on trouvera

TC

, / r-\ /- /l4 sin^ dx
10^(14-^2)= V'2 ^ .

Jn VCOS2.21/o V0052121

L'expression (a3) peut donc s'écrire comme il suit :
sin.2? dx, -. r Sin^aa;

(28) û } ( v ) =: 2 cos^ iog(i 4- y2) — 2 V 2 cosp 1 /' / — ' & \ v / v j ^/cos2^
0

p^ cos^ dx
+ 2 \/2 s inp

. /-ce, +2^sl^^ 7y COS 2 ̂

, ^. /- ^^s inÇ^—^)^
== 2 COS ^ 10g(l 4- \/2) + 2 ̂ J ——/^g^——•

En dérivant par rapport à 9 il vient
/ /-\ /- / - t / C O S ( ^ — ^ ) ,

(20) d/Cç ' )^ :—2 sin^ log( i 4-y12)-+• 2 V 2 / —/ -ax.v y / T ^ / Û^ V - 7 v y \/COS2.27

En dérivant encore une fois on trouvera

(3o) ^M==—^-^(P).
ycosa^

De l'équation (28) on déduit l'inégalité suivante :

^ ( v ) 5 2cospîog(i4-\/ .2)-+- - . 2 V 2 / sm((>—^}dx
\ /COS2Ï^Jo

==2COSÎ^log•(r + \/^) -i- (l — COSP).
V 0 0 5 2 ^

On aura donc, en vertu de l'équation (3o),

d/CP) ^ 2 COSt^ ...Y2 — 10ê'(l 4- \/Ï) •
1 \/C-OS2V J

Mais il en résulte que ^(^O est positive dans l'intervalle en question.
On Voit à l'équation (29) que :

^(0)=0.

La dérivée ^((O es1 donc positive, continue et croissante daps
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l 'intervalle o < ^ ^ ^ 0 n en conclut, en tenant compte de l'exprès- -
sion (^4), que la fonction ^(^) est positive, continue et croissante
dans l'intervalle o$^5 TC* Cela posé, on voit aux équations (25) que la
fonction ^((^) admet les maxima et minima indiqués ci-dessus et qu'elle
n'en admet pas d'autres. On a donc, pour toute valeur de v,

^^4 / ( t ; ) ^ 2 î o &( ï 4 ~\ / / 2 ) > o •
Des équations (s3), (26) et (27) on peut aussi déduire l'expression

suivante de la fonction '^(^) :
TC

T .,:.. /-- r s in( .a?-— P) dx
^ ( v ) •=-- TT sin c -{- ^ y^ / — — . , , , , , : , , 1 — — •

«/̂  \/COS2.Z'

Dans l ' intervalle-^ > c^o la fonction satisfait donc à l'inégalité

6. Posons
(3i) h{v)= mît

^(^) ^> TT si ri P.

log|II(r^)|
/•—^°

Dans le paragraphe 2 nous avons démontré que la convergence de
la série d'interpolation entraîne que

h(v)^Tt

pour toute valeur de v. Mais c'est seulement dans les points ^ ==• ± -
que la fonction À(^) peut atteindre sa l i m i t e supérieure TC. Par une
analyse plus détaillée on peut, en effet, démontrer que

^)^(^).

De plus, on voit aisément que les termes complémentaires que nous
venons d'indiquer tendent vers zéro, si

À(P)<^)

pour toute valeur de p. On peut même démontrer un théorème plus
précis. Admettons que la fonction entière H^C) == H(Té^) satisfait
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aux inégalités
(3-2) jH(ç)_-H(-Ç)|<^^rP.,

(33) IH^+IH-OK^^^

pour r^ro. Soit [3 le. plus grand des nombres p, et ^ ^ — i ; on sait
trouver une constante C telle que
(34) \Ïl^(reil')\<Ce1^^ r^1

pour r^r^ Nous allons démontrer que le reste R^^i tend vers zéro,
si p est négatif. Dans ce but , é tud ions comment la fonction |/n(^)| se
comporte pour les valeurs très grandes de n. Admettons d'abord
que ̂  > v > — ^. On sait que

_ i
(35) T{x')-==:\/Tï:xx ^-^[i + £(.£•)],

où e ( x ' ) tend vers zéro, quand x tend vers l ' infini d 'une telle manière
qu 'e l le s'éloigne indé f in imen t de l'axe des nombres négatifs. L'expres-
sion (19) peut donc s'écrire

^' ^(-^"^r"^^-'"'ter^yt—c-".
où s(^) tend vers zéro quand n augmente indéfiniment. Puisque

Vn> V>—^n,
nous aurons

Ç ==: r e^ == n \/2 cos 2 (; e^.

y — n2 =: n21 e4^.

Ç 2 —/^)

On en déduit que

Par conséquent,
; i.

Par un calcul facile on trouvera
Ç — n 2 ces 2 ^ — i -I- i 2 si n (̂  \/a cos 2 c
Ç-1- 'n (\ /COS2^ "4~ \/2 COS^)2

_ ^^/cos^p -i- z^/2 sinp^2

\ \/COS.2P 4- /2 COS^- / -•
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Mais, de cette équation résulte que
C —— ft / 1—————— /~ \—2
.———— = (VCOS2(^ -4- \/2 COSV) ,

Ç — n . / /- . \ar^ ?——— == 2 a rc si n (^/ 2 s i n c^.
Ci — 1 / t .

De l'expression (36) nous pouvons donc conclure que

l/,(^)l=27rl('J^Y[ï4-£(/z)]

= aTre-^^l [x -4-e(n) ] .

Cela posé, on déduit de l'équation (21), en tenant compte de l'iné-
galité (34),

io i < n r^i/^iHl^ ̂1 \!n | = ^ î 1 Jn\ V ) | r:;———^ /
^—« ^ — ^ vcosa^Ça — ̂  1 ^cosa^

/^-t-p»
^ / \fnW< /iC ^(^) [e^c^rP-1 ^p

J -Vn
/t+p" IB-.I

< nPCs / ( cosa^ ) 2 ' ^
J-^
/l (/" 1 B --1

==2C2^P ^ (cos2^)2 dv,
Jo

où C^ et Ça désignent des constantes. En décomposant la dernière
intégrale en deux parties on trouvera

QJ<2(Wf
•-'n

Tt
6 4-i

(cosaf-')2 û?c 402»? /"
V 71

n sin^vd^

(COS2^) 2

Admettons que p<<o. La première intégrale au second membre tend
vers zéro quand n augmente indéfiniment. La dernière intégrale est
égale à

aCs^Pf ^^d^^^^n^-r^—Çcos^v^^]
^COSSP,,

^a^^CîJS-^P-Clog/!)?].

Mais cette expression tend vers zéro, quand re-i-oo, parce que ^ est
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négatif. On a donc
lim Q,,-=-- o.

n —-'»- oo

Considérons maintenant l 'intégrale T^. Commençons par étudier
comment se comporte la fonction fn(v) sur l'arc DE quand n est très
grand, fn peut s'écrire sous la forme (20). De l'expression as}7!!!?!̂ -
t ique (35) de la fonction gamma on conclut que

' 2 / , , - r \ î[r^)?
r^+or^-ç) ̂ ^-(^-^f [nTt) ^ I+£^^

En posant Ç = l o g n e 1 ' ' , on trouvera
n — Ç _ n2— (log/i)2— 2Z7i log^ sin^
n -h Ç 7l2 -4- ( îog' ̂  )2 -4- 3 ̂  log ̂  COS ̂

On a donc
^ — ï ^7^ lOg'/l COS^

^ + Ç
7l-Çarg-'•^^ç

En posant, pour abréger,

==— arc tariû'

^2 -h ( log'/î )>2 -4- 2 n log /? cos î7

2 7i Io2"7î s in P
Ç5 ,^2—\o^n

^n logTz cosc'
P^) ̂  •̂n^ + lûg2 72 4- 2 7^ 10£' 71 COS V

on aura donc
^ f^ — f \ ^ "• log/î COSP log [1—îp (/!)]-+• logn sin p arc tang'

.TTrî ^eî
2 n los n sîn f

Quand n tend vers l'infîni, cette expression tend uniformément
vers i. De plus, on trouvera

n2 - ï2 )2
2 , , log4^

: 1 — ~ lûg- 71 COS 2 P 4- —-^—•

Par conséquent,
Ï__ --(^^)|lo,(i-^10^^0S2^1^)

7l2 —— Ç2

Cette quantité tend aussi vers i, quand n->oo. Nous avons ainsi
démontré que

- r - T ^ / v - l » ti[T{n)Y ^l îm ÎT-, r ( n 4 - ç ) r ( 7 i — ç ) 7^ t 2-ç3

^nn. Éc. Norm., (3), XXXIX. — DÉCEMBRE 1922. W
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si j 'C^log/i. On sait donc trouver une constante c telle que, sur
l'arc DE,

\fn{^\<ce-r^uv.

Cela posé, on voit que l'intégrale (22) satisfait à l ' inégalité
TC

\Tn\<^r-i f \fnW^^{reiv)\dv
p» <16 . rc

< Car-1 f (r-^sinp [ H .̂ ̂ P) [ ̂
^•/.

où C, et Ça sont des constantes. Décomposons cette intégrale en deux
parties et remplaçons H, par l'expression (34). On trouvera

TC TC

| T,, [ < CCsrP F ^4^)--^^] dv -h CCsrP / dv.
^l'n ^TC

T

Le dernier terme au second membre tend vers zéro, quand n—^oo,
parce que [3 est négatif. De Inéquat ion (18) il résulte que

I--<3.CT

Puisque la fonction continue ^ (^ ) - -7 r s in^ s'annule dans le
point v ==. y? on sait trouver un nombre positif n^ tel que, pour n ̂ > /z^
on aura

4^) — 7rs inp < i ,
si

• 7T ..,.

^v^
Par conséquent,

JT TT

^^ ^T
/ ,^[^«/)-'n;sinp] ^p ̂  i n^W-^'^ch '

^n ^

/7T \ /l /lûgn\2

<.^-^<^-^-),

et la dernière quantité tend vers zéro quand n augmente indéfiniment.
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On en conclut que
l im T»=o.

n—>«

On voit tout à fait de la même manière que l'intégrale T^->o. Nous
avons ainsi démontré que

l îm Rs^i^o, •
n—^ao

si {j <^ o. Les séries d'interpolation de Gauss^

H(^)=H(o)+^[(^/) ^IK-^+^'^^-^A^H^.)],

H(.)=H(o)4-^[(5+^ l)^H(^.)+(%^^
s=\

convergent donc, si H (s) est une fonction entière qui satisfait aux
inégalités (3 2) et (3 3) 5 où

(87) (3i<o, ^<r.

Considérons maintenant Fintégrale (12), Nous pouvons la décom-
poser en deux intégrales et écrire le reste IL^ sous la forme suivante :

p - —— C '^(^^...[^--(n-i)^ H(;)+H(^g)
n2/l - ^iJ^W- ^) (C2 - ̂ ) ... [Ç2 - (7Z - i)2] Ç2- ̂

__ f ^ (^_ ,2^^ (^_^ ) H ( Q ~ H ( ~ ^
+^^ABcnE(? 2 - 1 2 ) (S— 2 2 ) • - • (^ - " 2 ) ^-"2

On voit immédiatement que les inégalités (37) entraînent aussi que
ces deux intégrales tendent vers zéro quand n augmente indéfiniment.
La série de Stirling <

H ( ^ ) = H ( o ) + 5 V A H ( - I ) + ^ A 2 H ( - l ) + ^ ^ F ^ ) V A Î H ( - 2 )

^î f r-ï •r'i\ /rf " 2 _ _ T 2 W . - 2 _ _ o 2 \^ (- -i )^H(_a)^.^—LJ-ir—ïJvA'HC-a)^...
q 1 '^^

converge donc si les nombres (̂  et ̂  satisfont aux inégalités (37).
E.-T. Whittaker et K. Ogura ont indiqué récemment un théorème

semblable mais sans arriver à la condition de convergence précise
que nous venons de trouver.
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Dans un Mémoire important , E.-T. Whit taker (1) fait voir que la

série de Gauss converge, si I-I(^) est une fonclion entière, qui satisfait
à l ' inégalité

| ï l ( re 1 1 ' ) | < consi.^-817 '181"*'1, £> o.

Mais cet auteur a ainsi laissé de côté des fonctions telles que la sui-
vante :

H ( ̂  ) == a3, 3 — a </2 ̂ a ^ 3 4- 2 \/2,

qui satisfait à notre condi t ion de convergence. K. Ogura( 2) démontre,
dans un article p u b l i é par les soins de J. Hadamard, que la série d^in-
terpolation de St i r l ing converge si H v - s ) est une fonction entière et
paire qui satisfait à la condi t ion

| H ( re^) < ̂ r, o < ̂  < log a.

Nous avons vu qu^n peu t remplacer X par une fonction de v qui vérifie
l'inégalité

^â 'H^) :=^°g(3 + 2 ^ ' 2 ) -
Considérons enfin les termes complémentaires (i4) et (i5) de la série
de Bessel. Nous pouvons réduire ces intégrales à la forme suivante :

j^^y'lî^ ^yi r- ( n 'Y
^=——f ^r ^JJI/~^)J• tT-l^m iJ ^)-E(-^• "'•'- [^-(o'jt^ ©l'-R'—yj '~^=~'i.^Jl. \ 2 / J L \ a .

'^nr-. /•^'t r . / . ' \ 2

r ^-(^F-^r-P-^^I.H^.H^-.,^œj.._ ̂ y 1 1 ^ _ / s y 2 1 [-,,_/, i v i ç ç--- ^!—— / 1 W I I ^ . 2 7 1 I- V 2""""•^-œ'j^-tD'j-^^-^yj
...._r [-a)if"-ayi-F-(-^-i H..,,

- ^«[.-(^•j[„-(l)•J„.[„_(„^yj^t's•
où

H , ( Ç ) = Ç [ H ( Ç ) + H ( ~ Ç ) ] + ^ [ H , ( Ç ) - H ( - Ç ) ] .

( 1 ) On thé Fonctions which are represented br thé Expansions of thé Interpolation-
Theory {Proceed. Rofai Soc. Edinburgh, t. XXXV, 1 9 1 5 , p. 1 8 1 - 1 9 4 )

(2) Sur la théorie de l'interpolation de Stirling et les zéros des fonctions entières (Ë id l .
Se. math., -2e série, t. XLV, 19%!, p. 3i-4o); voir aussi Comptes rendus du. Congrès inter-
national des Mathématiciens à Strasbourg, 19-Jio, Toulouse^ 1921 , p. 3i6-322.
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En raisonnant comme plus haut on voit que ces deux restes tendent
vers zéro, c'est-à-dire que la série de Bessel converge, si
(38) ?i<t, ^<o.

Si H(5) est une fonction impai re , la série de Bessel est donc celle qui
est la plus avantageuse, mais si H (s) est une fonction paire, la série de
Stirl ing est à préférer.

J'ai encore quelques remarques à ajouter au sujet de la série de
Gauss. En réunissant deux termes consécutifs en un seul terme, nous
avons démontré que la série a insi obtenue converge si les condi-
tions (.37) sont satisfaites. Mais si l'on ne fait pas cette contraction
des termes de la série, ces conditions ne suffisent pas pour assurer la
convergence de la série. En ce cas nous devons encore démontrer que
les termes de la i^érie tendent vers zéro. On aura maintenant

/^ -4- ,A î F ^(.^— i2 ) . . . f ^ 2 — (^ - i)2] (^ + n)
(39) r^ A^H(~^)=^y -———^-^)...^-^)————

\ 2n / ^^"^ACCDE - v ^ î- j - ' \ ^ 1

x[ î ï (S)+I ï ( -ç*]^

Cette intégrale tend vers zéro si le nombre P, est négatif, quand v
appartient à l ' intervalle î ^ î—^ La série de Gauss

H(.)=:H(o)4-( ; )AH(-I)+(^ I)A^(--I)-^(^ I)A3H(-2)4- . . .

sera donc convergente pourvu que ^ < o et
. 37T . T:

(3,<i, si ^->^> ^

^<o, si J >^>- j -

On en conclut par exemple que la fonction cos^ se représente par la
série de Gauss qui en ce cas prend la forme

fz\ .y^^ , / .\n^ y5-^-^
(4.0) COS^=I+^J-2^ ^ ^ - . . .+( -1)2 ^ ̂

^ (_-. ̂  2t2ft+- l ( z+ n}v / Vân^i /
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On vérifie aussi aisément que cette série converge simplement dans
tout le plan. Mais si l'on fait î î ( z ) ==sin^s dans la série de Gauss,
tous les termes de la série s 'annulent. La fonc t ion s inus n'admet donc
pas un développement de cette forme. Cette fonction satisfait à notre
inégalité pour (^ = o. Cet exemple nous montre donc qu'il est néces-
saire de supposer ^ <^ o.

7. L'exemple 11(5) == cos'rc.s met en évidence que nos conditions de
convergence ne suffisent pas pour assurer la convergence absolue des
séries. Soient UQ, u^ u^ ... les termes de la série de Gauss. Le
terme u^ est égal à l'intégrale (39') et l'on aura

"-=(^)A2"MII(-7^)

^_r_ r sÇ3ï-lî]...(z^-n•i)
2 ^ T^ABCDEÎ(S2 - J 2 ) • - •1: Ï2 - ( "+ ' )2 ]

X j (n +i) [Ï-I(Ç) + H(- Ç) ] ̂  Ç[H(Ç) — H(- •Q] [ d^.

On voit à ces deux intégrales qu'on sait trouver un nombre positifs tel
que

lim ^(logny^Un^o,
/!->-»

pourvu que
j3i<—i, (3,<—2.

Ces deux inégalités entraînent donc la convergence absolue des deux
séries d'interpolation de Gauss.

Dans la série de Stirling on aura

U - î Ç ^-I2)...^8-^-!)']
271 ~^L,>E Ç^-I2 ) . . .^———2 ) W^+^-W^

^^^L^^^'^^^^^-^-^J^
et l'on en conclut que la série de Stirling converge absolument si

P i < — ^ Pâ<o.

On voit de même que la série de Bessel converge absolument si

' . •(3i<o, (32<-i.
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Si en particulier H(^) est une fonction paire, on aura

V^^îii—s— i)=-o,

A^iHf^--^=o, VA2W—^-^:=A^Hf-^-- ÎV
\ a/ \ 27 \ 2;

La formule de Stirling se réduit par conséquent à la suivante :

(4.) ^^•"•——'•^-"-"'^•Ht-.),
.y=0

et la formule de Bessel prend la forme

.. H.^i^-^^i^-a-^-^-5^^^.-.)-
A- = 0

Si H(JS) est une fonction impaire on aura

A'2À•H(—5)=:--o, VA^-+ - lH(-~^—î)=A 2^^H(~- .?) ,

VA^nf—À 1 - - ^^=o.
\ 2 /

La formule de Stirling s'écrit donc comme il suit :
w, ^( »'î T 2 \ / ^ 2 _ _ r > 2 \ / ^2__ç2 \

(43) BK3)-^ (^+>)!" ^A^IK-.),
^=0

et la formule de Bessel prend la forme

„ ̂ -^-Sf-^^(-^
,î==0

Comme la fonction cos-n:^ satisfait aux conditions (87), l'équation (41)
nous donne le développement convergent

(45) cos^^^iy^^t.2-!2)...^-^--!)2].
S=Q ' " ! ! ,

La fonction sinre s satisfait aux conditions (38). Elle se représente
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donc par la série (44) qui s'écrit

«^—^-•.^[-©^--©^.•[--(-O']-
On trouve de même les deux développements convergents suivants :

où a est un nombre quelconque qui ne fait pas disparaître un des
dénominateurs.

8. De ce que nous venons de dire il résulte a fortiori que les quatre
séries d'interpolation convergent absolument si la fonction h{v\
définie par l 'équation (3i), satisfait à l'inégalité

A(P)<4^)

pour toutes les valeurs de v. Un cas par t icu l iè rement intéressant est
celui où l'on a A(^) == ^(^) dans un nombre f ini de points, pendant
que A^X ̂ ) pour toute autre valeur de ^. Quelles sont alors les
conditions de convergence? Nous allons voir qu'en ce cas particulier
nos inégalités relativement aux nombres ? pourront se remplacer par
d'autres qui sont moins restrictives. Soit a un point tel que

A(a)==ù(^ ) , A(^)<^), ^ < a . ' ,

Remarquons d'abord que, dans les intervalles l?-^;^ et4 4.
^ ^ ^ 37T . .

~~ ' ^ - > ' v - > ~ ~5 on ne trouve jamais un point a de cette sorte. Car
s'il y a, à l ' intérieur d'un de ces deux intervalles, un point de coïnci-
dence entre la courbe ̂ (^) et la courbe Â(P), il y en a une infinité. C'est
ce qui résulte d'un théorème général dû à Ë. Phragmén et E. Lin-
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delôf (^ ) . Mais a peut prendre une valeur quelconque en dehors des
deux intervalles. Pour le voir, considérons l'exemple suivant:

H(^)=^ .

Pour quelles valeurs de t cette fonction se représente-t-elle par nos
séries d^interpola t ion? Pour que la série de Gauss converge, il fau t que
les termes de la série tendent vers zéro, c'est-à-dire que

1 i i n
n ->• oo

A^H(--n)
=o.

Mais on a
^ïïÇ— n)=[t-

S'il y a convergence, le nombre t doit donc satisfaire à l'inégalité
t ~~ 7 ^ 2 - La courbec

est composée des deux cercles

[ ^ — — l | = < / 2 , \t-J^Î\=\/r2

avec le rayon \/2 et ayant pour centres les points rh i. Si le point t est
situé à l ' intérieur d'un des deux domaines que je couvre de hachures
dans la figure 2, on aura t— ^ <^2. En ce cas il y a donc conver-
gence absolue. Si le point t est situé à l'extérieur du.domalne couvert

T ! V. •

de hachures, on aura t ' — - > 2, et les séries divergent par consé-£ , ' '

quent. Les seuls points qui présentent quelque difficulté sont ceux
qui forment la frontière du domaine. Je vais déterminer le maximum
de 1^1 quand t décrit le contour AFCBA. Posons

t r= i -4- \/t e1^, : w .

( 1 ) Sur une exte/îsiofi d'un principe classique de F analyse et sur quelques propriétés
des fonctions monogènes dans le voisinage d'un point singulier ^cta snatîi^ t. XXXJ,

1908, p. 89 7). ":

Ann. Éc. Norm., (3), XXXIX. — DÉCEMBRE 1922. 47
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;(47) À(o)=cosp Iog(3 + 2 </a cosîp) — a s î n p arc sin v 2 sln(p • '
— - • " . , . \/3 + 2 ^/3 COSQ

Fig. 2.

En dérivant par rapport à <p on trouve

/" sm(^-^- ?) -+- y/a sin (^
2 V 2 ———-————7=—————— "^(?)=

3 -{-- a ^a^osy

.. 871Si —1 >^> T-Î on aura ^^o parce que \/2.sinp>i. Dans l'inter"
2 ï?

valle -/- S o ^ — —^la fonction ^(9) est par conséquent décroissante et
" -. f) , - ,

elle prend, dans le point cp = = — — ? , sa plus grande valeur
, , 1 'f i

./ 37:\̂

4 ,
^ — —-. ^^-rr gni o:7r sin P.

STTSi — -r- -^^^ — ^ on aura X'> o parce que — \j^ sin ^>i . Dans
'^•TT >* > ' 3îrl'intervalle -y ^.çS— -T" la fonction X(y)estparconséquenfccroissânt^
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et elle prend, dans le point o == °^? sa plus grande valeur

. / 6 T: \X — =:—TCSînr .

Si^p^— ^ la dérivée XYo) s'annule dans un et un seul poin t dans4 - ~ 4 v i /

l ' intervalle ̂  ^>îo^>—-?- Ce. point est un maximum de ^(y) et la
valeur correspondante de o satisfait à l 'équation

s i n ( P -4- c3) 4- \/^ s inp == o.
On en déduit que
f • cosy •== cos^ ^/cosa v—^asiii2^',

sin o = — sin (y ^/cos 2 f — (/a sin v cos ^,

où l'on suppose que s/cos^ > o. Mais il en résulte que

g .4- 2 ^/ÎCOSŒ» = (^COSSC -1- \ /2COSP)2 ,

\/2 sin cp /- ., ——'———i-—— == — \/2 sin (•'. 1 . •i' ' • •
\/3 + 2 \/2 COS 03

f

En substituant ces expressions dans le second membre de l 'équa-
tion (47)? on trouvera que le maximum de X(ç) est égal à .la fonc-
tion ^(^) définie par l'expression (23).

Si en dernierlieu T^H^3^ on aura A(ç) <'^(P).
Quand le point ^décrit l'arc ABC, les deux derniers intervalles échan-

o-eront leur rôle et l'on trouvera la même valeur maximum. .Résumons
ces résultats. Quand le point t décrit le contour AFCBA, on aura

[^I^^'L

Le maximum indiqué est atteint dans un et un seul point du contour.
*î '

Ce point est égal -à A ou C si ̂  \^\^ ̂ ; mais si v est situé en dehors
de ces deux intervalles, c'est un point différent de A et de C.

Soit maintenant t un point fixe sur notre contour en exceptant les
points A et C. Pour fixer les idées, admettons que t est situé sur
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l'arc AFC. On aura donc

Posons

On aura

/~ .... STT STT
£ == I 4- \/2 <?^, —— > (p > — ——•

4 4

) t^ \ = ̂ 'P-^.

. . i / o /- \ . • v^asincojji(^) =: cos^Iog^3 + 2\/2 cosîp/— 2 sinp arc sin _ ' -'
\/3 -{- 2\/2 COS®

Nous venons de voir que
l^Y=W

et que le signe d'égalité subsiste pour une seule valeur de <^soitpour^=== a.
Cette valeur est située dans l'intervalle ^ > ̂ > — ^ et elle satisfait à
Inéquation

sin(a -h 9) -r V/2 sina == o.

En substituant, dans Pexpression de p•((;), les valeurs de cosç et de
siny qu'on tire de cette équation, on trouvera

p(p) == cos^log(\/cos2a + \/2 cosa)2^ as inp arc sin(\/a sina).

En dérivant, par rapport à ^, on obtient

p/(t/) =:"sin^log(\/cos2a + \/2 cosa)2-!- 2 ces v arc sin(\/S sina).

On a, par définition,

d^O) == cost'iog^cos^+v^cosp)2--^ s inparcsin( \ / îs în^) .

En dérivant, il vient

^(c) ==—sinplog( \ /cos2^4- \/2 cosp) 2 ~^2lcoscarcs in( \ /^s in( ? )*

Par conséquent, on aura
^(a)=r:d;(a) , , ^ /(a)=^(a)

et
F'(^),.<4(^

pour toute autre valeur de v. C . Q . r. D.
Soit ïnaintenânt a un point quelconque à l'intérieur de l'intervalle "
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j > ̂ > —— Admettons que la fonction entière H(^) == îî^re11'), au
voisinage du point a, satisfait aux inégalités

lH(.^)—H(-^)|«?^p)r^ _
[ H(^ ) -+- H(—^) ] <:e'Wr^ 1 v a l:='ri)

pourra /"y , et supposons en outre que

À ( P ) < 4 ; ( t î ) pour ^:îa.

Etudions le reste R^+i. A cause de la dernière inégalité, on peut se
borner à considérer l'intégrale suivante :

^a-K/l 7
Q^= e-^\H,{re^\———.

J^ ' " rcosap

S-oit p le plus grand des nombres p<et ^—i. On sait trouver une
constante G telle que

(48) Q,<C r'^^e-^-^^^.
*- OS—'(\ ' ^

Mais on peut aisément se rendre compte comment cette intégrale se
comporte pour les valeurs très grandes de n. On a en effet

^(P)^---^),

^(^==-^(c)+—^=,
ycos iv

par conséquent
y(a)^^w=—^L.

\ /COS2a

En développant A — [x suivant les puissances de v — a, on trouvera
donc

4^)-^)= ^^—(^a)2^...
\/cosaa

En prenant Y] suffisamment petit, on sait trouver un nombre positif c
tel que

' . , K / A c (P—a) 2
4^)^((Q> \ ^r

^0082^

si
|p — a [ <-/î. ,
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Je suppose en outre que le nombre positif T] a été choisi aussi petit
que • „ . . - . . , - :

7T 7;
y > ̂  •+• T\ > a — 7] >— 7 •
4 . »4

Cela posé 5 on conclut de l'inégalité (48) que
/, 0(4-71 /•* '+-•!}

Qa < Ci /^P j ér-c^p-ap ̂ , = C^? / ^-^3 ̂
«^a—'/i *-/—^

- p-1 /-^^ 8-î /l-4-8w

=: G, /i 2 ^ e~^ dv < Ci /i î ^ e-^ dv,
^——•f\^7t t/——BO

Ci étant une constante. Si f4 < ^? l'intégrale Q^ tendra donc vers zéro
quand n augmente indéfiniment. Il en est par conséquent de même
pour le reste Ban-n • ^a série de Stirling sera donc convergente si

(3><^ P,<1.

On voit de la même manière que la série de Besset convergera si

p><4 p.<^ ,
et que les séries de Gauss convergeront si

^<i' ^<r .
S'il y a, dans les intervalles ^ ^> [^ |^o , T T ^ I v\ ̂ > -^5 un nombre

fini de points a de la nature que nous venons d^indiquer, la conver-
gence aura lieu si -les inégalités correspondantes, relativement à
chacun de ces points, sont satisfaites. En faisant î ï ( z ' ) === t^ dans la
série de Gauss, on trouvera

"»> —GK'-TH:)(-"HT)<'-O—
/ ^ + , l — — I \ / l \ 2 / î / ^ + ^ \ / I \ 2/2+1

+ ) ( ^ - — — — — - + - ( " \ t [ t — — - ' \ -1-....\ '2/1 / \ t \2n^îj \ t
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De la série de Stirling, on obtient de même

(50)

( 5 1 )

.^V^8-'8)---^-^-!)2]/, I^s•t

-2^———[iïyi———^--t) '<•" + t
^•=:o

.-..- (<+ L\ y ̂ -^•••("-^ ^ _ ̂ +l
• -V^t;^ (as-n)! V t )

La série de Bessel nous donne enfin les deux développements sui-
vants :,,, ,.,.,,(,.aiHâ

(53) ^—r-2^ 25 ^
^^(ly1[^(3y1...p-^Iy1
L V 2 / Jl \ 2 / J L V 2/ J

(^-+-1)!

De ce que nous venons de dire, il résulte que ces séries convergent
et représentent les fonctions au premier membre si le point t est situé
sur le contour AFCBA, en exceptant les points A et C. En effet, les
fonctions t25^- réadmettent deux points a de la nature susdite efcpour
toute autre valeur de P on auraA^) < '^(P). Pour les points du contour
AFCBA, on aura

et, dajis le domaine limité par ce contour et couvert de hachures, on
aura '-}<'•
On en coildut que les cinq dernières équations sont valables dans tout
ce domaine. D'autre part, elles cessent d'être vraies, quand t est exté-
rieur au domaine indiqué. En effet, quand le point t appartient au
domaine limité par le contour AECDA, les séries convergent, mais
elles ne représentent pas les fonctions au premier membre, car si Ton
remplace t par — t les séries restent inaltérées ou bien elles changent
de signe. Si le point t est situé à l'extérieur des deux domaines que
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j'ai couvert de hachures, on aura

t-^ >.
et les séries divergeront par conséquent . Enfin, si t est situé dans un
des points A ou C, l'équation (5o) se rédui t à l'équation (45), et
l'équation (53) se réduit à l'équation (46)- Ces deux équations
restent donc vraies pour ï=±i^ mais ce n'est plus le cas pour les
trois autres équations.

La formule d'interpolation de Newton.

9. Considérons maintenant la formule de Newton

c) ^-i^^'^^:;^'^--

qui peut servir à trouver les valeurs d'une fonction quand on connaît
ses valeurs dans les points ^== 1,2 , 3,.... Nous allons voir que cette
série converge dans des cas beaucoup plus étendus que ne le font les
séries que nous venons d'étudier. Commençons par rappeler quelques
propriétés connues. J.-L.-W.-V. Jensen ( { ) et I. Bendixson ( î î) ont
fait remarquer que le domaine de convergence de la série (i) est un
demi-plan limité à gauche par une droite parallèle à l'axe imaginaire.
Il existe donc un nombre réel X tel (^ue la série converge f 3) , si
o->A, et diverge, si or •< "À. Si X ===•"- cc^ la série converge dans tout le
plan. I. Bendixson démontre, en outre, que la série converge unifor-
mément dans tout domaine fini situé à l'intérieur du demi-plan de

( 1 ) Om Ràkkers Konvergeny [ Ticisskrift for Mathematik (Copenhagu.e')^ 5e série, t. If,
i884, p. 70-72].

(2) Sur une extension à l'infini de la formule d'interpolation de Gauss (Âcta mathe-
matica, t. IX, 1887, p. i5-34).

(â) o- désîghe la partio réelle de 5.
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conversence. Posons

(2)

//—-l

iog ^^,
,v==o

10^

S i 7.^

(3) Â'=== H m//^ log'/À

E. Cahen ( 4 ) , E. Landau ( 2 ) et S. Pincherle (3) ont démontré que
l'abscisse de convergence "X se détermine de la manière suivante : Si
^^o, on a À == x; mais, si À <^ o, on a X = A".

En général, la série(i) n'est pas absolument convergente pour toute
valeur de z qui satisfait à l'inégalité cr^>'Â. Mais I. Bendixson a
démontré que le domaine de convergence absolue e'st aussi un demi-
plan. Il existe donc un nombre réel ^ tel que la série converge absolu-
ment pour G-^> p. et non pour o- << p.. L'abscisse de convergence
absolue u. satisfait à l'inégalité ^•5;x$À+i et elle se détermine par
les expressions (2) et (3) si l'on y remplace Os par sa valeur absolue.
Considérons, par exemple, la série

(4) (l4-p).-i=^p.

où | p ] == i et p =^= — i. On a ici À ==. o et p. = i. La série est donc sim~
plement convergente dans la bande o <; cr <; i.

Nous ne ferons pas ici un historique complet, mais nous devons
pourtant mentionner les travaux qu'ont publiés Ch.Hermite(4), S. Pin-

f 1 ) Sur la fonction Ç(^ ) de Riernann et sur de.v fonctions analogues (^/////. Éc. Norm^
y série, t. XI, 1894, p. 75-164 ).

(â) Ueber die Griitîdiagen der Théorie der Fakultàtenreîhen (Sitzwgsb. Akad. Mûn.'
clfen, L XXXVI, 1906, p. 101 -218 ) .

(3) Aîcune spi^olature fiel campo cleîîe fun'sio/ii determinnnti (Âtti del IF Congre.fso
internazionale dei Matematici^ Roma, 1909, vol. II, p. !\5): Quelques remarques sur les
jonctions déterminantes {Àcta math., t. XXXVI, 1 9 1 3 , p. ^70-280).

(*) Sur la formule d'interpolation de Lagrange (7. reine angew. Mat/i^ t. LXXXIV.
1878, p. 70-79; Œuvres, t. Hî, Paris, 1 9 1 2 , p. 432-443).

^nn. Éc. A'orm., ( 3), XKXÏX. -— DÉCEMBRE 1922. 48
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chérie ( • < ) , N. Nielsen (2), G. Faber (3) et R.-D. Carmichael ( 4) sur ce
sujet.

En particulier, S. Pinclierle montre que la condition nécessaire et
suffisante pour qu'une fonction admette un développement de la
forme (1)5 c'est quelle puisse se représenter par une certaine intégrale
définie. Tout récemment, F. Carison (5) a publ ié un Mémoire impor-
tant où il présente cette condition sous une forme plus commode.
Posons, pour abréger,
( o ) ^0') ̂  COSP log(a cos^) "4- P sine.

F. Carison démontre que la convergence de la série (i) entraîne que
la fonction qu'elle représente satisfait à l'inégalité

(^r^^^(6) I <I)(a -4- /• e^) | < 6^) •^._1 / ! ——
y i + r cos c

pour ^ ^ 9 ^ — TC* Ici a^>'X, et £(r) désigne une fonction qui tend uni-
2 ï

formémentvers zéro quand r augmente indéfiniment. Et inversement,
si la fonction $(^) est holomorphe pour cr^a et sat isfai t à l 'inéga-
lité (6), elle admet un développement de la forme (i) qu i converge
dans un certain demi-plan.

Dans le paragraphe suivant, nous démontrerons la dernière partie

( x ) Sopra un problerna d'interpolcizione {Rend. Cire. mat. Païermo, t. XIV, 1900,
p. i4^- i44); ^ur les fonctions déterminantes (Afin. Ec. Norm.^y série, t. XXIÏ, 1905,
p. ï-68). . l ,

(2) Sur ki multiplication de deux séries de coefficients binomiaux (Àtti JL Accad.
Lincei^ Rendic.^ 4 déûembre l()o4); Sur quelques applications intégrales des séries de
coefficients binomiaux (Jïe/icï. Cire, mat. Palermo, t. XIX, 1905, p. 129-139); ïfandbuch
der Théorie der Gammafunktion, Leipzig, 1906, p. i24"ï^7 et 2'25-'234).

(3 ) Beitrctg sur Théorie der gamen Funktionen {Matîi. Ânn.y t. LXX, 1 9 1 1 ^ ? . 48--68).
(4-) On a général cîass oj serie.v of thé form I,Cng(.z' -s- n) {Trans. Amer. Math. Soc.,

t. XVIÏ, 1916, p. •3107-232 ); Example^ of a l'emarkctbic class of séries {Bail. Âmer.MCttJi.
Soc.y t. XXIII; 1917 , p. 4û7-4^5)'î O11 thé asymptotic cliciracter of fonctions defined by
séries of thé form Sc^û'Ç.v -i- n) {Ainer. J. Math., t. XXXIX, 1 9 1 7 , p. 385-4o3); On thé
représentation of fwï étions in séries of t fie form. Sc;"/^'(.y 4- 'n) {Amer. ./. Math.^ t. XL,
1918, p. iï3-i%6).

(s) Sur les séries de coefficients binomiaitx (Nova Acta R, Soc. Scient. Upsaliensis^
4e série, t. IV, 1 9 1 5 , n0 3}.
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'de ce théorème par une nouvelle méthode qui estpliis directe que celle
de F. Carison et qui permet dYller un peu plus loin que ne l'a fait cet
auteur ,

il peut arriver que la'somme de la série de Newton soit égale à zéro
dans tout point situé à l'intérieur de son domaine de convergence.
G. Frobenius (1) et S. Pincherle (2) ont attiré l 'attention sur le rôle
que jouent ces développements de zéro. Considérons la série

'^^it-ifT1)-
ayant l'abscisse de convergence A == i. On obtient celte série en faisant
tendre p vers — î dans l'équation (4). Le premier membre tend vers
zéro, si cr^> î. La somme de la série y^) est donc égale à zéro si
(7^>i. Pour^ = î, la série se rédui t à son premier ternie, sa somme
est, par conséquent, égale à î , et, pour toute autre valeur de z , la série
diverge. De la série W^y S. Pincherle a déduit une infinité d'autres
développements de zéro. Soitr un entier positif. Posons pour abréger

w^^^^'y^^r).
La série

^,M=2(-,y-(;)(——),

ayant Fabscisse de convergence A = r 4- t , est donc égale à zéro pour
G-^>r- j - i . Elle diverge pour cr^r+i en exceptant les points .z = î ,
2,3, ..., r + i -

On a enfin
¥,.-n(^)=o (.9=1, 2, 3, . .., r),

W^(r+i)=i.

On aura ainsi une infinité de séries ayant zéro pour somme. Par consé-
quent le développement (î) n'est pas unique. Si une fonction admet

( 1 ) Ueber die Etitwicîdung cmniytisclier Functionen lit Reihen^ die Jtach gegehcnen
Funotionen fortsc/ireiten (/. reine angew. Matli^ t. LXX1II, 1 8 7 1 , p. i~3o).

(2) Sulle série di fattoricdi (Âtti R. Accad. Lincei^ Rendic.^ 5e série, t. XI, 1902
p* 189 -144 ©t 4i7-4^6).
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un développement de cette forme, elle en admet une infinité qui
diffèrent l 'un de l 'autre par un développement de zéro. Et le domaine
de convergence sera altéré si l'on ajoute à la série un développement
de zéro convenablement choisi. C'est là un inconvénient dont nous
•allons nous débarrasser en faisant une convention convenable. Suppo-
sons d'abord que l'abscisse de convergence "X est <i. Posons succes-
sivement s =ï, 2, 3, . . . dans l 'équation (i). On trouvera les équations
suivantes :

(7-)

<^( ' ) =^0,

$(a)=<2o— a^
$(3) =:ao—2û?i4" a^

<^ + i) = a^— {^\a, + ( » ^—- • . + (— 0" ̂ -
\ I / \ 2 /

Ces équations déterminent uniquement les coeff ic ients a^ et en les
résolvant on trouvera
(8) (—i^^A^i) (n=o , i , 2, . . . ) . ,

On a donc, si X <^ T ,

(„) .K^J^t,)'-1"^1;;;"-".

Par conséquent, si une série de Newton, ayant l'abscisse de conver-
gence <i, représente zéro, tous les coetficients de la série sont nuls .
Les seconds membres des équations (8) sont en effet nuls.

Si \ < o, on trouve^ en posant z === o dans l 'équation (i),

<Ï)(o)=^o,.^Q)=^ff,

,V=0

D'autre part, des équations (8), on déduit que
^+^+a^...4•a^=^(o)-:(-I^A/l^(o).

Par conséquent,
1 1 03

. . . ^ff,=(-l)"A"4»(o),
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En rapprochant cette équation à l'équation (3), on voit que l'abscisse
de convergence ^, si elle est négative, se déterminera par la limite

(.0) ,' ^^lim10^^^^.
p ^ o o lOg/î

Supposons maintenant que p^l <p 4- i, p étant un entier positif.
Désignons par c , , c ^ . . . , c ^ les valeurs de la série dans les

points z = ï , 2, ...,jo. Au l i en des équations (7) on aura
S == II,

c,,^= ̂ (-iY ( n } a, (n<p),
S=Q

S == TÏ,

<I)(m-.i)=^(-i).^^^ (nïp).
S == 0

En résolvant ces équations on trouvera
/) — 1 V

(il) a,= 2 (- ')" (^) ̂ ^ 2 (- I)" (^) ̂ (^ + I)-
n=-.0 n==p

En particulier, si la fonction $(^) est égale à zéro, on aura
jo—l

^^(-l)'^1')^,.
"flBB- \ ' l /

7E==0

Par conséquent, tout développement de zéro est de la forme (^)

c,W,(z)^c,W^)+.,.+c,W^), ^

c^ c^, ..., c^ étant des constantes quelconques. De plus, si la série de
Newton admet l'abscisse de convergence ^(j»^<^-+-1)» on peut,
sans changer la somme de la série, donner à p coefficients des valeurs
quelconques. Si À est un entier il arrive qu'on peut augmenter le
domaine de convergence en choisissant convenablement les cons-
tantes c^.

Soit a le plus petit nombre tel que la fonction $(s) est holomorphe

« .O) PwCHBRLJb:, loc. Cit.
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pour CT'>"a. Je dis que la série de Newton est réduite si l'on a choisi
les coefficients a^ tels que la somme de la série est égale à la valeur de
la fonction ^(-s) pour toute valeur entière de z qui. est plus grande
que a. Dans ce qui suity nous parlerons le plus souvent de la série
réduite. Si a ^ i , la série dépend encore des constantes arbi-
traires Cs{s =i, 2, 3, . . . , [a]). On peut égaler c, à 9Çs) si la
fonction <&(s)est encore holomorphe dans le point z = s.

De l'équation (i i) on déduit que
•v == p .s- == n

^+^+...+^-,==-^(-i).<(^)c,- ^ (_;).^ )<!)(,).
.y= l .y=p-f-l

Si la série est réduite, on a donc
ri

<2o+^i •+-...+^_i=~ y,(—îY(/^}^(s)•+-0(n^
—"*" \ " /
.v==0

==_A^<ï»(o) + O(^),

jo désignant le pliis grand des nombres o et [a]. Mais en rapprochant
cette équation de l'équation (2) et en remarquant qu'on a nécessai-
rement X ^ a on voit que l'abscisse de convergence Xde la série réduite
se déterminera toujours par la limite (ïo). Bien entendu, il arrive que
les symboles $(o), ^(i), ... n'ont pas de sens. Mais dans l'expression
^^$(0) on peut remplacer $(^) par zéro si ̂  a.

Soit par exemple
$(^)= i——^

—a

a étant un nombre quelconque qui n^est pas un entier positif. En
résolvant les équations (7) on trouvera la série réduite

____^_ y ( ^ — J . ) ( ^ — 2 ) . . . f ^ - > . y )
z — a A r i ( < 3 c — i ) ( a — 2 ) . . . ( a — s — i ) ^

S-ssQ

ayant l'abscisse de convergence égale à la partie réelle de a. Mais si a
est égal à un entier positif^, cette série n'a pas de sens. En ce cas on
peut donner à un des coefficients de la série une valeur quelconque*
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En prenant a^, === o on trouvera la série réduite

' ^ ^ ( z — î ) ( z — ^ ) . ^ ( z — s )
Z——p ^ ( p — — l ) ( ^ - 2 ) . . . ( p — — ^ ~ - ï )

A" == 0

V / N ( ^ — — l ) ( 5 — — 2 ) . . . ( ^ — — 5 ) / I I 1 \
+ 2 (-^TT-Wi-^T- (I + i ^3 +- • •+ JT7==p)-

s=p

ayant l'abscisse de convergence/?. Cette équation est valable en dehors
du demi-plan de convergence pour toute valeur entière et positive de s
en exceptant ^ ==p.

10. Ces préliminaires posés, nous allons étudier le rapport qu'il y
a entre le domaine de convergence de la série (i) et les propriétés ana-
lytiques de la fonction qu'elle représente. Nous désignerons, comme
plus haut, la partie réelle de s par a. Soit '-p(^) la fonction définie par
l'équation (5)(1). SoiUl^^unefonction analytique, holomorphe dans
le demi-plan cr^ a et y satisfaisant à Pinég'alité

(i3) l^(a+r^ ( ' )[<^•à^(.î+r)^- î-£( r), ^^—î,
2 Î4

où £(r) désigne une fonction qui tend uniformément vers zéro quandr
augmente indéfiniment . Je vais d'abord démontrer que la fonctionnez)
admet un développement de la forme (i) dont l'abscisse de convergence
est égale ou inférieure au plus grand des nombres (:2) a et 8 4- --

(1) La fonction 4^) es^ évidemment positive et croissante dans Pintervalle O ^ P ^ ' — '

Comme ^(v) = ^(— ^)î ^l6 es^ positive et décroissante dans l'intervalle — — ^ P^ o avec
un minimum dans le point v = o. Puisque

/ T-''
^ ( O ) = l û g 2 , ^{±-

\ 1 y

il on résulte que la fonction ^ ( P ) satisfait aux inégalités

log^d^)^, - J^^.

( 2 ) Comme nous ravons déjà dit, F. Carison a démontré (loc. cit., p. 53) un théorème
voisin de celui que nous venons d'énoncer, mais cet auteur n'arrive pas à la valeur pré-
cise de l'abscisse de convergence. Il démontre que la série converge pour cr > a, <r > p -i- i.
La démonstration que nous allons donner est toute différente de celle de F. Carison et
elle présenté des avantages essentiels
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Reprenons l'identité (7), paragraphe 3, et posons <^= n. Il vient

____ __ ________ ( z ^ - ï ) ( z - ï ) , . (^-i)(^-2)...(^-n+J)I 1 ,3 — î
--+- ^ ———-4"Ç^s^Ç-i^^- i^-^^Ç-iKÇ—^a-S)^" ' ' "7" (Ç- i ) (Ç-2) . . . (Ç—^)

(5-X)(5~2)...(S---^) ï
4- (ç- i ) (Ç-2) . . . (ç- / i )Ç—-

Admettons que Œ> oc. Multiplions les deux membres de cette équation
par <&((,) et intégrons le long d'une courbe fermée, parcourue en sens
positif et située dans le demi-plan 11(0:; a- Nous supposerons en outre
que le chemin d'intégration renferme le point ' z et ceux des points ï ,
2, 3, ...,/î qui sont situés dans le demi-plan îtl^Q^a. On obtient ainsi
la formule de Newton :

04) ^(^S^-^71)"+--R/"
<•"""» \ A /

OU

n — 1

2^
^=0

_^!r____<i>(0^ ! '
^ " ^ i j (Ç-I)(Ç-2). . . (Ç-5-I) Î

/ ^ R ï r(^-i)(^—^...(^-^) ^ ( S ) ^
( I O ) ^^J (Ç-Q(Ç-.) . . . (^^ Ç^^ "

On voit aisément que la série (i4) sera la série réduite si l'on a
choisi le nombre a suffisamment petit. En particulier, si a < r , on aura
(^•§3)1 1 • ^ ^=^$(1),

dans l'expression (i5) je remplace la variable ^ par *( 4- a. Le reste R^
peut alors s'écrire sous la forme suivante ; •

/.^ P - ï [ ' ^ï)n rr(n+i^)r(a+^^) <I>(a4-^ ,,(xb) ^ -^ rT i^^J———r^T^)^ (^a)^
. . _ ï ï ' rr(^+i-^r<i^^-a) e>(a+o .
v 7/ "27:^(1-5)^ r (n4-x-Ç-a) Ç-(^-a)^

Je prends comme chemin d'intégration un cercle ayant pour centre le
point n et avec le rayon égal à n. On aura donc

(18) Ç= an COSP^,

et ^ parcourt la ligne d'intégration quand avarie de — -jusqu'à + —TT- ,, TC- msqu a + -•2 < f A a
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Comme c7;>a, on peut toujours choisi*-^ aussi grand que le point
- s — a est situé, à l ' intérieur de ce cercle. Si en particulier, a est un
entier positif, le point *C = o sera un pôle pour la fonction sous le signe.
En ce cas j'évite ce point à l'aide d'un petit demi-cercle ayant le point
ç = o pour centre et avec.un ravon assez pet i t pour que la fonct ion
" ^a -4- '() 'soit holomorphe à. l ' intérieur de et sur ce cercle (cf. fig. 3).<!>(

Pig. 3.

Notre chemin d'intégration est donc le cercle OCABO ou, si a est un
entier positif, la courbe EFCABDE.

Soit ̂  le plus petit nombre positif qui satisfait à l 'équation

COS Vn ~==~
log'^
an

Le nombre (^ tend évidemment vers •7T quand n augmente indéfiniment.
De plus, on aura, pour n^> i,

7; lOff/Z
09) ^ Ï -^———»<^-
Supposons que les droites OB et OC forment l'angle ^ avec l'axe des
nombres positifs OA. Alors la distance des points B et C de l'origine

Ann. Éc Nûrm., (3), XXXIX. •— DÉCEMBRE 1922. 49
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est égale à log^ et ces points s'éloignent par conséquent indéfiniment
quand TI-^X. Je décompose l'intégrale R^ en deux parties

R,=Q,+P,,

où Fintégrale Q^ est étendue le long de rare CAB pendant que l'inté-
grale fn est étendue le long de l'arc BOC ou, s'il a lieu, le long
de BDEFC. Soit î un point sur l'arc CAB. On aura

rco^
Sl^)-11

liœ^^
n--^^(Ç-7Q(C-/^)a

et cela uniformément pour toute valeur de *( sur l'arc CAB. On en
déduit que

r (a+ç-7 i ) r(o / ç y(20) iim -———r— p ^ 1 1 , .;—— ==i.v / • n-^o, r(a+ç) r(ç~/i) U—^/

De l'expression asymptotique de lafonction gamma [(35), § 6] on déduit
que .

i „ i i ^
n--J;+-. r-.n--.-Cr ( / i+ ï—5)r (ç— n) i— . n'-x^.^ ^"""-ï^-^r / M-————y—————-=\/27T^(n-5) ' (Ç-^) 'Ç2 [î-+e(n)],

(21) , ' ç-l^,.(,_y(»_,>,-(^) •(^)-[,.,(.)i,
où t(n) désigne une fonction qui tend uniformément vers zéro
quand n augmente indéfiniment. Mais de l'équation (i 8 )il résulte que

Par conséquent on aura
Ç — n = ne21^

Ç-n\

et
^1^=——^.

Ç 3COSP

Mais on en conclut que
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OÙ
4^) ==• COSP îog (2 COSP) -4- ^ sin(-'.

Cela posé, il résulte des équations (20) et (21) qu'on sait trouver une
constante C telle que

T(n-^.^)T(^^n) ^\.os.Y-\-^^^ .r ( a + ç )
Ç étant un point quelconque sur rare CAB. En remarquant que

d^-=ïineïïvdv,
û?Ç
— =: 2/1
dv

on obt ient , de l'expression (16), pour l'intégrale Qn l'inégalité sui-
vante :

l-o r^^ —a
l Q 7 j < C i / z 2 | ( C O S P ) 2 ô-272^^'^^ |€>(a-h 2ncosp<°^)l^.

En tenant compte de l'inégalité (i3) on en déduit
p+l+s-cr y '̂» p+s-^a

|Q.!< C,n 2 y (cosp)1 l2 ^1

B+I+S-T r"" 6+s-l-a
=2C2^ t2 / ( C O S P ) ' 2 ^

i/o

où G, et Ça sont des constantes. Décomposons la dernière intégrale en
deux parties et observons que

/^t/» ft^.e-.J.-çc /^ " p+s—î-a3+e——^ , r^/ ?•+-£——a ./ (cos^) 2 d^O/ (cosc) 2 sinp^
J-n: ^TT

i
71:
3 3 i

/,? Q 1r1 (3+e-^-a
: 2 / ^ 2 Cix,f .^-î-

•'CÛ* (^^cos (^ft

."-^^ F, / /. ^a-p-e4'
p-t-,+I_,L Ylogn.
r 2

On sait donc trouver deux constantes c^ et Cg telles que

iQj^^^'^-i-c^-^logra)0'^ e-îP^^-^ . , -a-./,^.^0'-? ^î
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Mais puisqu'on peut rendre £ aussi petit que l'on veut en prenant n
suffisamment grand, on conclut de cette inégalité que

lim Q/^== o
n—^-oo ,

pourvu que cr > a, o- > [3 .+• l- '
2

Passons à l'intégrale P^. Le point ^ sera donc m a i n t e n a n t si tué sur
l'arc BOC. Posons *(==== ^ + ÎY], nous aurons

(-) o^<f!^y,-" \ n j
(^3) s | 'n|<îog-^.

Je vais é tudier comment se comporte la fonction

r ( / z - + - 1 — z)
r ( n - ( - ï — Ç — a )

quand n ~>oo. Remarquons d^abord que

^^±^=(A^^<'-"î•-ît•+•"•".
où £(/2)->o quand n-^co. Mais

[ ( / i—ç)^ l= : / î ^ ' ^1^ -21^) .
Par conséquent,

r(^4-l) . 2ir, i f^(pf)
T(n+i~d1 =n' ^-.|r4-Ê(^)|

^^^-^ '^^—Oli^s t^ l .

De l'inégalité (19) on conclut que

oSÎ-I.K-îp,

puisque Ç est un point sur l'arc BOC. On aura par conséquent

^ l^ /^ lo lV^1 0^)2
O ^ I Y Ï | ( . V <

2 ' 7 /l
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En tenant compte de cette inégalité et de l'inégalité (22), on obtient
T ( n ^ i ) \Itrn : i.

^ \T{n 4- î — Ç )
De plus, on aura

r(/i-^ï--ç)^lim v—————1——^ == i
• ^ > ^ r ( / i + i — Ç — a )

T ( n - { - i — z }
iilï-i ~————;——:.=i.
r^-^ T(n -}- i ) n"^

T(n-J^ i — z ) ^ - ' 1
On en conclut que

lim : 1 .r ( / i + i — ç — a )
De l'expression asymptotique de la fonction gamma onobtientl ' inéga-
lité suivante:

|^ ( ï—Ç—a)|<consî .^ '~T l r i ! ( I+ |^ | )~ ç '4" i~a . \

Cela posé, il résulte des inégalités (22) et (23) qu'on sait trouver une
constante C telle que

T ( n - ^ - î — z } r { î — Ç — a ) rn i^^-^(r+log/Q1--0^ 2

r(^-h- i-C-a)

quel que soit ^ sur l'arc BUC. On aura enfin
|<^(a -^retv)\ < ̂ ""^(i -+- r)^

<^^ r ' " ( î ^ / ^P+s

<eTj ' / l '(l4-Iog^)P4-£.

De l'expression (17) on obtient donc, relativement à l ' intégrale P^.
l'inégalité suivante :

r ( / z - 4 - ï — ^ ) r ( i - g — a ) ^(^4-0:^r27rJ ^'^J TT | r ( i — ^ ) r ( / î - i - i — Ç — a ) Ç — ^ + a
^'

n (^ r(^ + 1 — ^
^ J T { i — z ) î ( r

-2 r ( ^ + i — ^ ) r ( r - - ^ — c c ) <î»(a4-Q
r
c

^p
{ i — s ) ï \ n - ^ î — Ç — a ) Ç — ^ + a |27Î:

< ^a-H-o-(i +10g/^)?•+• î~a+-62(î — Vn ) •2-71) r(i •—z)
Mais, puisque

ÎT . ^O^71

- —- (;/, < ——— ^
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il en résulte que

i^i^iro0-^"^10^^'2""'"-
Comme a-> a, on aura donc

lim P,,=:o.
/î ——>- 03

Nous avons ainsi démontré que la série (i) converge si cr ^> a, o- ^> [3 + -•

IL Posons
. . ,, , —— log [<^(a4-r<?^) |
(2/1) h^)= lim 0 1 .———Lj-

r—>-<» ^

Si l'on a
TT" •I'IT

(25) ^ ( ^ )<^ (^ ) î p o a r — ï p ^ — - ?

il résulte a fortiori de ce que nous venons de démontrer que l'abscisse
de convergence de la série (i) est inférieure ou égale à a. Elle est
égale à a s'il y a, sur la droite cr == a, un point singulier pour la fonc-
tion <Ï>(5). En ce cas l'abscisse de convergence "X est donc le plus petit
nombre tel que la fonction est holomorphe pour cr > À.

Si À(^) = ^(^) pour une infinité de valeurs de v nous n'avons rien
à ajouter à ce que nous venons de dire. Mais il arrive assez souvent que
A(^) atteint sa limite supérieure ^(^) seulement dans un nombre fini
de points. En ce cas» nous pouvons préciser notre condition de conver-
gence. Montrons d'abord par un exemple que cette circonstance peut
effectivement se présenter. Considérons la fonction entière de s

^(z) == ̂ .

Si j ^ — i ] <^ i, l'inégalité (-aS) est satisfaite quel que soit v et la série (i)
convergera pour toute valeur de z. Si \t — î [ > i , on aura Â(^)>^(P)
pour certaines valeurs de v dans l'intervalle - S ^ S — ' — - Par consé-
quent, la série (i) n''est convergente pour aucune valeur de z. Le cas
intéressant pour nous est donc celui où l'on a 11 —- î [ == ï. Posons

Puisque
i-^-i^e^^ ^•=-.reiv.

î .4-e2^'<ï)==2 costpe^,
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on trouvera
[^1==^^

où
}i((p) =: COSt-'Iogt^COS 0)— Cpsiîlî/ ' .

En dérivant par rapport à ç on trouve
}/ ( <p ) = — ces r ta n g 9 — si n c.

Admettons que - ̂ > p ^> — TC. La dérivée ^(9) s'annule dans un et un

seul point dans l'intervalle î ^> © ^> — ^, savoir pour ç == -- ^, et cette
2i 3

valeur de o correspond à un maximum de ^(y)? car

^)=«^i<o.
' ' ' COS^cp

On a donc
À ( 9 ) ^ ^ ( ( ^ ) == cos (; log ( acosp ) -h v sine

et le signe d'égalité subsiste seulement dans le point y == — ^.
Soit maintenant y un point dans l'intervalle -^>Y> — -• En fai-

sant y == •— y on aura
]^|=:l(i -^e-^Y\-=er^\

OÙ
^ (^) == cos^ log(2 cosy) -4- y sim».

En dérivant par rapport à v on trouve
[jJ (v) =.— sin v Iof i ; (2cosy) -4- y cos^,,
^^ r)==;—- sin v log (2cos^) -i- y s in^.

On a donc
^(y)=^(7), ^(y)=^(y),

et nous venons de démontrer que
^X^), si p ^ y .

Cela posé, admettons que <&(s) soit une fonction analytique holo-
morphe pour o-^a et satisfaisant à l 'inégalité

|<t(a+r^)| <ô r^p)(î 4- r)^5^

dans le voisinage immédiat du point v === y, c'est-à-dire pour \v — Y J ^ Y ] ,
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Y] é tant un nombre positif et très petit. Admet tons en outre que

/^)<^(>)> si (^y.

Enéfcud ian t l e terme complémentaire de la série (i4) on peut se borner
à considérer l 'intégrale suivante :

^o- ^T+^ i_^
Q/, = n2 ^ (cos P)2 (T-^^I €> (a 4- r^"') | (^P .

JY—^

Supposons qu'on ait choisi Y] aussi petit que

7: 71:— > y -+- vî > y — Y)> — --
2 2

Notre inégalité entraîne que

Q^c^"^"^ r "'^-/•^^-^^i^,^ï-'/i
C étant une constante. On a maintenant

^M^-^),

^——^)^-
Par conséquent,

^y)-^(7)=^-

En développant la fonction 'sp — p. suivant les puissances de v — y, on
aura

^(.)-^(P)=^(P-y)^....

En prenant Y] suffisamment petit, on sait donc trouver une constante
positive c telle que

^^^-^'^'^S22- si l ^ Y l ^ -
On aura donc

r[^((.)— ̂  ((;)]> cn{v— y )2
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et par conséquent

Q^cJ-'^ /^V^-^^cJ-"^ F\-^d.
-y-^i fc"—^

f -+--/iv/^ /*+-«
^C^-T+^E e-^'2^^ Cn-0'-1-?-4-2 / e-^'2^.

<-—Y]V/H" J-^

De cette inégalité il résulte que Q^ tend vers zéro si u^> ?..
c. Q. F. D.

Z/â .ymç (i) sera donc convergente pour cr ^> a, G- ^> p. Il va sans dire
que ce raisonnement s'applique encore s'il y ^a, dans l'intervalle
^^^^ — Tr? un nombre fini de points 7 de la nature susdite. En2 ' . a i, i
rapprochant le résultat que nous venons d'obtenir de l'inégalité de
F. Carison ( ' ), on voit que notre condition est aussi précise que possible.
Elle nous permet, dans le cas actuel, de déterminer l'abscisse de con-
vergence; celle-ci dépend un iquement de propriétés analytiques
simples de la fonction <Ï>(.s), savoir les affîxes des points singuliers et
l'ordre de grandeur de la fonction dans le demi-plan en question.

Si y == ± ^ nous ne pouvons pas démontrer un théorème semblable.

Admettons que h(±n\ = 7r et que ^(pX^^) dans l ' intervalle

î ^> v^> — ^- De ce que nous avons dit dans le paragraphe 10 il résulte2 <u
seulement que la série convergeai ar>a, Œ> ? + — Mais si ? -h- - >a,
on peut pourtant affirmer quelque chose de plus. Soitp un nombre
positif. L' inégalité (ï3) entraîne que

| <î>(^ +p -+- ir) | < C^'Irlî34-8-^

C étant une constante. Déterminons^ de sorte que

a-+-/>== (3+;——p. , - •

On aura donc
- - jS — a i . • ! ! ! ^ .p = £-——— -4- - ,

2 . 4

( i ) L'inégalité (6), § 9.
Ann. Éc. Norni., (3), XXXIX. — DÉCEMBRE 1922. 5o
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et il résulte de notre théorème que la série converge si
. i a + 6 • ï^>P4-^~-p=-^+^ : ,

12. Considérons à titre d'exemple la fonction

azz^(\ogz)^^.

Si [ ^ — i | < ï , on a ^(^)</^(^) et la série de Newton converge.
L'abscisse de convergence est en général égale à zéro qui est un point
singulier; mais si (^ = o et si (S estun entier non négatif, la série con-
verge dans tout.le plan. »

S i ] a — i [ = = ï et a-^o, nous sommes dans le cas du paragraphe
précédent avec un et un seul point de contact entre les courbes A(^)
e t^ (^) ; Pabscisse de convergence est donc égale au plus grand des
nombres (S et zéro. Si j3 est un nombre complexe, il faut dans cet
énoncé remplacer [3 par la partie réelle de ?.

Considérons en second lieu la fonction entière

(26) <Ï>(;s)=: ( ^-1^10^»2^,
JQ

y étant un nombre positif ( ^ ) . Dans un Mémoire antérieur (2) nous
avons démontré que cette fonction se représente par une série de
facultés de la forme

00

^ Oç.ç!
2^(a4-C>)).'..(3-l-,^))' "> o î

,î=-0 ,

ayant l'abscisse de convergence égale à n^t Quand œ croît, la droite de
convergence s'approche à l'axe imaginaire . Nous allons voir que la
série de Newton converge dans un domaine plus étendu que ne le fait
cette série.

Pour trouver la fonction À(^) qui correspond à notre fonction fai-

(1) L'intégrale (^6) converge absolument pour o> "o."'
( 2 ) Sur les séries de facultés (Âcta math^ t. XXX VIÏ, 1914, p* 374).
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sons d'abord / == er^. Il vient
r " 5

^{z)= ^ ÊT-^-^'r^ûfÇ.
J^

Q= 1 Êr-^-^r^ûfÇ. • . .
^o

Admettons pour un moment que;? ^> o. Sans changer la valeurde cette
intégrale on peut déformer la ligne d'intégration et intégrer le long
d'un rayon vecteur formant l'angle ^ avec l'axe des nombres positifs.

Posons donc *C = Ç i / - • On trouvera

^^v^ f^-^^-'^-v/^fe-^
r / "L'O ' ' •-'Je

OU
s ' /7

^^VF
Cette expression montre d'abord que 4>(s) est une fonction entière.

L'intégrale de Laplace
L ( ^ ) = f ' er^d^

v x • • '

"î f?
admet, dans l'angle -^ ^>^rgx^> — '^-^ le développement asympto-
tiquei jp?=/i -j

L(^)=^ S^-1^^^!)^2"1^^-
^\/^[^ . v < J

On a donc, asymptotiquement dans cet angle,

^7) L(^)^—^ l ^•^2.r

Pour voir comment la fonction se comporte en dehors de cet angle
remarquons qu'on a

L(^)-+-L(—^)== f e-^=\/i.
. • ^ • J__,3

On a donc asymptotiquement

L(^)oo 1/714- —e-^
v ' v 2.r
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dans l'angle-^;: arg^ ^7r- Revenons à la fonction $(s). De Féga-
lité asymptotique (27) il résulte q.ue .

l im z ^ { z ) = ï ,
^-^oo

5 tendant vers l ' i n f i n i le long d 'un rayon vecîeur silué dans l'angle
^ > a r g 5 > — TT. Mais dans l'angle TT^rg^r^ on a asymptotiquement

(<28) <D(^^^+^/^^.

Soit z = cr + Ï'T; on trouvera
^s2 cr7
^ =^~^-

Cela posé, je vais choisir le nombre a de la manière suivante :

a == —7ry -4- £,

£ étant un nombre positif aussi petit que l'on veut. Avec cette déter-
mination de a, on aura

/^)=o, ?>^-^

//^^ï-^.,
\ 2 ] 2 2V

Par conséquent h(v) <^(9), p o u r ^ ^ î — TC- La série de Newton qui
représente la fonction ^(s) converge donc pour <T^>a. D'autre part de
l'inégalité de F. Carison il résulte que la série diverge si o r < < — ' n ; y .
Elle admet donc l'abscisse de convergence Â=== — •ny.

Soit eu un nombre positif. De l'égalité (28), on déduit que

Mais
e ^

(ri^CTT:<^""T^.
On en conclut que la fonction <I>(oïs) admet un développement de la
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forme
( S - — ï ) ( 5 — 2 ) . . .(S—S)

^(^z)=^a,
si

A-==0.

ayant l'abscisse de convergence égale à -— 7rl* Par conséquent.la fonc-
tion entière, déf inie par Fintégrale (26), se représente par la série de
Newton :

^^==^^
(z — û.) ) ( 5 — 2ûû). . .(Z -— Su)
, ^

dont l'abscisse de convergence est égale à — --^- Quand œ tend vers
zéro, l'abscisse de convergence décroît et tend vers — oo. On peut donc
prolonger la fonction analytiquement dans tout le plan en prenant œ
suffisamment petit.

Considérons, en dernier lieu, la fonction entière

(29) (1)^)=^r ( ^ ) 5

a étant un nombre positif. Est-ce que cette fonction satisfait à nos con-
dit ions? Pour en décider, il faut d'abord déterminer la fonction A(^).
Dans ce but, remarquons qu'on a

- ^~/'loB'rcosp+7'(cosc-+•^'8înp)•+-e(/')
r(re^)

Sur cette expression/on voit immédiatement que la fonction Â((^) qui
appartient à (29) est égale à — co à l'intérieur de l'intervalle

7T . , 7T^>p>-^

Mais ce n'est plus le cas pour les deux extrémités de Tintervalle. En
effet, posons z == Œ -4- i": et admettons que or reste fixe pendant que | T |
augmente indéfiniment. De l'expression asymptotique de la fonction
gamma, on conclut que

(3o) . ___=^e2•Tl lTl l--^4-s(^)],
1 ( 2 ) V27Ï: . • ; •
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où £(T)-^O quand [ ï J—^co . Mais il en résulte que

^T C \ _ TC
2 7 2

La fonction (29) satisfait donc à nos conditions et elle admet par con-
séquent un développement de la forme

"•) rS-it-'-.C;')-
s=0

En se reportant au théorème du paragraphe 10, on voit que cette
série, si elle est réduite, converge pour cr^> -• En effet, Inéquation (3o)
montre que le nombre ^ qui figuré dans l'inégalité (i3), est égale à
zéro, si l'on prend oç?== -•

Mais nous ne pouvons pas affirmer que l'abscisse de convergence de
la série (3i) est égale à -^ car nous sommes ici dans le cas où

/îOQ=^)

dans les deux extrémités de l'intervalle, cas que nous avons dû laisser
de côté dans le paragraphe 11. Pour voir où il en est, je vais tirer parti
d'une relation asymptotique due à L. Fejér ( ^ ) et dont une nouvelle
démonstration a été donnée paru. Perron (:î). Soient p un nombre réel
et a un nombre positif; ces auteurs démontrent que les coefficients de
la série de puissances

a y
^~i

(I-^)P

satisfont à la relation remarquable

:^.oc

r /— /3 9\ 1^.+^^J^ sin ^an+ y — ^ TC /
(3.) ^————-L————^ ^ J^ I

^1 /- ' iUi • • { i-£a2 ^I/TT ' n4 2 ^n -i ^

( 1 ) Âsymptotikus értékek rne^hatârozâsdràl {Matfiematikai es termeszettudomânyi
értesitô, t. XXVÏÏ, 1909, p. i~3S); Sur une méthode de Darboux {C,R. jfcad.Sc^ Paris,
t. 147, 1908» p. 1040-1042).

(2) Ueber dafî infinitàre Verkalten der Koeffîcienten einer gewissen Potemréihe
{Àrchiv Math. Phys^ 3e série, t. XXII, p. 3^-Uo^ 1
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Cette relation va nous donner l'abscisse de convergence À de là-série
réduite (3i). Nous avons déjà démontré que X^-1-. On aura donc2
(33) (—i)"c,,=A"$(i) ( n = o , i , 2 , , . . ) .

Je définis une fonction o(^) par la série

(34) 9(0=1^-
n==i

En y appliquant la t ransformation d'Euler (1), on trouvera

, , , . ^ A^(i)
°^)=2.(,-xy^'• s / j.j ( ^_ i^+i

rt=0

On peut immédiatement évaluerla série (34), on trouvera en effet

. , ^ a"-1 ^ ï i -'
^^-l^r-r^^^^'

• n==l

Par conséquent
j[_ -__ ̂  ___Cie"'=~V ^z ^d—n"-»-11e """ "~" JL ( ï— ^ ) "-+-1

En posant—!— -==œ, on obtientï -— t

(35) ^e^=^;^.r».
/î==0

On a donc c^ = y^, si p == ï. En faisant p = ï dans l'équation (32), on
en conclut sans peine que l'abscisse de convergence absolue de la

3 . .série (31) est égale à j ' En divisant les deux membres de l'équation (35)
par ï —x^ on obtient

^(Co+q 4-Cs 4-.. .-4~ C,,).27".
1 g^—i—.

(i-^ -
n=:0

(^(T/. mon Mémoire sur le calcul aux différences finies \Acta mat/i.y t. XLIV^ 19^2,
p. ao3).
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En faisant p = ^dans l 'équation (32), on trouvera donc
s n ! ^ ,

Vc^= ^ _/?/'sm 2\/an — j + 0(i).
.s-=o â^V^

En rapprochant cette équation de Inéquation (2), on voit que Vabscisse
de convergence de la série ( 3 i ) est égale à j ' Cette série est donc sim-

plement convergente dans la bande T >^>^ . Les coefficients^ s'ex-
priment d'ailleurs par les polynômes de Laguerre (1). On définit ces
polynômes par l'équation

. _ e x d11^1^-^)
M^-^ ——^——•

L'expression (33) des c^ peut s'écrire comme il, suit :

, _Y..,v.f^î:.
cn— ̂  ^ \ ^ ) ^ \

V = 0

En comparant les seconds membres de ces deux équations et en effec-
tuant la différentiation, on vérifie que

Cn^Ln(a).
On a donc

<'•'' ^S^-)-^)"-"^;.^-"-
s ==o

Les polynômes de Laguerre ont été étudiés par un grand nombre
d'auteurs. On trouve des remarques intéressantes sur ces polynômes
et une Bibliographie dans deux Mémoires récents de H. Hamburger (2)
et S. Wigert (3).

( 1 ) Sur l'intégrale" j ^——^- (JBulî. Soc. math. clé France^ t. VU, 1879, p. 7^-81;
J'y lr

OEuvres^ l. I, Paris, 1898, p. 4'a.8-437).
( 2 ) Zur Konvergemtheorie der Stielfjesfc/iert Kettenbrûche (Math. Z., t. IV, ^919 ;

P. 200-205).

...(±),..C<?.ft^/:/&«l^//^^^^^^^^^ des polynômes d ' Àbel-LayjiGrre [ Àrliw for MoLtemaiik.^
Astronomi och ^yslk (Slockholm), t. XV, 1 9 2 1 , n0 2^]. Dans ce Mémoire, S. Wigerl a
étudié la série (S t ' ) d'un autre point de vuo, en supposant z réel et > i, et en considé-
rant a comme la variable.
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Fai encore quelques remarques à ajouter au sujet de la série (3i).
Soit /?,un entier positif. Posons

^)=
^z-p-.î

r ( ,3—/j)
et considérons la série rédui te

(36) -:Z_1 =Y(--I)^T^-p)-^

On a ici $(i) == $(a) =...== <t>(j>) = o, et par conséquent c, == o
pour s <^/). La fonction o(;) définie par l'équation (34) est égale à

. W ^ ^ 0 - — — — _ _———— =t~p-^e1.
p — ï ) \^d ^^ ( / ^ — — n ——

//. =: 7,1 -t- 1n^.p^l

génératriceLa fonction, génératrice des coefficients c,, c ,
égale à

?-> L•;,+l9 c/^4-2y

(^.-I)P-I 6' '' ~1 ̂  ̂ ^ ̂  +p ^//-1 •
w=0

. est donc

Divisons les deux membres de cette équation par i — x. On trouvera

(^ -— I)P-^ '[--^ . f1 \ .Y'f1v p+n) •A-' •

On en conclut, en faisant ?=/?-+-2 dans la relation (Sa), qu'on
aura

j f\ <r ^ f^ '
^ Z'.j G S

jim log^
^+-1.

2 ^ 4

L'abscisse de convergence de la série (36) est donc égale à ^ - h ^ -9 4
De même, en faisant p = = ^ + i , on obtient la valeur asymptotique
des c^ et l'on en conclut que l'abscisse de convergence absolue de la
série (36) estéffale à ^ -h- ^-v ' 0 s 4

Ami. Êc, A'orm., (3), XXXÏX. — DÉCEMKHE 1922. 5l
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,, Considérons enfin la fonction
,, , a3-^-1

^=YT^J)
qui admet le développement

/yS-fr-P—l «.——» / ~ ___ 1 \w r^= .S (-'•<.,')•
A-=0

La fonction génératrice est ici égale à

_ ^n+p-i r ,r ? a, , , a a^-1 r
^ l e -^T-'—T^^^.corn -—y.-—— ——-—— == ^-1 ^-—i — - — . ,W { L ) — ^ t'1 ( n + p — i ) \ L l

Par conséquent
_ .̂r w

( 38 ) — ( x — i )^-1 e^""1 •=- ̂  4 .^/i4-^ 4- 0/.-1 ( ̂  ).
r<=0

Q«-i(;r) étant un polynôme du degré p — i . On en dédui t aisément
que

—— (^ —— J)^-2 e^ "̂"̂  =^ ̂ -^(C;^ + C1^, + C ,̂, +...)+ Qp-.2 (^).

%=0

En faisant p = 2 — /? dans l'égalité (82) on trouvera donc
so

i0^ 2 c;

l i m
logn

L — ^
4 2 *

L'abscisse de convera'ence de la série Cîn} est donc éûçale a ^ — /--t0 ^ / / <y a, 2

De même, on conclut de l'équation (38) que l'abscisse de convergence
3 ^ Pabsolue est égale à 7 —• ^- En résumé, la série (3i) peut se transfor-4 ^

mer en une série de la forme

azwl _-^? ^z +' P—^ ̂ z ~^~ P — a) • • • (5 Jr P ~~s >1

=2'T(z) ~~'̂  ' 1 . Û . 3 . . . A -
^ == 0

j? étant un entier positif ou négatif quelconque. Cette série con-
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verge pour c r > j ~ - ^ elle est simplement convergente dans la

bande ^ — ^ > c r > ^ — ^ e t absolument convergente dans le demi-
3

plan Œ > ^ — ^. En augmentant la valeur de JD on augmente le domaine
de convergence.

(A suivre.)


