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RECHERCHES

SUR

LE THEOREME DE M. PICARD

Pak M. G. VALIRON

(Université de Strasbourg).

Les présentes recherches apportent une contribution a I'étude des
relations entre la croissance d’une fonction uniforme dans le voisi-
nage d’un point singulier essentiel isolé et la distribution des points
en lesquels cette fonction prend une valeur déterminée. Elles se
rattachent donc aux célébres propositions démontrées par M. Picard
des 1880 et en particulier a la suivante, que j'appellerai théoréme
géneral de M. Picard :

Si une fonction F(z) est réguliere a 'extérieur d’un cercle |z| =G
et admet le point a I'infini pour point essentiel, elle prend une infinité
de fois toute valeur @ a I'extérieur de ce cercle, sauf peut-étre une
seule. .

M. Borel donna des démonstrations des théorémes de M. Picard sans
faire appel aux propriétés de la fonction modulaire (*), il montra que
ces propositions étaient liées a I'existence de relations entre la crois-
sance du module maximum M(r) d’une fonction entiére, du module
maximum M'(r) dela dérivée et du maximum A(7) de la partie réelle
de la fonction pour |z| =r, et aux propriétés générales des fonctions
croissantes. Il compléta en outre le théoréme en montrant que, lorsque
F(z)est une fonction entiere, le n yinbre des zéros de la fonction F(z) —a
dans un cercle | z|Srest de Uordre de grandeur du logarithme du module

(1) Poir le Mémoire Sur les zéros des fonctions entiéres ( Acta mathematica, t, XX) et
les Lecons sur les fonctions entiéres.
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mazximum M(r), sauf peut-étre pour une valeur de a. Les démonstra-
tions relatives au cas ol F(z) est d’ordre infini, seulement esquissées
par M. Borel, furent complétées par M. Blumenthal (*).

Dans un Mémoire précédent (?), j’ai montré, en utilisant une
méthode de M. Wiman, que les théorémes de M. Borel pouvaient étre
notablement complétés, ce qui me conduisait & une démonstration un
peu différente du théoréme général de M. Picard. Dans une Note ulté-
rieure (), j'ai indiqué un nouveau mode de démonstration qui
consiste & étudier les fonctions qui sont exceptionnelles au point de
vue du théoréme de M. Picard, et 2 mettre en évidence directe-
ment des points en lesquels ces fonctions prennentune valeur donnée.
Cette méthode nouvelle a ’avantage de s’appliquer sans modification
aux fonctions holomorphes dans un cercle et & croissance suffisam-
ment rapide, ce qui, par une simple inversion, conduit & des pro-
priétés des fonctions holomorphes dans un angle. C’est cette méthode
que je me propose de développer ici.

Le premier Chapitre de ce Mémoire est consacré a I'établissement
d’une formule fondamentale et 4 la démonstration directe du théoréme
général de M. Picard. Je montre que, si F(z) ne prend pas la valeur o,
les équations F(z) = a ont dans le cercle | z|S7 un nombre n(r, a) de
zéros supérieur au logarithnie de M(r) maximum du module de F(z),
sauf peut-étre pour certains r.

Dans le second Chapitre, j’étudie & un point de vue analogue le
théoréme de M. Borel, pour des raisons de briéveté j'utilise dans cette
étude les résultats de M. Blumenthal, bien qu'ils ne cadrent pas par-
faitement avec la méthode employée. Je signalerai le résultat suivant :
si F(z) est réguliére relativement a I’ordre p(r), et si le nombre des
zéros est d’ordre inférieur, le nombre des zéros de F(z) — a, n(r, a),
est 6gal & r°0™"" et il existe des amas de zéros dont le nombre est
de cet ordre dans le voisinage des valeurs de z pour lesquelles

|F(3)| = M(r).

(1) Voir le Livre de M. BLUuMENTUAL @ Principes de la théorie des forctions entiéres
d’ordre infini.

(2) Les théorémes générauxr de M. Borel dans la théorie des fonctions entiéres
(Annales de 1’Ecole Normule, 1920).

(3) Comptes rendus, t. 170, p. 167.
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La troisieme Partie est relative au cas des fonctions G(s) holo-

morphes dans un cercle [z|<1 et qui sont d’ordre infini posizif dans
ce cercle, en ce sens que

logs| G(3)]

—log(r—r)

ne tend pas vers zéro. Je montre que le nombre n(r, a) des zéros
de G(z) + a est aussi tel que
im logn(r, a)

,~,——log(1——r)>o’

sauf peut-étre pour une valeur a. En outre, lorsque la limite infé-
rieure du rapport précédent est supérieure 2 1 et que G(=) est & crois-
sanceréguliére, le nombre des zéros est encore connu dans les mémes
conditions que ci-dessus. Dans le cas général, pour obtenir un résultat
précis, il faut introduire une majorante convenable du module maxi-
mum; jai obtenu le résultat suivant, que j'énonce pour une fonction
holomorphe dans un angle :
Si la fonction (=) est holomorphe dans I’ angle A,

—<o<o (5 =re?),

et si, dans un angle A’, — 3’2224, o' <o, intérieur & A, elle est
d’ordre infini positif, on peut construire une majorante crois-
sante e*") du module maximum de F(z) pour |[s|=r, —¢'S25¢';
I'ordre o(r) des zéros de F(z) — a intérieurs 4 A ne peut vérifier
'inégalité .

re™ < u(rK) (y>0; K>o0)
que pour une seule valeur a.

Ces résultats s’étendent-ils & toutes les fonctions d’ordre infini?
Comment se modifient-ils dans le cas de I'ordre fini? La méthode
exposée ici ne semble pas permettre de répondre & ces questions,
mais elle a ’'avantage de mettre en évidence, d’une fagon trés nette
et tres directe, la relation profonde entre la croissance du module et
la position des zéros, c’est pourquoi j'ai cru utile de la développer
avec quelques détails (*).

(1) Jai donné des indications sur la méthode et les résultats dans une Communication
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I. — Le théoréme de M. Picard.

I. Les démonstrations du Mémoire précédent (Annales de I'Ecole
Normale, 1920; je désignerai dorénavant ce Mémoire par V) repo-
salent sur les inégalités (5) et (6) (V, p. 228) et (19) (V, p. 242),
c’est-a-dire sur l'expression de la valeur approchée de la fonction
entiere f(z) sur un arc de cercle |z| =r entourant les points en
lesquels le module de la fonction est voisin de son maximum M(r).
Je généraliserai d’abord ces égalités en donnant des expressions
valables non plus seulement sur un arc, mais dans tout un domaine
entourant le point z,.

L.es nombres z et z, étant quelconques et = un entier positif, on
peut écrire

1= p== o

e\ Rp =\ 72 % z\P
—_ A oep [ — [ = ~ip (2
/‘(z) — c;3t = Cn+p 3y 4 ( - —\ 2 Cr+p 3y 4 - 4
“ < NU Ho

i=0 p=—n f —-n

+p(p——l)...(p——q+ 1) (z—zo>’1+ (s-—z())'l‘“np(z—zu),

q! 39 3 3,
ce qui permet de mettre I’égalité précédente sous la forme

~ ~
5 5— 3

W so=(2) [+ T2+

3 — 50\7 53— 3,\7+1 '
(2 o)+ (252) s a0 |-
<0 ~0

\

Les fonctions g,(z,), ..., g,(z,) peuvent s’exprimer en fonction
de z,, n et de f(z,) et de ses ¢ premitres dérivées, mais leur valeur

au Congrés de Strasbourg. La méthode de M. Borel montre que les propriétés relatives
aux rodules des zéros se conservent pour toutes les fonetions d’ordre infini.
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ne sera pas utilisée dans la suite; on a, d’autre part,

x

N\ 53— 3
LIJ(:' :'0) :20/14-[) :::,_[, ].)\,,( -———2).

—n
Nous allons chercher une limite supérieure du module de cette
quantité. Si nous supposons que le nombre ¢ a un module moindre
I .
que - la formule du binome donne

Ro(¢ :p(p—l)...(p—_q) . pp—r1)y...(p—qg—1) -
2(¢) VEDI - g+ 2 o

c ey

si p est positif, le second membre, qui est limité, est majoré lorsqu’on
y remplace ¢ par son module et a un module moindre, en vertu de la
formule de Taylor limitée, que

plp—n)...(p—q)
(g +1)!

(14| o]yt

Si est négalif, on majore en remplacant ¢ par —|¢| et 'on
gatil, ] plag |
obtient

plp—1)...(p—q)| N
I[{I)((’)I< (l/—}—x)! (I_I"i)l q--1,
Nous avons done
|"]J(31 30)l<(U1+U2),-\,
2'1-}-1

(q+0l
soit inférieur a %, et U, et U, étant

A étant un nombre fixe, ne dépendant que de g et moindre que

- ~
S by

pourvu que le module de ¢ =

-
~0

définis par les égalités

,]:no -
Nl o
U= .}; [ Crap 5672 P71 (1 + [eDr,
]):0 .
p=0
Us= X [Caap |32 pl7ri(i—[e)r. - :

]7:—’1
Soit R une valeur ordinaire de /(=) relativement a la fonction de
comparaison d’indice o (V, p. 226),
Fa(w) = e un,

Ann. Ec. Norm., (3), XXXVIII. — DgceMprE 1921, 20
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et supposons que I’on ait

130|<R(1+a)7

$ étant un nombre positif dont la valeur sera choisie ultérieurement.

Prenons pour n le rang n(R) du terme maximum de /(=) pour la
valeur ordinaire R, nous aurons, m(R) désignant le module du terme
maximum (V, n° 1),

p=c

(2) U, <(1+9) m(R)Z pIti(i+8)? (14| v|)P e<n+m“—n"‘<%>p;

p=0
la relation‘entre n = n(R) ct!li étant toujours que 2 est I'un des deux

entiers encadrant la racine de I’équation en z,

' )
2% = l()"/— .
: (x)
La série qui figure au second membre de I'inégalité (2) se traile
comme dans le premier Mémoire (V, n° 3), le rapport des termes de

n . . .« . e,
rang ~2—' + et n, + ¢ estici un peu différent, on a

logp; = (g -+1)log2

+ “_(a[ 2 (ny—2)? <n -+ %>““ﬁz+ %‘1108’(1 + ) (1+]v]);

o
. - 1—3 . .
n, étant la partie entiere de Bn  *, il suffit que I’on ait, en outre,

n; o< By, ns| v | < By,

B, et B, étant des nombres fixes, pour que, par un choix convenable
de B, logp, soit encore moindre que — 1. On aura, alors (V, p. 227),

Un<('+5>nm(n)g—.f_.—fnlfﬂ(lu}‘a)n‘(l—*—lpl)m

(q-+2) (.1 et 9‘-)

< Cm(RY(1+8)"n 2/
C étant un nombre fixe facile & calculer. On aura une inégalité
analogue pour U,, et en groupant ces deux résultats, on obtient,
en particulier, la proposition suivante, que j'utiliserai seule dans la
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suite :
1. Le module du reste (=, z,) de la_formule (1) est moindre que

(g -+2) (vl —%)

(3) DM(R)n 2]

4 !
pourvu que le module de =, soit inférieur a (1 + %) R et que

: & _
(4) [z —s5,|<|3|D'n? ),

D, D', D” sont des constantes absolues,-indépendantes des diverses
variables, R est une valeur ordinaire quelconque relative 4 la fonction
de comparaison d’'indice «(o<<a<1), n=n(R), et M(R) est le
maximum du module de f(z) qu’on sait étre supérieur 4 m(R).

2. Nous poserons, dorénavant,
/

p_—"/_"‘_%<1._f>.

T g+ 2

Le nombre = est un nombre quelconque compris entre o et 1, mais
nous supposerons que l'entier ¢ a été pris assez grand pour que 3 soit
inférieur a 1 l:q > ﬂf—;—f—) - Nous désignerons alors par 3’ un nombre
fixe choisi une fois pour toutes entre 3 et 1.

En donnant & = des valeurs particuliéres et en utilisant la propo-
sition I, nous obtiendrons des limites supérieures pour les fone-
tions g;(z). Prenons ¢ valeurs de = de méme module |z| = |z,|=1r,,
et telles que

A
IS_":"Ol:I:".Oll-)”;l'n“F3 (7\’-:1’2:-“,9);

nous obtenons, en écrivant I’égalité (1) pour ces ¢ valeurs et en résol-
vant par rapport aux g,

(%) | g:(50) | =8 <KM(R) + 2M(ro),

K étant une constante et les inégalités ayant lieu a partir d’ane valeur
de R ().

(1) Dans lout ce qui suit, je désignerai par K tout nombre positif fixe.
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Nous allons déduire d’abord de ces inégalités (5) que, pour r,
compris entre R et R<1 + %>, le rapport de M{r,) & M(R) reste born¢
(inférieur & une constante K). Supposons, en effet, que =, soit le point
de la circonférence |z|=r, pour lequel | f(z,)| =M(r,), et appli-

R ,
quons la formule (1) en y prenant s = s, —. nous obtenons, eu égard
o 2

aux inégalités (5) et & la proposition I,

#(=7)

K étant inférieur 2 3e pourvu que 7, c’est-d-dire R, soit assez grand.
La propriété & démontrer en résulte a fortior:.
Supposons, maintenant, que z, soit un nombre quelconque de

. p s R D"\, ., y
module inféricur a (I -+ -;) R, les inégalités (5) donnent, en tenant

R
= i<_> M () > 2 M (),

2\

compte de la remarque précédente,
| g:(5) ] < KM(R)nb.

Cesinégalités, jointes & la proposition I, conduisent immédiatement,
par 'application de I’égalité (1), & la proposition suivante, qui servira
de base a tout ce qui suit :

L. Soit R une valeur ordinaire de f(z), 5, un nombre de module R
tel que l'on ait

B—fr

(6) [f(z)|>MR)n * (B<f <),

et soit D, le domaine du plan = = re défini par les inégalités

. 1/ - D’ I 1
R(1— 2 ‘5r§li<1———— S S L
n)o T\ ! n)’ i npr == Po 1P

Dans le domaine D, la fonction f(z) jouit des propriéiés suivantes :

A
A

il

. I
1° Le module reste compris entre K f(z)et Kf(z,);

2° 8 z et z, sont deux pornts quelconques intérieurs au domaine,
on a

@ r@=(2) e bt ]
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avec
B

[a(z, 5)|<Kn * ;
3° St z et z, sont intérieurs au domeaine et tels que

¢(R)

8 5235 R—m»
(8) | < nBM(R)

¢ (R) étant une fonction de R qui tend vers sero lorsque R croit indefini-
ment, on a
(9) ser=(2) iz +ntzm

avec
In (=, 5) [ <Ke(R).

3. Je ferai quelques remarques au sujet des valeurs ordinaires qui
s’introduisent dans ces énoncés. On sait que R étant valeur ordinaire,
il existe une autre valeur ordinaire dans l'intervalle R, R (1 + n*-"),
« étant I'indice de la fonction de comparaison. En prenant pour « une
valeur toujours fixe mais trés petite, lalongueur des intervalles excep-

N , . . . ® N [24 ) .
tionnels est réduite; mais, comme {3 est supérieur a 1 — =5 I'ampli-
tude de variation de @, c’est-a-dire la largeur du domaine D, diminue;

or, il importe pour la suite que B’soit moindre que 1. On ne peutdonc
essayer de prendre pour fonction de comparaison une fonction

F () = eFein) yn

qui serait d’ordre nul, c’est-a-dire telle que

logd2 (n) _

lim =o.

n=w= lOgll

C’est pourquoi je me suis borné a considérer les fonctions &,(u).

Je supposerai toujours dans la suite que les valeurs ordinaires sont
celles d’indice «, trés petit, mais certaines de ces valeurs pourront
étre encore ordinaires lorsqu’on augmente «; en vertu de la proposi-
tion sulvante : ‘

III. Si R est valeur ordinaire d'indice «, elle est aussi d’in-
dice o, < o. :
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En se reportant au premier Mémoire (V, n°®2), on voit que, pour
démontrer cette proposition, il suffit d’établir qu'étant donnée une
fonction §,(u), toute valeur de u est ordinaire lorsqu’on prend pour
fonction de comparaison une fonction de méme forme mais d’in-
dice ay<Ca. Tout revient donc & montrer qu’a toute valeur « on peut
faire correspondre des nombres £ et [({> 1) tels que

n®*+ nlogu I n%—+ nlog(ul)+ logk,

I’égalité ayant lieu pour une valeur de n. Or, si 'on considére la fone-
tion '
b(z)=2a%— z*+ x logl+ logk
et ses dérivées
V(x) = agz® ! —ax* '+ logl,

V' (x) = $"2[(I—-—6;)0C1‘°‘—— (1 — ag) o],

on voit que Y"(x) est positif pour @ supérieur & 1, L'(1) est négatit

si logl <o — «,, tandis que {’'(+ ) est positif, donc $(2) décroit
d’abord lorsque « croit de 1 jusqu’d une valeur (/) puis croit; il
suffit donc de prendre pour logk le plus grand des deux nombres

— Y iE[2()]], — ¢ }E[x()]+1]

[E(z) désignant la partie entiére de x| pour que toutes les conditions
soient réalisées.

[l résulte de cette proposition que, R étant valeur ordinaire pour une
valeur o = o, il existe un nombre «(R) tel que R est ordinaire pour «
compris entre o, et «(R), maisne 'est plus pour & supérienr a «(R);
ce nombre a(R) peut d’ailleurs étre égal & 1. Il sera loisible, dans
I’application de la propriété 11, de supposer que « est aussi voisin que
Lon veut de a(R). ‘

4. Pour démontrer lc théoréme de M. Picard, je considérerai d’abord
le cas le plus simple des fonctions entiéres et j’étudierai une équation
de la forme

(10) i e/ 3 = a,

olt f(s) est une fonction entiére (et non pas un polynome) et @ une
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constante dont je supposerai le module compris entre —;— et A, A étant

un nombre fixe supérieur & 1 et d’ailleurs quelconque. Nous allons
montrer que ’équation (10) posséde, dans tout domaine D défini dans
la proposition II, un nombre de solutions supérieur & M(R).
Supposons que = est dans un tel domaine; désignons par 2% celui
des arguments de @ qui est compris entre o et 2%, et par ¢ un entier
quelconque, positif, négatif ou nul; 'équation (10) peut s’écrire

(1) - S (z)=logla|+ 2in(6+ q),

et, si ¢ ayant une valeur bien déterminée, cette équation (11) posséde
un certain nombre de racines dans un domaine A, I'équation (10) aura
au moins autant de racines dans ce domaine A.

L’égalité (7) montre que, sur tout arc de circonférence | 5| = const.
intérieur au domaine D, I'argument de f(z), qui est continu, varie de

i 1 S
plus de =il y a donc sur cet arc plus de 3~7:n'—f3 points =, en les-
3

quels /(=) est imaginaire pure. Désignons par 2:xQ une telle valeur
f(z,); nous avons, d’aprés la proposition II,

|()l>KM(R)n B

Soit Q, le plus grand entier inférieur &4 Q — 0; prenons ¢ = Q, et écri-
vons I’équation (11) sous la forme

, 9(5) + Y (s) =0
avec
o(z)=12inQ (;) - log|a|—2im (8 + Qi),

y) =11 = (Z) ),
n étant toujours le nombre n(R) introduit dans la proposition I. La
fonction ©(z) s’annule pour
’ 1

. logla|+2im(6+Q,— )]"
F=F |1 2imQ

ou

; . logla| + 2inb, h "
=a [ RS ] W<k jal<o
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L’équation z(z)=o0 a donc, pourvu que R soit supérieur a un
nombre K, une racine au moins dans le cercle C,, d’équation

. [_‘_loglal—i—zmﬁl s el
- 2imQn TR

y étant un nombre positif et x prenant les valeurs entre o et 2x. Or,
sur la circonférence de ce cercle, nous avons

T logla|+ 2im0 yelr ] .
c‘p(;):zleI—i——Oi’ﬁl—]-l.ﬂT;i——'—l—/f; —|—é]——log[c¢]—9m(91—l—Q)
» (2] <K)

ou

o(z)=aimye® 4+ zt'Tth,
Q
et, par suite, |o(z)| est supérieur & wy pourvu que R soit supérieur
a K. Mais, d’autre part, nous avons sur cette circonférence
1 K
3—3 K|z |=—
== sl <Klalqgy < S

M(R)n 2
et 'exposant de n, dans cette inégalité, étant supérieur d 3, 'inéga-
lité (8) est vérifiée, donc aussi (9), le module de Y (z) est inférieur
a my, pourvu que R soit assez grand. On a ainsi

()
\W) <!

sur la circonférence C, ; d’aprés un théoréme bien connu, les équa-

tions g(z) = o et(11)ontle méme nombre de zéros dans le cercle, ce

qui montre que I’équation (10) a au moins un zéro dans le cercle C, .
La plus grande distance du point =, au cercle G, est moindre que

logA + 27+ 37y logA + 27 + 37
s <R - = A;
nlfGs0 ] anel f(5)] ‘

sinous tracons dans le domaine D, les arcs de cercle

R

: /R
|5]=R +2iA [X:i:, &, ...,iu(n'MA_;>J,

. . 1 , .
sur chacun de ces arcs se trouvent E,)—Wn‘—f3 points z, auxquels nous
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pouvons appliquer le raisonnement précédent; les cercles de rayon .\
ayant ces points pour centres ne se coupent pas, car la distance de
deux points =, situés sur un méme arc de cercle est supérieure i A,
d’apres Iégalité (7). Nous obtenons done notamment le résultat sui-
vant :

IV. L'é¢quation (10) possede certainement Kn'=%|/(z,)| =éros dans
tout domaine D tel que R >K; K étant une constante independante
de R, ces séros, connus trés exactement par leur module et leur argument,
JSorment sensiblement un quadrillage curviligne.

Le nombre des zéros ainsi mis en évidence est a fortior: supérieur a

B+8

Kn." 7 M(R)

d’apres hypothese (6), et 'exposant de n dans cette expression est
positif, ce qui justifie le résultat annoncé tout d’abord : dans le
domaine D, , 1l v a plus de M(R) széros de l’équation (10) pourvu
gue R>R(a). En particulier, dans le domaine D, tel que|f(z,)| =M(R),
l’équation (10) possede plus de KM(R)n'=# zéros.

On peut remarquer que léquation z(s)=o0 n’a effectivement
qu’'une seule racine dans le cercle C, et en a une et une seule dans les

cercles qui se déduisent de celui-la par des rotations de — autour de

Porigine; on voit aussi la modilication qu’entrainerait le remplacement
de Q, par Q, + 1 dans cette équation, ct 'on obtient sans peine tous les
zéros de I'équation (10) situés dans le domaine D et correspondant a
-une valeur fixe de a. J’ai préféré énoncer une proposition moins pré-
cise, mais relative aux zéros de teutes les équations (ro) pour les-

. . 1
quelles @ prend des valeurs dont le modulereste compris entre 3 et

Chaque cercle C, contient un zéro de I'une quelconque de ces équa-
tions.

5. D’apres ce qui a été rappelé au n® 3 relativement & la densité des
valeurs ordinaires, on voit bien ce qu'apprend la proposition 1V au
sujet des zéros de 'équation (10); si I'on excepte lesintervalles excep-
tionnels dans lesquels la variation totale de logr pour >R est
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moindre que n*~', pour toute valeur R il y a au moins un domaine D,
tel que | f(5,)| =M(R), et, dansle cercle |z|=R, il y au moins M(R)
zéros de (10). ' '

Ce résultat peut étre présenté d'une facon mettant bien nettement
~en évidence la densité des zéros de I’équation (10) dont on a obtenu
une valeur approchée. Désignons par P(z) une fonction entiére quel-
conque admettant ces zéros et ceux-la seulement et prenant la valeur 1
a l'origine; soit 7, le module du nit™¢ de ces zéros supposés rangés par
ordre de modules non décroissants, et soit M,(r) le maximum du
module de P(z) pour | z|=r. D’aprés le théoréme de M. Jensen, nous
avons, quels que soient N et 7, '

M (r)> —F — > (—'i>'\-
ryre...ry

s

-
~

Prenons pour » une valeur ordinaire R et pour r»y le plus grand des r,

ps . D’ _ L , .
inférieurs a R (1 — 2—;> » N sera supérieur 2 KM(R)n'-# et, par suite,

logM; (R) > KM (R)~ .

Mais, pour une valeur ordinaire R, M(R) est supérieur 2 m(R), qui est
égal au terme maximum de la fonction majorante £g, <%> (V, p. 225),
et, a fortiori, puisque £ est supérieur a4 1, est supérieur au terme
maximum de §, (%) dont le logarithme (V, p. 240) est égal & Kn*.
Nous avons done

(t2) n* <K logM(R)

et, par suite,
logM, (R) > KM(R)[logM (R)]-Y <7: fj_‘) :

En particulier, si l'on forme avec les zéros décelés par la méthode
un produit canonique P(s) ("), on voit que 'ordre de grandeur de ce
produit pour les valeurs ordinaires R est trés voisin de celui de |et?|.
Le résultat contenu dans I'inégalité précédente est d’aillevrs beaucoup

(*) Ce produit canonique est d’'ordre infini, sa définition exacte importe peu ici.
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plus précis que ceux que l'on obtient par I'application des méthodes
ordinaires de la théorie des fonctions entiéres.

On peut donner a ce résultat concernant les modules des zéros une
forme différente indépendante de toute théorie des produits cano-
niques; si l'on désigne par N(7) le nombre exact des zéros de I'équa-
tion (10) contenus dans le cercle | z| =, on a, pour toute valeur ordi-

naire R,
AR

M(R)[logM (R)]="—K,< [ Nia) ‘i;':“ < M(R) -+ K,.
Jo :

Il est d’ailleurs clair que le principal intérét de la méthode précédente
est de donner des renseignements sur les arguments des zéros ; mais il
est important de constater des le début que ceux des zéros pour les-
quels on posséde ces renseignements, bien qu’ils puissent étre infini-
ment peu nombreux par rapport au nombre total des zéros, le sont
cependant assez pour caractériser la fonction.

6. L’¢tude de I’équation générale

(13) ef(B)+4(3) T — a,

ou 7 est un entier positif ou négatif, /(z) une vraie fonction entiére,
et v (z) une fonction holomorphe & I'infini qu’il est loisible de sup-

poser de la forme
. a,  a,

/(:):::_——1— 4+,

=
2

ne présente pas de difficultés supplémentaires. Sur tout arc de
cercle | z] = const. intérieur & un domaine D, nous aurons encore
‘Kn'-# points en lesquels f(s,)+ 7logz, a une valeur imaginaire
pure 27w Q’ (nous prenons par exemple, pour logz, la détermination
telle que la partie imaginaire de < logs, soit comprise entre o et 2:m7).
Nous serons ramenés a résoudre I’équation

(14) ¢(2) +d(s)=o0
‘aveC‘.
<P(:>=<
b(s)= [j(:) — <:>uf(51)J +7(5)+7 [logz-—(

<1

~
~

>"s».z'7z(g'— log|a| —2in(6+Q,) [Q,=E(Q—8]I

n )
>v 10821] .

<

B a
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L’équation (=)= o est la méme qu'au n°4. Q' vérifie en cffet la méme

inégalité que Q puisque log s, est infiniment petit parrapport a|/(s,)]
8- ;

[[f(zl)[ est supérieur ¥ KM(R)n * , donc & |[M(R) [, d’aprés I'iné-

lité (Iz)J Dans un cercle C,, analogue a celuiconsidéré au n°® 4 fr( )
s'annule une fois et, sur la cxrconfcrcnce, son module est supérieur
a wy. Sur cette circonf’érence, les deux premiers termes de 4 (z) sont

infiniment petits avec - R » et le troisitme qui s’écrit

< : l : —41>’I ] '
7, log{ — ) — — —1 | logs
{ s ( : 1
est moindre que

K<z~——:,> + K II()(‘;;‘I:,]

et tend aussi vers zéro avec Ti

Rien n’est donc changé a la fin du raisonnement du n° 4, sauf les
valeurs exactes des constantes, et tout ce qui a €té dit des zéros de
Uéquation (10) s’applique entiérement a ceux de l’équation (13).

7. Pour achever de démontrer le théoréme général de M. Picard, il
reste & examiner le cas des ¢quations (13) lorsque f(z) y est remplacé
par un polynome Q(z). Cette étude est bien facile et n’est sans doute
pas nouvelle; je me bornerai & indiquer rapidement comment on peut
conduire la démonstration d’une facon tout analogue & celle du n° 6,
car j’aurai a utiliser certains des résultats intermédiaires dans la suite.
Je désignerai par ¢ le degré de Q(z) et par A, le module du coefﬁcientv

:‘"—~01< I~()l

de z7. Quels que soient = et z,, on a,

3o |7 (i<,

Q(s)= (:) Q(30) 0

~0

<o

K étant une constante ne dépendant que des coefficients de Q(z). Il n’y
a plus ici de valeurs exceptionnelles, sur tout cercle |z| = r existent
g points 5, qui sont sensiblement les sommets d’un polynome régulier,

en lesquels
. Q(35) +7logs,
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est imaginaire pure et égale 4 2/=Q’, le module de Q' étant supé-
. . Agr7 . - , .
rieur & —— st 7> K. On sera ramené, pour trouver des racines de

’équation (13), 4 résoudre I'équation (14) du n° 6, o(z) et ¢(z)
ayant exactement les mémes valeurs. Cette équation (I 1) possede un
zéro dans chacun des g cercles ayant pour centres les g points associés
aux z,,

’ 51[1+10"|alT2LT(9_,_Q "‘(),\]

1= 2imQ'q

et pour rayon commun - On peut donner, en particulier & 7, les

!O

l !

valeurs

1
Hm:<'li','7£)q (b> a1,
A,/

m prenant la suite des valeurs entiéres & partir d’une valeur m,,
prendre sur chaque cercle | z| = R,, les ¢ points z/, en lesquels

Q(z) +7logs

devient i 1mavma1re pure, puis de chaque point =, associé, décrire le

cercle de rayon =f—, v étant suffisamment petit; chacun de ces cercles

e
contiendra un zéro de I t,quatlon (13).

On connait donc encore ici, d’'une facon trés précise, les modules
et arguments de certains zéros de I'équation (13); on pourrait pré-
ciser beaucoup ce résultat, mais il nous suffira d’avoir montré I'exis-
tence de ¢ files de zéros, le nombre total des zéros décelés dans un
cercle | z|Sr étant égal, a un facteur fini prés, au maximum dumodule

de Q(=).

8. En résumé, nous avons trouvé que, dans tous les cas, toute
équation (13) posséde des zéros dans des régions que I’on peut définir
a I'aide des valeurs ordinaires R de la fonction entiere f(z) [si f(5)
est un polynome, toute valeur est ordinaire], ces régions entourent
les points z, en lesquels f(s) est imaginaire pure et a un module
suffisamment voisin du module maximum. Le nombre des zéros.mis
en évidence pour |z|Sr est supérieur & KM(R). En d’autres termes,
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si F(s) est holomorphe & I'extérieur d'un cercle |z| =K, et admet,
elfectivement, le point a 'infini pour point essentiel, et, siI'on désigne
par ¢ le maximum du module de cette fonction pour |z|=r
| w.cr) est une fonction croissante & partir d'une certaine valeur de r|,
le théoréme général de M. Picard peut s’énoncer de la facon suivante :
st parmi les fonctions F(z) — a se trouve une fonction ne possédant pas
de zéro (par exemple celle correspondant & a = o), toutes les autres
fonctions ont certainement une infinité de zeros dont on connait des pro-
priétes communes, notamment les suivantes : le nombre n(r, a) des
zéros de module inférieur, ou égal a7, est tel que ’

>0

HT nir, a)

r=a (1)
il y a des amas de zéros [en nombre supérieur & p.(r)| dans une suite
de régions dans lesquelles le module de F(=) a & la fois des valeurs de
I'ordre de e et de I'ordre de e,
-~ Ces fonctions ¥(z), qui ne prennent pas une valeur, o par exemple,
sont exceptionnelles [car, d’apres ce qui précede, parmi les fonc-
tions F(z) + bz, out b est quelconque, il y en a au plus une ne prenant
pas une infinité de fois toute valeur]; il y a donc lieu de chercher
dans quelle mesure les propriétés communes des zéros des fonc-
tions F(z) — a se conservent lorsque, quel que soit @, ces fonctions
ont une infinité de zéros. Nous allons d’abord considérer le cas ou le
nombre des zéros, bien qu’infini, est inférieur a la valeur normale
trouvée dans le cas ou F(z) est exceptionnelle; c’est le cas, encore
exceptionnel, étudié par M. Borel.

II. — Le théoréme de M. Borel.

9. Nous supposerons, d’abord, que F(z) est une fonction d’ordre

fini de la forme
F(Z) — QG+ (3) 57 1)(2),

Q(z), 7.(z) et © ayant les mémes significations qu'au n°® 7 et P(z)
étantun produit canonique d’ordre fini au plus égal au degré ¢ de Q(2)
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et de genre moindre que g,

up

P(s) :[15<%, p) [C»(u, p)=(1— za)ell+"'+7, |a,|= /'n],
) ,

Uentier p est inférieur ou égal & ¢ —1, ce qui exige que la
.. 1 ’ . . ) .
serie E 7 converge. Yétablirai le résultat suivant :

n

VI. Si l’on a, a partir d’une valewr n, de n,
(i5') ri > n(logn)° (¢>1),

les équations F(z) = a, a == o, admetient certainement q files de zéros
voisins des valeurs de s rendant Q(z) tmaginaire pure, zéros connus
d’une fagon trés précise par leur module et leur argument, et le nombre
de ces zéros dans un cercle |z |Sr est égal a Krf.

La démonstration est hasée sur les mémes principes que celle
du n° 7, mais on doit prendre des précautions 4 cause de 'existence
possible de zéros de P(z) dans le voisinage des valeurs z, considérées
au n° 7, la présence de tels zéros ayant une influence sur la valeur
de log| P(z)|. Il importe de ne considérer que les portions du plan
des = extérieures & certaines aires entourant les zéros de P(z), le but
a atteindre étant que, dans les régions conservées, logP (z) soit infini-
ment petit par rapport & 7 et varie infiniment peu dans les cercles
tels que C.,.. On peut opérer de la facon suivante :

Considérons la suite des circonférences ayant pour centre commun
I'origine et pour rayons

1

R, ={[s(logs) ] (1 <<c'<eys=84, So+1, ...)
et appliquons aux couronnes successives ainsi formées et prises dans
Pordre ot on les rencontre, en partant de I'origine, le procédé d’exclu-
sion de M. Boutroux : £ étant un entier, soit A, le domaine formé par
les couronnes comprises entre les circonférences d’indices s = 2*
et s = 2/ dans ce domaine il y a moins de nj, = K2**4“~ zéros
de P(z)alors qu'il y a 7><2* couronnes. Nous marquons toute couronne
du domaine A, contenant j zéros de P(z) ainsi que les j précédentes
et les j suivantes, si dans ces2j +1 couronnes marquées se trouvent
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Ji nouveaux zéros de P(z), nous marquons encore les 7, couronnes pré-
cédentes et suivantes, et ainsi de suite [il est bien entendu que nous
ne considérons que les zéros de P(z) intérieurs & A;]. Le nombre total
des couronnes marquées est au plus égal a 3n); entre les circonfé-
rences de rang 2f** et 2"2, il y a donc 2+'[1 + o(L)] couronnes non
marquées, ce seront les couronnes conservées (*). Siz est un point d’une
couronne conservée, la distance d du point z au zéro a, le plus proche
est au moins égale & I’épaisseur minimum d’une couronne de Ay, donc
est supérieure & Kr'—?(logr)”, r étant toujours le module de =.
Si nous prenons z dans une couronne conservée, nous avons (* )

— Kr7(logr)t—c— n} logg <log|P(3)| < Kr7(logr)—.,

d’ol1, en tenant compte des valeurs de 2}, et <,

lQ(sx)l

(16) [tog| P (=) [| < Krv(logr)'=r <K oo

inégalité valable si z et z, appartiennent 4 une méme couronne
conservée.
D’autre part, la somme

o'/ s\ 1
2-4 an) 55— a,

étendue aux zéros de P(z) situés dans A, a un module inférieur &

7
ng "

K pe—1 (logr)“"'Z% < Kre-t(logr)=¢logs < Kre—t(logr)—,
- .

nous avons donc, pour la dérivée logarithmique,

(= - P
_l_)_("_) <\ <(( > _._l <K7‘9_1(]Og‘l‘)1""

P(z) s 5

N «

K i < [\

+ 7 Z<T> +Z<rn> Nk
[ N1

(*) Je désignerai par & ou ¢(x) toute quantilé tendanl vers zéro lorsque la variable
principale x lend vers sa limite.
(2) Pour ces calculs et les préeédents, voir la T%hése de M. Bourroux, p. 22 ¢t 33.
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N désignant le nombre des zéros de module moindre que Ryt et N’
celui des zéros de module moindre que Ryws. Si, dans la seconde
somme, on remplace I'exposant p +1 de 'un des termes par p,
c'est-d-dire si I'on fait passer un terme de la seconde somme dans la
premiére, on augmente le second membre; il en est de méme
lorsqu’on remplace 'un des r, par une quantité moindre; on majore
donc le second membre en le calculant comme si 'inégalité (15) était
remplacée par une égalité, ce qui donne

Y
l} (2) < Kre—t(logr)—-,
.. P(s)
d’olt :
e Q s ) '
(17) |logP(z)—logP(z,)]<I\| - 1 (!log(r)lf’—ll (c¢'>1),

pourvu que s et z, appartiennent & une méme couronne conservée.

Il résulte des inégalités (16) et (r7) que la méthode du n° 7
s’applique, & .partir de chaque circonférence R,, intérieure i une
couronne conservée, d’'une facon exacte, 4 toute circonférence telle
queR,,_, et R, solent aussiintérieurs & un intervalle conservée R{R, .
Ilya

(+0) 5 ogRl)e (6> am),

circonférences R,, dans une couronne conservée, donc un nombre de
zéros égal au produit de ce nombre par ¢ et ces zéros sont connus

’

trés exactement. Le nombre des zéros décelés dans un cercle de

rayon r est donc
A

(1—4dy) 2(]1"1,

puisque les couronnes exclues sont infiniment peu nombreuses par
rapport & celles qui sont conservées.

Ainsi, lorsque F(z)est d’ordre entier g et de genre ¢, Pinégalité (15)
ne peut avoir lieu, & partir d’une valeur de », que pour une seule
valeur de a, par exemple @ =o0; et, si elle a lieu, pour toutes les
autres valeurs de a le rapport du nombre n(r,a) des zéros de
module inférieur & r, & 77 a ses limites d'indétermination {pour r =)

Ann. Ec. Norm., (3), XXXVIII. — DECEMBRE 1g2I. 52



fio G. VALIRON.
positives <n0us avons trouvé que la limite inférieure est au

. A L] ] ’ 1 . . -
moins ‘—72—7:9, d’aprés le théoréme de Jensen la limite supérieure est
: ;

moindre que qu0>. On pourrait étendre ce résultat en remplacant
dans Pinégalité (15) (logn)® par logn(logn)?, (¢ >1), et ainsi de
suite, mais on ne peut remplacer dans cette inégalité ¢ par un nombre
inférieur a 1, car le maximum du module du produit canonique pour-
rait alors étre comparable a |e*?'|. Au point de vue de I'étude de la
suite des zéros, le résultat obtenu est moins étendu que celui de
M. Lindelsf mais la connaissance des zéros est plus compléte (*).
D’ailleurs, ici encore, les fonctions pour lesquelles existe une valeur
exceptionnelle (@ = 0) donnant 'inégalité (15) sont exceptionnelles ;
on voit, en effet, que 'équation F(z) = f,(s), f.(z) étant une fonc-
tion entiére de genre ¢ — 1 dont les zéros vérifient la condition (15),
a aussi tous ses zéros normaux, car la méthode précédente s’applique,

sans modifications, 4 la fonction ]E'E_i)j
\ 1' d

10. Pour traiter les fonctions d’ordre infini, jutiliserai les résultats
de M. Blumenthal, moins précis que ceux de M. Denjoy, mais plus
directement utilisables. Je rappellerai les suivants :

(Ine fonction type p(z) adjointe & un infiniment petit ¢ ou e(x)
est une fonction croissante satisfaisant & la condition de croissance
typique

si

p(z) <p(z)t+e
I o —
log = _.<1 - p($)€>loga¢.
Si r, est le module du zéro de rang n d’une fonction entiére, et si

exposant de convergence de la suite r, est infini, on peut trouver une
fonction type (adjointe & un infiniment petit convenablement choisi)

(1) Annales de I'Lcole Normale, 1905, p., 350. M. Lindelof part aussi de I'hypothése
de I’existence d’une valeur exceptionnelle pour laquelle n(r, a) est inférieur & sa valeur
normale, Lorsqu'on ne fait pas une telle supposition, il peut y avoir un ensemble non
dénombrable de valeurs exceptionnelles (woir ma Note des Rendiconti di Palermo, 1918).
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telle que I'on ait, quel que soit 7,

n < pplrs)
= I ?

I'égalité ayant lieu pour une infinité de valeurs de n; le produit
infini

P(s) :f_[ c.(f-n, p,,>, pn=E[p(7r,)+"¢]

est le produit canonique de M. Blumenthal, il est tel que
log| P (5)] << rete® (1),
"On a, d’autre part (BrumentaaL, p. 63),

log| P (5) | > — rem™** _ Jog| Py(3) ]

avec
N—1

lOgPN(Z‘):Z< -+ +P e >+210“<1—;>—S1+S2s
1 » r

n

ry étant le plus petit des r, supérieurs a I‘[I -+ (rﬁ

En ne considérant que les valeurs r, supérieures a 1, ce qui est
légitime, car cela revient a négliger un nombre fini de termes au
début de P(z), on a

4 I 5 \Pn
(=
an . - Pr \@n

et, par suite,

< ([ ... Pl.>rpn< (1 <+ logpn)rp,. < P +8(r)]

n

)l-{-&(r) )H-S(r)

lsll<(N"_l)rP(rN—l <(I'I‘N-—1)p("u—t

Or, d’aprés ladéfinition de ry et la croissance typlque de o(2), p(rs_y)
est inférieur a p(r)'*"), ce qui donne

[S:]< o+,

Par ailleurs, si I’on désigne par d la plus courte distance du point =

(1) = ou z(x) désignera loujours Vinfiniment petit déterminé qui s'introduit dans la
définition de la fonetion type.
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aux zéros d,, on a

IS, |<o(\1—1)1ocr <;p¢l)‘+"<" lowa,;

d’ou, finalement, en tenant compte de la limite supérieure de P(z)
donnée plus haut,

(8) [log| P(s)|]| < <‘+ logﬁz>""""‘*“"’.

Considérons maintenant la dérivée logarithmique

P (= N/ z\P 1 ~ "
5 =2(2) ==
1

5—a,

S’ désignant la somme des N premiers termes, et S, le reste. D’apres
les l'esultal,:. connus (BLumentiat, p. 60), nous avons

lsl P(I‘) Z< ) < I,p(,.)l-w}(r),

tandis que, d ayant la méme signification que ci-dessus,

|SU < NG o K< G e,
[4
ce qui donne

Pl(z) /, I u(’.)l-;-t?(r)
(19) l——[)(z)l<<[+g>/( .

Les inégalités (18) et (19) sont d’ailleurs valables, méme si 'ordre
est fini [p (r) constant].

Pour abréger, je dirai que p(r) est un ordre du produit canonique
et un ordre réel des zéros de ce produit.

[1. Considérons une équation de la forme F(z) = a avec
(20) F(z) = e/®+x13) 57 P(z),

f(5) étant une fonction entiére et P(z) un produit canonique d’ordre
fini ou infini. Soit toujours M(r) le maximum du module de /(=) et
soit p(r)un ordre de P(z), nous allons montrer que :

VII. R étant une valeur ordinaire de f(z) et v un nombre positif fixe,
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st Uinégalite
(21) RPBI™ < M (R)
a liew pour une valeur de R supérieure @ R(vy), {'équation F(z)=a

a Kn'="M(R) zéros au moins dans le domaine D, correspondant a
|2o|=R et & | f(5,)| = M(R). '

Nous supposerons R(y) assez grand pour que les inégalités (18)
et (19) solent vérifiées & partir de cette valeur et pour que la propo- -
sition II s’applique, et nous considérons un domaine D_, correspondant
a une valeur R=|z,|>R(y). Le nombre N des zéros de P(z) contenus
dans ce domaine est moindre que !

!
RO [n': R (z -+ Pﬁ‘)];

or, R étant valeur ordinaire, M(R) est inférieur a R** (V., p. 243);
done, d’aprés I'hypothese (21), 2n est supérieur 4 g(R)**Y; on a

, D’

et, en vertu de la croissance typique,

{)1+8

N < Re@®
Si 'on trace dans le domaine D, les arcs de cercle

N,
n| f(z0)]

I+

z 11
| 5| =R-+% =0, 1, x5, ...,iE['—f%‘ﬂ],Nl:Rmm 2,
1

le nombre de celles des couronnes ainsi formées qui contiennent des
A Q 1 & 1 H , I n € Ly

zéros de P(z) est infiniment petit (avec —ﬁ> par rapport au nombre

total des couronnes, puisque, d’aprés les inégalités (6) et (12),

|f(20) | > M(R) [logM (R)]Y..

Si I'on exclut toute couronne contenant des zéros de P(z) ainsi que
les deux couronnes adjacentes, et si 'on prend z dans une ecouronne
conservée, le minimum de la distance de ce point aux zéros satisfaig
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aux inégalités
_ Ni > N1 > N1
T ] f(z] T »M(R) T M(R)?’

I'inégalité (18) montre que I'on a
[logl P(z)|l<N, logM (R) < | f(50) [P®,

et on déduit de I'inégalité (19) que, z et =z, appartenant & une méme
couronne, on a

33— 23 -1
|logP(z)-——logP(z1)]<I——:—l—i n|f(z)| Ny 2

La méthode du n° 6 s’applique dés lors sans modifications dans les
couronnes conservées, et, eu égard a la densité de ces couronnes, on
voit que le domaine D, contient, & un facteur prés tendant vers 1, le
méme nombre de zéros que dans le cas ot P(z) était remplacé par 1;
en particulier, on a la proposition VII.

12. Nous allons déduire de la proposition VII un résultat tout ana-
logue & celui obtenu par M. Lindelsf pour les fonctions d’ordre fini et
que j’ai rappelé 4 la fin du n° 9.

Considérons une fonction F(z) d’ordre apparent infini o(r) et régu-
liére par rapport a cet ordre en ce sens que 1’on a, quel que soit r,

logM, (r) = rett+ [limn( ry= o]
M, (r) étant le maximum du module de F(z) pour |z|=r. Supposons
en outre que les zéros de cette fonction aient un ordre réel p,(r) véri-
fiant, & partir d’une valeur r, la condition

p(r) Y <p(r),

v étant un nombre positif fixe. F(z) est donc de la forme (20), f(z)
étant une fonction entiére de module maximum M(r). Soit R une
valeur ordinaire pour f(z); dans le domaine D, qu1 est tel que

- f(5,)=M(R),0na
- S(z) =KM(R),
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et dans les couronnes conservées de ce domaine lvorsqu’on luiapplique
la méthode précédente,»llog]P(s)]l est infiniment petit par rapport
a|f(=)|; ona donc '
- M(R)=logM,(R)[1+d(R)],
et par suite
p(R)10 < 2.

La longueur des intervalles exceptionnels i partir de R est donc

moindre que
R

Rne-t< P_(—R?‘_“—“’

et par suite, si R et R’ sont deux valeurs ordinaires extrémités gauche
et droite d'un intervalle exceptionnel, nous avons, en vertu de la
croissance typique,

M(R') = Rem™™ M(R)=Re®"™;

le nombre des zéros décelés par la proposition VII dans le cercle de
rayon r

RZrsR’
est donc au moins. égal a

I‘P(r)1+8(r).

On déduit de 13, en tenant compte de la limite supérieure connue du
nombre des zéros (BLum, p. 46), que :

VIIL. St la fonction F (=) est d’ordre apparent ¢(r), réguliére par rap-
port a p(r), et st lordre réel o, (r) des zéros est infeérieur a U ordre appa-
rent en ce sens que

pr(ry<p(r)=Y  (y>o),
toute fonction ¥ (z) — a, a 5= o, possede

70(r) 1+8(r)

zéros dans un cercle de rayon r.

L’existence de telles fonctions F(z) régulieres par rapport 4 I'ordre
résulte d’ailleurs des propositions relatives aux produits canoniques



416 " G. VALIRON.

et de I'existence de fonctions entiéres f(=) pour lesquelles logM(7)
est de la forme

7

log r re(m™ 1y,

Comme dans le cas de 'ordre fini, de telles fonctions sont exception-
nelles.

13. D’une facon générale, la proposition VII entraine la consé-
(uence suivante :

St F(z) est donné par son développement de Laurent, st ¢ est le
maximum de son module pour | z| =r, et st [’on suppose r intérieur a l'un
des tntervalles

R, AR, (k>1, Ry > kRp, p=1, 2, ...),
Uordre o(r, a) des zéros de ¥ (z) — a ne peut verifier U'inégalite
et p(r) (y.>o0)
que pour une seule valeur de a.

Car, si cette inégalité a lieu pour la valeur a = o par exemple, ['(z)
est de la forme (20); dans les intervalles considérés, M(7), maximum
de f(=), est au moins égal & w(r), et & partir d'une valeur de p chaque
intervalle contient au moins une valeur ordinaire; la proposition VII
s’applique done.

~La fonction w.(r) est, & des termes négligeables prés, le logarithme
du module maximum d’une fonction entiére; son (uotient par logr
logu.(r)

logr

tend vers -+ o, mais peut avoir une limite inférieure pour

r= -+ = finie et méme nulle (notons que, dans ce cas, il n’y a pas de
valeur exceptionnelle au sens de M. Picard). Pour appliquer ce qui
précéde, il sera loisible de prendre pour R, les valeurs pour les-

logp.(r)

o est rapidement croissant. Le résultat pourra étre amé-
o

quelles

lioré en tenant un compte plus exact de la longueur des intervalles

(1) Poir ma These, p. 85.
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exceptionnels, il suffira de prendre des intervalles R,,R; tels que

o 1—
R,=R, {H_ <LPLF___\ oc:]’

logp(AR,)

N

k étant un nombre fixe inférieur & 1, pour que la conclusion reste
exacte. L’intérét de ce genre de résultat est d’étre indépendant de
toute théorie de la croissance des fonctions w(r).

Pour éliminer systématiquement les intervalles dans lesquels p.(7)
n’est pas suffisamment croissant, il faut majorer cette fonction d’une
facon convenable de maniére i respecter une infinité d’intervalles ordi-
naires. Nous allons voir d’abord comment on peut majorer, en se pla-
cant 4 ce point de vue, le module d’une fonction entiére.

Sil’on se reporte au n° 1 du Mémoire précédent (V., p. 221), on voit
que, quel que soit r, valeur ordinaire ou exceptionnelle, il existe tou-
jours deux nombres k et [ tels que f(z) soit majoré par la fonc-

. . /r . . N .
tion k¢ (7> > un coefficient au moins d'une méme puissance de 7 ayant

le méme module dans les deux fonctions. Lorsque r parcourt un inter-
valle exceptionnel R, R" (les extrémités R, R’ sont des valeurs ordi-

naires), les valeurs £ et / restent les mémes, f(z) et £F <§> ont deux

coefficients au moins de mémes modules, mais le terme maximum de
la seconde fonction est supérieur a celui de la premiére. Si nous

posons .
Y=k eI») [-n pour n(RYSnIn'(R"),

la fonction entiére

U(r) = yar"
1

majore f(z) ainsi que toutes les fonctions £9 <§> adjointes et a méme

terme maximum que £ () lorsque r est valeur ordinaire, et ceize fonc-

tion n’a pas d'intervalles exceptionnelsrelatifs a §(r). J’omets ladémon-

stration de ces propositions qui apparaissent comme intuitives lors-

qu’on figure les polygones = correspondants. En particulier, & partir

de la fonction de comparaison d’indice « utilisée jusqu’ici, on définira

une majorante U,(») que j'appellerai majorante d’indice a. D’apres la
Ann. Ec. Norm., (3), XXXVIII. — DECEMBRE 1921. 53
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proposition I, la majorante d’indice « majore celle d’indices
moindres ; la croissance de la majorante d’indice o est d’autant plus
réguliere que o« est plus grand (*). :

La croissance de U,(r) satisfait & une condition que ’on obtient
facilement en considérant le terme maximum m,(») dont le loga-
rithme ¢(7) est asymptotiquement égal & celui de Uy, (r) (V., p.240);
¢(r) est une fonction croissante et I'on a

p(r) =+ n%—+ nlog(%) (k"= log k),

n étant la partie entiére ou la partie entiére augmentée de 1 de la
racine de I'équation obtenue en écrivant que le second membre de
I'égalité est maximum, d’ou

OEELIG) —f-']
s C=(—oa)al—*|.

IN\N1T—2
<Iog;>

‘ r NPT
Pour r <" < 7 ¢(+") cst encore inférieur au second membre de cette

w(r)=K+(1—a)[1+3(r)]n*=k+

égalité; on peut prendre pour 7/ la valeur

S

o
. / [\ T==
N log—,-
r=r{i4+ — )\ <r 1—+—3( : ,
p(r) . G
ca . . \ . . .
pourvu que —— soit supérieur & 1, et 'on obtient ce résultat :

St o est inférieur a o, et si ’on pose

1
r=r % [ [IogUa(r)Jl— ‘7%,
on a
logUgu(r')y < [1+o(r)]logUy(r).

C’est la condition de croissance introduite par M. Borel dans ses

(') Bien que I'écart entre logM(r) et logU(r) soit trés petit dans les intervalles ordi-
naires, ce n’est pas la fonetion U(r) qui majore le mieux M(r) en général; la comparaison
& une simple progression arithmétique (Borer, Fonctions entiéres) conduit a des résultails
meilleurs dans le cas de Pordre fini (woir ma Thése).
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recherches (dcta mathematica, t. XX). Elle n’entraine pas toujours la
croissance typique. Remarquons cependant que, lorsque M{r) satisfait
a la condition

. log.M(r)
[ —
iy (logr)t=v

1r=we

>0 (y>o0),

on déduit de "application réitérée de I'inégalité précédente que I'on a

-):_g o
Ua(r'Y < Ug(ry = si rr=rji =+ ‘—l(lb—’“;‘:z )
Us(r) =

On peut alors considérer une suite de nombres «, croissants et tendant

R I—7a, . -
vers 1, les valeurs correspondantes ¢, de 2——= tendent vers zéro; si

n

R, est valeur ordinaire pour «,, on peut majorer M(R) par U, (r)
entre R, et R,.,, et-méme construire une fonction entiére dont les
coefficients sont ceux de U, (») lorsque n est compris entre n(R,)
et n(R,.,); cette fonction sera & croissance typique, adjointe a I'infi-
niment petit ¢,, et égale & M(r)'+*" sauf dans une suite d’intervalles
dépendant du mode de décroissance de ¢,.

14. La méthode de majoration précédente ne s’appliquerait qu’a
une fonction entiére, mais on peutla modifier pour larendre générale.
Soit encore M(7) le maximum du module de la fonction entiére f(z),
posons '

logM(r)=V(X),  X=logr, 1og,{a(§>:«(,¢—m (1=logl);

on sait que V(X) est une fonction croissante lorsque X croit de — o
2 —+ . M. Blumenthal a en outre montré que cette fonction jouit des
propriétés suivantes : il existe une suite de points isolés x,, 2, ...,
Xy, ..., ayant pour seul point limite + oo, tels que, dans chaque inter-
valle z,, @,.,, V(X) est analytique; de chaque coté de x,, V(X)admet
un développement & la Puiseux ().

‘Nous allous régulariser V(2) en supprimant les régions ol la crois-

(1) BLuMENTHAL, Sur le mode de croissance des fonctions entiéres (Bulletin de la
Société mathématique, t- XXXV, p. 213).
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sance moyenne est moins rapide que celle des fonctions Uy(7), nous
chercherons les courbes de ia famille T"

=+ o(p—X),

qui sont bitangentes & y = V(X). Par chaque point  d’un inter-
valle x,, x,,, passe une courbe I' tangente 4 y = V(X),

Y(@X)= V(@) +0(pe—X) — 0(pa— ) [V/(2) =— 0 (pa—2)];

la seconde équation déterminant bien u., puisque ¢">o. La fonc-
tion y(z,X) est analytique en 2 et X dans chaque intervalle z,z,,,
tel que x,,,< 3 dautre part, ¢ (X)=y(x, X)— V(X) est positif a
Iextérieur d’un certain 1ntervalle xz,, x;; dans cet intervalle, le
-nombre des zéros de ¢(X) est fini et les trois cas suivants sont pos-
sibles :

1° Quel que soit X £ x, o (X) est positif ;

2° Il existe des X pour lesquels o(X) < o;

3° On a toujours 2(X)Z o, 'égalité ayant lieu en un point au moins
distinct de .

On déduit de la que les points = correspondant a4 'une des deux
premiéres hypothéses forment des intervalles en nombre fini pour
x < K séparés par des points correspondant a la troisi¢me hypothese,
et 'on arrive & cette conclusion : il existe une suite de points X, X/,
X,, X, ..., X,,, X/, ... ayant pour seul point limite -+ oo, tels que,
pour X, <x <X, y(x, X) est supérieur a V(X), sauf pour X=u,et
que y (X, X)=y(X,4, X)Z2V(X). On peut d’ailleurs avoir X, =X.
Si nous prenons ‘

W(X) = V(X) si. X,f#iX),
W(X)_-) (X‘"’ X) si Xln;‘”ixn—l—h

la fonction €™, qui est constamment supérieure ouégale A M(R), pos-
sede les propriétés de croissance des fonctions U,(r). Si x est
valeur ordinaire d’indice « de f(z), on voit de suite que, si
W(x)>V(x), ona

W(z)—[1+8(2)]V(z) < o(p—X)—o(p— @) — 0(py — X) 4+ 0 (pu — )
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pour X=X, et X=X,,,, et le second membre étant égal 2
(p—w) (2 —X)¢" (%), quantité négative pour I'un des deux nombres
considérés, il faut que

V(z(>[1—d(x)]W(z).

Pour toute valeur ordinaire, V(X) est supérieur 3 W(X) (1 — &),
W(X) est donc égale & (1 — &)logU,(r); je dirai encore que e™™ est
une majorante d’indice «, bien que ce ne soit pas en général la valeur
d’une fonction entiere & coefficients positifs.

D’une fagon générale, si ¢*” est le module maximum d’une fonction
F(z) développable en série de Laurent autour du point & l'infini, on
peut étendre & w(r) les propriétés de logM(r) démontrées par
M. Blumenthal, et si I'on pose

logu.(r) =V (X),

on peut, comme ci-dessus, construire une fonction W, (X)) coincidant
avec V,(X) dans une infinité d’intervalles dont les extrémités ont pour
seul point limite —+ o (ces intervalles peuvent tous se réduire & des
points), et supérieure & V,(X) dans les intervalles intermédiaires
X, X!, ouelle est égale &

n? n+1?

Vi(X5) +e(pp— X)— v (pp— ) [Vi(X5) =—¢"(pp— X0)]-

Je dirai encore que ¢,[W,(X)] est majorante d’indice o de F(z).
En introduisant cette notion, nous déduisons de la proposition VII
le résultat suivant :

Sott (=) une fonction développable en série de Laurent pour r> K,
soit ¢,|W,(X)] la majorante d’indice o de cette fonction, si o(r,a) est
un ordre des zéros de ¥ () — a, l'inégalité

p(r, a)t*Tlogr < W, (logr) (y>o0)

ne peut. éire vérifiée a partir d’une valeur de r que pour une seule

valeur a.

Supposons qu'une telle valeur a existe, soit @ = o0, F(z) est de la
forme (20). Soit X}, X, un intervalle & 'intérieur duquel W,(X) est

n’
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inférieur & logp (7); nous avons, en posant logM(r) = V (X)),
V(X5 > Wi(X0) — 0, V(XE) > W (X5) —dn,

et, dans l'intervalle, W, (X) est de la forme A +v(p. — X); on en
déduit comme plus haut que, si « est une valeur ordinaire de f(z)
comprise entre X, et X/, V() est supérieur & W,(z) - (), on
retombe sur la proposition VII.

On voit, sans qu’il soit nécessaire d’insister, le défaut de ce genre
de proposition provenant de ce que la croissance des fonctions p(r)
et W, (logr) peut ne pas étre comparable et 'intéret qu’il y aurait
a baser une théorie des produits canoniques sur la considération de
fonctions croissant a la fagon des fonctions W (X).

III. — Les zéros des fonctions d'ordre infini dans un angle.

15. Nous venons de voir que lorsque les zéros d’'une fonction F(z)
développable en série de Laurent pour »>K n’ont pas une densité
suffisante, ceux des fonctions F(z) —- a forment certains amas dans le
voisinage des valeurs z,pour lesquelles le module atteint son maximum
(dans le cas de I'ordre infini).. On est conduit & ¢tudier un nouveau
cas exceptionnel (ou du moins (ui peut sembler tel a prior?), celui ou,
dans le voisinage de ces valeurs z,, la fonction F(z) ne posséderait
pas de zéros, ou n’en posséderait pas assez, sans rien supposer sur les
zéros situés dans le reste du plan. C’est cette étude que je vais
amorcer ici, en commencant par le cas des fonctions d’ordre infini
dans un cercle.

J'utiliserai les résultats de la (roisieme Partie du Mémoire pré-
cédent. Si l'on considére une série entiere de rayon de conver-

gence 1
&(3) :2 Cp3",
1

et si Pon suppose que le maximum M, () du module n’est pas d’ordre
nul, ¢’est-a-dire que
(22) Tm logs My (7)

J— 14
M o=/ 479
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on voit, par 'application de procédés bien connus, que

-_— 10 ) :/’
lim .:__CL' _'>:_____’.

n=w 107 T I+ o
On peut donc appliquer la méthode de comparaison (V., n® 15) en
- . v g c p \ o' .
utilisant une fonction d’indice « inférieur a —— bour une infinité

de valeurs » tendant vers 1, que j'appellerai valeurs remarquables, nous
obtenons les mémes résultats que pour les valeurs ordinaires des
fonctions entiéres, et nous avons en particulier le résultat suivant '

IX. U existe une suite de valeurs remarquables r telles que, z,= re™
étant une valeur de = pour laguelle |g(z)| = M,(r), dans tout le
domaine A, défint par les inégalités

I D'\ < i< E . _ L e,< L
(I—7>l‘:l~l=<l+n>1, Qo ;E-'=(?:c?+nﬁ"
on a )
g(z):(i-) &) [1+n(s)] [n(s) <Kn—#]
(44
-\ n
s)=(Z) st +a(2)
. ~1
St

|5 — 3] <Kn_§ M, (7)1,

'

8, B, B" étant des constantes inférieures a 1 dépendant de «., et n le rang
du terme maximum. :

Pour ces valeurs remarquables, logM, (r) est asymptotiquement
égal au logarithme du terme maximum de la majorante kg, (rl) (ici ¢
est supérieur & 1); on a donc

logM,(r) > k'+ (1 —98) (1— ) n*

ﬂ &
vi—a

——A+(1-——6)L<log——l) >Ix(__l) 5

ce qui montre que M, (r) est nécessairement de forme exponentielle
lorsque 7 est valeur remarquable. Il en résulte que la méthode du n° 6
s'appliguera aux équations de la forme

G(s)—a=es®P(3)—a=o,
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ou P(z) est un polynome dont les zéros sont intérieurs au cercle de

rayon 1. La condition (22) relative 2 g(z) se transforme en une condi-

tion pour le module maximum ¢*” de G(z), car, en vertu de la propo-

sition IX, I’égalité (22) est équivalente & celle obtenue en remplacant

M,(r) par le maximum de la partie réelle. Je dirai que les fonc--
tions G(z) dont le module maximum vérifie la condition

(23)  Tim log, p(r)

=1 — log(1—r) =©

sont d’ordre infini positif, et le résultat précédent s’énonce alors sous
cette forme : St la fonction G(z) holomorphe dans le cercle de rayon 1
est d’ordre infini positif, et si elle ne s’annule qu'un nombre fini de fois
dans ce cercle, elle prend plus de u.(r) fois toute valeur a dans chaque
domaine A, .

C’est un premier complément aux conséquences du théoréeme de
M. Schottky.

16. Considérons maintenant une fonction G(z) d’ordre infini positif
dans le cercle de rayon 1, et y prenant une infinité de fois toute valeur.
Avec les zéros de G (z) on peut former un produit canonique en sui-
vant une méthode de M. Picard ('). Si les zéros sont rangés par ordre
de modules croissants, si a,=r,e*%» est le n'®™® zéro, on lui associe le
point b,= e", on construit la fonction type p(«) adjointe & un infi-

I
L—7r,

P,(5) = ﬁ c(‘;":bbn"’ pn> ;1),, =E [p (1 - r>1+=z] E

satisfait encore a 'inégalité

niment petit e(x) et & la suite des nombres > le produit

\ 14+8(r)

1
[1051P1(5)||<<1+}og%{>(1__,-) o(i ,

d étant la plus courte distance du point z aux zéros et a la circonfé-

(1) Poir le Traité d’Analyse de M. Prcarp, t. II, 2¢ édition, p. 150.
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rence de rayon 1. On a de méme pour la dérivée logarithmique

N

| S [ty

et ces inégalités, qui s’obtiennent exactement comme au n° 10, sont
valables méme pour ¢(x) constant. A ces inégalités, il faut ajouter
celle déduite du théoréme de M. Jensen, qui montre le degré de
’approximation faite en donnant une limite inférieure du module
maximum de P, (z); pour chaque r, ce module maximum est supérieur

é\f N(x)dx, N(z) étant le nombre des zéros de module moindre
0

que x; donc, pour une infinité de r, il est supérieur 2

14+8(r)

< (1 -+ §> (1— r)_p(’_'{—"-

(1— r)—?(?{_’)mﬂ.

Dans le cas de 'ordre fini, cette expression ne coincide pas avec la
limite supérieure donnée ci-dessus, ce qui ne doit pas étonner; on
sait, par exemple, qu'un produit canonique peut étre borné dans le
cercle de convergence et avoir cependant une suite de zéros dont
I’exposant de convergence soit aussi voisin de 1 que I’on veut, car une
fonction entiere d’ordre 1 — y ayant ses zéros régulierement placés
sur ’axe réel négatif est bornée dans ’angle

/ -
Fli 2L ) <o (321,
2 I—/ 2 I 7

Je n’insiste pas sur cette difficulté réelle, qui ne se présente que pour
I’ordre fini.

Je dirai encore que () est 'ordre du produit canonique P, (z);
mais, avant d’utiliser complétement cette notion, ce qui exigera,
comme dans le cas des fonctions entiéres, des considérations sur le
mode de croissance de p(r), je démontrerai la proposition sui-
vante : : S

X. Si G(z) est holomorphe et d’ordre infini positif dans le cercle de
Ann. Ec. Norm., (3), XXXVIII. — DECEMBRE 1921. 54
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rayon 1, le nombre n(r, a) des zéros de G(z) — a vérifiela condition
: \

(24) im log, n(r, a)

| =logli—r) ~

sauf peut-étre pour une valeur a.

Car, si pour @ = o par exemple, I'inégalité (24) n’a pas lieu, nous

avons R
<log{n(r,o0)]<<— (1 — r)’log(r—r),

S, tendant vers o avec 1 —r; nous aurons donc p(x) = 2*®, le pro-

duit P, (z) formé avec les zéros de G(z) sera d’ordre infini nul (ou

d’ordre fini) et, si nous posons

G(3) =P, (5)es3),

es@ est nécessairement d’ordre infini positif, son maximum M, (r)
satisfait & la condition (22). En se reportant aux inégalités données
pour P, (z) et pour sa dérivée logarithmique, on voit que la méthode
du n° 11 s’applique sans modification dans tout domaine A, corres-
pondant 4 une valeur remarquable de g(z); dans un tel domaine,
nous décelons plus de M, (r) zéros de toute équation G(z) =a, et ce
nombre des zéros satisfait bien a I'inégalité (24 ).

On peut également démontrer une proposition analogue a celle du
n° 12. Supposons que G(z) soit réguliére par rapport a I'ordre, c’est-
a-dire que

: P\t
(25) . logp.(r):p( > . [!im-n(r):o']’

Il—7r re=1

p(x) étant une fonction type satisfaisant i la condition

logp(a)
logz

(26) lim

Xz

>1I.

Supposons que le nombre des zéros de G(z) soit inférie'ur 4 sa valeur
normale, donc d’ordre p,(2) tel que

pr(z)r<p(@)  (73>0).
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St A(r)est le maximum de la partie réelle de g (=), nous avons

1 1-+3(r)
logA(r):p<l_ ) ,

r

car cette égalité a lieu lorsqu’on exclut des intervalles correspondant
aux couronnes contenant les zéros, et en tenant compte de la crois-
sance typique de p(x) on voit qu’elle a lieu partout. Nous aurons donc
pour les valeurs remarquables, eu égard 4 la valeur du terme
maximum,

- .

1 i+a
logMy (1) =p (=) <2n,

I—7r

et par suite, sir et sont deux valeurs remarquables consécutives,

I =Y
r'<r(x+n°‘—1)<r[1+p< > ],

I—r

Y’ pouvant étre aussi voisin de  que I'on veut. On déduit de i, étant
donnée 'hypothése faite sur p(2), que

1 1 1 -Y" (4> o)
1—1"<1—r T=+p 1—7 7 ?

et on peut alors achever le raisonnement comme au n° 12, ce qui
donne ce résultat :

I

> satis farsant

XI. 8¢ G(=) est réguliere par rapport a l’ordre p < —
a la condition (26) et si le nombre des seros vérifie l'inégalité
i log: n(r, o) '

— I
' logp <1 _r>

le nombre des zéros de G(z) — a décelés dans les domaines A est supe-

<,

148 , , .
rieur a e [p ( ! > ], le nombre total des zéros étant égal a cetie méme
| —r

expression.

17. Dans le cas général, on peut remplacer le logarithme p(r) du
module maximum de G(z) par une fonction plus réguliére, en procé-
dant comme au n° 14. Grace a la condition imposée 2 G(z) d’étre



428 G. VALIRON.

d’ordre infini positif, on peut construire une majorante e,[W,(r)]
d’indice « suffisamment petit, telle que '

log i:(r) = W, (r)

dans une suite d’intervalles R, R}, (qui peuvent tous se réduire a des
points) tandis que, dans les intervalles intermédiaires,

log p(r) < W, (r) = loghk, -+ log §u(rl,).

Pour une fonction g(z) satisfaisant & la condition (22) on définit
de méme une majorante " d’indice o qui est telle que logM, () est
supérieur & V,(r)—d(r) pour les valeurs remarquables. On obtient
ainsi la proposition analogue & celle du n° 14 :

XI1. Soit G(z) une fonction d’ordre infini positif dans un cercle de
rayon 1, e,|W, ()| sa majorante d’indice o et p,(r) un ordre des zéros
Si Uon a, quel que soit r>r,,

1 1+y 1
o) Tosts <Win (>0,
les équations G(z) — a possédent plus de e[W , (r)| dans lesdomaines A,
et par suite l'ordre de leurs zéros ne pourra vérifier Utnégalité pre-
‘cédente.

18. J'ai indiqué, dans une Note du Bulletin des Sciences mathéma-
tigues (1920), comment ces propriétés des fonctions holomorphes
dans un cercle conduisent 4 des propriétés des fonctions holomorphes
dans une spirale et & croissance suffisamment rapide. Je me bornerai
donc a indiquer ici 'un des résultats auxquels on sera conduit :

Soit F(=) une fonction développable en série de Laurent & I'exté-
rieur d’'un cercle | z| >K et d’ordre infini positif; il existe au moins
un-angle A’ d’ouverture donnée 25 dans lequel F(z) est holomorphe
(pour | 5| >K), soitpar exemple — ¢’S¢ So' cetangle A’. Le maximum.
dumodule de F(z)dansle domaine — 'S¢ =o', K= |z|<r est une fonc-
tion non décroissante continue " de r. On peut appliquer & p.(r) le
procédé de majoration du n° 14 et 'on obtient une fonction e[W,,(r)]
croissant & la facon de U,(r), ce sera ia majorante d’indice o. de ¥ (=)
dans Uangle A'. Considérons d’autre part V'ordre p,(r) des zéros
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de F(z) situés dans l'angle d’ouverture 20> 2¢’ et de bissec-
triceg=o0;sil'ona

pa(r)' Y Wy (kr) (y > o),

k étant un nombre fixe inférieur 4 1 dépendant de o et o', il existe une
suite d’aires A, s'éloignant indéfiniment, a U'intérieur desquelles chaque
Jonction F(z) — a posséde au moins W, (kr,) zéros.

Ce résultat ne résout pas complétement la question posée au début
de ce Chapitre; toutes les aires A, peuvent ne renfermer aucun zéro
de F(z) et cependant p,(r) étre supérieur & W,,(4r). Cest une étude
approfondie des produits canoniques qui, semble-t-il, permettra de
tirer de la proposition fondamentale II tout ce qu’elle renferme.



