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SUR
LA DEFORMATION PROJECTIVE DES SURFACES

Parn M. E. CARTAN.

—~ e T———

M. G. Fubini a publié récemment un Mémotre sur Vapplicabilité
projective des surfaces (). Pour bien comprendre le probleme qu’il s’y
est posé, il ne sera pas inutile de donner quelques explications préli-
minaires.

Dans la théorie classique de la déformation de Gauss, deux surfaces
(S) et (Z) sont dites applicables si 'on peut établir entre elles une
correspondance ponctuelle telle que,si Met P sont deux points corres-
pondants quelconques des deux surfaces, toute portion infiniment
petite de (S) entourant M est égale. auzx infiniment petits du second
ordre prés, 4 la portion infiniment petite correspondante de (X) entou-
rant P. On peut préciscr ce que cet énoncé a d’'un peu vague en
imaginant qu’on ait transporté la surface (¥) de maniére a reéaliser la
coincidence, aux infiniment petits du second ordre pres, des deux
portions infiniment petites correspondantes des deux surfaces; cela
signifie que le point P coincide avec le point M et que la distance de
deux points correspondants M', P de (S) et de (£), infiniment voisins
'un de'M, I'autre de P, est un infiniment petit du second ordre par
rapport & la distance MM’ (ou PP").

On peut exprimer la propriété précédente d’une maniére encore

() Guido FusiNx, dpplicabilita proiettiva di duc superficie (Rendiconti del Circolo
matem. di Palermo, t. XLI, 1916, p. 135-162). Depuis, M. Fubini, dans différents
Mémoires sur la Géométric différenticlle projective des surfaces, est revenu incidemment
sur les. propriétés géométriques de 'applicabilité projective, mais sans aborder le pro-
bleme de P'exislence et du degré de généralité des surfaces projectivement applicables
sar une surface donnée. *
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plus précise, et beaucoup plus genérale, en imaginant qu’on ait fait
choix sur la surface (S) d’un systéme quelconque de coordonncées
curvilignes ¢, ¢, et sur la surface (£) du systéme de coordonnées cur-
vilignes correspondant (c’est-a-dire tel que deux points correspon-
dants des deux surfaces aient les mémes coordonnées curvilignes), en
imaginant d’autre part qu’on ait fait choix dans I'espace d’un systeme
de coordonnées (x, v, z) quelconque, cartésien ou non. Les deux sur-
Jaces sont alors applicables st, étant donné un point quelconque Mde (S),
on peut déplacer la surface (X)) de maniere que les coordonnées X, Y, Z
d’un point de la surface (X)) dans sa nouvelle position et leurs dérivées par-
ticlles du premier ordre par rapport ct,, t, aient les mémes valeurs numeé-
riques que les coordonnées x, v, = d'un point de (S) et leurs déripées
partielles du premier ordre par rapport a t,, t,, lorsqu’on donne a t, et t,
les valeurs numériques qui correspondent au point M.

Dans I'énoncé précédent, la notion euclidienne de distance n’inter-
vient plus pour exprimer I'¢galite¢ (euclidienne) des deux portions
infiniment petites correspondantes de la surface (S) et de la sur-
lace () transportée, parce que cette relation d’égalité se conserve quand
on soumet les deux surfaces a une méme transformation ponctuelle quel-
conque. La propriéte des deux surfaces (S) et (¥) d’étre applicables
I'une sur l'autre reste cependant une propriété métrique cuclidienne
parce qu'on déplace (X) suivant les lois de la géométrie euclidienne,
sans qu’elle cesse d’étre égale i elle-méme.

Formulé ainsi, le probleme de la déformation admet évidemment
une double généralisation :

1° D'une part, on peut remplacer I’espace euclidien par un autre
espace (non euclidien, projectif, affine, etc.); autrement dit, on peut
substituer au groupe des déplacements euclidiens un autre groupe
fondamental G.

2° D’autre part, on peut considérer, en méme temps que les dérivées
particlles du premier ordre de z, v, z, par rapport a ¢, et Z,, les dérivées
partielles jusqu’a un certain ordre /.

Pour énoncer simplement Ie probléme nenu‘al auquel on arrive,

empruntons & M. Fubini la définition suivante :
Etant données deux surfaces (S) et (S') entre lesquelles on a établi
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une correspondance ponctuelle, et telles que deux points correspon-
dants des deux surfaces coincident en un méme point A, nous dirons
que ces deux surfaces ont en A un contact analytique d’ordre 2 si
deux portions infiniment petites correspondantes des deux surfaces
entourant le point A sont égales aux infiniment petits prés d’ordre h—+1;
d’une manicre plus précise si, étant choisi sur la premiére un systéme
quelconque de coordonnées curvilignes (¢, £,) et sur la seconde un
systéme correspondant tel que deux points correspondants des deux
surfaces aient les mémes coordonnées curvilignes, les coordonnées
x, v, = d’'un point de (8) ainsi que toutes leurs dérivées partielles par
rapport & ¢,, ¢,, jusqu’au 2*" ordre inclus, sont numériquement
égales aux quantités analognes relatives a (8") quand on donne & ¢,, ¢,
les valeurs numériques qui correspondent au point commun A.

D’apres cela, deux surfuces (S) et (X)) seront dites applicables
dordre b relatioement au groupe fondamental G, st on peut etablir
entre ces deux surfaces une correspondance ponctuelle jouissant de la
propriété suivante : Etant donné un point quelconque M de la premiére
surfuce (8), on peut effectuer sur la surface (X) une trans/ormdtion du
groupe G telle que la surface (X') transformée de (X) ait apec la sur-
Jace (S) au point M un contact analytique d’ordre h.

Sil’on prend 2 =1 et le groupe des transformations par similitude,
la notion d’applicabilité se confond avec celle de représentation con-
Jorme; il en est de méme si 'on prend pour G le groupe plus général
des transformations conformés (*).

On peut rendre les considérations précédentes plus intuitives en
employant un langage cinématique; il suffit pour cela de donner, par
convention, a toute transformation du groupe G, le nom de dépla-
cement dans 'espace (c’est en réalité un déplacement de la Géométrie
qui admet le groupe G comme groupe fondamental). La surface (X)
peut ainsi étre regardée comme animée d’un mouvement & deux para-
metres (¢,, £,), et elle est applicable d’ordre b sur (S) s¢ Pon peut chotsir
ce mouvement a deux paramétres de maniére qu’a chaque instant (t,, t,)

iéme

(1) Clest & ce point de vue que je me suis placé pour éLudier le probleme de la repré-
sentation conforme dans un espace & plus de quatre dimensions (Bulletin de la Société
mathématique de France, t. XLV, 1917, p. 57-121, et t. XLVI, 1919, p. 84-105).
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elle sott tangente a (S) et ait avec (S), au point de contact, un conlact
analytique d ordre h.

Tout mouvement d’un point a plusieurs paramvlr(\b compm‘le, pour
ce point des vitesses, des accélérations du premier, du second,
ordre. Si, dans le cas qui nous occupe, on considere le point mobile
fictif qui coincide & chaque instant (¢,, z,) avec le point de contact de
la surface fixe (S) et de la surface mobile (X), on voit que le mouve-
ment absolu de ce point se fait sur (8), le mouvement relazif sur (X),
et ce qui caractérise I'applicabilité d'ordre £ de (X) sur (8), c’esl
qu’a chaque instant (t,, t,) le point mobile fictif de coniact a ses vitesses
relatives, ses accélérations relatives du preml‘er vy du (b — 1)%™ ordre

('sj)ecth’nwnt égales a ses vitesses absolues, @ ses accélérations absolues
du premier, ..., du (h — 1)%" ordre.

Dans le cas de la déformation du premier ordre, la propriété d'éga-
lité des vitesses relatives et des vitesses absolues est (‘quivalenle ala
propriété des vitesses d’entrainement d’étre nulles, ¢’est-d-dire @ lu
propriété du mouyement de la surfuce (X) de se fuire sans glissement ; on
retrouve ainsi U'idée physique primitive qui est & la base du probléme
classique de la déformation. Dans le cas des deformations d’ordre
supérieur, il n'existe plus de propri¢té cinématique aussi intuitive du
mouvement ( d’entrainement) qui réalise 'application de (X)sur (S);
a chaque groupe particulier correspondentdes pmprmles cinématiques
particuliéres.

L’objet des Mémoires cités plus hauf de M. Fubini est I'¢tude de
lapphcablill(, du second ordre par rapport au groupe des (ransfor-
mations projectives, ou, plus brievement, de 'applicabilité projective
du second ordre. Leur résultat principal est un (res intéressant théo-
réeme d’apres lequel pour que deux surfaces soient projectivement
applicables du second ordre I'une sur Pautre, il faut et il suffit qu'il
existe entre ces deux surfaces une correspondance ponctuelle (rans-
formant une certaine forme différentielle relative & la premitre surface
dans la forme différentielle analogue relative & la seconde surface.
Cette forme dilférentielle est le quotient de deux formes entiéres, une
cubique et une quadratique; la forme quadratique, ¢galée a zéro,
donne les lignes asymptotiques de la surface; laforme cubique, égalée
4 zéro, donne trois familles de lignes remarquables appelées lignes de
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Darboux-Segre. Ce théoréme de M. Fubini établit ainsi une parenté de
plus entre le probleme classique de la déformation ordinaire, olt inter-
vient le ds* de la surface, et le probleme de la déformation projective
du second ordre. Mais il est loin d’épuiser la question; d’une part, en
effet, la forme cubique de Darboux-Segre s’évanouit pour les qua-
drigues et les surfaces développables; d’autre part, méme pour les sur-
faces non développables, le théoréme en question fournit une propriété
de I'application projective du second ordre plulot qu'une méthode
pour résoudre les problemes que pose I'applicabilité, a savoir trouver
toutes les surfaces applicables sur une surface donnée; reconnaitre
si deux surfaces données sont applicables I'une sur 'autre; déter-
miner, dans le cas ot elles le sont, la correspondance ponctuelle qui
réalise celte application. Ces problémes sont laissés & Parriere-plan
du Mémoire de M. Fubini. Ils ont cependant une importance fonda-
menltale, car st par hasard une surface quelconque n’éiait applicable que
sur elle-méme (et sur celles qu'on en déduil par une transformation
projective), ou, pour parler plus brievement, st toute surfuce était pro-
Jectivement indé formable, il n’y aurait plus lieu de s’occuper des
propriétés géométriques de 'application projective. Ce n’est heureu-
sement pas ce qui se passe. Néanmoius, 'étude directe du probleme
qu’ou trouvera dans le présent Mémoire montre que la propriété d’étre
P! ()]8( tivement dé formable n’appartient, en dehors des surfaces réglées,
qu’é des surfaces exceptionnelles. Ces surfaces dépendent de six fom,
tions arbitraires d’un argument. Ellesn’admettent du reste, en général,
_que des déformées formant une famille continue de surfaces dépen-
dant d’un parameétre; exceptionnellement, elles peuvent admet(re des
déformées formant une famille continue dépendant de trois para-
métres r les familles de surfaces ainsi- privilégi¢es dépendent de deux
fonctions arbitraires d’un argument; on peut former explicitement les
~équations différentielles linéaires auxquelles satisfont les coordonnées
projectives d’un de leurs points.

Les surfaces réglées non développables admettent toujours une
infinité de déformées dépendant d’une fonction arbitraire d’un argu-
ment. Enfin, deux surfaces développables quelconques sont toujours
applicables I'une sur 'autre etla correspondance ponctuelle qui réalise
I'application dépend encore de troisfonctions arbitraires d’'un argument,
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M. Fubini considere également, dans ses Mémoires, P'application
projective des hypersurfaces dans un espace 4 plus de trois dimen-
sions. Or, la, le résultat est digne de remarque : les hypersurfaces non
développables (les seules que M. Fubini considére) rne sont jamais projec-
tevement déformables ; deux hypersurfaces développables, au contraire,
sont en général applicables I'une sur l'autre, et la correspondance
ponctuelle quiréalise 'application dépend de deux fonctionsarbitraires
d’un argument (au lieu de zois dans I’espace a troisdimensions). I

Jai lalsbc de coté, dans I'exposé précédent, une autre espéce d’ ap-
plicabilité projective considérée par M. Fubini, et qui repose sur la
notion de contact géométrique substituée i celle de contact analytigue.
Deux surfaces entre lesquelles on a établi une correspondance ponc-
tuelle et qui ont un point A commun qui est & lui-méme son propre
correspondant, sont dites avoir en A un contact géométrique d’ordre £
si deux courbes correspondantes quelconques (passant par A) des
deux surfaces ont entre clles un contact ordinaire d’ordre A. 1l se
trouve quesi I’on peut, dans 'espace projectif, déplacer une surface (Z)
de maniére qu’elle ait & chaque instant (¢,, Z,) un contact géometrique
du second ordre avec une surface (8), on pourra également la déplacer
de maniére & réaliser un contact analytique. Mais c¢’est la une pro-
priété quine se généralise pas pour un groupe fondamental quelconque,
par exemple pour le groupe affine qui conserve le plan de linfini. 1l
ne me semble pas que cette notion du contact géométrique ait une
aussi grande importance que celle du contact analytique, et elle parait
en tout cas beaucoup plus artilicielle ().

Laissons ce point de vue de coté et bornons-nous & la notion de
contact analytique. Il est bien évident qu’on peut formuler un pro-
bleme général de la déformation d’ordre 2 dans un espace 4 un nombre
quelconque n de dimensions, pour un groupe fondamental quel-
conque; ce probléme pourra étre posé pour des variétés 4 un nombre
donné p de dimensions, et méme pour la variété formée par I'espace

(1) Peul-ctre M. Fubini y a-(-il été conduil par le désir de faire rentrer la représen-
talion conforme dans les problémes de déformalion (géométrigue) du premier ordre de
I'espace euclidien; mais elle est a considérer beaucoup plus naturellement comme une
déformation (arealytique) du premier ordre dans I'espace conforme.
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lui-méme. Le groupe fondamental, d’autre part, pourra étre fini ou
infini. Il existe des méthodes générales fondées soit, comme celle qui
est utilisée ici, sur la théorie généralisée du tricdre mobile, soit, ce qui
resient au méme dans le cas des groupes finis, sur la théorie que j'ai
developpée de la structure des groupes finis ou infinis. Je reviendrai
dans un autre Mémoire sur ces questions générales.

Celui-ci se divise en sept Chapitres. Le premier pose la méthode
générale. Le Chapitre IT a pour objet une premiére étude du systeme
différentiel qui donne les couples de surfaces projectivement appli-
cables de Pespace a trois dimensions : on a ainsi des le début le degré
de généralité de ces couples de surfaces applicables. Le Chapitre 111
étudie en deétail la déformation projective des surfaces non réglées; il
introduit la notion de réseau conjugué de déformation projective; une
¢tude particuliere y est faite des surfaces qui admettent le degré
maximum de déformabilité. Le Chapitre 1V étudie en elles-mémes, et
dans leurs rvelations avec le probleme de la déformation projective, les
deux formes différentielles, quadratique et cubique, quisont des inva-
rian(s projectifs rationnels des surfaces. Le Chapitre V est consacré
a la déformation projective des surfaces réglées: la solution du pro-
bléme est donnée complétement pour les surfaces dont les génératrices
appartiennent i une congruence linéaire. Le Chapitre VI s’occupe de
la déformation projective des surfaces développables. Enfin, le Cha-
pitre VII s’occupe de la déformation projective des hypersurfaces dans
Uespace a nZ 4 dimensions : la discussion est faite complétement dans
Pespace & quatre dimensions pour les hypersurfaces développables, les
seules qui soient projectivement déformables (*).

CHAPITRE PREMIER.

PRELIMINAIRES. LE SYSTEME DE PFAFF FONDAMENTAL.

1. Considérons, dans un espace projectif & n dimensions, un sys-

(1) Les principaux résullals contenus dans ce Mémoire ont fait Pobjet de deux Commu-
nicalions & I'Académie les Sciences (Comptes rendus, 1. 170, 1920, p. 1439; t. 171, 1920,
p. 27). Cf. une Communication de M. Fubini (Comptes rendus, t. 171, 1920, p. 88).

Ann. Ec, Norm., (3), XXXVII, — SEPTEMBRE 1920, 34
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teme de coordonnées projectives fixe. Nous désignerons par une lettre
majuscule telle que A Uensemble de n + 1 coordonnées; les symboles
A et mA, ou m désigne un coefficient numérique, seront regardés
comme-distinets, bien qu’ils correspondent & un méme point géomé-
trique. Quand il n’y aura pas de confusion a eraindre, nous parlerons,
pour abréger, du point A, cntendant par 1a le point dont les coor-
données homogeénes sont les n + 1 nombres représentés par la lettre A.
Considérons un systeme mobile formé de n + 1 points

.A, Alq qu ceey .A,L

assujettis & la seule condition que le déterminant de leurs (7 + 1)?
coordonnées soit égal & 1. Un tel systéme peut étre regardé comme un
systtme de référence mobile, en ce sens que tout point M peut, d’une
maniére et d’'une seule, étre mis sous la forme

M=xA+ 2z, A+ 2 Ay +...+2,A,;

les nombres 2, x,, ..., 2, sont les coordonnées du point M, et elles
sont évidemment proportionnelles aux coordonnées du point mM, qui
occupe la méme position dans I'espace.

Le systeme mobile considéré dépend de (n+1)*—12=n(n+ 2)
paramétres, et, quand on donne & ces parametres des aceroissements
infiniment petits, on a des formules de la forme

" dA = (AT A+ 0oy A.[ L R, S /) P An,
d/\l == 01 A ~+ W1y A.l I P S A PP A,.;,

/ ................................ s

L dA,= (’Jn()A~ + oA+ A 0an Ay,

(1

ol les w;; sont des expressions linéaires par rapport aux différenticlles
des n(n =+ 2) parameétres et liées par la relation identique

G+ WDyt .. . Wpy =0,

qui exprime que le déterminant des coordonnées ﬁxes des points

A, ..., A, reste constant.
Sl 1 on exprime que les covariants bilinéaires des seconds membres

des équations (1) sont identiquement nuls, on obtient les relations
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fondamentales (')

(2) (’),z'j= [wa ;] + [0)[1501/] oA [0 wp,] (i, j=0,1,...,n).

2. Considérons maintenant une hypersurface i n —1 dimensions ct
faisons correspondre & chaque point M de cette hypersurface un sys-
teme de référence mobile dont le premicr point A coincide en position
avee M.

Nous particulariserons le systéme de référence en prenant les
points Ay, ..., A, dans hyperplan tangent  'hypersurface. Ce choix
se traduit par le fait que le point A est dans Uhyperplan [AA,...A,— ],
c¢’est-a-dire par la relation
(3) Won == 0
et la relation quadratique extérieure qui en dérive, dapres (2),

(/I ) [@o1n] + [@e2 02, ] +ee [®o,n—1®p—1,n] = 0.

Remarquons enfin que, si I'on donne aux paramétres des accroisse-

ments infiniment petits annulant w,,, ..., ©,,—,, on obtient
d\ = wg A,
ce qui prouve que le point géométrigue A reste fixe en position; autre-

ment dit, que les n — 1 parametres dont dépend la position du point
sur 'hypersurface ne varient pas. Les expressions de P faff
o v

@1y G)gay ceey Wy

sont donc n — 1 expressions linéairement indépendantes par rapport aux
différentielles des n — 1 parameétres de position sur I hypersurface. Nous
¢erirons dorénavant o; au lieu de wg;.

Les relations (4) montrent alors que les 2 —1 expressions

Wipy  Dany cey Wpogn

sont des formes linéaires cn oy, ..., »,_,, et que les coefficients de -
ces n — 1 formes linéaires forment un (ableau symétrique. Autrement

(1) Cf., pour ce numéro et les suivanls, mon Mémoire : Sur les variéiés de courbure
constante d’un espace euclidien ou non euclidien ( Bull. Sce. math. de France, t. XLVII,
1920), spécialement le Chapitre 1V, n** 33-38.
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dit, st lon consideére la forme quadraiique en ©,, ..., ©,_,,

Q=W Wyt WaWap =t o= Wy 1On 1.0,
on a
(;) 1 do 1 o 1 0o
B} o) - —i m.::.._.'_ v e ), T - L .
“in 2 ()0)17 27 2 GJ), Y Hn—1,n > ()'J)u—l
Y R .
L’équation
9==0

représente le cone des tangentes asymptotiques & I'hypersurface au
point M. Si ['on veat exprimer, en effet, que e point d*A est dans
Phyperplan tangent [AA, ... A,_,], qui contient déja les points A et dA,
il suffit ’annuler le coefficient de A, dans U'expression de d?A, ce qui
donne immédiatement I'équation ¢ = o.

Si n=73, cette ¢quation définit Pensemble des deux tangentes
asymptotiques. ‘

3. Rappelons maintenant la définition, d’apres M. Fubini, du contact
géométrique et du contact analytique de deux hypersurfaces entre les
points desquelles on a établi 'une correspondance. : supposons que
deux points correspondants de ces deux hypersurfaces coincident
en Oj; les deux hypersurfaces sont dites avoir un contact géometrique
du second ordre en ce point O si deux courbes correspondantes quel-
conques, tracées surles deux hypersurfaces et passant par O, ont un
contact du second ordre. Elles sont dites avoir un contact analytique
du seccond ordre en O si, rapportées & un méme systeme de coor-
données non homogenes et en déterminant sur chaque hypersurface la
position d’un point par n — 1 paramétres ¢,, ..., £,—, tels qu'd deux
points correspondan(s des deux surfaces correspondent les mémes
valeurs'des paramétres, les dérivées premiéres et secondes des coor-
données (nonhomogenes) par rapportaux paramétres aient les mémes
valeurs numériques au point O pour Pune et pour Pautre hypersurface.

Désignons par M un point mobile de la premiére hypersurface, et P
un point mobile de la seconde (ce seront en réalité des ensembles de
n -+ 1 coordonnées projectives rapportées & un systeme de référence
fixe). Les points M et P sont des fonctions des 7 — 1 paramétres
Ly vy Loy Examinons d’abord les conditions du contact analytique.
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La définition donnde plus haut revient a dire que les deux points cor-
respondants M’ et P’ infiniment voisins de M et P,

I'=M 4 dM + ——d M -+ r,—,a”\l-~...

P'=P +dP + = d*P + P+
2 o ’

ot I'on donne aux ¢; les valeurs qui correspondent au point commun O,
occupent la méme position dans espace, st 'on néglige les infiniment
petits du troisieme ordre (en prenant dt,, ..., di,_, comme infiniment
petits principaux). On a donc

P dP 4+ S P =5 o+ pa) @1 aM %dﬂl) ..,

les termes non ¢erits ¢tant du troisiéme ordre au moins, g étant un
coefficient numérique, g, ¢tant homogene et du premier degré,
¢, homogeéne et du scu)ntl degré en a’t,, ooy dt,_,. Il en résulte les
uondllmm

P oM,
(6) ¢ dP ==pdM —+ pM,

A*P = o d*M + 2p; dM + 20, M,

dont la premiére est verifice d’clle-meéme puisqu’en donnant aux ¢ les
valeurs numériques indiquces les deux points M et P coincident en
position avee O.

Les conditions de contact géométrique s’obtiennent par une analyse
analogue, pour laquelle nous renvoyons au Mémoire de M. Fubini; ce
sont les suivantes :

P - oM,
(7) ) dP ==pdM + oM,
[ @2 =p @M + 20, dM + 2p, M,

\

ot p est une constante, g, et o} des formes lincaires, et g, une forme
qaadratique en dt,, ..., di, . La (ompﬂa]b(m des formules (6) et (7)
mon(re immcédiatement la différence qui 6\1\[(‘ entre le contact géo-
mvll 1(111 e et le contact andlvllque
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4. Prenons maintenant deux hypersurfaces quelconques (5) et (¥).
Imaginons que l'on puisse ¢tabliv une correspondance point par
point entre les deux hypersurfaces, telle que si M et P sont deux
points correspondants queleonques, on puisse déplacer la surface (X)
dans Pespace projectif (¢’est-d-dive lui appliquer une transformation
projective) de manitre que, dans sa nouvelle position (Z'), elle ait
en M un contact du second ordre avec I'hypersurface (S). Les deux
hypersurfaces seront dites alors projectivernent applicables 'une sur
I"autre. Mais il y aura & distinguer le cas ol le contact du second ordre
réalisé sera gtométrique et celui ot il sera analytique.

Dans l'un et I'autre cas, faisons correspondre & chaque point M
de (S) un systeme de référence mobile, comme il a ¢(é expliqué
aun® 2, au moyen de n + 1 points A, A,, ..., A,, dont le premier a la
méme position que M. Faisons alors correspondre au point P de (2) le
systeme de référence qui se déduit du précédent en lui imprimant le
déplacement inverse de celui qui & amené () sur (X'), et soient
B, B, ..., B,les n +1 points qui définissent ce systeme, le point B
occupant la méme position que le point P.

Cela posé, st le contact est analytigue et si 'on’exprime dA, d*Aen”
fonctions linéaires de A, ..., A,, ainsi que B, «&*B en fonctions
linéaires de B, ..., B,, on pourra déterminer, d’apres les formules (6),
des expressions g, p,, o, telles que les coordonnées relatives de

B, dB, a*B

par rapport au systéme de référence attaché & (X) soient les mémes
que les coordonnées relatives de -

oA\, pdA + p A, o d* A 4+ 20, d\ +2p, A,

par rapport au systeme de référence attaché a (S). Onvoitainsi immé- .
diatement, en désignant par Q;; 'expression de Pfaff qui correspond,
dans le déplacement infiniment petit du systéme de référence attachc
a (2), a lexpression w;;, qu'on a '

o=1,
puis

Q49 == g9+ 015 Q== ({=1, ..., n—1),
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enfin _
h=n—1 . h=n—1

: N ' N
A, +- L Q1 Qi dw;—+ l oz @0 206~ 28002

k=0 k=0

(z=1,8;,=0 si {=0).
En éliminant les inconnues auxiliaires, il reste les relations
Q== wy, N

(8) s At Qi ot (R — Qo) e = R Qs
7

, ==do - W@y W (W W) = Wy B4

Q4 82 2y aTT O D e Gy B e

On peut les simplifier en remarquant que 'égalité des covariants
bilinéaires Q; et o, donne
(2207 4t [ (= ool 4+ [ L1 Rt ]
= [0+ [0 (@) ]+ . A [ @t Dpy,i]
ou
[y (= mei)] ...
+ [0 ( Qs — 4y~ 01 0g9) |+ o o A [0pey (g, = Wa—rr) ] = 0.

Il existe done une forme quadratique ¥ (®,, ..., w,,) telle que
Pon ait

: 1 oY, 4 oW
Qp— o= 5 7,‘;'1'[ > e Qif:—Qoo— O Wag = T “()—r: ’ )
1 0¥
D ETIR R Rl ¢) PG R i
n—1.f n—1,i > d(ﬂn—-l,
et les équations (8) donnent tout simplement
. Uiwgy ouvy Wpy) =0,
d’ott enfin /
Q== 0y, ey Qi — g9 == Wi — oo, DR} Qn-—i,i-: Wp—1,is

et de méme

£, = O, L) Szn-«l,n = Wp—1,n-

,

Finalement, la condition d’applicabilité projective analytique est que
le systéme de référence mobile étant choisi pour Uhypersurface (S), on
puisse le choisir pour U'hypersurface (X) de maniere & avoir, en tenant
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comple de la correspondance entre les deux hypersur faces,

Q, =o,
Q; = )i,
( 078 = Win,
. 9) L — Qoo == 0 — o,
=i =Wy
(G =1, ..., n—1).

Nous pouvons remarquer que si 'on imagine le déplacement i n — 1
paramétres qui, dans Pespace projectif, améne & chaque instant hy-
persarface (X) & avoir un contact analytique du second ordre avee
Ihypersurface (S) supposée fixe, les composantes du déplacement
d’entrainement de 'hypersurface (X), composantes rapportées au sys-
teme de référence associé a (S) [ou a (X), puisqu’a Uinstant considéreé
les deax systémes coincident] sont les différences Q;; — w;; entre les
composantes du déplacement absolu et celles du déplacement relatif.
On a done, pour les déplacements d’entrainement infiniment peltits des
points B, B,, ..., B, regardés comme invariablement liés a (X)), des
expressions de la forme :

0B = ¢, B, 0B/ =¢e;B <+ ¢ B,

oB,= €, B+ e By ..+ ey oy Buoi— neg B,

On voit que le point B reste fixe et que chaque point de P'hyperplan
tangent se déplace surla droite quile joint au point B. D’une manicre
plus précise, le déplacement d’entrainement, pour les points de
Phyperplan tangent, est une élation inslantanée de centre B, et pour
laquelle tous les points d’un hyperplan & » -- 2 dimensions passant
par B restent fixes. (Sil'on faisait une’projection envoyant cet hyper-
plan a Tinfini, ce déplacement serait, pour les points de 'hyperplan
tangent, une zranslation dans la direction du point B.)

On peut se demander si, le systéme de référence attaché i (8) étant
choisi, le systéme de référence attaché & (2) est completement déter-
miné ; autrement dit,'si 'on peut le modifier sans changer les compo-
santes Q;, Quy Qi — Q) Q;; quisont les premiers meémbres des rela-
tions (9). Or, on se rend compte immédiatement que ces composan{es
ne sont pas altérées si Pon prend B, + AB pour nouveau sommet B,.
Cela revient & dire qu'une elation de centre~B et laissant fixes tous
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les points de Phyperplan tangent & (X), n’altere pas le contact analy-
tique du seeond ordre de (X) et de (S). Nous utiliserons un peu plus
loin eette propriété, qu'on peut énoneer ainsi @

S'il est possible de déplacer (=) dans Uespace projectif de maniére
quelle ait a chaque instant un contact analytique du second ordre
avec (S), ce déplacement est possible d’une infinité de manieres sans que
la corvespondance ponctuelle ¢tablie entre (8) et (2) soit altérée.

5. Passons maintenant au cas du contact géométrigue. On (rouve,
par un procédé analogue a celui qui a ¢(¢ employé dans le numdro
précedent, Tes relations

! —
{ i211 =0,
&2, == i,
2, — Mins
h=n—1
(o) - -
Qe Qo= gz — g 4= Di g > Lo
N k=1
€ A o Y1V,
! (6, /=1, ..., n—1)

avee 2 — 1 parametres indéterminés Ay, oo, A,y

Nous voyons facilement que si les formules (10) sont vérilices, on
peut choisir le systéme de référence mobile associé & I'hypersur-
face (¥) de manicre que les formules (g) soient également vérifices :
il suffit pour cela de prendre B;+ %;B, pour nouveau point B; sans
changer B, ni B,. L'applicabiliteé projective géomélrique entraine done
Uapplicabilité  projective  analytique. Autrement dit, si I'on peut
imprimer dans 'espace projectif & lhypersurface (X) un déplacement
an — 1 parametres tel qu'a chaque instant elle ait un point commun
avee 'hypersurface (S) et ait en ce point avec (S) un contact géone-
trigue du second ordre, on peut aussi la déplacer de maniére a réaliser
un conlact analytique. .

Le probléme de U applicabilité projective des lypersurfuces est done
ramené a Uintégration et & la discussion du systéeme de Pfaff (9). Mais
I'identité entre les deux problemes de I'applicabilité projective tels
qu'ils ont été définis en partant de la notion du contact géométrique
et de celle du contact analytique, ne subsiste pas nécessairement dans

P¥4
DD

Ann. Ec. Norm., (3), XXXVII. — SEPTEMBRE 1(20.
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un espace dont le groupe fondamental estun sous-groupe G du groupe

projectif.

CHAPITRE 11

LIS SYSTEME DIFFERENTIEL DS COUPLES DE SURFACES APPLICABLES..

G. Dans le cas de Pespace a trois dimensions, le systeme de Plall
fondamental () se réduit &

Q)= my, £2,2= 6y, 2y=o,
(o - Q) — 82 = 0 — oy, £y, — L2y = w2y — O
9) et Q== 02y,
Q== 03, L5ty

Les deux derniéres équations donnent, au moyen des covariants
bilinéaires, naissance aux deux équations quadraliques extérieures

{ [mrs (L33 = 4y = tisz - m00) | = 0,

U [oan (8255 — L200 — myp+ o) [ =2 0

(10)

Les ligies asymptotiques sont données par I'équation
’-"'J = W (JJ]_:""F My 1) y3 == OF

st nous excluons provisoirement le cas des surfuces déceloppables, les
expressions w,; el o,, sont deux combinaisons linéairement indépen-
dantes de o, el ©,, ct nous avons par suite, d’aprés (10),

(r1) 825, — &2, == tyy — 01y

Cela posé, nous allons montrer qu'en général il n’existe aucune sur-
face (X) applicable projectivement sur une surface donnce (S) et
- distincte de (S). Pour cela, nous allons former et étudier le systéme
de Pfall, qui donne tous les couples dc surfaces appllca})les Ce sys-
téme est manifestement

my =0, Q, =o,
x g Q = ow,, Q, =,
(12) X 20525 6y, £, = my,
Lp=mp, =0,

Ay — == Qyj— iy Ly, -
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Il conduit aux équations quadratiques extérieures (')

[or@] =4 [mam]=o,
— [ (Lig—10) | + [0 (L2s— my0) | =0,
[ [ (Ray—wa0) | 4 [ 03 (24— gy ) | = o
— [0 (LQu—m10)] + [0 —n;)]=o,
— [02( Ly = 230) ] + [223(Lsa—myp) | =0,

Lo (Qup—my)] 4 [m2 (Qaa— mag)] == o.

7. Le systeme de Pfafl (12) fournit les couples de surfaces (S) et (¥)
projectivement applicables e, en méme temps, pour chagque couple, lu
correspondance ponctuctle qui réalise Uapplicatron. On peut le regarder
comme un systétme & 3o variables, & savoir les 30 parameétres dont
dépendent deux systémes de rélérences mobiles; mais, en réalité, ces
paramétres n'interviennent que par un certain nombre de leurs com-
binaisons. Les équations (12) et (13) montrent (ue ces combinaisons

‘sont les intégrales premicres du systéme complitement intégrable
obtenu en annulant les 19 expressions de Pfafl :

Gy a2y, Wy, Wp3. Bag) Q. Qyy Ly, Qp, Oy
1 — Qy— gy, Q— L0 — (0 — 0g),
L2y — gy — (0122 — M), Q“;_ 40— (33— 04a);

Qlp— o, Q. — Way, Qy— g1, Qo — tiys.

Il est facile d’avoir la signification de ces variables définitives.
D’abord, les équations '

[T P ) Pl /) P /) Y i 0

onl pour intégrales premicres les cing coordonnées de I'élément formé
par le point A et le plan [AA A, | du premier systeme de référence
[élément qui engendre la surface (S)]; on a de méme les cing coor-
données du point B de (£) et du plan tangent en ce point. Sil'on avaiy
ensuite & considérer les équations

Qi — o, =0, Qii— Q== 0; — W, Q= w, Q=

(l..'/‘:: I, 2, 3),

(1) Cf.le Mémoire cité plus haut (note de la page 367), spéeialement le Chapilre III,
n" 28-32, :
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clles exprimeraient que les deux systemes de référence sont invaria-
blement liés 'un & l'autre dans 'espace projectif.

Si done l'expression Q,,— w,, figurait dans les ¢équations (12)
et (13), les vingt variables qui entreraient explicitement dans le sys-
teme de Pfafl seraient, outre les cing coordonnées d’un point variable
de S et du plan tangent en ce point, les quinze coordonnées du second
systeme de référence mobile par rapport au premier. Mais, comme
Q,, — w,, ne figure pas dans les relations (12) et (13), la position du
sommet B, par rapport au prewier systeme mobile n’intervient pas
clle-méme, mais seulement la position de la droite [BB, .

En définitive, le systeme de Pfall’ (12) est & 19 variables, a savoir :

1° Les trois coordomifées non homogenes @, v, = du sommet A du
premier systeme de référence ;

29 Les deux parametres dont dépend le plan [AN A, ] passant par A
[ plan tangent & (S)]:

3° Les douze coordonnées homogeénes par rapport au premier
systéme de référence des sommets B, By, B, du second systéme;

4° Les deux paramctres dont dépend, par rapport au premier sys-
(éme, la position de la droite [ BB, . '

Parmi ces dix-neuf variables, deux sont indépendantes, par
exemple x et y, et les dix-sept autres sont dépendantes. Les expres-
sions o, et w, doivent donc étre regardées, pour toute solution du
systeme (12), comme lincairement indépendantes.

8. Gherchons maintenant si le systéme de Plafl’ (12) est en involu-
tion et quelle est la généralité de ses solutions. Comme les sommets
Ay A,y dusysteme de véférence associé i (S) sont des points arbitraives
du plan tangent, tout élément linéaire intégral du systeme (12) peul
¢tre supposé ramené a satisfaire & o, = o. Soit alors

un tel élément linéaire. Les ¢quations qui donnent les ¢léments
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linéaires intégraux en involution avee lui sont, dCapres (13),

Dy — Uy Wy == Ty,

Wy (8250 — 0z ) = — @40y~ Gyy 4,

(15 . (L0 — m120) + @ay (24— 605 ) = — lyy )+ (l5Ways
H — (=) + Wy (851 — ) == — tlyy g~ gy gy,
a5 (250 — tyn) 72— @anty = @yatay.

‘ '(")'ln‘— Myg == Aoy == (g e

On voit facilement qu’elles délinissent, en général, un ¢lément du
second ordre et un seul, car les équations sont résolubles par rapport
aux six quantités '

)
G5 oy, == Wya,

hd A
st 'on a

Uy (lyy = O,

Par suite, le systéme (1) est en involution el sa solution générale
dépend de six fonctions arbitraires d’un argument. 1entier 6 indique
en effet le nombre des constantes arbitraives qui entrent dans les
équations de I'élémentintégral le plus géndéral du second ordre.

Les caractéristiques du systéme de Pfaff.

9. Les éléments lincaives intégraux scnguliers sont ceux pour les-
quels on aurait
Ay == 03
ou, plus exactement, Uélément linéaire intégral o, = o est singulier si
'on a, cn se <l(',!pl;ujnlit sur une intégrale dans la direction de cet

éloment,

a5 (82— my) = 0.

Cela peut se présenter dans deux cas :

1" On peut avoir

n)y T2 0, Oy == 0,

cela revient & dire que la direction ©, = o annule la forme quadra-
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tique

G ITT O 03 0)aWay.

Les lignes asymptotiques des surfuces (S) et ( ) sont done les caractéris-
tques de premiére espéce du systeme de Pfuff (12).

20 On peut avoir

fy == 0, Q) — iy, == 0}

cela signifie que si Uon se déplace sur (8) dans la direction w,=o,
c’est-d-dire dans la direction de la droite [AA,], et si I'on considére le
mouvement d’entrainement de (X) supposée se déplacer de manicre
a avoir constamment un contact analytique du second ordre avec (),
la vitesse d’entrainement du point B, va couper la droite [AA] : cela
est vrai, du reste, pour n’importe quel point projectivement solidaire
de (). On obtient donc les caractéristiques de seconde espeee du
systeme de Plall' (12) en prenant sur (8) les courbes (C) et sur (2) les
courbes correspondantes (1Y) telles que, forsqu’on imprime & () le
mouvement projectif & un paramétre qui améne successivement les
différents points de (I") en coincidence avec les points correspondants
de (C) el qui réalise & chaque instant le contact analytique du second
ordre des deux surfaces, les vitesses d’entrainement de tous les points
de I'espace aillent toutes rencontrer  chaque instant la tangente com-
mune & (C) et (17).

On peut remarquer que le mouvement précédent jouit d’une autre
proprié¢té géométrique remarquable. La deuxicme et la cinquicme
¢quation (14) montrent en effet que, si a,, est nul, on a

(i gy ==— (Lo (L3 =22 O

cette relation exprime que la direction donnée (w, = 0) est conjuguée
de la divection

) [OP)

ay "’m’

or le mouvement instantané de () par rapport & (S) est, pour les
points situés dans le plan tangent commun, une élacion de centre A,
et dont les points invariants sont justement situés sur la tangente qui
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passe par le pointa,, A, — a,,\,. Par suile, lu tungente que rencon-
trent les vitesses dentrainement de tous les points de lespace et la tangente
licw des points du plan tangent commun qui ont une vilesse nudle sont dewr
tangentes conjuguecs. ' '

Les solutions singuliéres du systéme de Pfaff.

[0. Une solution singuliére du systeme (12) est une solution dont
(ous les ¢léments linéaires intégraux sont singulicrs. Ces ¢léments ne
peuven( pas étre singuliers de la premicre espece @ cela supposerait,
en effet, que les surfaces (8) et (X) sont des plans, cas que nous lais-
sons de coté pour le moment. .

Il reste done le cas ou l'on aurait

Lt

iy — o5 =0,
@y 1= 0;

mais alors les équations (13 ) montrent qu’on aurail aussi

Les deux premicres de ces quatre équations nouvelles conduisent
a leur tour aux nouvelles équations quadratiques extérieures

[y (8259 = m39) ] = O,

: | a2 (L250— w30) ] = 03

d’ot »
240 — 3o == 0.

Les deux systemes de référence seraient alors, dans espace pro-
jectil, invariablement liés 'un & Pautre ; autrement dit, la surface (X)
se déduairait de (8) par une transformation projective. Nous trouvons
ainsi une solution effective du probleme proposé, mais une solution
banale qui ne nous intéresse pas.

Les solutions singuliéres du systéme de Pfaf) (12) sont formées par
une surfuce quelconque (S) et une surface (£) se déduisant de (S) par
une trans formation projeciise quelconque.
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Le degré de généralité des couples de surfaces projectivement applicables.

11. De la discussion précédente résulte que tout couple de surfaces
applicables projectivement distincies provient d'une solution générale
du systeme (12). Par suite, les couples de sur fuces distinctes projective-
ment applicables du second ordre dépendent de six fonctions arbitraires
d'un argument.

Une conséquence immédiate, extrémement importante, est que les
surfuces projecticement dé fornwales sont cxceptionnelles; sinon, en effet,
les couples de surfaces applicables dépendraient au moins d’une fone-
tion arbitraire de deux arguments.

I nous reste & voir comment on peal reconnaitre si une surface (8)
admet une surface (X) distincte de (8) et applicable sur (8), le degreé
de genéralité des surfaces (X)) applicables sur (8) et le degrée d’arbi-
traire de la correspondance ponctuelle qui rcalise Papplication de cha-
cune de ces surfaces sur (8). Pour ecla, nous allons ¢tudier successi-
vement le cas des surfaces non réglees, le cas des surfaces réglées non
développables et le cas des sarfaces déeveloppables; les vésultats sont,
en effet, tout & fait differents dans ces (rois cas.

CHAPITRE 111«

I2APPLICABILITE PROJECTIVE DES SURFACES NON REGLERS.

La particularisation du systéme de référence mobile;
les invariants fondamentaux.

[Z. Siune surface (S) non déeeloppable est donnée, le systeme de
Plall’ qui fournit les surfaces (X) applicables sur (8) et donne en
méme temps la correspondance ponctuelle entre ces deux surfaces,
est, d'apres () et (11),

/

Q)= oy, Q, = 0,, Q,=o,
(13) s Q) — Q9= w1 — 0y, Qyy— Q= 0325— 00, Qg5— Q49 == 33— 04y,
( Q== 0., Q= wyy,
1,2 0y, Q5 7= 61y,
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Nous voyons déja que 'équation
’_I) TT Wy Walyy = O,

quidonne les lignes asymptotiques, est conservée par application. Cest
pour cela qu'il y a lien d’¢tudier i part les surfaces non développables,
puis les surfaces développables. Nous verrons dans un instant que la
propri¢té d’une surface d’étre reglée se conserve par application.

Pour ne pas étre arrétés dans I'étude de la discussion du sys-
teme (13), nous allons particulariser le choix du systeme de référence
mobile attaché & la surface (8). Nous elfectuerons cette particularisa-
tion par ¢lapes successives ennous aidant de la remarque suivante. Le
systtme de réference mobile dépend, en oultre des parametres ¢,, ¢, qui
definissent la position d’un point de (S), d’un certain nombre de para-
motres arbitraires wy, u,, .... St on laisse ¢, et ¢, fixes et que Pon fasse
varier les u, on change le systeme de référence attaché au pointdonné
(¢,,¢,) de la surface (8). Nous désignerons par ¢ un symbole de diffé-
rentiation obtenue en laissant t,, t, fixes ct faisan( varier les para-
metres «; le symbole d se rapportera & une variation quelconque de
tous les paramctres. Nous désignerons, pour abréger, par ¢;; ce que
devient w;; quand on y utilise le symbole ¢ de différentiation, en gar-
dant la notation »;; pour le symbole ¢. On a manifestement

e, =e,—=
L’équation

3== O

entraine

[@im] 4+ [maway] = 0,

d’ott, comme on I'a vu,

1 do 1 do
)y T2 — m———y 0y == — ——
T g O, : 2 Ow,’

on a done, en particulier,
Ci3=—= 0, Ca3 == O.

Si 'on change le systéme de réference mobile, on a

~

~ o . ~ N .
00 == 0| W3~ 0w, May = 0 0W - Wa 00ay3

Ann. Ee. Norm., (3), XXXVIl. — SEPTEMBRE 1(20. 36
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or les formules (2)

r,)’l f— l,"’l (’;)11 - "”un'] = l;("ﬂg)ﬂ‘;]’
wy = L] + Loz — ow)],

-")’x s L Cogg—1) | + [oa03],

oy, = [ @ oy | was (Maz— a2 |

donnent

!/ o -

[ omy == (ep—=e11) 6 — Cay Wy
- s Gy == — C1y0 = (Cyo— €12) 01,
(10 LN

’ G013 77 (€1 Cyy) L1y~ Craay,

L 0%y =T €a 0 (€2 €y ) 035

sy .
d’ou
aff “z ey — e:;:s)’{’-

Ce résultat n’a vien d’extraordinaive; il était évident, géométrique-
ment, que laforme g était un invariant velatif. Comme il n’est pas
absolu, on peut toujours choistr Ie systeme de référence de manicre
a réduire g & une forme quadratique donnée & avance, par exemple

D 00 6)y,
N
d'oti
(17) My == (), a5 == W,

Les tangentes asymplotiques sont alors [AA] et [AA,]. Nous avons
ainst oblenw une premiére particularisation  duw systéme de - ré férence
mobile ()5 les équations (17) entrainent du reste, d"apres (16),

Cia== 0y Crpb Cap— €4y €33, == 0, Cug—=0n

.

I3. Deuxieme particularisation duw systeme de réference mobile. La
JSorme cubigue b, — Pour aller plus loin, égalons les covariants bili-
néaires des ¢quations (17); nous oblenons

S 1 .
[myma] 4 - [my (1) = 0gp— 0yo— 0133) ] == 0,

T . . .
; I [OF] ((l)“"{“./')“'— Wy — fﬁ)‘s‘)] -+ l_’))g 0)a) ] = 0.

(1) Il est & remarquer que celte particularisation introduit une irrationnelle ¢uadra-
licque.
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Ces équations montrent que les trois expressions

®

w2 — (= s — g — Wy ), 3
3 ) )

sont lincaires en o, o, et se déduisent par differentiation de la
forme cubique

"!J == "”f 2=k mpwa (= may — Wge = By ) - "’3"‘212
on a
1 9% x( L N a*y 1 0%
M == = T3 — My Maa == Mye—— Nyy ) == = —— () == = 5 *
! 6 Am? 9t o ‘ 06 dm dm, i 6 dw3
M N N ’ Yy ~ £ e
Or on a maintenant, d’apres les formules (2),
doyy == (g €11 )0,
;)"t)g == (_(3”.)‘- (’22)612,
(18) ¢ Cam T (e ey ) oy (€= €2) 0y,
|
' = 0 (0~ Wy — On — Byy) == (€9 €32 ) (€30 — €51 ) 0y,
2 '
\ Oty = (€30 — €y )00 4 (€32 — €1y )y,

et par suite,

I wo

5L (e, — e )b 4 -
b=z (e, — €)' + -

; (C‘n, = Cya M Ty Oy ),y ) 2.

o

B

Linvolution cubique determinee par 'équation
Lo (g oy )o = o

est donc invartante. Or posons
[ |
;(n)“ = oy — Wgu — gy ) = Loy = Ky

nous avons, d'apres (18),

0N == e\ g— ¢y - (€1, — e N,

Ok =z eyy— 5+ (Caa— eqgy) L,

les coefficients 2 et £ subissent done chacun, quand on modifie le
systeme de référence mobile, une substitution linéaire entiére arbi-
traire; on peut done les supposer nuls tous deux; on voit alors que la
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|
. s, . . . U]
Jorme cubique U sera réduite a ses deux termes cubiques, et le rapport -

sera un invariant absolu. On aura en outre

J =aw? 4 bol,
W2 == AWy,

(r9) Wy = May— Wyy— Wy3 = 0,
Wy == bty

Cro—— Cy2== €3 — €31 = 0.

L4. Troisieme particularisation du systéme de référence mobile. — Les
formules (18) et (19) donnent '
0a = (2e;,— €yy— €:),

(20) -
0b = (26, — eyy— €11)d.

Chacune des relations @ =0, b =0 a donc une signification inva-

riante. Or la relation

0) o — 0
entraine
dA, = w A 4+ o AL+ oy Ay,

ce qui montre que, si 'on se déplace sur la ligne asymptotique w,=o,
la droite [AA,] reste fixe. Cette relation caractérise donc les surfaces
réglées, ou plutot la propriété des lignes asymptotiques o, =o d’élre
rectilignes. Il importe de remarquer que, pour toute surface () appli-
cable projectivement sur(S), la méme propriété a lieu puisqu’on peut
choisir le systéme de référence associ¢ & (X) de¢ maniére a avoir
Q,, = o,,, les deux particularisations précédemment effectuées des
systémes de référence se faisant parallelement dans les deux surfaces.
Nous allons, dans ce Chapitre, nous occuper des surfaces non
réglées. Les formules (20) montrent alors qu’on peut supposer

a=b=1 (1),

(1) Celte particularisation introduit une nouvelle irrationnelle qui se réduif, du reste,
4 une racine cubique. Les relations (17) et (21) se conservent si 'on change respeclive-
menl wy el wySoit en em; et e2w,, SOil en emy et c2my, ol & désigne une racine cubique de
I'unité. Les seules expressions réellement invarianles sont les deux formes rationnelles
¢ el . ’
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¢'est-a-dire

'~]J .= mfl‘ -+ 0)2‘.
\ AP AT
(21) By T Maa—— Wyo— fL):c:;ll: 0.
/ (o == Ba,

€11 = €ay == €yy=— €33.

5. Quatrieme particularisation dw svstéme de réference mobile. La
Jorme biguadratique 7. — En égalant les covariants bilinéaires des
deux membres des relations

Oya == 0)1,
W~ Way— Oy — W33 =0,
Mag == Ma,

on obtient

s“ Loy (o= 0aa— 26y ) ] =+ [[0a( 0930 — w4)] -

, = o,
(22) o Lo (mye— w10)] 4 [02 (05— 010 ] =0,
[y (g — way)] + [, ( 030+ 0y — 2m,,)] = 0.
On voit que les quatre expressions
W= Glga—— 201,  Wza— Wigy gy — Way, Bog—F O — 200,

sont des combinaisons linéaires de o, et w,; on peut les déduire d'une
forme biguadratique "

/=0 {0t mar— 20 ) + 3miwa(mp—0,)
43, 03 (g — w2y = » (09—t 0 —20,)
par les formules

- . 1 %y I d*y
Wyt Wyy— 20) ) == — Wy M= — 5>
‘ : 2 dw’} ‘ 24 dwidw, -
1 dsv 1 d%y
Wy = W2 == =7 =75 W = O = Lh)yy = — —
24 dw, dnj a4 dwi

On trouve sans difficulté qu'en faisant varier le systéme de réfé-
rence mobile, on obtient ‘

07 = — heoi+ Seymio+12e,nin) + Sen 0l — feypwl.

On peut donc disposer de I'indétermination encore subsistante pour
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annuler dans 7 les coefficients de o} w,, 0jo], o, »]; on aura alors

€)== Cay == €39 == O,

¢’est-a-dire que le systéme de ré férence sera parfaitement déterming.

Posons alors

.

[ gy 5 -
k O)ga — g
?

\

nous aurons

D31 Bao

o O 20yt — 3

. . o
y === 3zm)— 3

mhs

195

w

0
= QT e DUy,

~ 0,
p— (!’ :

)

[€\]

23

d’oli, en prenant les covariants bilinéaires,

— 3lm,([/o: A1 'JJ._,>J + 4oy o] —2

B2ty | 7 0,

[oimag ]+ [mamyy | = 0.

[orgmya] = [mamre] =0,

3 [ (,)2((/3 41— ab m,)| =l oy mpy ] 4

On en déduit enfin

dmaman ] = o.

\ W == Aoy - o,

(2%) ¢

Moy ==YV = P My,

\/ M0 7= PO }oy

et

[ml (a/cz +1--ofb

(25) » . N )

1~

=

[SOIREN
oo

V) f;)2> ] .= 0’

2 4., \>> .
[J‘—— .7;' v :)llv . b

o)

Les coefficients o, B, A, w, v, g sont les incariants fondamentaux de
. fann ((Q . 1 m W (PR _
la surface (S) par rapport au groupe projectif (*). Toutes les comnpe
santes w;; du déplacement infiniment petit du systéme de référence
mobile sont exprimées linéairement au moyen de o, et w,, les coeffi-
cients introduisant précisément les invariants fondamentaux. On a du

reste -
(26) S '))I iy
| m{_, = —

G lom.],

almm.].

(1) En réalité, les invariants fondamentaux rationnels sont z{3, a3+ 33

ol

R
B3, 0,0y, ha, of.
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Le systénie de Pfaff des surfaces applicables
sur une surface non réglée donnée.

16. Soit (8) une surface non lféglée. Faisons correspondre & chacun
de ses points un systeme de référence mobile normal. Soit (X) une
surface applicable sur (8). On aura, de la manicre la plus générale
possible, la surface (¥) et la correspondance ponctuelle qui réalise
Fapplication de () sur (8) en intégrant le systeme de Plaff :

Q —o
) ==y, Q, ==,
(15) - Q== Qo= o)y
0, o, Qy) ==ty
'(""')I L g oy g, 2y, — Q= )2 = oo, Qyy— L20)= 033 = 040,

les ;; désignant les composantes mobiles du déplacement élémentaire
d'un systéme de référence arbitraire.

Les équations quadratiques extérieures qu’entrainent les équa-
tions (15) sont, en tenant compte des formules (17), (21) et (23).

| 0y (L5 — Ly tga -+ 0y ,)] == 0,
I- () (.(.2;;1 e SZQQ Oy = Mag )] =<0,

[ (8251 o0g1) | — [0 (210~ ’Dm)J ==0.
Lo (255 — mya) | — [0 (8239 — my) | == 0,
Lon (£20 = m1g) ] -+ [02(820— 090) ] = 0.
On en déduit ‘

Qy— Q== iy — w0+ A 0y,
Ly« L1y== 0350 — 00— £ 03y,

-~

I
2=y — a/fwz—!— woy,

) 1
e = Awy =+ ¢ .

Or on peut, sans changer les conditions du probléme, changer 1
poin( B, en B, + 2B de manicre & annuler £ On aura donc les nou-
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velles équations de Pfaff

(27) { Q4 — 0= g — W2,
{ '
( 4 — Q1= wp— 013
: ( Q=04+ tn,
(28) 1o -t
( 22 = Wy V.

Les ¢quations (27) conduisent aux ¢quations uadratiques
rieurcs
[y (50— 30— Umy) | =0,
[02(Qyg— 45— 0 o1y) ] =03
d’ott-enfin

(29) 40— g0 == UG+ 0.

Les ¢quations (28) et (29) conduisent ensuite &

I. )y (du = DU gy ) I —=o,

[ 02(do 4+ 20000 — o) | =0,

[_ o»2</,/u - 21 Byyg— ) ) ] -4 l 0), (r/v 4 2§ gy — u),_,._)> I =01
-
d’out
( du~+2ulmg—m)) = Vo,

(30) 4

( o A= 20 (g, — 033) = 0y,
Les covariants bilinéaires des équations (30) donnent enfin

(31) dw - (g — mgy) + 20(2v—1)n -+ 2u(2p —1)0, =0,

et cette dernicre équation entraine elle-méme

9

(32) uldpo, |-+ vl dvo | + 5) (g —v)|mm,] =o.

exte-

Les trois fonctions inconnues w, ¢, @ dont dépend la solution du
probleme sont done données par un systeme d’équations aux différen-
ticlles totales linéaires (30) et (31), avec la condition d’intégra-
bilité (32). Il en résulte que la sur face cherchée (£) dépend au plus de
trois constantes arbitraires (indépendamment des constantes qui fixent

sa position dans Uespace projectif).
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I7. La relation (32) est de la forme
PU 4 qv = v == o,

ott les coefficients p, ¢, » ne dépendent que des paramétres /,, £, qui
définissent la position d’un point sur la sweface (8). En la différen-
tiant et en tenant compte des expressions fournies par (30) et (31)
pour cu, dv, dw, on obtient deux nouvelles relations de la méme
forme ‘

Pl =G e - 1w = o,

Pall 4= @3¢ - rav == 0.

Chacune de celles-ci donne & son tour naissance it deux nouvellesrela-
tions, et ainsi de suite.
Cela posé, on voit que plusieurs cas sont & distinguer :

1° Il eiste entre u, ¢, w trots relations linéairement indépendantes. 11
n’existe aucune surface (X), distincte de (8), qui soit projectivement
applicable sur (8). C’est le cas général.

20 [l existe entre u, ¢, w deux relattons inéairement tndépendantes et
dewx seulement. Les rapports mutuels de u, ¢, ¢ sont alors déterminés;
quant & «, par exemple, il est donné par une équation complétement
intégrable de la forme

(33) du = uw,

ol & est une expression de Pfaff connue. On a alors u par une quadra-
ture. 11 existe =' surfaces (X) applicables sur (8) et formant unc
famille continue; elles sont données par l'intégration d’un systéme
d’équations différenticlles linéaires du deuxiéme ordre & quatre fonc-
tions inconnues, les coefficients des fonctions inconnues dans ces
équations dépendant linéairement d’une constante arbitraire £. Ce
systéme est symbolisé par les formules

dB = g B 4 o, B, +m,B,,

AdB, = (wo+ kue)B + 0, B+ 0B+ o B;,

dABy = (o + k¢ 0,) B =4 0y B+ 02 By - way By, ;

dBy = (w3 + kv oy~ Auwy) B = (o5 + L0 3) By -+ (w50 + Ate oy ) By -+ 6154 By,

Ann. Ee, Norm., (3), XXXVII. — Ocrosre 1920, 37
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ott 'on a désigné par w I'une des solutions de (33) et par ¢ la valeur
correspondante de ¢. '

Les surfaces de cette catégorie dépendent ¢videmment de six fone-
tions arbitraires d'un argument, puisqu’elles forment la généralité des
surfaces déformables projectivement. Du  reste, nous reviendrons
la-dessus plus loin. .

30 Il existe entre w, v, w0 une seule relation linéaire. Les quantités u
et ¢ sont alors données par 'intégration d’un systéme complétement
intégrable de la forme
R " ( du=uw;+ vop.,

(31) :

l dy = 1w, + Wi,

avee quatre expressions de Pfalf connues @y, ,,, @,,, @,.. Il existe
»? surfaces (X) applicables sur (8) et formant une famille continue.
Les cocefficients des équations différentielles linéaires qui donnent ()
dépendent linéairement de deux constantes arbitraires £, et £,. Nous
verrons que les surfaces (S) de cetle catégorie, s’il en existe, ne
dépendent que de constantes arbitraires.

4° La relation (32) est identiquement vérifice. Alors u, ¢, o dépendent
- de trois constantes arbitraires £, £,, £, et sont données par I'intégra-
tion du systeme linéaire (30) et (31), intégration sur laquelle nous
reviendrons plus loin.

En tout cas, il ressort de ce qui précede que, st dewr surfaces (S)
et (L) sont projecticement applicables, elles -font partie d’une méme
Jamille continue de sur fuces toutes projectivement applicables les unes sur
les awtres. ' o

Le systéme différentiel des surfaces non réglées projectivement déformables.
Le réseau conjugué de déformation projective.

18. Nous sommes maintenant cn mesure de préciser et de com-
pléter les résultats obtenus au Chapitre II sur le degré de généralité
des surfaces projectivement déformables.

Si une surface non réglée (S) est projectivement déformable, on
peut associer & chacun de ges points un systéme de référence mobile
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et déterminer en chacun de ses points trois quantités non toutes nulles
u, ¢, w7 de (elle sorte qulon ait les équations de Plafl:

my =0,
W3 == m,, Moy == 0)y,
6y == o, Mg == Ga,
B == B2, 32 == B gy
O == Wy == 2 A = 50),.
Ohay = Mg == o)) = 2 50,
(35 g3 — o9 = 3 %0y~ 3 B,

g = 7~'J)1 -+ L,
Oay = V6|~ G0)y,
Wy 7= Q0N -+ 7.&)._,,
du = u(wy — ) + 1o,

v =0 0 (s 0ge) + o),

iy = w0 (g — wgg) 20 (1 — 2v) oy 20 (1 — 2u) 6,

Ce systéme e Pfuff définit les surfuces non réglées projeciivement
déformables. , .

Les ¢quations quadratiques extérieures auxquelles il conduit, ct
dont quelques-unes ont déja été formées, sont: '

- i .
~ - 9

{(,)[<512—!—| —ad— U — ,—)-wu._,>:| = o,
3 bl

) 7 ™
2 1
lmz(dﬁ +~1—a.3——7‘u.—;va_l) = o,
’ 3 30, :
(36) ( [y |+ |wyds (

|4 (202 —393) | m,| =0,
Loy dol+ |oadh |+ 4(hz— pB)|wim.]=o0,
|

[y b |+ [oadu| s Spa—a22BY [ mm,|=o,

2
el oy dv |- ] ma dp] :: w(—v) |ope,]|=o.

La forme des six équations (36), dans lesquelles interviennent,
oulre w, et w,, six expressions de Pfatf nouvelles, rend vraisemblable
la propriété du systeme (35) d’étre en involution et d’admettre une
solution dépendant de six fonctions arbitraires d’un argument. H est
du reste factle de mettre en évidence a la fois la propriété d'involution
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et les six familles de caractéristiques, en éerivant les ¢quations (36)
sous la forme '

/ / 4 2

| m,(clrzf‘l—xﬁ—--_!y.—;vmz = o,

| =N °

w,n)] = 0,
W*Jm, ]

Amledo—udpy+30v3—2vp2— —wp + — v J’J)1 0,
' P

2

[mz (zlﬁ 1= af s —
. 3

[SH BN

By

' - . 3
l oy ( wdt— ¢ dy +3upo — 2ur3 4+ = p—
! 2
- hY

u],-

[(\’uml——\/t o) (\/«'df U u dl.

(369 I' 3w
' + 1wk —-‘)\/t()J—-}—D\/(”)[_)—l———/—Jml
Ve
, = . 3w ‘ _
—d\Vyes— \/l(/lJ”‘{ 3 \/UUJ—I- - 7 {JO);) =0,
u
\l — — » / — —_—
[(\\’ worn - Vi, ) ( Vo do+yudl.
\
— e — 3 v
— Weala+2yrpa—3\v — = — o,
2\ /e
3w
\ ;\/( B+ oyNulf —3\upa- ““,’Tan”"’ﬂv)' =0

Les surfuces non réglées projectivement dé formables dépéndent done
effectivement de siz fonctions arbitraires d’un argument.

On voit, de plus, qu'id y a deux familles doubles de caractéristiques
définies, la premicre par 'équation o, = o, la seconde par I'équation
Wy == 0 : ce sont les asymplotiques des surfaces intégrales.

Iy a ensuite deux familles simples de caractéristiques définies par
les équations

— - —
Vo, —\rw,== o0, View, + /o wy=o.

Les caractéristiques de ces dewr derniéres familles forment sur la sur-
Jace (S) un résearwe conjugué. On peul Iappeler réseau conjugué de dé for-
mation projectise. , .

On vérifie immeédiatement que, les caractéristiques fournies par ce
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reseau conjugué satisfont a la relation déja obtenue (n°9)

0 (50— w30) — @, (Qy — 1wy, ) = 0,
qut se réduit ici, d’apres (2-) et (287, &

U} w3 = 0]

on véritic également la relation

@13 (L2290 — @ag) — w3 (L1 — t110) = 0,
qui se réduit & la méme équation.

19. Tl est digne de remarque que, si'on connait w et ¢ en fonetion
des paramétres ¢, ¢, qui définissent la position d’un point de la sur-
face (8), les équations finies du réseau conjugué de déformation projec-
ase, ainst que celles des asvimplotiques, s'obticnnent par des quadratuwres.
On a, en elfet, d’apres (35),

I .
—|duwy|=o0;
luw” ’

(.\//!7”’1 )lt \/;l wi (@ — ) | +

2

Pexpression yuw, est done une différentielle exacte, et il en est de
meéme de Vo, :
\/Z my == g, \/;—‘0)2: 1.
o , : -
On a £ et n par deux quadratures; les équations finies des courbes
du réseau conjugué de déformation projective sont alors

=+ =-const.

et celles des lignes asvmplotiques sonl
Z = const., 1 = const.

On a vu plus haut (17) que, si la surface projectivement deéfor-
mable (8) admet un seul réseau conjugué de déformation projective,
la quantité « peut étre obtenue par une quadrature. Onvoit donc que,
pour une surface de cette catégoric, on obtient par trots quadratures les
équations finics des courbes qui. constituent le réseau conjugué de défor-
mation projective, ainst que celles des lignes asymplotiques.

20. Cas ot le réseau conjugué unique de déformation projectice se
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rédutt a Lune des familles de lignes asymplotiques. — Dans le cas o,
pour une surface (8), il v a entre «, ¢, o deux relations linéairement
indépendantes, ces relations ne peuvent pas étre

-z == o,
car les équations (35) conduiraient & o = o. Mais il peul arriver que
P'une des deux relations soit de la forme

[ U
dans ce cas, le réseau conjugué de déformation projective serait délini

par I'équation différenticlle

m}==0;

il serait formé de T'une des familles de lignes asymptotiques. Voyons
st ce cas peul se présenter, el quel est le degré de généralité des sur-
faces correspondantes.

On aura évidemment, d’apreés (35) et (36),

¥ == 0, [0y du] == 0, L2 7=0] .
. . . . .« ’ . 3 . .
par suile, Cingariant projecii f . est égal a -5 etil est facile de voir que,
téciproquement, s’ik en est ainsi, U'équation
du =21 (o — 94)

est complétement intégrable.
Le systeme de Pfaff qui donne les surfaces cherchées est done

W, == 0,

0y ™= 0)a, )y == G,

B2 == Oy, By =7 M2y

@31 == 0)op, Mga " Oyg,

O W= R AW, - G0,
(37) C oy = am + 25w,

)

Mgy Wgg =3 oWy —+ 3 B,

- 1
Wy = JAON - 5 [OFN

030 =52 V0|~ a,

g == OOy ~t L0y,
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et il conduit aux équations quadratiques extéricures’

o T3 -
wi(do 4 = — al — Zum,) =o,
O\ 3 ! 2 /o
- R ‘————-——)‘ 7 \ o
! [mg ((/ﬁ “+ 5 — 23— éw.)l ) | ==z 0,
(38) A s SR
oy dy ] | mado| + (200~ 3v3)|wm,] =0,
[wido |+ [wadl] - 1(2e— o3) [0, =0,
0 5,

o]+ (52 =228 [om] ==o.

Il est manifestement en involution et sasolution générale dépend de
cing fonctions arbitraires d'un argument.

dar suite, les surraces non réglées projectivement dé formables dont e
réseau conjugué de dé formation projective se réduit-¢ une des familles
de lignes asymplotiques dépendent de-cing fonctions arbitraires d’un
argument ; les caractéristiques du svsteme différentiel qui les définit sont
les lignes asymptotiques des sur faces intégrales, les unes comptant quatre
Jots, les autres une fois. ‘ '

Pour ces surfaces, la quantit¢ z est connue par une quadrature, et
par suite les lignes asvimptotiques de la premieére famille par deux qua-
dratures. On ne peul plus rien dive de particulier relativement & la
seconde famille de lignes asvmptotiques.

Les surfaces admettant «o' réseaux conjugués de déformation projective.

21. Etant donnée la forme (34) des équations qui donnent les
valeurs de u et ¢ pour les différents réseaux conjugués de déformation
projective de la surface, on a

== kytey = Koty

R SR S, -

avec deux constantes arbitraires %, %;. L’équation différentielle des
réseaux conjugués est ici de la forme

ki(uiof—ey03) + Kk (tsw?— vyni)=o.
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Les deux résecaux conjugués particuliers (u,, ¢,) et (u,, ¢,) sont
obtenus par lintégration d'un systéeme d’équations différentielles
linéaires dua premier ordre (34). Ce systéeme une fois intégré, on a,
sans nouselle intégration, les équations fintes des lignes asymptotiques.
Lin elfet, les deux expressions \u, o, et Vu, w, étant des différen-
tielles exactes, le rapport 5711: de deux facteurs intégrants est une inté-

Vi
grale premiere de I'équation o, =o, ¢'est-a-dire de I'équation des
lignes asymptotiques de la premiére famille. On a de méme les équa-
tions des lignes asymptotiques de la scconde famille. Si alors £ et 9
désignent les paramétres, ainsi connus, des asvmptotiques, I’équation
différentielle du réseau conjugué de déformation le plus général est de
la forme '

[l fi(2) b by fulE) 22— [y, () hy 92() | de*= 0

~avee des fonctions connues /1 (%), /2(2), 9.(n), g:(n). Pouwr chaquc
valeur numérique du rapport ok les équations finies du réseau conjugué
correspondant sont données par des quadratures. .

o . wu, Oo ,, - .

St Pan des rapports — ou (—— était constant, les choses seraient un
“1 1

peu modifiées : on aurait alors les lignes asymptotiques par des qua-
dratures.

22. Il importe d’avoir une idée du degré de généralité des surfaces
qui admettent «' réseaux conjugués de déformation projective. Remar-
quons d’abord que, s’il existe entre u, ¢, w une seule relation linéaire,
cette relation contient nécessairement ¢; sinon, en effet, elle serait

de la forme
¢ = hu,

et lon déduirait des équations (30)

w(m,-— hmi) == o,

- ce qui est absurde.
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Cela étant, soit’
1y /)U - l]‘" = 0,
la relation unique qui existe entre u, ¢, a°. On en déduit, d’apres
et (31),
dp = p(— am; —+ Bw,) + p(po;+ gwy) —— 2(1 — 2u) 0y,

dy=q( oan,—Bos) + q(po+qgo:) - 2(1—2v)w,.

Le systeme de Pfaff qui donne les surfaces cherchées est done

By =20,

G) 3 == ) a, ay T Oy,
0) 13 = B, Mg == My,
Oy =5 Wag, G)ge 7= W,

011 = W == 2+ B,
(39) [ BaT me = oy - 2 By,
s Wy — Bog == S0ty ~i- 3By,

1o == Aty ~- [L6)y,

Mgy == W‘)i e pOay

gq T POIy - Ao,

l dp == p(~- ooy -+ Poy) 4 p(po -+ qgmy) — (1t = 2n) m,,
dq =q(- oy Bws) -+ q(po -+ gm) — 2(i~ 29)oy.

Il conduit aux équations quadratiques extérieures

/ 4 2 :
i lr,)1<dog+1__.o¢]3_3 __:—);w,)z)J = 0,
>
- /

) 4 - Py N\

I‘c.)2 (dﬁ 41— o — TP — {'3- umt)] == 0,

[y dv] 4 [wadp] + (2 pt — 3v3) [wyws ] = 0,
(ho) “Nowydo] + [wedh] 4+ 4(dae— 0B) [wym,] =0,

Lo dh] +[w;dp.] + (Bpa—22f) [mym,] = o,

- o N
I ) (dv —+- EfllJ-'r—‘J(})g )-l =0,

/7

[on(de—2pi=s0) | =
| Wy | A — ;p[J—— V() i = 0.

N

Ann, Ee. Norm., (3), XXXVIl. — Ocrosr 1420, 38

{30)
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Le svstéme (3g) n’est manifestement pas en involution. Posons,
d’apres (40),

\

- . 4 3
| do == oy + oziJ—Jf—g‘u.—;—;v—l)m;.,
o

. s, 2 4 -
ds = dp+§-y—}—§’J»~l oy =+ Ly,

3

dp = =p(—v)0g + a0,
’ / 2

(1) { 2

3
dv =y, 0, — 5 q (- —v)wa,

3
dh = (4la +a)w, + (27[3-— Sua +SPr— v> M3,

2
. . o
Ldp = (zpz »»»»» 39 — ;f/[J.—‘J)O)] + (4pf -+ ) o,

/

Les équations de Plaff (41) conduisent aux équations quadratiques
extérieures

2 2 2
‘ [m, (dm—-— 2By + 3 Vi 2pp— 2Py — g op ‘3‘“”"2)] == o,
. .

[r:»;»(dﬁr 2o, -+ % Pr—2q P 2gy+ %BH-— %ﬁvon” =o,

J

I

fondn]— [ (8 + §q) s (Fpr+62—3) (s ~v>] [mio] =0,
3 5 -
[wadps] - [(d -+ ;p)[h_»-i— <—4—])(/ + 6 — 3> (p— u)] [wimy] =0,

[0y do] +

3 pory + gpv,” 3o —1bpat

+ (%7. op - —?p?) (p—v)+2k(apm— 1)] [0 s ] == 0,

[wads] — l3 vB, %qvg—— Jag —15 3?2

— <f_7.@q_ %ﬁq!)(y.-—v) ~2p(2 v—-r)][m,o)g].:o.

2
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)

On en déduit immediatement

= o
. o ~
(43) llﬁ:[ vB,+ - (];.L,—Syo'ml.)vs
(276, 13 o\, . .
— (5B — 7)) roa(ay—1) |
\ y .
2 - ] 3 N 27 ~ , .
—t= .J{J.ll—r— -5[) Yy OEJ 7

/ :)-v

-+ ( ——yp — —1;-) (—v) + 2h(2p —1)] M,==03
d’owt

[ ) ) . o -
Coday Tz ooy | 252+ SV + 2 ( P ;a) (- — ‘J)J W,
5] o

i [IPAN 4
dB, = [2133+ 7 a2 (‘/ -3 o) (= ‘J)] o=+ oo,

I 0
(44) ¢ 3 ‘15 ’
dsy =V, + (f) —+- E(/> vy —- (—?;-/11/ +6v ——3)(‘0 ----- v')]m.,
i 3 15 . o)
(/(J.2 = (a -+ ;]')> [42 = <7|—p7 +op — o’) (p— ))] 9y =+ Lapha,

avee la relation finie

/

T , . 7 . ‘
P = Py VAo 6plp—v)a + (Z/r —gpa )vl

-

e 75 35 -
-+ 2pg 4 QO[J.’J.J‘** ( Jopa?— {,‘—)lﬂz —_ -—8—/134— 2/./;> (p-—v)

\

P I P N
fay ng.z-y-;f/y.n———u'v:,]f‘,, “‘6(/("’—")P" <Lr- 79H)'*2
o 4

»~ 3.’
- . g 7 R
- 2vG = 20 Y30 — (30(/;31-- g — S0+ 29(/) (- —v).
\ 4

On déduit de 1a les deux relations

\

0o, 15
Iy (7/"' - ‘7’/"3‘) Y1
I 2

/

W = v -I—J)(u-—v)—x'uy
g YRS 2[ - 1[4

!

"

s 8
:::(u1+5*12)(322+<§u+—(//~}— Pq - ) Jga ==y

(43) ) i
. 9 , 15 .
VPaaa = Paar — [:"‘ (/( =) + 14 ‘JH] Pa2 <c7l) /e rY ’/;—’).’Jﬂg

8 3
= (o 3p2) oy - e + E/'ia "1‘
\

—~] O

N
X
+

Py—1
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les termes non écrits ne dépendant que des lettres sans indice ou
a simple indice, et ott les notations o, ,,, v,;,, Bays, Lass désignent res-
pectivement les coefficients de ©,, w,, ©,, », dans (/o:,,, av,,,
dBssy dpss. |

Or on a, en employant des notations analogues,

O

Ty = 4 5% m'f‘ghu“‘
) N
(2= !
V== 93 = = ) Yy )
\
o ’ 2
D2ay T 4 D02 g.’-’nz”“ )
PR
\ 3
P22y = (59‘ + = P) T R

les termes non écrits contenant deux indices au plus. Les relations(45)
diflérentiées donnent alors

- 'S 3 3
(pa 4 3B ) o+ (5( -+ */)w Py )
) o » 8 3 B b A
(v 3 var)Bans - 7Y+ 59 - T[N/ — 1)1.1.22._, ‘...

On obtient ainsi trois relations entre o,y Vi (s Buuns Layas et des
calculs qui ne présentent aucune difficulté montrent que ces trois
relations sont linéairement indépendantes dans tous les cas. Par suite
Oy 1is Vigrs Danas Bass peuvent s’exprimer au moyen d’une méme indé-
terminée 7 et des quantités & simple ou double indice. Mais alors on
voit immédiatement que =, et =, sont déterminés au moyen des autres
quantités, de sorte que l'on est ramené a un systome de Pfaff dans
]equel les différenticlles des inconnues a, B, 1, v, A, 5,5, %, Ba, Py ¥y
005 Bauy Viyy Ueaas T SONT ¢\p11mees linéairement en o, ¢t o,, les coefh—
cients n mlroclmsant aucune inconnue nouvelle. Si ce systéme est
complétement intégrable, ce que rien n’oblige & croire a prior, les
surfaces cherchées dépendent de 15 constantes arbitraires (indépen-
damment des constantes qui définissent leur position dans Iespace
projectif).

Par suite, les sur faces admettant »' réseaus conjugués de déformation
projective dépendent au plus, st elles existent, de constantes arbilraires.
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Les surfaces admettant =2 réseaux conjugués de déformation projective.

23. Pour ces surfaces, la relation linéaire (32) en w, v, ¢v est iden-
tiquement vérifice. Elles sont done caractérisées par les relations

=y,

[dpw, | =|dve, | =0,

c'est-a-dire parla propriété que les dewx (neariants projectifs u. et v
aient une valeur commune constante. Elles font partie de la classe plus
. générale des surfaces nommées par M. Fubini sweluces asymptotico-
tsothermes (voir n°® 29).
Pour une valeur donnée ¢ de la constante, les surfaces en question
sont fournies par le systeme de Pfafl :

- Ly =0, .
M5 Oy My T O,
)12 =2 0) g, (o T M)y,
oy A | ]
)y Wyo == 220y = S,
(/(; . F R T A T +A,’.,.
~|~) g 1aa Wog - A A,.J»L_),

o 9%
o)y — Glgg == D %My ~t= O Iy,

Mg == Ao)| = Ca,

Glyg == CO)y = Oy,

L g0 == po)y = A
Il conduit aux équations quadratiques extérieures

[0,(de +T=52¢ = aBw,)| =0,
[w3<t'113 -+ [ — 26——05[30)1>] -0,
|w,(dp + 3¢p—202 m,)] =o,
[o,(dp — 46Bws)] + [wa(dl — (hawm )] =o.
Ces équations conduisent a poser
do=ocw, + (a8 -+ 2¢ —1)ds,
A= (B + 20— 1), By,
dl == (4la+a)m + (288 — 3 cax)m,,
do = (202 -—3¢B)m+ (405 -+ 5 )ms.
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On voil ensuite facilement que 'on doil avoir
(19) do= (—3¢B3,+ 3as+15¢3 4 2p — jpc)oy

4+ (—3co,+3Bo+1dca+ al.—fhe)m,.

Les équations (48) et (49) conduisent alors aux ¢quations quadra-
tiques extérieures
{ Lon(doty-~2Bao)] = o,

30 :
(50) ( [0,(dB, — 2af,w,) | =03
(31) clogdBs]+cloyda ]+ 2¢(yam — 758, — 102" +105%) [0 0, ] = 0.

Cela posé, deux cas sont & distinguer :

1° La valeur constanie des deux ingariants . el v est nulle. Dans ce
cas, il ne reste que les équations quadratiqués extéricures (50) el les
sur faces correspondantes dépendent de deux: fonctions arbitraires d’un
argument : les caractéristiques du systeme de Pfaff qui les donne sont
les lignes asymptoliques.

2° La valeur constunie de . el v n’est pas nulle. Dans ce cas, les équa-
tions (50) et (51) permettent de poser
{ doy= (7 +1hao, — 20a*)n, - 252, 0,

(52)

[ d3s=225,0,+ (7 +145B,— 2032 )m,;

d’ott 'on déduit

I~

(53) dy=[3ay-+ (603" —125,) (2c-—1)|m,
+ [ 3By + (Boa? —120) (2¢—1)]w,.

Le o systeme de Pfaff formeé des équations (46), (48), (49),
(52),(53) estalors completement intégrable. Les sw fuces (S) cherchées
dépendent essentiellement de huit constantes arbitraires, mais se partagent
en classes de surfaces toutes projectivement applicables les unes sur
les autres, ces classes dépendant de cing constantes arbit"aircs;

En réalite, les seules constantes essentielles, pour ces classes de
surfaces applicables les unes sur les autres, sont celles qui inter-
viennent dans les relations qui existententre a, 8, ,, B,,y (voirn®26);
or ces relations s’obtiennenten intégrant le systeme de Pfalf obtenuen
¢liminant o, el w, enlre les deux premicres équations (48) et les trois
équations (32) et (53). Il ne reste donc que trois constantes arbitraires
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pour les classes de surfaces projectivement applicables les unes sur les

autres el correspondant a la méme valeur ¢ 7: o des invariants y. et V.

24. La recherche effective des surfaces en question est liée a des
problémes classiques. La forme différentielle quadratique

.

T = 20 0

est, en effet, de courbure constante (). On a

w,=mo], wy=— [w,@],
en posant .
. @ = By, g

les équations (41) donnent alors
m = v—1){mm,].

La courbure de la forme o est done 2(u—+ v — 1), qui se réduit ici
a la valeur constante 2(2¢ — 1). :

Cela posé, on trouve, par un calcul que jomets, les expressions
générales de w,, 0,, o, B, A, ¢.

Supposons d’abord la courbwe 2 (2¢—1) différente de zéro. On
ohtient

{ . T o /Y, dx ! 0 /X dy
| ) == ———= N T y == ———= ; Y v —
Vi—oac X & — V1 —ac N
_— > 6 /S ' . l - ,\'5
o= x—..c\/ v (1 gy <)
. N - \-
B=\1—2c i/% Qx + ‘—;-m — )T)a
Gy ey iy ¥[8 X1 N € e
\ A P o (r—)? 5 € a—y - ';Su'z N7
+ x 2P XY(0) + Ayt ko 4 /.’:,J,
20
B W Y 1 Y/ c v
s=(x—y)2X *Y *|-c¢ ——c oyt Y
v (e =X Y [?,l (y —a)? -)‘b‘y —= ,480'} (©)

\ . - ]QO‘) Y <0)+/‘1,7 'f‘/".’) - /.:}»

(1) Foir ci—ziprés, n® 33.
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oit X et Y soul, si ¢ n'est pas nul (), deux polynomes du sixicme degré
au plus, le premier en 2, le second en y, les coefficients de ces deur
polynomes étant les nidmes. On obtient une classe de surfaces appli-
cables en prenant pour X et Y des fonctions déterminées, et en faisan(
arier les conslantes 4,, £, £,. ‘

Les équations des réscaux conjugués de déformation projective
sont

dx® dy?

) N ‘ . o oL a)
(kya? 4+ hyx + /\"3)T: (/«‘lh)"'*.— /n'g_}’ + hy) T; -

quant aux lignes de Darboux-Segre, elles sont données par équation

dxz®  dy?

X Y

1l semble, dans le cas ¢ == o, qu’il y ait =™ classes de surfaces appli-
cables les unes sur les autres; mais il faut remarquer que 'on peut
multiplier X ¢t Y par un méme facteur constant et que, de plus, on
peat effectuer sur @ o y une méme substitution homographique.
Autrement dity on peut pns'or

= g+ hy - m X
T /13 2 - /l.',’ o (lliix + /1"ry)l; ’
- byl my

Ty ke T Uy

ce qui réduit de quatre unités le nombre des constantes essentielles.
On peat encore dire que le parametre 2 des lignes asymptotiques de la
premicre famille n’est défini qua une transformation homographique
pres ().

On obtient sans difficulté le systeme d’¢quations aux dérivées par-
tielles linéaires completement intégrable auquel satisfont les coor-
données homogénes fixes d’un point de la surface. En posant g, =o,
ce qui est permis, étant donné le facteur arbitraire par lequel on peut-

(1) Sic est nul, X el Y sont deux fonclions arbitraires, la premiére de ., la seconde
de . .

(?) Les parameires x et y sont les paramelres projeclifs des génératrices rectilignes de
dr dy

la sphére qui admet pour ds? la forme (¢ —1)m my= T
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multiplier toutes les coordonnées homogtnes, on trouve, en posant

. “da “dy
= == 1 :/ =
% \,/\ \/\

le systéme

S S A B e NNV DU R VT PR
T—y i \1—ac®—Y Jon  1—ac tzL(x——_y)2 _Nzc.z'—_r—'_"' -
VY %_ﬂ I VY %,_ I ic Y e Y/ 4. |9=0,
T—y 00 \i—sca—y0di 1—acl2 (a—yp 2°r—y

ot les fonctions entre crochets sont celles qui entrent dans les
expressions de A et de ¢. .

Si la surface (S) est donnée, on obtient facilement les quantités
2, y, X, Y. En effet, une premiére quadrature donne

H= J; "" V — cvfwn.%—,’fm)__,.
/XY
On a ensuite
. .
Hoj= ' dz Mooy s

Vi—ac VN Vi—ac VY
ce qui permet, par deux nouvelles quadratures, d’avoir les paramétres
“des lignes asymptotiques et les équations des lignes de Darboux-
Segre. Supposons ces opérations effectuées et donnons au parametre
d’une ligne asymptotique de la seconde famille une valeur numérique
fixe; on a alors, en désignant par H, et (©,), ce que deviennent Il
et w,, et par y,, Y, les valeurs numériques que prennent y et Y,

dx

( “J"o)z,

W_QJ;;O%:W

d’ot I'on tire  par une quadrature; on a ensuite

. x — ¥,)°
‘\ — ( i J‘.O) .\
Yo Hj
On peut, du reste, donner & y, et Y, des valeurs numériques arbi-
traires. On a par un procédé analogue y et Y.
Ann. Ec. Norm., (3), XXXVIL. — Ocronre 1920, ‘ 39
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Sr . 1 NPT hr
25. Supposons maintenant ¢ = =» ¢’est-a-dire la courbure de la

forme 2 = 2w, ®, nulle. On trouve

0 /Y
= \/ i:d‘l.’
/\ "
P26\

L:Xi\_LyT+

3 522 X" (0) + Ay + &y l ,

[T \7% d)’,

/T
N

F= g\

L _;—‘
o= X ¥\ {7xv+-y'wmr+hw+ﬁ¢~
24

ott X et Y sont des polynomes entiers, respectivementen x et cn y, du
troisieme degre, les coefficients de & ot de y* étant les mémes. Il entre
dans ces polynomes sept constantes, mais on peut poser

& = hyx -+ hy, X=mh}X
o L o .
¥y _71—3‘) —+ Ao, Y _.m71——g-\

ce qui réduit de quatre unités le nombre des constantes arbitraires.
Les équations des lignes de Darboux-Segre sont ici

It
et celles des réseaux conjugués de déformation projective sont

kaﬁ)ﬁ:

/
(/'!7"*-/'1) Y

les unes et les autres sont obtenues par des intégrales ellipigues.
. I \ ‘ .
On trouverait, comme dans le cas ¢ =% - le systéme d’équations

linéaires auxquelles satisfont les coordonnees homogénes d’un point
de la surface: en posant

l 4

0= / =,

. [dz
e iy
'./Wf
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1l s’éeril

fl

A A C T

PER R T [ I e L@t N )+ e fy 9=,
J29 =07 1 . I -

;}—F — VY -(-)-:7 l-,;—l'\'" g“}" Y’ (0) =~ /.';;y -+ A ] f=—=o.

Les coeflicients sont des fonctions elliptiques uniformes de %, .
Si la surface (8) est donnée, on obtient par une premiere quadra-
ture

1 == T)/__{__,{_ — e‘/;‘l"ﬁ« Sro, ’
A
puis
”,”l“:g;’i’ Hoy == "T/_);,
VX Uy

‘
ce qui donne, par deux nouvelles quadratures, les paramétres des
lignes asymptotiques et les équations des lignes de Darboux-Segre. En
donnant au parametre des lignes de la deuxieme famille une valeur
numérique lixe, on a

miy, 0 YeHy

doo A0
el 'on a de méme y et Y.

Conditions d'applicabilité projective de deux surfaces non réglées données.

26. Placons-nous maintenant & un autre pointde vue. Donnons-nous
deux surfaces (S) et (X) et cherchons :
1° A reconnaitre si elles sont projectivement applicables I'une sur
Iautre; ‘

29 Dans le cas ou elles le sont, & déterminer la correspondance
ponctuelle qui réalise application. ‘

Remarquons d’abord que, si deux surfaces sont projectivement
applicables I'une sur Pautre, les invariants projectifs «, 3, v, v ont,
d’aprés (15) et (28), les mémes valeurs numériques en deux poinis
correspondants des deux surfaces. Il en est de méme pour tous les
invariants qui en sont dérivés, en convenant d’appeler dérivés d’un
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invariant | les quantités I, et I, définies par
dl = Il’x)l—l.— Ii [OF]

Remarquons du reste que, d’apres (25), g et v peuvent étre regardés
comme dérivés de o et B, puisqu’on a

9,

— 1
g

(€]

Il

Cela posé, plusieurs cas sont a distinguer.

I. Les invariants projectifs o. et B de la surface (S) ne sont liés par
aucune relation. — 11 faudra alors que les invariants correspondants o’
et B’ de (2) ne soient non plus liés par aucune relation. Formons alors
pour chacune des surfaces les quatre invariants dériveés

gy Py 16“ Ma-

Il faudra, powr Uapplicabilité des deux surfaces, que les quatre inga-
riants o, %y, By, B, sotent, pour les deux surfaces, les mémes fonctions
de o, 3.

Réciproquement, s’il en est ainsi, les deux surfaces sont projective-
ment applicables et 'on a sans intégration la correspondance ponc-
tuelle qui réalise 'application. En effet, établissons la correspondance
ponctuelle définie par les relations

ol = a, B=2p;
on aura en méme temps
oy = oy, oy == oy, Bl=Bi Be=1Es.
Or, de
do == ot )y~ Uy 0y, do' =o' Q-+ o, 2,,
df =By, + Baon, dp'= (), + B, 2,

on tire ¢videmment

9—1::—0)1, .422:: [OFYY

et par suite la correspondance ponctuclle considérée réalise effective-
ment 'application des deux surfaces.
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Il est & peine besoin de faire remarquer que nous avons supposé
particularis¢ completement le systeme de référence mobile attaché
a chaque surface.

I1. Les inpariants projectifs o. et B de (S ) sont liés par une relation et
une seule. — Il faudra alors que les invariants «’et B’ de (X) soient liés
par la méme relation unique. Supposons alors, pour fixer les idées,
que Pinvariant a ne soit pas constant. Formons ses invariants dérivés
o, et o,. Il y aura deux cas a distinguer :

1° Les invariants o, el o, ne sont pas tous les deux des fonctions de o.:
Supposons, par exemple, «, indépendant de «. Nous formerons les
invariants dérivés de «,, soit «,, et «,,. Il faudra et il suffira alors,
pour 'applicabilité des deux surfaces, que o, «|,, &, s'expriment en
fonctions de &', | de la méme maniere que «,, ¢,,, %, s’expriment en
fonctions de o, #,. La correspondance ponctuelle qui réalise "applica-
tion des deux surfaces est définie par les formules

ol = o, oy = o;.

2° Les invariants =, et %, sont des fonctions de = : 1l faudra que «|
et o, soient aussi des fonctions de «’ et s’expriment en fonctions de «’
de la méme manicre que «, et «, en fonctions de .

Réciproquement, s’il en est ainsi, supposons «, 5= o et considérons
entre les deux surfaces (S) et () une correspondance définie par les
équations

a'=o, Q)= w),;

cette correspondance réalise 'application des deux surfaces, car des
équations précédentes et des identités
‘ dot == oy )+ Sy, do' = o) Q, -+ oty Q,,
on déduit
Q= 0wy.

La correspondance qui réalise I'application dépend donc d’une
constante arbitraire.

Il semble que, pour obtenir cette correspondance, il faille intégrer
une équation différentielle absolument quelconque; or or peut se
ramener a des quadratures. Cherchons en effet, pour w,, un facteur
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intégrant de la forme /(). On a, d’apres (26),
L/ (z)me | == f(a) o]+ (%) 2, wm ]

il suffit done de prendre
’ J(zy =z
-

I

ce qui donne /(=) par une quadrature.

L. Les invariants projecti /s o et 3 de (S) sont des constantes. — 1l faut
alors que 2’ et 3’ solent aussi constants ct que les valeurs des cons-
tantes soient les mémes.

Réciproquement, s’il en est ainsi, la correspondance définie par le
systéme de Pfall, completement intégrable,

realise Papplication. Cette correspondance dépend de deux para-
métres arbitraires. On peut 'obtenir par des quadratures.
Supposons d'abord, en effet, x =3 = o; alors on a
o) == o, Wy 0,
de sorte que si 'on détermine sur chaque surface, par deux quadra-
tures, les coordonnées curvilignes x, y; &/, ¥* définies par

dzx =y, dy = m,,

da'==Q,  dy =,
la correspondance ponctuelle qui réalise 'application est donnée par

les équations
22 +a, ¥ =y .

Supposons maintenant « et $ non nuls tous les deux. Les formules
o), =Lm 0], A
- permettent, par deux quadratures, de poser

2y 4+ B, == dII, eloy, = dy,
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et en posant (si %55 0)

on a A
dx ) dy

T 1 (% - a4 RV
AL~ ‘&J) 20 = ‘J‘}

On obtiendra de méme pour (%) deux coordonnées curvilignes 2, .
La correspondance qui réalise I'application est alors

=ax -+ 035, Y =ay— b=

avec deux constantes arbitraires a, .

Remarquons que, dans le troisieme cas qui vient d’étre examing,
les deux invariants v et v sont égaux et constants; les surfaces qui
jouissent de cette propriét¢ ont été examinées plus haut en détail
(23-25).

Il peut arriver du reste que des surfaces, sans admettre un groupe
continu de déformations projectives, admettent un groupe discontinu;
il en est ainsi, par exemple, des surfaces correspondant aux for-
mules (54), si 'on prend pour X un polvnome tel que x°®— 1 ou 2* — a3
la surface admet un groupe discontinu de déformations projectives
isomorphe dans le premier cas au groupe fini tétraédrique, dans le
second cas au groupe octaédrique. La transformation »' =y, v =
correspond aussi & une déformation projective, mais qui se.réduit &
une homographie.

Surfaces admettant un groupe & deux parameétres
de déformations projectives.

27. Ces surfaces, d’apreés ce qui précede, sontcelles pour lesquelles
et 8 sont constants. On a '

4

g

-2, ==V =CcC.

Si nous nous reportons, dans le cas ¢~ o, aux formules (52) et (53),
ol , et B, doivent étre nuls, nous trouvons

y=20a3=2003%,
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d’oli, sans restreindre la généralité,

f=a=y1—a2ac (c==0).
Cela posé, on a les trois cas suivants :

[. w=v=o0, 2B =1. — Dans ce cas on n’aqu'a donner, dans les
formules (54), aux fonctions arbitraires X et Y, des valeurs cons-
tantes. On trouve alors

dr ’ S dy :
=y Yy —x
h=0(x =y 2 (kia+ kyx + k),

p=oa(z— ) (ki y*+ kyy + ky).

Cherchons d’abord si les surfaces ainsi obtenues sont toutes projec-
tivement distinctes. Deux d’entre clles sont projectivement identiques
si 'on peut passer des fonctions A, p relatives & la premicére aux fonc-
tions A, p relatives & la seconde par un changement de variables con-
servant o, et w,. On voit facilement alors que le polynome

ey - hox 4 Iy

peut se ramener & I'un des types

]

Les déformations projectives qui laissent la surface invariante sont
données par des formules de la forme '

Z'=ax-+b, y=ay-+b;

ce sont des déformations proprement dites (c’est-a-dire elles ne se
réduisent pas & des transformations projectives) si elles ne repro-
duisent pas identiquement 2 et g.

Les surfuces des deux premiers types admettent alors un groupe & deux
paramétres de déformations =projectives proprement dites ; celles du troi-
stéme type r'admettent qu'un groupe a un parameétre (z' = ax, y’' = ay),
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et celles du quatriéme type n’en admettent pas. Inversement, les surfaces
du quatriéme type admettent un groupe projectif a deux parameélres et
celles du troisiéme type un groupe projectif ¢ un parameétre.

. u=v=cz£0,B=u=y1— 2c0. — Il n’yadans ce cas qu'a
donner, dans les formules (54), aux polynomes X et Y, la valeur 1.
On trouve

1 dx I dy

My =2~ 3
Vi—2c) —&

W) = /= ’
Vi—acx—Y
Ba)

== (= y ) (bt fax = L) + %03
P (z— L}‘>2(/‘.l“)‘2 -+ /A'-,z)' -+ /-':5) -+ ;_)C

La discussion du polynome k,z*—+ £, x + k; est la méme que dans
le cas précédent et les conclusions sont les mémes.

I o
I u=v= - a=0§=o0. — 1l suffit dans ce cas de donner, dans
les formules (55), aux polynomes X et Y, la valeur 1. On a alors

w, =dx, 0y = dy,
h== Ly =+ Ay, o =/A3y + k.
On peut toujours réduire les fonctions A et p soit &
l==mux, o=my (m==0),
solt a

=l o=l

Les surfaces du premier type admettent un groupe mixte & deux para-
métres de dé formations projectives proprement dites défini par

x'=ctx +«, y=ey+10

’ I e (e?=1);
' =cy +a, y'=cr+b

celles du second type n’admeitent aucune déformation projective propre-
ment dite, mais en revanche admettent un groupe projectif a deux para-
melres.
Les surfaces du premier type s’obtiennent en prenant pour coor-
données d’un de leurs points quatre solutions linéairement indépen-
Ann, Ec, Norm., (3), XXXVII. — Ocrosre 1920. 4o
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dantes du systéme d’équations aux dérivées partielles

d9*0 _db 9*6 _ 0d9 o
Pt L 29, T g Ml

-Celles du second type ont leurs équations de la forme

.l'fl xPrafrardi= (oty - oty oty 4+ o, == 0)

ou d'ane forme dégénérée de celle-li.

GHAPITRE IV.

LES FORMES DIFFERENTIELLES INVARIANTES o ET 4.

28. Nous avons vu (14) que, si I'on fait varier le systtme de réfé-
rence mobile associé & une surface (8) non réglée, pourva toutefois
qu’il satisfasse aux relations

S Wy =0,
(56) < Gy =7 Gay Oy T Gy,

( O)pg = Wy O) 1~ By —— Mg~ Bgg == O, )y =75 (o,

les deux formes différentielles quadratique et cubique

D= REATEOFN

«IJ — m",‘ + wd

- restent invariantes : ce sont des invariants projectifs absolus de la sur-
face. Ces invariants sont rationnels; quant aux expressions o, et w,,
elles ne sont pas absolument déterminées, car on peut remplacer res-
pectivement w, et v, soit par ew, et e*®,, soit par 2w, et ew,, ot1 € est
une quelconque des racines cubiques de 'unité.

La forme ¢ égalée & zéro donne les lignes asymptotiques de la sur-
face; la forme ¢, égalée a zéro, donne les lignes de Darboux-Segre. On
peut remarquer que la forme ¢ est, & un facteur numérique constant
prés, le hessien de la forme cubique ¢ des deux variables w, et w,.

Ces formes o ety posent un certain nombre de probléemes que nous
allons rapidement passer en revue, parce que certains d’entre eux ont
un rapport étroit avec la théorie de I'application projective. Remar-.
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quons auparavant que la forme J n'admet qu'un nombre tini de sub-
stitutions linéaires en ©, et w,; ces substitutions se partagent en trois
catégories, les unes reproduisant la forme o (ce sont les six substitu-
tions dont il est question plus haut), les autres multipliant la forme 2
par 'une ou P'autre des racines cubiques imaginaires de I'unité. On
peut dire encore que, l _forme b étant donnée a priori, la forme = est
déterminée a une racine cubique pres de Uunité. Si 'on porte son atten-
tion seulement sur |'éguation L =o, on voit que toute substitution
linéaire qui laisse cette équation invariante laisse également invariante
'équation ¢ = o. Autrement dit, si dewx surfaces non réglées sc corres-
pondent avec conservation des lignes de Darboux-Segre, lu correspon-
dance conserve également les lignes asymptotiques.

- Le théoréme de M. Fubini.

29. Le théoréme qui counstitue en quelque sorte la théorie de Ia
déformation projective de M. Fubini est le suivant :

Pour que deurx surfuces soient projectivement applicables, il faut et il
suffit que l'on puisse elablir enire elles une correspondance ponctuelle

!

. IJ . . \ .y

trans formant le rapport = des deuzx formes © et b relatives a la premiere
o X Y Y,

U “ .y . !
surface dans le rapport g relatif a la dewxiéme surfuce.

Il nous est facile de démontrer ce théoréme. D’abord la condition
est nécessaire, car si deux surfaces (S) et (X) sont applicables, on
peut choisir les systémes de référence mobile associés aux deux sur-
faces de maniére a avoir '

Q= ), Q== 1,
Qy— Lyo== 0,1 — 6,
Si done le systéme de référence associé & () est choisi de manicre

i satisfaire aux relations (56), celui qui est associé & (X) satisfera aux

relations analogues; par suite, les formes quadratique et cubique ®

et Wrelatives'a (X) satisferont & .

O =0 Q,=90m,ms =0, Y= Q3 - Q% = 3 - 3 == L,
| ==a 1M : 1 3 1 2 ;
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Réciproquement, supposons l'existence entre les deux surfaces
d'une correspondance ponctuelle telle que I’on ait

y
:1‘)‘ —

-6 l-e-

Rien n’empéche de supposer que 'on a ‘associé & chaque surface un
systeme de référence normal; on aura alors

QY wit+wd
2,82, 0y ),

I

en tenant compte du sextuple choix que I'on peut faire de w, et ,, on
voit facilement que I’égalité précédente entraine
== vy, 2y==0)y3

on en déduit
o' == o, p’:; i@,

en désignant par o el B’ les coefficients de la forme biquadratique X
associée 4 (X); mais alors on a, d’apres (23), '

Qy—Q 22— $2g9 7T 032 — W,

==0p == O)p ] " Moo,

et de plus, d’apres les équations (56) et celles analogues relatives

a (%),

Qp==wy, -Q-z:;:‘{)z:n 12 == Wy, 21 == 02
Les conditions d’applicabilité projective des deux surfaces sont donc
réalisées.

Les surfaces admettant une forme cubique ¢ donnée a 'avance.

30. Toute forme cubique qui n’est ni un cube parfuit ni divisible
par un carré parfait peut évidemment se mettre sous la forme = + =},
en désignant par o, et w, deux formes linéaires convenablement
choisies. Les surfaces, s’il en existe, qui admettent pour forme  cette
forme donnée a I'avance, se partagent en trois catégories, suivant que
la forme quadratique ¢ est égale & 2w, ,, ou 2:c@, @, ou 2e* &, @,.
. Les surfaces d’une méme catégorie sont toutes applicablesles unes sur
les autres. Il résulte immédiatement de la que les surfaces de chaque
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catégorie dépendent au maximum de trois constantes arbitraires;
mais, en général, s'il v a une surface dans une des trois catégories,
cette surface est unique, et il est méme & prévoir qu'en géneral il n'y
aura aucune surface admettant la_forme cubique donnée. Cela tient & ce
que, sil’on désigne par £ et v deux intégrales premiéres des équations
@, =0 et &, =0, on peut prendre

o =[5 0)d:,  @y=0(Z,n)da

avec deux fonctions arbitraires de deux arguments; il estvrai que I'on
peut particulariser / et o en remplacant  par une fonction de £, et 7
par une fonction de 7; mais cela ne diminue pas essentiellement
Iarbitraire des ¢léments qﬁi entrent dans @, et @,. On peut dire, en
somme, que la forme cubique & + @, depend essentiellement de deux
Jonctions arbitraires de deux arguments; comme les surfaces (S) ne
dépendent que d'une fonction arbitraire de deux arguments, il est
¢vident qu'il n’y a, en géndéral, aucune surface (S) admettant une
forme cubique ¢ donnée a ’avance.

Les résultats obtenus aux n® 24 et 25 montrent que les formes
cubiques qui appartiennent & =* surfaces non réglées sont données
par I'une des deux formules

. I VXY (clr“ _dy®

o (1— TAC)% (=) \ X Y )’
o /dx®  dy’

L= NY [ - - Y.

v =y X} < X ¥ )

dans la premiére, X et Y désignent, si ¢= o, deux fonctions arbi-
traires, 'une de «, 'autre de v; et, si ¢ 5= o, deux polynomes entiers
du sixieme degré au plus ayant les mémes coefficients; dans la
deuxi¢me formule, X et Y désignent deux polynomes, le premier en ,
le second en y du troisiéme degré au plus, ayant le méme coefficient
pour le terme du troisicme degré.

Les transformations de surfaces qui conservent les lignes de Darboux-Segre.

31. On peut se proposer de déterminer, non les surfaces qui pos-
stdent une forme cubique ¢ donnée & avance, mais les surfaces pour
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lesquelles I équation différenticlle L = o des lignes de Durboux-Segie est
donnée a ['avance. Si 'une de ces surfaces est connue, toutes les
autres pourront étre mises avec celle-1a en correspondance ponctuelle
conservant les lignes de Darboux-Segre. Réciproquement, larecherche
des surfaces (2) qui peuvent étre mises, avec une surface donnée (8),
en correspondance ponctuelle conservant les lignes de Darboux-Segre,
revient au probléme énoncé. Remarquons qu’une lello correspon-
dance conserve également les lignes asxmplotu[u es.
St 'équation différentielle donnee est mise sous la forme

m’f 4w o,

olt o, et @, sont des expressions de Plafl formées au moyen de deux
variables indépendantes’ et v, il est évident que les surfaces cherchées
seront données par I'intégration du systeme de Pfaff

(372 0
. LTI )y, 02y T 6)p,
(97)
? 013 == My, O g ~h Mag = Ggp == Oy -~ O, B2 == 0)ay
i AT Ao IN 0y == {6,

ot les fonctions inconnues sont les paramétres du systeme de réfe-
rence mobile associé a la surface et le coefficient /.

Les équations quadraliques extéricures qu’entrainent les ¢qua-
tions (57) sont, d'aprés les formules (22

[ Lo (900 -+ @22 20010) | -+ [0z (0052 — m10) ] =2 0,
[ (o152 031) ] + [0 (ogy — 020) ] ==
Lwi oy — 030) ]| = [ @2(0gp 4 0017 — 2005) | == 0,
(28) e : b\
[m, (—2— O g mz> l =0,

\

( dt a N\
g B[ — = s~ gy — — Oy ) | == 0
VL ( 00 ¢ ) Y

ol I'on a désigné par a et b les coefficients qui interviennent dans les
expressions
= blww, ], wym o a| @]

1 entre dans les formules (38) cing expressions de Pfalf indépen-
dantes de ©, 0, et des premiers membres des équations (57). 1 est
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done a presumer que le systeme (57) est en involution et que sa solu-
tion dépend de cing fonctions arbitraires d’un argument.

On peut mettre ces résultats en évidence en écrivant les équa-
tions (58) sous la forme

Cdi ° b ]
QT ( 7 T Wy v g '[— s =0,
% . /
> ]

/dt a
_mi (T T Baa T Mgg 7 )y - == o, ‘ 4
a ‘ (3 b N\

\

di a b
(0)1+ € ;) OT ) yg o - B h)gg & gy — Mag = 8 Wga —— My 7m1 ;',»2 o

N

A
(, sy 0 @ P , 9 =2, oz ¢, b, i -
w) -+ %w,) | 3 7 O e 20 ey g gy — G S S

/o

On voit qu'il y a cing familles de caractéristiques, qui sont les deux
SJamilles de lignes asymptotiques ct les trois familles de lignes de
Darbouzx-Segre.

32. Ftant données deuzx surfaces (S) et (X), peut-on reconnaitre s'il
cxiste entre ces deux surfaces une correspondance ponctuelle conservant
les lignes de Darboux-Segre, et dans l'affirmative comment peut-on
delermmer cetle correspondance ?

Supposons qu’on ait rapporté chacune] des deux surfaces & un sys-
teme de référence normal. La correspondance cherchée, si elle existe,
sera donnée par deux relations de la forme

(59) . Q= toy, Q, == Lo,
qui entrainent, d’apres (206),

(6o)

en désignant par o« et B’ les invariants projectifs analogues & « et
relatifs & (¥). Cette derniére relation entraine & son tour

(61) , (== ") [ ] — (g — v) [m 0] =0,

0,

0.
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Cela posé, deux cas sont & distinguer :

1° Si les deux invariants projectifs v. et v relati f5s a (S) sont égaux, il
faudra qu’il en soit de méme pour (X). Les équations (59) et (60) sont
alors complétement intégrables. 10 y a une infinité de correspondances
conservant les lignes de Darboux-Segre, et elles dépendent de trovs cons-
tantes arbitraires. Remarquons que I’équation (6o) s'integre d’elle-
méme par deux quadratures, car aw, -+ Bw, et o’ Q, 4+ /Q, sont des

o . dlk dl!
différentielles exactes — = T On a alors

/‘.I

[::(:7;

les équations (59), qui prennent la forme

: 1 1 .
Q=G+, — Q= C = my,

1
K i Ik
s’integrent par des nouvelles quadratures, car chacun des membres de
ces équations est une différentielle exacte, puisqu’on a par exemple

‘1 A S 1 . ) . .
(\/T(,)1> = Zﬁ{ My s | — T [ddhw, | = /lrﬁl My 0y | — -;;[4(»1(am1 + fwy)] =o.

Les =* correspondances cherchées s’obtiennent donc par des quadra-

tures.
Remarquons qu’en posant

i ' 1
— = dr —w, = dn
R 1 - /(' 2 9

I'équation des lignes de Darboux-Segre se réduit a la forme

(62) dz? - dn = o,

et les correspondances entre les deux surfaces sont
Pe=CEday, 0= Cri+ by

en réalité, ces correspondances sont données par les formules plus
générales

' (63’:1).

= Cé + a, 0 = Ce*n—+0b
t'=Cen+ a, 0= Ce2f + b



- SUR LA DEFORMATION PROJECTIVE DES SURFACES. 591

En particulier, toute surface dont les deux invariants v. et v sont égaux
admet avec elle-méme =® correspondances laissant invariantes les
lignes de Darboux-Segre. Ces sur faces sont caracterisées par la propriété de
l'équation des lignes de Darboux-Segre d’élre réductible a la_forme (62);
en. effet, cette propriété entraine l'existence d'un facteur £ tel
que —/I- w, et 7' w, soient des différentielles exactes; cette derni¢re pro--
priété donne

-

T ; 1 . ,
7—3[ AN IS 72 [w, dk]=o, /l. afw o, ] -+ /-j-_; [w,dii] = o,
d’olt
dl P
T T e Ay — i""’i M

le second membre étant une différentielle exacte, on doit avoir p. =v.

Ces surfaces ont été appelées par M. Fubini asymptotico-isothermes.
Elles dépendent évidemment de cing fonctions arbitraires d’un argu-
ment puisqu’elles correspondent & une méme équation différentielle
des lignes de Darboux-Segre. Les surfaces qui admeltent «* réseaux
conjugués de déformation projective sont des surfaces asymptotico-
isothermes particuliéres. , ‘

2° St l'on n’a pas p.=v, on ne devrapas avoir non plus p'=v".
L’équation (61), en tenant compte de (59), donne la valeur de ¢,

2 {J‘ — Y

.

=

La correspondance cherchée, sielle existe; conserve donc les expressions

de Pfaff

UJI::.\/[J.~VOJI, m-_,:\/‘u-_vﬁ)i-

On est alors ramené 4 un probleme classique. On formera pour cha-
cune des surfaces les quantités a et b définies par

r

v =b[®m ], v, =—al®m ®, ],

ainsi que les quantités a,, @,, b, b,, ..., qui en dérivent :
da = a, w,+ a, &,
db = b, ©,+ b, ®,,
da, = a, &, + @,,®,.

P I I R B R R RP

Ann. Ee, Norm., (3), XXXVII. — NoVEMBRE 1920.] qr
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Si les quantités @ et & ne sont liées par aucune relation, il faudra que
les quantités a’ et 0" relatives a (¥) ne soient également liées par
aucune relation’et, pour P'existence de la correspondance cherchée, il
faudra et il suffira que @/, a,, 0, 0, soient les mémes fonctions de a’
et o' que a,, ay, b,, b, le sont de « et b. Dans ce cas la correspondance
est unique et connue sans intégration.

Les autres cas se traitent de la méme maniére.

On peut remarquer ici que les quantités a et b ne peuyvent pas étre
constantes toutes les deux. On a en effet

S ke SR NV g

8 a(p—v) . Vi !
Pi—

O e —————— =\ — Y,
. 2(p—v) Vi

d’ou
dp. — dv
Of{:)l"}* '[.0)0)2~— :),_%F,——:————T) :(Lwl-'r— bl‘-‘i;:

or le second membre serait une différentielle exacte si @ et b étaient
des constantes, comme le montre le calcul de son covariant bilinéaire,
et le premier membre ne peut pas 'étre, car cela entrainerait p. =v.

On peut déduire de la en particulier que s¢ une surface n’est pas
asymptolico-isotherme, elle admet au plus avec elle-méme »' correspon-
dances conservant les lignes de Darbouaz-Segre.

Les surfaces qui admettent une forme quadratique ¢ donnée a ’avance.

33. Nous avons porté jusqu’a présent notre attention sur la forme
cubique ¢. Nous pouvons nous poser sur la forme quadratique ¢ des
problémes analogues & ceux qui viennent d’étre résolus.

Il n’y a pas lieu de chercher les surfaces pour lesquelles I’équation
différenticlle deslignes asymptotiques soit donnée al’avance, car cette
équation différentielle est pour toutes les surfaces non réglées de la

méme forme
dé dn=o.

Proposons-nous donc de chercher, s’il en existe, les surfaces
admettant une forme quadratique o donnée & 'avance, forme qu’on
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peut toujours supposer étre
C")_—— 2W,Wa,

ol @, et @, désignent deux expressions de Pfaff données. Les surfaces
cherchées s’obtiennent évidemment par l'intégration du systeme de

Pfaft :
53 = 0,
013 = M, WayT=" 61,
(63) S wp =y, 0)q = D23 — Gy — W35 = O, fap = 6,
1
W, = (T, mz::? ae

Ce systéme conduit (¢f. n°® 31) aux équations quadratiques extc-
ricures ' ‘
[ o0y (oo 00— 20;;) ] + [ @y (050 — 0y9)] = 0,
Lo (@32 — 010)] +.L o, (05— 010) ] =0,
Lo (51— w20) ] + [@2(@og =+ 0011 — 2022) | == 0,

AL
I:G)l - Wy — Wog— blmg)J

dt @
[N T — Oy~ Wyo + 7(,), — O.

\

i
1

(64) ¢
—o,

On voit ainsi que les surfaces cherchées dépendent de cing fonctions
arbitraires d’un argument. On peut du reste mettre en évidence les
cing familles de caractéristiques en écrivant les équations (64) sous la
forme

dt
63y T 0 — Wy — Uty ) | = 0,

: (d[ a >]
Wy | — == Maa —+ O+ — W) == 0,
L ¢ ¢

\

) L /de :
(64" (y—  w,) k 7 - Way— W — gy Wy 0y — Wiy ) = o,
/
- \ /4
I dt N A\
(wy—¢ ) T = a0 — & Wy — O £y — My | | == O,
i R dt N A
‘\ (0 — €% wy) - -y — W — ¥y — B+ & 0):,1——0)2“) = o,
L

ol ¢ est une des racines cubiques imaginaires de I'unité.
Sous cette forme, on voit que les cing familles de caractéristiques des
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surfaces intégrales sont les deuz familles de lignes asymptotiques et les
trots familles de courbes conjuguées des lignes de Darboux-Segre.

Etant données deux surfaces (S) et (¥), la question de savoir sil’on
peut établir entre elles une correspondance ponctuelle transformant
'une dans P'autre les formes o qui leur correspondent est un probléme
classique. Si la courbure de I'une des formes o est constante, la cour-
bure de I'autre forme ® doit avoir la méme valeur constante, et la cor-
respondance dépend alors de trois constantes arbitraires; celte cour-
bure se calcule facilement; elle est égale & 2(w. +v — 1). Les surfaces
qui admeltent =* réseaux conjugués de déformation projective sont les
surfaces asymptotico-isothermes dont la forme ¢ est de courbure cons-
lante.

CHAPITRE V.

L'APPLICABILITE DES SURFACES REGLEES NON DEVELOPPABLES.

La particularisation du systéme de référence mobile.

34. Revenons au n° 13, ou nous avions réalisé les deux premicres
particularisations du systeme de référence mobile attaché & une sur-
face (S) quelconque non développable. Nous avions obtenu les
relations ’

( W3= M, Way == 0,

(63) ‘
( 6y = gz - g — Mgy == O,

et nous avions été conduits d un invariant absolu

(66) b ::JnfOHQA—a@nu,_
CP 2000y
Supposons maintenant qu’on ait affaire & une surface réglée et que
les génératrices rectilignes soient les lignes asymplotiques données
par 'équation

-

Wy, == 0,

on aura alors
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~ et 'on pourra supposer, d’apreés (18), qu'on a

Wayp = 3.

Nous aurons ainsi la troisieme particularisation du systéeme de réfé-

rence mobile caractérisée par les relations
(67) . W= 0, 02 =< Wa,
U= wl.
Nous aurons de plus, par un calcul analogue & celui du n° 15,

[o2(05—wy)] == 0,
[w1(03a— wi0) ] 4 [ 2 (05— wa) ] =o,
[wi(@s— 1) | + [02(00) 4+ 01— 205) ] =o0.

35. Quatriéme particularisation du systéme de référence mobile. —

Les formules précédentes entrainent les suivantes :

W3g—— W= a'w,,
0g1— Wap= @’ 0, -+ O 6,
0o+ Wy — 2692 = 0" 61, + ¢y,
avec . .
[wg(da’—— 200304~ 3@ woo— 0322>] = o,
[o)l (a'a’—— 2ty a’a'm—-—w;)I
- [m2<db’; 2010+ 26 wog— waa+ c’a’wl)] =0,
[o.n(db’—— 2004 2 0 wgg— 09y + C' 2 r.)l)_]
-+ [G)g(dc’—*‘[]b)g()"!" ¢ wop— Was + O'C' 4+ Sa’m,)] —o.

Une variation infiniment petite du systéme de référence mobile

. . 4 . . NS ,
entraine pour les coefficients a’, 4, ¢’ des variations éa/, 30, ce

" fournies par

aﬂ': 2 €5+ 3(622—600)42',
617': 2€;y + 2(622'—' e‘)o)[),’
oc' = —bey i~ (Cas— €y) C-

4

On voit immédiatement par suite qu'on peut choisir le systéme de
référence mobile de maniére & annuler @/, 4/, ¢’. On aura alors les for-

mules
- (68)

5 32— 6o == O, 03— Wap = 0,

Wyt W=~ 20y =0,
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lesquelles entraineront
[@atm30] = 0,

(69) o]+ [@am] = o,

[wi010] — 2[@amwa] = 0.

Le systéme de référence mobile ne sera pas encore complétement
déterminé, mais on aura

€10 7= €29 = €39 — 0.

36. Particularisation définitive du systéme de réference mobile. -~
Les formules (69) donnent

Wyg = Gy,

W= o - 2kw,
1 23

W0 =— ko3 -+ By,

avec N EE—
[o)y(df/ = fot gy — ’”“)] =0

Ir;n(da “+ fotwgy— ) ] + 2[0},((1/. 4 3k gy — 22) I =o,
R [0)1<d/n’ 4= 3k wyp — mﬂ)_l - [mg<dﬁ + 2B 0159 — f"-lﬂ).l =o.

1° Cas géneral : k==0. — On peut choisir le systéme de référence
de maniére a rendre £ égal & 1. On a alors les formules

Wgg = G,y
O 5= O~ 20),,
(70) ’
gy =-— &+ Pors,
Wyy = Qlop == 7\6)1 -+ Pway

avec quatre invariants fondamentaux o, §, 4, .

2° k=o0. — On aura dans ce cas

do -+ 4 a(ﬁ)ou"" 0)9))

[”)z<d@ + 20— zz)]
Ce cas se subdivise lui-méme en deux autres :

a. a=s=0. — Alors on peut supposer choisi le systéme de référence
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w
(&)
~a

de maniére & avoir o« = 1, ce qui entraine les formules définitives

‘ W39 = M2,
Wyp = Wy,
(71)
Ry A
? Way = SWa,

v Wag— M= 0,
avec un seul invariant fondamental 3.

b. o.=o0, 3 =£0. — On peut supposer § réduit & I'unité avec

W= 0,
Wy == Wa,
(72) B
g9 = O,
L aa - By = 7"‘)2,

avec un invariant fondamental A.

c. « =f =o0. — Dans ce cas il est impossible de particulariser
complétement le systéme de référence mobile. On a

()9 == Wag== g9 == 0.

Toutes les surfaces qui correspondent & ce cas sont équivalentes vis-
a-vis du groupe projectif et chacune d’elles admet un groupe projectif
a trois paramétres dont la structure est donnée par les formules

6)’1 :2[0)1(&)22——&)00)],
0y, = [@a(mea— 6dg0)]s

!
Wy 0y =0,

Pour avoir ces surfaces, on peut prendre par exemple

o= dt;, 02 = diy, W22 == W= 0,

de sorte que les formules de Frenet généralisées deviennent ici

dA =du A+ diA,,
dA, = dt, A,,
dA,=dt, Ay + de, Ay,
dA;=o.
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Ces équations s’integrent immédiatement et donnent en particulier
. ~ ' ‘ 1 ’0 ~ L ~
A=0C+ £1—+——£t.§ C,+6,Cy+ t,z.z+‘—).-z§ Cs,

en désignant par G, G, C,, C; quatre points fixes. On a ainsi les coor-
données fixes d’'un point de la surface en fonction de deux parameétres.
C'est la surface réglée de Cayley dont I'équation est réductible a la
forme

37. Les surfaces pour lesquelles £ == 0 sont caractérisées par une
propriété géométrique intéressante. Cherchons en effet, étant donnée
une surface réglée quelconque, si les générairices de cette surface
appartiennent & un coniplexe linéaire fixe. La généraltrice variable.
~étant [AA, ], le complexe fixe sera défini par la forme géométrique

al AAL ]+ B[AAS T+ e[ AAg ]+ FLA AT+ o[ A Ayl
En‘exprimant que cette forme est fixe, on obtient

(tla 4 @wgo—+ D1+ D wg+ € — [1g9 — & OJ;,(,)[ AAL]

+ (u’b = Dwgy = waa - € —i—f(n,(.)[/\f\g]
o ((lc + Awe - by Coyg—+ @z -+ gm.o)[:\ Ayl
-+ ((I_f — aw, -+ [)(l)l +fﬁ-\“ -+ Way A 5’0\);0>[ /\ll\g]

-+ (dg "l“f"'—‘ Coy —+ Wy - f:);;a) [!\[ "\3] -+ (C f) 6)2[ '\2;‘\,3] == 0.

On en déduit successivement

JS=c,
a == o,
b=ga,

g (do + botrgg— o ) + bhekw,= o.

On voit que si £ n’est pas nul, il y a au plus un complexe linéaire
fixe auquel appartiennent les génératrices de la surface.

Cherchons dans quel cas les génératrices appartiendraient a une con-
gruence linéaire. [l faut pour cela qu’on ait £ = o, et cela suffit, car on
vérifie facilement alors que la congruence formée par les deux com-
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plexes :
LA ][0 AT et [\ A ]+ 2[4\

est fixe. On a en effet

ATA Ayl [N Aa]) == (0115 wa0) ([AAT] 4 TA AST) = 200, ([ 44 AT 2 A L],
d([\1 A,:}] - [;\‘. \zl) == 200, ([\’\3] - [\[ '\2]) -+ (ﬁ)l 1 &)33) ( [\IA\‘;I - 1[,\\3]).

Sixest différent de zéro, ce qui correspond au cas «, dans lequel on
peat supposer « =1, les génératrices rencontrent les deux droites
fixes

[+ A0 (A= A ] et [(Ai— ) (As— A Ts

on a une surface transformée d’un conoide par homographie.
grap

Sia = o, les génératrices rencontrent la droite fixe [A, A]etappar-
tiennent en outre ag complexe linéaire [AN, ]+ [\, \,]. ' :

Le théoréme de M. Fubini.

. . ! , > PN v - ,
38. L’invariant absolu L—; donné par la formule (66), une fois qu’on

suppose les relations (65) vérifiées peut, comme dans le cas des sur-
faces non réglées, étre utilisé pour la condition d’applicabilité de deux
surfaces.

Supposons en effet deux surfaces réglées (S) et (X) applicables, et
admettons que nous ayons choisi le systeme de référence associé & (S)
de maniére & avoir les relations (65). Le systeme de référence associé
3 (X¥) qui réalise 'application est tel qu’on ait

Q = w,, Q= 0y, Q5= a3, Q55 == 0y,
91.{:0)13: Qs =3
on aura donc
9132522, .(.Z“ = wE, Q11+923+90(,-ad;;—0,
et par suite
vy
T75

Réciproquement, supposons qu’il soit possible d’établir une corres-
pondance ponctuelle entre les deux surfaces telle que par cette corres-

Ann, Ee. Norm., (3), XXXVII, — NOVEMBRE 1120, 42
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pondance on ail
' U

DTy
nous pouvons admettre qu’on a, pour chacune des deux surfaces, parti-
cularisé le systéme de référence mobile de maniére & avoir les rela-
tions (65), (67), (68); on aura, pour toute variation permise de
I'un ou de P'autre des systémes de référence,

|

oy == (€pp — 8“)0)1: 2(600.—622)0)1,

(
0y == (Eyo— €21 ) )3,
o

S S Sy Oy
o)
-
I

o
(73)
‘ (€ €5) L2, -
Qo= (€} ,— C%,)2
Or Iégalité
2
g . L}J ou 225 M
. q) - f? : 521 - [OF)
~entraine
Q= oy, Q== tuw,;

mais on peut, d’aprés (73), modifier le systeme de référence associé
4 (¥') de maniére & avoir w=1. On aura donc

13— @13, Q)

Q=

TI 0, Qo == ty, Q

3T g, Q== )y, 2y = w3

et de plus en prenant les covariants bilinéaires des deux membres des
deux premiéres équalions et tenant compte de (65), (67) et (68),
2[ @7 ( 250~ g — Oz —+ o) | =0,
[93( Qe — Quo = 22+ w0} ] = 05
d’ot .
Qo — Q== 030 — Oy et Q= Q== 0y — 6yp.
Les conditions d’application sont donc vérifiées.
‘On ne peut pas ici, comme dans le cas des surfaces non réglées,
ramener les conditions d’applicabilité a celles d’égalité de deux formes
entieres.

Le systéme de Pfaff d'es surfaces applicables sur une surface réglée donnée.

39. Partons d’une surface (S) pour laquelle nous aurons particula-
ris¢ complétement le systeme de référence mobile. Les surfaces (Z)
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qui admettent une application du second ovdre sur (8), sont données
par Uintégration du systéme de Pfaff

Q =, Qs = w,, Q,—o,
(=) Q= wy, Q2= 6.y,
o Q) — Q== o — w0, Qy— L25== ma3 — .
Q= o, Q= w,y,.

Les deux équations de la seconde ligne entrainent les équations
quadratiques extérieures

[wl (glg:; - s")'ﬂu — Wy wuu)] =0,
[02 (8235 — L0 — @35 wye) | = 03
d’ou 'on déduit immédiatement la nouvelle équation de Pfaff :

(79) Qy — Q== w33 — 0.

Les calculs faits au n° 16 se reproduisent ici sans modilication et
conduisent, en changeant au besoin le sommet B; du systéme de réfé-

rence attaché & (X)), a )
(56) ﬂ Qi — Q0= t33, — 010,
; |
[ Qs — L2 = @y — 0.

Les équations -quadratiques extérieures auxquelles donne naissance
. le systeme de Pfaff’ (74), (75), (76), sout '

S Lo (10 = 010)] )
(77) Loy (50— 030) ] = [02(Q10— w10) ] = 0,

[0 (L2350 — 030 ) ] == 0,
(78) [@e (&g — wa0) ] == 0.

On en déduit

I
LS

) 5 10— Wy === LG,

(79) [ Qu— w3y== tws

d’ott

[ml(d{t 4+ Quwg,— 0-‘22\)‘1 =0,
‘ mg<du ~+ 4 Uy — wzz) l —= 03
d’ou enfin

(80) du =4 u(myy— 035 ) == 0.
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Q.'

Celte derniére équation condult a son tour & I'équation quadrallquo
extérieure ' .
(81) Ul y0,,] = o.

Cas d'une surface réglée dont les génératrices n'appartiennent pas
a une congruence linéaire.

40. Dans le cas général ou les formules (70) s apphquent ["équa-

tion (81) donne
U= 0, )

Le systeme de Pfafl, formé des équations (74), (75), (76), (79) (ou
les seconds membres sont supprimés), conduit alors i la seule équation
quadratique extérieure (78) :
(78) [002 (59~ 030) ] = 0.

Par suite, il admet une-infinité de solutions dépendant d’une fonction
arbitraire d’un argument; les caractéristiques de ce systéeme de Pfall
sont les génératrices rectilignes de la surface (S).

&1, Conditions d’applicabilité de deux surjfaces reglées données. — Les
formules (74), (75), (76), (79) montrent que, si le systeme de réfé-
rence attaché a4 (S) a été particularisé de manitre 4 salisfaire aux
relations (65), (67), (68), (70), il en sera de méme du systéeme de
référence correspondant attaché a une autre surface réglée (L) appli-
cable sur (S); de plus, pour les deux surfaces, les trois invariants
%, A, g auront mémes valeurs numériques en deux points correspon-
dants. Réciproquement, st deux surfaces réglées sont telles que l’on
puisse elablir entre elles une correspondance ponctuclle conservant les
~waleurs numeriques des ingariants «, N, ., ces deux surfaces sont appli-
cables 'une sur Uautre. On déduit de 1a les conditions effectives d’ap-
plicabilité par la congidération des invariants dérivés de o, A, p
(¢/- n° 36). Bornons-nous, sans traiter le probléme général, & exa-
miner les cas les plus simples.

Les formules (70) conduisent &
do = fodoy -+ (fop. — 6h) o,

7

" s 4 .
o) == D 42— -!-(/.' 6)y = Ay,
3
dp. == (hy — It = 2) 3~k Paiy.
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De la résulte que les trois invariants e, 7, u ne peuvent étre tous cons-
tants. ' '
St 2, A, 1 étaient fonctions de 'un d’entre eux, on aurait, soit

z==7 =0, dp. = —om; - (L — p)m,,
SOIt
R ’ . D .
pRE R P = ( Gl 5= )
9 N Sz,

Dans le premier cas, deux surfaces réglées pour lesquelles € aurait la
méme valeur constante seraient applual»lea, dans le second cas, il
faudrait que les deux constantes C et € aient respectivement les
mémes valeurs sur les deux surfaces. Dans I'un et 'avtre cas, chacune
des surfaces considérées admet =" applications sur elle-méme.

Si enfin deux des trois invariants =, A, u sont indépendants, par
exemple 2 et A, il faut et il suffit, pour lappll abilité, que w et 4,
soient pour les deux surfaces les memes fonctions de = et A.

42. La correspondance ponctuelle qui réulise I application de deuwx
surfaces 1églédes applicables. — Les composantes du mouvement instan-
tan¢ du systéme de rélérence mobile sont les mémes pour les deux
surfaces, sauf ., et ©,,: on a, en effet,

Qup— mag= Oy — wy .

On voit donc déja que, si Pon se déplace sur une génératrice recti-
ligne (&, =0), le mouvement d’entrainement de (X) par rapporta(s)
est nul; cela signifie que la correspondance ponctuclle entre deux géné-
ratrices correspondantes des dewx surfuaces est projective.

Le mouvement de (X) par rapport & (8) est un mouvement & un
parametre dans lequel chaque poing de la généralrice commune a-une
vitesse nulle; les différents points d'un plan quelconque passant par
celte génératrice commune subissent une élazion instantance dont le
centre est sur cette génératrice : il v a une correspondance projective
entre les plans vamables autour de la génératrice et les centres des
¢lations correspondantes.

Si I'on sait ’avance (que deux surfaces 1'(">‘lees (8) et (X)ysont appli-
cables I'une sur Pautre, la LOll‘L‘prllddnLO qui realise application
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peut,. en.général, étre obtenue sans intégration : il suffit de faire
correspondre les points pour lesquels les invariants z, A, u. ont les
mémes valeurs. Il n’y a d’exception’ que si les trois invariants sont
fonctions de I'un d’entre eux : dans ce cas, la correspondance cher-
chée s’obtient par des quadratures.

Si, par exemple, on a (n° 41)

a=1Ak=o, dp.==— 20+ (C— p2)m,,
“la correspondance sera donnée par
= Q== 6,3
or la derniére équation s’intégre par quadratures, puisque I'on a
W, =0, Q) =o.

_ Etudions d’un peu plus prés cette catégorie de surfaces et suppo-
sons, pour simplifier, que la constante C soit nulle. Nous pouvons
poser

Wy == dt.
On voit alors sans difficulté que la surface cst engendrée parle point

A=P) —LuPU()—e(P()],

ol 9(¢) est une fonction arbitraire de ¢ et ot le point variable P(¢) est
donné par Péquation différentielle linéaire

dp 1*P >
((—-“T — Zcpfdﬂ ~-2(0 -+ 2)6.1_1__ + (92— )P =o.

dt

La courbe décrite par le point P est manifestement une ligne asymp-
totique, les autres lignes asymptotiques ¢tant données par I’équation

I
— == [ -+ conslt.
.

-—

L'application entre denx surfaces de la famille précédente est réa-

lisée par la correspondance ponctuelle

=, ==t 4 a.
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Surfaces réglées dont les génératrices appartiennent
& une congruence linéaire.

43. Revenons au systéme de Plaff formé des équaticns (74), (75),
(76), (79), (80). Dans le cas des surfaces qui nous occupeit, 'équa-
tion quadratique extérieure (81) est identiquement vérifice. L'équa-
tion (8o) donne I'inconnue = avec une constante arbitraire, et les
autres ¢quations, conduisant a la seule équation quadratique exté-
rieure
(78) [0 (a0~ ma) ] =0,

admettent une infinité de solutions dépendant d’une fonction arbi-
traire d'un argument. Il est, du reste, facile de voir que toutes les sur-

Jaces dont les genératrices appartiennent ¢ une congruence linéaire sont

applicables les unes sur les autres. Particularisons, en effet, les systémes
deréférence mobiles associés a deux de ces surfaces de manicre 4 avoir
pour chacune d’elles les relations (65), (67), (68), et, par suite, des
relations de la forme -

(812>) ’

g Wyg == AW a,
< 0)g T Ay,
( Wy == ;J(J"'
Les équations de Pfafl,
(83) Q‘l =00, "Q:! == Gy Sz;’::} - 9-0(‘): Wz — Blgo,

entrainent alors toutes les relations (74), (75), (76), (79), (80). Or,.
on vérifie facilement que le systéme (83) est complétement intégrable,
si I'on tient compte des relations (82) pour chacune des deux
surfaces.

On voit, de plus, que la correspondance ponctuelle que réalise I appli-
cation de deuzx surfaces données dépend de trots constantes arbilraires.
Iei, la correspondance porictuelle entre deux génératrices correspondantes
n’est plus nécessairement projective. Quand on se déplace, en effet, le
long d’une génératrice commune & (S) et & la surface (X) déplacée le
mouvement jnstantané de la génératrice de () n’est plusnul, puisque

les composantes
Wy, Wrey Wy~ g
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ne sont pas toutes les mémes pour les deux surfaces quand on
fait @, =o.

44. Détermination de la correspondance ponctuelle qui réalise I appli-
cation de deux surfuaces données. — Prenons une surface (S); nous
allons supposer le systéme de référence choisi de maniére a satisfajre
aux formules '

(65) )3 == (), a3 == Oy, W1 = Mg — Wy —— Gy3 == O,

.

et nous formerons la forme différentielle de M. Fubini

U Py
o 20
:

Soit d’abord une surface dont les génératrices rencontrent deux
droites fixes et dont on peut supposer U'équation ramenée a la forme

(84) y =,

ol Z est une fonction de z. Désignons par M le point de la surface de
coordonnées fixes ' :
x, afy, =z, 1,

oM oM  92M

—_ — 3y —— ; 0Nl
ox’ 0z Owds’ a

ct considérons les points.

N\ OMOM M),
[M;;, o WJ -

et
ﬂ . PEM 2l *M
Jdxr 0z 1 Jzds
Posons .
A = kM,
oM
A== ky J;— -+ M,
., oM oM
f\:--«/'zd—s‘ "*"/‘:;’d—m‘ :T'An;M,
J*M oM oM

A:s == ky 2703 - kg T -+ /"3(_); -y M,
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/.-/.~,/.2/.-3-_~%.

On trouve sans difficulté les expressions suivantes des w;; :

i Kl
)y == 71(/7 — /I—;*‘/‘.') [
AT // ds,
U ke, ks Ty
T— (/— — /—_’dkz.’ + </.'/_ 7 > ds,
A ey e ks s
_odky ey, [ hes - by by K B
P Ay Ed.r - ko by o Lk o T) =
"/\'1‘ Loy b
s == ( T. — /—-"/.> ds,
QITE /” iz,
ll-r- \ o (
— (A_/l -+ ./._" (lj/ /“ zl )
A,/.7 /.8 ke, ks ks /”) '
22 3 2 I
(%, m) [/.;" (/ T ERIT)
- ("l/.', N /‘—"d- ks A feq (/_ ‘ ky' /”‘) ds
2 R T TR\, T

~e.

f)ay =72

/., . (_/r_:4+ﬁ'q Z”‘)

/

Les relations
: )3 == W, ~)yg ST )y
conduisent d’abord &

I

hy—%

\/ A
VA
77 5

fhy=rl, ky=

1
fy==— = fy>
9

la relation

W1+ ey — Wyp— My =0 ou 6y~ Wy == 0
11 J 3 1

donne enfin, en tenant compte (les résultats qui viennent d’étre
obtenus,

feyley=kyky,
' kg A

- 7
- 7

1
. = L —- —_
s ey S WA

Ann. Ee. Norm., (8), XXXVII. — NOVEMBRE 1g20. 43
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On en déduit
VA

6 = — (d\L—-t E"—\L'Z—’-({:),
A.
wy = —ds,.
LA éz/'e
....... UAy 2 /s
(.l)g[———*‘—‘2 ‘IJ/ Z — (3
et, par suite,
'//'//!/ _‘:E///J
——-*-,——,,'———‘[13:‘
(83) v N S —
5 L= 7 .
@ 4 dx 1 7
. b - -+ - ds

Dans le cas d’une surface réglée dont les génératrices appartiennent
4 une congruence linéaire parabolique, surface dont on peut supposer
I’équation ramenée a la forme

(86) y=a5-+ 1,
on trouve, par un calcul analogue,
J I 7" 3
(87) ‘ e
. i de -+ =1"ds

et, dans le cas d'une surface d’ équation (86),
E:w+él’, -n::j\/7/7d3.

La correspondance qui réalise I application de deux surfuces réglées
dont les génératrices appartiennent a une congruence linéaire (non
nécessairement la méme pour les deux surfaces) est définie par les

équations

avec trots constantes arbitraires a, b, c.
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Considérons, par exemple, un hélicoide réglé 3 plan directeur défini -

en coordonnées cylindriques par
&x = rcosf,

¥ =r sin¥,

L s=h5;
on alci
/Z—tana—s
7’
. KA
i=log—> n=y/2%.
Vi

L’hélicoide admet =? applications sur lui-méme par les formules

O'=cl -+ b, r=ar®,

On voit bien la nature non plO]ectwe de la correbpondance ponctuelle
entre deux génératrices qui se correspondent. .

"On peut remarquer, du reste, que, dans le cas d'une congruence
linéaire non parabolique, £ est le logarithme du l*apportanharmomque
formé par le point M, le point ou lva génératrice rencontre une asymp-
totique fixe (@ yZ'= 1} et.les deux points ou la génératrice rencontre
fes deux directrices rectilignes de la surface : ¢’est donc, en un cer-
tain sens, 'abscisse cayleyenne du point M sur la génératrice dont les
deux points a l'infini- seraient sur les directrices de la surface. Si la
congruence linéaire est parabolique, & est encore I'abscisse, mais dans
la métrique dont I'absolu sevait formé par un point double situé sur la
directrice rectiligne de la surface.

Les surfaces du second ordre.

“45. Avant de passer aux surfaces développables, nous avons a dire
un mot des surfaces doublement réglées pour lesquelles la forme
cubique ¥ est identiquement nulle : ce sont les surfaces du second
ordre. Elles sont évidemment toutes applicables les unes sur les
autres, et un calcul facile montre que, pour réaliser I'application, il
suffit de faire correspondre les génératrices des deux surfaces suivant
des lois arbitraires. La correspondunce dépend winsi de deux fonctions
arbitraires d’un argument.
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CHAPITRE VL

" L'APPLICABILITE DES SU RFACES DEVELOPPA BI,ISS:.

46. Nous n’avons pas ici besoin de particulariser complétement le
systeme de référence mobile attaché a la surface (S). Nous ne le ferons
que dans la mesure ot cela sera utile pour I'étude de 'applicabilité.
Il est en effet possible, comme nous allons le voir, d’appliquer 1'une
sur I'autre deux surfaces développables quelconques.

Partons de deux surfaces développables (S) et (X). Nous supposons
en principe le systéme de référence choisi, d’'une manicre déterminée,
en chaque point de (S) et nous laissons pour le moment, au systéme
de véférence attaché a (X), tout I'arbitraire possible. La forme quadra-
tique '

U= W Wy Wy

est ici un carré parfait'et nous pouvons choisir le systéme de référence
associé & (8) de maniére i avoir

) ‘ W3 = 0,
(88) <
( Way == M2}
il sera toujours possible de choisir le systeme de référence associé
a (X) de maniére a avoir également

5 Q

!

(88 | Q=@

2,

mais nous continuerons, cette condition réalisée, & laisser a ce systéme
de référence tout I'arbitraire possible.
Les équations (88) donnent

[0a20,2] =0,

— [y ] -+ [ 0a (0 =+ 0y — 205) | =0,

et les équations (88’) donnent des formules analogues. Il en résulte,
en particulier, que w,,est linéaire en o, et Q,, linéaire en €,; soit, par

exemple,
W =a o,
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De cette relation, on tire

, .
wal det — )04+ @' 2ty = Wy — ] — 26 —=o0
Bt AN 10 T 2 gy 1 Wy Wy 23y ) | — 0,y

ce qui montre que I'on peut supposer a’ = o. On peut donc choisir Jes
deux systemes de référence de maniére i avoir

(89> : W12 = 0,
(89") Q=

et I'on aura alors

(9‘)) [(’)2(’)“)]:97 [.(2212“,]:0,
avec
(91) [ s (wop =+ 03— 20,,) | == o0, [€2, (L2004 255 — 2 8255) ] = 0.

Cela posé, supposons toujours le systéme de référence associé a (8)
choisi d’'une maniere déterminée, mais sous la condition que l'on ait
les relations (88) et (89), et le systeme de référence associé & (X)
choist de lu maniére la plus générale possible compatible avec les rela-
tions (88") et (89).

Les expressions £;; seront, en dehors des relations (88") et (8¢"),
liées par deux seules relations de la forme

Q=o' Q Q

0 -2y
tirées de (go) et (gr1); on aura, du reste, aussi

~
6y ==2 b, Ggn =t Mg — 22 == DMy,

47. Cela posé, si nous voulons établir entre les deux surfaces une
correspondance ponetuelle réalisant 'application de (X) sur (8), nous
aurons a déterminer les parametres qui définissent le systéme de réfé-
rence attaché & (£) par les équations de Pfaff : "

Q=

g
! 5211 — gy = 01 — Ggys
{ 2=qa

(92)

[

e

-
.
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Ce systéme entraine les équations quadratiques extérieures -

‘ w.,(ﬂ»“——- O 22— o' 0 )l =o,

(93) {m,(S-;, e 2820 gy - 2 Wy - o — o'wl\)] =o,

Lo (21— 03] — [0 (Qay—wpg + 22 — 2’0, )| = o,
ou s'introduisent les trois expressions de Pfalf nouvelles :

(250 — 00a0+ 2(t — &' )my,

Q= 20— 0)ys + 20,04 (2 — 2) 0y, Q4 — 0y

On voit immédiatement, d’aprés la forme des équations (93), que le
systeme de Pfafl (92) est en involution et que sa solution générale
dépend de trois fonctions arbitraires d’un argument.

Par conséquent, dewx surfuces (/éW'/Q/)pﬂ/)l(’s sont I()u'/'()ur.{‘ applicables
L"une sur Uawtre et la correspondance ponctuelle qui réalise U application
dépend de trois fonctions arbitraires dun argument.

48. Pour voir quelle est cette correspondance, remarquons d’abord
que les équations (88) et (89) entrainent:

AN =m0\ 0y Ay

cela montre que le point A, décrit une courbe et que le point A est sur
la tangente a cette courbe : ¢’est donc le point de contact de la généra-
trice de la surface avec son aréte de rebroussement. Comme ce point A,
est parfaitement déterminé cn position dans le systéme de référence
mobile, on voit que, dans les deux surfaces développables, les arétes de
rebroussement se correspondent. :

Remarquons maintenant en second lieu que, sil’on se déplace sur
une génératrice (w, = o0), les composantes

1= ), 52“ o Qo,,—— 01 - Moo

du déplacement d’entrainement sont nulles; par suite, la correspon-
dance ponctuelle entre dewx génératrices correspondantes des devax sur-
Jaces est ])/'(y'('cll'w'

Ces deux remarques suffisent pour la résolution du probléme. Soit,
cen effet, ¢ le paramctre qui définit les génératrices, et, sur chaque géné-
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ratrice, soit « un parametre projectif devenant infini au point de con-
tact de la génératrice avec 'aréte de rebroussement. Soient de méme
¢ et «' les coordonnées curvilignes définies d’une maniére analogue sur
la seconde surface. On aura

U=J)s

de plus, siz reste constant, «' sera une fonction homographique de u
telle qu'a v = = corresponde #'=; on aura donc

w=ug(t)y-+ (L),

.
et, d’apres indétermination de la correspondance, il faut que f(¢),
o(t) et L (2) soient trois fonctions arbitraires de ¢.

On peut encore définir la correspondance en faisant correspondre,
sutvant une loi arbitraire, les points de Uaréte de rebroussement de (X))
auwx points de U aréte de vebroussement de (S) ;5 on peut alors fuire corres-
pondre a dewx courbes (Cy) et (Cy) données sur (S) dewx courbes arbi-
traires () et (Ty) tracées sur (). SU P et Q sont deux points correspon-
Cdunts des deux arétes de rebroussement, st les génératrices menées par ces
dewx points rencontrent respectivement les courbes (Cy) et (Cy), (I')
et (Ty) en Pyet Py, Qy et Qu, la relation entre deux points correspondants

M et N des dewx génératrices sera
(MPP, Py = (NQQ,Q.).

Rien ne s’oppose, du reste, a ce qu’une des deux surfaces soit un
cone, 'aréte de rebroussement se réduisant au sommet du cone, les
génératrices du cone correspondant suivant une loi arbitraire aux
génératrices de 'autre surface.

Le plan.

49. Nous avons laissé de coté le cas du plan, que l'on peut regarder
comme caractérisé par la propriété que la forme quadratique ¢ est
identiquement nulle, ou encore par la relation

Wy == May == 0,

Cherchons quelle ést la correspondance ponctuelle la-plus généralé
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réalisant 'application projective du second ordre d’un plan sur un
autre plan. Remarquons pour cela que les équations

Q) — Quu=m,,—
SZQ‘.’ - -200 == Mg - Uy,
Ly, 0y,
9172 oy

conduisent aux relations quadratiques extérieures

[0 (20— my0)] == [0:2(L21s— 010) | =0,

[0 (Qan—0020) ] == [ 92 (829) — 020) ] == 03
d’on
)= 0y,
Q,,== . "'

Dans le mouvement projectif d’entrainement du plan (X) qui réalise
_son application sur le plan (8), on voit que les huit composantes

Qi —ao, Qy— o,
Q— Qyy— ("Jn — g )y Qg Qyy— (’“2-2 — g ),
Sl,ir»-— Mya, S.Z_)l———’l))l,
S-)-lu_" [T an“" ()ag

sont toutes nulles; par suite, le plan (¥) reste fixe; autrement dit, la
correspondance qui réalise I application du second ordre de (X) sur (S)
est projective. o

CHAPITRE VIT.
L7APPLICARILITI; DU SECOND ORDRE DES HYPERSURFACES
DANS UN ESPACE PROJECTIF A 224 DIMENSIONS.

L’indéformabilité des hypersurfaces non développables.

50. Nous allons montrer d’abord que si une hypersurface in —1
dimensions de I’espace 2 nZ 4 dimensions n’est pas développable, clle
n’admet aucune déformation projective du second ordre.
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Les équations fondamentales (g)

Q = w; (i=1, ..., n —1),-
\Q,{:o,
(9) C Qi ==, (i=1, ....n—1),
’ Qi — 4= &~ gy (i=1. ..., n—1),
b= wy (i3 i, J=1,...,n—1)

qui donnent les hypersurfaces (X) applicables surune hypersurface
donnée (5) conduisent en effet aux équations quadratiiues extérieures

[(J’in(an — Qo — W, wgy ) ] =0,

h=n—1
’ - [GJ,'(-Q[(.—— (O] )] - Z [CI)I.-(-Q/A) - G)I;o)] -+ [(JJ,-,,(Q,,,'— ’ﬂm‘)] =0
(94) k=1
(L )=1,..., n—1),
| ‘.—[wj(seio_(‘)io)]+[min(-Quj_6’uj)]:0-

Nous pouvons, sans restreindre la généralité, supposer que la forme

‘quadratique ,
V= WiWypt Wakay . T Wy Op—yn

relative & ’hypersurface (S) a été ramenée & une somme de carrés, de
telle sorte qu’on ait

Gip == ;).

Les derniéres équations (g94) moutrent alors que Q — w;, ne peut
dépendre que de w; '
Q) — wh= t;w;,
“etlona
el @i (n— wpi) ] =0,
[w,-(uim,-—l—e,-m-——_o);;;)] —o.
.
Désignons par les lettres 7,7, ... ceux des indices 1,...,n —1 pour
lesquels e n’est pas nul, et par les lettres a, 3, ... ceux pour lesquels
¢ est nul (s’il y en a). On voit tout de suite que, pour ces derniers
Ann, ‘.Ifc. Norm., (3), XXXVII. — NovempRe 1920, 44
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indices, u, est nul. On a de plus

\A W (-(-'!/lr' o "'ni)J —= 0,
. , ;
. LW
[ Gy (Sl,,j R Y e el h)j>] = 0,
&
, -
['J)." <D-nu Wy

~

o

‘ -

Si trois au moins des coefficients ¢; ne sont pas nuls, on a

u; uy
- _—j- ) T = ),

Q ety ==
==ni Wi ==

g g
. ae i t; , .
¢’est-h-dire que tous les coefficients ;’ sont égaux entre eux; mais en
;

. Uu; . . .
remplacant B, par B, + E—(‘ B,, ce qui est permis (n° 4), Uexpression (),
est diminuée de w;0;, ce qui montre qu'on peut réduire & zéro tous les
coeflicients ;. Si deux seulement des coefficients ¢ ne sont pas nuls,
il yena un au moins qui est nul (1 causede » — 12 3) et parsuiteona
u; uw;

— R J
no T W == 0 T g =5 T Oy
e g;

Q

et 'on arrive & la méme conclusion.

Done si deuzx au moins des coefficients  sont différents de zéro, c'est-a-
dire si la forme 7 est réductible & une somme de deux ou de plus de deua:
carrés indépendants, on peul supposer choisi le systéme de référence
mobile associé & (X) de manicre a adjoindre aux équations () les sui-
vantes :
(95) ; 5;!,-(,:..:/,.),~(, (i=1, .0y n—1),

3ul‘::(’)ni (:l.:'—'l,...,ll——-l)
et, aussi, d’apres les premiéres équations (g4),
(96) Qpp— 4y == Wpp— 0.

Les équations précédentes entrainent alors I'équation quadratique

extérieure
l_wi(szno’— “‘/u)).l =0
qui entraine elle-méme

(97) 270= ®po.
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Les composantes du déplacement infiniment petit des systemes
mobiles attachés aux deux hypersurfaces (S) et (¥) étant les mémes,
ces deux hypersurfaces ne différent U'une de I autre que par lewr position
dans Uespace. Autrement dit, une hypersurface non déceloppable n’ admet
pas de déformation du second ordre dans un espace projectif anZ-}
- dimensions.

Nous avons admis implicitement que la pl'bpriété de la forme qua-
dratique ¢ d’étre un carré parfait caractérise les hypersurfaces dévelop-
pables, définies comme cnveloppes d’une famille d’hyperplans dépen-
dant d’un parameétre. C'est qu'en effet si 'on considére I'hyperplan
tangent AN, ... A, ], détini analytiquement par les déterminants
formés avec les coordonnées des points A, A, ..., \,—,, ona

AIAA; - A ] = ol A AL N m [ oA A A AT,
Par suite, le nombre des paramétres dont dépend 'hyperplan tangent
estle nombre de celles des expressions w;, qui sont linéairementindé-
pendantes, c’est-d-dire le nombre des carrés indépendants dans
-esquels peut se décomposer la forme quadratique o

La déformation des hypersurfaces développables
dans l'espace & quatre dimensions.

51. Nous allons maintenant examiner en détail le cas des hypersur-
faces développables, et nous nous hornerons i traiter le probléme pour
I’espace & quatre dimensions.

Voici & quel point de.vue nous allons nous placer. Partons de deux
hypersurfaces développables données (S) et (X); nous allons :

1° Chercher & reconnaitre si elles sont applicables 'une sur’autre ;
2° Dans laffirmative, déterminer la Lorrespondance ponctuelle la
plus générale qui réalise I’ applwatlon
La forme quadratique % étant, pour chacune des hypersurfaces, un
carré parhut on peut déja choisir les systémes de référence molnles de
manicére qu ‘on ait

© == W0~ Wy Wag — W30, == 0],
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c’est-a-dire

g W= 0,
(98) - My, == 0,
? Wy, = ;.

Si ce choix est fait pour (S), le systéme de référence correspondant
associé a (X) devra satisfaire anx conditions analogues

g 91‘2: o,
(98") ( Ly, =o,
Q= Q.

ce qui est toujours possible, 'hypersurface (X) étant développable.
Les ¢équations (98) conduisent aux équations quadratiques exté-
rieures '
s [w3m3] =0,
(99) [m3053] =0,

( [0 (044 wop— 20053) | — [ 03 [— [020025] = 0.

On aura done, en particulier, des relations de la forme

| wizT=amy,
100 ‘
( ) ! @y == bw,

et des relations analogues pour (X). Si (S)et(X)sontapplicables ['une

" sur l'autre et si I'on a choisi les systémes de référence mobiles corres-

pondants, les coeflicients a et b serontles mémes pour les deuxhyper-
surfaces en deux points correspondants.
Or les ¢quations (99 ) conduisent aux équations

[mu(a’a — W Aoyg— 0 — Do+ atoy aba>2>_l =o0,

[_(;J:;(fl/) — )y A0y b-’;)(,“— Way —+ (ll}(x)i -+ b2(!)2)] =0,

qui montrent que, pour toute variation du systéme de référence
mobile, on a ,
; 0a == ey4 4 (11— Cog) @ + €150,

0b = esy+ €y @ -+ (€95 — €40) b

. autrement dit, les coefficients « et & subissent une substitution
linéaire (non homogéne)arbitraire. On peut done supposer a = b = o,
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et cela pour chacune des deux hypersurfaces (S) et (¥). On aura, par
suite, .

(o1) s W13 =0,
| wyy=o0;
(to1') { Lu=o,
. | Quy=o,

avec

( [o5( @+ @gg—2my)] = o,
(102) Jwzwie] =o,
) [_C'J:s on] =03
g [523(9.“—}— Q4 — 28y3)] = o,
4 [£2;240] =0, ‘
(. [€;€250] =o.

(ro2")

52. Cela posé, si 'on suppose. choisi le systeme de référence
associé 4 (S) [de maniére toutefois & satisfaire aux relations (98)
et (ror)], la détermination du systéeme de référence correspondant
associé & (X) [en laissant i ce systeme tout I'arbitraire compatible avec
les relations (98’) et (101)] revient a U'intégration du systéme de
Pfaff : ' ' '

Qi =, Q== oy, 2= 0y;
Q= Loy = w1 — B0,
(103 ' L2,y — L4y == w33 — W,
0%) Qs — L09= 33— 6o 5
_ 9”:1;)13, Q“._ohl,
Q== wy saga == (3

Ce systéme conduit aux équations quadratiques extérieures

2 (Qpo— w10) 1+ [02(Ls) — 020)] 4+ [03 (L30— w3) ] =0,
[@y(Lg—wy4)] 4 a3 (30— wag) ] + [03 (30— w39) ] =0,
[w&( Qio— 010)] =4 [02(Lag— @ag)] = [ (2 259 — 43— 20130+ w43)] = 0,

(104) « [2(Ly0— o)) =0,
[0 (80— ma)] =0,
[o3 (24— o41)] — [o_), (236 — w30) | =0, =

[m3( 2 — 0,3) ] — [ @2 (&30 — wzy) ] = 0.
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Les relations (104) montrent qu’on doit avoir

.)-10-- Wyg,
229

(<
(103) 1 ¢

i) PYIY

Or les deux derniéres relations (102) montrent qu’on a

(106)" 1= @ 0, )

a0 == D' oy,
avec
[fn;,(da'—k @' g Wy — Byy— 1)"0)1‘,> i == o0,
l m;;,(dl)'- @' a1~ 02 G1gg — B1ag— m“>]
Les coefficients ' et &’ subissent done, pour toute variation du sys-
teme de référence, une transformation définie par

o' = (e“ —+ Cyy "’eo(,)a’ -+ epb'

0b' == ¢, a —r(e,;—%-e;;—' 2ey) b,

c’est-a-dire une substitution linéaire et homogene arbitraire. 1l y a
donc lieu de distinguer plusieurs cas.

53. Les hypersurfaces enveloppes d'un /zyperplan contenant une droite
Jixe. — Supposons d’abord

(107) a=10b==o, c'est-d-dire 10T )y T2 O

Si ces relations ont lieu pour I'hypersurface (5), elles devront avoir
lieu, en vertu de (105), pour 'hypersurface applicable (X). Elles sont
caractérisées géométriquement par ce fait que l'kyperplan genérateur
[AA, A, A,]| passe par une drotte fixe. En effet, les relations (93),
(101), (107) entrainent
{li\F: w4+ oA,
AN, 7= 0y Ay - 040 Ay,

ce qui_montre que la droite [A,A,] reste lixe en position. Récipro-
quement, si 'hyperplan [AA, A,A;] passe par une droite fixe, cette
droite fixe sera contenue dans le plan caractéristique de cet Hyperplan :
or on a

Cl[_\\y\ \ l——(y)‘,l \\ \)A;I =t (1)1,|\\ '\ \;J—r- m;:(\&l\ \ l
oy [AALALA
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Le plan caractéristique cherché est done [AA, A, ]. D'autre part, la
droite caractéristique de ce plan s’obtient en calculant

(1[ \ \1\_\_! = ’J);;[ \17\2-\11]:

c’est donc la droite [A,A,]. Si cette derniere droite est fixe, ¢’est
que dA, et'dA, ne dépendent que de A, et A,, ¢’est-d-dire qu'on a les
relations (107).

Dans ces conditions, les équations (103), qui définissent la corres-
pondance, si elle existe, qui réalise I'application de (S) sur (¥),
conduisent aux seules équations quadratiques extérieures
/ [03 (250 — wy0) ] =0,

[ (L5 — ons) | = o,

( [,"’3(9“ — o) | — Lo (250 — wg9) ] =0,

Lo (sz — o) | — [02 (g0 — 03301 ] == 0.

(108)

Par suite, deux hypersur faces dont chacune est I’ enveloppe d’un hyperplan
dépendant d’un paramétre et contenant une drotte fixe sont applicables du
second ordre l'une surl’autre et la correspondance quiréalise I’ application
dépend de quatre fonctions arbitraires d’un argument.

En ce qui concerne cette correspondance, on peut déja remarquer
que si l'on se déplace sur un des plans générateurs [AA, A, ], le mou-
vement instantané de (X) par rapport a (S) est nul grace aux formules
(103) et (105) : la correspondance ponctuelle entre deux plans géné-
rateurs est donc projective. On démontre sans difficulté que si’hyper-
surface (8) est engendrée par le point variable

A=P()+ uCi+ ¢C,,

olt G, et C, sont deux points fixes, P(z) un point mobile décrivant une
courbe plane, et si ’hypersurface (X) est engendrée de méme par le

point mobile
B=0Q)+ «'D; -+ ¢ Dy, .

les formules qui réalisent I'application des deux hypersurfaces sont
| I=f(o),
w=(auw-+ bv)y(¢)+o(l),
V= (@ 0e) (0 = (),
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avec quatre fonctions arbitraives /(1), o(¢), ¢ (2), 7.(¢), et quatre cons-
tantes @, b, a’, b’.

54. Revenons aux formules (106) et supposons maintenant les coef-
ficients @ et ' non nuls tous les deux. On pourra alors supposer ces
- coeflicients réduits 4 o et 1, et 'on aura

Wiy=0
(108) { wn=o.
. : { W= OIS
avec les relations analogues
Q=0
10— Y
(108") S
{ Qyy=24.

On en déduit les relations quadratiques extérieures

[wym5,] =0,
[03( 2040 — waa— my3) ] =0

et
| C 2,9,

9
[523 (2820 — L2y5 - Q)] =

On pourra done poser

4
= a’ oy,

20614y — — gy = 0"
201y 02> Mgy == W3y,

avec les relations

[m;,(da”—t— a" @Wyy = Waz— Gy — w,-;,-,)] =o,

[m:,((lb”—-— W+ 30z — 300s - @’ gy + & gy — {.)33)_] =o.

On pourra toujours supposer b” nul; quant & a”, on pourra le sup-
poser égal ho ouh 1. Il ya donc une nouvelle classification a faire.

55. Les hypersur faces développables dont le plan générateur passe
par un point fixe. — Supposons d’abord «” nul; si cette propriété
“appartient & (S), elle devra appartenir 4 (£). Elle exprime géométri-
quement que le plan générateur [AA, A, | passe par un point fixe.

En effet, si a” est nul, ¢’est-2-dire si 'on a

W12 =0,

.on a ]
dAN = w Ay,
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et, par suite, le point A, est fixe. Réciproquement sile plan [AA -
passe par un point fixe, il en est de méme de sa caxactembthue[ A._
Or on a, d’apres (108),

1
[a}
.

A[A A ] = (@1~ ©2) [~'¥14\2] + o[ A A s

le point caractéristique de la droite [ A, A,] est donc A,. Sice pointest
- fixe, c¢’est qu'on a w,, = o.
Cela posé, supposons qu’on ait

W 2= 0
(109) % 12 s
2099 — Waa— 33— 03

‘ ‘ O —
‘ =22 — 0,

109’ !
(r097) | 2Qp0— Qpy— Q=0
avec

[ws(w— 3w+ 3w)]=0o,
[-1(23(9!‘3"" 352;;()""‘ 392)]:0'

La correspondance, si elle existe, qui réalise Papplication de (X)
sur (S) est donnée par I'intégration du systéme de Pfaff

‘ Q= wy, Qy =, Q= w3,
(110) ¢ Qp—&20 = 0y — &g, Q5 — £250= 6daa— Wy,
( Q5= way, Q:H:G)sl, £255 = wya.

Il conduit aux équations quadratiques extérieures

S' [03.;(*-'-;0—(’330)]:0,
[w«,(iz —0)“)]-—[&)1((2-;0—6.\30)]:0,
[03(R42— 4) ] — [@: (25— w30) ] =0.

(r11)

Par suite, deux hypersurfaces développables, dont le plan générateur
passe par un poirt fixe (hypercones), sont toujours applicables et la cor-
respondance ponciuelle qui réalise I’ application dépend de trois fonctions
arbitraires d’un argument.

La correspondance est analogue a celle qui réalise I’application de
deux surfaces développables de ’espace a trois dimensions, qui peuvent
du reste étre regardées comme les projections des deux hypersurfaces
données sur deux hyperplans fixes.

Ann, Ec. Norm., (3), XXXVII. -— DECEMBRE 1g20.
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56. Les hypersur faces développables a aréte de rebroussement proore-
ment dite. — Venons enfin au cas général. On aura les formules

(112) ‘ W12 == 003
? 2 gy — Gaa— W33==O0;
(1r2") { QUZQM
2Q0y — Qye— Q=0
avece
(13} Hj(,.);;(m(,o+ Way— Wy — W33) ]| =0,
) [o(0— 3wy— w21 +3wy )]=o0

el
(113) % [€24(R0+ Lp— Q) — 52:,3):]:0'

[€2,( L2y — 3825 — Qs+ 32, )]=o.

On tire en particulier des formules (113)

0o~ Oge — Wy — O3 == @” )y

avec

[w;;(a’a”" — g~ 2 Wyp— 2 Oy~ @ Bgy — o);,,,)J —=o0

ce qui, en tenant compte de (r13), donne

[(,);;(da’” — Byg— 3 Way —+ 3wy + @ w4y — o..;,;,>J =o.

On peut donc supposer @”" = o. On aura par suite

(r14) ‘ Mo~ Waa— Wy — 033 =0,

(114" Qoo+ Qyp— Q) — Q=0

avec

(115) [05( 030+ 3021 — 3 )] =o,
(r13") [Q4( 250+ 32— 3Q2)]=o.

Le systeme de Pfaff qui donne, si elle existe, la correspondance
ponctuelle qui réalise 'application de deux hypersurtaces dévelop-
pables données (S) et (X) sera

Q= w,, 2y ==y, Q)= oy,
Qpy— Q00 == @13 — w0,
(r16)
Q91 = wyy,

Q3= wyy, 39 = Wy
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Il conduit, en tenant compte de (115) et (115'), aux équations quadra-
tiques extérieures
{ L3 (L2 —wy) =0,

(rr7) 2 [0y (20— 049) ] = 0.

Par suite, deux hypersurfaces quelconques (S) et (X) sont towjours
applicables et la correspondance ponctuelle qui réalise Uapplication
dépend de deux fonctions arbitraires d’un argument.

57. On peut, par un calcul que nous omettons, déterminer effecti-
vement la correspondance qui réalise I'application. Supposons que
'aréte de rebroussement de (S) soit engendrée par le point mobile H(z),
le facteur arbitraire qui entre dans les coordonnées projectives de ce
point étant choisi de telle sorte que le déterminant [ HH"H"H"H"] soit
égal & I'uniteé, et soit

A=H"(¢) + w H'(¢) + ¢ H(¢)
le point qui engendre ’hypersurface (SY. Soit de méme
B=K"(¢)+ ' K'(¢') + o' K(¢)
le point (iui engendre (X), en supposant [ KK'K”K"K"| =1. La corres-

pondance qui réalise l'application des deux hypersurfaces est définie
par les formules

L,:/(t)’
144
()

e 1 Te /M

REE +5"[f’<t>“f’“(t>]

Loty + L o' () ST 3SR

4 N AN AORRTYAG

u' =

-+ o(¢),

(118) /

olt /(¢) et o(z) désignent deux fonctions arbitraires de z. On constate,
ce qu’on pouvait prévoir a priori, que la correspondance ponctuelle
entre deux plans générateurs correspondants est projective.

On peut toujours en particulier réaliser uneapplication de (X) sur (S)
telle qu'une courbe (T') de (£) vienne coincider avec une courbe (C)
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de (S). La courbe (C) est en effet déterminée par deux fonctions u et ¢
de ¢, la courbe (I') par deux fonctions u' et ¢’ de . Si alors on pose

du

D) —— —

1 du' I
de 2

w=T(1), 2("-—-—}7‘—, ———;u"—’:d)(t’),
la fonction ¢'= f(t) est donnée par I’équation différentielle du troi-
sieme ordre

S — %f”
7r - +f2O(f) =F(),

et la fonction ¢(¢) par I'équation

La forme de I’équation diftérentielle en /'(¢) montre que, les courbes
(G) et (I') étant choisies, on peut définir paramétriquement les arétes
de rebroussement des deux hypersurfaces de manikre que Ja réalisa-
tion la plus générale de I'application cherchée soit obtenue en prenant
pour ¢ une fonction homographique arbitraive de z.



