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SUR •

LA DÉFORMATION PROJECTIVE DES SURFACES
PAR M. E, CARTAN,

M. G. Fubini a publ ié récemment un Mémoire sur V applicabilité
projeclive des surfaces ( i) . Pour bien comprendre le problème qu'il s'y '
est posé, il ne sera pas inut i le de donner quelques explications préli-
minaires.

Dans la théorie classique de la déformation de Gauss, deux surfaces
(S) et (S) sont d i tes applicables^ l'on peut établir entre elles une
correspondance ponctuelle telle que, si M e t P sont deux points corres-
pondants quelconques des deux surfaces, toute portion inf in iment
petite de (S) entourant M est égale, aux infiniment petits du second
ordre près, \\ la por t ion i n f i n i m e n t peti te correspondante de (2) entou-
rant P. On peut préciser ce que cet énoncé a d'un peu vague en
imaginant qu'on ait transporté la surface ( ï ) de manière à réaliser la
coïncidence, aux in f in imen t petits du second ordre près, des deux
portions i n f in imen t petites correspondantes des deux surfaces; cela
signifie que le po in t P coïncide avec le point M et que la distance de
deux points correspondants M\ P' de (S) et de (S), inf iniment voisins
l'un de-M, l'autre de P, est un infiniment petit du second ordre par
rapport à la distance MM'(ou PP').
. On peut exprimer la propriété précédente d'une manière encore

( l ) Guîdo FUBÏNI , ^ppllcabiîi(à proiettlw di duc superficie {ïieîidicond del Circoîû
matem. di Paîermo, t. XLI, 1916, p. i35-i6a). Depuis, M. Fabinî, dans différents
Mémoires sur la Géométrie différentielle projective des surfaces, est revenu incidemment
sur les. propriétés géométriques d& PapplicabilUé projective, niais sans aborder le pro-
blème de l'existence et da degré de généralité des surfaces projectivement applicables
sur une surface dôîiûée.
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plus précise, et beaucoup plus générale, en imaginant qu'on ait fait
choix sur la surface (S) d'un système quelconque de coordonnées
curvilignes t^ ^ et sur la surface (S) du système de coordonnées cur-
vilignes correspondant (c'est-à-dire tel que deux points correspon-
dants des deux surfaces aient les mêmes coordonnées curvilignes), en
imaginant d'antre part qu'on ait fait choix dans l'espace d'un système
de coordonnées (oc, y, z\ quelconque, cartésien ou non. Les deux sur-
faces sont alors applicables si, étant donné un point quelconque M de (S),
on peut déplacer la surface (S) de manière ({lie les coordonnées X, Y, Z
d 9 un point de la surface (S) dans sa nouvelle position et leurs dérivées par-
tielles du premier ordre par rapport à ̂ , ̂  aient les mêmes valeurs numé-
riques que les coordonnées x ^ y , z d^un point de ( S ) et leurs dérivées
partielles du premier ordre par rapport à t^t.^ lorsqu'on donne à ^ et t^
les valeurs numériques qui correspondent au point M.

Dans l 'énoncé précédent, la no t ion euclidienne de distance n'inter"
vient plus pour exprimer l 'égali té ( ' euc l id ienne) des deux portions
i n f i n i m e n t petites correspondantes de la surface (S) et de la sur-
face (S) transportée^ parce que celle relation à'égalité se conserve quand
on soumet les deux surfaces à une même transformation ponctuelle quel"
conque. La propriété des deux surfaces (S) et (S) d'être applicables
l ' une sur l 'autre reste cependant une propriété métrique euclidienne
parce qu'on déplace (S) suivant les lois de la géométrie euclidienne,
sans qu'elle cesse d'être égale à elle-même.

Formulé ainsi, le problème de la déformation admet évidemment
une double généralisation :

i° D'une part, on peut remplacer Fespace euclidien par un autre
espace (non euclidien, projectif, affine, etc.); autrement d i t , on peut
substituer au groupe des déplacements euclidiens un autre groupe
fondamental G.

2° D'autre part, on peut considérer, en même temps que les dérivées
partielles du premier ordre de x, y , z , par rapport à ^ et ^, les dérivées
partielles jusqu'à un certain ordre A.

Pour énoncer simplement le problème général auquel on arrive,
empruntons à M. Fubini la définition suivante :

Etant données deux surfaces (S) et (S') ent re lesquelles on a établi
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une correspondance ponctuelle, et telles que deux points correspon-"
dants des deux surfaces coïncident en un même pointA, nous dirons
que ces deux surfaces ont en A un contact analytique d'ordre h si
deux portions inf in iment petites correspondantes des deux surfaces
entourant le point A sont égales aux in finiment petits prés d'ordre h -r-1^
d'une manière plus précise si, étant choisi sur la première un système
quelconque de coordonnées curvilignes (^, ^) et sur la seconde un
système correspondant tel que deux points correspondants des deux
surfaces aient les mêmes coordonnées curvi l ignes, les coordonnées
x^ y, G d'un point de (S) ainsi que toutes leurs dérivées partielles par
rapport à t^ ^ jusqu'au A1"110 ordre inclus, sont numériquement
égales aux quant i tés analogues relatives a (S') quand on donne à î^ ^
les valeurs numériques qui correspondent au po in t commun A.

D'après cela, deux surfaces (S) et (S) seront dites applicables
d'ordre h relativement an groupe fondamental G, si l'on peut établir
entre ces deux surfaces une' correspondance ponctuelle jonissrint de la
propriété s idwnte : Etant donné un point quelconque M de la première
surface (S), on peut effectuer sur la surface (2) une t/rms^orm.dtion du
groupe G telle que la surface (S') transformée de (S) ait avec la sur-
face (S) au point M un contact analytique d'ordre h.

Si l'on prend h == i et le groupe des transformations par simil i tude,
la notion d 'appl icabi l i té se confond avec celle de représentation con-
forme; 'il en est de même si l'on prend pour G le groupe plus général
des transformations conformés (1).

On,peu t rendre les considérations précédentes plus intuitives en
employant un langage c inémat ique; il suffit pour cela de donner, par
convention, à toute transformation du groupe G, le nom de dépla-
cement dans Pespace (c'est en réalité un déplacement de la Géométrie
qui admet le groupe .G comme groupe fondamental). La surface (2)
peut ainsi être regardée comme animée d'un mouvement à deux para-
mètres ( ^ i , ^2), et elle est applicable d'ordre k sur (S) si Von peut choisir
ce mowement à deux paramètres de manière quà chaque instant (t^ £^)

(1) C'est à ce point de vue que je me suis placé pour étudier le problème de la repré-
sentation conforme dans un espace à plus de quatre dimensions (Bulletin, de la Société
mathématique de France^ t. XLV, 1917, p. Sj-i-n, et t. "XLVI, 19^9, p, 84-io5).
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elle soit tangente à (S) et ait avec (S), au point de contact, un contact
analytique d'ordre h,

Tout mouvement d'un point à plusieurs paramètres comporte, pour
ce point des vitesses, des accélérations du premier, du seconde ...
ordre. Si, dans le cas qui nous occupe, on considère le point mobile
fictif qui, coïncide à chaque instant ( / . i , ^) avec le point de contact de
la surface fixe (S) et de la surface mobile (S), on voi t ,que le mouve-
ment absolu de ce point se fait sur (S), le mouvement relatif SUT (S),
et ce qui caractérise l 'applicabilité d'ordre h de (S) sur (S), c'est
qu'a chaque instant (^, ^) le point mobile fictif de contact a ses vitesses
relatives, ses accélérations relatives du premier, ..., du ( h — i)1^ ordre
respectivement égales à ses vitesses absolues, à ses accélérations absolues
du premier y ..., du (À — i)1^10.ordre.

Dans le cas de la déformat ion du premier ordre, la propriété d'éga-
lité des vitesses relatives et des vitesses absolues est équivalente à la
propriété des vitesses d 'entraînement d^être nulles', c'est-à-dire à la
propriété du mouvement de la surface (S) de se faire sans glissement ; on
retrouve ainsi l'idée physique pr imi t ive qui est à la base du problème
classique de la déformation. Dans le cas des déformations d'ordre
supérieur, i l ' n ' ex is te p lus de propriété c i n é m a t i q u e aussi i n tu i t i ve du
mouvement (d 'ent ra înement) qui. réalise l ' appl icat ion de (S) sur (S) ;
à chaque groupe particulier correspondent des propriétés cinéma-tiques
•particulières.

L'objet des Mémoires cités plus haut de M. Fubini est l'étude de
l'applicabilité .du second'ordre par rapport au groupe des transfor-
mations projectives, ôu,plus 'brièvement,, de l 'appl icabi l i té projective
du second, ordre. Leur résultat principal est un très intéressant Shéo-
rème d'après lequel pour que 'deux surfaces soient projectivemeni
applicables du .second ordre l'une sur Fautrej.! faut et il suffit qu ' i l
existe entre ces deux surfaces, une correspondance ponctuel le trans-
formant une cer ta ine forme différentielle relative à la première-surface
dans la forme -différentielle analogue relative ..à la seconde surface.
Cette forme diflerentielle est le quotient de deux formes entières, une
cubique et une quadrat ique; la forme quadrat ique, , égalée à zéro,
donne les lignes asymptotiques delà surface; la forme cubiquey égalée.
à zéro, donne trois familles de lignes-remarquables appelées lignes de
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Darboax-Seyre. Ce théorème de M. Fubini établit ainsi une parenté de
plus entre le problème classique de la déformation ordinaire;, où inter-
vient le ds2 de la surface, et le problème de la déformation projeclive
du second, ordre. Mais i l est loin d'épuiser la question; d'une part, en
effet, la forme cubique de Darboux-Segre s 'évanouit pour - l es qua-
dmiues et les surfaces développables; d'autre part, même pour les sur-
faces non développabîes, le théorème fn question foun'nl une propriété
de l'application projective du second ordre p lu tô t cirrune méthode
pour résoudre les problèmes que pose l 'applicabilité, à savoir trouver
toutes les surfaces applicables sur une surface donnée ; reconnaître
si. deux surfaces données sont applicables l 'une sur l 'autre; déter-
miner, dans le cas où elles le son t^ la correspondance ponctuelle qui
réalise cette application. Ces problèmes sont. laissés à Famère-plan
du Mémoire de M. Fubini . Ils ont cependant une importance fonda-
mentale, car n par hasard une surface quelconque né fait applicable que
sur elle-même (et sur celles qu'on en déduit par une transformation
projective), ou, pour parler plus brièvement, si toute surface était pro-
jectivement indéformable^ il n'y aurait plus lieu de s\')cci.ïper des
propriétés géométriques de l'application projective. Ce n'est heureu-
sement pas ce qui se passe. Néanmoins, l 'étude directe du problème
qu'on trouvera dans le présent Mémoire montre que la. propriété d'être
projectivement déformable n appartient^ en dehors des surfaces réglérs^
qu'à des surfaces exceptionnelles. Ces surfaces dépendent de six fonc-
tions arbitraires d'un argument. Elles n'admettent du reste, en général,

, que des-déformées formant, une famille continue de surfaces dépen-
dant rf'im.^aramA/y; exceptionnellement,.elles peuvent admettre des
déformées formant une famille continue dépendant de trois para-
mètres :"les familles de surfaces ainsi- privilégiées dépendent de deux,
fonctions arbitraires d'un argument; on peut former explicitement les
équations différentielles linéaires auxquelles satisfont les coordonnées
projectives d'un de leurs points.

Les surfaces réglées non développables admettent toujours une
infinité de déformées dépendant d'une fonction arbitraire d'un argu-
ment. Enfin, deux surfaces développables quelconques sont toujours
applicables l'une sur l'autre et la correspondance ponctuelle qui réalise
l'application dépend encore de trois fonctions arbitraires d'un argument,
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M. Fubini considère également, dans ses Mémoires,- l 'applicat ion
projective des Ilypersurfaces dans un espace à plus de trois dimen-
sions. Or, là, le résultat est d igne de remarque : les hypersur faces non
développables (les seules que M. Fubini considère) ne sont jamnis projec-
îivcment dèformaUes; deux Ilypersurfaces développables, au contraire,
sont en général applicables l 'une sur l'autre, et la correspondance
ponctuelle qui réalise l 'application dépend de deux fonct ions arbitraires
d'un argument (au lieu de trois dans l'espace à trois dimensions).

J'ai laissé de côté, dans l'exposé précédent, une autre espèce d'ap-
plicabil i té projective considérée par M. Fubini , et qui repose sur la
notion de contact géométrique substituée à celle de contact analytique,
Deux surfaces entre lesquelles on a établi une correspondance ponc-
tuelle et qui ont un point A commun qui e s t a lui-même son propre
correspondant, sont dites avoir en A un contact géométrique d^ordre h
si. deux courbes correspondantes quelconques (passant par A) des
deux surfaces ont entre elles un contact ordinaire d'ordre h. Il se
trouve que si l'on peut, dan s l'espace projecti/\ déplacer une surface (2)
de maniéré qu'elle ait à chaque instant (^, t^) un contact géométrique
du second ordre avec une surface (S), on pourra également la déplacer
de manière à réaliser un contact analytique. Mais c'est là u n e pro-
priété qui ne se généralise pas pour un groupe fondamental quelconque,
par exemple pour le groupe affine qui conserve le plan de rinfini. 11
ne me semble pas que cette notion du contact géométrique ait une
aussi grande importance que celle du contact analytique, et elle paraît
en tout cas beaucoup plus artificielle ( ' ).

Laissons ce point de vue de côté et bornons-nous à la notion de
contact analytique. Il est bien évident qu'on peut formuler un pro-
blème général de la déformation d'ordre À dans un espace à un nombre
quelconque n de dimensions, pour un groupe fondamental quel-
conque; ce problème pourra être posé pour des variétés à un nombre
donné p de dimensions, et même pour la variété formée par l'espace

(1) Peut-être M. Fubini y a-t-il été conduit par le désir de faire rentrer la représen-
tation conforme dans les problèmes de déformation (géométrique) du premier ordre de
l'espace euclidien; mais elle est à considérer beaucoup plus naturellement comme une
déformation {analytique) du premier ordre dans l'espace conforme,
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lu i -même. Le groupe fondamen ta l , d'autre part , pourra être fini 011
inf in i . 1.1 existe 'des méthodes générales fondées soit, conime celle qui
est u t i l i sée ici , sur la théorie généralisée du tr ièdre mobile, soit, ce qui
revient au même dans le cas des groupes finis ^ sur la théorie que j 'ai
développée de la structure des groupes finis ou i n f i n i s . Je reviendra i
dans un autre Mémoire sur ces questions générales.

Celui-ci se d iv ise en sept Chapitres . Le premier pose la méthode
générale. Le Chapitre II a pour objet une première étude du système
difFérentiel qui donne les couples de surfaces pro jec t ivement appli-
cables de l'espace à t r o i s d i rnens ions : on a ainsi dès le début le degré
de généralité de ces couples de surfaces applicables. Le Chapitre III
étudie en détail la déformat ion pro jec t ive des surfaces non réglées; il
mt rodu i t la n o t i o n de réseau conjugué de déformation projecfc ive; une
étude par t icul ière y est faite des surfaces qui admet t en t le degré
maximum de déformabi l i té . Le Chapitre IV éludie en elles-mêmes, et
dans leurs re la t ions avec le problème de la déformation projective, les
deux formes différent ie l les , , quad ra t ique et cubique, qui sont- des inva-
r i a u t s projectifs rat ionnels des surfaces. Le Chapitre V est consacré
à la déformation projective des surfaces réglées; la solution du pro-
b lème est donnée complètement pour les surfaces dont les génératrices
a p p a r t i e n n e n t à une congruence l inéaire . Le Chapitre VI s^occupe de
la déformation projective des surfaces développai) les. Enf in , le Cha-
pitre VII s'occupe de la déformation projective des hypersurfaces dans
Fespace à 'fïïf.{ d i m e n s i o n s : la discussion est faite complètement dans
l'espace à quatre d imens ions pour les hypersurfaces développables, les
seules qui soient projecti veinent défbrmables ( i) .

CHAPITRE PREMIER..
PHÉLIMINA,IHES. LE SYSTÈME DE PFAFF FONDAMENTAL.

1. Considérons, dans un espace prôjectif à n dimensions, un sys"

0) Los principaux résultats confcenus dans ce Mémoire ont fait l'objet de deux Commu-
nications à rAcadémie des Sciences (^Comptes rendus,'t. 170, ig'AO, p. ï439; t. 171, K)ao,
p. 27). Cf. une Cormnani cation de M. Fubin i ( Comptes rendus^ fc. i71, ig'Ao, p. 88).

Ann. Éc. Norm.,\ 3), XXXVII. — SEPTEMBRE ï9ao, 3-4 •
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tome de coordonnées projectives fixe. Nous désignerons par une lettre
majuscule telle que A l 'ensemble de n + i coordonnées; les symboles
A' et TTzA, où m désigne un coefficient numér ique , seront regardés
comme-distincts, bien qu'ils correspondent à un m.ême point géomé-
trique. Quand il n'y aura pas de confusion à craindre, nous parlerons,
pour abréger, du point A, entendant par là le po in t dont les coor-
données homogènes sont les n 4- i nombres représentés par la lettre A.

Considérons un système mobile formé de n -h i p o i n t s

A, Ai , A.^ . . . , A,,

assujettis à la seul-e condition que le déterniinant de leurs Çn 4- i)3

coordonnées soit égal à i. Un tel système peut être regardé comme un
système de référence mobile, en ce sens que tout po in t M peut, d 'une
manière et d'une seule, être mis sous la forme

M = .z'A 4-^1 A,i + x^ Ag 4- ... 4- x^K.n ;

les nombres x, x^ ..., x^ sont les coordonnées du point M, et elles
sont évidemment proportionnelles aux coordonnées du point /^M, qui
occupe la même position dans l'espace.

Le système mobile considéré dépend de ( / & 4 - ï ) 2 — i = n ( / z + . 2 )
paramètres, et, quand on donne à ces paramètres des accroissements
inf in iment petits, on a des formules de la forme

(0

• rfA, == &)oo A 4- &)oi Ai -4- . . . -h ^o/, A,^

\ dAi == o.)^ A 4- c»)n Ai 4- . . . 4- ^in A,.;,

ciA.ft==~- û3^)A 4- 0)/,iAi4- ... 4- ^nnA.n,

où les o^y sont des expressions linéaires par rapport aux différentielles
des nÇn 4- 2) paramètres et liées par la relation ident ique

&)oo4- ^n 4- . . .4- Oû/m= o,

qui exprime que le déterminant des coordonnées fixes des points
A, ..., A^ reste constant. '

Si Fon exprime que les covariants bilinéaires des seconds membres
des équations (i) sont identiquement nuls , on obtient les relations
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fondamentales ( ' )

( 2 ) û^y= [t^-oCOoy j 4- [cO/ iCOiy] -4~ . . . 4- [C0^(^,y] O',y==0, î , . . ., ^).

2. .Considérons maintenant une hypersurface à n — î dimensions et
faisons correspondre à chaque point M de cette hypersurface un sys-
tème de référence mobile dont le premier point A coïncide en posi t ion
avec M.

Nous particulariserons le système de référence en prenant les
points A,,, ...,A^ dans l'hyperplan tangent à Fhypersurface. Ce choix
se traduit par le fait que le point r fAes tdans FLyperplan [AAi...A,-,],
c'est-à-dire par la relation
(3) û)ora==0

et la relation quadratique extérieure qui en dérive, d'après (2),

^ ) [^Ol^pj -1- [^02^2/J -T-. . .4- [G)o,rt-i^_^,J -=. 0.

Remarquons enf in que, si l'on donne aux paramètres des accroisse-
ments infiniment petits a n n u l a n t coo , , ..., co^._^ on obt ient

• " ,̂4. ==: GJooA,

ce qui prouve que le point géométrique A. reste fixe en position; autre-
ment d i t , que les n — î paramètres dont dépend la posit ion du point
sur Phypersurface ne var ient pas. Les expressions de P faff

û\d, GJtja, . . . , ^0,/A-i

sont donc n — î expressions linéairement indépendantes par rapport aux
différentielles des n —î paramètres de position sur F hypersurface. Nous
écrirons dorénavant oj/- au lieu de cooz-

Les relations (4) mont ren t alors que les n—î expressions

^Irtî ^'îfiî • * • ? f^n--i,n

sont des formes linéaires en co^ ..., o^-^ et que les coefficients de -
ces n — î formes linéaires forment un tableau symétrique. Autrement

( 1 ) <y-î pour ce numéro et les suivanis, mon Mémoire : Sur le,v vciriéiés de courbure
constante d'un espace euclidien ou non euclidien {Bull. Sec. math. de France^ t. XLVÏÏJ,
î9zo), spécialement le Chapitre IV, n08 33-38.



208 ^ E. CÀ'RTÀN.

dit, si Von considère la forme quadratique en co,, ..., co^-,,

o == c..>i œ^ -{- oja ̂ -4-. . . -1- c«)^_.i G)^_ i^,

o/z a
„ i G^tp _ i â^ î ' ^9

(o ) Mi^rr-' — ——y rji.)2^,== -- 1 1 1 1 . ' ? • • • ? Ci)^._i »'^.-= — -—!—•
2 à^i 2 ÔU.i • 2 àUn—i

L'équation
y == Ô

représente le cône des tangentes asymptotiques à l'hypersurface aa
poin t M. Si l'on veut exprimer, en effet; que le p o i n f e d^A est dans
rhyperplan tangent, [AA^ .. .Ay^,], qui contient déjà les p o i n t s A et </A,
i l suffit d'annuler le coefficient de A,^ dans l 'expression de cl^A, ce qu i
donne i m m é d i a t e m e n t l 'équation y === o.

Si n ==3, cette équat ion défini t l^ensemble des deux tangentes
asymptot iques.

3. Rappelons ma in tenan t la d é f i n i t i o n , d'après M. Fubini , du contact
géométrique et du contact analyt ique de deux hypersurfaces en t re les
points desquelles on a établi ^une correspondance- : supposons que
deux p o i n t s correspondants de ces deux hypersurfaces coïncident
en 0; les deux hypersorfaces sont dites avoir un contact géométrique
du second ordre en ce point 0 si deux courbes correspondantes quel-
conques, tracées sur les deux hypersurfaces et passant par 0, on t un
contact du second ordre. Elles sont dites avoir un contact ancdylique
du second ordre en 0 si, rapportées à un même système de coor-
données non homogènes et en c lé te rminan t sur chaque hypersurface la
posi t ion d'un point par n — î paramètres t^ ..., l.,^^ tels qu'à deux
points correspondants des deux surfaces co r re sponden t les mêmes
valeurs'des paramètres, les dérivées premières et secondes des coor-
données (non homogènes) par rappor taux paramètres aient les mêmes
valeurs numériques au, poin t 0 pour l 'une et pour l 'autre hvpersurface.

Désignons par M ua point mobile de la première hypersurface, et P
un point mobile de la seconde (ce seront en r éa l i t é des ensembles de
n + \ coordonnées projectives rapportées à un système de référence

'fixe). Les points M et P sont des fonctions des n — î paramètres
t^ ..., ̂ ,. Examinons d'abord les condi t ions du contact cmcdyuque^
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La déf in i t ion donnée plus haut revient adiré que les deux points cor-
respondants M7 et P7 i n f i n i m e n t voisins de 11 et. P,

M'== M + dM + I ̂ M -4- -^M — . . . ,
2: 0 .

P'=:P 4- ^/P 4- -r- ̂  P 4- - ^3 P 4-. . . ,2 3 ! ^

où l'on donne aux t, les valeurs qui correspondent au point commun Oy
occupent la même pos i t ion dans l'espace, si l'on néglige les ijzfiniment
petits du troisième ordre (en p renan t dî^ ..., dt^^ comme inr iniTOent
petits pr incipaux) . On a donc

p _ ci? + 1 d2? = ( p -4- pi "r- pâ) ( M 4-^M -4- ^ ̂ M) +• ...,
2 ' \ 2 . / ,

les t e r m e s ' n o n écrits étant du troisième ordre au moins, p étant un
coefficient numérique , p i é t an t homogène et du premier degré,
p2 homogène et du second degré en dt^ . . . ,ûf^i. Il en résulte les
c o n d i t i o n s • •

( P =pM,
(6) ? dP =pdM "h pi M,

( d2 P == p d2 M -4- 2 pi dM. -+- ^ pâ M,

d o n t la première est vér i f i ée d'elle-même puisqu'en d o n n a n t aux ^ les
valeurs numér iques indiquées les deux points M et P coïncident en
posi t ion avec 0.

Les condit ions de contact géométrique s 'obtiennent par une analyse
analogue, pour laquelle nous renvoyons au Mémoire de M. Fubini ; ce
sont les suivantes :

] . / P ^pM,
(7) , 5 dP ^:pdM "+piM, •

, , ^ ^ P ^ p ^ M ^ - â p ^ M - r - a p ^ M , - . • , — — 1

où o est une constante, p i et p[ des formes linéaires, et p^ une forme
quadrat ique en dt,, ..., ̂ -,. La comparaison des formules (6) et (7)
mont re imméd ia t emen t ta différence qui existe entre le contact géo-
ixiétrique et le contact analyt ique.
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4. Prenons maintenant deux hy'persurfaces quelconques (S) et. (S).
Imaginons que l'on puisse établir une correspondance point par
point entre les deux hypersurfaces, telie que si M et P sont deux
points correspondants quelconques, on puisse déplacer la sur face (S)
dans l'espace projectif (c'est-à-dire lui appliquer une t ransformat ion
projective) de manière que, dans sa nouve l le position (S7), elle ait
en M un contact du second, ordre avec ri.iypersur.face (S). Les deux
hypersurfaces seront dites alors projectivement applicables l 'une sur
l'autre. Mais il y aura à distinguer le cas où le contact du second ordre
réalisé sera géométrique et ce lu i où il sera ana ly t ique .

Dans l'un et l 'autre cas, faisons correspondre à chaque point M.
de (S) un système de référence mobile , comme il a été expliqué
au n° 2, au moyen de n 4- ï points A, A<, ..., A,,, dont le premier a la
même position que M. Faisons alors correspondre au po in t P de (2) le
système de référence qui se déduit du précédent en lui imprimant le
déplacement inverse de celui qui a amené (S) sur (^/), e t ' s o i e n t
B, B,(, ..., B^ les n 4- ï points qui définissent ce système, le point B
occupant la même position que le po in t P.

Cela posé, si le contact est analytique et si l 'on 'expr ime dA, d^A en '
fonctions linéaires de A, . . . 5 A,,,, ainsi que r/B, f/^B en fonctions
linéaires de B, ' . . . , lin, on pourra déterminer , d'après les formules (6),
d'es expressions p, p.^ p^ telles que les coordonnées relatives de

' B, dB, dm

par rapport au système de référence attaché a (£) soient les mêmes
que les coordonnées relatives de

p A, p dA 4- pi A, p d1 A --h 2 p ï //A 4- a pa A,

par rapport au système de référence attaché à (S). Orrvoi la insi immé- .
d ia tement , en désignant par (î^ l'expression de P fa f fqu i correspond,
dans le déplacement in f in iment peti t du système de référence attaché
à (S), à l'expression co^, qu'on a

pins
^oo==^o<»4- pi, ^==0.); (i=:f, . . . , n — ï ) ,
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enf in /»• == /•< — i /, == n — i
'€îi l i ~"~ 2 ^(u' (lki = d^i + ̂  &)0^ ̂ kl ""r"2 P iG) / ~" 2 £ 1 1 1 1 > / 5 2

/>• == 0 A- := 0

( £oo —r î ? £o/ ==0 Si / ?^ 0 ).

• En é l i m i n a n t les inconnues auxiliaires, i l reste-les relations
^,=0.),,

</^4" ̂ ^/-h ... -i~ f2,(^«- ^oo) + • . . •+- ̂ /.-i^/^,,/
(8 ) ^d^i^ G^^i / -+- . . . -i-c..)/(r,)^,-.-- ̂ ) -^--. . .-4- ^„^ û,)/ , ._i, / ,

ûi.i f2i/,-4- . . . 4- i2^__i 12,,,_i^ = &.)i G3i/, — . . . 4r &J/,-i c..)/i-i,a.

On peut les simplifier en remarquant que l 'égalité des covariants
-bil inéaires û^. et (o^ d o n n e

[j2, ̂ ,,] 4- ... 4- [^(i2/,-- .Qoo] 4- ...-+- [^_^^--.i,/:l

== [a'»i0,)i^|4-. . .4- [a)/(o:ï//:— &)oo) ] -!-• • •-+- [^^-i ^-i,/]
OU

[ G ) i ( ^ i , — 6 J i ^ ) ] 4 " . . .

4- [ û ) / ( f 2 / z — ^oo -- 6)^4- <*)oo)"| -L- • • • 4- [&)/,-i (^ /E-I , / — ^/z-i, f )1 = 0.

Il existe donc une forme quadratique "^(coi, ..., co,,_,) telle que
l'on ait

o II àW, ^ /. î ô ^ ,
^ll- '^^ i -^ ? ' "J ^-^oo- c,).4- 0^0 ~ ̂  ̂ .

o ^ 11 I ^1 .̂..,.„,,/~.)^^==^^^,

et les équations (8) donnent tout simplement

"^((x»!, . .., Un-i) =0.
d'où enfin

^^ =: o.)i/, . . ., S^// — ^oo '== ûû// — WQ()^ . . ., Û,;,..-j ̂ - — 0)^-1,/,

et de même
2»2i^==COp^ ..., ^^M,--!,/; ::::::: ^fi—l,n9

"Finalement^ la condition d'applicabilité projectile analytique est que

le système (le- référence mobile étant choù'i pour l^hypersurface (S), on

puisse le choisir pour 17iyp ers ur face (.S) de manière à avoir, en tenant
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compte de la correspondance entre les deux /îvpersurfaces^

(9)

,̂ =o,
Û/ _ = w,

"'"/'/; —::: ^i'/i)
^//— ^00^:;= G)^ — ry)^

^</ ^ ^/y

; ' { h j ^ ^ . . ., /À —l) .

Nous pouvons remarquer que si l'on imagine le déplacement à 71 — i
paramètres qui, dans l'espace projectif, amène à chaque ins t an t l'hy-
persiirface (S) à avoir un contact analyt ique du second ordre avec
rhypersurface (S) supposée fixe, les composantes du déplacement
d''entraînement de rhypersurface (2), composantes rapportées au sys-
tème de référence associé à (S) [ou à (S), puisqu'à l ' ins tan t considéré
les deux systèmes coïncident] sont les différences £i/y — co^ entre les
composantes du déplÀcement absolu et celles du déplacement relat if .
On a donc, pour les déplacements d 'en t ra înement i n f i n i m e n t p e t i t s des
p o i n t s B , B < , ...,B,, regardés comme invar i ab lement liés à (S), des
expressions de la forme

ôB = ^ooB, ôB/= e^oB.'-r- eooB,,
ÔB/,= e^ B + ̂ i Bi 4--. . . 4- É?/,,/,-i B//-.I -— n ̂ )(>B^

On voit que le point B reste fixe et que chaque po in t de l 'hyperplan
tangent se déplace sur la droite qui le jo in t au point B. D'une manière
plus précise, le déplacement d 'ent ra înement , pour les points de
rhyperplan tangent, est une élection ins tan tanée de centre B, et pour
laquelle tous les po in t s d'un hyperplan à n — 2. d imens ions passant
par B restent fixes. (Si l'on faisait un(^prqjection envoyant cet hyper-
plan à l ' infini, ce déplacement serait, pour les points de rhyperplan
tangent, une translation dans la direction du point B.}

On peut se demander si, le système de référence attaché à (S) étant
choisi, le système de référence attaché à (2) est complètement déter-
miné; autrement dit^'si l'on peut le modifier sans changer les compo-
santes û^, û^, Ù^-- ^Q, û^ qui sont les premiers membres des rela-
tions (9). Or, on se rend compte immédiatement que ces composantes
ne sont pas altérées si l'on prend B,,+ AB pour nouveau sommet B/,.
Cela revient à dire qu'une dation de centre'- -B et [aissant fixes tous
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les points de rhyperplan lancent a (.S), n'altère pas le contact .analy-
tu[ue du second ordre de (S' ) el de (S'). Nous utiliserons un peu plus
loin celte propriété, qu'on peut énoncer ainsi :

S'il est possible clé déplacer (^h ) dans l'espace projectif de manière
quelle cdt à chaque instant un contact analytique du second ordre
avec (S ), ce déplacement est possible d'une infinité de manières sans que
la correspondance ponctuelle établie entre (S) et (E) soit altérée.

5. Passons m a i n t e n a n t au cas du contacl géométrique. On t rouve ,
par un procédé analogue a celui qui a é té employé dans le numéro
précéden t , les r e l a t i o n s

i2, -=: M/,
o. - f » .--///, — • ' ^ n i

/. -= fi.— l

i2/, — i2,,,, ::-: y/ / -— G.)oc> -4- >./ r.)/ 4- ^ ^/, ^/.,

i2/y "r,= <«.)/_/+ Â/œy

avec n ~ r paramétres i n d é t e r m i n é s A , , ..., A^_ . i .
Nous voyons fac i l ement que si les formules (10) sont véri t lées, ou

peut choisir le système de référence m o b i l e associé à l 'hypersur"
face (S) de man iè r e que les formules (9) soient également vérifiées :
i l s u f f i t pour cela de prendre B < 4 - A , B o pour nouveau pû in t B/ sans
changer Bo n i B^. L'(ippUcabililê projectile géométrique efUrnîne donc
l'applicabilité profective analytique. Autrement: (lit, si l 'on peut
impr imer dans l'espace projectif à l'hypersurface (Ï) u n déplacement
^ ^ -_ i ()aramètres tel qu'à chaque instant elle ait un po in t commun
avec l 'hypersurface (S) et ait en ce po in t avec (S) un contact yéo/w-
triqiie du second ordre, on peut aussi la déplacer de manière à réaliser
un contact analytique.

Le problème de F applicabilité projectile des hypersur faces esl donc
ramené à l'intégration et à la discussion du système de Pfaff (9). Mais
l ' identité entre les deux problèmes de l'applicabilité projective tels
qu' i ls ont été définis en partant de la not ion du contact géométrique
et de celle du contact analytique, ne subsiste pas nécessairement dans

Ann. Éc. Norm^ (3), XXX. VU. —SEPTEMBRE lip'o. "'>r)
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un espace dont le groupe fondamenta l est 'in sous-groupe G! du groupe
projeciif.

CHAPITRE 11.
LE SYSTEME mFEEllKVnEL DES COUPLES DE SI I Î F V C E S À P P l J C A l î L l ^ S .

6. Dans le cas de l'espace à trois d imens ions , le système de Pfall
fondamen ta l (9) se réduit à

(Y)
^ , - i2,, -^ Q.)n—— r,),,, ^ 12^ — î , =. ,̂  - ̂

i2^==-^lâ, ^2i:=(^l,

i2i;(== r»)^, i2^:.=:Y,.)^.

Les deux dernières équa t i ons d o n n e n t , au moyen des covariants
b i l i n é a i r e s , naissance aux deux équations quadra t iques extér ieures

(l0\ \ I.r^ ( ̂  ~ £i^ — ^3 + ('.)(„) ) J = 0,

( I, ̂ ^3 ( ̂ 33 —— ^00 — ^h>+ <,)()„ ) J —: 0 .

Les ligu'es asymptotiques sont données par l ' équa t ion

9 ̂  ^11 C^l ;{ -t~ ^»2 ^)^,-î == 0 ;

.n nous excluons pnmswreitu'iil le aïs des siirfnaes (/éyelop/wbles, les
expressions 0^3 et oja;î sont deux combinaisons l inéai rement indépen-
dantes de o^ et o)a, et nous avons par su i te , d'après ( î ' o } ,

( r l) • ^,~12,,^^3~..^,,.

(^ela posé, nous a l l ons mont re r qu^// ^ ' é n é / ' n l i ï n'existe aucune sur-
face (S) applicable projectivement sur une surlace donnée (S) et
dis t incte de (S). Pour cela, nous a l lons former et étudier le système
de PfaiT, qui d o n n e tous les couples de surfaces applicables. Ce sys-
tème est manifes tement

, • ^ 1 , , ^ =-o, H, =o,
\ ' . Ûi ^^û.)1!, .^3 =: G.îg^

• , , ^i3=:<^, . ,i'^^=rf,)3,^

i'iS.̂  r.— 0.»^, .^2;;^ ^z: M^I)

^•i—^oo^^n—^n^^aa---Waa^11^;}-'--^sa' , ' , 1 . 1
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Il c o n d u i t aux équa t ions quadrat iques extérieures ( l )

2'":)

03)

[ C, ) i &J 13 ] -4- [ (, ) ^ C,.:» ̂  3 ] = 0 ,

— |>),(i2io—c<)io)] + [^,,(i'23a— ^32)] ̂  o?
-~[<,) l(^o——C^o):| -{- [O) ,3 (^3 l——^3l ) ]=0 .

-[^(i2i..--^o)] -4- [G)i,(%i——Q3:n)]=:0,

— |>)3(i2,o—^<))] 4- [ 0 )2^ (^32—^32) ]= 0,

|>)l(12^--^o)] 4- [0), (Q,o—^,o)]= 0.

7. Le système de PfafT (12) fournit les couples de surfaces ( S) et (S)
projectivement applicables et, en même temp.\\ pour chaque couph^ In
correspondance ponctuelle qui rédiise l ' a p p l i c a t i o n . On peut le regarder
comme un. système à 3o variables, à savoir les 3o paramètres dont
dépendent deux systèmes de références mobiles; mais, en réalité, ces
paramètres n ' in te rv ienne i i t que par un certain nombre de leurs com-
bina i sons . Les équations (12) et (i3) montrent que ces combinaisons

" s o n t les intégrales premières du système complètement intégrable
obtenu en annu l an t les 19 expressions de PfafT :

û)i, Crl2, î*.);t, G)i3, (^3; £2i, £L, 12;}, 12i:i, 12^3 ;

i2i2—r.)i2, f2^—<..)2i» ^2n—12oo—' ( o h i — ^ t o . » »
I'2^---^2o(> —— (G.)2 i>——^. .oh Î233--£2oo—— (&)3^— 6Joo);

i2io —- &.)i<i, ^2.^> —• û^,», 1231 — r<ï;ji, . I2;s2 — r,>;î2.

Il est facile d'avoir la s i g n i f i c a t i o n de ces variables d é f i n i t i v e s *
D'abord, les équat ions

• f.f)^ ::;::-; ^»3 -rr: €»);} r~z </)i;j =-""= d}^ '^~- 0

ont pour intégrales premières les cinq coordonnées de Vêlement formé
par le p o i n t A et, le pian [AA^AJ du premier système de référence
[élément qui engendre la surface (S)|; on a de même les cinq coor-
données du point B de (S) et du p lan tangent en ce point. Si l'on avait
ensuite à considérer les équations

f2/ — r^ == (:̂  . i2//— ûoo "=o.)n- — ^001 ^/y -= a)^, S2/,, ̂ : û)/,,
1 . ^ ! • 1 1 , ! ! . ' { ^ y r ^ I , 1<3, 3),

( 1 ) Cj\ le Mémoire cite pi as baat (note de la page 367), spécialement le Chapitre III,
n^S-Sâ. 1 ^ 1 . „ ' • ! ! •
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elles expr imera ient que les deux systèmes de référence sont invar ia -
blement l iés l 'un à l 'autre dans l 'espace projectif .

Si donc l 'expression û^ — co^ figurait dans les équa t ions (12)
et '(i3), les v ing t var iables qui e n t r e r a i e n t e x p l i c i t e m e n t dans le sys-
tème de PfatT seraient, ou t r e les c inq coordonnées d 'un poin t va r iab le
de S et du p l an t a n c e n t en ce po in t , les qu inze coordonnées du second
système de référence mobi le par rapport nu p n ' / m r / ' . Alais, comme
Û;io — co;;(» ne f igure pas dans les re la t ions (''12) et (i3), la pos i l ion du
sommet B;( par rapport au p r e m i e r système mobi le n ' i n t e r v i e n t pas
elle-même, mais s e u l e m e n t la posi t ion de la droite [BBy |.

En définit ive, le système de Pfaff (12) est à 19 variables, à savoir :

i° Les trois coordoniffies non homogènes rr1, y, •z du sommet A du
premier système de référence ;

2° Les deux paramètres don t dépend le plan | AA.i A^ | passant par A
| plan t ancen t à (S ) |;

3° Les douze coordonnées homogènes par rappor t au p r e m i e r
système de référence des sommets B, B,, B^ du second sys tème;

4° Les deux paramètres don t dépend, par r a p p o r t au p remie r sys-
tème, la pos i t i on de la droite (BB/|.

Parmi ces d i x - n e u f variables, deux sont i ndépendan te s , par
exemples et y , et, les dix-sept antres sont dépendantes . Les expres-
sions œ, et o^ do iven t donc être regardées, pour t ou t e s o l u t i o n du
système (12), comme l i n é a i r e m e n t i ndépendan t e s .

8. Cherchons m a i n t e n a n t si le système de Pfaïf (12) est en i n v o l u -
t ion et quel le est la généra l i t é de ses so lu t ions . Comme les sommets
A , , A^ du système de référence associé a (S) sont des po in t s a rb i t ra i res
du plan t angen t , t ou t é lément l i n é a i r e in tégra l du système (12) peu t
être supposé ramené à satisfaire à CL^ = o. Soit alors

^ _ ̂  _ ̂  _ ̂  _ 12 io— r,),;, _ ̂  <r— ^20 ^;ji — G);,; _ Ili.)— r,).^
i o a 1 3 a^"^' </,y . a.^ ~ 0 ^ 1 ' " " 7 7 ^

un tel é lément l i n é a i r e . Les équa t ions qui d o n n e n t les é l é m e n t s
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linéaires intégraux en involut iou avec lui sont, d'après 0.3 ),

j G) 13:= f f^COi -h ^•{C0:i?

^ 1 ff|^i2^-— C . » ^ ) =—— ffio^4- ̂ 2^,

/ — ( i^o—^o) + ̂ (i2,.i—G),il =— ^,^>i4-- ^n^^i,

• ^,:s(i2;n— ^};ii) -=— ^10^1 - r - ^;u^)i^

^ 2 3 ( 1 2 ^ — - c,)^) ':=•— ^20 ̂ 4 -î- ^;^^^a-

i 21 „ — 0) i <:, =::: ^ 1 1 1 ̂  i + et. ̂  ci G) ̂ .

On voi t f a c i l e m e n t qu'elles d é f i n i s s e n t , en général, u n é lément du
second ordre et u n seu l , ca r ies équa t ions sont résolubles par rapport
aux six q u a n t i t é s

G)^, r^;,î, i2i..——^l,-i, i.Lo—-^0. 1 2 ^ 1 — — C , . ) ; ^ , . i2^——û)32

si 1 on a
a i :t ci ;̂  •:.= o.

Par suite, //' système ( i ï ) <^v/ /7/ i/ivoludon ef sn solulioii générale
dépend de si.r fonclions nrbi(rnin\\' ( ! ' u / i n/'yu/wnt. L'entier () indique
en elTet le nombre des constantes arbitraires qui entrent dans les
équations de l 'é lément intégral le plus général du second ordre.

Les caractéristiques du système de Pfaff.

9. Les éléments l inéaires intégraux sin^ulicT^ sont ceux pour les-
quels on aurait

ai^a^.^=-o;

ou, plus exactement, l 'élément linéaire intégral o^ == o est singulier si
l'on a, en se déplaçant sur une intégrale dans la direction de cet
élément,

^ 1 3 ( ^ 2 — — ^'32 ) ^O.

Cela peut se présenter dans deux cas :

i° On peut avoir
^.i~=. 0, <.,)i;i= 0,

cela rev ien t à dire que la direct ion o,̂  == o annule la forme quadra-
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t ique
0 == o.) i G.) j y 4- G) ^ G>.) ^ ;^.

L^/^7)/^/^yv7//^/('^/yzz^y des sur faces (S) etÇL} sonf donc les canicteris-
l i(l m1 s de pr/n/ere espèce (lu système (le Pff//f(ï'i}.

On peut avoir
<x>_>=: o, Hj:;— ^;ci== o;

cela s i g n i f i e que si l'on se déplace sur (S) dans la d i rec t ion co^=:o,
c'est-à-dire dans la direction de la droite [AA..|], et si l'on considère le
mouvement d ^ e n t r a î n e m e n t de (S) supposée se déplacer de manière
à avoir constamment un contact analyt ique du second ordre avec (S),
la vitesse d ' en t ra înement du point B:i va couper la droi te [AAJ : cela
est vra i , du reste, pour n ' importe quel p o i n t projectivement solidaire
de (S). On o b t i e n t donc les caractérist iques de seconde espèce du
système de P laH ' ( i2 ) en p renan t sur (S) les courbes (C) et. sur.(S') les
courbes correspondantes (.F) telles que, lorsqu'on imprime à (S) le
mouvement project if à un paramètre qui amène successivement les
différents points de (T) en coïncidence avec. les points correspondants
de (G) et qui réa l i se a chaque ins tan t le contact ana ly t ique du second
ordre des deux surfaces, les vitesses d ' en t r a înemen t de tous les points
de l'espace a i l l e n t t o u t e s rencontrer à chaque ins tan t ' la tangente com-
mune a (G) et (T),

On peut remarquer que le mouvement précédent j o u i t d 'une autre
propr ié té géométrique remarquable. La deuxième e( la c inqu ième
équa t ion ( ( 4 ) m o n t r e n t en effet que, si <^ est nul , on a

n^a.^— a^a^-==. o;

celte relation exprime que la direction donnée (co^== o ) est conjuguée
de la direction

^)i _ o.ji
1 , ^20 1~ •llii- ^Hl'

or le mouvement i n s l a n t a n é de (S) par rapport à (S) est, pour les
points situés d a n s le plan tangent commun, une éladon de centre A,
et dont les poin ts inva r i an t s sont jus tement situés sur la tangente qui
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passe par le p o i n t ^o-^-i ~- ^ 1 0 ^ 2 - l^111 su i t e , /// î u n ^ ' e n l e c/ue i'eucon-
trent /es vilesses d'enff'uînefuent de (eus les points de l'espace el la lun^enle
lien des points du plunlun^'eui commun y/// o/ff niïerîlesse nulle sont deux
t ( i f î ^ ' e f ï ( e s c()irni^'nées.

Les solutions singulières du système de Pfaîf.

10. line soli ï l i .on s ingul ière du sys tè ine ( i2 ) est une solut ion (iont
lous les éléments linéaires in tégraux sont s in^i î l ie rs . Ces élénients ne
peuveni pas être s ingu l i e r s de la première espèce : cela supposerait ,
en efFet, que les surfaces (S ) et (^) sont des plans, cas que nous lais-
sons de côté pour le nuHnenL

I I reste donc le cas où l 'on a u r a i t

i^;;!— o.);n=o,

mais alors les équa t ions (i3 ) mol l i ren t qu 'on a u r a i t aussi

i^,— G3i.,=: 0,

Les deux premières de ces quatre équa t ions nouve l l es c o n d u i s e n t
a leur t o u r aux n o u v e l l e s équat ions quadrat iques extérieures

|/,)i(l^o~ ^o)] ^O'
|^(i2;}(,-- C,.)3o)J = 0;

( I OU
£^ ^- ^30 -^ 0-

Les deux sysièmes de référence se ra ien t alors, dans .[/espace pro-
jectif , i n v a r i a b l e m e n t liés l 'un à l ' au t re ; au t r emen t di t , la surface (2)
se déduirait de (S) par une transformation .projective. Nous trouvans
ains i une solution effective du problème proposé, mais une solut ion
banale qu i ne nous intéresse pas.

Les solutions singulières du système de Pfaff (12) sont formées par
une surface ^uelco/u/ue (S) et une surfnce (S) se dèduisnnt de Ç S ) pur
une ti'nnsfoi'/nulion p / ' o / e c / i ^ e quelcolujiie.
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Le degré de généralité des couples de surfaces projectivement applicables»

il. De la discussion précédente résulte que tout couple de surfaces
applicables projectivement d i s l i / u ' t e s provient d'une solution ^'é/ié/'n/c
du système ( 1 2 ) . Par suite, les couples de surfaces distinctes projtylive-
fnciil ( i p f ) ! i c ( i b l ( ' s (lu second ordre d^peinleni de six fondions ( i i ' l ) i i r (d f ' cs
d'un ni^'iimenf.

Une conséquence immédiate, ex t rêmement importante, est que les
surfaces proicciiveincnl d é / o r i n < i l ) / e s s o n l c.rccpdon n e / t e s ; sinon, eu effet,
les couples de surfaces applicables dépendraient au inoins d'une fonc-
tion arbitraire de deux ar^lunenis.

1 1 nous reste a voie comment ou peut reconnaitre si une surface (S)
admet une surface (S^) d is t incte de (S) et applicable sur (S), le de^re
de généralité des surfaces (S) applicables sur ('S) el le de^ré d'arbi-
traire de la correspondance ponctuelle qui réalise l'application de cha-
cune de ces surfaces sur (S). Pour cela, nous allons étudier successi-
vement le cas des surfaces non réglées, le cas des surfaces réglées non
développables et le cas des surfaces développables ; les résul tats sont,
en eflet, tout a fait différents dans ces trois cas.

CHAPITRE 111.,
L'ÀPPLICVIULITE PHO.IKCT1VK nKS SI 1 Î F A C K S NON IŒGLKKS.

La particularisation du système de référence mobile;
les invariants fondamentaux.

1 2 . Si une surface ( S ) 1 1 0 1 1 dè^eloppdhie est donnée, le système de
Pfaff qui fournit les surfaces (2) applicables sur (S) et donne en
même temps la correspondance ponctuelle entre ces deux surfaces,
est, d'après (9') et (n),

/ " ^ ^==G^, ^=^ ^=o,
j ^ 1 1 — — H)O== ^H—— ^005 ^>2——^oo==&.)2â——&)oo, ^33——^oo==^33——C«)o^

1 î2i2=:0,)^, û^==Cx)^,

[ i2i;î-=0ii3, lLa=-C,J2:i.
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Nous VOYOUS déjà que r é q u a t i o n

o =r œ i c».) i a -S- c») ^ ^i,) 2 :} ~=- o,

qui clou no les lignesasymptotiques, est :con serve e par i 'ap pi icatio s i . C'est
pour cela qu'i l y a l ieu d 'é tud ie r à part les surfaces non développai) les,
p u i s les surfaces developpables . Nous verrons dans u n i n s t a n t que la
p r o p r i é t é d ' u n e surface d'élre réglée se conserve par l ' app l i ca t ion .

Pour ne pas être arrêtés dans l 'étude de la d i scuss ion du sys-
tème (i3), nous a l lons pa r t i cu la r i se r le choix du système de référence
mobile a t taché à la surface (S). Nous e f fec tue rons cette par l icular isa-
tion par é tapes successives en nous a i d a n t de la remarque s u i v a n t e . Le
système de référence mobi l e d é p e n d , en outre des paramétres ^, /a q111

d é f i n i s s e n t la pos i t ion (run point d e ( S ' s d ' ' u n cer ta in nombre de para-
métres a rb i t ra i res / / i , u^y .... Si on laisse ^ et, ^ fixes et que l 'on fasse
varier les u, on change le système de référence attaché au poin t donné
( / , , ^ ) de la surface ( ^). Nous désignerons par o un symbole de dilfé-
ren t i a t ion ob tenue en Icu^scin! l.^ f^ fixes et f a i s a n t varier les para-
m è t r e s / / ; le symbole d se rapportera à une va r i a t i on que lconque de
tous les paramètres . Nous désignerons, pour abréger, par e/j ce que
devient oj^ quand on y u t i l i s e le symbole o de d i t î e r e n t i a t i o n , en gar-
dant la n o t a t i o n co/^ pour le symbole cL On a m a n i f e s t e m e n t

L'équat ion

e n t r a î n e

d'où, comme on l'a vu,

e^ == e.i •= o.

&j3-r= o

[G)i^:/J 4- [c^COâ;}] =0,

i (}^ i à^
^r.i— ^ ̂  ? . ^ 3 ^ ^^?

on a donc, en par t icul ier ,

e^^=. o, c^;} ~=- o.

Si l'on change le système de référence mobi les on a

ôc& === ôw i o->i3 -4- oœ^ ^^3 4- o.)i 00.^3 -h ûû^ ^^33 ;

Ânn. Éc. Norm., (3) , XXXVII. — SEPTEMBRE 1920. 36
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or les f o r m u l e s ( i )

W\ r : :-[0)1 ( ^ ) i i — GJ,»,j]-4-[o^c».):nlh

r,)\ — [ Q ) i G » i - j " | + [ , ^2 (^22 — ^uijL

d o n n e n t

C>^;; =:: | ^i; i(o);i:;——^il).| -i- l.C.h^^L

^)^ r— | ^)^ <y)^ ; j | 4- ] rt.)^y(o);^— ^iia)

d'où

0^)1 —: ( ^ 0 0 — — É ' n ) G ) i — ^^i /^,

Or,^ =: —— ej 2 G.) i •4- ( <?tio —— 6^2 ) ^.J^ ,

o^i ; j—:(^n — ^y y ) œ ^ y 4- G ; ^ G.) ̂  :(,,

[ Or,).^ ^z e.^ û)i3 4- (^^ ~" ;̂i;i )M^;

oo ::-.:: fc,, ,)— e;s3U. •

Ce résul ta t n'a r ien d 'extraordis ia i re ; il était é v i d e n t , géométr ique-
m e n t , que la forme y étai t un invar ian t re la t i f . Comme i l n'est pas
absoluy on peut tou jours chois i r le système de référence de manière
à r é d u i r e cp à une forme q u a d r a t i q u e donnée a l 'avance, par exemple

o =:'a<>)^),>-,
d'où • •
('17) r.)ia=._:,o)^ r,»^:_:Q)p

Les tang'entes asymptot iques sont alors [AA, | ci IAA^J . Nous- avons
aiîisi obtenu une p r e / m è / ' e pïirilcul(insali()!î dti sy.slêfne de ' référence
f n o / H / e ^ ' ) ' , les équations (17) e n t r a î n e n t du reste, d'après (16),

<?; ^ := o, ^i i 4- <?^ — e < » o — ^33 =: 0, e.^ :=r1 0.

13. Deuxième p a i ' d c i i l f i r ù ' n l i o n (ht système de référence mobile. Ln
forme cubique ^. — Pour a l l e r | ) lus loin, égalons les covar ian is b i l i -
n é a i r e s d e s équa t ions (17); nous obtenons

[o i^ ia] 4- ^ [^â (c r ) i i4 - c<)^2—.^oo—^; ia ) ] =0,

• — | G.)i (<'«)n 4"".<»).i2— <*.)<)()— ^,j,/)] -4- | ^c»)^ | =:; 0.
3

( 1 ) II e s t a remarquer que cette parliculansation i n t r o d u i t unû irrationnelle quadra-
t ique.
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Ces équations mont ren t que les trois exp l'es sic ns
•

^12 ' " " ( ^ 1 1 ~~ ^2-1— ^n u — — ^.î;^- Cù.»!

sont linéaires on C D ) , co^ et so déduisent par dilÏérentiation de la

forme cubique

'b ,— c.j'f ^) |_> -4- ^> i ^>i ^ ^.)i i -4- ^..f^ — ^011 — €»);.};; ) 4- f»)S ^'2i ''

oii a

_ î à2 ̂  i . ï ^^^ i à 2 ' ^
G) 1 2 —^ 7: -^—j-? -- v^it + ̂ aa— ^ 'oo— •»'»;,{;,•; J ̂  7: -^——"— 5 ^2t ̂  TTl-"- 6 <^)ï , 2 v n 1 - "u "/' ~ 6 (^.)^c.)/ w,i - 6 de.);;

Or on a main tenant , d'après les fonmiles ('2),

/ dû.)i == (<?oo— ^ 1 1 ) ^ 1 ?

^ 0^,)^ ^ (<?oo— ^ââ)^2»

( l8) ^ • ^hi^ ( ^ 1 0 — <?3^)^)24- (^n— ^22)^13,

- O ( G . ) H + < * ) ^ — — ^<«0——^'3 : i ) ;= : :(^0——Ê';^)^1+ (^0-- <?3l)^;i,

QôJ.i =-: (^,t'— ^^ )r,,»i 4- (<?^ — ^n )GJ2l.

et par snile,
3 _____ _____

ô'b •—:;: ( e^ — €':;:; ) '-p 4- — ( 6'in — e^ j ) î + 6^(, — e:.;i o^ ) -p.

1^ insolation cubique dèlenninéc pur Véqucilwn

(J;•+ (Â^:4 4-'^-^) 9 r::- o , • •

c^/ c/onc invariante. Or posons

— ( ^) 1 1 -4- ^â — ^(K! — ''»);;;{ ) == //. r,) ; -}- /i- ff^ ;

nous avons, d 'a j ) res (18),

oh==€iQ—e^~}~ (en—c^^/i,

OÂ- -: ̂ ^, — ̂  î + ( e^ — 6-00 ) ̂ , •

les coefi îcients h et ^ sub i ssen t donc chacun, quand on modifie le
système de référence mobi le , une s u b s t i t u t i o n linéaire ent ière , arbi-
t ra i re ; on peut donc les supposer nuls tous d e u x ; on voit alors que/a
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forme cubique ̂  sera réduite à ses deux termes cubiques 5 et le rapport -

sera un invariant absolu. On aura en outre

j ^ ==: a &) ^ 4- & co ;i,

09)

Cjt,),3=r f / ^ i ,

œn + <»,)..) 2— ûûoo— œ;{3=== o,
C,)^ == <?)(*,)^,

^lo— ^-'îâ::::::: ^o — .̂'n ::::=:: <^'

14. Troisième particularisation du système de référence mobile. — Les
formules (18) et (19) donnent

(20)
00 =: ( 2 é?n — <?o.) — <?22 ) ̂ .

Ô^ == ( 2 ^2^ — (?oo — ^11 ) b.

Chacune des relations t ô = = o , 6 = = = o a donc une signification inva-
r ian te . Or la r e l a t i on

entraîne
G) ̂  := 0

<^AI == C«)io À + ^i i AI + tôâ A;},

ce qui montre que, si l 'on se déplace sur la l i^ne asympto t ique co^===o,
la droite [AAJ reste fixe. Cet te re la t ion caractérise donc les surfaces
réglées, ou p lu tô t la propriété des l ignes asymptot iques œ^== o d'être
rectili^nes. 11 importe de remarquer que, pour toute surface (S) appli-
cable projectiveincnt sur'(S), la même propriété a l ieu pu isqu 'on peut
choisir le système de référence associé à (S) de man iè re à avoir
0^==co^, les deux par t i cu la r i sa t ions précédennnent effectuées des
systèmes de référence se f a i s an t para l lè lement dans les deux surfaces.

Nous al lons, dans ce Chap i t r e , nous occuper des surfaces non
réglées. Les formules (20) m o n t r e n t alors qu/ôn peut supposer

a^b^i ( 1 ) ,

( r) Celte parlicularisation in i roduiL une nouvel le irrationnelle qui se rédui l , du reste,
à une racine cubique. Les relations (17) et (21) se conserveni, si l'on change respective-
ment coi et assoit en e^i et E^O^, soit en s^ et s2^»!, ou s désigne une racine cubique de
runi té . Les seules expressions réellement invariantes sont les deux formes rationnelles
9 et d/.
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c'est-à-dire
, ^ :== r^ -1- c^',

^ y^=: W^

( 2 î ) . <A» i ; +- («^2 —— G) (io —— Ci)3;} --=- 0,

^ G)^=: ç,.̂ ,

'-,, <?n :== 6'^:== ^o,,= 6';i3.

15. Quatiiêînc particularisation f/u'système de référence mobile. La
forme bic/uadratique y^. — En égalant les covariants b i l inéa i res (les
deux membres des re la t ions

0)^=: C.,)i,

G) î î 4- 0)^ —— ^u.) — û);î3 == 0,

on obtient

1 [^l(/-'»OC+ C.)2^~ 2 0 ) 1 ] ) ] 4- [1^:) (^ ; Î2—— ^^c)] r- 0^

(22 ) , [O)i(^:î2---^l<:))] + [ ^ 2 ( ^ 3 1 — G,)^,,)] ==0,

' [^1 (^.•îl-— ^âo)] + [^^(^<>o+ G)n— 2^)] = 0.

On voi t que les quatre expressions

0) (» o -t- G ) 2 ^ — 2 6} n , G) 3 ̂  — <» » î o, (».) :, î — û) 3 „, G) „ „ -\- (^, ^ — 2 0 » a 3

sont des combina i sons l inéa i res de c.0i et 003; on peut les dédui re d 'une
forme bi quadra t ique

y == G) ^ ,̂ o),^,.-}- r,j q ̂  — 9. G) [ î ) 4- 3 G-) '[ Ci) ^ ( ûj 33 — 0.) j (1 )

-4- 3 C*» î G) ^ ( G);; î —— G) ̂ o ) -|- G) îi ( G) o o 4- OJ il — — 2 (A>3 ̂  )

par les formules
î ô ' ^ ' / î ^3/

co.,4- ..)„- 2c,)n= ̂  ̂ , ..̂ - œ,o=: ̂  ̂ p^ , • ^ „

î à?// î ^;î'/0)31 — œ^o == —7 -———r? o.-)<io 4- &)n — a çx).,^ == —j -—- •24 < ^ c » ) i ^ Q > s 24 ^a.);i

On trouve sans d i f f i cu l t é qu'en fa isant varier le système de réfé-
rence mobi le , on ob t i en t

07 == — ^io0j^4- Se^^^i-l- l'îe:^^^ 4- 8<?ioc»J iû4 — 4^0^*

On peut donc disposer de l ' i ndé te rmina t ion encore subsistante pour
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annuler dans y les coefficients de co^co^ , co'^co;, oj», co.3 ; on aura alors
e^Q ==: ^o ==; é? ;>.() =""-0,

c'est-à-dire que le système de référence sera parfaitement déterminé.
Posons alors

7^- - -3ar , ) ;—3pc4;
nous aurons

/ <,»00 41'1 ^,;. ••— 3 ^»i 1 = —— 3 5Î 0,)i ,

1 0);^ •— r^ io —: o,
<(23)
1 w;ii -— c,)^, :=o,,'

\ G ) < » o + OJji — 3 c^ ^-r: ••— 3 ,3 0)^ ;

d 'où, en prenant les covariants bil inéaires,

"-" 3 [f^iÇcla -(- r -- ap ^.)^)] -+- 4 [^i ^ ic l - - 2 | ^)^,)3./| =- o,
| 0) i ^^o J + [ 0»2 ''»):}(» | == 0,

[^t ^.-{o] --!- [^ . J^Iô] "=• 0,

-3 [o).(^ 4~i--a^,)i)'| - 2|>)^)p,3 4- ^ [<'.)^),o] := 0.

On en d é d u i t e n f i n

(^l)

et

(25)

( G.) j o r.-r /. G ) i -(- .̂ rA) ^,

< ^^o =:;;r z/ r,)^ -)~ o G ) ^ ;

f r,,);jo^-; û ' j)i 4- A f,)^

Wi ( <:/a 4- i •••-- oc À --11" ^ [ j . — ^ ^ G.)^
V. . ° ^

^ (^+i~ap-..--.....-|^^|^>/) l=o.

Les coeff icients a, p, ^, ^a, v, p sont les invariants fondamentaux de
la surface (S) par rapport au groupe p ro jec t i f^ ) . Toutes les compo-
santes (^ du déplacement i n f i n i m e n t pet i t du système de référence
mobile sont exprimées l inéairejnent au moyen de oj, et co_>, les .coeffi-
cients in t rodu i san t précisément les invariants fondamentaux . On a du
reste
(,6) ' G/•-z Pl>i<h

/ r,)^=z -- a |"^i^)/|.

( i ) En réalUé, les invariants fondainenlaux nUionnels sunt %3, a»4- p3, ;̂  v, Xa, pp.
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Le système de Pfaf! des surfaces applicables
sur une surface non réglée donnée.

16. Soit, ( S ) une surface non réglée. Faisons correspondre à chacun
de ses points un système de référence mobile normal. Soit (S) une
surface applicable sur ( S ) . On aura, de1 la man iè re la plus générale
possible , la surface ( ^ ) et la correspondance ponctuelle qui réalise
Papp l i ca t ion de (S) sur (S) en intégrant le système de Pfatf :

^2,:=o,
i ^ 1 2 1 =-=-G.»i, i2â ^r,),.

(,l5) •• • i2,;;:-<,)i:;, Û^r-:^.

^ 12^ :- < ,̂ i2,,=o)^ ' 1 1 .
• i2n — 12oo~::<..)n --- ^),i,,, 12^— ̂ ^= ̂ ^— r,)o,,, ^^—i2oo=-ûû33— (,,)ooi

les i.lij dés ignant les composantes mobiles du déplacement élémentaire
d 'un système de référence a rb i t r a i r e .

Les équat ions quadrat iques extérieures qu 'en t ra inen t les équa-
tions ( t5) sont , en tenant compte des formules (17), (ai) et (23),

[ Ç^ ( i2;̂  -" i2i o - r,);^ + r,}^ ) ] :̂: 0,

[r,),(i2^-i2,,,- G);H+G),.,)] ^ r:::0,

[^ (12^ — C.)3i ) ] — |>)i (QI,, -- W i o ) ] = 0.

[ ^) i (, i2;( ^ — ^,)3^ ) ] -- [ h).^ ( i22o —— ^20 ) ^ 0.

[^1 (i2p, - ^10) : ] + |>),(^0-- 0)2,))] ^O.

On en déduit
i2yi -— £2^0=-. c,};.,i — c,)^+ ^ G^,
12:^ •l-- 12io = c,);̂  -— ^.>io + />• o.)^

i2j( j •== Û l J l y — — - Â'CO^ 4--^.&)l1, ' :

3

^go =;r Ci}^(-(—- Â C O i 4- t-' M 2.

Or on peut, sans changer les conditions du problème, changer 1
poin t B:{ en B:(4-AB de man iè re à annuler k. On aura donc les nou-
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vclles équations de Pfalï

( 27 ) ! ^31 —— ^20 ̂  ^31 —— û.)̂  î

^ — Î;SK,== c»);(2— c*)io ;
( ^l,>=ahn4-- /^)i,(2(s) , , î ,=:o.,+^:,.

Les équations (27) conduisent aux équations quadratiques exté-
rieures

[ Ç.) i ( i2 :, o --' ^ :i (» —— « G) à ) ] == 0,

[ ûOâ ( Hut — ^••so — ï' ^» i ) J == 0 ;

d'où e n f i n

( •29) ^30 — G.);K> == « ̂ ^ -h r G ) ) .

Les équations (2(S) et (29) conduisent ensuite à

[ r,)i (c/^ 4- 9 //. c,),,() — r,).i i ; j -=. 0,

1 w^Çclv 4- 2<-' c».)n(»— 0)^) | :::=: 0,

| fj).^(/:/.U 4- 2 // G)() ( )—— lUn ) | -1- | ^)i (//(' + 2 F O)(K) •— t-'J^^) j =: 0 ;

d'où
( du 4- 2 // ( ^)(,o — G) j i ) = ̂ 'c')i,

( ^A' 4- 2r (<.)o<, — ^>2â)::::: ^'r*^-

Les covariants b i l i n é a i r e s des équat ions (3o) donnen t , enfin

( 3 l ) dw 4- ^(&)(»o"~ W.t.-}) 4- 2 r ( 2 y — — l ) o ; ) i — 2^(2 /J .— 1)0)3-== 0,

et ce t t t ^ dernière équation entraîne elle-même

( 3 a ) a [ r/^. (Y^ '| 4- (< | d^ u i ] 4- '- n ' ( ̂ . ~ ^ ) | w i ^) 3 ] == o.

Les trois f o n c t i o n s inconnues u, c, w dont dépend la solut ion du
problème sont donc données par un système d'équations aux différen-
t ie l les totales l i n é a i r e s (3o) et (3r), avec la cond i t ion d' intégra-
b i l i t é (32), I I en résul te que Ici sur face cherchée (S) dépend au plus de
trois constantes arbitraires ( i n ( l é p e n d a m m e u f c des constantes qu i f ixen t
sa position dans l'espace projectif).
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•17.' La re la t ion (3û) est de la forme

• , , ^ . pu -i- q^' -h /'n" == o,

où les coef f ic ien ts p , q, r ne dépendent que des paramètres / , , ^ qui
déf in issent la posit ion d 'un p o i n t sur la surface (S). En la différen-
t i a n t et en t e n a n t compte des expressions f o u r n i e s par ( 3 o ) e t ( 3 i )
pour ( l i i ^ d\\ ( / w , on obt ient deux nouvelles re la t ions de la même
for nie

p^u -{- cj\ ï 1 -J- r^ (P -=. o,
p.^ il 4- q^ (' -1- /'a tv-' r:.r: 0.

Chacune de celles-ci donne à son tour naissance à deux nouvelles rela-
t ions , et a i n s i de suite.

Cela posé, on voi t que p lus ieurs cas sont à d is t inguer :

i° 11 e.visfe entre n, r, w trou reldtioTzs îiné/lirement indépendantes. I l
n'existe aucune surface (S), distincte de (S ), qui soit pro jec t iverneni
applicable sur (S). C'est le cas général.

2° // exù'te entre //, (-', w deux relations îinéaireiwnt indépenfictnïes et
deux senfement. Les rapports mutuels de Uy r, w sont alors déterminés;
quan ta , n, par exemple, il est d o n n é par u n e équation complè tement
intégrable de la forme
(33) du=UT!J,

où ^ est une expression de Pfafî connue. On a alors u par une y//W/y/-
ture. II existe co1 surfaces (2) applicables sur (S) et fo rman t une
famil le cont inue ; elles sont données par l ' intégration d'un système
d'équations différentielles l inéaires du deuxième ordre à quatre fonc-
tions inconnues , les coefficients des fonct ions inconnues dans ces
équat ions dépendant l i néa i r emen t d'une constante cirbitraire k. Ce
système est symbolisé par les formules

dB •=-. ^ool^ -+- ^•h'Bi -4-^2^2, • ,
^7B i = ( w i o 4- A" K w i ) B -r- &) 11 î ï i -4- G) i a 13 2 -r- <• » i ;? ï ̂  3,
dBï "= ( ̂ âo -i" ^ç ^â) ̂  -^~ ^•21 ̂ 1 -+- ^2-2 î'^ -t- ^23 "B;!,

(^83-rr (û0.-ïo+ ^' ûôi4~ A-^<ÛL>2)B -4- (C*)3i -h A'( '2)Bi -i- (^32-|-/.7/&)i)B2-4" ^33^^^

Ann. Ec. Norm., (3), XX.XVÏI. — Oc'rolmE IQ-ÏO. ï^
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où l 'on a désigné par u l ' u n e des solut ions de (33) et par t\la valeur
cor respondante de c.

Les surfaces de cette catégorie dépendent év idemment de six fonc-
t ions arbi t ra i res d'un argument , puisqu'el les forment la générali té des
surfaces deformables project ivement . Dn reste, nous reviendrons
là-dessus plus l o i n . \

3° 11 existe entre u, v, (F une seule relation linéaire. Les quant i tés u
et P s o n t alors données par l ' intégration d'un système complètement
in tégrable de la forme

(3i) '
Cllt •==- UVJiî -4- ('^1-2 ?

d\' =r: (tvs-^ -4- t 'TTT^,

avec quatre expressions de Pfaff connues •^^^ ÏD',^ tEr^, CT'^. 11 existe
ce2 surfaces (Z) applicables sur (S) et f o r m a n t u n e fami l le c o n t i n u e .
Les coeff ic ients des équa t ions différentiel les l inéa i res qui d o n n e n t (i)
dépendent l inéa i rement de deux constantes a rb i t r a i res /c^ et k.^ Nous
verrons que les surfaces (S) de cette catégorie, s'il en existe, ne
dépenden t que de constantes arbitraires.

4° l^i reîntion. (32.) est i(lenti(fuement vérifiée. Alors // , P, w dépenden t
de trois constantes a rb i t ra i res k^ k^, k^ et sont données par l ' intégra-
t i o n du système l i n é a i r e (3o) et (3i), i n t é g r a t i o n sur laquel le n o u s
r e v i e n d r o n s plus lo in .

En tout cas, ' i l ressort de ce qu i précède q u e , s f (feu.ï' surfaces (S)
et (E) .sont projecii^ement applicables^ e l l e s forît partie ( l ' u n e me/ne
f(imille continue de surfaces foutes projectiverneni applicables les unes sur
les autres, t ' '

Le système différentiel des surfaces non réglées projectivement deformables.
Le réseau conjugué de déformation projective.

18. Nous sommes m a i n t e n a n t en mesure de préciser et de com-
pléter les résultats obtenus au Chapitre H sur le degré de généralité
des surfaces projectivement deformables.

Si une surface non réglée (S) est projectivement déformable, on
peut associer à chacun de ces points un système de référence mobile
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et, déterminer en chacun'de ses points trois quan t i t és non toutes nu l l e s
i^ ^ ir de [elle sorte qu^on ail les équat ions de Pfair :

(35)

Cil) i .•j '==- ^ ) ̂  , (,) ., ̂

G.) ^ ^ ----r GO i, 6) ̂  i •

G) 31 =; C,j^,^ (,j;̂

c » ) j i — fj)c,Q~= '2 aû)i -
c..)̂  — WQQ:.==: ao.)j -

/ G);!:} — cxjoo== 3ao) i -
G J i o -=r: À G.) 1-4-- ^.c,,)^,

G,)_>(, == -ycOj •4- 0 & ) ^ ,

0);jy ---̂  p^l 4- 7/J-)^,

(r/^ -=:•>. a ( c.)^ — oyç ) -^- tpr,),,

C ̂  1 =: ^ ( ' ( (,) ̂  ̂  - - <,) y y ) + ( Ï ' G.» ;, ,

c/n' r^ (T ' ( û,)y3 — co^ ) 4- 2 r ( i -— --> ^ ) G),

- •'" i ?
:G4,

^^lO-

,̂,

'->^.)^

i== 3 ao.)i 4- 3 p ^ ) ^ ,
^CrJ^

^" a ?/ ( i - 2 ̂ . ) G.) ^

Cô' ^ysiènw de P faff (tè/i/îif /e.v ^in'faces îio/i ré^lérs pî'ojcclivemeîît
(léforindi^lcs.• ' ,f

Les équat ions q u a d r a t i q u e s ex té r ieures auxquelles i l c o n d u i t , et
don t que lques -unes on t déjà été formées, sont :

/ , , 4 \\
G,ïi [ cl y. 4-1 — a^ — -; y. — ^ vu.^

\ ^ ^ i

^^[d^ 4-1 - a ^ — ^-

(36) | G)i r/^ "| 4- | G.) 2 ^? 1 -i- (2 pa — 3^(3 ) foj i w^\ == o.

| G)i dû 1 4" | c^ d'h | 4- 4 ( /.a pp)[GJi^^J--:0,

| (,)[ € / ' ) . | 4- 1 G)^ -̂/. [ 4- (3^. a — ^ÀjS) [ ^i^ (,.)^ | î r o,

t 1 1 ^l ^^ 1 "4 // 1 ^2 -̂..l ~" ( T ? ( [•J' —— v ) 1 .̂I c')-) 1 "^ ° •

La lorine des six équat ions (36), dans lesquelles in t e rv iennen t ,
outre o^ et co^? six expressions de Platf nouvelles, rend vraisemblable
la propriété du système (35) d'être en invôliition et d 'admettre iine
s o l u t i o n dépendant de six fonct ions arbitraires d 'un arguffîent. Il est
du reste facile de mettre en évidence à la fois la propriété d'involution
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et les six fami l les de caractéristiques, en écrivant les équat ions (36)
sous la for nie

û.)^ ( dy. — i — aj3 — -^ ̂  — TÎ ^c»);; ) ==o,

(.»a ( (̂3 4- i — a .3 — ^ ̂  — ri- ̂  j =::= o,

[ / ——————————————————————————————.,- „. .———————————-——————————————•—• ->, -~B

o»! ( il (H. — c ch 4- 3 ap.y. — ^ u'h^ + ~ n'^. — - ^'vw.^ f ==: o,

^)_> 1 (î ^p— // dp. 4- 3 (? vp — 2 fp^ -— - tv'f-/. 4- - (V-'^c,)! J -= 0,

j (v/M^i — v^) ( ̂ ^P ~ y ̂ ca

(W) i L ^ ———
4- .̂  \j u\y, --- •:-> ^i-^a 4- 3 \A-'^(3 4- ~ —=.^o.)i

^ V/c

— 4 v'c pjS --- 2 '/^/.p-l- 3 \/^.a 4- - -7= uc.),.>
'•^ V^ "/'

' ' / ^
(V'^o)! 4-- V^"^) ( V^ ^P + V^ ^/-

_ ^_ ___ ~' ^i
— .I \/«/.a 4-- 2 ^'1' pa — 3 \/('' '̂ 3 -""- ^~ —=; ^.>i

^ v/r

. ~ 4 \/F pp 4- •--* v/^P -— 3 y^/ .̂a --- - —'^Uî ). == o.
>>t V 1 1 / J

^^.v .\'nr faces no/i réglées proj écrive/ne fit dé fonnables dépendeni ( lo i i c
effecîiveïnenL de dx f onctions arbitraires ( l ' un arginnenf.

On voit, de plus, quYZ y a deux familles doubles de caraciérùtic/iies
définies, la première par l'équation œ,== o, la seconde par l'équation
co^ == o : ce sont les a.y///j^o//y^6^' des surfaces intégrales.

1 1 y a ensuite deux familles simples de caractéristiques définies par
les équations

\j u îo i — ^A' (») à == 0, \/16 û.) i 4-- \A ' G) a == 0.

IjCS caraciéristùfues de ces deux dernières familles forment sur Ici sur'
face (S) un réseau conjugué. On peut rappeler réseau conjugué de défor-
mafion projectile.

Ou vérifie iminédiatement que les caractéristiques fournies parce
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réseau conjugué sa t i s font à la relation déjà obtenue (n° 9)

G) i ( f2,; .1 — w :.i î ) — tô ̂ ( ̂  i — ^) 31 ' } " o, •

qui se réduit ic i , d'après (27 ) et ( 2 8 ) , a
^C,/[ ••--- t 'G j j =" 0;

on véniie également la relation

Mi3 (^20 —— ^^û) 11— ^^3(^10 --•- î'^ô) '= 0'

qui se r édu i t à la même équation.

19. Il est di^ne de remarque que, si l'ou conuait u et c en fouet îon
des paramétres t^ ^ qui définissent la posit ion d'un p o i n t de la sur-
face (S), les équalion^fimes du réseau conjugué de déformation prq/ec-
tù-e, (linsi c/acceUrs des asYni{}/otiyiu'^ s'obtiennent par des quadratures.
On a, en etTel, d 'après (35),

(V^y.-^ \A/| COi,(G.)n- ^00):| + ——'7=- l'/ l̂] • - 0 ;

Impression ^u^, est donc une différentielle exacte, et il en est de

même de v^^ : _ /-
\/uw^-==.d^ \/cGja==^.

On a Set T] par deux quadratures ; les équations finies des courbes
du réseau conjugué de dé fo rma t ion projective soiU alors

'i ±: •n == const.

et celles des l ignes asymptntiqut^ sont
;:=:consl., •/î ̂  const .

On a vu nius haut ( 1 7 ) que, si la surface projectivement défor-
mable(S)admetunseul réseau conjugué de déformation projective,
la quantité /. peut être obtenue par âne quadrature. On voit donc que,
pour une sur/ace de celle catégorie, on obtient par trou quadrature, les
^^^o^y^^^c^.6^ qui constituent le réseau cornue de de^
m^^o/^^^^, ainsi que celles des lig/ies asyndétiques

:)0. Cas où le réseau conjugué unique de dé/brmation pro/eclù-e se
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rèduil à i\inc (les /amilles de l i g n e s ' a ^ y / ^ p / o / u / u e ^ — Dans le cas où,
pour une surface (S), il y a en t re 11, <s (P deux relat ions l i n é a i r e m e n t
indépendantes , ces re la t ions ne peuven t pas être

car les équat ions (35 ) condu i r a i en i h w --== o. Mais i l p e u t ar r iver que
l 'une des deux re la t ions soit de la forme

dans ce cas, le réseau conjugué de dé fo rma t ion projective serai t dé f in i
par [ 'équation d i f fé ren t ie l le

'*. , r^-^o; •

il serait formé de l'une des famil les de lignes asymptot iques. Voyons
si ce cas peut se présenter, et quel est le degré de généralité des sur-
faces correspondantes.

On aura évidemment, d'après ("35) et (36 ),

0' == 0 , [ C^ cf[J. ] =-:r o, i. —. 2 p. = o ; -

par su i le , Viwanant projeclifu, esi égal à ̂  et i l est facile de vo i r que,
réc iproquement , s'il en est a i n s i , l ' équa t ion

du = •^(G.hi - .)oo)

est complè tement intégrable.
Le système de Pfa f fqu i doune les surfaces cherchées est donc

(37)

G)l:;-=

^^=

^l "^

^ 1 1

{ û}^—

U aa •—

G^y=:

G)âo=:

; 0)y(i :-.:::

6.) .i,

G) i,

0)2()i

Û)()() •==

&)m):==

UQQ-^

AG)i 4-

^)i-i-

p^)^4-

^^{

û^l

G);S2

•^aûji

ao,)^ -

3 acji

i
-GÏ^
3

P^2,

/.^,

--= ^i,

:.-:G.)^

•^)l,,,

-i- iS^^,

4- 2|3G),,

+- 3(3œ^
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eî il c o n d u i t a u x équat ions quadrat iques extérieures'
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(38)

^ -^ - Ï^ -J_a)^ ( dy. -4-

1 <>).) ( c/:3 4-- ^ — y.S — Î7^»)i )
/ L \ ° • ) /..

| <<:) i c/^ 'I 4" | G) 2 <^p 1 4- ( 2 oy, — 3 ^ 6 ) [ (.) i a^ | ="- o,

|̂ i 6/p | 4- [ G) 2 ^^ | + 1 ( Aa — p|3 ) | (»)i G)^ ] ==o,
/ 3 . \

[c.)i dV\ 4- ( - a — 2Àp ) | '^iG)â'l == o.

, 11 est manifestement en i n v o i u l i o i l et sa solution générale dépend de
cinq f o n d i o n s a r b i t r a i r e s d'un a rgument .

Par suite, les sur r nées non réglées projectile ment (Vfonnai)îes dont le
réseau conjugué ( l e dé formationprofective se réduit •à rime des familles
de lignes asyrnptoiicfues dépendent de cinq fonctions arbitraires d ' u n
arginnent ; les carciclérùiiques du système différentiel gui les définit sont
les lignes cisyrnpto tiques des surfaces intégrales, les unes comptant quntre
fois., les autres une fois.

Pour ces surfaces, la q u a n t i t é u est connue par une quadrature, et
par su i t e les lignes asymptotiques de la première famille par deux (fiia-
dratures. On ne peut p lus r ien dire de par t icu l ie r re ra t iYement a la
seconde f a m i l l e de l ignes asymp'totiques.

Les surfaces admettant oo1 réseaux conjugués de déformation projective.

21. Etant donnée la forme (34) dos équations qui donneut les
valeurs de u et v pour les différents réseaux conjugués de déformation
projective de la surface, on a

// :r= Â'i U^ 4-- A'2 ^2?
r =: A".i Pi — /t'a ('2 , - ! • .

avec deux constantes arbitraires ^ 1 , ^ 2 . L'équation différentielle des
réseaux conjugués est ici de la forme

/.'i ( u i Ci) \ — Pi û)J ) 4- Â'â ( //g G.» ^ — (^ c»)j ) =: o.
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Les deux réseaux conjugués part iculiers (?/ , , ^,,) et (u^, ^) soni
obtenus par l ' in tégra t ion d'un système d'équations différentielles
l inéa i res du premier ordre (34). Ce système une fois intégré, on a,
sci/îs nouvelle intégration, les éc/ualions finies des' lignes asymptotiques.
En eiïet, les deux expressions v'^i co» et s/^^i étant des différen-

/
t i e l l es exactes, le rapport v^ de deux facteurs intégrants est u n e inté-

grale première de l 'équat ion co ,==o , c'est-à-dire de l 'équation des
lignes asymptotiques de la première famil le . On a de même les équa-
tions des lignes asymptotiques de la seconde famille. Si alors i; et Y]
désignent les paramètres, ainsi connus, des asymptotiques, l 'équation
différentielle du réseau conjugué de déformation le p lus général est de
la Corme

l:^l/l(^+^^(^)'|^2- [ :Â•^, (Yl ) -^Â•2y2(^) : ]^2=0

avec des fonct ions connues /,(^), ./^(S)» ? i ( 7 ] )? ^(^ ')• Pow1 c/fac/ne
valeur ri uni éri g ne (lu rapport — î l e s éc/naïf ons finies du réseau conjugué
(•on'esponeinnt soni {tonnées par des quadratures.

Si l 'un des rapports ul ou ^ était constant, les choses seraient un
peu modifiées : on aurai t alors les lignes asvmptotiques par des qua-
dratures.

22. Il importe d'avoir une idée du degré de généralité' des surfaces
qui admettent co1 réseaux conjugués de déformation projective. Remar-
quons d'abord que, s'il existe entre u, p, w une seule relat ion l inéaire,
cette relation oontient nécessairement w; s inon, en effet, elle serait
de la forme

r == ha,

ci. l'on dédui ra i t des équations (3o)

(Y. (^ -,.,„„-. A^) -.r o, 1 1 . 1 1

ce'qui' 'est, absurde. 1 „ 1 • ^ 1 1 1 1 1 ' 1 ! / , ! ! '
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Cela étant, soit
ir — pu -I- çr --„ o,

297

la relation unique qui existe entre u, r, n*. On en déduit, d'après (3o)
et(3i) , , 1 1 1 1 ^ ' l i

<://? --=?(—. ao»! -4- {3'c<.)a) -+•- p{p^i -r- çû.)^) -1- 2 ( 1 — a^.)^,
^ = Ç ( ^&j ̂  — pr,̂  ) .4- y ( p G,̂  -_ ç (̂  ) _. ^ ( i — ^ ^ ) ûi)i.

Le système de Pfaf fqui donne les surfaces cherchées" est donc

(3(.))

/ .,, .:
û)i3--

6)12 ~

0)41=

0) 1 1 -

<»)22 ""

f.):{;î-

r^io^

f,}3()=

^ho ̂
dp :.:

J^ =

: o,
r.> :̂rr (,)i,

- ^ î î ^21 = ̂ > â î

= ^âOî o.h2= c»)io,

- G)(-)O :-:::::" 'ï ̂ ^1 ~^" p^â?

- (,,:»^> -=: ac».)i -h ^j3û.)a,

- 6.)^-—:- 3a<«)i --i- 3 pd),^,

-= }/A)^ ••-i1-- ^&:)^,

= "uûùi -i~ poja,

=p&..).l ••-h À G.) à, t

: ̂  ( -- - ao}.i 4- P^a) •-!•" J^ (y^ ̂ i -T- '7 ̂ â ) — 2t ( 11 -"— >"'1 [J- ̂ ^'i^
:q^ a^i—^o.ïa) -i-q(p^i -v-~q^) — 2 ( 1 -- 2 v)^.

I l comluif aux équations quadratiques extérieures

&)i ̂ a 4- i —' ap — ^ ̂  — J- yûJa ) ==: o,

&)2 ( ̂  4" ï — aj3 — ^ ̂  — „ w^ ) =-o,
1- \ l> .'> / J
[^ ̂ 'i 4- r^2 ̂ p] + (2 p^ — 3^p) [<'«)i&<.)à] — o,
[ a)i ̂ p] 4- [a^Y/À] 4- 4(^^ — pp) [^i ^2 | ̂ ^ o,
[ a) i (^Â ] -h [ (^Q c/p. ] 4- ( 3 fJ.a — 2 À? ) [ ù) î fx^ ') =- o,

3 ___ \-t

[l
- / 1 3 ___ \~|

<•,)! ( d^ 4- ~ ̂  ̂ /. -r— ^ G) 2 j 3=r 0;
\ 2 /J

^^P-^^^) ---o;

•3 _____'- \ •~| . •AJ> 1 —————. \j ^ r / 3 ___'! \ -~j
\ ^2 ( d[J- — ^p ̂  — ^•-»i j == o.

Ânn, Èc. Norm., (3) , XXX Vil. — OCTOBRE 1920. 38
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Le système ('39) n 'est manifes tement pas en involut ion. Posons,
d'après (4o)?

da =r y.i <..)i 4- ( aj3 4- ' - p . 4- ^ ^3 •" 3

«')

2 4.i^rc/^â = - ( a^ 4~ - ̂  4- '̂ ^ — i ) u i + pa c » ) ^ ,

3d[i = ^-/J {[J. — v ) w^ 4- ̂  ̂ ),,

f^ rr ̂  û,)^ — — y ( y, — v ) Cn);;,

d). = ( q - A a 4- o-) c.:»i 4- ( 2/,p — 3^.a 4- -,^^ — ^ ) ^21

i r/p == ( ipa — 3vj3 — "'y^- — v ) ̂ i + (^ipP +' ç") ^â'
\ 2 /

Les équations de Pfa f f (4 ï ) condu i sen t aux équations quadra t iques
extérieures

; r ( , ~,——^—————— ^ ^ ^ - j
( 1 ) 1 1 dy.i— 2pai 4- -r ^i + s/?^.— ^p^ — y y.[j. -h- -0^0)3 j

L \ ù ° <:> " / J
(1)1 ( ^ai— 2j3ai 4- TT ^i + ^J 9^— 2/^ '— ^ ^^ -^ -c%^^â ) == o,\ ^ o <> '" / !

(42) {

[ / r) ' 2 ? \ §

^^ rf(3â — 2 apa -h— ,̂ 2 — 2^^-+- ̂  4- gp^— g.P^c.)i j == o,

r^ i^ i t — ( P + - /7 ) ^ i — (^W-i-6^ -- 3) (^ -^) [ç,)ic,)2]=:o,
I. \ 2 / \ ^ / J

[^2^1 + (a -t- -^)^2+ (—J^/ -{- 6fJ. — 3)QJ. — ^) [6)10)2] = o,
L \ " / \ l' / J

["6)1 d'j} 4- 3jjiai-t- - ^^ i— 3(3cr — i5^/.a2

1 'a>

+ ( ̂  a/.? — —/^) (^ — ^) ̂  ^A (î>.^ — i) [c.)i ^a'j — o,
\ *" 4 / J

fûjà rfcr'| -— 3 ^|3â 4- •-•^^a.— 3 acr — i5 •yj32

^z P^ —— ̂ ^) (f^ —— v ) + ̂ P(3 ^ — I) [ûhGhJ == 0.
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On en déduit imiinkiiatement

(^3) ch =^ 3 ̂ 4- ^7^2— 3 ^ o - — i 5 ̂

» - ( ^6^^ : ^ ^J ( ^_^ )4_^p ( ^_ j ) ^

r 3
4- 3 ^j-oi 4- - /-? ^i — 3 j3:7 — 1 3 ^-y.'2

L 2

/a ; j5 ,\ . , . . n
-+- (, -f'^ — T^) (^--^) + '2^^lJ- — î ) ^2=0 ;

d/où

j ^ai^an^i-i- 2 i3^i+ ^'^+ 2 ( /? ~ ^ -a ) (;j. — ̂  G.».,
l 1- <) \ ù / J

^6,^-[^.,6,-h ̂ a,—-.^- -^) (^—^)1ûJi -4- tS^<^,
L 0 \ ù / J

r/'^ = ̂ i G3i 4- (P4 -^ / ^ ^t — (^ /-^ + 6 ^ — 3 ' ) (^ — -/J ^ 0)3,

(f/^^ -.= M a 4- - p } p'-î ~T- ( — p ' ] 4- 6,a — 3 \ ( ̂ . — ^) G), 4- .̂̂  ̂ 3,

avec la re la t ion f i n i e

^a.n "h ̂ ^ — 14^^01 4- 6^(^—^)^] ;4- ( - p1— 7/-,^ )'^

/ fi O ^ \

4- a .̂o" 4- 20^. y.3 — [ 3o/?a2 - - -Ç-/^2 a — IT^3 4~ ^^/^ ) ( ̂  ~ '^)

-2=: ^^a 4- ^ <-/ ^-22 — 1 4 ̂ S^ — 6 q ( [J. — -y ) pa 4- ( L q1 — 7 q .8 1) ^.2

/ ^ 3^ ,
4' 2^0'-"r-' ••>0^3— ( 3o^^ 2 —— ——^'iG — — — y 3 4- 2p^ / ) (^ — ^).

On dédui t de là les deux relations
/ i fiS . ^ "1 / '< ) .-» 1 5 \
, ^ain4- ^p ^ni4- -^- /^(^ - ̂ } — ri^a h?;n 4 ( ^ - - - ^-^.a]^,

^ 3 5
r: ( ^i 4- 3 va ) (Ssa 4- ̂  y 4- ^ <y a -h y /jy - •- i ! ̂  4- . . .,

r .... F 1 5 ../.. ^ . . r ^'.. . /9 .., ï 5 ,.^^,^4- ^qp.^- — y ( ^ — ^ ) 4 - l 4 ̂  ^2 -4- f 9 ^ 2 - - - 1 -^?)^
L 2 J \ l 2 /

c=( ̂  4-3^)aii 4- ( 7 7 ^ 4- -/^"^ ^ /^~î ) ^n-4".. ..
\ l> 2 • 1 /
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les ternies non écrits ne dépendant que des lettres sans indice on
à simple indice, et où les notations o c , , , , v ^ , , P^, [J.̂  désignent res-
pectivement les coefficients de co,, co^ coa, co^ dans c/a, , , cA/n,
rf^, ^^.

Or on a, en employant des nota t ions analogues,
.*•>

^1112=4(3^.111 -i- ^ i i i -+- - - • )

( "'.') \
J^ i,_ 3p - i—^/ ) ^ir-r-. . .,

2 /

0

^^i=-:4a^2â+ j-^^2-+-. • .,

/. 3 \
^.^3 ^ =: ( 3 a 4- ^ ̂  j ^.^3 •4- . . .,

les termes non écrits contenant deux indices an plus. Les relations(7p)
dillerenliées donnent alors

(^+3^p)ani4-^^+^p+^W—l^i i i

(
1 1 1 Q 9 ' PÏ \,

r.,r ( •̂  -4- 3 ^a ) P^a -h ^ v -1- -1) <7 a -t- 7 p(î — \\[J'M-V '' "

Un obtient ainsi trois r e l a t ions entre a ^ n , V i n ? ^-îa? [^22^ ^^t' (-les

calculs qui ne présentent aucune difficulté montrent que ces trois
relations sont l inéai rement indépendantes dans tous les cas. Par suite
^-m» ^ i n ^ 2 2 2 ? ^222 peuvent s'exprimer au moyen d'une même indé-
terminée T et des quanti tés à simple ou double indice. Mais alors on
voit immédiatement que ̂  et Ta sont déterminés au moyen des autres
quantités/de sorte que l'on est ramené à un système de-PfafF dans
lequel les différentielles des inconnues a, ^5 [x,v, \, F,cr , a,, ̂ , [x^ ^,
^i? S^^iu ^22? ^ SOITI exprimées l inéai rement en coi eï coa, les coeffi-
cients n ' introduisant aucune inconnue nouvelle. Si ce système est
complètement intégrable, ce que rien n'oblige à croire a pwn,\es
surfaces cherchées dépendent de i5 constantes arbitraires ( indépen-
damment des constantes qui définissent leur position dans l'espace
projeictif).

Par suite, les surfaces admettant oo1 réseaux corr/ugiies de déforma/ion
prajecfive dépendent auplus^ si elles existent, de ('ûnstafUes arbitraires.



Sl:lî. LÀ DÉl'OUMÀTION i 'HO.ÎECTîVE DES SUîlFACES. JOÎ

Les surfaces admettant ce2 réseaux conjugués de déformation projective.

23. Pour ces surfaces, la relation l inéaire (32) en u, ^ w est iden-
t iquement vérifiée. Elles sont donc caractérisées par les relations

f dp. G)^ "| == [' cï^ î<;)j '] == o,

c'est-à-dire par la propriété que to deux inçarianu projectifs .̂ et v
aient une valeur commune confiante. Elles font. part ie de la classe plus

, générale des surfaces nommées par M. Fubini surfaces aaymptotico"
isothermes (voir n0 29).

Pour une valeur donnée c de la constante , les surfaces en1 question
sont fournies par le système de Ptafl1 :

;' G}^ =: O , 1 1 " , 1

,) 13 :::::: f,).^ < , » ^ ; ( — r & ; t i ,

»)^=: G,)i , . W^-= ^.^

On-- ^oo == ^i^^i 4- ^^,
' Cf).^ — fj)^—:: ao)i -+- '-1>- ^'»-2i

1 r, );;;;— OJoo— ^^^i 4- ^i3^^
(46)

û,.^q •== cc»-)i-l-
\ G)yo-== p?y.)i-}" /.<*);.

11 c o n d u i t aux équations quadratiques extérieures

[0)1 (̂  + ï — 2 c — aâ &j^ ) [ == o,

[ œ ̂  ̂ Jp -1- i. — 2 c — y. j3 &) ï )J •r1:,-: o,

[G)i(//A 4- 3 ça — 2 À (3 co:,) j :=::-' c^

| w^Çdp -i- 3c|3 — 2pc< ^i)], :::::: o,
[oj^(<^p — 4?^ 2) ] 4- [û.)^;(^/. — /i/.aû.)i)] '-= o.

Ces, équations conduisent à poser
^ == 0:1 coi 4- (a(3 4- ac — 1)6^
rf(3 == ( ajS 4- ac — i ) û ) i 4- |3â^â.
^/. : (4?.a + o-)^-+- (3A6 — 3ca')(,)2

<^p -= ( '.î pa --- 3 c ? ) <«.» i + ( 4 p? 4- <7 ) <'.^-.
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On voi t ensu i t e fac i lement que l'on doit avoir
(49) ch = (•— 3c^4- 3ao- 4- i5q32 4- ^p — 4 p c ) o } i

4- (— 3cat-r 3j3cî-4" î5^5 î 2 4- lU—^^C)^*

Les équations (48 ) et (4p) conduisent, alors aux équations quadra-
tiques extérieures
\ ( [G)i(^i-~ 3(âa^)'J ~o,

' °° ) ( [>j, ( ̂  -- a apa c,.̂  ) | ~= o ;

( 3 i ) c[ coi ^j3:i]41-- c[G3^ <::/ai] -h- 2c (7^a i — •7(3(3:)— 100^4- i o p 3 ) [&)i c^] ^-'o.

Cela posé, d e u x cas sont à distinguer : .

1° La valeur coris/an/e des deux i / îw / ia / i l s [J, el v esl nulle. Dans ce
cas, il ne reste que les équat ions quadratiques extérieures (5o) elles
surfaces correspondantes dépendent de deux fondions arbif/wres d'un
argument : les caractér is t iques du svstèmede P f a f f q u i les dorme sont
les lignes asymptotiques.

2° La relieur comifinle de u. el v nesl pas nulle. Dans ce cas, les équa-
t ions (3o) et (5i) penne l t en t de poser

( (.la. i =: ( y 4- 14 a^i •— ;^o a3' ) ^)] 4- ^ jSa i o,)^,
( 02 )

( d^ =: 2 a^ <,j, + ( y 4- 1 4 ,pp, — 20 ̂  ) r,), ;

d'où Pon d é d u i t
(53) dy === [3ay -h (6oi3:)'-~ 1.2^) ( ^c— J}]G,) I

4- |. 3 j3y 4- ( 6o a2 — i ^ a^ ) ( 2 c — i )] co ̂ .

Li^ systèlne d'1 Pfafr formé des équa t ions (46)» (48), (49)?
(52) , (53) est alors complètement intég 'rable. Les su/ faces (S) cherchées
dépendent essentiellement de huit constantes (ïrbùraires, mais se partagent
en classes de surfaces toutes project ivement applicables les unes sur
les autres, ces classes dépendant de cinq constantes arbitraires.

lîn réal i té , les seules constantes essent ie l les , pour ces classes de
surfaces applicables les unes sur les 'autres , sont celles q u i inter-
v i e n n e n t dans les re la t ions qui e x i s t e n t e n t r e a,^, a,, [:^,Y(m7'n°26);
or ces relat ions s 'obt iennent en in tégrant le système de Pfaff obtenu en
é l i m i n a n t o^ et 0)3 entre les deux premières équations (48) et les trois
équat ions ( 5 2 ) et (53). Une reste donc que trois constantes arbitraires
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pour les classes de surfaces projectivement applicables les unes sur les
autres et correspondant à la même valeur c ^f=- o des invariants a et ^.

24. La recherche effective des surfaces en ques t ion est l iée a des
problèmes classiques. La forme différenîieUe quadratique

0 == ;"̂  Ç*}j^ 0)^

est, en e^et, de courbure constante ( ' ). On a

W\ -=- [" r,) ̂  7JJ "|, &)^ -=: —— [ 0} 2 7Î7 1 ^

en posant
vj :== |3î>..)^ —-• ao)i ;

les équa t i ons ( 4 i ) d o n n e n t alors
m' ,:= '-> ( [J. -h ^ —— 1 ) -| <j) t ^) à J •

La courbure de la forme ç est donc 2(;j.+ v — i), qui se rédui t ici
à 1 a va 1 e n r comian te 2(2 c — i ).

Cela posé, on t rouve, par un calcul que j 'omets, les expressions
générales de o u i , co^ a? p? ^» p-

Supposons d'abord la courbure 2 ( 2 0 — 1 ) différente de zéro. On
obt ient

(54) / ^^(^.^.^x-h'^r^c—^ +—^XV ! (o)i; s J / ^••-i ( . z * — T ' ) 2 '-i . r—r .100

+ JL. ̂  ̂  (o) +. /., ̂  -4- ̂  x -t- /•, |,
1 '-îO J

o = (,::r - •)- )^ X^ Y^ f3 . ——Y-^ - -^ <; -Y- + —— r ^ V I (°)• v v / [_9, ( y—. r ) 2 '>. ^•'— .r ..jôo1

i '4" T^oJ3 Yv (0) "i" k{yî "+- ^'^ ^ ̂  1 '

( 1 ) /'o;/' ci-après, n" 33.
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on X el Y sont , <n c 71 es f pas ^/ /( / <) , deux polynômes du sixième degré
au plus, le premier en cc\ le second en y, les coefficients de ces deux
/ ) o l y n o / / f e s étant les i^ême,\\ On ob t ien t une classe de surfaces appli-
cables en p renan t pour X et Y des fonc t ions dé terminées , et en faisan t
varier les constantes A , , /L, Â^.

Les équations des réseaux conjugués de déformation project ive
sont

•^-(^+^4-Â3)^2;.(^ ̂  H- /^ 4- A-3 ) —— == (/-^ + /-,y 4- Â-3)

quan t aux l ignes de Darboux-Segre, elles sont données par l ' équa t i on
cf^ dy3

^——y- ' •

11 semble, dans le cas c ̂  o, qu'il y alt/oo7 classes de surfaces appl i -
cables les unes sur les autres; mais i l taut remarquer que l'on peut
m u l t i p l i e r X et Y par un même fac t eu r cons tan t et que, de plus, on
p e u t effectuer sur x et y une même subst i tut ion homograpinque.
Aut rement d i t , on peut poser

^ ^ ... ̂ ^J1!, \ -..... ^^ î̂î L—»,
" / "'"" //3 x -{- A.,J ' ~ ( h^x 4- h.', Y ?

T'- ..^.rfA^ ^ —-/^
• • "^y^ /^ ' 5 " ~ ( A 3 y + / / 4 ) 6 5

ce qui r édu i t de q u a t r e un i t é s le nombre des constantes essentielles.
On peu t encore dire que le paramétre a? des lignes asymptotiques de la
première famil le .n 'es t défini qu'à une transformation homographique
prés^).^ ^ 1 ^ ' , ; •

On obt ien t , sans difficulté le système d'équations aux dérivées par-
tielles l inéa i r e s complètement intégrable auquel satisfont les coor-
données homogènes fixes d 'un point de la surface- En posant o)^==o,
ce q u i est permis, étant donné lefacteur arbitraire par lequel on peut

( 1 ) Si c est nul , X el Y sont deux fonel ions arbitraires^ la première de .r, la seconde
^e r. . / 1 1 , . 1 1 ^ ! ! , 1 1 , . 1 1 1 , . ' 1 - . 1 1 . .

( ï i; Les paranîèires x etj sont les paramètres projeel ifs des génératrices rectilignes de
la sphère crni admet pour ds^ la forme (^ — 1)^)^)^=-: ( ' ï €^ •^
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mult ipl ier toutes les coordonnées homogènes, on trouve, en po.sant

•^/^L r^r^
j VX J ^

le système

^ ^ à! + _1 _ V^ ^ __ |!c x „ ̂ J^ + 1 ^ = o ,
^ ^ _ y ^ ^/i _ 3 ç ^ — j 6?rj i — 2 c [ 2 ' (^ — y )2 2 ' .r — r -r • • 9 J

ôîe \/Y ()ç î ^ àQ i [ 3 Y • i Y^ 1 .——- -r" , ,,_';__ _ _ ______ ' _ _ _____ _ /» ___,___ _i_ __ y» ____ _L. ' j y ^_; o
^ ^—jd-n < / i — 3 c ^—J ̂  1 . — 2 C L 2 ( ^—y) 2 l 2 ^ — j " 'J '

où les fonctions entre crochets sont celles qui ent rent dans les
expressions de À et de p.

Si la surface (S) est donnée, on obtient facilement les quantités
^,y, X, Y. En effet, une première quadrature donne

.„-., x — Y fa(»)i 4-?<•».•
H == —== =z ev

S^/XY
On a ensuite

î dx î dy
li C.) ji =: ——======= -ç— ? M G.)^ == --—===== -r^ ?

\/ï —• 2C y^ V 1 1 — 2C V î:

ce qui permet, par deux nouvelles quadratures, d'avoir les paramètres
. ' des lignes asymptotiques et les équations des lignes de Darboux-

Segre. Supposons ces opérations effectuées et donnons au paramètre
d'une ligne asymptotique de l'a seconde famille une valeur numérique
fixe; on a alors, en désignant par Ho et (o-»i)o ce que. deviennent H
et co,,, et paryo, Y() les valeurs numériques que prennent y et Y,

————(c,) ) 5—. dx
^ „ 2,. < L -^ ̂  ——

t-lo {^ — }'o,)

d'où l'on tire oc par une quadrature; on a ensuite
1 {x-y,Y

• ÏO-HS ' • 1

On peut, du reste, donner à jo et Yo des valeurs numériques arbi-
traires. On a par un procédé analogue y et X-.

Âîin, Éc. Norm., (3) , X.XXV1L — OCTOBRE 1920. 39
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25. Supposons maintenant c==-? c'est-à-dire la courbure de la
forme cp = 2c0i <.o_> nul le . On trouve

y. ===
<•

À == X"

o = X"

»/Y
--Vx

1 6/X

- - 6 V Y
9 ' 1
3 Y'"'3

--•[^

" l

J^

Û?d",

X'-
'X''

x'+

V'-h

^1

l3

,-

§^

»/>-^A
=-^
Y(o)-

Y"(o) +

^ ̂ r'
«/Y Y'
^/x 'T'
/.;)^-+ Â-l

^r-h/c,

où X et Y sont des polynômes entiers, respectivement en x et en y, du
troisième degré, les coefficients de x^ et de j3 étant les mêmes< 11 entre
dans ces polynômes sept constantes, mais on peut poser

x -== 7?,3 x "-i- Ai, X == m M X,

y,^^j^^,^ : m 7- Y.
// ;

ce qui rédui t de quatre uni tés le nombre des constantes arbi t raires . '
Les équations des l ignes de Darboux-Se^re sont ici

Hx^ dy^'
; , „ -^--f=:o 1 ^

et celles des réseaux conjugués de dé fo rmat ion projective sont

(^,.-.^^)1^:=(/•3J+^)^^;, ..

les unes et les autres sont obtenues par des intégrales elliptiques.
On trouverait, comme dans le cas c = ^ ^ , le système d'équations

linéaires auxquelles satisfont [les coordonnées homogènes d'un point
de la surface; en posant

-, ! r\dx , 1 . fd'yL^ ^. r^ / -='./ vx J \/\
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il s'écrit

—^ — ̂ \ ....,...,:; ^ ^ ̂ / ̂  „ ^2 ̂  (o) "r~ /•;.; .r — Â-i ^ == 0.
/y.:" </'^ 4.1'1 0

^--V^l - '^Y /-4r-Y-(o)4^•,y4-Â,]^o.^2 v -^ L.i^'1" 1 ^

Les coefficients sont des fonctions ell iptiques uniformes de $y Y].
Si la surface (S") est donnée, on obtient par une première quadra-

ture
1 /art),-!- ^M.;

^Y^
puis

8 8 ^ •ïi ^y
"w'-:^' liî•)-=yï'

/

ce qui donne, par deux nouvelles quadraturesy les paramètres des
lignes asymptot iques et les équations des lignes de Darboux-Segre. En
donnan t au paramètre des lignes de la deuxième famille une valeur
numérique lixe, on a

/ ( ^ î J o v _!—a.r :,..._:, ——,—1- î ..\. == -.7—.-.-; >
HoVYu ^o ! : so i

et l 'on a de même y et Y.

Conditions d'applicabilité projective de deux surfaces non réglées données.

26. Plaçons-nous ma in t enan t à un autre po in tde vue.Donnons-nous
deux surface.s (S) et (S) et cherchons:

• i° A reconnaître si elles sont project ivement applicables l 'une sur
l 'autre;

2° Dans le cas où elles Te sont, à déterminer la correspondance
ponctuelle qui réalise l'application.

Remarquons d'abord que, si deux surfaces sont projectivement
applicables l 'une sur l'autre, les invariants projectifs a, R, ;j., v ont ,
d'après (i5) et (28)/les mêmes valeurs numériques en deux poinis
correspondants des deux surfaces. Il en est de même pour tous les
invariants qui en sont dérivés, en convenant d'appeler dérivés d ' u n
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invariant I les quantités î^ et la définies par

di =: ].i <x)i -}- .L coa.

Remarquons du reste que, d'après (25), ^ et v peuvent être regardés
comme dérivés de a et (3, puisqu'on a

4.a^-:= 77 ^- -h 7î ^ 4- ^p "— i,
o <"".)

'> \
pi=: 7,-^. 4- T^ 4- a,â — t.

Gela posé, plusieurs cas sont à distinguer.

I. Les invariants projectifs a et (3 de la surface (S) ne sont liés par
aucune relation, — II faudra alors que les invariants correspondants y/
et ^ de (.S) ne soient non plus liés par aucune relation. Formons alors
pour chacune des surfaces les quatre invar iants dérivés

^n ^ pi, pa.

Il faudra^ pour l'applicabilité des deux surfaces, que les quatre inça-
rianîs G^, oca, (^, ̂  soient, pour les deux surfaces^ les mêmes fonctions
^a,[3.

Réciproquement, s'il en est ainsi , les deux surfaces sont projective"
ment applicables et l'on a sans intégration la correspondance ponc-
tuelle qui réalise l 'application. En effet, établissons la correspondance
ponctuel le définie par les relations

a^=a, p^p;
on aura en même temps

^=:a,, a,==a,, (3^(3i, .. ̂ •= j3,.
Or, de

dy, =: ai Mi -h 03 a)^ ^a7 == a^ ̂ i 4- a^ ̂
^=(3^+(3^, , ^=^^4-^^,

on tire évidemment
^i==Cx)l, ^==:^>

et par suite la correspondance ponctuelle considérée réalise effective-
ment l'application des deux surfaces.
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II est à peine besoin de faire remarquer que nous avons supposé
particularisé complètement le système de référence mobile attaché
à chaque surface.

II. Les invariants projecti fs a et p de (S ) sont liés par une relation et
une seule. ~ II faudra alors que les invariants a7 e t r ^ 1 de (S") soient liés
par la même relation unique. Supposons alors, pour fixer les idées,
que l'invariant a ne soit pas constant. Formons ses invariants dérivés
c^ et a^. Il y aura deux cas à distinguer :

i° Les invariants c^ et a 3 ne sont pas tous les deux des fondions de a:
Supposons, par exemple, c^ indépendant de a. Nous formerons les
invariants 'dérivés de a,, soit a^ eta^. 11 faudra et il suffira alors,
pour l'applicabilité des deux surfaces, que a'.,, a^p a^, s'expriment en
fonctions de a7, a^ de la même manière que a^, a^, a^ s'expriment en
fonctions de a, c^. La corres,.pondance ponctuelle qui réalise Inapplica-
t ion des deux surfaces est définie par les formules

2° Les invariants a^ et ag sont des fonctions de a : II faudra que ^[
et o^ soient aussi des fonctions de a7 et s'expriment en fondions de a7

de la même manière que a, et a^ en fonctions de a.
Réciproquement, s'il en est ainsi, supposons o^ •=f=. o et considérons

entre les deux surfaces (S) et (Z) une correspondance définie par les
équations

a^a, ^"^'^a;

cette correspondance réalise l'application des deux surfaces, car des
équations précédentes et des identités

dv. '== y.i coi -h- OaCjOâ, daJ ~=i a\ 0.^ 4- a^^a,
on déduit

^i==:û)l.

La correspondance qui réalise Inapplication dépend donc d 'une
constante arbitraire.

Il semble que, pour obtenir cette correspondance, il faille intégrer
une équation différentielle absolument quelconque; or on peut se
ramener à des quadratures. Cherchons en effet, pour co^, un. facteur
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intégrant de la forme /"(y-). On a, d'après (26 ) ,

lf(^)^î]''=— ^/(^Ql^i^â] -4--//(a)al[>.»^;|;

i l suffit donc de prendre
/^_) _^
/(^) """"^i ' • „„„.

ce qui donne /(^) par une quadra ture .

III. Les inwnants projectifsv. el p de (S) .swz^ ̂  consfnnies. — II faut
alors que a 'e t ^T soient» aussi constants et que les valeurs des cons-
tantes soient les mêmes.

Réciproquement, s7!! en est a ins i , la correspondance déf in ie par le
système de Pfaff, complètemeut intenable,

ft

i^atise l 'application. Cette correspondance dépend de deux para-
mètres arbitraires. On peut l 'obtenir par des quadratures .

Supposons d'abord, en effet, a == ̂  = o; alors on a

&)^ -:::: 0, G3g .:.,,-: 0,

de sorte que si l'on détermine sur càacj[ue surface, par deux quadra-
tures, les coordonnées curvilignes ^?,j; x^ y définies par

cfa' —: (f)^ dy —: ù^a,

. ^ d x ' ^ ^ , cl/:^^

la correspondance ponctuelle qui réalise Inappl icat ion est donnée par
les équations

X''='- x ^r a. y1-:.". Y •4- h.

Supposons maintenant a et p non unis tous les deux. Les formules

G.)\ -= ^[^ lOg] , , ; . ^4^.--a[^i^)^"| •

permettent par deux quadratures, de poser

, • • ; 1 . . : \„ 1 1 : 1 • . 1 y . ^ ^ ' f t ^ - ^d l ï ^ ' . : e11 (^~== dy^ ' , ' ', 1 , 1 1 ' , „
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et en posant (si a ^= o )
.r_ ^(^ - ^y),

on a
djc cl \

•(.,), :--: ———————-——y G»,».) :̂  —————'-——•=——•1 1 y.x — [3j- " a.r -i- 3j

On obtiendra de même pour (i) deux coordonnées curvi l ignes x\ y\
La correspondance qui réalise l'application est alors

,r'== ax --r- ^6, y'-=.ay—'b^

avec deux constantes arbitraires <2, Z^.
Ilernarquons que? dans le troisième cas qui vient d^être examiné,

les deux invariants a et v sont égaux et constants-; les surfaces qui
jouissent de cette propriété ont été examinées plus haut en détail
(23-25).

Il peut arriver du reste que des surfaces, sans admettre un groupe
cont inu de déformations projectives, admettent un groupe discontinu;
il en est ainsi, par exemple, des surfaces correspondant aux for-
mules (54), si l'on prend pour X. un polynôme tel que a-0 - i ou ̂  -- a?;
la surface admet un groupe d iscont inu de déformations projectives
isomorphe dans le premier cas au groupe fini tétraédrique, dans le
second, cas au groupe octaédriqoe. La transformation o c ' ^ y , y = x
correspond aussi à une déformat ion projective, mais qui se.réduit à
une homographie.

Surfaces admettant un groupe à deux paramètres
de déformations projectives.

27. Ces surfaces, d'après ce qui précède, sontcellespour lesquelles
a et 6 sont constants* On a

a S =^ ï --- 3 c, [J- ̂  ^ == c. ,

Si nous nous reportons, dans le cas c-^ ! o, aux formules ($2) et (53),
où y^ et Pa doivent être nuls, nous trouvons

y == aoa3= aoj33. '



3n . ' E. CARTAN. •

(1*011, sans restreindre la généralité,

(3 --== 0 -== \/1 — 26' ( C ̂ é 0 ).

Cela posé, on a les trois cas suivants :

I. a == v = o, a[3 == i. — Dans ce cas on n'a qu'à donner, dans les
formules (54), aux fonct ions arbitraires X et Y, des valeurs cons-
tantes. On trouve alors

- dx d ' y
&), rz: p ———— ? &.)•> == Cî ——'•—— ?

^ x — y - y — x .
. " ).=p(^_y)2(^2^^.+.^

p == a (^ --" j'y2 ( /ri j2 4- î^.y -4-- A-;, ).

Cherchons d^abord si les surfaces ainsi obtenues sont toutes projec-
tivement distinctes. Deux d'entre elles sont projectivement identiques
si l'on peut passer des fonctions X, p relatives à la première aux fonc-
tions X, p relatives à la seconde par un changement de variables con-
servant OL^ et oj^. On voit facilement alors que le polynôme

/i\^<i~[- /^x 4- /^

peut se ramener à l ' un des types
^-4- m,
x,
i,
0.

Les déformations projectives qui laissent la surface invariante sont
données par des formules de la forme

x''== ci x -h b', y'^z a y 4- b;

ce sont des déformations proprement dites (c^est-à-dire elles ne se
réduisent pas à des transformations projectives) si elles ne repro-
duisent pas identiquement À et p.

Les surfaces des deux premiers types admettent alors un groupe à deux
paramétres de déformations ^projectives proprement dites y celles du troi-
sième type ^admettent qu^un groupe à un paramètre (.a/:== aoCy y/ == ay)^
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et celles du quatrième type n'en admettent pas. Inversement, les surfaces
du quatrième type admettent un groupe projectif à deux paramètres et
celles du troisième type un groupe projectif à un paramètre.

II. ^= v == c =^ o, j3 = a == \ / ï — 2c ^= o. — II, n'y a dans ce cas qu'à
donner, dans les formules (54), aux polynômes X et Y, la valeur T .
On trouve

ï cîx i. ' dj'
^1'= -,———— -——--» ^=-^ ï — 2 cl2? — y " v^1 — 2 c y!—;y

3}. „-: ( x -- y )2 ( Â-^ + À-2 ̂  -l" /^ ) 4- - C,

p == (.r —j)2(^/,^y.i.^. /.^j ^_ .̂.̂  _j_ l.^.^

La discussion du polynôme k^x2 -^ k^x •+- A'y est la même que dans
le cas précédent et les conclusions sont les mêmes.

III . u. = v == ^-î a == p == o. — II suffit dans ce cas de donner, dans
jL

les formules (55), aiix polynômes X et Y, la valeur ï . On a alors
G.)I :=: dx^ &.)2=^: <:/y,

)>rr= Â-3^ 4-A-i, p =:Â-3j-^ Â-2.

On peut toujours réduire les fonctions À et p soit à
7, -=^.mx, p =-. mj-' ( //ï ̂  o ),

soit à
À=^, p=Â-2.

Z/e^ surfaces du premier type admettent un groupe mixte à deuœ para-
métres de déformations projectives proprement dites défini par

x' =z s ;r 4-" ci, y -= s2 y -4- ^
^/ =r £j/ -4- a, ' ^/ =r E^r + ^ (S3^!);

ce//^ rf^ second type ^admettent aucune déformation projective propre-
ment dite, mais en revanche admettent un groupe projectif à deux para-
mètres.

Les surfaces du premier type s 'obtiennent en prenant pour coor-
données d'un de leurs points quatre solutions linéairement indépen-

Ann. 'Éc\ Norm., (3), XXXVÏÎ . — OCTOBRE 1920. 4°
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dantes du système d'équations aux^érivées partielles
à2^ àô . à^Q àO ,—— ~. — -r- m.x0^ —— •=- — -4- m vu.

. à^ âr - 1 àr2 ÔT

-Celles , du second type ont leurs équations de la forme .
...rf ' XÏ'1 x^ x^ •=:: i ( a i -h ̂  -4- ̂  •+- a -, == o )

ou d 'une forme dégénérée de celle-là.

^ ^ ' CHAPITRE IV. ! •
LES FORMES. DIFFÉRENTIELLES I N V A R I A N T E S ^ ET ^.

28. Nous avons vu (14) que, si l 'on fait varier le système de réfé-
rence mobile associé à une surface (S) non réglée, pourvu toutefois
qu'il satisfasse aux relatio-ns

0)3;; -„::: û»! ,

) l l + ^22— ^00 — ^);î3== 0, r.)^ —: G^,( r.) ̂  ::..r co.i,

/~i i^ fi mi itr •r /^ '»»i-v^ r\ d / •11 rT /~\i'»f i û1 1 ûc" rm Q rlY'afî ^m l'i nf r*n?'nrmnles deux formes différentiel les quadratique et cubique
0 = 2 (iï[ C»)^,

ti; =-: Cr)^ -h û,)|

restent invariantes : ce sont des invariants projectifs absolus de la sur-
face. Ces invariants sont rationne/s; quant aux expressions o-̂  et 0)25
elles ne sont pas absolument déterminées^ car on peut remplacer res-
pectivement co^ et co^ soit par £o->i et ^coa, soit par s^co^ et £coi, où £ est
une quelconque des racines cubiques de l 'unité.

La forme y égalée à zéro donne les lignes asymptotiques de la sur-
face; la forme ^, égalée à zéro, donne les lignes de Darboux-Segre. On
peut remarquer que la forme y est, à un facteur numérique constant
près, le liessien (le la forme cubique ^ des deux variables o^ et œ^

Ces formes co et^ posent un certain nombre de problèmes que nous
allons rapidemeïit passer en revuey parce que certaina d'entre eux ont
un rapport étroit avec la théorie de l'application projective. Remar-,
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quons auparavant que là forme ^ n'admet qu'un nombre t ini de sub-
stitutions linéaires en co, et co^; ces substi tutions se partagent en trois
catégories, les unes reproduisant la forme o ("ce sont les six substitu-
t ions dont il est question plus haut ) , , l es autres m u l t i p l i a n t la forme 9
par l 'une ou l'autre des racines cubiques imaginaires de l'unité. On
peut dire encore que, In forme ^ étant donnée a priori, la forme ç est
déterminée à une racine cubique près de F unité. Si l 'on p'orte son atten-
tion seulement sur Véquation 'sL == o;, on voit que toute substitution
l inéa i re -qu i laisse cette équation invariante laisse également invar ian te
l 'équat ion o = o. Autrement dit,, si deux-surfaces non réglées se corres-
pondent açec conservation des lignes clé Darboux-Se^'re, In correspon-
dance conserve également les lignes asymplotifmes.

Le théorème de M. FubinL

39. Le théorème qui constitue 'en quelque sorte la théorie de la
déformat ion projective de M. Fubini est le suivant :

Pour que deux surfaces soient projecîivement applicables^ il fnut ci il
suffit que F on puisse établir entre elles une correspondance ponctuelle
transformant le rapport ^ des deux/ormes © etf^ relatives a la première

sur face dans l.e rapport ^ relatif à la deuxième surface.

Il nous est facile de démontrer ce théorème. D'abord la condi t ion
est nécessaire, car si deux surfaces (S) et ( ï ) sont applicables, on
peut choisir les systèmes de référence mobi le associés aux deux sur-
faces de manière à avoir

i2i-==&)i, ^r=:C^, • S^:î^:G)i3, ^3-r (^3, ^:=^, ^i==&}:îi,

iii i — S2oo== (f^ i — c,)oo, ^ ^ïiï —• ^oo ̂  ^â-»— ^oo? ;̂n — i^oo —: ^ïîâ — ^oo-

Si donc le système de référence associ-é à (S) est choisi de manière
à satisfaire aux relations (56). celui qui est associé à (^) satisfera aux
relations analogues; par suite, les formes' quadratique et cubique <I>
et ¥" relatives'à {î) satisferontà 1 , 1 ' ,

<I>=2^il^=-^)^)â^9^ /y^^î.4--^t-=coî4-&)^^d.. , .
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Réciproquement, supposons l'existence entre les deux surfaces
d'une correspondance ponctuelle telle que l'on ait

iw — ^
<1> ~ ï '

Rien n'empêche de supposer que l'on a'associé à chaque surface un
système de référence normal ; on aura alors

^ -
il & ^ —i— ..•.., G.) ^ —t— Ct) g

^,^.) (i),^).»

en tenant compte du sextuple choix que l'on peut faire de o^ et co^, on
voit facilement que l'égalité précédente entra îne

12i = c,)i, 12s == G.)^;
on en déduit

a'^a, . .̂p,

en désignant par a! et p' les" coefficients de la forme biquadrat ique X
associée à (S); mais alors on a, d'après (2,3),

^11 — ^oo == G) i.i —— MOO? ^22 ~"- ^OO^ ^â-2 """" ûûoOl

et de plus, d'après les équations (56) et celles analogues relatives
à00»

,,^3=:û0i3, ^ÎS~~-^Î:^ f2i2:=C,)^, I22i=G)2i.

Les conditions d'applicabilité projective des deux surfaces sont donc
réalisées.

Les surfaces admettant une forme cubique ^ donnée à l'avance*

30. Toute forme cubique qui n'est ni un cube parfait ni divisible
par un carré parfait peut évidemment se mettre sous la forme G-^-4-CT.3,
en désignant par ^1 et ^a deux formes linéaires convenablement
choisies. Les surfaces, s'il en existe, qui admettent pour forme ^ cette
forme donnée à l'avance, se partagent en trois catégories, suivant que
la forme quadratique 9 est égale à 2î^^>, ou ^ETS^^ ou 2£ 2 t^T^^.
Les surfaces d'une même catégorie sont toutes applicables les unes sur
les autres. Il résulte immédiatement de là que les surfaces de chaque
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catégorie dépendent au maximum de trois constantes arbitraires;
mais, en général, s'il y a une surface dans une des trois catégories,
cette surface est unique, et il est même à prévoir quen général il nv
aura aucune surface admettant la forme cubique donnée. Cela t i en t à ce
que, si l'on désigne par ^ et "/] deux intégrales premières des équations
T^ --= o et ^2 === o, on peut prendre

?3"i -=zf[^ rj) d^ CT2==: o(i:, •/] ) d-f]

avec deux fonct ions arbitraires de deux arguments ; il estvrai que l'on
peut par t icular iser / et y en remplaçant H par une fonct ion de ^ et Y]
par une fonction de Y]; mais cela ne d iminue pas e s sen t i e l l emen t
l'arbitraire des éléments qui en t ren t dans ^ et î^. On peut dire; en
somme, que Ici forme cubique CT^ -h CD^ dépend essentiellement de deux
fonctions arbitraires de deux arguments; comme les surfaces (S) ne
dépendent que d\ine fonction arbitraire de deux arguments , il est
évident q u ^ i l n'y a, en général, aucune surface (S) admet tan t une
forme cubique ^ donnée à V avance.

Les résul tats obtenus aux n0" 24 et 25 montrent que les formes
cubiques qui. appart iennent à ce3 surfaces non réglées sont données
par l 'une des deux formules

i v/"XY fdx^ dy^\
d;= 1 ( - „„ vv \ \ y

( l— 2 C ) 2 V A J ) v

, r^-fd^ dy^xrJ.=VX.Y(-^--4--Y-J;

dans la première, X et Y désignent, si c==o , deux fonctions arbi-
traires, l 'une de x, l 'autre d e r ^ et, si c ̂  o, deux polynômes entiers
du sixième degré au plus ayant les mêmes coefficients; dans la
deuxième formule, X e t Y désignent deux polynômes, le premier en ;z',
le second e n j d u troisième degré au plus , ayant le même'coefficient
pour le terme du troisième degré.

Les transformations de surfaces qui conservent les lignés de Darboux-Segre.

31. On peut se proposer de déterminer, non les surfaces qui pos-
sèdent une forme cubique ^ donnée à l'avance, mais les surfaces pour
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lesquelles r équation différentielle ^ = o des lignes de Darboux-Segrc est
don-née à Vacance. Si l 'une de ces surfaces est. comme, toutes les
autres pourront être mises avec celle-là en correspondance ponctuelle
conservant les lignes de Darboux-Segre. Réciproquement, la recherche
des surfaces (S) q u i peuvent être mises, avec une surface donnée (S),
en correspondance ponctuelle conservant les lignes de Darboux-Segre,
revient au problème énoncé. Remarquons q u ' u n e telle correspon-
dance conserve également les lignes asymptotiques.

Si l'équation, différentielle donnée esi mise sous la forme

où î^ et ^2 sontdes expressions de Pfaff formées au moyen de deux
variables indépendantes^ ety], il .est évident que les surfaces cherchées
seront données par l 'intégration du système de Pfaff •

(.^7)

0);;=: 0,.

r,,) ,̂r=: î,)^ h}.^—, c»)j ,

^12 ::..:= 0)1, ^i i --}- <.)̂  — &)oo — ^3;î ••^ 0^ ûî2i "^ ^•i.

6,)l^r ^CTI , &4==: 1 /OT^,

où les fonct ions inconnues sont les paramétres du système de réfé-
rence mobile associé à la surface et le coeff icient /.

Les équations quadratiques extérieures q u ' e n t r a î n e n t les équa-
t ions (07) sont, d'après les formules (22),

| W i ( G)oo -t- GJ^ ~ •-S r,) 1 1 ) ] + [ ûjg (,0)33 - ^io ) ] ̂  0,

[/.) i ( G)3 2 — CO) o ) ] -h [ &^ ( ̂ 3 i - - (,^0 ) ] ̂  0,

l^ji (co;n — c,)ao)J-l- [&3â(ojoo -+- c*hi — '^>^)] ̂  o?

(58) 1 [ ' fdt . b \\
\ r,)^ -^ ,4- o) , i -...- 0)^ .-- - 4 ) ^ ! ^-:: O, , • •

[' fdt a M
^ .4- G)â2— 0)oo— 7^1 — o,

1- \ " ^ . •

 A / J

on l'on a désigné par a et b les coefficients q u i i n t e r v i e n n e n t dans les
expressions : '. : • ' , ! - ^
, , ! ^ 1 1 „ , , m'.^--^. b[_l^^.^^ . ÇTg ^ ' " 1 - - 1 1 1 -^ ] 'G7tSi 'a1* 1 ' 1 1 1

II entre dans les formules (58) cinq expressions de Pfaff indépen-
dantes^ de; Q) i,, 0)3 et des premiers membres- (les équations (37), II est
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donc a présumer que le système (37) est en involulion et que sa wlu-
lion dépend clé cinq fond ions arbitraires d^im argument.

On peut met t re .ces résultats en évidence en écrivant les équa-
tions (58) sous la forme

df w br . d t
HT
r,̂  ̂  „-.„ ̂  -„..„ ç,)^ _ ^ • _ (̂

\ t • / / J
( d t a \\

^2 ( 7- -— ^22 — ^00 — - ^1 ) | —— 0,
\ € v

| / , ^ / a ^/ , a b.̂)i -+- G}^} ^ ;:>—- •4- ^>n— c.}^"- •2^00-^ ^)^— (,)^4- c,»^— o.>i,,-- -oj^ — -
L \ t t t

(CtJi-t- S Mg) ^ 3 — "•4- Wn-h- ^^— 2G)oo-"i-S ^ 3 1 — - Wo+ £2^^— 0)^0— ^ ̂ l —• -> ^ > â ) = 0-

( ( O l + S 2 ^ ^ ) ( 3 — 4 - OH-!- G ) 2 ^ — •KA.K^-c2^^!— 0,)._,o-r. c &.)..;_.— G . » î o — a ai — -^A • -= 0.

On voit qu^ïj ^ a^y/amiYto^c^/'ac/e/ù^/^, y '̂ ÀX)T^ to1 Â^^
familles de lignes asymptoliques et les (rois familles de lignes de
Dcirbouoc-Segre.

32. Etant données deux surfaces (S) et CE.), peut-on reconnattre s'il
existe entre ces deux surfaces une correspondance ponctuelle consermnt
les lignes de Darboux-Segre, et dans ^affirmative comment peut-on
déterminer celle correspondance ?

Supposons qu'on ait rapporté chacune] des deux surfaces à un sys-
tème de référence normal. La correspondance cherchée, si elle existe,
sera donnée par deux re la t ions de la forme

(59) ,- . 12i ̂ coi, ^~:/o),,

qui e n t r a î n e n t , d'après (26),

( 6o ) dt -h ̂ i + ?' ̂ 2 - a^ •- '^ -=o, .
€

en désignant par a' et ^ les invariants projectifs analogues à a et ^
relatifs à (H). Cette dernière relation entraîne à son tour

( 6 1 ) . (^^--^^[^^^[•-(^-•^[^i^l^o,^
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Cela posé, deux cas sont à d i s t ingue r :

i° Si les deux invnricuits projectifs ^ et v relatifs à (S) sont égaux, il
faudra qu ' i l en soit de même pour (2). Les équations (5g) et (60) sont
alors complètement intégrables. I l y a une infinité de correspondances
conservant les lignes de Darboux-Segre^ et elles dépendent de trois cons-
tantes arbitraires. Remarquons que l 'équation (60) s ' in tègre d'elle-
même par deux quadratures, car aoo, + E^CL^ et a/Ûi •+• ^th sont des
différentielles exactes — —5 ~ —• On a alors

À" />.

les équat ions (5()), qui prennent la forme

F^-c^, ^=c^,
s'intègrent par des nouvelles quadratures, car chacun des membres de
ces équations est une différentielle exacte, puisqu'on a par exemple

( ~^ l ) = -(3[^iù}â]—~J^^•^l]~--^ ï^û)l(^)l-+-(3G.)^)^=:0.
V A / A, /» A A.

Les co3 correspondances cherchées .^obtiennent donc par des quadra-
tures.

Remarquons qu'en posan t

—<,ji:-=^ jw^-=.drt,
A ^ À"

l 'équation des l ignes de Darboux-Segre se réduit à la forme

(62) ci^-^cW=.o,

et les correspondances entre les deux surfaces sont

''c''= C^ 4- a^ r/== Crj + b\

en réalité, ces correspondances sont données par les formules plus
générales

^== Ce^-h.a, , ^ /==:CÊSr ]+^ / 3^
• , ^^Cer^a, . ^^rr: C^£-4" 6, ( £ ; ' ~ " I / ,
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En particulier, toute surface dont les deux invariants ^ et v sont égaux
admet avec elle-même co3 correspondances laissant invariantes les
1 ignés de Darb oux-Segre. Ces sur faces sont caractérisées par la propriété de
l'équatùm des lignes deDarboux-Scgre cVêire réductible à la forme {^62 ) ;
en, e f fe t , cette propriété en t ra îne l 'existence d\in facteur /r îel
que 4- ^i e t - ^ co«> soient des différent ie l les exactes; cette dern ière pro- •1 /c ' /: "
priété donne

. -6[o)iC.)a] + 7^1.^1 ̂ '] ^^ 0» T a[G,) iG)^]-r- -p [^i < ^ A ' j •== 0, ,

iVoh
dk _ , _ ,c . - 1 ' ' ' 1 - 1 1 1 .

le second membre étant une différentielle exacte, on doi t avoir p. = v.
Ces surfaces ont été appelées par M. Fubini cisymptolico-isothermes.

Elles dépendent évidemment de cinq fonctions arbitraires d'un argu-
ment puisqu'elles correspondent à une même équat ion di f férent ie l le
des lignes de Darboux-Segre. Les surfaces qui admettent -ce2 réseaux
conjugués de déformation projective sont des surfaces asymptotico-
isothermes particulières.

2° Si l'on napas ^==^ on ne devra/pas avoir non plus u/r^/.
Inéquation (61), en tenant comple de (39), donne la valeur de /,

^^-r-^.'~^—/
La correspondance cherchée, si elle existe^ conserve donc les expressions

dePfaff ___ ___
CT'^==\ /a—•ycoi , TS3._ == y ^ . — ^ a ) â »

On est alors ramené à un problème classique. On formera pour cha-
cune des surfaces les quantités a et b définies par

^=:&[CTi'5rJ, ^==—a[wi^l,

ainsi que les quantités a^ a^ b^ èa,..., qui en dérivent :
da =^ dt TSi 4- ci-î CT"^,
db == bi CTI -h bî V5:ii

1 . . 1 . ~ ' clai^ cs^i'çs^~+- ai^.^. 1 1 1 1 1

Ann. Ec. Korm., (3), XXXVll. — NOVEMBRE iQ'io^ ' 4 ^
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Si les quanti tés a et b ne sont liées par aucune relation, il faudra que
les quantités a' et // relatives à (S) ne soient également liées par
aucune relatioi:r.et, pour Inexistence de la correspondance cherchéey il
faudra et il suffira que a? a^ b'^ / / ^ soient les mêmes fonctions de a!
et I ) 1 que a^ a^, b^ b^ le sont de a et b. Dans ce cas la correspondance
est u n i q u e et connue sans intégrat ion.

Les autres cas se t rai tent de la même manière.
On peu t remarquer ic i que les quantités ci et b ne peuvent pas être

•constantes toutes les deux. On a en effet

d'où

ft- •^^'-^/^~^,
2 ( ^ — V ) . v l

U .— ̂  ,—————
^ — '——————- ̂  ̂  Un -— ^,

^ (p .—v) v i

^ du. — ch ,
ao.),1—^ pu.).) ~- ————- ==: avj} + u'G7.) :

' " ^ ( p . — ^ )

or le second membre serait une différentielle exacte si a et & étaient
des constantes, comme le montre le calcul de son covariant bilinéâire,
et le premier membre ne peut pas l'être, car cela entraînerait (x== v.

On peut déduire de là en particulier que si une surface n9 est pas
ctsymptotico-isotherme^ elle admet au plus avec elle-même ̂  correspon-
dances conservant les lignes de Darboux-Segre.

Les surfaces qui admettent une forme quadratique ç donnée à l'avance.

33. Nous avons porté jusqu'à présent notre attention sur la forme
cubique '^. Nous pouvons nous poser sur la forme quadratique œ des
problèmes analogues à ceux qui viennent d'être résolus*

II n'y a pas lieu de chercher les surfaces pour lesquelles l'équation
différentielle des lignes asymptotiques soit donnée à l'avance, car cette
équation différentielle est pour toutes les surfaces non réglées de la
même forme

d^ A] == o.

Proposons-nous donc de chercher, s^il en existe, les surfaces
admettant une forme quadratique ç donnée à l'avance, forme qu'on
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peut toujours supposer être .
' „ • 0,== 2?^Ç7:î,

où ^^ et CT^ désignent deux expressions de Pfaff données. Les surfaces
cherchées s 'obtiennent évidemment par l'intégration du système de
P f a f f :

| C,);î=0,

^ Wl3= ^2? 0,)3;.{=^ ^i ,

(63) 1 0 ) i 2 = - G ; > i ; <A)n4~ G . ) 2 : i — — û J o o — Cr.)33—— 0, C.)âi=:0).i,

r I
j CO n ==: 11571, &) 2 ::::::: ~" ̂  •

Ce système conduit (c/. 1.1° 31) aux équations quadratiques exté-
rieures

[0^(0)00 4- ^22—— 2G)n)] 4- [û)2(^32-~ ^K))] ̂ Ol

[0)1 (0)32 — r,)^)] +./[^â ( "3i—^âo)] •= 0)
[a)i (0)31— ^20 )] •+- [co:i(cooo-+- &)n— 20)^2)] ==0,

W) ' { [ (cU , VIr (eu
b^T^c»)i — + ûjn — c»)oo— bt^ =-=o,

r /'^ ^ M(^; — (,^3 -t- c»)oo 4- — œi l = 0.

On voit ainsi que les surfaces cherchées dépendent de cinq fondions
arbitraires d^un argument. On peut du reste mettre en évidence les
cinq familles de caractéristiques en écrivant les équations (64) sous la
forme

/ r ( d t ? M' COj [ —- -h- GJn — û)oo — ut^-î j == 0,
L \ v / J
[-• ( d t a \\f,)^ i — ̂  4- ç,)oy 4- -,• a)i H =: o,

( O/^ ) ^ ( ̂ i -- ^î ') ! y 4- w-iî — Wi i — u-d-2 4- û.)io 4- u-n — "29 j =: o,

( & ) l —— £ CO^ ) ( —- 4- û);;^—-"^!! — & ^3 à — ^10-4- c2 ̂ 31 —— ^âo j == 0,

F/ . . ( d t \—————• —————M
(G) j . — S - û û a ) ^ —— 4- ^aâ -- ^11—— S '^32—— M io 4- S 033i —— G)^) ) = 0,

L \ v / J

où £ est une des racines cubiques imaginaires de l 'unité.
Sous cette forme, on voit que les cinq familles de camcîérïsîù/f/es des
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surfaces intégrales sont les deux familles de lignes asymplotiques cl les
trois familles de courbes coVijuguées des lignes de Darboux-Segre.

Etant données deux surfaces (S) et (S), la question de savoir si l'on
peut établir ent re elles une correspondance ponctuel le t ransformant
l 'une dans l'autre les formes y qui leur correspondent est un problème
classique. Si la courbure de l 'une des formes o est constante , la cour-
bure de l 'antre forme ^ doit avoir la même valeur constante, et la cor-
respondance dépend alors de trois constantes arbitraires; cette cour-
bure se calcule fac i lement ; elle est égale à 2(0 + v — i). Les surfaces
yui admeitent ̂  réseaux conjugués de déformation projectile sont les
surfaces asymptolico-isothermes dont la forme o est de courbure conf-
iante.

CHAPITRE V.
I /APPLICABILITÉ DES SURFACES RÉGLÉES NON DÉVELOPPABLES.

La particmiarisatioîi du système de référence mobile.

34. Revenons au n° 13, où nous av ions réalisé les deux premières
par t i cu la r i sa t ions du système de référence mobile attaché à u n e sur-
face (S) que lconque non développable. Nous avions ob t enu les
re la t ions

^ C^3:=r,)^ û^3-==G)j,

( &)n 4~ 0)33 4- c...)oo— ^33 := o,

et nous avions été conduits à un i n v a r i a n t absolu

(r>6) • ! ! ^^'Û^i^^^
' 0 2/'..)i GJg

Supposons m a i n t e n a n t qu'on ait âffaite à une surface réglée et que
les génératrices rect i l ignes soient les lignes asymplotiques données
par réquation

'1 ^ 1 ! • .1 , /• , . / û03=:0; ^ 1 ' 1 - 1 1 1 1 1 • ^ •

on aura alors
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et l'on pourra supposer, d'après (18), qu'on a
Cij^ == C(J2.

Nous aurons ainsi la troisième particularisat.ion du système de réfé-
rence mobile caractérisée par les relations
(67) ^12 -=0, Gj^rrûO^,

^=o|. . ^ , 1 1 -

Nous aurons de plus, par un calcul analogue à celui du n0 15,
[^2(^32——^10 )] =ZO,

[^(GL>3.2-— û 0 i o ) ] 4- [ ^ 2 ( ^ 3 1 — — û>.)2())] ^O?

[ C » ) i ( û . ) 3 l — — C » ) . 2 o ) ] - 5 - [ 0 0 2 ( ^ 0 0 - + - ^ 1 1 — 20:;:;)] = 0.

35. Quatrième particulafisation du système de référence mobile. —
Les formules précédentes entraînent les suivantes :

0)32 — ;.)io-=: a^,

CjOgi— ûJgo^r O^i^- b' (^^

&^oo+ ^11 — aosa'-^ ^^'i "+' ^ /^2^
avec

[w.^Ç^a'— 2GJ3o-+~ Sa^îoo—^22)] ̂  Oi

iG^^a7—2c»j3o+ 3^ûL)oo—^22)1
4- [œ2(^ /-~^û)lo-+- 2^c«joo— ûùââ4- c^a^ûJi)] = o,

[GJl(<;W——2û)io4- 2^(^00——ÛÛ22+ C^^^i)]

-+- [û«32(^•/+ 4^20 -+• C^COoo— ÛÛ22-+" ^/ ̂  -4- S^'û)!)] ^=0.

Une variation infiniment petite du système de référence mobile
entraîne pour les coefficients ci1, b^ cf des variations oa', lb\ Se'
fournies par

OCl1 === 2 ̂ 30 + 3 ( ̂ 22 —— (?oo ) CL\

0^= 2 e l 0 + 2 ( ^ 2 â — ^ O o ) ^ S

ÔC7 == — 4^0 -^ (^22"- ^oo) ^ /-

On voit immédiatement par suite qu'on peut choisir le système de
référence mobile de manière îi annuler a1\ b ' , c1. On aura alors les for-
mules

( ff)-^—0') io=0^ &)3i——G.):i()"== 0,,

(68)
\ / , ,. . ( , / ^OO+C».)^——2&.)22,==0, , , , .
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lesquelles en t ra îneront

i [^2^30] -== ^5
(69) , [^iG.)3o]4- [û^COlo] == 0,

[ [&) i6J io] —— 2[0)2^30] ̂  0-

Le système de référence mobile ne sera pas encore complètement
déterminé, mais on aura

<?^ "rr: e^Q '^- e^o '—-^ 0.

36. Parucularisation définitive du système de référence mobile. —-
Les formules (69) donnen t

fx)3()== û<C«J2,

(,) i o ̂ r a (»-> i -+• 2 À' («) ̂ ,
Ci)20=:—— /C&)i 4-* (3c«)2,

avec
[ ûJa ( c/a -4- 4. <% û.)o o — ^23 ) j '-'^ ° ?

[ ^i(<r/^ 4- 4^^oo~- ^22 )]•"--(- 2 [œâ(<^A- 4- 3/ca)oo~ ^22)] :=oî
— [o)i(^/c-4- SÂ 'cOyo— ^32)] 4- [wâ(^(3 4- 2(3&.»yo— CtJ^a) . ! :::::: 0-

i0 Cas général : k-=^ o. — On peut choisir le système de référence
de manière à rendre k égal à i. On a alors les formules

(70)

c«}3o-== a Ma?
c<.)io .*== ac«,)j 4- 2 c»)^,

0) g o =: —— &j i 4- ? G) 2 ,

^•îî.—û^)oo'::::: ^^1 4- p'^î,

avec quatre invariants fondamentaux a, (3, À, [j..

^0 k == o. " — O n aura dans ce cas

. <^a + 4^(ûL)oo—ûjgâ) ^Oi

[^ (^P ̂  2 P ÛOoo — 0)22 ) j == 0-

Ce cas se subdivise lui-même en deux autres :

a. a^o. — Alors on peut supposer choisi le système de référence



SUR LÀ DÉFORMATION PROJECTIVE DES SUHFÀŒS. 3 2 7

de manière à avoir a = g , ce qui entraîne les formules définitives

1 G)3o=G.)2,

I Î.)IO==MI,

\ •î '
j Cit.) 2 y "== ^J(jt):i,

^ GJ22~-(,.)^=;0,

avec un seul invariant fondamental p.

/^ a == o, p =^ o. — On peut supposer ? réduit à l 'unité avec

î,}io==0,
Û)^0 "̂  ÛOg^

^30 =0,

C«)22— Ç,)o(-»== )/<,)3,

avec un invariant fondamental À.

c. a = = p = = o . — Dans ce cas il est impossible de particulariser
complètement le système de référence mobile. On a

C,)K)== &}2o== 0.330== 0.

Toutes les surfaces qui correspondent à ce cas sont équivalentes vis-
à-vis du groupe projectif et chacune d'elles admet un groupe projectif
à trois paramètres dont la structure est donnée par les formules

W\ ==2[&,)i(c«}22—û)oo)],

C^ == [W^(U^— C^o )],

. ^ 2 3 — — ^ 0 0 ^ ° ^

Pour avoir ces surfaces, on peut prendre par exemple

COi^r^i, û}^ -=.dt^ (j}à2^== o)oo== 0,

de sorte que les formules de Frenet généralisées deviennent ici

. • . ! ' dK =dt^Ki+-dt^K^
^Ai^r^gAa,

, • J.A.2== ̂ aAi+- ̂ iA;ï, .

1 „ . ^A.3 == 0.
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Ces équat ions s ' in tègrent immédia tement et d o n n e n t en par t icu l ie r

A -= C 4- ( t , 4- !- ti\ Ci -4- t. G, 4- A ̂  -h ̂ j) €3,

en désignant par G, C, , C^ Cy quatre points fixes. On a ainsi les coor-
données fixes d'un point de la surface en fonct ion de deux paramètres.
C^est la surface réglée de Cayley dont l 'équation est réductible à la
forme . ! ! ^ !

/» —— /yi,/ „,- /y* 3^ ^ ^X}. ^X . ..

37. Les surfaces pour lesquelles k =-: o sont caractérisées par une
propriété géométrique intéressante. Cherchons en effet, étant donnée
une surface réglée quelconque, si les génératrices 'de cette surface
appart iennent à un complexe l inéa i re fixe. La génératrice variable
é t a n t [AA, |, le complexe fixe sera défini par la forme géométrique

^ '. " i - .<AA,:| -h &[AAâ:| -h c[AA,3:| 4-/|:A, A,] -4- g[ A , A:,:].

lin expr imant que cette forme est fixe, on obtient

( da ~\~ a û>)oo -4- o) j i -{- b 'jOg 4- c — f^ho — § ^:ÏQ ) [ A A i |

+ (^db 4- ^c«.)oa'4- c.>22-4- C 4-/^io)[AA2]
1 4~ {de 4- ^c<}34-ÔC«)r4" 6>QJoo4-ût)334-^(ylo)[A„ A;}]

+ (<://—aî0â4-^ût)i4-/^n4- ^2â4-o /Wlo.)[AlAâ]

4- (^ -h/4- eœi 4- ^•C0ii -h Mys) [Ai Aa] 4- (t1 —/) u^A^A.^] •-= 0.

On en déduit successivement
/
a ==,o,-

^ , À=:^-a, • ' . , " • ' ' 1 ,

' ' g\do!.-^'^a^QQ—6..)^,)--t-"4c/c&)â=:o.' 1

On voit que si k n'est pas nul, il y a au plus un complexe linéaire
fixe auquel appartiennent les génératrices de la surface.

Cherchons dans quel cas les génératrices appartiendraien L à une con-
gruence linéaire, tl faul pour cela qu'on ait À= o, et cela suffît, car on
vérifie facilement alors que la congruence formée par les deux com-
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plexes
[A,A,,]4-[A,A,] el |:A,A3]-a[AA.,:|

est fixe. On a en effet

d([A A3:l+ [A,A.2])^(^,^r-^^)([A.A.3]--tA,A,])-2Gy,([A,A3]-
^([A.iÀ3]-a[A A2:|)^2^^,([AA3:]4-[A,A,,])+(ojn--cu33)(lA,A.3]4-a[AA^

Si a est différent de zéro, ce qui correspond au cas ciy dans lequel on
peat supposera = = i , " l e s génératrices rencontrent les deux droites
fixes

| :(A,+A,)(A^A,): | et [(A,—A),(A3-AO:1;

on a une surface transformée d'un conoïde par homographie.
Si a === o, les génératrices rencontrent la droi te fixe [A.(A.J e tappar-

t ienneut en outre au complexe linéaire [AA;ij 4- [ Â i A ^ ] .

Le théorème de M. Fubini.

38. L ^ i n var iant absolu ^ donné par la formule (66), une fois qu'on
suppose les relations (65) vérifiées peuty comme-dans le cas des sur-
faces non réglées^ être utilisé pour la condition d'applicabilité de deux
surfaces.

Supposons en effet deux surfaces réglées (S) et (S) applicables, et
admettons que nous ayons choisi le système de référence associé à (S)
de manière à avoir les relations (65). Le système de référence associé
à (S) qui réalise l'application est tel qu'on ait

12i==c.,)i, ^-=.^ ^^TÛ}^, i2^3==&-)a:.i,
Q^-=zw^^ tî^=w^;

on aura donc
,^1, -= ̂ , - £'2â, —, ̂ , ^n 4- %2 -h- ^oo—' .%3 = o, , •

et par suite
y _ ^

, <1> ~~'' Q "

Réciproquement, supposons qu'il soit possible d'établir une corres-
pondance ponctuelle entre les deux surfaces telle que par cette corres-
• . , Ann, Éc. Norm., (3) , XXLXVIt,, ,— NOVÏSMBRE. î.po, ' . / 42
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pondanceon ai t
^ _ ^i- • "' "<i-~-^

nous pouvons admet t re qu'on a, pour chacune des deux surfaces, parti-
cularisé le système de référence mobile de manière à avoir les rela-
t ions (63), (67), (63) ; on aura, pour toute variation permise de
l'un DU de l 'autre des systèmes de référence,

(73)

0(y^ == (<?oo—- ^n)c»:)i== 2 ( é ' 00—622)0 )1 ,

ôœ^ === (GQQ— ^22)^)3,
Ô^,==2(^~^)^,

rî^=: (e^-e^)Q,.
Or F égalité

W _ ^ ^j* _ ̂
(f) o ' ^i • ^)i

entraîne
îîi rr ^/2 0.)^, û^ "= « C«)2 ;

mais on peut , d'après (73)5 modifier le système de référence associé
à (Ï/) de manière à avoir u = i. On aura donc
^i—rc,)^ ^a^^aî i^i,3 ==(«.) 1 3 , ^23--= 0)23, ^^rr:^,)^, ^i-^f.Oal;

et de plus en p renan t les covariants bi l inéaires des deux membres des
deux premières équations et tenant compte de (65), (67) et (68),

d'où

2 [ (ù\ ( £î^ —— fiSoo —— ^22 -+-' ^^OO ) ] ""̂  0, ^

[ ûh ( ̂ 22 —— ^00 -" ^22 + û)oo ) j ̂  0 î

^22 — ^oo '== ^â2 — ^>oo Ct ^i i — ^oo ==: G) i ^ -- G)oo.

Les conditions d'application sont donc vérifiées.
'On ne peut pas ici y 1 comme da'n.s le cas des surfaces non réglées,

ramener les conditions d^applicabilité à celles d'égalité de deux formes
entières. ! ^ ^ ! ! 1 ' 1 1 1 ! ! 1 . ! ! !

Le système de Pfaffdes surfaces applicables sur une surface réglée donnée.

39. Partons d'une surface (S) pour laquelle nous aurons particula-
risé complètement le système de référence mobile. Les surfaces (S)
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qu i admettent une application du second ordre sur (S), sont données
par l'intégration du système de-Pfafî

^
Û13=

Qu-^o.

^U=

1 -

== G:»^——

— C>)j[,
^~)

&:>13,

G.) o o ?

^12;

G) a,

i1-,->=:

a,,—
Hn==

p-^
"as;

î'2,>o

"21.

(74)

Les deux équations cîe la seconde ligne entraînent les équations
quadratiques extérieures

[ G:»i ( ̂ 33 —— ^oo —— C<J3;i -r" Cx)oo ) ] ̂  0, 1 -

[ ÇOâ ( ̂ 33 —— ^00 —— û^ ~ GJo<> ) ] =-= 0 ;

d'où l'on déduit immédiatement la n'ouveiïe équation de Pfaff :

(75) 1 ' î233—Ûoo= O J 3 3 - — Û Û O O < • • -

Les calculs faits au n0 16 se reproduisent ici sans ïnodiûcation et
conduisent, en changeant au besoin le sommet Bg du système de réfé-
rence attaché à CS), à
(76)

0 • ^30 —— Ç,.)3^ —— G) go,

i^â —— ^10 ̂  ^32 —— ^lO-

Les équations'-quadratiques extérieures auxquelles donne naissance
le système de Pfaff (74-)? (pS)? (7^)? sout

(77)

(7^)
On en déduit

(79)

d^où

d^où enfin
(80)

[ & J i ( i " 2 i o — ^10)] ^ oî

[Mi (Û3o—-^3o) ] •+- [^2(^10-- ûJio)]= 0,

[M2(^30— ^30 )] ̂ Û,

[^2(^20-- ^:;o)] -^O.

Uio— u.^^ u,(,)^

û;io——^30== ^&^;

[r,),i(^« -4- 4Mr*•.>oo—^âa).] =::: ^^i

| w.^cîu 4- 4 ̂ ^oo— ^a^,) 1 ̂  0 î

C/« 4~ 4 '̂ ( ̂ oo —^hî ) == 0.,
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Celte dernière équation conduit à son tour à l 'équation quadratique
extérieure " t . ,
( 8 ï ) ? / [G) .2C«)^o ] ^= 0.

Cas d'une surface réglée dont les génératrices n'appartiennent pas
à une congruence linéaire.

40- Dans le cas général où les formules (70 ) s'appliquent, l 'équa-
tion (81) donne

^^'o. 1 1 ^ ,

Le système de Pfaff1, formé des équat ions (74)1 (75) ï ( r ) ^ )? (79) (où
les seconds membres sont supprimés), condu i t alors à la seule équation
quadratique extérieure (78) :
(78) l:^(^a-^o)]=o.

Par suite, il admet uneïnfînité de solutions dépendant d^une fonclion
arbitraire d'un' argument; les caractéristiques de ce système de PfafT
sont les génératrices .rectil ignes de la surface (S).

41. Conditions d'applicabilité de deux. sur faces réglées données. — Les
formules ^74 . )» ('75)? (7^)» ("79) montrent que, si le système de -réfé-
rence attaché \\ (S) a été particularisé de manière à satisfaire aux
relations (65), (67), (68), (70), il en sera de même du système de
référence correspondant attaché aime autre surface réglée (S) appli-
cable sur (S);' de,plus, pour'les deux surfaces, les t rois / invariants
a, À, [j. a u r o n t mêmes valeurs numériques en deux points correspon-
dants. Réciproquement, si deux surfaces réglées sont telles que l^on
puisse établir entre elles une correspondance ponctuelle conservant les
valeurs numériques des invariants a, À, [j., ces deux surfaces sont appli-
cable^ l^me s u r i 9 autre. On dédui t de la les condi t ions effectives d'ap-
p l icab i l i t é par la considération des invariants dérivés de a, X, \i
(cf. n°36). Bornons-nous, sans traiter le problème général, à exa-
miner les cas les plus simples.', '

' • ! Les formules,( 70) conduisant à / . •
, , : . ^a =• ^i a?.Ct)i-h^i %p.—6}. )<« .»2 , . ' . . ,

' 1 1 /- 1 ( \ ; '11

(/A =::'( O Â 2 — - , a ' ) û ) i 4 - Â a ^ ^ . ,• 1 , 1 1 1 1 , ! 1 1 .,. ! :', , 1 . • A . 1 1 • 1 , .10,,' / 1 1 . ! " . " . ! ^ ; : ' ! ! . ! . ! 1 1 .
; , , . . , / , (;/^=:(À2—7,^ •— ^) Wi "h [J--i^^ , - • • . 1
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De là résulte que les trois invariants a, A, a ne peuvent être tous^cons-
tants.

Si, a, À, ;j. étaient fonct ions de l'un d'entre eux, on aurait, soit

a :=:}.—: o, d[J. ==: — 20)1 -r- ( C — U^)^,

soie

. /^i.4-C^ ^(C'-^p,.

Dans le premier cas, deux surfaces réglées pour lesquelles C aurait la
même valeur constante seraient applicables; dans le second'cas, il
faudrait que les deux constantes C et (Y aient respectivement les
mêmes valeurs sur les deux surfaces. Dans l'un et l 'autre cas, chacune
des surfaces considérées admet ce1 applications' sur elle-même-

Si enf in deux des trois invar iants a, A, [j. sont indépen.dants , pa^.
exemple a et ^, i l faut' et il suff î t , pour l ' app l i cab i l i t é , que a et A^
soient pour les deux surfaces les mêmes fonct ions de a et A. •

42. La con'espond(mce ponctuelle qui rédiise l'fippUcnfion de deux
surfaces îég'lées applicables. — Les composantes du mouvement instan-
tané du système de référence mobile sont les mêmes pour les deux
surfaces, saufo^o et (031 : on a, en effet ,

On voit donc déjà que, si l'on se déplace sur une générat r ice recti-
ligne (co^= o), le mouvement d'entraînement de (S) par rapport ,à (S)
est nu l ; cela signifie que la correspondajice ponctuelle entre deux 'géné-
ratrices correspondantes des deux surfaces esl projecdve.

Le mouvement de (S) par rapport à (S) est un m o u v e m e n t é un
paramètre dans lequel chaque poinj. de la génératr ice commune a -une
vitesse nulle; les différents points d 'un pkin quelconque passant par
cette génératrice commune subissent une élation i n s t an tanée dont le
centre est sur cette génératrice : il y a une correspondance, projective
entre, les plans variàùles autour de la génératrice ^lles centres des
élations correspondantes.

Si Ton sait d'avance que deux surfaces/réglées (S); et (S) sont appli-
cables l 'une sur l'autre, la correspondance qui réalise rapplicàtion
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peut,,, en-général , ê t re 'obtenue sans intégrat ion : il suffît de faire
correspondre les points pour lesquels les invariants a, À, ;j, ont les

. mêmes valeurs. Il n'y a. d'exception" que si les trois invariants sont
fonctions de l 'un d'entre eux : dans ce cas, la correspondance cher-
chée s^obtient par des quadratures.

Si, par exemple;, on a (n° 41)

a = À = o , d^ •=.=:— 201 -+- ( C — ^ ) ^ ,

la correspondance sera donnée par

^/=-=^, H^G^;

or la dernière équation s'intègre par quadratures, puisque l'on a

^=0, ^=:0.

^ Etudions d'un peu plus-près cette catégorie de surfaces et suppo-
sons, pour s impl i f ier , que la constante G soit nulle. Nous pouvons
poser

0)3 ==; cit.

On voit alors sans diff icul té que la surface est engendrée par le p o i n t

A=:P(0 -^ [P^( / ) -y (OP( / ) ] ,

où ©(/) est une fonction arbi traire de t et où le p o i n t variable P(/) est
donné par l 'équation différentielle linéaire

^ . -^-.cp^^,(^+2)^+(y——^)P^o.

La courbe décri te par le point P est manifestement une ligne asymp-
totique, les autres lignes asymptotiques étant données pai\ l 'équation

i • :
, , — =~. t + consL . • •y' . . ,

L'application entre deux surfaces de la famil le précédente est réa-
lisée par la correspondance ponctuelle

1 - ' , ^/=: /j., 1 ^=^+ a. ', . ;
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Surfaces réglées dont les génératrices appartiennent
à une congruence linéaire.»

43. Revenons au système de Pfaff formé des équations (74)- ('75)?
(76), (79), (80). Dans le cas des surfaces qui nous occupent, l'équa-
tion quadratique extérieure (81) est identiquement vérifiée. L'équa-
tion (80) donne l ' inconnue u avec une constante arbitraire, et les
autres équations^ conduisant à la seule équation quadratique exté-
rieure
(78) [^(^o-^o )]=0,

admettent une in f in i t é de solutions dépendant d'une fonction arbi-
traire d'un argument. Il est, du reste, facile de voir que toutes les sur-
faces dont les génératrices appartiennent à une congruence linéaire sont
applicables les unes sur les autres. Particularisons, en effet, les systèmes
de référence mobiles associés à deux de ces surfaces de manière à avoir
pour chacune d'elles les relations (65), (67), (68), et, par suite, des
relations de la forme

i ^30= acoa,

(S?.) 1 ^ ' < c0m= acoi,
f f,j^==r PM^'.

Les équations de Pfafr,
(83 ) ^i == r,h, ' ^ == û.)̂  ^22 — ^oo'^ ÛL)^ — ^oo» "

' entra înent alors toutes les relations (74)» (75)» (p^)» (79)? (80), Or,
on vérifie facilement que le système (83) est complètement intégrable,
si l'on tient compte des relations (82) pour chacune des deux
surfaces.

On voit, de plus, que la correspondance ponctuelle que réalise l'appli-
cation de deux surfaces données dépend de trois constantes arbitraires.
Ici, la correspondance ponctuelle entre deux génératrices correspondantes
n est plus nécessairement projectile. Quand on se déplace, en effet, le
long d'une génératrice commune à (S) et à la surface (S) déplacée, le
mouvement ins tantané de la génératrice de (S) n'est plus nul , puisque
les composantes

OJj, ^ tOî ^U — ^O '
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ne sont pas foules les mêmes pour les deux surfaces quand on
fait OL^ == o. .

44. Détermination de la correspoîuîfince'ponctuelle qui réalise V appli-
cation de deux surfaces données. — Prenons une surface' (S) ; nous
a l lons supposer le système de référence choisi de manière à satisfaire
aux formules

( () 5 ) 0 )]:$=: G.) ̂ , . . - G} ̂  ;î :--= 0.) j, • &J 1 1 -1- " 6.) ̂  g —— CO y o -— û) 3 ;j == 0,

et nous formerons la forme d i f l e ren t i e l l e de M. Fub in i '

^ -.-. ^â^i
" • y a c«)i

Soit d'abord une surface dont les génératrices rencont rent deux
droites fixes et dont on peut supposer l 'équation ramenée à la forme

(84) , ! , y-r^X,

où Z est une fonction de s. Désignons par M le point de la surface de
coordonnées fixes

.,, i ' • , àM. àM à^met considérons les points —? —- » -,—- î on ax " àx àz o^' ()z

f àM. (M ^M: 1 .
L ^ "as ^ôz\^

et
à^M. _ . ^M.^^y: à^M
àx^ """ ' î , ' ()^~ •7J dxôz

Posons
A ::-^M',

'(M
1 àx

i » \.J JiTA , T. «.Ai^^i-r- -i-/-4M,

. • ,. àM ; ' 1 , ()M , ^..A,=/-,^- +^4-/,M,

i / ^M ; , /M , ^M ' , ,,
A:^ hî^^ •-'- /'7^ +/'8^ - ' - / 3 M '
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avec

A-M,/-^^

Un trouve sans d i f f i c u l t é les expressions suivantes des co^ :

1 1 - "i =-- —^r-- —f-dz, .
A i /> i A 3

<://• A\ , /À-, À-, /.(A ,
^o^ 7- - F dx -+- -7" - F ^/i /. i \ " 1 " î " à /

^•1 , /'^-, , W- ^ /^//-„/.-- /„/., /•,\• \^ " ~ ̂  - J-J "-—^"-it^^-^-^-ï!1^
—(t-^)^ .
^13 == -i^, 1 1 " , -

A ;{

^A-, /^ , A-, { dk. /-, , \
^1 ̂  77- + F ̂ r - - —— -f- - dz/» i A i A i ^ A a A g /

( k ^ k r f^\ \k. , /A-, /-. Z
-+- ( 7-7- — 7- -F ̂ r 4- — 4- —^y7

\ A i A ^ / 11 / L À •'î \ À ;i Â 3 /J

/^/Y ^\ T^ , /A-, /-. 7/\ , 1
( 7-7- — 7- 7"1 ̂  + — 4- 7--^y- ^ ,V^A^ A i / LA; j \À;i A 3 L ] \

^ d1^ , ^ 6 ; ^ , ^ /À-, À-/ X^\r,,,, =: 4.- ^ -^ ^y „ 1 + .̂ J ̂
A ^ A ^ A;{ A;; \ A . { A 3 /j /

Â-. , //•y /•. Z"^ ,
r^, == — r/^ -4- ( -T- -î" — ̂  y7 ^.

^t \ A : î A 3 /. /

Les relations

conduisent d'abord à
w ^ ;{== G) ̂ , > f,.) 3 ;.{ =r c*j .1

-""v/z7

. [ . Z"
/-,==-^...r^;

la relation
<•> 1 1 4- C».)22 --- ,<A)oo —— ''»:.);{:̂ =: 0 OU ô.) ( î 4- &0â2 =::::.01

donne enf în^ en tenant compte des résultats qui v i ennen t d'être
obtenus^

/•1^==:Â-3A^,

^ „ ̂  1 h • 7f i z!
A-, '" Â-a ~ ^'''/-i^Z^^^.Z'"

^ï/^. Éc. Norm^ ( S ) , X X X VÎI. —NOVEMBRE jçj'îo. ^3



338 '• E. CARTAN.

On en dédui t
/• / , i // . •\u,=z ^-(^4- - ^ : c ^ d z \ ,

(O^ _: — ('/3,,

y/ rfifi _ ^ y/^

i /•„ "2û^ i = — ^ — x --—^7^——— dz

et, par suite,

(85)

:{j^' „ éz^
___^_^^

^ i 7^ €u

<? ""̂  ^ .̂  „ i z! 7-
. "ï" ~ ï'Z7^

Dans le cas d'ime^surface réglée dont les génératrices appar t iennent
à une congruence l inéaire paraboliquei» surface dont on peut supposer
•l'équation ramenée à la forme
(86) • . y=^.+Z, • .

on trouve, par un calcul analogue,

(S,) . 1^__^__. •
. . ^ 4 dx^ -Z// d z ' . •a - !

Posons alors, dans le cas d 'une surface d'équation (84),

c= log^^^y/), ' rj

et, dans le cas d'une surface d'équation (86^),

ç^^+ JL//, \ T]==f\/r^.

La correspondance qui réalise /'application de deux surfaces réglées
dont les générat/'ices appartiennent à une congrue nce linéaire (non
nécessairement la même pour les deux surfaces) est définie'par les
équations, ^ ' ! , , ! - ! ;̂  ! , ^ ! ! ' . . 1 ! , •11-1

^ ! ! ^^^Ç+a,. Tj^r^C^-h^

avec trois constantes arbitraires a. b. c.
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Considérons, par exemple» un hélicoÏde réglé àplan^directeur défini •
en coordonnées cylindriques par

,z*== rcosô,
y==r smO,
^hQ^

on a ici
Z = = î a n g ^ , ,

c== l o g — 5 Y)== \/'^.
, \M

L'hélicoÏde admet o^ applications sur lui-même par les formules
V == c & -h Z^, /J == a ^'(lllï.

On voit bien la nature non projective de la correspondance ponctuelle
entre deux génératrices qui se correspondent. •

' On peut remarquer, du reste, que, dans le cas d'une congruence
l inéaire non parabolique, $ e s t l e logarithme du rapport anharmonique
formé par le point M, le po in t où la génératrice rencontre une asymp-
totique fixe (^y'Z^ i) et.les deux points, où la génératrice rencontre
les deux directrices rectilignes de la surface : c'est donc, en un cer-
ta in sens, l'abscisse cayleyenne du point M sur la génératrice dont les
deux points à l ' i n f în r seraient sur les directrices de la surface* Si la
congruence linéaire est parabolique, ^ est encore l'abscisse, mais dans
la métrique dontTâbsola serait formé par un point double situé sur la
directrice recliligne de la surface.

Les surfaces du second ordre.

45. Avant de passer aux surfaces développa'bles, nous avons à dire
un mot des surfaces doublement réglées pour lesquelles la forme
cubique 'sL est identiquement nulle : ce sont les surfaces du second
ordre. Elles sont évidemment toutes applicables les unes sur les
autres, et un calcul facile montre que, pour réaliser l'application, i l
suffit de faire correspondre les génératrices des deux surfaces suivant
des lois arbitraires. La correspondance dépend ainn de deux fondions
arbitraires d'un argunzent.
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CHAPITRE VI.
' L'APPLICABILITÉ DES SURFACES DÉVELOPPABLES.

46. Nous n'avoiis pas ici besoin de particulariser complètement le
système de référence mobile attaché à la surface (S). Nous ne le ferons
que dans la mesure où cela sera utile pour l 'étude de l 'applicabilité.
11 est en effet possible, comme nous allons le voir, d'appliquer l 'une
sur l'autre deux surfaces développables quelconques.

Partons de deux surfaces développables (S) et (S). Nous supposons
en principe le système de référence choisi, d'une manière déterminée,
en chaque point de (S) et nous laissons pour le moment, au système
de référence attaché à (S), tout l 'arbitraire possible. La forme quadra-
tique

o z^: û)iû0i3-|~ ^î^n

est ici un carré parfait et nous pouvons choisir le système de référence
associé à (S) de manière a avoir

(88) , ^ , ! • . j^-^. ' - ,; ! ,
( G.) a 3== <»):2;

il sera toujours possible de choisir le système de référence associé
à (S) de manière à avoir également

SS::Ï;
mais nous continuerons, cette condition réalisée, à laissera ce système
de référence tout l'arbitraire possible.

Les équations (88) donnen t

| ^â ̂ \î |=0, .

"•"- E^l^l •l] •+- [^â(^00-+- .^33— 26)^)] ̂  0,

et les équations (SS7) donnent des formules analogues. Il en résulte,
en particulier, que 0^2 est linéaire en 003 et û^ linéaire en fX; soit, par
exemple, ; 1 1 , 1 • 1 1 " 1 • 1 - , ' : 1 / ^ • . 1 ^ ! . . ! - ! . i • ' , i i ' ,

1 1 1 ! ! 1 1 1 ' , • ! . (f,)^^ =: ar o,)a. , 1 1 . 1 1 1 1 1 1 1 , " •
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De cette relation, on tire

I ^^(c/r^— û)io-+- ^f 2fjLioo 4-^3;, — ûoii— iî('x)ââ) 1 == o,

ce qui montre que l'on peut supposer a1 = o. On peut donc choisir les
deux systèmes de référence de manière à avoir

(^j) • &)i2=0,

W) ^=ô, . '

et l 'on aura alors

(9°) [^^lo] = 0, [^2^1<>] ̂  0,

avec. • ' 1 1 _ •

( 9 ' ) I: "2 ( ̂ oo -4-- 0)3, — -^)^ ) ] ̂  o, [ ̂  ( I2oo 4- î 3 — 1212^ ) ] =^ o.

Cela posé, supposons toujours le système de référence associé à (S)
choisi d 'une manière déterminée, mais sous la condit ion que l'on ait
les relations (88) et (89), et le système de référence associé à (S)
choisi de ( ï i manière la plus générale possibir compatible avec les rela-
tions (88/) et (BQ^).

Les expressions 0,y seront, en dehors des relations (88^) et(8;/),
liées par deux seules relations de la forme

! , 0 — -/ 0 <"> [ o r> 0 _ r<i o
- . r i t ) — — — ^ -i-.^} -...((()-+- •.rt;t;.{——— Â^S»-^——— •^ l..̂ ,

tirées de (90) et (91); on aura, du reste, aussi

C»..)j((» ~=~. Cyj.ï}^^ G),»,, -1- Gt.);}:,; — '.î ff).^ •ZZZ pôJ^.

47. Cela posé, si nous voulons établ ir entre les deux surfaces u n e
correspondance ponctuelle réalisant l 'application de (S) sur (S), nous
aurons à déterminer les paramètres qui définissent le système de réfé-
rence attaché à (S) par les équat ions de Pfa f f :

1 ! - , .-. • fi,-=^, , lh=:G),, .

(92) , : : S ^ . t l • - ~ ^ 0 0 = : ^ l l . - ~ ^ O ^ î ^àâ,——^(10= ^•lî—— ûJou,

. ..1 , - : .( .,.„.., „ • ; , .,,^.=^1. . . : 1 ' , \ ; 1 ; , , . /. •

l l l i

'

 1 . , "
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Ce système entra ine les équations quadratiques extérieures

[ c».>â (i.L,, -— ù}^," + 2 a — a' û,)i ) j == o,a
( 98 ) ^ [ (•̂ .(̂  — -^20 — ^32 -+-<)- ̂ r -+" y-' — ̂  i ) J ̂  QÎ

( [ ^ ( U n — ^ i ) ] — [^1(^20—^20-1- '̂  — ^^i).! ̂  oî

où s ' introduisent les trois expressions de Plaff nouvelles :

^ [iîao — 0)30 + 2 ( a — a' ) ^J i;

i"2;̂  — 2i"2^»—(,)32--r 2c..)ao""l~ (^ /— ^)^i; Hu— ^;n-

On voit immédiatement/d 'après la forme des équations (gS), que le
système de Pfaff (92) est en involût ion et que sa solution générale
dépend de trois fonctions arbitraires d 'un argument.

Par conséquent, deux mrface.s développahles sont toujours applicables
1/ime sur l'autre et la coirespomiance ponctuelle (fui réalise Inapplication
dépend de trois fonctions arbitraires d'an argument,

48. Pour voir quelle est cette correspondance, remarquons d'abord
que les équations (88') et (89) entraînent

dt\ i -= o) ; ̂  A. -+- <») 1 1 A i ;

cela mont re que.le p o i n t A, décrit une courbe et que le point A est sur
la tangente à cette courbe : c'est donc le point de contact de la généra-
trice de la surface avec son arête de rebroussement. Comme ce po in t A<
est parfai tement déterminé en position dans le système de référence
mobile, on voit que, dans les deux surfaces développables, les aretesde
rebroussement se correspondent.

Remarquons main tenant en second lieu que, si l'on se déplace sur
une génératrice (a>a == o), les composantes

i " 2 j o — G » t o , £2, i—"o;) , i , ^ n — ^ o o — c o i i + œ o o

du déplacement d 'entrainement sont nu l l e s ; par suite, lacorrespon-
dance ponctuelle entre deux génératrices correspondantes des deux mr-
faces CM projecUve.

Ces deux remarques suffisent pour la résolution du problème. Soit,
en effet, t le paramètre qui défîmtles génératrices, et, sur chaque géné-
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ratrice, soit // an paramètre projecîif devenant i n f i n i au point de con-
tact de la génératrice avec l'arête de rebroussement. Soient de même
f et u1 les coordonnées curvi l ignes définies d ' une manière analogue sur
la seconde surface. On aura

/^/(O;

de plus, si t. reste constant, u1 sera une fonc t ion homographique de u
telle qu'à u == ce corresponde u' ==•• x; on aura donc

U ' = : U Q ( t ) ^ ^ ( t ) ,
^i.

et, d'après l ' indétermination de la correspondance, il tant que f{t),
ç(^) et ^(^) soient trois fonctions arbitraires de t.

On peut encore définir la correspondance en faisant correspondre,
suivant une loi arbitraire, les points de F arête de rebroussement de (1^)
aux points de Fare'le de rebroussement de (S) ; on peut alors' faire corres-
pondre à deux courbes ( C ^ ) et (C^) données sur (S) deux courbes arbi-
traires (1^1 ) et (ï\>) tracées sur (S)* Si P et Q son! deux points correspon-
dants des deux arêtes de rehroussement, si les génératrices menées par ces
deux points /r/^co/^/Y'^^/Y^^c^'pr/^,^/?/ les courbes (C,) ^ ( C ^ ) , (1^)
et (ï\) en l\ et l\, Qi et Q^, la relation entre de iix points correspondants
M et N des deux génératrices sera

• ( M P P i P 2 > ' = ( N Q Q i Q 2 ) .

Rien ne s'oppose, du reste^ à ce qu 'une des deux surfaces soit un
cône, l'arête de rebroussernent se réduisant au sommet du cône, les
génératrices du cône correspondant suivant une loi arbitraire aux
génératrices de l'autre surface.

Le plan.

49. Nous avons laissé de côté le cas du plan, que l'on peu t regarder
comme caractérisé par la propriété que la forme quadratique o est
identiquement nulle, ou encore par la relation

! . • - , , ^13==: GJ^== 0, , . . ! . -

Cherchons quel le1111" est la correspondance ^onctueHe^la-plus1 générale
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réalisant l 'application projective du second ordre d 'un plan sur un
au t re pla-n. Remarquons pour cela q u e les équat ions

i2n — £2,,o=: ^11 — ^,(,
i2^— ^o== G.ïaa—G»,,,!,

i.^=^,

^21=^G^i

conduisen t aux relat ions quadra t ique? extérieures

d'où

[ r,) i ( t21 „ — U i » ) ] == [ 0^ ( i21 <> — 0) i o ) ] == 0,

[ ÛJ 1 ( ̂ 20 —— G.}âo ) ] = [ 0)2 ( i'î^ — 0)30 ) ] = 0 ;

S'2io=: W K , ,
0

Dans le mouvement projectif d ' en t ra înement du plan (S) qui réalise
son app l ica t ion sur le plan (S), on voit que les huit composantes

, ' ! . . ' ^2i — 6.)j, tig— G)^

i2i i — ^2o(, — ( G,),t i — r,)^ ), i2^ — Hto — ( ̂ bï ~ ^oo ) î

! ^lâ"-^»!^ ^1—— ^21 !» , .

12i(,— ^i,(, 1^,,—r/)^.,

sont toutes nulles; par suite, le plan (S) reste fixe; autrement dit, la
correspondancequi réalisa l'application du second ordre'de (S) sur (S)
est projective, '

CHAPITRE VIL
' 1 1 - • 1 • 1 1 1 1 , ï 1 ^ , , . ' , '

L'ÀPPLTCABILÏTK DU SECOND ORDRE DES HYPERSURFACES
D A N S UN ESPACE phoJECTIF A / ? , ^4 DÏM.ENSÏONS. '

L'indéformabxiité des hypersurfaces non développables.

50. Nous allons montrer d'abord que si une hypersurface à n -— i
dimensions de l'espace à ^?4 dimensions n'est pas développable, elle
n'admet aucune déformation projective du second ordre.
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Les équations fondamentales (9)

1 ^ =^ , (/==!, ..,.., /l -!),.

UV=:0,

(9 ) / ^•n ̂  ̂ fn (/==!,...,/?, — ï ),

j ^ti— Hu:»= WH——^00 O '== l . . . . , ^—l ) ,

! ^/,/:=^, (^y; i , j -= . i , . . . , / ? „ — ! )

qui donnent les hypersurfaces (ï) applicables sui^une hypersurface
donnée (S) conduisent en effet aux équations quadratiques extérieures

[ Cx),,, ( ̂ ,, —— Î.ÎQQ —— ûJ/^, —— GJ^ ) ] == 0,

À• == n — l

^ ^ — — [ G J , ( ^ / 0 - — — C . ) / o ) ] — — ^ [^•(^/.0——ûU,0]+[G^(^,-œ
(9 /*-=I

( / ' , . /=1, . . . , / / — — l ) ,

—— [ ̂ j ( ̂ /O — <'-«>/(> ) ] 4- [ Win {^nj — ^nj ) ] = 0.

Nous pouvons^ sans restreindre la généralité, supposer que la forme
quadrat ique

0 === U\ &)i« -h ^C,j^, -f- . . . 4- a),,_i ̂ n-^n

relative à l'hypersurface (S) a été ramenée à une somme de carrés, de
telle sorte qu'on ait

œ//?==£/^/ . ' -

Les dernières équations (94) montrent alors que 0^ —• w^ ne peut
dépendre que de 0^-

' ^ /o— Ci!.)/o== l t i <^ i ,

et ron a '
£/[û^-(û^—-CO,,/)]=:0,

^ . [^(^a)y4-^^/—o/,y)J==o.

1 1 1 1 1 1 i' i . ^r !

Désignons par les lettres i,j\... ceux des indices ï,..., n — ï pour
lesquels £ n'est pas nul , et par les lettres a, j3, ... ceux pour lesquels
s est nul (s'il y en a). On voit tout de suite que, pour ces derniers

Ànn. Éc, Nc'rm., (3), XXXVIL — NôVEMiifiE 19-30. 44
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ind ices , Uy, est nul . On a de p l u s
| o)/(i2^ - «>///•) | == o,

f / o ^ MG)/ i^// — (,),// 4~ — ^y =0,
L \ £/ / J

G); 1 Q,̂  -- ^a -l- — ^a ) ^ o.
L \ ' £/' / J

Si trois au moins des coefficients £/• ne sont pas n u l s , on a

0 „ > .~—^.ul .—__f^r^ ^ / - ^^ . .,

c^est-à-dire que tous les coefficients —/ sont, égaux entre eux; mais en

remplaçant B^ par B^4- -^Bo, ce qui estpermis (n0 4), l'expression Û/y
est diminuée de ^-o^, ce qui montre qu 'on peut réduire à zéro tous les
coefficients^/- . Si deux seulement des coefficients £ ne sont pas nuls,
il y en a un au moins qui est nul (a cause de îi — i ? 3) et par suite on a

. ///• n,
^ny. — ^nv. = --- — ^y. == — — C.)^,

£/• £/

et Von arrive à la même conclusion.
Donc si deux au moins des coefficients £ sont différents de zéro, c^esi-à-

dire si la forme ç est réductible à une somme de deux ou déplus de deux
carrés indépendants^ on peut supposer choisi le système de référence
mobile associé à (^) clé manière à adjoindre aux éf/iicuions ( c ) ) les sui-
vantes :
- - { ^=:œ/« (<f=i , ..., / /- l),

1 1 ( ^/,/=:f«)/i/ ( i ^ i , . . ., n — ï ) 1 , .

et, aussi, d'après les premières équat ions (94),
(96) , ^ ^^——H,0=(.)/^———û)yu.

Les équations précédentes en t r a înen t alors l 'équation quadra t ique
extérieure

[ûJ/(S^o—<')/iû )]==-• 0

qui entraîne elle-même

(97)' ' - ' 1 1 , ' ! ! ! ! : 1 1 1 , . fino^^n^ 1 1 1 . ! ^ - ^ , 1 1 1 1 1 . 1 . - \
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Les composantes du déplacement i n f i n i m e n t , petit des systèmes
mobiles attachés aux deux hypersurfaces (S) et (^) étant les mêmes,
ces deux hypersurfaces ne diffèrent F une clé F autre que par leur position
dans l'espace. Autrement dit, une hypersurface non déyeloppable n'admet
pas clé déformation du second ordre dans un espace prqjectif à n ̂ q,
dimensions.

Nous avons admis implicitement que la propriété de la forme qua-
dratique ç d'être un carré partait caractérise les hypersurfaces dévelop"
pables, définies comme enveloppes d-'une famille d'hyperplans dépen-
dant d 'un paramètre. C'est qu'en effet si l'on considère Fhyperplan
tangent |AAi ...A^"), défini analyt iquement par les déterminants
formés avec les coordonnées des points A, A , , . . . , A/^, on a •

..A,^,]=.)i,[AA,A,....' G),,-_i^[ÀAi .. .A/,

Par suite, le nombre des paramètres dont dépend rhyperplan tangent
estle nombre de celles des expressions co^ qui sont l inéa i rement indé-
pendantes, c'est-à-dire le nombre des carrés indépendants dans
. esquels peut se décomposer la forme quadrat ique o.

La déformation des hypersurîace& développahles
dans l'espace à quatre dimensions.

51. Nous allons main tenan t examiner en détail le cas des hypersur"
faces développables, et nous nous bornerons à traiter le problème pour
l'espace à quatre dimensions.

Voici à quel point de.vue nous a l lons nous placer. Partons de deux
hypersarfaces développables données (S) et (S); nous aijons :

1° Chercher à reconnaître si elles sont applicables l'une sur l'autre ;
2° Dans l 'affirmative, déterminer la correspondance ponctuelle la

plus générale qui réalise l'application.

La forme quadratique 9 étant, pour chacune des hypersurfaces, un
carré parfait, ori peut déjà choisir les systèmes de référence mobiles de
manière qu'on ait

œ ==: c,) ̂ G) n_ 4-^ 3'a) ̂ ^1^-(,:);^ a) 3,̂ = Q) ̂
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/ &)i4=:0,

) G.)^==:O,

f C03.î.=== ^3-

Si ce choix est fait pour (S), le système de référence correspondant
associé à (^) devra satisfaire aux conditions analogues

f^==o,
(QS7) ^==0,

• (a,,=:û.,

ce qui est toujours possible, rhypersurface (S) étant développable,
Les équations (98) conduisent aux équations quadratiques exté-

rieures
1 [>^)l3] ==0,

(99) ' \ ['^^••J^^
( |>)3(^44-+- ^ 0 0 — — a^;{;,)] — — [ & ) l 6 , ) i ; J — — [ G ) ^ ) 3 3 ] = = 0 .

On aura donc, en particulier, des relations de la forme

(100 )
'( (*) 13^00;^

( 0^ == 6a);{

et des relations analogues pour (2). Si (S) et(S) soatapplicables l'une
sur l'autre et si l'on a choisi les systèmes de référence mobiles corres-
pondants, les coefficients a et b serontjes mêmes pour les deuxhyper-
surfaces en deux points correspondants.

Or les équa t ions (99) conduisent aux équations .

[ 03 ( da — û) i Q -h a G .) y o — co n — ^ G) i ^ -h- a2 G) i -4- a À a) 2 ) [ == o,

[ w;j ( db — o) ào — ^ &)3 j. -4- ^ î») oo — co 2 à ~1- <^ b &) i -(- ^2 û) 3 ) J == o,

qui montrent que, pour toute variation du système de référence
mobile, on a

, • oa •== ^i(»4- (^11— 6^())a4- e^b^ . . . . ,
1 ,. 1 . ^ ^ ! .ô^ =;eâ34"^iff1"}- (^—.^o)^/ - . 1 . , ^

autrement dit, les coefficients a et & subissent une substitution
linéaire (non homogène) arbitraire, Onpeut donc supposer a === h == o,



et cela
suite, -

(roi)

(zoQ

avec

(102)

(10^)
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pour chacune des deux hypersurfaces (S) et (^S). On aura1., par

( ^13 ̂ o.
f̂ C»Ja3==0;

( ^3=0,

l ^=0,

1 [ 033 ( 0)^ 4" CO^—— 2 ^33 ) ] = 0,

, [ûJgûOlo] ^O»

( [.ûûs^aol^O;
( [^3(î2u+^00-^^33)]=0,

) [^3^o]==0,

( [Û3^o]=0.

52. Cela posé, si ron suppose choisi le système de référence
associé à,(S) [de manière toutefois à satisfaire aux relations (98)
et ( ici)] , la détermination du système de référence correspondant
associé à (S) [en laissant ace système tout l'arbitraire compatible avec
les relations (98/) e t ^ l O ï ^ j r e v i e n Ç . à l ' intégration du système de
Pfaff : ; -

9.,

•û^

%i=

==&)!,.

^n-

^î-

^-

û,-=
- ^00 =z

-i2oo=
- ^oo==

^12Î

^31;

(•.J.3,

GJn-

c»)ââ —
ÛÛ33—

^1

^3,

%=

~" ^OOî

~ ''•^oo'»
— ^00 ;

= ^21

== ^3-2

=.^3;

( io3)

Ce SYstème conduit aux équations quadratiques extérieures

-2[^(ûi()—^io)] '+ [0)2(^20— ^ao)] -i- ["3(^30— ^o)]^^
, [<0l(^10—^l()) ]+ ^[^2(^à()—"2o)] -!- [^3(^30—^3o)] ^Oî

[ûJ^^iO—— ^lo)] -4- [^â(^2U-- ^âû)] + [C.)3(^Û30——^43~ ^ 0^0-i~ û)u)] ̂  0?

(104) ^ [ ^ (^10—— ̂ iû)]=°,

[C0l(^o— 6)30)] ==0^

[û)3(^4,l — 0)41 )] — [O)i (use ——^30)] ̂  0, <»

[^)3(^4â— ^â)l — [û)â(^0—— ^îiti)] ̂  Û.
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Les relations (104.) montrent qu'on doit avoir

(io5) ^=(0^

1220 == C^n-

Or les deux dernières relations (102) montrent qu'on a

(106)

avec

G) io-= a coy,
&)^) == ^/ 0)3,

[ rf).^(da1'-4- a' ^ G.) oo"- ^u ~ ^ay— ^''^u) | ::r: o,

| w:^dbr— a / 0)21 -i- •̂> €»>()(»— c»)^— '''>3;;{}J '-"̂  0-

Les coefficients ^' et // subissent donc, pour toute variation du sys-
tème de référence, une transformation définie par

0^== (^n d- e^ — 2<?(K.)^-+" e^b\
ob' = e^ a ' -h ( <?âs + ^33 — ^ <?oo ) ̂ i

c'est-à-dire une subst i tut ion l inéaire et homogène arbi t raire . Il y a
donc lieu de distinguer plusieurs cas.

53. Les hypersur-faces enveloppes d^un hyperplan contenant une droite
fixe, — Supposons d'abord
( 107 ) , a' .•== V :-r: o, c'est-à-dire ^)K| •== w.^ = o.

Si ces relations ont l i en pour l'hypersurface (S), elles devront avo i r
l i e u ^ en vertu de (io5), pour l 'hypersurface applicable (ï;). Elles sont
caractérisées géométriquement par ce fait que V hyperplan générateur
[AA^ Aa A^] passe par une droite fioce. En effety les relations (98),
(loi), (107) ent ra înent

• , rfA,i ^= c»)nAi 4-oiâAa,
• cl A î =: o) ̂  i A. i -i- o) a à As,

ce q u i , montre que la droite [ A ^ A ^ ] reste fixe en pos i t ion . Récipro-
quement , si rhyperplan [ A A ï A a A a ] passe par une droite fixe, cette
droite fixe sera contenue dans leplan caractéristique de cetl^perplan :
or on a
. [ ^[AA^,A;J=^u.[AA4A,A3:l4-.)^1:AAiA,4A:3]'+o^^^

, , ! ^ . : ..=(,,.»3 [AA^A^A^,].. ! 1 1 1 , 1 . •
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Le plan caractéristique cherché est donc [AA|A^'| . D'autre pari , . la
droite caractéristique de ce plan s 'obtient en calculant

^ , ^[A.A,A,]=G.),[A»A,,A.]: , •

.c'est,/donc la droite [A^Aa] . Si cette dernière droite est fixe, c'est
que <r/A, ét'dA^ ne dépendent que de Ai et A;,,'c'est-à-dire qu'on a les
relations (107).

Dans ces conditions, les équations (io3), qui définissent la corres-
pondance, si elle existe, qui réalise l'application de (S) sur (2),
conduisent aux seules équations quadratiques extérieures

(108)

, [o):î(i23,,~ aj3o)]== o,
) [>h(^~^)]=o,
) [^(i^i -— C»)u)" | —— [(.-)i(^30—- û^o)] ̂  0,

[ [ r,),^ ( ̂  ̂  — &)^ ) ] — [ ̂  ( ̂  — CO;̂  ') ] = Ô.

Par suite, deux hypersurfacesdont chacune est t'enveloppe d'lunhyperplan
dépendant d ' 1 un paramètre et contenant une droite fixe sont applicables du
second ordre Vune suri''autre et la correspondance (jui réalise l'application
dépend de quatre/onctions arbitraires d^ un argument.

En ce qui concerne cette correspondance, on peut déjà remarquer
que si Fon se déplace sur un des plans générateurs [ A A ^ A ^ ] , le mou-
vement instantané de (S) par rapport à (S) est nul grâce aux formules
(io3) et (io5) : la correspondance ponctuelle entre deux plans géné-
rateurs est donc projective. On démontre sans d i f f icu l té que si l 'hyper"
surface (S) est engendrée par le po in t variable

A,=P(^-4- ^Ci+ i 'C,,

ou Cj et C^ sont deux points fixes, P(^) un point mobile décrivant une
courbe plane, et si Phypersurface (S) est engendrée de même par le
point mobile

B = = < ) ( ^ ) ~ r - ^ l ) l - 4 - ^ / i ) ^

les formules qui réalisent l 'application des deux hypersurfaces sont

- f^fW.
ul--=z(•a u— b r)^) ^-©(Q,
v'=.{ci'u.^ ^^)^(,t) -4-^(0, , "" ,
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avec quatre fonct ions arbi t ra ires .A^)? <p(0? ^(^)? /,(^)? et quatre cons-
tantes ^/, b, a ' , //.

54. Revenons aux formules (106) et supposons maintenant les coef-
ficients af et îy non nu l s tous les deux. On pourra alors supposer ces

• coefficients réduits à o et i, et l'on aura
( ^m ==0,(108)
î Cx)ao== M;},

avec les relations analogues": te.
On en déduit les relations quadratiques extérieures

et

[(.)..( r,)^ ] —:ô,

[ C.)3 ( 2 G,)o0 —— ^22 —- œ:j3 ) ] == 0 .

- . ,[^^]==0,

[^(,2^0-^~Û3:0]=0.

On pourra donc poser
c*)i2 •=n a^Oîj,

'î Ù)00 —•" ^îâ -— ^'.^ ̂  b" 0)3,

avec les relations
\(^'^da"' -\- a//û)o()~(- ^îï— c.)ii -~ w-n)\ ̂  û,

[û);̂  (^// — (1)43 -i- 3 C«)3o — 3 W-î -i- ^// GJâi 4- ̂  &)(»o — ^33 ) J ̂  0.

On pourra toujours supposer b" n u l ; quan t à a11 y on pourra le sup-
poser é^al à o ou à t . Il y a donc une nouvelle classification à faire.

55. Les hypers ur faces développables dont le plan générateur passe
par un point fixe. — Supposons d'abord ci" n u l ; si cette propriété
app-artient à (S), elle devra appartenir à (S). Rl le exprime géométri-
quement que le plan générateur [ A A ï A a j passe par un point fixe.

En effet, si ̂  est nul, c^est-à-dire si l'on a

on a
00lâ==0,

<:/Ai== co:nA.i,
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.et, par suite, le point A, est fixe. Réciproquement si .le plan [AA.,,A./j
passe par un point fixe, il en est de même de sa caractéristique [A, A^].
Or on a, d'après (108),

<AiAâ] = (&.)n -4- G^) [AiAâ] -4- M3[Ai À] ;

le point caractéristique de la droite [ A ^ A ^ ] est donc Ai . Si ce point est
fixe, c'est qu'on a oo^ == o.

Cela posé, supposons qu^on ait

( œi.2==o,
( I o ( ) ) i

( ' IG^OO——^-22——^. ' iS^O^

(zocy) ' ' » ^-°-
J 2^oo— ^à—.1233 r=0

avec • . 1 1 • ^.,;. •'1 '1.11,1.:1 ';.
[ û)3 ( 0)43 — 3 coao -4- 3 ûi)2 ) ] == o,

[^3(^3-3£2,o+3^)]=ll'o. .,„

La correspondance, si elle existe, qui réalise l'application de (I;)
sur (S) est donnée par l'intégration du système de Pfâflf

f i2i == &Ji, ^ == &^, 1"̂  == 0)3,

( i t û ) < ^n—H)O== c>)u --- û3ooî ^â2—^oo^^ûJaa—0) OOî

( ^â i=ûJ2 i , ^3i=ûû3i, H^==&}32.

II conduit aux équations quadratiques extérieures

; [01)3(^30—— C«)3o)]=0,

( l l ï ) •j [ ^ 3 ( ^ 4 1 — — 0)41 )].—— [^i(^3o-" C03o)]=0,

' [O3;t(^42—— 0^2)]—— [^2(^0—— C,)3o)]==0.

Par suite, deux hypersur faces développables^ dont le plein générateur
passe par un point fixe (hypercônes\ sont toujours applicables et la cor-
respondance ponctuelle qui réalise l'application dépend de trois fonctions
arbitraires d^un argument.

La correspondance est analogue à celle qui réalise l'application de
deux surfaces développables de l'espace à trois dimensions, qui peuvent
du reste être regardées comme les projections des deux hypersurfaces
données sur deux hyperplans fixes.

Ânn, Éc\ Norm^ (3), XXXVÏÎ. •— DÉCEMBRE 1920. ^
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56, Les hypersur faces déçeloppables à arête de rebroussement provre-
m.enl due. — Venons enfin au cas général. On aura les formules

(no.)

(ii'O

avec

( ï 1 3 ')

et ,

(i^)

ût.lj2 —— 0)3,

a C«)00 —— <^23i —— ^33 ::::::: 0 ;

^12==^

^oo— ̂ —"^^o

[ ̂ 3 ( MOQ 4- ûû.22 — û3l 1 — C»);^ ) J == 0,

| œ;i ( c»).̂  — 3 G};̂ ) — oi);ii -}- 3 c»).,; ) J == o

[i23(^,o+ ^-^11- ^.,3)]==0,

[Û3(^-3Û3o-^i+a^'):|=o.

On tire en particulier des formules (n3)
O.)oo -1- ^î2 — 0)11 — ^t;} ^-^ ^/// C»);ï

avec
[o);((^a^ "— ^43 d" 2 co;^— a û)âi 4- a^^oo — ^33}] '"= 0

ce qui, en tenant compte de (n3), donne
[w^(da'" — &j;io— 3û)2i4- 3û).2 +• a^ûOoo-" ^33)] == 0-

On peut donc supposer ̂ ^ o. On aura par suite

( l . ï4) ^ 0 0 + < * > 2 â — — ^ i l — — 6 ) 3 3 = - 0 ,

( 1 ï ^ / ) ÛQO 4- iiâ2 —— ^11 —— ^33 = 0 -

avec

( l î 5 ) [ C«>3 ( û^o -+- 3,ÛJâl —— 3 0)2 ) ] ̂  O?

( i i -V) [Û,,(%o4-3^i-3a0:]==o.

Le système de Pfaff qui donne, si elle existe, la correspondance
ponctuelle qui réalise Inapplication de deux hypersurfaces dévelop-
pables données (S) et (S) sera

( 1 1 6 )

^l==û0l, ^-=-^^ ^==:OJ3,

^n —£ÏQQ == Cx)n —— (>.>o0i

^21 ̂ ^iil» ^

^31^=C«,>3i, , ^33== C>>32.
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II conduit , en tenant compte de (i î5) et (i ïÔ') , aux équations quadra-
tiques extérieures
/ ( [&)3(^ i—œ4i) ]==o,

j . • i[^(^-^)]=o.

Par suite, deux hypcrsurfaces quelconques (S) et (S) sont toujours
applicables et la correspondnnce ponctuelle qui réalise V appliceition
dépend de deux fonctions arbitraires d'un argument.

57. On peut, par un calcul que nous omettons, déterminer effecti-
vement la correspondance qui réalise l 'application. Supposons que
Farête de rebroussement de (S) soit engendrée par lepoint mobile H(/),
le facteur arbitraire qui entre dans les coordonnées projectives de ce
point étant choisi dételle sorte que le déterminant [HH^'H^IP] soit
égal à Fumtél et soit

A = W(t) + u W\£) -4- r H(^)

le point qui engendre Phypersurface (Sjl Soit de même

B== K'^i1) -+- it' K/(^7) -h ̂  K( t')

le point qui engendre (S), en supposant JKK'K^K^K1 ' '] = i. La corres-
pondance qui réalise l'application des deux hypersurfaces est définie
par les formules

^=/(Q,

(n8)

^y^^),

^ r . ^Jy^) / / /( /) '^r'w ^ {.fw / /3(^.
, i ̂ n , J Q/^) f'w v^^
""49 ' / ^fW ^O) " î"4/^(^?

où/(/) et y(^) désignent deux fonctions arbitraires de t. On constate,
ce qu'on pouvait prévoir a priori, que la correspondance ponctuelle
entre deux plans générateurs correspondants est projcctive.

On peut toujours en particulier réaliser une application de (S) sur (S)
telle qu'une courbe (T) de (^S) vienne coïncider avec une courbe (G)
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de (S ). La courbe (C) est en effet déterminée par deux fonctions u et 9
de t, la courbe (r) par deux fonctions // et ^ de ^ /. Si alors on pose

-'-^-i^w- --^-——<^),
la fonction t^f(t) est donnée par réquation difrérentielle da troi-
sième ordre

rr-3;/^•—j7r1—-t-^^œ^F^),
et la fonction cp(<ç} par l'équatibn

• , , o(,)=^-___ •
f'w

' ' î/La forme de l'équation différentielle en fÇt) montre que, les courbes
(C) et (F) étant choisies, on peut définir paràmétriquement les arêtes
de rebroussement des deux hypersurfaces de manière que la réalisa-
tion la plus générale de l'application cherchée soit obtenue en prenant
pour t1 une fonction homographique arbitraire de t.


