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SUR

LES FONCTIONS AUTOMORPHES
DTN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES

PAR M. GEORGES' GIRAUD.

Si l'on entend par fonction automorphe de n variables une fonction
/(^u ^â? •-? ̂ ) telle que- ron ait

J\x\^ A'a, ..,, x ^ ) ===j^(Xi, Xg, ..., X^,

pourvu que X,', Xa, . . . yX^ résultent de x\ ^, ...^ a^ par certaines
transforîBations birationn elles, 011 même analytiques biumvoques,
fornaant nécessairement un groupe, on a une catégorie très vaste de
fonctions. Les plus anciennement connues furent certainement les
fonctions périodiques, et en particulier les fonctions circulaires*
Ensuite v in ren t tes fonctions doublement périodiques d'unevariable,
ou fonctions elliptiques, puis les fonctions abéliennes de n variables,
enfin les célèbres fonctions d'une variable auxquelles le nom de
Poincaré restera attaché, et les fonctions de plusieurs variables, lônt
les premières furent découvertes par M. Picard, et qui généraliserit
les fonctions de Poincaré.

Dans ce vaste champ d'études, nous nous attacherons ici à une
catégorie très particulière de fonctions, ne comprenant notamment ni
les foncEions elliptiques et abéliennes, ni les fbîictions de Poincaré
dont le groupe ne conserve aucun cercle. Nous énoncerons certaines
hypothèses (H) auxquelles doit satisfaire le groupe des transforma-
tions qui font passer de x^ x^ ,.., ^ à Xi, Xa, ..., X^. Ces hypo-
thèses (H) sont fort simple^ bien qu'elles ne soient pas satisfaites
dans les cas qui viennent d'être indiqués. Et surtout, les résultats
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obtenus moyennant ces hypothèses ont eux-mêmes un caractère de
simplicité particulière; on verra que, pourvu qu'un groupe satis-
faisant à ces hypothèses soit discontinu, il admet des fonctions auto-
morphes : tandis qu'on sait parfaitement trouver, par .exemple, des
systèmes de quatre périodes pour deux variables, donnant naissance
à des groupes discontinus, et auxquels ne correspond aucune fonction
abélienne. A cet égard, les fonctions considérées ici apparaissent
donc comme plus simples que les fonctions abéliennes.

Parmi les fonctions auxquelles s'appliquent nos hypothèses se
trouvent les fonctions de-Poincaré dont le groupe conserve un cercle,
et la plupart des fonctions de plusieurs variables que les mathémati-
ciens ont iniroduites a la suite de M. Picard. Nous énumérerons plu-
sieurs de ces fonctions après la théorie générale qui formera la pre-
mière Partie de ce travail.

Dans cette théorie générale, nous nous attacherons surtout à prouver
Inexistence des fonct ions automorphes, a indiquer les conditions
locales que l'on peut leur imposer et à donner une méthode générale
de formation du polyèdre fondamentale méthode de rayonnement).

Dans la deuxième Partie, l'objet pr incipal est de prouver que les
catégories de fonfctions énumérées satisfoni aux hypothèses (H).

On peut démontrer, pour plusieurs de ces catégories de fonctions,
des théorèmes d'après lesquels n •"+- i fonctions automorphes de
nvariables sont liées par une relation algébrique (1) : mais les démons-
trations actuelles de ces propositions obligent à considérer séparé-
ment les différentes catégories de fonctions ; elles ne rentreraient donc
pas bien dans le cadre du présent travail et sont réservées pour une
autre occasion.

Beaucoup des résultats qui suivent sont obtenus depuis longtemps.
Une partie de la théorie générale a- déjà été trouvée par M. Fubini (2) ,
mais avec des hypothèses différentes : pourtant, i l ne semble pas
qu'on ait cité jusqu'à présent de catégories de fon'ctions, ou plutôt
de groupes, satisfaisant aux hypothèses (H) et ne satisfaisant pas à

(1 ) Georges GIRAUD, Comptes rendus Âcacl, &., t. 164, • 1 9 1 7 5 p* 386 et 487 ; t. 106,
i9 ï8 ,p .^4î t. 169, 1 9 1 9 5 p. 132. ; 1 1 . ' ' ' ' 1 , 1 ,1'' : 1 , ' 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ; 1 \ _ . , -1 \ ' , 1 1 1 , 1 - ' / '

:(2) FUBENI, Amiali.di /îiatôma^ca, 3e série, t* X,I, 1905; p, 159; t. XIÏ, 1906, p. 347;
.t.XIV^Io.oS^-p.^S.' '11:1, ' ' '11,,:11-' '1,1 '1 1 1 . : 1 , • 1 ^ '1; :',1,1 : " 1 ; 1 1 ,1,, 1 .- / 1 , 1 • * , : 1 ; 1 : 1 •'•••
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celtes de M, Fubini. On ne sait donc pas si. ies deux ensembles d'hypo-
thèses sont ou non équivalents.

D'ailleurs,- toute cette théorie générale a été édifiée par des géné-
ralisations et des raodi l îcat ions successives des raisonnements 'de
Poincaré, que M. Picard a été le premier à adapter à des fonctions de ' '
deux variables. Le cas de plusieurs variables diffère, en effet., de celui
d'une variable, notamment pour la formation des fonctions @ et pour
remploi de celles-ci à la formation des fonctions automorphes; et les
particularités que M. Picard a rencontrées pour ses fonctions de deux
variables se retrouvent sans changement dans 'le cas général. La
méthode de formation du polyèdre fondamental, qu'on, trouvera plus
loin a déjà été présentée, sous une forme d i f f é ren te à cause des hypo-
thèses, par M. Fubini: ; sa première idée parait remHnter( ' )à Dirichlet;
MM. Fricke et Klein s'en sont servis pour les groupes de Poincaré.

Quant aux t.ypç.s de groupes énumérés dans la seconde Partie, la'
plupart sont dus à. Poincaré, à M. Picard et à M. Fubini . J ' indique
pour tous ces types V invariant différentiel qui permet de leur appli-
quer , la théorie 'de M. Fubini,1. et j'en déduis l'existence à'intégrales
invariantes de tous les ordres de multiplicité, de i à 2/1, vê tan t le
nombre des variables;.

récris 'dans ce Mémoire les intégrales mHitiples -de cette manière :
/"> ( n \

j • /(^l, ̂  -^ ̂ ) ^(^n ̂  • • * , ^).
^R

R désignant le domaine d ' in tégra t ion, ' dÇx^, ^5 ..., ^)- l 'élément de
ce domaine, et n, qu'on remplace par des accents ou des chiffres
romains quand il est donné numér iquement , l'ordre de multiplicité
de l'wtéçrale. Cette notat ion, q u i permet d'écrire l'aire d'une surface S
de l'espace à trois dimensions

' •;' ! . . 1 . , - , ' f (̂7, S)2^"^, ̂ -+d(^,y)\ • „ . , , :
1 1 .1 ; 1 1 1 : 1 1 1 ! ,,. «-"s1. - 1 1 , . . . ! ! ! . . . ! • • . ! 1 ! . . , ! ! 1 . .

sânsintroduire'de paramètres ^particuliers,' est- commode pour .la
démonstration de l'existence des intégrales- invariantes. , , ' . : \:

(^Cf. ^^;l'llll•^tôy^c. w^..,,.^^^^^^^ p. 15^. ,, . . ; : - ; 1'
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Les matières traitées dans ce qui suil sont développées plus cora-
.plètement dans un Ouvrage qui paraîtra prochainement dans la collec-
tion de M. Borel sous ie titre : Leçons sur les /'oncliarfs cwtomorphes.
II m'arrivera plusieurs' fois de renvoyer à cet Ouvrage, pour des

'démonstrations omisfôs ou abrégées ici.

PREMIERE PARTIE.

Théorie générale.

1. Nous désignerons par (F) (entre parenthèses) un groupe dont
la substitution générale dépend d'une manière continue ( t ) de cer-
tains paramètres, et est birationnelle ou 'même analytique biunivoque.
Si a?i, x ^ y ;.., x^ sont les variables, la substitution générale est définie
par des formules telles que

X/: =//.. (.-ri, x^ ..., A:^; Oi, a^ ,.., a,,t) (/{•=: 1, a, ..., / i ) ,

où les X sont les variables transformées et les a des paramètres, qui
peuvent d'ailleurs être aâsujettis à des conditions d'égalité ou d'iné-
galité. On peut avoir d'autres systèmes de formules concourant, avec
le précédent, à formel^ (r).

Pour notre théorie, (F) sera supposé satisfaire à certaines hypo-
thèses, nommées hypothèges (H). Ces. hypothèses fon t / in te rven i r un
cfommneowertj)^^iwarianïï. On suppose :

1° Que D est tout entier à distance limitée (ç'e^t-a-dire intérieur à une
hypersphère de l'espace à in dimensions où les coordonnées sont les
parties réelles et imaginaires d e ^ i , x^ ..., ^), ou peut y être ramené
par unetransformation analytique biunivoque; D est, en outre, linéai-
rement connexe;

2° Que D est changé en lui-même par toute transformation
^^^^^^^^^ v1;;1 ':1.' 1 1 . 1 1 - 1 . 1 . ' '1 • 1 ;

( r) La continuilé n'est pas indispensable; (r) est lo groupo dont nous extrairons des
groupes discontinus.
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3° Qu'à tout ensemble fermé R' intér ieur à D o n pelît faire corres-
pondre. deux nombres positifs M et m tels 'que le rapport des valeurs
absolues du déterminant fonctionnel d\me subst i tut ion quelconque
de (T) en deux points quelconques de R reste compris entre M et m;
si D n'est pas à distance limitée, cette hypothèse doit être vérifiée par
le groupe transformé de (F) par la substitution qui ramène D à dis-
tance l imitée ; il faut, pour que cette hypothèse ait un sens, que les//,
soient holomorphes dans D;

4° Qu^ 1 est une fonction réelle continue dans D des parties réelles
et imaginaires de sc^ x^y ..., x^ et de n autres variables '^, ^2, .... E^;
plus brièvement, 1 est une fonction clé deux points, I(A, B) ; cette
fonction est symétrique :

1 ( A , B ) ^ Ï ( B , A ) .

En outre, 1 ne change pas si l'on fait subir à A et à B une même trans-
formation de ( T) :

• ! , • • " ' 1(Â, B^i rA^B^

pourvu que A' et B' soient les transformés de A et B par une substitu-
tion de (F); ,

5° Qu'il existe deux nombres réels À' et V

V < V

}/</.<}/,
tels que, pour

la mu l t i p l i c i t é

(0 . • , " . ; Ï ( A , M ) = Â ,

où A est fixe dans D et M variable, partage D en deux régions linéai-
rement connexôSy dont l 'une^ contenant A^ n'atteint pas la frontière
de D; V' peut être remplacé par l ' infini;

6° Que si X tend vers A^ les points de ( i ) tendent uniformément
'vers A; ' " ' ' • '•. 1. •1 . 1 , ' , . !

7° Que si M tend vers un point de la frontière de D, 1(A, M) tejid
vers Vy uniformément par rapport à A et à M.

Telles sont les hypothèses '(H).; dans la suitey nous les désignerong
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par (H, i ) s (H, 2), etc., selon leur rang dans celte énuméra l ion (r).
I) se nom ruera le domaine principal, Î (A, B ) finmiiant fonda-

mental; ( i )sera u n e multiplicité cyclique, de paramé/.re~'/\ et de c^/reA;
la région de D qui est située du même côté de (i) que !e centre est
Vintérieur de la mul t ipl ic i té , Fautre région est son extérieur.

2. Soit F ( sans parenthèses) un groupe d'une inf ini té énurnerable
S,, Sa,...,, S^, ... de substitutions de (F)., A p p l i q u o n s toutes ces subs-

• t i tu t ions à un -même point A, et comptons chaque transformé pour
autant de points qu'il y a de subs t i tu t ions le déduisant de A. On dit
que F est discontinu en A si A n'est pas un p o i n t d 'accumulat ion de
ses transformés; en part iculier , A n'est point double que d'un nombre
fini de subst i tut ions de F.

3. THÉORÈME.— 1° Si F est discontinu en un point du, domaine principal y
Y e$L discontinu en tout point de ce domaine;

2° Les transformés par V d ) aucun point de D nont de point d'accu-

mulation dans ce domaine.

Soit A le point de D en lequel T. est discontinu.' Nous allons .to-ut
d'abord trouver un nombre A, tel que les multiplicités cycliques qui.
ont pour,centres A et ses transformés par F et pour paramètre À soient
toutes entièrement, extérieures les unes aux autres, exception faite
pour celles qui ont le même centre et qui sont alors confondues.

A n'est pas point d 'accumulat ion de ses transformés; on peut donc,
d'après (H, 6), trouver un nombre X, >- À'" suff isamment voisin de V.
pour que la multiplici té M, de centre A et de paramètre A^ ait à son
extérieur tous les transformés de A différents de A.

Soit X^ un nombre tel que A' << Aa <^ Ai . Considérons tous les points
intérieurs aux multiplicités M^ de paramètre '"^ et .de-centre non inté-
rieur à M,!, o\i-situés, sur -une de ces' miltiplicités,; adjoignons-leur les
point s de la frontière'de D.'Nous., avons1 ainsi.un en semble par fait Ri.,

(i) Dans rOuvrage Zewn.v .w les fonctions wtomûrphes^ les hypothèses (H, 4 à 7) ont
îeurs numéros augmentés de deux unités; les hypothèses (H, i et §) de cet Ouvrage
sont relatives à une intégrale 2 n-uplè qui n'esi pas .indispensable pour notre objet, ainsi
qifoh l'explique dans cet Ouvrage.
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Car, soi tB un point de cet ensemble : s'il est intérieur à une multi-
plicité Ma ou situé sur son contour , B est un point d 'accu'mulation des
points de R^ ; si B est sur la frontière de D, tous les points de cette
frontière faisant partie de R , , B fait encore partie- du dérivé de E^;
d 'ai l leurs les points de D assez voisins d'un point de la frontière font
aussi tous partie de A.,. Soit maintenant G un point du dérivé de R, ;
si C est sur la frontière de'D, il fait partie de R, ; si G. n'est pas sur la
front ière de D, soient B^ B^, ..., B^, ... des points de R, ayant G pour
unique point d'accumulation; les centres E^ , E^ ..., E/,,,... des multi-
plicilés^L .correspondantes n 'ont aucun point d'accumulation sur la
..frontière de D, d'après (1:1, 7) ; alors si E est un de. leurs points' d'accu-
mulat ion, E n'est pas intérieur à M,", et G se trouve, d'après la conti-
nu i t é de I, à l ' in tér ieur ou sur le contour de la multiplicité A'L de
centre E; donc G fait part ie de R ( . R< est identique à son dérivé, donc
R, est parfait. , : . ! '

Or A 'ne fait pas partie de R, ; car, d'après (H, 5), une multiplicité
dont le centre n'est pas intérieur à M'i n'a A à son intérieur ou sur son
contour que si son paramètre est au moins À, > Àa.

Donc, d'après (H, 6), il existe un nombre À^ ^>y^ tel que la multi-
p l i c i t é M;, de centre A 1 et de paramètre 'À;, ait à son extérieur tous les
points de R ^ . ' . . " '

Soit À' le plus petit des nombres A^ et A ^ ; les mul t ip l i c i t é s cycli-
ques M de paramètre X et. de centres A et ses transformés sont toutes
extérieures ' les unes aux autres, exception faite pour celles d o n t les
centres sont confondus.

So.i.t^ïj le nombre fini des substitutions d e ' F qui ont A pour
po in t double; tout transformé (le A est aussi point double de q subs-
t i t u t i o n s ' d e r.

Supposons I) ramené à distance finie. SohR un ensemble fermé inlé-
rieur à'D.. Les,mult ipl ici tés M' de paramètre A et dont le centre appar-
t i en t à R forment, par la réunion de leurs intérieurs et de leurs

"contours, un ensemble fermé IV : la démonstration est analogue à celle
qui,plus haut, 'concerne B^. I(B, G) est cont inu , pourvu-que B'et G
appar t iennent à IV; la cont inui té est donc alors uniforme. Or les
multiplicités M dont le centre appartient à R sont des multiplicités Af;

^ d o n c 'la 'distance {"au ̂ seris11 ordinai re) 'd 'un 'point d'une de ces mul t i -
. Ànn^Èc. Norm^, (3). X.XXVI. —-JCILLET 1919. . 2^
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plicités à son centre reste supérieure à un certain min imum p^>o ,
sinon, à cause de la continuité uniforme, 1 serait aussi voisin de V que
veut, donc inférieur à A. Donc, la distance des centres de deux de ces
multiplicités est au moins 2 p ; donc les transformés de A n5 ont pas de
point d'accumulation dans 11, ni, par suite, dans D.

Pour achever de démontrer notre théorème, il suffît de faire voir
que F est discontinu en un point quelconque B de D. Admettons qu'il
n'en soit pas ainsi : nous aboutirons à une contradiction. Soient en
effet a,,B^, . . . » B^, ... des transformés de. B ayant B pour unique
point d'accumulation. Soit À,, = I(A, B); les points des multiplici tés
de paramètre À,, et de centres B ^ , Ba , . . . 5 B,/,,.. . n ' on t comme point
d'accumulation aucun point de la frontière de D, d'après (lî, 7); or,
chacune de ces multiplicités passe par un transformé de A, d'après
(11,4); donc ces transformés de A ont un point d'accumulation inté-
rieur à D : c'est la contradiction annoncée.

Le théorème est démontré*'

4. TïïÉonÈME. — Sou H (a^, ̂ a, ..., x^ une fonction rationnelle ou
analytique uniforme qui soit holomorphe dans D et sur sa frontière.
Soit (x\ y ^2/79 • • * îIT»,/?) Ie irons formé de Çx^, ̂ 3, .. ., x^ par la substi-
tution Sp du groupe T discontinu dans D< La série

f\/ \ ^o / \ r^^'l ̂  "^s,/^ • • • • > ^n^pY}^©(.24. ̂  . . . , .z'J =^H(^i,^ ^2,^ • . • , ^/^) -—.7-——————i— ?
AB" l ° \<r l ? '2 • 2 9 • ' • i -fc ri ) J! • p=î

où k est un entier au moins égal à 2, est absolument et uniformément
convergente dans tout ensemble fermé intérieur à î){supposé ramené à
distance finie).

Comme, sous les hypothèses faites, j l i est dans D inférieur à un
nombre fixe, nous somiïies ramenés à prouver la convergence uniforme
de la série ' ! 1 -1. " ; ! ! : 1 ! • , 1 1 1 1 ^ •, l l l i i . 1 ^ 1 ! , , ! ! ! ! ! , ' , : ; ^'

^ ' { ^ ï ^ p i ' • ^ î ^ p i . ' ' ' •} ••r/?., p j "w 2; à { x\, x 3,,..., Xyi )^=i .

Soit A un point de D. Soit ^ le paramètre des multiplicllés, intro-
duites dans la démonstration précédente, qui ont pour centres A et ses
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transformés, et qui sont louées extérieures les unes aux autres.1

SoitM^ l ' in tér ieur de celle d'esitre elles qui correspond à S,,. La série
d'intégrales 271-uples

30 y» ( 2 n »

V 1 ^( .2̂  , ̂ [, .̂  , . . . , .< ) ( .T/, = ..Z1^ -t- /.r;;
•̂M! J

.^,M,

est convergente, car la somme d'un nombre quelconque de termes ne
dépasse pas, .y é tant le nombre des subst i tut ions de point doubleA,

f ( 2 / ï )

d\x\, ̂ ,^2, . . ., x^

[on désigne -ici 'yÀYd(x\,x\, ...,^) l 'étément de domaine d'inté-
gration à 2/z dimensions] . Or, en supposant que S, soit la subst i tut ion
ident ique, la même série p e u t s'écrire

y f '̂̂ î ^^ -,- ,/)
2î  ô{^a^ ...,^) d { • L ^ J ' - •••-^)-

• p^i • 1 ,

Mais on connaît l'identité

à(. ^ { ^ ' 1 - i P ' ) '^'îip'i ' ' • ? '^'n,? )

à (/ri, .r2, . . ., .'r/j

Si M et m senties nombres de l'hypothèse (H, 3) qui correspondent1

à M ^ , on en déduit que la série
__ /V,y. y. ! y \ 2 ^2^
'^.1 i / v<^ : i MI ^ï.p's * • • •» ^ n ^ p ) i /,' / /r <? v
2^ ,.)f^. y-————;-T- / (/(.a--,, „ /• , , . . . , , / „) ,^BBd <7 l .2-1, iZ.?, . . . , «X, , ) ./,..^ (A '1 , ^2, . . ., .Vn)
^=1

où le déterminant fonctionnel est pris en A, a ses termes inférieurs à
ceux de la précédente ; par suite, la série (2) converge en A.

La convergence uniforme dans tout ensemble fermé intérieur à D
résulte alors immédiatement de (H, 3). . ,

Le théorème est démontré-

5. Pour conclure de ce théorème l'existence de fonctions automor-
phes, il suffit de prouver que la : fonction @ n'est pas nécessairement,
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iden t iquement n u l l e . • E n efÏet, la fonction ©, quies tév idemî ï ien lholo-
morphe dans D, sat isfai t à la relation fonctionnelle

. [ ^(^l,/?? ^'2^9 ' • • l ' ^ f l ^p )

" "̂ " L ^(^i- ̂  • - ^ ̂ )©Ol,^) ^,P< • • • î ̂ p)^^^ ^2,

Si l'on peut trouver deux fonctions © non identiquement nulles
correspondant au même nombre'^ leur quotient sera une fonction
auto morphe.

Cette possibilité sera démontrée u n peu plus l o i n ; ce sera un cas
particulier d 'une proposition plus générale. Il est auparavant néces-
saire que nous revenions au groupe (F).

6. Supposons qu'une substitution S de (F) ait un point double A
intérieur à D ; soit

S —— (^ i f 3C^ . . ., Xn ; AI , A.â, . . . , A^J .

Formons l'équation en s :
^Xi
< .̂z'i

JXs
J^

JX,
à^-ï '

^Xi
ày^

à^
à^'î

rfX.
ôsc^

àX,
àXn

à^
àXn

< ^ ,

(tei

où les dérivées sont prises en A. Je dis que les valeurs absolues de foules
ses racines sont égales à i.

En elïet, s'il n'en était pas ainsi, on pourrait supposer, en rempla-
çant au besoin S par son inverse, que Fune des racines est supérieure
à un en valeur absolue. Si alors s est, par exemple, celle des racines
dont la valeur absolue est la 'plus grande, et si l'on s'arrange pour
que A ait pour. coordonnées •x^ == x^ = = = . . ' . ==. .-2^=== o^ Poincaré a
démontré (1) qu'il existe n fonctions d'une variable y, y ^ (y),
°2 (y)^ • • ? ^n (y)? înéromorplies à distance finie, s 'annulant avec y , et
"telles que ! 1 , 1 ; 1 1 1 1 1 / 1 . , 1 1 . .1 .1 1' , , 1 . 1 ; 1 1 , 1 1 1 1 . ' ^ ! 1 1 , ! . ! ' 1 1 , . 1 .

.^(^J/):l=:;"X,A[cpl(J•), ?â.(j), . l . - l î ?«(y)] (Â'==I, 2, *.., n).

( î) PôïNCAKÉ, Jawncd clé Mathématiques f 4e série, t.'VI, 1890, p. 3i3,
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• Si nous considérons les points de coordonnées • • " •
.r/,z=z 9 Â ' ( j } <

leurs transformés par S^ s 'obtiennent en changeant y en .^r. Si main-
t enan t p tend v e r s — c e , on voit que ces points tendent vers A..La
multiplicité cyclique de centre A qui passe par l 'un d'eux a donc,
d'après (H, 4), des points aussi voisins de A que l'on veut; e l l e a d o r i C y
d'après. (1-1,6); X' pour paramètre; mais cela contredit alors l'hypo-
thèse (H/6), d'après laquelle une mul t ip l ic i té cycliq;ue de 'para-
mètre V se rédui t à son centre. Cette contradiction prouve notre
proposition.

7. Si S fa i t partie (ïnn groupe discontinu I\ comme il y a seulement
un nombre fini de subst i tu t ions de F qui aient A pour point double,
les arguments de toutes les racines ^ de l'équation précédente sont
commênsurables avec TC, et, même si quelques-unes de ces râcines^ont
confondues, les termes du premier degré de X^X^ ... 5 X^ n'en sont
pas moins susceptibles, par une transformation hômographiqûe de
l'espace, de prendre la forme • ' ; ' 1 " • •: . '"""•'•.." •

. ' X^==^.^-4-.., { / • = : i , 2 , ; . . . . , / z ) , _ ._,'. '.,.•:,,,/ ',
les termes non écrits étant du second degré au moins. En effet, une
certaine puissance de S se réduit à la substitution identique." _ 1 . 1 1 !1

8. Les subs t i tu t ions de S qui ont A comme point double forment un
groupe G d 'un nombre f ini de substitutions. Il est donc facile d&
former des fonctions invariantes par G. Parmi elles, consîdéroîWùelles
qui sont holomorphes en A, et développons-les en série dé puissances
de x^ x.^ ..., x.^ A. étant à l 'origine. Dans ce développement, consi-
dérons les termes jusqu'au degré /* quelconque choisiàl 'âvance.Ilest,
presque immédiat qu'ils ne sont pas arbitraires : en efïetrI 'ensembiB
•des termes déplus bas degré non nul,: par exemple,- doitse-reprodiui-re
par les substitutions de G réduites à leurs termes de plus bas degré.
Donc, ces termes dépendent linéairement d^un certain nombre de
paramètres inférieur au nombre

1 1 , . ! .' 1 1 1 ! !, 1 ; 1 1 ' Ç n ^ - i ) ^ n ~ ^ - 1 3 i ) . . . ( n - { - r ) 1 1 1 - 1 1 •/ '\ ' ,; 1 ; - " 1 '
r.s.-v.r1
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de ces termes. Nous dirons que ce sont les paramètres correspondant
au poin t A et à rent ier r.

Si A n'est point, double que de la substitution iden t ique de F, on
peut' maintenir la même dé f in i t ion , mais alors le nombre des para-
mètres-est ' • ! ' • - ' • ' " • '

^ ( n -+-• i ) ( ri -\- s ). .,.{ n 4~ / ' .
. , î. .2 ,. . /•

c^est-à-dire que tous les'coefficients sont arbitraires.
".Comme les fonctions automorphes deTV supposées existantes,, sont

invariantes par G, on peut parler de leurs paramètres en A, pourvu
qu'elles soient holomorphes en ce point.

, NOJUS, cirrivons maintenant au théorème qui nous prouve, en parti-
culier, J'exisfe.nce, de fonctions automorphes annoncée au n° 5*

î ; ,9. ̂ TpÉORÈME, — Considérons dans le domaine prince D un nombre
yuelpwque m de points A^, Ag/..., A^, distincts^ tels que deux points
(i^fférenU ne soient pw transformés l'un de Vautre par une substitution
du groupe discontinu F. Soit r un entier donné. Il existe des fonctions
automorphes de T dont les paramètres correspondant aux m points et à
l'entier r ont tous des valeurs données à l'avance.

Cette proposition^.est,utile.quand ,on;, aborde l'étude, des relat ions
algébriques qui existent dans certains cas entre les fonctions auto-
iiïio;irph^Séde.i^?etil?étude-de8 équations différentielles ou'aux dérivées
-partteH^s q^elce-sfortctiô^s^ permettent -d'intégrer. • ,
^'.iP-aw^^forègery .n-aus nous ,,boraerons -ici. au cas où aucun des
,^.aintsvA.ï^A2:;,.,•,,A^^lîe;st point, double.d'une substitution non iden"
.tiq:ufèdfê;r^;'la:démaustration 'générale .se trouve dans, l'Ouvrage cité
ILeçftm'surle^^ fondions automorphes,
^•••jObservôns -'qu'il, suffit/de- .démontrer- l'existence de fonctions ,auto-
-lîilbjrph^s- pour; lesqael.les -.ces pàrâniètees»: c'est-à-dire ici les valeurs
d;es; fonc^oris! et des dérivées partielles Jusqu'à Tordre r aux m points,
-âient/ldes.valeOTs. aussi^voisin-es.que'Toft .veut de celles qui ont été
données à ravânce. Car alors on pourra former des fonctions auto-
morphes en nombre égal à celui des conditions imposées, et pour
lesquelles le déterminant correspondant ne soit pas nul : en combinant
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linéaire nie nt ces dernières fonciions, on pourra remplir exactement
les conditions imposées. ^ 1 . . "

Nous pouvons alors' nous borner à prouver qu ' i l existe deux séries ©,
correspondant au même nombre-, k\ •prenant, ainsi que. leurs1 dérivées
jusque l'ordre r, des valeurs aux m points- aussi voisines1 q'ueT'on. veut-
dé valeurs données : leur quotient sera la fonction automorphe cher-
chée. . , ;

Remarquons que, les séries © étant des séries uniformément conver-
gentes de fonctions hoîomorphes, leurs dérivé/es partielles s'^obtien n'ont
en dérivant terme à terme. • . ! • , ." ! • ' } • :

Nous choisirons d'abord ( < ) la fonction ^ qui infce'r vient"- darîs' la
série ©; ensui te nous déterminerons k. ' ' ; ' 1 1 • ' ••' 1 1 . 1 ' ' . 1 • : '

II y a seulement un nombre 'un i de transformations de '-D dont de
déterminant fonct ionnel en l ' u n des points A, , A^ . . . , A^ soif 'au
moins égal, à un en valeur absolue (.1) étant -bien' e-nten-du ramené à
distance f inie) . ! Mettant à part la 'substitution identique, nôu-s assu-
jettirons ' tou t d'abord-H "e t 1 ses.dérivéesjusqu'à l'ordre •rà's'atirtulèr
aux points .en lesquelsles autres substitutions 'de. cette- sorte •cliafrgènt
A i, As.» * . ., A,,,. . . . . - .....

De plus, H e t - ses déri. vées jusqu'à,, l'ordre ^•doive'ntf Te'ndîë '-en. ''A-v,
A a , . . . , A.,,, exactement les valeurs-données. ^ • ' . ' ; . " • ; 1 ' • ' • - • • •;' - ' - t ' - - ' • •

On peu t satisfaire^ toutes.ces. conditions'en •prënànt-pôup^H.-'p'âr
exemple, ,un polynôme. H est alors' holomorphe d.âns'D^comrô'e-ïl le
faut. • . , ,

! l-t étant ainsi choisi,' on-va vo'ir que, ^\.k ^.estassez grand, le résultat ^
cherché es ta t te in t .

En effet, © {x^x^ . . . ,x,^ se co'mpose premilère•mënit''du'•term^
H {x^ x^ .... .z-,,), correspondant à la subs t i tu t ion identique, et
deuxièmement- d 'une série infinie '•d'aube "termesL lî-'faul'pro'uver
que, k étant assez grand, cette deuxièmé^artie'et •ses'dèrivéësjùs^tri
l'ordre rsontaussi petites que 'ronveut-en 'A/, 'Aa, .'..^A^.-' ' • ^ ' " ^

f t ) Ce raisonnement n'est qu 'une généralisation de celui que M. Picard a employé
pour ses fonclions de deux variables •(•Àcta mat/iematica, 1.1, 188-2, p. 3i4), M. Picard
a d'ailleurs lui-même indiqué des généraiisaLions de son premier résuîtat (Âcta math,,
i. V, 1884, p. î 6 8 e L suiv.). : • i : i ' l ' i i i ^ 1 ' • " ' • . • • > : ' '
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Soit-
H / r •r r } \ ^•i,^ ^2,^"V^i,?.?!. ^2,?.»5 • • - î ^ n , p ) —-T7~~——~~1 j^ y ̂ •î/i, .z.2.

î ^'^^'-^,/^ ,' •• < ^/i.,?) j

[ ^(^1, .y 2 - • • • ; t2^,) J

^n terme.quelconque de cette deuxième partie. Une dérivée quelconque
'd'ordre y d"e ce terme est . le 'produitde

par une fonction qui, par rapport à À, est un polynôme d'ordre q (si
l'on ne dérive pas, g == o).
. Siyï/*, et si le terme est l 'un de ceux dont le déterminant fonc-
t ionne l en l ' u n des points A^-Aa, . . . ,A^ est au moins égal à un en
valeur absolue, cette dérivée est nulle quel que soit A-, d'après le choix
leïi.. . . , ^ \ ; ' • • ^ , . . , .1! ' ,
; Traçons des hypersphères de centres A( , A a , . , . 5 A/,, et de rayons
assez petits pour être tout entières intérieures à D. Soit g le maximum
du rapport des valeurs absolues du dé te rminant fonctionnel pour
l'enseïïible fermé formé par ces hypersphères [hypothèse II, 3 j . Parmi
les termes restants, il y en a seulement un nombre fini pour lesquels
la valeur absolue du déterminant fonc t ionne l en l 'un des poin ts A , ,
Â 2 , . . . , A/^ at teint î : g. Ces termes ont , dans © et dans ses dérivées,
une,part-aussi petite que l'on veut si k est assez grand.

Pour les autres termes^ on a, dans toutes les hypersphères,

'̂^l,pi '^ï^p9 ' • • » •^"n,j»}

^(^lî '̂  .. .,^•0)
^P-p < ̂

a^ est, par exemple, le produit par g du déterminant fonctionnel
•en A, . . , ! • : 1 • ^ , , , ,

Le terme de © est donc, au plus, égal en valeur absolue à Mp^,
dans toutes ces hypersphères, M étant le maximum de [ H ) dans I).
Pour les dérivées de ce terme jusqu'à l'ordre r, il faut prendre en
A,, Aa,. ..., A^, M7^', M' 'dépendant, de M,- de r, et. des rayons des
hyperâphèr-es.En eflet, une de ces dérivées est
! '- '"^^^-^-^a^pi.. JÏ^,1^,,1.;., ̂ )d{^, ̂ ,,..., z^
1 1 / - , - : - 1 1 • • : ' [^iY .J • (^^^)^i(^_^)p^. .,(^_^j^t • ; ,; ^

; ; 1 - 1 ' ; ' ' ' . ; ' 1 1 ' 1 1 l l• l l l l ; ' ' l• l•'• l l l• : l• l:. /:;(a^ l^+ I.. I I..^ IÀSr); , ' \ / 1 , 1 - 1 1 , .: 1 . : 1 ' ' . 1 1 , ' •1 . -
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^•i, ̂ ,..., ;z^ sont les coordonnées de celui des points A, , A^, ..., A^
que l'on considère; J^-r,,.^, .. . , . r / /) est le terme que l'on dérive; le
domaine d' intégration est formé, par exemple, de n cercles, tracés
dans les plans z^ :^, . . . 3 z.^, avec.les centres .'x',, oc.^ . . . , x,.,^ et avec le
rayon-^ où p est le rayon de rhypersplière correspondante. Ce

domaine est alors tout entier s i tué sur cette hypersphère, ce qui
prouve que le terme ne dépasse pas

/•
M/i'2 p -^ / ' î ̂ .

On peut donc prendre
iiî-=:.Wnl^-'•r\

La série des termes restants est donc moindre que
M^^.

Soit A le plus grand des ̂
^<i.-

Or
M7^^=M /^(Ç) / t"<M /^^ - .

Donc, pour k assez grand, cette somme est aussi petite que l'on veut :
ce qu il fallait démontrer.

10. Nous savons maintenant qu'il existe des fonctions invariantes
par le groupe discontinu F. Nous restreindrons un peu le sens de
l'expression fonction automorphe, que nous appliquerons désormais
seulement aux fonctions qui peuvent s'obtenir comme quotients de
deux fonctions ©, et aux fonctions rationnelles de celles-ci. Cela
revient à dire qu'une fonction automorphe est le quotient de deux
polynômes de séries 0, chaque terme de ces polynômes se multipliant
par la même puissance du déterminant fonctionnel quand on applique
aux variables les transformations de F.

Cette restriction paraît justifiée par cette remarque que, pour les
groupes F dont on a poussé l'étude à un point plus avancé, les fonc-
tions invariantes obtenues ainsi sont les plus simples de toutes.

Nous voyons que, même en se bornant à ce nouveau sens, il est
Ann, Éc^Norm., (3), XXXVI. -- JUILLET 1919. aÔ
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possible de trouver n fonct ions antomorphes dont le déterminant
fonc t ionne l ne §oit pas identique me rit, nu l .

11. Poirèdre fondamental. — On nomme polyèdre fondamental
du groupe discontinu F un domaine P situé dans le d o m a i n e pr incipal ,
et tel que tout point de D ait un t ransformé par F appartenant a P, et
que le transformé par une subst i tut ion S de r d 'un point A de P
n'appartiennent pas à P, à. moins que A ne soit p o i n t double de S.

Le polyèdre fondamenta l , s'il existe, est très indé te rminé . Si. nous
partageons P en deux parties P' et P", et que nous appliquions à P^une
transformation de F qu i l 'amené en P'\ P' et V" .forment ensemble un
polyèdre fondamental .

Mais, jusqu'à présent, rien. ne nous assure de l 'existence de ce
polyèdre.

12. THÉORÈME. — Tout groupe F, discontinu dans le domaine principale
admet un polyèdre fondamental Çpourm cependant que Vinvariant
fondamental soit, par exemple^ analytique dans D par rapport aux
parties réelles et imaginaires des coordonnées des deux points dont il
dépend}.

Soient A^ A^ . . . ,A,,, m points quelconques de D ; m peut être quel-
conque, de un à l ' i n f i n i . Soit

<Ï^,^.I(M, A/j ( / / . = i , 2, . . , , m),

où 1 est l ' invariant fondamental et/M un point variable. Appliquons
aux points A//, successivement toiites les substitutions S^ de F ;
soit C^S^ ce que devient ainsi <!>/,.

Fixons M dans D, et soit À un nombre compris entre // et À" | hypo-
thèse (H, 5)J . Il y a seulement un nombre fini de systèmes devaleurs de p
et de h tels que

^S^À.

En effet, quand p augmente .indéfiniment, les transformés des A/,
ont comme points d'accumulation uniquement des points de la frontière
de D, d'après le n° 3. Donc, d'après '.(H, 7), les ^S^ tendent vers À^
ce qui démontre la proposition.
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.Donc, il y a certains systèmes de valeurs de p et de h pour lesquels
$/, S^ atteint son minimum absolu. Il y aura en sérierai un seul système
de telles valeurs., si aucun des A/, n'est point, double d 'une substi tu-
tion de F non identique. , et si aucun d'eux n'est t ransformé en un autre
par quelque substitution de F : en effet, même si M. varie dans un
ensemble fermé R, intérieur à I), il y a seulement un nombre fini
de <&/, S ,̂ inférieurs à À ; comme deux d'entre eux doivent être é^'aux
pour qu'il n'y ait pas de minimum unique, cette circonstance n'a lieu
que pour les poinLs de R appartenant à certaines mult ipl ici tés.

Cela étant, une condition nécessaire pour que M fasse partie du
polyèdre fondamenta l que nous cherchons à construire est que, pour
l'un des <&/, S^ correspondant an minimum, p-== i, S^ étant la substi-
tut ion identique.

Si. pour tous ces $/, S^,, p = i , la cond i t i on est aussi suffisanîe,
Si. le min imum est a t t e i n t pour/? = i et pour diverses autres valeurs

p\ p\ ..., p^ dep, on rang'e dans P un et un seul des points obtenus
en appl iquant à M' les substitutions inverses de S.,, S^ . . . , S^;-. Le
choix peut: se faire en remplaçant, pour les/points qui présentent cette
particularité, A^ A^, .... A,,, par un autre système de points; puis,
pour les points sur lesquels cela ne suffirait pas, on introduirait un
troisième système, et ainsi de suite. Le seul cas où le minimum reste
indéfiniment at teint pour plusieurs valeurs 'de p est celui où M est
point double d 'une substi tut ion non identique de T : car, pour les
autres points, le nombre de d imensions de la mult ipl ici té qu'ils
forment d iminue à chaque nouveau système introduit . Au bout d'un
certain nombre fini d^opérations^ P sera entièrement déterminé. Il est
évident que c'est bien un polyèdre fondamental. Le théorème est
démontré. ' '

i3.Le polyèdre fondamental qu'on vient de construire se nomme,
polyèdre fondamental rayonné; A ^ A ^ , ...,A,^, sont ses centres. En,
toute rigueur, il faudrait aussi indiquer les centres auxiliaires qui ont
remplacé A ^ A ^ , ..., A^ pour certains points de P; mais, comme il
résulte de la démonstration qu'en général ces centres auxiliaires n'in-
terviennent que pour les points-frontières de P, et comme la construc-
t ion 'de P, pour ces points-frontières, peut s'achever souvent plus



commodément par d'autres procédés, on se bornera ordinairement à
indiquer le premier système de centres.

P n'est pas forcément d'un seul tenant (linéairement connexe).

;!4. Si l 'on applique à P successivement toutes les transformations
de F, on a un système de polyèdres qui recouvre tout le domaine
principal, et une seule fois chaque point de celui-ci autre que les
points doubles des transformations non, ident iques de I\

La mul t ip l ic i té 2 n — i fois étendue qui sert de frontière commune
à P et à l'un de ses transformés se nomme une face de P; la portion
de frontière commune à P et à D, si elle a 'in— i d imensions , est
aussi une face, ou un système de faces.

Si nous excluons le cas où les intersections présenteraient des
singularités, nous pouvons dire que les faces se rencontrent su ivant
des arêtes à 2 n — ^ dimensions, celles-ci suivant des arêtes à
2/2 — 3 dimensions, et ainsi de suite, jusqu'aux arêtes à une d imens ion
qui se rencontrent aux sommets.

Si 71= i, on dit polygone au lieu de polyèdre, et côté au lieu de
face ; il n'y a pas d'arêtes.

15. Faces opposées. — Si l'on sort de P en franchissant une de ses
faces F, non situées sur la frontière de D, on entre dans un polyèdre
fondamental P' transformé de P par une substi tut ion S de F, Appliquons
à P'la transformation S~' : il vient coïncider avec P; F, considérée
comme face de P', vient coïncider avec une face F" de Py en général
différente de F : on dit que F et F' sont des faces opposées de P.

Nous renvoyons aux Leçons sur les fonctions automorphes pour le cas
où F et F7 seraient confondues.

16. Cycles d'arêtes, de sommets. —• On nomme cycle d'arêtes àp dimen-
sions ou cycle de sommets un système d'arêtes àp dimensions ou de
sommets de P tels que chaque élément du cycle soit transformé de
l'un d'entre eux par une transformation de F et une seule, a moins
que tous les points de cet élément ne soient points doubles d'une
substitution non identique de F.

Nous renvoyons encore aux Leçons sur les fonctions automorphes
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pour la détermination de. ces cycles et l ' indication des particularités
qui se présentent quand P est rayonné, et suivant, que les éléments du
cycle sont ou non tous situés sur la frontière, du domaine principal.
C/est une étude assez longue, qui c o n d u i t notamment, par la considé-
ration des cycles d'arêtes à 2 / 1 — 2 dimensions, à des condit ions
nécessaires pour cju'un polyèdre donné P soit polyèdre fondamental
d'un groupe discontinu. Si l 'on joint à ces conditions d'autres condi-
tions nécessaires relatives aux cycles d 'é léments à un nombre quel-
conque de dimensions en t i è remen t s i tués sur la f ron t iè re de D, et si
l 'on suppose, en outre, que les arêtes à moins de 2/2 - 2 dimensions
sont l inéairement simplement connexes, et que D lui-même est linéaire-
ment simplement connexe, on a des conditions suffisantes.

:1.7. On peut donner une application irnmédiale de la notion de
• polyèdre fondamenta l en considérant le cas où ce polyèdre ni sa fron-
tière n 'at teignent la frontière du domaine principal . Alors, n -+-1 fonc-
tions automorphes quelconques sont liées par une relation algébrique.

Soient, en effet, F,, F,, . . . , F^ n fonctions automorphes dont le
déterminant fonc t ionne l n'est pas ident iquement nul (n0 10). Elles se
comportent dans tout le polyèdre fondamental, frontière comprise,
comme des fonctions rationnelles. Donc, les n équations

F/,-==a/, (À- — î , 2, . . ., n),

où les a/, sont des constantes données, ont en général nn nombre f in i
de racines communes dans ce polyèdre; exceptionnellement, les racines
communes peuvent former des multiplicités analytiques (1).

Quand ces points-racines sont en nombre fini , ce nombre est con-
stant. En effet, i l ne peut varier que si l 'un des points-racines entre
dans le polyèdre fondamental ou en sort ; mais alors un autre point-
racine en sort ou y entre par la face opposée; le total n'est donc pas
changé (2 ). Soit m ce nombre constant.

f i ) Cf. POINCAKÉ, Sw' les fonctions abéliennes (Âcta math. t. XXVI}; ce que l'illustre
géomètre appelle théorème À s'applique ici presque sans modification.

( 2 ) C'est le raisonnement employé par M. Picard dans les circonstances de ce genre;
Poincaré ( Ibid.) emploie les intégrales de Kronecker.
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Soit F^, urie (n-^-ïY^6 fonction autoînorphe. Un peut la consi-
dérer comme fonct ion de F^ F,, . . . , F^; cette fonct ion a m détermi-
nations au plus, âne pour chaque point-racine. Les fonctions symé-
triques de ces m. déterminat ions sont sans singulari té essentielle ( ' ) ;
ce sont donc des fonctions rationnelles (:2). Donc, F^Fa, - • » •I'\.? F/n-i
sont liées par une relation algébrique, ^ C.Q.F.D.

18. En outre, toutes les/onctions autoînorphes du groupe s'expriment
rationnellement'au moyen, de n -4- i d'entre elles (de n dans certains
cas).

En effet, nous pouvons choisir F^.i de manière que ses valeurs
' aux m points-racines, pour un système particulier de. valeurs de
F^ Fa, . . . , F,/,, soient différentes (n° 9). Si. alors F est une fonction
automorphe quelconque du groupe, on a identiquement

(&(F, Fi, F,, ...,F,) =0,
T(F,F.i,F2, . . - , F^-i)=-o, •

<3> et y étant des polynômes; ces deux équat ions en F ont en général
une seule racine .commune, donc celle-ci est fonction ra t ionne l le de
r \ y •r 2 ? • • 1 . - » r //,-4-1 •

S'il était possible de choisir F ^ , F^, . . . , V^ de manière que le
nombre m des points-racines soit égal à un, F serait fonc t ion ration-
nelle de F^ F^, . . . , Fn-

Les fonctions F ^ , F^, . . . , F'^.i 9 au moyen desquelles toutes les autres
sont exprimables rat ionnellement , sont elles-mêmes liées par une
relation algébrique

R(F,,F^ ..., F/^i)^o;

on a là une multiplicité algébrique à un point de laquelle correspond
(en général) un point et un seul du polyèdre fondamental, et récipro-
quement.

19. Les hypothèses'CEI) ne spécifient rien sur l'extérieur du domaine
principal. Introduisons quelques hypothèses supplémentaires pour
dire quelques mots de ce qui se passe en dehors de ce domaine. Nous

(r) POINCAIŒ, toc. dl.

(ïi) Cousm, Acta matti^ t. XIX, 190?..
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admettrons que les transforinalioîis de (T) sont birat ionnelles ("de
manière à ne pas introduire Icml: de suite des singularités essentielles).
Nous supposerons en outre que, si A. est un point, extérieur au domaine
principal, B un point de ce domaine, S une hypersplière de centre A
(ou un domaine ouvert con tenan t A), le rapport des valeurs absolues
en A et en B des déterminants fonct ionnels des transformations de T
qui ne dev iennen t pas in f in i s dans S, reste infér ieur à un nombre fixe;
et que cela a encore l ieu si l 'on remplace A par un point variable A'
d'un ensemble fermé intérieur à S :

^
Ap. <-M,

A étant le d é t e r m i n a n t fonc t ionne l ; M est indépendan t deA'^et de la
substitution .considérée. Enfin , nous pourrons supposer que l ' invariant
fondamental a encore un. sens, et reste symétrique, quand l'un des points
dont il dépend sort du domaine pr inc ipa l . •

20. Cela é tant , si un groupe F discont inu dans le domaine principal
est tel que les inf in is des déterminants fonctionnels de ses transfor-
mations ne pénètrent qu'en nombre fini dans un ensemble ouvert S,
la convergence des séries © aura encore lieu dans S si la fonction
rationnelle il est convenablement choisie (par exemple si H est
constante); par suite, les fonctions autornorphes existeront. Mais il
faut remarquer que nous supposons plus que la discontinuité de F
dans S, sauf si. n == ï : car, s i ' n > î , les inf in is des déterminants
fonctionnels fornwnt des multiplicités analytiques, et, non des points
isolés.

Il peut arriver également que l'on puisse prolonger le polyèdre
fondamental à l'extérieur du domaine principal, en considérant les
m i n i m a , ou les maxima, de certaines suites d'invariants fondamentaux,
te ou les centres restant dans le domaine 'pr inc ipa l (ceci n'est pas
indispensable).

21. Voici, brièvement indiquées, quelques-unes des complications
que l'on est exposé à rencontrer hors du domaine principal ( ^ ) .

(1 ) Foir, pour les exemples, ma Thèse de Doctoral {Annales de L'École Normale ,wp., 1915} ,
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Le polyèdre fondamental et. ses transformés par F peuvent ne pas
comprendre un certain ensemble de points; cet ensemble est variable
avec le. ou les centres choisis.

Les fonctions automorphes ont des singularités essentielles dont la
position peut dépendre des fonc t ions rationnelles H qui f igurent dans
les séries ©.

Ces singularités essentielles peuvent pénétrer a l ' intérieur du
polyèdre fondament-al, sans qu'i l soi l possible de se débarrasser de
cette particularité en modi f i an t la construction des fonct ions auto-
morphes.

Aucune de ces circonstances gênantes ne 'se présente pour les
groupes de Poincaré (/?. == i ) ; M. Picard a indiqué récemment ( ' ) un
exemple a deux variables qui parait assez simple à cet égard.

Il faut remarquer que ces particularités ne t i ennen t pas un iquement
à la façon dont (F) se comporte en dehors du domaine p r inc ipa l ; i l y
a des cas où elles t i ennen t au choix du domaine pr incipal : on se
rappelle que ce choix inf lue sur les séries ©, puisque, pour les former,
on ramène ce domaine à distance l imitée, et qu'on prend (au moins
dans le cas général ) H borné dans ce domaine .

Considérons, en effet, le groupe

/ a.x -4- b a ' ' y - J ^ - b ' \ , , - . „. - ,
^. y; ————,, —L——-77 {ad— hc^ a ' d 1 — V c'=. i .

\ ' ' ex -i- cl c1 y + d1 ) "

a, b, c, d, a ' , bf y c ' y d1 é tant réels (2). Ces transformations conservent
les signes des coefficients de z d a n s x ety; en associant ces signes de
toutes les manières possibles, on obt ient quatre domaines ouverts,
conservés par le groupe, et dans chacun desquels le groupe se com-
porte évidemment de la même façon. On verra pi as loin que les
hypothèses (H) sont satisfaites et que l ' un quelconque de ces quat re
domaines peut être pris pour domaine pr incipal . Par exemple, si l 'on
considère le domaine

i{ x — ̂  ) < o, i{y — y,} < o

(1) PÏGAKD, Annales de l'École Normale, 3e série, t. XXXIiï. 1916, p. 363.
( 2 ) C'est un sous-groupe invariant du groupe hyperabélien. de M. Picard ; voir la seconde

Partie de ce Mémoire.
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(les indices zéro servant, ici et dans tout ce travail, à dis t inguer -
les imaginaires conjuguées)^ on le ramène à distance l imitée en
posant

x — i . y — lx' •==. ———., r == s-.——.
^ se 4- t ' y d- i

ce domaine devient, en effet,

.^.ro^, J ' rJo< î"

Considérons le groupe des puissances de la substitution
(/y,j; r^, y) (r>i),

OU
^-^ ^'. (r4-i)^-hr-i Y
(^ - -y - (/.-Q^+r+i7 ^ ;•

Une série © est

m^os r(r^-4- i)^^ r^—i ,~} - ^-r'11^______
2j ii [ ( / • / /<— iy^^.r^-^î' y ] [ (^w—I)^ /-+-rw-4-IJ^a

//Z =; — 00 , ! !

Les infinis du déterminant fonctionnel ont comme points d'accam a-
lations les points des deux mul t ip l ic i tés

^==±1;

les infinis provenant de H s'accumulent au voisinage des mêmes
multiplicités et, en outre de celles-ci,

r^P,, .

les ̂  étant les pôles des fonctions d'une variable
H^y), .H(-i,y),

supposées non constantes. On aperçoit ainsi des singularités essen-
tielles mobiles, situées dans des domaines qui auraient pu être pris
pour domaine principal (en dehors de ces multiplicités, la convergence
uniforme a lieu).

C'est à cause de ces complications que, sauf dans le cas d'une
variable,des propositions donnant de nouveaux cas, ouïes fonctions
automorphes d'un même groupe sont liées par des relations algé-

Ànn^ Ec, Norm., (3), XXXVI. — JUILLET 1919. '•̂
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briques, n 'ont été trouvées que pour des groupes dont les fonctions
automorphes ne se prolongent pas analytiquement hors du domaine
pr incipal . De ces derniers groupes, les uns sont, complètement donnés
numériquement : leur origine est ordinairement arithmétique ; d'autres
sont supposés seulement joui r de la propriété qui. v ient d'être énoncée,
et de celle que leur polyèdre fondamental a un nombre f in i de faces.

SECONDE PARTIE.

I. — Les groupes linéaires de Poincaré, de M. Picard, de M. Fubini.

1. Considéronsun hermitien f{y^ Va? • • • 5 y/M-i) à n 4- i variables,
de discriiïnnant non nul , décomposable en n normes d'un signe et une
de l'autre. Nous prendrons toutes les substitutions semblables de cet
hermitien, et nous poserons

( î ) Xp-==y^ : fn+t (/^ r^ I, 2, .. . , / Z ) .

Les variables x^ x^, . . . , x^ éprouvent alors un groupe (F) de substi-
tutions linéaires fractionnaires :

n

'̂  Cl m, p X p +- Cl ̂  ̂  4. i

(2) , X,,=-^—————————— (/n^i, 2, ...,„/,).

/ , ̂  n 4-1, p ^p "4~ •̂  n+11 îi •+-1
1 /.)=1

On v'à àkï^Qi\{r^ qn^ ce groupe ^s^^ (H), II suffîra
de se borner au cas où rhermitien est

n. ! !

(3) ^Jp7^o—y/^ij^i,o,1 . 1 1 1 - • l i l 1 i^i ^ ; ^ .. 1 , ! , ! ^ . .

car, en le ramenaïît à ce type» on fait subir aux a? une transformation
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l inéaire . Alors (T) conserve le domaine

2 Î ï

( 4 ; ^̂̂p^p.^ <-î?
p^i

entièrement situé à distance l imitée; on verra que cesi le domaine
principal. Nous voyons déjà que les deux premières hypothèses (H)
sont satisfaites.

2. Pour vérifier la troisième hypothèse (H), calculons le déter-
m i n a n t fonctionnel de la transformation (2) ; nous n 'aurons pas besoin
du fait que (4) est conservé par cette transformation.

Nous considérerons, en même temps" que (2), la substitution

( ^.)
n-t-l

Y/,,==V a ^ ^ ^ r ^ { m = ï , a, ... ., ni 4- ï ),
p-=\

dont A sera le déterminant. Les' x sont toujours lies aux y par ( ï) .
Le symbole ^/servant à désigner les dérivations par r a p p o r t a

x^ x^y ..., x.,^ y^i? Qt le symbole ô celles par rapport aux y, on a,
y étant une fonction quelconque,
w,! 9 ^û? - • • ? ^n9 J n-^-i ?

^ A

{)Q <5coj^^-y11^^
ÔCD

d'où

t/?==ï,'"2, . . . , / ? . ) ,

(^CP ' " ÔÇOQ ^ OCP OCp
_______1 _ ._ _ ———— ,̂ ,yl 1 1 _______' .————— ,— 7 a.. p -^—— -T- •̂  .
Ôyn^l Âu ^Yp ^ 'n+î

/'=!

ôç> •_ ï âo
^Yp J'^n ôxp

( p~=- ï1, a, . . . . n ) ,

Donc,dans

à'v)ocp
Syn^ ~~ ^y^-i

^Vy'^î..
-2,^^y,^P
/;=!

^ . ^- ^ 1 j^Y
^i ^2 oy^+l
El2 ^ÏJ . . . ^^

A~-= 3j^ 1 r}y2 oy, î I.

oY^i oY^^i
^ji,- 'y 2

^xr ' ' "
Ot/,+i
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nous pouvons remplacer les éléments de la dernière colonne par
<}Y, àY.____ ____ __ à\'n^i ,

à} -n-^ ày^ "" ' àyn^^

ensuite on exprimera les autres dérivées 5 par les dérivées dy ce qui
donne , !

(6)

Mais

donc

JÇY^Y,, ...,Y^)A=y "̂4-1; d(^i, x^ . .., ̂ ,, r/,-n)

Y^ == X/^ Y//;-n. ( 77Z =^ I , 2, . . . , ^ ) ;

<?Y^ ___ ^X^ 6>Y^4-i
~ ,ï /î4-i —r* A//^ ———— ?

ÔXr àx. .̂r̂ ,

et, X^ ne dépendant pas cley/^,
^Y^ _^ dY^,

— •^m .)„
^J/i+1^r

./ /î+l

(m — î , 2 , . . . , / i ;

Si l'on substitue ces valeurs dans la formule (6), des simplifications
se produisent et l'on trouve

y H
A — îii »•+ 1

y'1- J /l+1

f)Xi
^•i
^Xa
<7i3/11

^Y/^,
C^.Z'1

()X,
^a-2

<JXa
/") •y*\J tA.' ^

(îY^i
<?a;2

* * *

» • •

0

0

^Y,,.,
^+1

ou, Y,̂  dépendant de y^ d'une façon linéaire et homogène,

Y^y^(x,, x,, ...,x.)A '
J^+i / (?(<r.i, ^3, . . . , ̂ ) '

ou bien
(7) ^ (Xi , Xg, , .^, X^) A

^(^1, ^2, < . ., ̂ ) ft+i

^^^/Z4-l ,/ï-^p + ̂ /î-hl ,/l-H

\p=l^

3. Ici, (3) étant conservé par (5),
;(8)1 1 1 1 1 1 ' . .' ^ / , 1 1 ^ l/: ' l l:.\ l: l[A I^= l• lï::
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en outre
n

(9) ^I^H-l^i'—l^/^l,^!^—1'
^==1

Cette dernière relation prouve que
«/î-H,? <î (jo ==i , 2, . . ., n).

an•+-î,n+l

Or le rapport des valeurs absolues du déterminant fonctionnel en
deux points de l'ensemble fermé B [hypothèse (H, 5)] ne dépend que
des a^ : <2^^.4.i et des coordonnées clé ces deux points , en tout
6n variables réelles. Le domaine de variation de ces 6n variables est
borné et fermé; le rapport est une fonction continue dws ce d'omaine;
do-nc les nombres M et m existent.

4. Pour vérifier les hypothèses suivantes, nous allons tout d'abord
voir que (F) est transitif dans (4)*

II suffit de voir que l'origine peut être changée par (F) en un point
quelconque de ce domaine. Or, le transformé de Forigine par (2) a
pour coordonnées

Xp — Cl f, ̂  tt +-1 : an. 4-1, n-+~ l T

d'où

Mais
ap^n-Je-i ~:=• ^p ̂ rt-f-l ,/f-+"l '

n

V 1 ^p,n-M P— 1 an-M,ri-H J2 =-

donc

2i
, /9^1

x^—i j|a,,4.i,n-n l 2 ^—i ;

cette.relation peut être satisfaite, le coeflicient de \a^,^ [ 2 étant par
hypothèse négatif. Les a^, étant ainsi obtenus, on trouve sans diffi-
culté les autreô coefficients, qui satisfont aux relations

' ! • 1 - 1 » ! . ! ' -'
^^n^-\a^n^^i ( / 7 Z ^ î , 2 , . . . , / Q ,

- , \ p^t . , ^ ,- . , -
/ .tï . , . 1 1 - - ! , ! ! • 1 " 1 ! ! ' •' 1 1 ' ' . , , , - .
^^,^m^—^^i^^^^^ ( ^mr= î , 2, ..., n+î; l^m),

. 1 ^==î ^ ,' 1 : i i l . ! ! ' ^ . • . . . 1 1 1 , 1 ^ ; • ^ , ! ! / . 1 , ^ 1 1 1 ! 1 1

les conditions de possibilité sont toutes satisfaites.



2î4 . . ' GEORGES ' CÎRA-UI).

5. Ce point acquis, on va voir que

^ •} P^P'^— }'fi+-î Tirt-M,!)

(10 ) p=ï

( Y j }'!> J'P-O — J'/t-î-i }'n-+-i ,o j | ^ i '^p'^ n-o "^n+i '^n-ï i ,o j
p=l / V /,=! . /

Jouit des propriétés de l ' invariant fondamental.
Tout d'abord (10) ne dépend évidemment que de x^ cc^, .. .,oc^ et

des '„ , .
• • • - • E^== 'np '. '̂ 7;,4-r ' '

En outre, c'est une fonction réelle, symétrique, continue'etinvariante.:
c^est rhypothèse(H, 4). . .

Pour vérifier (H, 5), il suffit, à cause de la transitivilé, de placer le
centre (^, ^,, . , . , '^/) à rorigine ; la multiplicité (ï) de l'hypothèse est
alors' '1 - - ! " • ^ ' , ' , , . ' . ^ '
, . ' , : ' - ' • : 1 ' ; ' ! ^ . . ' ! . ' n • ' ^ •• -. . •

(n) ' Sl^,12"'''^? ' - ' -
/;=!

l'hypothèse est évidemment satisfaite, A' étant égal à un, et A7' à
l ' infini.

L'hypothèse (H, 6) se vérifie tout de suite aussi sur (i i).
Quant à (H, 7), elle est évidente sur (ï.o).
Ainsi les hypothèses (H) sont toutes satisfaites.
On vérifie aussi facilement les hypothèses du n° 19 (première

partie), regardant l 'extérieur du domaine principal.

6. On a encore la propriété intéressante suivante :
Un groupe T\ d'unç infinité énumerable de substitutions dutypeconsi-

déré ici^ et qui ne contient pas de substitution infinitésimale, est discontinu
dans le domaine principal. , .

On dit qu'un groupe contient une substitution infinitésimale quand,
quel q'ue sortie nombre positif Ê, il contient, une sub&titution dont les
coefficients diffèrent de ceux de la substitution identique de moins de &
en valeur absolue.1 1 1 ; 1 1 / ' : : • 1 : 1 • 1 ' 1 ; • • • : 1 1 • 1 1 . 1 • • 1 ;1.111:'^: •,''- •,^,'. :• "1 ,'\ 1 - 1 : - 1 . t . r ; 1 1 . .-':. ^
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II suffît de prouver qu 'un groupe qui n'est pas discontinu dans.ie
domaine principal contient une substitution infini tésimale. Pour cela,,
on considère les points 0 (.-r,, == a.1^ ..., = x,, = o) et A/, ( tous les ,r
nuls, sauf que x^ = r : 2), et l'on démontre que les coefficients a^^
d'une subst i tut ion de (F) peuvent être considérés comme des fonc-
tions continues des coordonnées des transformés de ces 71 4- i points .
Si le groupe r n'est pas discontinu, ' i l transforme les poinîs 0, A.,,
A 2 , . . . , A , , e n des systèmes de points tels que les transformés de 0
aient 0 pour point cPaccumuIation, pendant que A ^ , A ^ . . . , A , , ont
d'autres points d'accumulation situés sur l'.h.ypersphere

2 ^Prri : L

Dans ces conditions., la cont inui té des ci^ „ estiiiriforme, et l'on obtient
immédiatement les substi tutions inf in i tés imales . Le calcul complet se
trouve dans les Z/efo/Ly citées. -

Cette proposition a été énoncée et démontrée par M. Fub in i d 'une
manière plus générale. Si l'on essaie d'apptiquer le même raison-
nement aux groupes (F) de la-première Partie, on est conduit à expri-
mer les paramètres des substitutions de (F) en fonct ions des
coordonnées des transformés d'un nombre suffisant de points du
domaine principal. Mais il n'est pas évident que le système de points
d'accumulation auquel on est condui t comme ci-dessus soit, dans le cas
général, un transformé du système initial de points. , ,

Ce théorème prouve immédiatement la d i s c o n t i n u i t é dans le
domaine principal des groupes obtenus en partant d'un hermitien
j \y\^y^ • . • ^y/H-i) du type indiqué et à coefficients entiers d ' un corps
quadratique imaginaire k : on prend pour F les subst i tut ions sem-
blables à coefficients entiers dans /; ( { ) .

7. On verra encore, d a n s l e s Z / ^ o w / q u e ^ s i ^ î ^ l y O n n e p e u l p à s
prendre d'autre domaine principal que celui ind iqué ; si n = i, on peut

( 1 ) P'oir, pour ces groupes, PICARD, Acia math., t. ï et V; Ânn. de l'jEc. Nonn. sup.,
y série, t ï, 1884. . 1 ' ••..! •• 1 ! ! - • 1 ! 1 ; . ' , 1 1 • i i - 1 1
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On démontre aussi au même endroit que l'algorithme considéré ici,
appliqué à des hermitiens de discriminant non nul et d'un autre type
que celui qui a été indiqué, conduit à des groupes qui ne satisfont pas
aux hypothèses (H). Cependant, si l'hermitien est défini, le groupe
obtenu peut se relier à un groupe qui satisfait à ces hypothèses : on
trouve alors que les groupes discontinus qu'on peut obtenir ainsi ne
comprennent qu'un nombre fini de substitutions.

8. Si T I = I , les groupes considérés dans ce Chapitre coïncident
avec les groupes de Poincaré, mais ce point de vue est dû à M. Picard.
Si n == 2, on obtient des groupes considérés en premier lieu par
M. Picard; le cas de n > 2 est dû à M. Fubini .

9. Considérons l'expression différentielle, évidemment invariante

yiy/^-ly—l2 ) Sl^pl2-!^»-
-'"" / \ '"̂ ^

\p--\ ________ / \p=ï___________
y/j,o dy? — y^-n,o ^./«4-i2p=i

2 .̂pV- J^-H r
\ / > = i

on suppose, en l'écrivant, qu'on a affaire à l 'hermifcien (3). On peut
démontrer qu'elle ne dépend que des oc et de leurs différentielles. En

.,effef, le numérateur est le produit des matrices

—j'n^ï l y'1,0 y 2,0Vi J2 Jn J'/î4-l,Q

^-+•1,0d)\ dy^ ... dyn —dy^\\ \\ dj^^ dy^ ... cly^^

on peut donc le mettre sous la forme d'une somme de produits de
déterminants du second ordre tels que

y p y<r
^p ^p X

JP,O .Toso
^yp.o ^j^,o

sur cette nouvelle expression» on voit qu'on peut combiner linéaire"
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ment les lignes des matrices comme celles de déterminants. Or
y^ '-=, Xp y,,^, • djp = Xp dy^i 4- J .̂-n dxp (p •= i, 2 , . . . , / ? ) ; .

on voit ainsi qu'on peut, dans notre invariant di f férent ie l , remplacer
y? et ^(/?= i , 2 , . . , , n ) par ^ et ̂ , y^ par i, dy,^ par o.
L'invariant est donc

^y-p^dxp 4-^ I—^l^l'2 1^1^.
p^1 \ ^=1 /^=i

^,0 ^^P i -T- 1 Jl — /, j ^7? 1 j T., S w-^ f2

Si (<r,, x.^, ... ;, ̂ ) est dans le domaine principal, cet invariant est, par
rapport aux différentielles des parties réelles et imaginaires des. y,
une forme quadratique définie : car, si Çoc^oc^y ...,^) vient à l'ori-
gine, il devient

- • 1 n .

2i^l2-
p--=ï ' . ; . ,

Cet invariant joue un grand rôle dans les travaux de M. Fubini.
De l'existence de cet invariant, on déduit l'existence d'intégrales

invariantes de tous les ordres de multiplicité^ de i à 2 n, en
s'appuyant sur le théorème algébrique suivant, qu'on trouvera dans
les Leçons citées :

Soit la substitution linéaire

f n \l • 'V t^ ^m î /, ^ ' m , p ^ p j -

\ ^=1 /

qui change la 'forme quadratique
n. n

/(^l, •X^ ...,^,)==^ i^^m^PxmxP

m == 1 p == 1"

en . 1 . ' ^ • ^ • • • • ' • • - \
n n

©(.r,, X^ ...,^)==^ ^^m,p^m^p'

. 7/2==! p-^t' ' . ' ' ' . . . • • . . •

An.n. Ec. Norm,, (3), XXLKVI. — JUILLET 1919. 28
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Considérons les variables à r indices (i ̂ r^n) ^a,p, . . . s ? 9^- changent de
signe quand on échange deux indices (leur nombre est celui des combi-
naisons de 71 objets rà r, car les indices peuvent varier de i à n). La
substitution

1 V V- V a^^ ^4^•"^T^Z Z ' - 'Z ... ....
^a,OT

<^,CT
5)»,)^,. ..,CT

A=i . p.=i
^S,! a^^ â!ô,OT

change la for/ne quadratique
AQ(,,X -'^•a,uL • • • Aa,cT

( î i-i i i-i ̂  Ap." :::À^^a,?,...^ ^).,^,...,CT

a=i p==i 0 = 1 /.==! [^=1 CT==I • • • . •
AS,), Ag,?. • • * •A.O,CT

^ Za forme analogue où les A sont remplacés par les B.

Pour appliquer ce théorème à notre objet, on fait jouer aux diffé-
rentielles des parties réelles et imaginaires de oc^x^,.. .,x^ le rôle
des variables x du théorème, et aux éléments d'intégrale d'ordre r

^(A^^;,..., .0 {xp=xf^ix'l^

ou autres analogues où les x ' et les x" sont mêlés d 'une façon quel-
conque, le rôle des variables z du théorème.

En particulier, l'intégrale invariante d'ordre in
g ( 2 n}

u{x ^ , .^",, *2?^, . . .,, ^fi.)

•-Si-r
\ p=i /

a été employée, pour n == 2, par M. Picard. Poincaré a annoncé (1),
pour n == 2, l'existence des intégrales invariantes doubles et triples,
et donné explicitement l'iptégrale simple.

Toutes ces intégrales invariantes ont un sens quand la multi-
plicité d'intégration est dans le domaine principal, car si la forme

( 1 ) POÏNCARÉ, Œuvres, fc. IL p. ^*
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y(;r,i, x.^ . . . , ̂ ) de notre théorème algébrique est définie, il en est
de même de la forme relative aux variables ,s.

II, — Groupes quadratiques, comprenant les groupes hyperabéliens.

L Considérons une forme quadratique réelle, à n -+- 2 variables, de
discriminant non nul, décomposable en n carrés d 'un signe et deux
de l'autre; nous l'écrirons pour plus de commodité

0) yn 4-1^-1-2—9(715^2, • • • . j ^ - ) ,

CD ayant un carré positif et un seul. Posons

(2) ^==j^,:.y^2 (^==ï,2, . . . . , / r4-ï) .

Aux substitutions semblables réelles de (i) correspondent des substi-
tutions linéaires fractionnaires pour les œ. Si, pour le point initial,

(3) x^-==- cp(^.i, .x^ . .,, ̂ ),

cette relation subsiste pour le point transformé. En nous bornant aux
valeurs des x qui satisfont à (3), nous faisons ainsi correspondre aux
substitutions sur lesy

/ n^ \
(4) (r^; ̂ am,pyp j (m==i, 2, ..., n+ 3)

\ ^==1 f

une substitution sur les x

n

^^am\pxp-^' ^w^-^l 9(^1? ^2î • • • » ^n) + ̂ w,/i+2

(5) '. X^——^———————————————————————————

/^i^w-+-l,jo ̂ /î '"t"' a•n-+-ï.n•+-î ^{^ii ^'2') • " • •» '̂ /i) "+~ <2/^-^•2,/^-^-l

/^I. 1 . ' . . . . . . . . . . . ./'=!
• • (w=.î, '2, .. ., n).
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Ces formules entraînent
',

n

^ €ïn^^p^p+ a^+.i,/^î <p(^ly ^2? - - • ? lr^) + ̂ -i-lîn-Hî

9(Xp Xs, .. • , X^) === ^—————————————————~—————-————-•
^ ̂ rt+S,^^-^ a/î-^2,/^-+-l y C ^ Î ? ̂  - " • ? ^/J ̂  a7^-^-2,n+-2

p=l

Ces ' t ransformat ions (5) se réduisent, à des substitutions linéaires
fractionnaires si n == i ; mais pour n > i, ce sont des transformations
biTationnelles quadratiques.

Le croupe (F) que nous considérons dans cette section est un sous-
groupe de celui des transformations (5); on va le définir complètement
dans un instant.

2. Les substitutions (4) conservent évidemment l'inégalité
Tt.

-C-1 • Ô(!>
(6) y^i yn^'+- j/z-4-1,0 j^2— Z^^p^^r < °'".

• • • 1 1 1 ' , i i i ' - p=i " " 1 , • '.

Pour voir ce que cela donne avec les variables a;, nous pouvons poser

y •=yï —yi —yï —' • • —J2^
Alors,si . " •

, Xp~=- x^-\- i x ' p ( p = î , 2, . .., rî- -+- î ) î

et si (3) est vérifiée, l'inégalité (6) devient

(7: ,̂ 2 __ ̂  __ ̂  —— . . ——— <21 > 0.,

Ce domaine (7)3 conservé par (5), n'est évidemment pas l inéairement
connexe, mais se partage en deux régions linéairement connexes :
dans l 'une de celles-ci x\ est positif ; dans l'autre^ est négatif.

Parmi les transformations (5)y les unes échangent ces deux
régions, les autres les f o n t , revenir chacune sur elle-même : ces
dernières constituent un groupe, qui sera, par définition, le groupe (F).

Disons tout de suite que, pour n = = i / nous avons de nouveau le
groupe de Poincaré, et que c'est là le propre point de vue du célèbre
mathématicien ; pour 7î==2, c'estlegroupehyperabélien, que M. Picard
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a considéré de cette manière dès sou premier Mémoire ('); pour
n=i3y on retrouve les groupes qui font le sujet de ma Thèse de
Doctorat(2).

• 3. On va voir que, quel que soit n, (F) satisfait aux hypothèses (H).
Le domaine principal D sera défini par l'inégalité (7) jointe à

(8) ^>o.

On peut le ramener à distance bornée par la transformation biration-
nelle

(9) -^-ï^rT ^-^L,+7 (/^^...,n).

car, daas D, chacune des variables z est inférieure à un en valeur
absolue.

Donc, les hypothèses (H, 1 et 2) sont satisfaites. ' • : ! • .

4. Calculons le déterminant fonctionnel, pour vérifier (H, 3).
Nous désignerons par des majuscules les variables transformées; le

symbole à désignera ici les dérivations par rapport aux variables indé-
pendantes x^ x^, ..., ocn^.^ non liées par (3); à désignera les déri-
vations par rapport à x^ oc^y ..., o^, (3) ayant lieu.

Nous avons, d'après la première section^

Oo) ^(x.,x.,...,x^)_ /^.y^.
1 j \j j < \ ) \ —— j_a i •vf" j 7

. 0(^, SC^ . . ., .V^i) Vire-H!/

A étant le déterminant de (4)» c'est-à-dire' ± i. .Mais, f éfâat ^iriïé
fonction quelconque,

àf Sf 6f , . ,
—— = ——— — ———— <P^ .(j0== t, 2, .. ., 7î);
ÔXp ûûCp 0^-n / p '

alors, dans le premier membre de (10), on peut remplacer les

(1) PICARD, Journal de Math,, 4e série, t. I, i885.
( 2 ) G. GIRAUD, Ann, Éc. Norm. sup., y série, t, XXXÏI, ïQîS .
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dérivées o, par rapport à.2:'^ n^, ..., x.^ par les dérivées^. De plus

^=1'^ (^.,',-.,»)!
m == 1

donc, le premier membre de (10) peut s'écrire

c^X^X,, • •^X jFoX^t^^^ §X^ 1 ^ .
^(.r,,^, . . . , .z - / , ) <î^/,-+-i ^ '^"ar^it ' ' L ^=t J

Le crochet s'écrit aussi

,:——[X«+i — 9(Xi, Xa, . . . iX^) ] . .
o.a^_j_i

OU
, 1 . • „ X%-+-i—û)(X,i, Xa, . . ., X/i) /y^-aY2

. ^ . . . . . HJJ) , —————————————————^———————————— z=Z 1 -,"———j . • • , ; • • • • ,

.ï',,+1 =: ip ( .t'i.,a'3, ..., ̂ 'n} '^tï +-1 —— 9 \ ̂ '{ <> tz>'2 » • • " 1 t^^ / \ A %•4-2 /

En comparant avec (ïo), nous obtenons
/ v ^(Xi, X.2, ..., X^)

àÇ^i, ^2, • • • » •^)

1 •-^-A^^tiV2- __________________A___________________ •
— \ v / — r n "a t"

\ I^â/ v 1

1 ^a"+2^<'r^4"a/^-^21"+î?(''z'llîl'z''25 • • •5•:3:?")•4"a/i-+-2,/^-+-2 1Lp==i ^.j
Ce qui intervient dans (H, 3), c'est

' ! ! • ^ ( Z i ^ Zg, . . . , Z^)
^(^l? ^25 ' • • 5 zî^}

les ^ étant donnés par (9); ceci s'écrit encore
{x^iy (^-+. ̂ -i- p2.. .(^ -t-^-+- Q2 <)(Xi, x^ ..., x^)
(Xl+Q2(Xl+X24-02...(Xt4-Xp-4-Qâ û>(^,^, -..,^) <

On vérifie facilement (1) que le rapport des valeurs absolues de
chaquefacteur en deux points de l'ensemble fermé R intérieur à D
reste compris entre deux nombres positifs fixes. Donc il en est de
même pour le produit, et (H, 3) est vérifié.

( î ) Cf. ma Thèse ou les Leçons citées.
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5. Pour vérifier les hypothèses su ivantes^ nous démontrerons encore
que (r) est transitif dans D.

Tout d'abord (T) comprend la subst i tu t ion qui consiste à augmenter
chacun des x d'un nombre réel arbitraire; on le vérifie tout de suite.
On peut donc amener un point quelconque (x^ x^ ..., x^) de D à une
position où les x soient purement imaginaires. Comme on est dans D,
on vérifie tout de suite qu'on peut trouver alors une autre substitu-
tion de (F) annulant tous les x, sauf oc^ qui prendra la valeur z. La
transitivité est ainsi vérifiée.

6. Les expressions suivantes,

7^M,o"^n+2 -+-.7/^-2,o'/hM-l — 2J'i,o'/h -+- ̂ '^ÏP^P ?

/, == 2
n 2

ĵ +i 7^+2 "4-.7^+2 rWi—aji "^i"4-2]^^7^ î

ainsi que le premier membre de (6) et que Pexpression .analogue
dépendant des Y], sont invariantes par nos substitutions On peut en
tirer plusieurs invariants fondamentaux; nous vérifierons seulement
que

' : . ^ :
1 J^.l,0"/2/,4-2 4-y,î4-2,0"^»+l —— "-V'M^l + 2^ JP,O^P

^=2

Vf -4- y»,4-i rin^ -(- j^-pa •^-•-i — 2ji Y], +• 2j^ yp'nf

( 1 2 )

/ ^ \ 1
1 J/t-(-l,oJ^+2 +J^2,o7n+l — '̂ JlJl̂  -4- 2^W^M f 1

\ • p==2 ^ / 1

/

X ( yî^i,o^rt-+-2 4- Y3^2,0'/2fl,+l — 2Y)i,'3Qi,o -h 2^ ^P^P.O

p=î

en est un.
L'hypothèse (H, 4) se vérifie sans calcul. Pour vérifier (H, 5), nous

pouvons, d'après la transitivité de (r), placer le point (^, ̂ , ..., E^)
„ , ; 1 . . . 1 ,.; ' ^==.7]^ : - f ] ^ - ^ 2 . (W==,I , .2 , . . . . , . /À.) , - . , . . . . , . .. ; • . - 1 . : .. ^
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en ^ == i, ^ == $3 === ...'^l;.^^ o. La mul t ip l ic i té ( i ) de rhypothèse
est alors

/ î •n IP^I^S» •»-,^)—I 4-2/^1 |2 -+-1 cp(^i, ^2, .« .3 ^«)— i — a ^ j I2 __. •
Y 1 0 ^ . i î ( y.//2 ^ / a /.y.̂  —

j U ^ iX/ ^ —— •-A/ 4 —— • • . —— •X' ̂  j

Soit (.Ti, ^2» •-•? l x ?») uîl poirit de D;'appliquoîi?-lui une substitution
de point double (L, o, ..., o) : le point reste situé du même côté
de(ï3) . En particulier, sans changer y ^ y 724-1? yji+ï^ prenons une
substitution conservant

71-+-JJ -+-••- •^J'o

nous .pouvons en disposer de manière à annuler x^ x\, ..., oc'^ x[,
x'^ ..., x\ : le point initial est amené dans une position particulière
où x^ x^, x^ sont les seules coordonnées non nulles; comme, d'après
les propriétés des substitutions orthogonales, les coefficients de la
transformation peuvent se ramener d'une façon continue à ceux de la
transformation identique, on peut considérer que le point initial est
venu dans cette position par un chemin continu ne rencontrant
pas (ï3). On est ramené ainsi à vérifier (II, 5) pour n == 3 : cela est
fait dans ma Thèse ou dans les Leçons citées; À" est égal à un, \" à
l'infini. .

Pour vérifier (H, 6), on remarque que, s w ( i 3 ) y X ^ 2 — . . . — x ^
est limité supérieurement,,et qu'il en est de même tant que À reste
inférieur à un nombre fixe. Alors on écrit ( ï3) sous la forme

i , ' ! ' '•• ' • n. • • . - . , • : ' '
^l,^-.,^)+£|24-4^|^J2=8(À-I)(^^-...~^)^K

où l'hypothèse (H, 6) est évidente.
Quant à (H, 7), elle se voit sur (12).
Ainsi les hypothèses (H) "sont satisfaites,
Les hypothèses de la première partie, relatives à l'extérieur du

domaine principal, le sont également.

7 . O n peut démontrer (voir 'Leçons') que, pour n >> 2, il est impos-
sible de prendre un autre domaine principal que celui qu'on a indiqué
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ou son imaginaire conjugué. Si n = 2 et si

03 (.r'I, ^2) :=:::— ^1 ^2 ?

les plans des variables x^ et ^ se partagent chacun en deux demi-
plans, qu'on peut associer de toutes les manières possibles pour
former le domaine principal, à condition de se borner aux substitu-
tions qui conservent les demi-plans associés. Si /i === i, le domaine
principal indiqué et son conjugué remplissent tout le plan, sauf l'axe
réel.

On démontre aussi que, si l'on applique l'algorithme de cette sec-
tion à des formes quadratiques de discriminant non nul et qui ne
soient pas du type indiqué, le groupe obtenu ne satisfait pas aux hypo-
thèses (H). Cependant, si la forme quadratique est définie, le groupe
peut ^prolonger (au sens de la théorie des groupes) de manière à y
satisfaire : on trouve alors que les groupes discontinus de cette der-
nière sorte comprennent seulement un nombre fini de substitutions.

8. Un groupe F (du type de cette section) qui ne comprend pas de
substitution infinitésimale est discontinu dansî).

On le démontre en constatant que les paramètres d'une substitu-
tion de (F) s'expriment en fonctions continues des coordonnées des
transformés des poi nts Ap \Xp == i, x^ = 2 z, x^ •==- a si (m — i) (m —p) ̂  o )

(P-- =2,3,,.,,/t), Ai(.ri==^^2==..,==.y^=o), An-M^i^sz, x^-=^.=^Xn-=o).

Ce théorème prouve immédiatement la discontinuité des groupes F
obtenus en considérant les substitutions semblables à coefficients
entiers des formes quadratiques du type voulu et à coefficients
entiers (^ ).

9. L'invariant différentiel suivant permet d'appliquer aux groupes

( 1 ) Cf. POINCARÉ, OEuvres^ t. Il, p. 463. — PICARD, Jour fiai de Math.^ 4" série» t» I,
i885. ̂  GIRAUD, Aîiri Éc. Norm.jsup., 3e séné,, t. XXXII, 1915, eÈ t XXXin, 1916.

Ann, Éc. Norm., (3), XXXVI. — AOUT 1919. 29
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de cette section les raisonnements de M. Fubini :

j^+i,orfj^+2 -t-.y,»+2,oc(yn-n — 2.7l,«^J'i + ̂  yP^^r
/,=2

/ 7l \ /

(y^,.y^+ 7^,oy î - a b'i P + ̂  [Jp I2 ) ( dy^dy,,.
\ i,=î / \

•^ \\

+ dy,^,,» dy^ — 2 | dy, |2 + 2^ | dy.p |2 \

— — — 7 — — — — — ^ ^ \ 2 .
( yn^yn^. + yn^»y,M - ° - 1 ,ri l2 + 2^ | jp | 2 J
\ /,=2 /

On voit, comme dans la première section, que l'on peut remplacer
Yp et f/yp par Xp et ̂  (/> = i, 2, ... , n + i ), y^a par i, rfy^a par o.
Si l'on tient compte, en outre, de la valeur de x-^,, cet invariant
s'écrit

" / " \ /
2 |^<tet-^ ̂ ^pl2- ( ̂ -2 ̂ 2 ) ( 1^1 l'-S 1^/'1

" / " \ / " \.i^^.-v^^i2- ^p-2^2 ( i^-S'^i2)
____________,,_J_____________\ 7^=2 ' v_________/^ 3________L,

/ " X2.(^-s^)
\ ;)=: 2 /

Nous avons à vérifier que, dans D, c'est une forme hermitienne
définie par rapport aux différentielles. Pour cela, nous plaçons
(.r., x^ ..., ̂  en (a;, == i, x, = x, ==...= ̂  = o) ; l'invariant est
alors

n

^l^P;

- p=l

la vérification est faite.
Nous pouvons donc encore affirmer l'existence d'intégrales inva-

riantes de tous les ordres de i à an. Celle d'ordre an

/tl2n> d(x\, 3C'\,...,X'n}

j (a^-^2-...-^2)'1

a été, pour n ==2, employée par M. Picard, .
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III. — Groupes formés de plusieurs autres se prolongeant.

1.- Soient (I\), (Fa), .... (F,,) des groupes à n^ n^, ..., n^ varia-
bles, satisfaisant aux hypothèses (H). Soient x^ les variables du
groupe (Fy) (w== r , 2, ..., Tîy). Nous formons un groupe (F) à
^•4- ^2 4- ... 4-7^. variables en réunissant en un seul système les
formules générales des substitutions de (F\), (IV), ...,(F^). Si quel-
ques-uns des groupes (r\), (Ta), ...,(r\.) ne diffèrent que par les
noms des variables, nous admettrons, en outre, dans (F) les substi-
tutions qui consistent à échanger les variables d'un de ces groupes
avec celles d'un autre, ainsi que les combinaisons de ces dernières
substitutions entre elles et avec les précédentes.

On va démontrer que (F) satisfait aux hypothèses (H).

2. Soit D^ le domaine principal de (Fy). Le domainepr incipal D de
(F) se projettera sur l'espace (^yj, Xq^ ..., x^ ) suivant Dy : tout
point dont les r projections sur ces r espaces sont respectivement
intérieures à D,, Da, ..., Dy est dit appartenir à D.

En effet, si Fon effectue sur les r systèmes de variables les subtitu-
f ions qui amènent D^ D^, .. . 5 D,. à distance bornée, D est ramené à
distance bornée. De plus D est évidemment linéairement connexe.
En outre, il est invariant par (F). Les hypothèses (H, 1 et 2) sont
donc satisfaites.

3. Le déterminant fonct ionnel d'une substitution de (F) est le
produit des déterminants des substitutions composantes de (F^),
(Fa), . . . y (F^) multiplié par une puissance d e — r si quelques-uns
des systèmes de variables sont échangés. On en conclut immédiate-
ment que (Hy 3) est satisfaite.

4. Soit I^Finvariant fondamental de (F^); soient X^ et ̂  ses limites
d'oscillation dans Dy.

r
T __ V I < y — — ^

L^-17
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est u n invariant fondamental de(r); si A^ est i n f i n i , le terme corres-
pondant de la somme précédente est à remplacer par îy — À^.

En effet, l'hypothèse (H, 4) est évidemment satisfaite.
Pour (H, 5), V et X" sotit à.remplacer par zéro et l ' infini . En effet,

si l'on considère la multiplicité
, I= :A>o,

on voit qu'elle a des points dans D en décomposant X en r nombres
positifs X i , As, ..., ̂ ; comme l'équation

^/ — ̂ q _^_ _ — — — — — — y^

A y — — — — l y

donne une valeur de 1^ comprise entre X. et A^, la vérif ication est
faite. Chacune des régions

- 1 > À , 1 < À

est linéairement connexe. En effet, prenons, par exemple, la seconde;
si À , , Â^, ..., À,, sont les valeurs des différents termes de I, chacun de
ces termes peut être annulé en faisant décrire au point variable un
cheoîin con t inu , et sans que, le long de ce chemin, la valeur de ce
terme dépasse jamais sa valeur in i t ia le . (H, 5) est donc satisfaite.

(H, 6) est presque évidente, car, si À tend vers o, ^,, À^ ...,\.
tendent vers o aussi et, par suite, îy tend vers A..

Quan t à (H, 7), elle est ent ièrement évidente.
Les hypothèses (H) sont donc vérifiées. On vérifierait de même les

hypothèses relatives à l 'extérieur du domaine pr inc ipal , en.les suppo-
sant vraies pour (1^ ), (Fa), ..., (F/.).

5. En particulier, les (Ty) peuvent être pris parmi les groupes des
deuï premières sections de cette Partie. Dans ce cas, l'absence de
substitution infinitésimale suffit à prouver la discontinuité dans D.

En-outre, ces groupes auront des intégrales invariantes de tous les
ordres de multiplicité possibles : car en ajoutant purement et simple-
ment les invariants différentiels des (T<y) qui sont des formes quadra-
tiques définies de différentielles, on a un invariant du même type
pour(F).
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On retrouve ainsi d'une deuxième manière les groupes hyperabé-
liens de M. Picard.

N O T E ,

Sur quelques groupes automorphes satisfaisant ou non aux hypothèses {ti).

On peut déterminer , dans un 'groupe (T) satisfaisant aux hypo-
thèses (H), un sous-groupe composé des substi tutions qui satisfont à
certaines condi t ions supplémentaires. On va voir que ce sous-groupe
peut présenter des propriétés intéressantes nouvelles. On pourra aussi
considérer un groupe semblable à ce sous-groupe, mais comportant
moins de variables indépendantes : dans certains exemples, ce
groupe ne satisfait pas aux hypothèses (H); néanmoins , le lien qui le
rattache à un groupe y satisfaisant permet, au moins dans certains
cas, de construire des fonct ions automorphes correspondant à un
groupe discontinu de cette sorte.

1. Les deux catégories de groupes que nous allons citer d'abord
sont des généralisations d'un groupe d'origine ari thmétique étudié
par M. Picard (1).

Considérons, en premier lieu, la forme quadratique

(l) . jî^J-1+..-+J^-~ji^

avec un carré négatif. Pour toute transformation semblable réelle
de ( i) , les variables

^m=ym : J/^-l (W == ï, 2, .,., /Z)

subissent des transformations linéaires, formant un groupe (T). Ce
groupe peut être considéré comme un sous-groupe de ceux de la
Section 1 de la deuxième partie de ce Mémoire, car il conserve l'her-
mitien

yi^i,o,-^j2j2,o -4-... 4- y?tfn^— y//,+ij^-+-i,o ;

(1) PICARD, Ann. Scient, dé l ' É c . Norrn. aup., 3e série, t. XXX1H, 1916, p. 36â.
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cela suffît à nous montrer que les hypothèses (H) sont satisfaites, le
domaine principal étant

(2) Si^l2^-

Mais il y a avantage à rattacher ce groupe à ceux de la Section II.
Posons

jiî-2 =yï + yl -}-... -4- yl —jin ;

si aux équations qui définissent une substitution semblable de (i) on
ajoute l'équation

Y 7i-}-2 '^ Ĵ .+.g,

on a une substitution semblable de

(3) j^4-,yj+...-+-yî~j^i-y^2;

et comme, pour les valeurs considérées des y, cette forme est nulle,
on est bien dans le cas de la Section II. Les variables non homogènes
à introduire seraient, par exemple,

^m-^yrn '- ( Yn —' 7/2,4-2 ) (m=ï, 2, ..., n — 1 ),

Zn=yn^\ : (yn——yn^)-

Les x sont fonctions rationnelles des z : *

^m —— ^m '' ^n (, ̂ ' —- ^ ? ^? • • • 5 ^ ^ } y

Xn = (Z2, + Z^ -+- . . . -4- 5 .̂1 — -S^ -h 1 ) : 2^, ; •

et les z dépendent rationnellement des x et de

(4) V^f4~^J4-. . .+. r i—ï.

Si le groupe ne cont ien t pas de substitution infinitésimale, la dis-
continuité et l'existence des fonctions automorphes sont assurées
dans le domaine principal

Jljl,0+j2jâ,0 •+-— -+J^,0——y7î+1.7/2-"H,0——J//+2yn-+"2,0«>

ou, en revenant aux Xy
(5) | X\ •^-X\ -+",..-+-^ — I | —(^i , ^1,0-4-^2, ^2,0+• . . -4-^^ ,^^o——l)>0;

ce domaine est plus vaste que (2). Comme dans ce domaine^^ne
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peut s'annuler, nous sommes certains que le radical (4) n'empêche
pas les fonctions automorphes des z d'être fonctions uniformes des x.
Si l'on envisageait le prolongement analytique hors de ce domaine, il
faudrait, de chaque substitution semblable de (i), en faire deux
de (3)y en adjoignant successivement les équations

îff+î r=z y/z-t-Sî ^ n-t-î '==z——y^-t-2-

On vérifiera, à la suite de M. Picard, que les séries © formées à la
manière de la Section I, convergent dans tout le domaine (5) pourvu
seulement que la fonction rationnelle H soit bornée sur la multiplicité
formée des points réels tels que

(6) ^ +^4-._4_^:^î,

2. Si au l ieu de ( i ) on avait pris la forme

(7) Jî-+'^-+--.-+^-i—jâ-j^i,

avec deux carrés négatifs, on aurait eu un groupe (T) en posant
encore

^m =Jw : J/î+l (W- = I, 2, . . . , n).

On se ramène de nouveau au cas de la Section II en posant
n. — 1

y2 —— ^,2 i ,/2 ^C1 »,2
Jn+2 —— Yn -r- yn+i — ,7, }'m •

m =, l

Le domaine principal sera donc

2.
n — l

^1 -y j2 ___„ j /y» 2 __ T _^-— r\3D^ \ —— g Xj^ \ —— 1 -<. 0.

Comme y^ s'annule dans ce domaine, il sera nécessaire d^adjoindre
à chaque substitution semblable de (7) successivement les équations

Y^-i-2 ̂ ^/E-t-aî Y^+s ===—y/z^-a-

3. Si n = 2, les paragraphes 1 et 2 se confondent; nous sommes
ramenés au cas hyperabélien. La discontinuité et l'existence de fonc-
tions automorphes, quand il n'y a pas de substitutions infinitésimales,
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sont assurées dans tout, l'espace, sauf, en reprenant, la notation, du
paragraphe J-, sur la multiplicité

' • 1 [ ̂  + ^j _ i [ — | ̂  |^ — [ x, |2 -+- i = o.

On verra que les séries © du paragraphe 1 convergent partout en
dehors de cette mul t ip l ic i té .

Le groupe d'origine arithmétique étudié par M. Picard dans son
Mémoire cité est de cette nature.

4. Prenons la forme quinaire, du .type de la Section II,
(8) ^.yg—^i-h^| 4-^J,

et considérons-en les substitutions semblables telles que Pon ait
Xi^X^i, À==±: ï. .

Alors, pour x^ = o, nous pouvons introduire les variables ^, Y] telles
que ,,..1-

. .a?*, "4- i^s ^î — ^t •- ^'4
• . ^=-——^ "^—::—-^ ^^""ï"".2 y X y a/ 3

On constate alors, en imitant le raisonnement relatif aux groupes
hvperabéliens, que l'on a dos substitutions des deux types

('f ^-4- b Op Y] -h b^\ A. a-n -\- b ao ^ -h ^p \
^'^'c^T^5 c o - n + < / o / 7 V^^'c-n-h^7 co2+^o/

a, &, c, Jetant quatre nombres complexes, a^ b^y Co, d^ leurs conju-
gués. Ces groupes ne satisfont pas aux hypothèses (H) ; cela n'a rien
d'absurde, car, pour x^ == o, on ne peut pénétrer dans le domaine
principal de la Section II.

Si en particulier ^ et T] sont des variables imaginaires conjuguées,
on obtient les groupes à une variable sans cercle principal.

5. Soit enfin la forme quinaire, du type de la Section II,
(9) ^i^g-4- ^2^4-h^j;

considérons-en les substitutions semblables telles que l'on ait
! ! , . . X2'== \X^
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Si oc^ = o, nous po'uvons, mtrod-uire les variables E, Y] telles que

'^•=zx^ : ,:<;i, rj = ...r̂  : ,ri, cri •= — ̂  '; ^'i.

On constate alors que E et Y] subissent des subst i tut ions du type
F- ' _^-J^ à Y 3 + A c 2 • + - B £ - ^ C - ] , , , , ,. ,, , , , , ,
[-•^ T(^~T)' ——?^qrï7)——J (^^^^A,B,LreeIs;aJ-^=i).

Les hypothèses ( H ) ne sont pas satisfaites,même si l'on se borne
au cas où A = ± i ; du reste, x^ ne peut s 'annuler dans le domaine
pr inc ipa l de la Section II.

An/h Rc. Norm.) ( _ 3 ) , X X X V I . — A-our îyn». ^0


