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SUR

LES FONCTIONS AUTOMORPHES
D'UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES

Par M. Georees GIRAUD.

— — L e

Sil'on entend par fonction automorphe de »n variables une fonction
S, xy, ...y 2,) telle que Von ait

_/.{.Z'l, Loy einy .’Z‘,l) =/(\‘~19 Kz-, tey Xm

pourvu que X,, Xoy ey X, résultent de z, @,, ..., x, par certaines
transformations birationnelles, ou méme analytiques biunivoques,
formant nécessairement un groupe, on a une catégorie trés vaste de
fonctions. Les plus ancicnnement connues furent certainement les
fonctions périodiques, et en particulier les fonctions circulaires.
Ensuite vinrent les fonctions doublement périodiques d’unevariable,
ou fonctions elliptiques, puis les fonctions abéliennes de » variables,
enfin les célebres fonctions d'une variable auxquelles le nom de
Poincaré restera attaché, et les fonctions de plusieurs variables, dont
les premiéres furent découvertes par M. Picard, et qui généralisent
les fonctions de Poincaré. 3
Dans ce vaste champ d’études, nous nous attacherons ici 4 une
catégorie tres particuliere de fonctions, ne comprenant notamment ni
les fonctions elliptiques et abéliennes, ni les fonctions de Poincaré
dont le groupe ne conserve aucun cercle. Nous €noncerons certaines
hypothéses (H) auxquelles doit satisfaire le groupe des transforma-
tions qui font passer de z,, @, ..., z, 4 X,, X,, ..., X,. Ces hypo-
théses (H) sont fort simples, bien qu’elles ne soient pas satisfaites
dans les cas qui viennent d’étre indiqués. Et surtout, les résultats
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obtenus moyennant ces hypothéses ont eux-mémes un caractére de
simplicité particuliere; on verra que, pourvu qu’un groupe satis-
faisant a ces hypothéses soit discontinu, il admet des fonctions auto-
morphes : tandis qu’on sait parfaitement trouver, par exemple, des
systémes de quatre périodes pour deux variables, donnant naissance
a des groupes discontinus, et auxquels ne correspond aucune fonction
abélienne. A cet égard, les fonctions considérées ici apparaissent
donc comme plus simples que les fonctions abéliennes. '

Parmi les fonctions auxquelles s’appliquent nos hypotheses se
trouvent les fonctions de-Poincaré dont le groupe conserve un cercle,
et la plupart des fonctions de plusieurs variables que les mathémati-
ciens ont introduites a la suite de M. Picard. Nous énumérerons plu-
sieurs de ces fonctions apreés la théorie générale qui formera la pre-
miere Partie de ce travail. '

Dans cette théorie générale, nous nous attacherons surtout i prouver
existence des fonctions automorphes, & indiquer les conditions
locales que I'on peut leur imposer et & donner une méthode générale
de formation du polyédre fondamental (méthode de rayonnement).

Dans la deuxiéme Partie, ['objet principal est de prouver que les
catégories de fonctions énumérées satisfont aux hypothéses (H).

On peut démontrer, pour plusieurs de ces catégories de fonctions,
des théoremes d’aprés lesquels n+ 1 fonctions automorphes de
nvariables sont liées par une relation algébrique (*) : mais les démons-
trations actuelles de ces propositions obligent & considérer séparé-
ment les différentes catégories de fonctions; elles ne rentreraient done
pasbien dans le cadre du présent travail et sont réservées pour une
autre occasion.

Beaucoup des résultats qui suivent sont oblenus depuis longtemps.
Une partie de la théorie générale a déja été trouvée par M. Fubini (?),
mais avec des hypothéses différentes : pourtant, il ne semble pas
qu’on ait cité jusqu’a présent de catégories de fonctions, ou plutot
de groupes, satisfaisant aux hypothéses (H) et ne satisfaisant pas i

(1) Georges Giraubp, Comptes rendus Acad. Se., t.164,.1917, p. 386 et 487; L. 166,
1918, p. 24; t. 169, 1919, p. 132. : y o

(?) Fusi\t, Annali di matematica, 3° série, t. XI, 1905, p. 159; t. XII, 1906, p. 347;
t. XIV, 1908, p. 33.
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celles de M. Fubini. On ne saitdonc passi les deux ensembles d’hypo-
théses sont ou non équivalents. ,

D’ailleurs, toute cette théorie générale a été édifice par des géné-
ralisations et des modifications successives des raisonnements de
Poincaré, que M. Picard a été le premier 2 adapter & des fonctions de
deux variables. Le cas de plusieurs variables differe, en effet, de celui
d’une variable, notamment pour la formation des fonctions @ et pour
'emploi de celles-ci & la formation des fonctions automorphes; et les
particularités que M. Picard a rencontrées pour ses fonctions de deux
variables se retrouvent sans changement dans le cas général. La
méthode de formation du polyédre fondamental qu'on trouvera plus
loin a déja été présentée, sous une forme différente & cause des hypo-
théses, par M. Fubini ; sa premiére idée parait remonter () & Dirichlet;
MM. Fricke et Klein s’en sont servis pour les groupes de Poincaré.

Quant aux types de groupes énumérés dans la seconde Partie, la-
plupart sont dus & Poincaré, & M. Picard et & M. Fubini. Jindique
pour tous ces types linvariant différentiel qui permet de leur appli-
quer la théorie de M. Fubini, et jen déduis I'existence d’inzégrales
invariantes de tous les ordres de multiplicité, de 1 a4 2n, n étant le
nombre des variables. .

Jécris dans ce Mémoire les intégrales multiples de celte maniére :

(n)
f Sy, @ay ey @) d(@), 22y eeny X)),
R

R désignant le domaine d’intégration, d(z,, x,, ..., «,)-I'élément de
ce domaine, et n, qu’on remplace par des accents ou des chiffres
romains quand il est donné numériquement, l'ordre de multiplicité
de Uintégrale. Cette notation, qui permet d’écrire 'aire d’une surface S
de I'espace a trois dimensions

[ VaG e o At
S

sans introduire de parametres particuliers, est commode pour la
démonstration de I'existence des intégrales invariantes.

(V) Cf. Bull;des Se. math., t. XXXVIII, 1914, 1™ Partie, p. 15o.
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Les matiéres traitées dans ce qui suit sont développées plus com-
plétement dans un Ouvrage qui paraitra prochainement dans la collec-
tion de M. Borel sous le titre : Lecons sur les fonctions automorphes.
I m'arrivera plusieurs fois de renvoyer & cet Quvrage, pour des
‘démonstrations omises ou abrégées ici.

PREMIERE PARTIE. .

Théorie générale.

L. Nous désignerons par (I') (entre parenthéses) un groupe dont
la substitution générale dépend d'une maniére continue (') de cer-
tains parameétres, et est birationnelle ou méme analytique biunivoque.
Si @,, &,, :.., &, sont les variables, la substitution générale est définie
par des formules telles que

Xi =Fr(Z1y Zay ooy Xy @y Aoy oeny Q) (k=1, 2, ..., n),

oit les X sont les variables transformées et les @ des parameétres, qui
peuvent d’ailleurs étre assujettis & des conditions d’égalité ou d’iné-
galité. On peut avoir d’autres systémes de formules concourant, avec
le précédent, i former (T'). '

Pour notre théorie, (I') sera supposé satisfaire & certaines hypo-
théses, nommées hypothéses (H). Ces hypothéses font intervenir un
domaine ouvert D et un invariant I. On suppose :

1°Que Dest tout entier a distance limitée (c’est-a-dire intérieur 2 une
hypersphére de 'espace & 272 dimensions ot les coordannées sont les
parties réelles et imaginaires de x,, ., ..., ,), ou peut y étre ramené
par une transformation analytique biunivoque; D est, en outre, linéai-
rement connexe;

2° Que D est changé en lui-méme par toute transformation
de (T'); -

(1) La continuité n’est pas indispensable; (I') est le groups dont nous extrairons des
groupes discontinus.
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3° Qu’a tout ensemble fermeé R intérieur & D on peut faire corres-
pondre deux nombres positifs M et m tels que le rapport des valeurs
absolues du déterminant fonctionnel d’une substitution quelconque
de (I') en deux points quelconques de R reste compris entre M et 72;
si D n’est pas a distance limitée, cette hypotheése doit étre vérifice par
le groupe transformé de (I') par la substitution qui raméne D & dis-
tance limitée; il faut, pour que cette hypothése ait un sens, que les f;
soient holomorphes dans D;

4° Que I est une fonction réelle continue dans D des parties réelles
et imaginaires de z,, x,, ..., @, ¢t de n autres variables &,, &,, ..., £,;
plus brievement, I est une fonction de deux points, I(A, B); cette
fonction est symétrique :

1(A, B)=1(B, A).

En outre, I ne change pas si 'on fait subir & A et & B une méme tr;ins-
formation de (I) :
- L(A, B) =1(A, B'),

pourvu que A’ et B’ soient les transformés de A et B par une substitu-
tion de (1');
50 Qu’il existe deux nombres réels A/ et A~

7\/<7\//
tels que, pour
W <<,
la multiplicité
(1) - o LA, M) =2,

ol A est fixe dans D et M variable, partage D en deux régions linéai-
rement connexes, dont I'une, contenant A, n’atteint pas la frontiére
de D; A" peut étre remplacé par U'infini; :

€° Que si A tend vers X/, les points de (1) tendent uniformément
vers A o

7° Que si M tend vers un point de la frontiére de D, I(A, M) tend
vers A", uniformément par rapport 4 A et a M.

Telles sont les hypothéses (H); dans la suite, nous les désignerons
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par (H, 1), (H, 2), ete., selon leur rang dans cette énumération (*).
D se nommera le domaine principal, 1(A, B) linvariant fonda-
mental; (1) seva wae multiplicité cyclique, de parameétre et de centre A;
larégion de D qui est située du méme eoté de (1) que [e centre est
Vintérieur de la multiplicité, Uautre région est son extérieur.

2. Soit " (sans parenthéses) un groupe d'une infinité énumérable
Si, S,, .0y S, ol de substitutions de (I'). Appliquons (outes ces subs-
-titutions & un méme point A, et comptons chaque transformé pour
autant de points qu'il y a de substitutions le déduisant de A. On dit
que U est discontine en A si A n’est pas un point d’accumulation de
ses transformés; en particulier, A n’est point double que d’un nombre
fini de substitutions de I

\

3. Tukorime. — 1° 8t I est discontinu en un point du domaine principal,
" est discontinu en tout pornt de ce domaine; ’ ’

2° Les transformés par ' d’aucun point de D n’ont de point d’accu-
mulation dans ce domaine. '

Soit A le point de D en lequel T est discontinu. Nous allons tout
d'abord trouver un nombre % tel que les multiplicités cycliques qui
ont pour centres A et ses transformés par I et pour paramétre A solent
toutes entiérement extérieures les unes aux autres, exception faite
pour celles qui ont le méme centre et qui sont alors confondues.

A n’est pas point d’accumulation de ses transformés; on peut done,
d’aprés (H, 6), trouver un nombre X, > 1’ suftisamment voisin de '
pour que la multiplicit¢ M, de centre A et'de paramétre 2, ait i son
extérieur tous les transformés de A différents de A.

Soit A, un nombre tel que A" <A, <A,. Considérons tous les points
intérieurs aux multiplicités M, de paramétre A, et de centre non inté-
rieur & M,, ou situés sur une de ces multiplicités; adjoignons-leur les
points de la frontiere de D. Nous avons ainsi un ensemble parfait R,.

() Dans I'Ouvrage Lecons sur les fonctions automorphes, les hypothéses (H, 4 4 7)ont
leurs numéros augmentés de deux unités; les hypothéses (H, 4 et 3) de cet Ouyrage
sont relatives a une intégrale 2 n—uple qui n’est pas indispensable pou1 notre objet, ainsi
gu'on l'explique dans cet Ouvrage.
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Car, soit B un point de cet ensemble : s'il est intérieur & une multi-
plicité M, ou situé sur son contour, B est un point d'accumulation des
points de R,; si B est sur la fronticre de D, tous les points de cette
frontiere faisant partie de R,, B fait encore partie du dérivé de R,;
d’ailleurs les points de D assez voisins d'un point de la frontiére font
aussi tous partie de R,. Soit maintenant C un point du dérive de R,
s1 Cest sur la frontiére de D, il fait partie de R,; si G n’est pas sur la
frontiére de D, soient B, By, ..., B, ... des points de R, ayant C pour
unique point d’accumulation; les centres L,, E,, ..., E,, ... des multi-
plicités M, correspondantes n’ont aucun point d’accumulation sur la
frontiere de D, d’aprés (H, 7);alors si E est un de leurs points d’accu-
mulation, E n’est pas intérieur & M,, et C se trouve, d’apres la conti-
nuité de I, & Iintérieur ou sur le contour de la multiplicité M, de
centre E; done C fait partic de R,. R, est identique & son dérivé, done
R, est parfait.

Or A ne fait pas partie de R, ; car, d’aprés (11, 5), une multiplicité
dont le centre n’est pas intérieur 2 M, n’a A & son intérieur ou sur son
contour que si son paramétre est au moins A, > A,.

Donc, d’apreés (H, 6), il existe un nombre A, >4 tel que la multi-
plicité M; de centre A et de paramétre A, ait & son extérieur tous les
points de R,.

Soit A le plus petit des nombres A, et A,; les multiplicités cycli-
ques M de parameétre A et de centres A et ses transformés sont Loutes
extérieures les unes aux autres, c\ceptmn faite pour celles dont les
centres sont confondus.

Soit ¢Z 1 le nombre fini des substitutions de I' qui ont A pour
point double; tout transformé de A est aussi point double de g subs-
titutions de I".

Supposons D ramené i distance finie. Soit R un ensemble fermé inlé-
rieur & D. Les multiplicités M’ de paramétre A et dont le centre appar-
tient & R forment, par la réunion de leurs intérieurs et de leurs

“contours, un ensemble fermé R': la démonstration est analogue a celle
qui, plus haut, concerne R,. I(B, C) est continu, pourva que B et G
apparticnnent & R’; la continuité est donc alors uniforme. Or les
multiplicités M dont le centre appartient & R sont des multiplicités M’;
donc 1la distance (au sens ordinaire) d’un point d’une de ces mulli-

Anna Ec. Norm., (3), XXXVI. — Jumier 1919, 25
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plicités & son centre reste supérieure 2 un certain minimum p > o,
sinon, i cause de la continuité uniforme, I serait aussivoisin de A" que
veut, done inférieur & 2. Done, la distance des centres de deux de ces
multiplicités est au moins 2535 donc les transformés de A n’ont pas de
point d'accumulation dans R, ni, par suite, dans D.

Pour achever de démontrer notre théoréme, il suffit de faire voir
gue I" est discontinu en un point quelconque B de D. Admettons qu’il
n’en soit pas ainsi : nous aboutirons a une contradiction. Soient en
effet B,,B,, ..., By, ... des transformés de B ayant B pour unique
point d’accumulation. Soit &, =I(A, B); les points des multiplicités
de paramétre A, et de centres B,,B,,...,B,,, ... n’ont comme point
d’accumulation aucun point de la frontiére de D, d’apres (I, 7); or,
chacune de ces multiplicités passe par un transformé de A, d’apres
(H,4); donc ces transformés de A ont un point d’accumulation inté-
rieur 3 D : ¢’est la contradiction annoncée.

Le théoréeme est démontré.

4. Tmeoweme. — Sotr 0 (#,, z,, ..., x,) une fonction rationnelle ou
analytique uniforme qui soit holomorphe dans D et sur sa frontiere.
S0it (%) s Xy s -5 X)) le transformé de (z,, x,, .. ., x,) par la subst-
tution S, du groupe I discontinu dans D. La série

L
) 0(x, L Ypp) 1%
. . __Z: ” . Z1,py Lapy o> Lap
O(x, &gy ooy )= X H(2y py 2ap, ooy Ty p) [ > s Ln.y ,

d('l’lv Loy v vvy Ty)

p=1

.

ot k est un entier au moins égal a 2, est absolument et uniformdément
convergenle dans tout ensemble fermé intérieur & D (supposé ramené a
distance finie).

Comme, sous les hypothéses faites, |H| est dans D inférieur a un
nombre fixe, nous sommes ramenés i prouver la convergence uniforme
de la série '

(2) 2 10('v1,,n Lopy =5 Lup) 2.

d(Xyy Zay vvey Tn)

p=1

Soit A un point de D. Soit 2 le parameétre des multiplicités, intro-
duites dans la démonstration précédente, qui ont pour centres A et ses
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transformés, et qui sont toutes extérieures les unes aux aufres.
Soit M, I'intérieur de celle d'entre elles qui correspond 4 S,. La série
d'intégrales 2 n-uples

e’ - N o
2] (/(_.LX,JI,.IZ,..,,J”) (=, l2,)

~p=1

est convergente, car la somme d’un nombre quelconque de termes ne
dépasse pas, ¢ étant le nombre des substitutions de point double A,

t2n) '
[ dte, o )
“D
[on désigne -ci pard (2,2, ..., 2)) 'élément de domaine d'inté-
gration a 27 dimensions|. Or, en supposant que S, soit [a substitution
identique, la méme série peuts’écrire

o ' '
(2n) ! " nooy
d( 7'1 , X e, T
/) 1 /)7 e (ol "
E/ : e A N S A N

= a(. 'y, e, )

Mais on connait I'identité

- X R ) . o
Jd(x, oy Epy s Tpp) \()(.‘1,,]), Xy py vuy Tyl |?

Iy, ey oy )

'_./ o o
o(ay, 2y, ..., &y)

Si M et m sont les nombres de I'hypothese (H, 3) qui correspondcnt
a M,, on en déduit que la série

{;‘ m ()(-Tl,pa Lopy + =y xn‘p) : /A(?n)d(’x’ . ) y
A-J ()(xhil'zv ...71'71) | a1 FTD T ey el
]1=I 1
ou le déterminant fonctionnel est pris en A, a ses termes inférieurs a
ceux de la précédente ; par suite, la série (2) converge en A.
La convergence uniforme dans tout ensemble fermé intérieur a D
résulte alors 1mmcdlatement de (H, 3)
Le théoréeme est démontré.

Pour conclure de ce théoreme I'existence de fonctions automor-
phes, il suffit de prouver que la fonction © n’est pas nécessairement
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identiquement nulle..En eftet, la fonction @, quiestévidemment holo-
morphe dans D, satisfait i la relation fonctionnelle

T0(xy s T ey Tpp) TR
P . \ Py L2 ps s LnLp

O(x Loy oney X =0 (., x5, ..., 2y) ~ - .
( 1,2 2,0 ) u,])) ( I 2, B n d( X1y Loy - e, ‘[.")

Si 'on peut trouver deux fonctions © non identiquement nulles
correspondant au méme nombre £, leur quotient sera une fonetion
automorphe.

Cette possibilité sera démontrée un peu plus loin; ce sera un cas
particulier d’une proposition plus générale. 11 est auparavant néces-
saire que nous revenions au groupe (I').

6. Supposons qu'une substitution 8 de (T') ait un point double A
intérieur & D; soit
Sz=(ry, Zay +-.y Tn; Xy Xa, oty Xo).

Formons I’équation en s :

0% X,
(}.7)1 ) d’l‘_) d-z'n
oXs Xy I9X,
ER FE 0x, = o,
dx, oz, da,

ou les dérivées sont prises en A. Je dis que les valeurs absolues de toutes
ses racines sont égales & 1.

En effet, il n’en était pas ainsi, on pourrait supposer, en rempla-
cant au besoin S par son inverse, que I'une des racines cst supérieure
a un en valeur absolue. Si alors s est, par exemple, celle des racines
dont la valeur absolue est la plus grande, et si I'on s’arrange pour
que A ait pour coordonnées x, =z, =...=a2,=o0,

.

Poincaré a
démontré (') qu’il existe n fonctions d'une variable y, o, (),

@5 (¥)s--+5 9, (y), méromorphes a distance finie, s’annulant avec y, et
telles que

or(sy) =Xp[o(y), 02(¥)s -y 2u(¥)] (h=1,2, ..., n).

(1) PoINCARE, Journal de Mathématiques, 4° série, t.°VI, 1890, p. 313.
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St nous considérons les points de coordonnées
=0k Y ),
leurs transformés par S? s’obtiennent en changeant » en s”yv. Si main-
tenant p tend vers — oo, on voit que ces points tendent vers A. La
multiplicité cyclique de centre A qui passe par I'un d’eux a done,
d’apreés (H, 4), des points aussi voisins de A que I'on veut; elle a done,
d’aprés (H,6), 1" pour parametre; mais cela contredit alors 'hypo-
. thése (H,6), d’aprés laquelle une multiplicité cyclique de para-
meétre A se réduit & son centle Cette contradiction prouve notre
proposition. o

7. SiS fait partie d'un groupe discontinu T, comme il y a seulement
un nombre fini de substitutions de I" qui aient A pour point double,
les arguments de toutes les racines s de 'équation précédente sont
commensurables avec =, et, méme si quelques-unes de ces racines sont
confondues, les termes du premier degré de X,, X,, ..., X, n’en sont
pas moins suscepfibles, par une transformdtlon homo«rmphlque de
I'espace, de prendre la forme | '

X/;—_.ﬁ/,..z/;+... (h=1, 2, ..., n);

les termes non écrits étant du second degré au moins. En effet, une
certaine puissance de S se réduit & la substltutlon 1dent1que

8. Les substitutions de S qui ont A comme point double formentun
groupe G d’un nombre fini de substitutions. 1l est donc facile de
former des fonctions invariantes par G. Parmielles, considérons celles
qui sont holomorphes en A, et développons-les en série de puissances
de z,, ,, ..., x,, A étant a I'origine. Dédns ce développement, consi-
dérons les termes jusqu’au degré r quelconque choisial’avance. Ilest
presque immédiat qu'ils ne sont pas arbitraires : en effet, 'ensemble
des termes de plus bas degré non nul, par exemple, doit se reproduire
par les substitutions de G réduites d leurs termes de plus bas degré.
Donic, ces termes dépendent linéairement d’un. certain nombre de
paramétres inférieur au nombre '

(n4+1)(n+2)...(n+r)
I.2...7r




198 GEORGES GIRAUD.

de ces termes. Nous dirons que ce sont les paramétres correspondant
au point A et & 'entier r

Si A n’est point double que de la substitution identique de I', on
peut maintenir la méme définition, mais alors le nombre des para-

metres est
: (n+1Y(n—+4-2)...(n+r)
-

c’e:s't' -3 dire que tous les coefficients sont arbitraires.
Comme les fonctions automorphes de I', supposées existantes, sont |
invariantes par G, on peut parler de leurs parametres en A, pourvu
qu’elles soient holomorphes en ce point.
Nous arrivons maintenant au théoréme quinous prouve, en parti-
culler T'existence de fonctions automorphes annoncéeaun®b

.. 9. Tugorine. — Considérons dans le domaine principal D un nombre
quelconque m de points A, A,, ..., A, distincis, tels que deuz points
dyfférents ne soient pas lransformés l'un de l'autre par une substitution
du groupe discontinu T'. Soit r un entier donné. Il exisie des fonctions
automorphes de T' dont les paramétres correspondant aux m points et a
Uentier r ont tous des valeurs données a [ avance.

~ Cette proposition est utile quand on aborde I'étude des relations
algébriques qui existent dans certains cas entre les fonctions auto-
morphes de I',.et:I'étude des équations différentielles ou aux dérivées
partielles queices fonctions permettent d’intégrer.

.iPour: abrgger, nous nous bornerons ici au cas ou aucun des
points-Ay, Ay, ..., A, n’est point double.d’une substitution non iden-
tique de T'; la démonstration générale se trouve dans 'Ouyrage cité
Legons sur-les fonctions automorphes.

“Observons qu’il. suffit .de- démontrer l'existence de fonctions auto-
morphes. pour lesquelles ces paramétres, c¢’est-a-dire ici les valeurs
des fonctions et des dérivées partielles jusqu’a 'ordre r auxm points,
aient des.valeurs aussi voisines que I'on veut de celles qui ont 6té
données & I'avance. Car alors on pourra former des fonctions auto-
morphes en nombre égal & celui des conditions imposées, et pour
lesquelles le déterminant correspondant ne soit pas nul : en combinant
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linéairement ces dernicres fonctions, on pourra remplir exactement
les conditions imposées.

Nous pouvons alors nous borner d prouver qu’il existe deux séries 0,
correspondant au méme nombre £, prenant, ainsi que leurs dérivées
jusqu’a Pordre 7, des valeurs aux m points aussi voisines que 'on veut
de valeurs données : leur quotient sera la fonction automorphe cher-
chée. o

Remarquons que, les séries O étant des séries uniformément conver-
gentes de fonctions holomorphes, leurs dérivées partlelles s obtlennent
en dérivant terme 4 terme. '

Nous choisirons d’abord (') la fonction H qui intervient danx ld
série O@; ensuite nous déterminerons £.

Il'y a seulement un nombre fini de transformations de I* dont le
déterminant fonctionnel en I'un des points A,, A,, ..., A,, soit au
moins égal & un en valeur absolue (D étant bien entendu ramené &
distance finie). Mettant & part la substitution ideintique, nous assu-
jettirons tout d’abord H et ses dérivées jusqu’a 'ordre » & s’annuler
aux points en lesquels les autres substitutions de cette sorte‘c’hangent
ALA,, . A, : : '

De plus, H et ses dérivées jusqu’a P'ordre » doxvent prendre en A,,
A,, ..., A, exactement les valeurs données. Ce

On peut satisfaire A toutes ces conditions en prenant pour H par
exemple, un polynome. H est alors holomorphe dans D, comme il le
faut.

H étant ainsi choisi, on va voir que, si £ estassez grand, le rebultat
cherché estatteint. '

En effet, ® (@, ., ...,2,) se compose premi¢rement”du ferme
H (x,, x,, ..., x,), corrospondant 4 la substitution idenliqué, et
deuxiemement d’une série infinie d’autres ‘termes. Il faut prouver
que, % étant assez grand, cette deuxiéme partie et ses del'l\'GESJqull &
Pordre » sont dl]ssl petites quc l on veut en A, A,, ol A,,L

(1) Ce raisonnement n'est qu'une généralisation de celui que M. Picard a employé
pour ses fonctions de deux variables (Acta mathematica, t.1, 1882, p. 314), M. Picard
a d’ailleurs lui-méme indiqué des geneldhsauons de son premier résultat (Acta math.,
1.V, 1884, p. 168 el suiv.). : :
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Soit

O( @y ps Ta sy« v e s x,,_p)]"'

H(xpy Xapy «v -5 Znp) [ 3z, =, )
iy 2y e e e s R

‘un terme quelconque de cette deuxiéme partie. Une dérivée quelconq ue
d’ordre ¢ de ce terme est le: produit de

(O(X . Tapy o ees ,,lp) k-q
()(‘I.l* ‘l"ls R J/n)

par une fonction "qui, par rapport i 4, est un polynome d’ordre ¢ (si
I'on ne dérive pas, ¢ = o).

SigZr,etsile terme est 'un de ceux dont le déterminant fonc-
tionnel en I'un des points A, A,, ..., A, estau moins égal a un en
valeur absolue, cette denvce est nulle quel que soit £, d’apresle choix
de H. Lo \

Tracons des hypersphéres de centres A, A,,.,.,A, et de rayons
assez petits pour étre tout entiéres intérieures &4 D. Soit g le maximum
du rapport des valeurs absolues du déterminant fonctlonnel pour
I'ensemble fermé formé par ces hyperspheres [hypothése H, 3]. Parmi
les termes restants, il y en a seulement un nombre fini pour lesquels
la valeur absolue du déterminant fonctionnel en 'un des points A,,
A,,..., A, atteint 1: g. Ces termes ont, dans ® et dans ses dérivées,
une part-aussi petite que U'on veut si £ est assez grand.

Pour les autres termes, on a, dans toutes les h)pelsplwres,

d("l"l.;n Lops -3y Tn p)
d(xyy oy ooy Zy)

Spp<<i;
u, est, par exemple, le produit par g du déterminant fonctionnel
en A,.

Le terme de @ est-donc, au plus, égal en valeur absolue i My,
dans toutes ces hypersphéres, M étant le maximum de [H| dans D.
Pour les dérivées de ce terme jusqu'a I'ordre r, il faut prendre en
A, A, oo A, Mk, M dépendant de M, de r, et des rayons des
hypersphéres. En effet, une de ces dérivées est

al Bl .2![“” T30y Say oees 30)A( 31y 32y o vvy 3,)
’ (5, — x, )Dt*i—-l(z.z____x-z)ﬁﬁ-l. . .(5”_‘.13")7.4—1

(a+B+...4+hir);

o
=)




LES FONCTIONS AUTOMORPHES B UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES. 201

Xy, Ty, ..., 2, sont les coordonnées de celui des points A, A,, ..., A,

que l'on considere; J(x,, 2, ..., 2,) est le terme que Uon dérive; le

domaine d’intégration est formé, par exemple, de n cercles, tracés

dans les plans z,, z,, ..., 5,, avec les centres x,, @,, ..., x,, et avec le

rayon\/—P_, ot g est le rayon de ['hypersphére correspondante. Ce
n

domaine est alors tout entier situé sur cette hypersphere, ce qui
prouve que le terme ne dépasse pas

.
Mnr2p=rr! ‘u.f:;.
On peut donc prendre .

{ r
M = Mnp="r!
La série des termes restants est done wmoindre que

] M Zph.
Soit A le plus grand des v,
h<1.

W= MY (E;L)/ <My [;\l

Done, pour £ assez grand, cette somme est aussi petite que I’on veut :
ce qu'tl fallait démontrer.

Or

10. Nous savons maintenant qu’il existe des fonctions invariantes
par le groupe discontinu I'. Nous restreindrons un peu le sens de
’expression fonction automorphe, que nous appliquerons désormais
seulement aux fonctions qui peuvent s’obtenir comme quotients de
deux fonetions ®, et aux fonctions rationnelles de celles-ci. Cela
revient & dire qu'une fonction automorphe est le quotient de deax
polynomes de séries ©, chaque terme de ces polynomes se multipliant
par la méme puissance du déterminant fonctionnel quand on applique
aux variables les transformations de I'.
~ Cette restriction parait justifiée par cette remarque que, pour les
groupes T dont on a poussé I'étude & un point plus avancé, les fone-
tions invariantes obtenues ainsi sont les plus simples de toutes.

Nous voyons que, méme en se bornant & ce nouveau sens, il est

Ann. Ee.'Norm., (3), XXXVI. — JuLer 1919, 26
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possible de trouver n fonctions automorphes dont le déterminant
fonctionnel ne soit pas identiquement nul.

L1, Polvédre fondamental. — On nomme polyédre fondamenial
du groupe discontinu I' un domaine P situé dans le domaine principal,
et tel que tout point de D ait un transformé par I' appartenanta P, et
que le transformé par une substitution S de I' d’un point A de P
n’appartiennent pas & P, 2 moins que A ne soit point double de S.

Le polyedre fondamental, s’il existe, est trés indéterminé. Sinous
partageons P en deux parties P’ et P”, et que nous appliquions & P"une
transformation de I' qui 'amene en P, P’ et P” forment ensemble un
polyedre fondamental.

Mais, jusqu'a présent, rien ne nous assure de l'existence de ce
polyedre.

12. TatoriMe. — Tout groupe I, discontinu dans le domarne principal,
admet un polvédre fondamental (pourvu cependant que Uinvariant
fondamental soit, par exemple, analytique dans D par rapport auzx
parties réelles et imaginaires des coordonnées des deux points dont il

dépend ).

Soient A,, A,, ...,A,, m points quelconques de D3 m peut étre quel-
conque, de ur a Pinfini. Soit

¢, =1(M, A, (h=1,2, ..., m),

ot I est I'invariant fondamental et M un point variable. Appliquons
aux poinls A, successivement toutes les substitutions S, de I';
soit ®,S, ce que devient ainsi .

Fixons M dans D, et soit A un nombre compris entre 2" et 1" [hypo-
these (H, 5)]. I! v a seulement un nombre fini de systémes devaleurs de p
et de h tels que

©,8, <.

En effet, quand p augmente indéfiniment, les transformés des A,
ont comme points d’accumulation uniquement des points de la frontiére
de D, d’aprés le n° 3. Donc, d’aprés (H, 7), les @, S, tendent vers 17,
ce qui démontre la proposition. '
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Done, il v a certains systémes de valeurs de p et de & pour lesquels
@, S, atteint son minimum absolu. Il y auraen général un seul systeme
de telles valeurs, si aucun des A, n’est point double d'une substitu-
tion de I" non identique, et st aucun d’eux n’est transformé en un autre
par quelque substitution de I' : en effet, méme si M varie dans un
ensemble fermé R, intérieur 2 D, il v a seulement un nombre fini
de ®, S, inférieurs a A; comme deux d'entre eux doivent étre égaux
pour qu’il n’y ait pas de minimum unique, cette circonstance n’a lieu
que pour les points de R appartenant & certaines multiplicités.

Cela étant, une condition nécessaire pour que M fasse partie du
polyedre fondamental que nous cherchons & construire est que, pour
I'un des @, S, correspondant au minimum, p = 1, S, étant la substi-
tution identique.

Si pour tous ces @, S, p = 1, la condition est aussi su/fisante.

Sile minimum est atteint pour p = 1 et pour diverses autres valeurs
pp’s ., p¥dep, onrange dans P un et un seul des points obtenus
en appliquant & M les substitutions inverses de S,, S,, ..., S,u. Le
choix peut se faire en remplacant, pour les points qui présentent cetle
particularité, A,, A,, ..., A, par un autre systéme de points; puis,
pour les points sur lesquels cela ne suffirait pas, on introduirait un
troisiéme systéme, et ainsi de suite. Le seul cas ou le minimum reste
indéfiniment atteint pour plusicurs valeurs de p est celui ot M est
point double d’une substitution non identique de I': car, pour les
autres points, le nombre de dimensions de la multiplicité qu’ils
forment diminue & chaque nouveau systéeme introduit. Au bout d’un
certain nombre fini d’opérations, P sera entiérement déterminé. 1l est
évident que c’est bien un polyédre fondamental. Le théoreme est
démontré. :

13. Le polyedre fondamental qu'on vient de construire se nomme
polyedre fondamental rayonne; A, A,, ..., A, sont ses centres. En
toute rigueur, il faudrait aussi indiquer les centres auxiliaires qui ont
remplacé A, A,, ..., A, pour certains points de P; mais, comme il
résulte de la démonstration qu’en général ces centres auxiliaires n’in-
terviennent que pour les points-frontieres de P, et comme la construe-
tion de P, pour ces points-frontieres, peut s’achever souvent plus



commodément par d’autres procédés, on se bornera ordinairement a
indiquer le premier systeme de centres. '
P n’est pas forcément d’un seul tenant (linéairement connexe).

l4. Silon applique & P successivement toutes les transformations
de T, on a un systéme de polyédres qui recouvre tout le domaine
principal, et une seule fois chaque point de celui-ci autre que les
points doubles des transformations non identiques de T'.

La multiplicité 2n — 1 fois étendue qui sert de frontiére commune
a Petal'un deses transformés se nomme une face de P; la portion
de frontiére commune & P et & D, si elle a 272 — 1 dimensions, est
aussi une face, ou un systéme de faces.

Si nous excluons le cas ou les intersections présenteraient des
singularités, nous pouvons dire que les faces se rencontrent suivant
des arétes a4 2n — 2 dimensions, celles-ci suivant des arétes a
an — 3 dimensions, et ainsi de suite, jusqu’aux arétes i une dimension
qui se rencontrent aux sommets.

Sin=r1, on dit polygone au licu de polyedre, et cété au licu de
face; il n'y a pas d'arétes.

15. Faces opposées. — Si 'on sort de P en franchissant une de ses
faces F, non situées sur la frontiére de D, on entre dans un polyedre
fondamental P’ transformé de P par une substitution SdeI'. Appliquons
a P’ la transformation S=' : il vient coincider avec P; F, considérée
comme face de P’, vient coincider avec une face F de P, en général
différente de F : on dit que F et I sont des faces opposées de P.

Nous renvoyons aux Legons sur les fonctions autormorphes pour le cas
ou F et F' seraient confondues. '

16. Cycles d’arétes, de sommets. — On nomme cycle d’arétes @ p dimen-
sions ou cycle de sommels un systéme d’arétes & p dimensions ou de
sommets de P tels que chaque élément du cycle soit transformé de
I'un d’entre eux par une transformation de I' et une seule, & moins
que tous les points de cet élément ne soient points doubles d’une
substitution non identique de T

Nous renvoyons encore aux Legons sur les fonctions automorphes
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pour la détermination de ces cycles et U'indication des particularités
qui se présentent quand P est ravonné, et suivant que les éléments du
cyele sont ou non tous situés sur la frontitre du domaine principal.
(est une étude assez longue, qui conduit notamment, par la considé-
ration des cycles d’arétes & 27 — 2 dimensions, & des conditions
nécessaires pour qu'un polyédre donné P soit polyédre fondamental
d’un groupe discontinu. Si l'on joint & ces conditions d’autres condi-
tions nécessaires relatives aux cycles d’éléments 4 un nombre quel-
conque de dimensions entiérement situés sur la frontiere de D, et si
Pon suppose, en outre, que les arétes & moins de 22 - 2 dimensions
sont linéairement simplement connexes, et que D lui-méme est linéaire-
- ment simplement connexe, on a des conditions suffisantes.

17. On peut donner une application immédiate de la notion de
polyédre fondamental en considérant le cas ou ce polyedre ni sa fron-
tiere n’atteignent la frontiere du domaine principal. Alors, n + 1 fonc-
tons automorphes quelconques sont lices par une relation algébrique.

Soient, en cffet, F,, F,, ..., F,, n fonctions automorphes dont le
déterminant fonctionnel n’est pas identiquement nul (n° 10). Elles se
comportent dans tout le polyedre fondamental, fronti¢ére comprise,
comme des fonctions rationnelles. Donc, les » équations

F,=a, (f—1,2, ..., n),

ol les a; sont des constantes données, ont en général un nombre fini
deracines communes dans ce polyedre; exceptionnellement, les racines
communes peuvent former des multiplicités analytiques (*).

Quand ces points-racines sont en nombre fini, ce nombre est con-
stant. En effet, il ne peut varier que si 'un des points-racines entre
dans le polyedre fondamental ou en sort; mais alors un autre point-
racine en sort ou y entre par la face opposée; le total n’est donc pas
changé (*). Soit m ce nombre constant.

(1) Cf. PoiNcarg, Sur les fonctions abéliennes ( dcta math. t. XXVI); ce que I'illustre
géométre appelle théoréme A s’applique ici presque sans modification.

(2) Cest le raisonnement employé par M. Picard dans les circonstances de ce genre;
Poincaré (Zhid.) emploie les intégrales de Kronecker.
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Soit F,e, une (n -+ 1) fonction automorphe. On peut la consi-
dérer comme fonction de F,, F., ..., F,: cette fonction a m détermi-
nations au plus, une pour chaque point-racine. Les fonctions symé-
triques de ces 7.2 déterminations sont sans singulavité essentielle (');

ce sont done des fonctions rationnelles (*). Done, F-F,, ..., F,, F,4,
sont liées par une relation algébrique, G.Q.T.D.

18. En outre, toutes les fonctions automorphes du groupe s'expriment
rationnellement- au moyen de n + 1 d'entre elles (de n dans certains
cas). .
En effet, nous pouvons choisir F,,, de maniére que ses valeurs
‘aux m points-racines, pour un systéme particulier de valeurs de
F,, F,, ..., F,, soient différentes (n° 9). Si alors F est une fonction
automorphe quelconque du groupe, on a identiquement

O(F, ¥y, Fyy ..., F)) —o,
Y(F, ¥, Fy, ... Fry)=o0,

® et W ¢tant des polynomes; ces deux équations en Font en général
une scule racine commune, donc celle-ci est fonction rationnelle de
| 2R LR

S’il était possible de choisir F,, Iy, ..., F, de maniére que le
nombre m des points-racines soit égal & un, F serait fonction ration-
nelle de F,, F,, ..., F,.

Les fonctions F,, F.,, ..., F,,, au moyen desquelles toutes les autres
sont exprimables rationnellement, sont elles-mémes liées par une
relation algébrique '

R(F,, ¥y, ..., Fpy) = o0;

on a la une multiplicité algébrique & un point de laquelle correspond

(en général) un point et un seul du polyedre fondamental, et récipro-
quement.

19. Les hypotheses(H) ne spécifient rien sur l'extérieur du domaine
principal. Introduisons quelques hypothéses supplémentaires pour
dire quelques mots de ce qui se passe en dehors de ce domaine. Nous

(1) Poixcarg, loc. cit.
(%) CousiN, Acta math., t. XIX, 1902.
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admettrons que les transformations de (I') sont birationnelles (de
maniére & ne pas introduire tout de suite des singularités essentielles).
Nous supposerons en outre que, si A estun point extérieur au domaine
principal, B un point de ce domaine, X une hypersphére de centre A
(ou un domaine ouvert contenant A), le rapport des valeurs absolues
en A et en B des déterminants fonctionnels des transformations de T
qui ne deviennent pas infinis dans X, reste inférieur A un nombre fixe;
ct que cela a encore licu si P'on remplace A par un point variable A’
d’'un ensemble fermé intérieur & X :

‘AA,

A étant le déterminant fonctionnel; M est indépendant de A'et de la
substitution considérée. Enfin, nous pourrons supposer que I'invariant
fondamental a encore un sens, ef reste symétrique, quand 'un des points
dont il dépend sort du domaine principal.

20. Cela étant, si un groupe I' discontinu dans le domaine principal
est tel que les infinis des déterminants fonctionnels de ses transfor-
mations ne pénc¢trent qu’en nombre {ini dans un ensemble ouvert X,
la convergence des séries @ aura encore lieu dans ¥ si la fonction
rationnelle 11 est convenablement choisie (par exemple si Il est
constante); par suite, les fonctions automorphes existeront. Mais il
faut remarquer que nous supposons plus que la discontinuité de T’
dans ¥, sauf si n=r1 : car, si n>1, les infinis des déterminants
fonctionnels forment des multiplicités analytiques, et non des points
isolés. .

Il peut arriver également que Pon puisse prolonger le polyédre
fondamental & Uextérieur du domaine principal, en considérant les
minima, ou les maxima, de certaines suites d’invariants fondamentaux,
le ou les centres restant dans le domaine principal (ceci n’est pas
indispensable).

21. Voici, britvement indiquées, quelques-unes des complications
que I'on est exposé a rencontrer hors du domaine principal (*).

(1) Poir,pourles exemples, ma These de Doctorat (4nnales de I'Ecole Normale sup.,1915).
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Le polyédre fondamental et ses transformés par I' peuvent ne pas
comprendre un certain ensemble de points; cet ensemble est variable
avec le ou les centres choisis. '

Les fonctions automorphes ont des singularités essentielles dont la
position peut dépendre des fonctions razionnelles H qui figurent dans
les séries 0.

Ces singularités essentielles peuvent pénétrer & Dintérieur du
polyédre fondamental, sans qu’il soit possible de se débarrasser de
cette particularité en modifiant la construction des fonctions auto-
morphes.

Aucune de ces circonstances génantes ne ‘'se présente pour les
groupes de Poincaré (7 =1); M. Picard a indiqué récemment (') un
exemple & deux variables qui parait assez simple i cet égard.

1l faut remarquer que ces particularités ne tiennent pas uniquement
b la facon dont (T') se comporte en dehors du domaine principal; ily
a des cas ou elles tiennent au choix du domaine principal : on se
rappelle que ce choix influe sur les séries ©, puisque, pour les former,
on raméne ce domaine i distance limitée, et qu’on prend (au moins
dans le cas général) H borné dans ce domaine.

Considérons, en effet, le groupe

o ar+b a'y+ b o L
<'L"‘}’c;l:+d7c'y+d’) (ad —bec=a'd'— ' ¢'="1),

a, b,c,d, a', b, c,d étantréels (*). Ces transformations conservent
les signes des coefficients de 7 dans @ et y; en associant ces signes de
toutes les manieres possibles, on obtient quatre domaines ouverts,
conservés par le groupe, et dans chacun desquels le groupe se com-
porte évidemment de la méme facon. On verra plus loin que les
hypotheses (H) sont satisfaites et que 'un quelconque de ces quatre
“domaines peut étre pris pour domaine principal. Par exemple, si ’on
considere le domaine

(z—z)<o, i(y—y)<o

(1) Picarp, dnnales de I'Ecole Normale, 3° série, t. XXXIII. 1916, p- 363.
(*) C’est un sous-groupe invariant du groupe hyperabélien de M. Picard; voir la scconde
Partie de ce Mémoire. :
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(les indices zéro servant, ici et dans tout ce travail, a distinguer
les imaginaires conjuguées), on le raméne i distance limitée en
posant

x —1 f—
x' = y y’:—-———‘y -3
y +

x +1
ce domaine devient, en effet,
ey <, Yy <rt.
Considérons le groupe des puissances de la substitution

(2, y5r2,y) (r>1),
ou

('r’ y,_(r—%—x):v'—}— r—i1
oY T 0 Y )

Une séric © est

m=— 4o

—~ P ) x’—i— Ry — . 22/cl.mlc

( YR - l).Z‘/+ 7y ? [(,.1/1___ I)JL'/ -+ lj‘zlc'

N ==~ o
~

Les infinis du déterminant fonctionnel ont comme points-d’accumu-
lations les points des deux multiplicités

=1

les infinis provenant de H s’accumulent au voisinage des mémes
multiplicités et, en outre de celles-ci,

V=0
les B, étant les poles des fonctions d'une variable
II(I;.}JL H(“‘l,}"):

supposées non constantes. On apercoit ainsi des singularités essen-
tielles mobiles, situées dans des domaines qui auraient pu étre pris
pour domaine principal (en dehors de ces multiplicités, la convergence
uniforme a lieu).

C’est 4 cause de ces complications que, sauf dans le cas d'une
variable, des propositions donnant de nouveaux cas, ol les fonctions
automorphes d’'un méme groupe sont liées par des relations algé-

Ann. Ec, Norm., (3), XXXVI. — JuiLLer 19rg. - 27
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briques, n’ont été trouvées que pour des groupes dont les fonctious
automorphes ne se prolongent pas analytiquement hors du domaine
principal. De ces derniers groupes, les uns sont complétement donnés
numériquement: leur origine est ordinairement arithmétique; d’autres
sont supposés seulement jouir de la propriété quivient d’étre énoncée,
et de celle que leur polyedre fondamental a un nombre fini de faces.

SECONDE PARTIE,

I. — Les groupes linéaires de Poincaré, de M. Picard, de M. Fubini.’

1. Considéronsun hermitien /(y,, ¥s, ...y Vue,) & n+ 1 variables,
de discriminant non nul, décomposable en = normes d’un signe et une
de I'autre. Nous prendrons toutes les substitutions semblables de cet
hermitien, et nous poserons '

(1) Zp=Yp: Ynti (p=1,2, ..., n0).
Les variables z,, z,, ..., z, éprouvent alors un groupe (I') de substi-
tutions linéaires fractionnaires :

n

E (l,,,“,)Jl}[, -+ am,ﬂ-H

(2) X,= L= (m=1,2, ...,n).

n

E Apit,pXp—+ Qpot,n+1
p=1

On va démontrer que ce groupe satisfait aux hypothéses (H). 1l suffira
de se borner au cas ou I’hermitien est '

(3) 23’1).}"1),07" Y n+t Yn+1,04

p=1

car, en le ramenant & ce type, on fait subir aux « une transformation



LES FONCTIONS AUTOMORPHES D UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES. 211

linéaire. Alors (T') conserve le domaine

n

Wl
(4) Ya,a,, <1,

p=1

entiérement situé & distance limitée; on verra que c'est le domaine
principal. Nous voyons déja que les deux premiéres hypotheses (H)
sont satisfaites. ’ ‘

2. Pour vérifier la troisiéme hypothése (H), calculons le déter-
minant fonctionnel de la transformation (2); nous n’aurons pas besoin
du fait que (4) est conservé par cette transformation.

Nous considérerons, en méme temps que (2), la substitution

ne-=1

(5) Y, = N Aoy p Vp (m==1, 2, .., M~ 1),

p=1

dont A sera le déterminant. Les « sont toujours liés aux y par (1).

Le symbole & servant & désigner les dérivations par rapport i
Xyy Lyy ovvs Ty Ynas 6 le symbole & celles par rapport aux y, on a,
o étant une fonction quelconque,

99 _ 3o (p=1, 2 n)
dx, =V 0xp P=12 ceen t)
n ~ Sl
do QO , 09 + 0y
— 2 Xy 5 —
()_)’n—H ? 9)Yp 9 n+1
p=1
d’ou
0 1 do : :
_,_c‘o_:-——-—-‘— (p==1,2, .... 1),
N , )/ l b b )} /
0y p Y+t Op
n
00 Jo Z ” 0y
~ == — Ly vyl
0¥ n+1 d‘,Vn-H \ 9y p
§ . I]:
Done, dans
aYl (3\"1 ! aY]
—t . e
a_yl 0Ya. O n+1
Y, oY, oY,
A= gy, 8y W1 |-

a ~ Ay
Y1 Y 0Y 11
) Y b .,

oY1 . Ay, 9 41
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nous pouvons remplacer les éléments de la derniére colonne par

O, OV OVau
d;)'u—:l ’ dﬁ—n+1 ’ ’ dy/u.«n ’

. . , e, N P -
ensuite on exprimera les autres dérivées o par les dérivées d, ce qui
donne '

G(Y1. Yoy - vor Your)

6 A: ,y-IL
( ) s 0("1"17 Lay -+ oy Tps J'n—H)
Mais ‘
~Ym—: an‘-rm—l-i (m=1,2, ..., n);
donc

()Y/)L . dx,,,

dx, — 0z,

s

Yo+ X 7
&€,

2

et, X,, ne dépendant pas de y,.,,
Y, : 0 0Y

— =X 5 (m—r1,2,...,0).
OV ni 0¥ nt1 ’ ’

Sil'on substitue ces valeurs dans la formule (6), des simplifications
se produisent et I’on trouve

aX, 0X,
duy Oz, ¢
\m ‘ ()XJ. 0X2
A=) 9z 9z, T % s
Y «ie e e R
0Y1z+1 dYn—H . dYIl+1
dz, 02y 0¥ ntt

ou, Y,., dépendant de y,,, d’'une facon linéaire et homogéne,

A:<mﬂyﬂam“xm”“xn

. Y1 0(‘”1: Loy o« vy xn) ’
ou bien
(7> l d(Xh 1725 MR Xn) —_ A
d(‘”ﬁ Lo, ”')"I"n) o ~ =
Ean-}—l,p‘zp_" @ gt n+1
p=1t

3. Iei, (3) étant conservé par (5),
(8) [A]l=r;
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en outre
n
(9) Zlau+x,plz"‘l(’n+x,n+~z P
’ p=1
Cette derniére relation prouve que

an+l,p

<1 ‘ (p:x,z, Loay ).

Anig,n+1

Or le rapport des valeurs absolues du déterminant fonctionnel en
deux points de I'ensemble fermé R [ hypothése (H, 5)] ne dépend que
des dy.y,, * @y ney et des coordonnées de ces deux points, en tout
67 variables réelles. Le domaine de variation de ces Gz variables est
borné et fermé; le rapport est une fonction continue dans ce domaine;
donc les nombres M et m existent.

. Pour vérifier les hypothéses suivantes, nous allons tout d’abord

voir que (T') est transitif dans (4).
1l suffit de voir que Iorigine peut étre changée par (F) en un point
quelconque de ce domaine. Or, le transf’ormc de I'origine par (2)a

pour coordonnées
Xp==CQp n+1* Cpig,n+1y

d’ou
Ap pt+t — Lppiey nvte
Mais
n
2! Ap ont1 ]2_‘ ] Anq,n+1 P‘ =1,
p=1
donc

n R
Z]‘U/JP— ‘),anﬂ,n-m P==—1;
p=1 ‘

cette.relation peut étre satisfaite, le coeflicient de | @y nei|? Gtant par
hypothese négatif. Les a, ., étant ainsi obtenus, on trouve sans diffi-
culté les autreb coefficients, qui satisfont aux relations

Elam.pl —lam n-l-ll =1 (”2:1) 2y -y /l):

p=1.
n

E'a/,,,a,,,,,,,(, — it Tony 1,0 == O (Lm=1,2, ..., n+r1;l2m);
p=t » !
les conditions de possibilité sont toutes satisfaites.
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5. Ce point acquis, on va voir que

n ' 2
?._’)‘p'np,o_ Yot+1Tins1,0
" p=1 .
(\IO ) n n A\ )
( 2 YpVpo— Vw1V n+10 Hs NpTtip.o— Nn+1ln-t1.0 )
p=1 p=1 .

jouit des propriétés de I'invariant fondamental.
Tout &’ qbord (10) ne depend evxdemment que de x,, x,, ..., x, et

des .
Ep': T)p : 7)11-}—1-

En outre, c'est une fonctionréelle, symétrique, continue et invariante :
c¢’est Lhypothese (1, 4).

Pour vérifier (1, 5), il suffit, & cause de la transitivité, de placer le
centre (&,,%,,...,5%,) & lorigine; la multiplicité (1) de 'hypothése est
alors h

n

(11) ’ Z!xplz-—:“_%;

p=1

’hypothése est évidemment satisfaite, A’ étant égal a un, et 1/
infini.

L’hypothese (I, 6) se vérifie tout de suite aussi sur (r1).

Quant a (H, 7), elle est évidente sur (10).

Ainsi les hypotheses (H) sont toutes satisfaites.

On vérifie aussi facilement les hypothéses du n° 19 (premiére
partie), regardant ’extéricur du domaine principal. '

6. On aencore la propriété intéressante suivante :

Un Ofroupe T, d une infinité énumérable de substitutions du type const-
déré ict, et qui ne contient pas de substitution infi ntteszmale est discontinu
dans le domaine principal.

<

On dit qu’'un groupe contient une substitution infinitésimale quand,
quel que soit Ie nombre positif ¢, il contient une substitution dont les
coefficients different de ceux de la suhstltutlon ulenthue de moms dee
en valeur absolue. P
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Il suffit de prouver qu'un groupe qui n’est pas discontinu dans le
domaine principal contient une substitation infinitésimale. Pour cela,
on considére les points O (v, =a,, ..., =x,=0) el A; (tous les x
nuls, sauf que 2, =1:2), et 'on démontre que les coefficients a,,,
d’une substitution de (I") peuvent étre considérés comme des fone-
tions continues des coordonnées des transformes de ces n + 1 points.
Si le groupe T n’est pas discontinu, il transforme les pomts 0,4,
A,y ..., A, en dessystémes de points tels que les transformés de O
aient O pour point d’accumulation, pendant que A,, A,,..., A, ont
d’autres points d’accumulation situés sur I’hypersphére

n

Zu-,,]z:l :

p=1

Dans ces conditions, la continuité des «,, , est uniforme, et’on obtient
immédiatement les substitutions infinitésimales. Le calcul complet se
trouve dans les Legons citées.

Cette proposition a ¢té énoncée et dunontreb par M. Fubini d’une
maniére plus générale. Si I'on essaie d’appliquer le méme raison-
nement aux groupes (I') de la-premiére Partie, on est conduit & expri-
mer les paramétres des substitutions de (I') en fonctions des
coordonnées des transformés d’un nombre suffisant de points du

“domaine principal. Mais il n’est pas ¢vident que le systeme de points
d’accumulation auquel on est conduit comme ci-dessus soit, dans le cas
général, un transformé du systéme initial de points. -

Ce théoréme prouve immédiatement la discontinuité dans le
domaine principal des groupes obtenus en partant d’un hermitien
J(VisYaseeos Yurr) du type indiqué et & coefficients entiers d’un corps
quadratique imaginaire 4 : on prend pour I' les substitutions sem-
blables a coefficients entiers dans 4 (*).

7. On verra encore, dans les Legons, que, sin>1, on ne peut pas
prendre d’autre domaine principal que celui indiqué; sin =1, on peut

(1) Foir, pour ces groupes, Prcarp, A( ta math., t. Tet V; dnn. de UEc. Norm. sup.,
3¢ gérie, t. I, 1881,
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prendre aussi
e [} >1,

On démontre aussi au méme endroit que 'algorithme considéré ici,
appliqué 4 des hermitiens de discriminant non nul et d’un autre type
que celui qui a été indiqué, conduit & des groupes qui ne satisfont pas
aux hypotheses (H). Cependant, si 'hermitien est défini, le groupe
obtenu peut se relier & un groupe qui satisfait & ces hypothéses : on
trouve alors que les groupes discontinus qu’on peut obtenir ainsi ne
comprennent qu’'un nombre fini de substitutions.

8. Si n=1, les groupes considérés dans ce Chapitre coincident
avec les groupes de Poincaré, mais ce point de vue est dit & M. Picard.
Si n =12, on obtient des groupes considérés en premier lieu par
M. Picard; le cas de n > 2 est dit & M. Fubini.

9. Considérons I'expression différentielle, évidemment invariante

12

2_}’1),0 d}_'p_}’n—b-t,o d)’n-&-l —_ 2 l Yo [2— [,}’u—v—t Iz 2 I d)’p lz— ld_')/m-l |">
p=1

p=1 p=1

n 2
Nyl =1 runl?

p=1

J

on suppose, en ['écrivant, qu'on a affaire & ’hermitien (3). On peut
démontrer qu’elle ne dépend que des x et de leurs différentielles. En
.effet, le numérateur est le produit des matrices

J

_ ” Y1 J2 DR 40 —X¥n+1

“ j’l,o Yo,0 e+ Xa+,0
d)"l dy2 v d)'n '_d_yn—&—l

dyry Ayae oo dypiay

on peut donc le mettre sous la forme d'une somme de produits de
déterminants du second ordre tels que

l Yo - Ya

dyp dyp

, Ypo  Yqo

Aypo dYpo

sur cette nouvelle expression, on voit qu’on peut combiner linéaire-
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ment les lignes des matrices comme celles de déterminants. Or
Y= Tp Vnii dy,= xpdyniy+ Ypr1dx, (p=1,2, ...,n);

on voit ainsi qu’on peut, dans notre invariant différentiel, remplacer
Yy, et dy,(p=1,2,...,n) par z, et dx,, ¥, par 1, dv,,, par o.
L’'invariant est donc

2 . n n

n
l Wl
Z""on dzp| +\ 1 —Z| zp* Zl dzp | ,
p=t p=1 p=1
n 2 -
=l
p=1

Si (@, @, ..., x,) est dans le domaine principal, cet invariant est, par
rapport aux différentielles des parties réelles et imaginaires des x,
une forme quadratique définie : car, si (@, ©,, ..., x,) vient a l'ori-

gine, il devient
2}([1‘,;]2.

p=1

Cet invariant joue un grand role dans les travaux de M. Fubini.

De l'existence de cet invariant, on déduit ’existence d’intégrales
invariantes -de tous les ordres de multiplicité, de 1 a4 27, en
s'appuyant sur le théoréme algébrique suivant, qu’on trouvera dans
les Legons citées : ' ' o

Sott la substitution lindaire

. .
Lms E Am,p X p . o

p=1
qui change la .forme quadratique

n n
f(xh Lay onny (L'n) —_—'Z ZAm,pxmxp

m=1 p=1
en

* n n
O(Zy, oy « vy X)) = E ZB,,l,px,,,x,,.

.m=1 p=1
Ann. Ee. Norm., (3), XXXVI. — JuiLLer 1grg. ) 28
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Considérons les variables & rindices (1<r<n)=z,g 3 qui changent de
signe quand on echange deux indices (leur nombre est celui des combi-
naisons de n objets & r, car les indices peuvent varier de1an). La
substitution

Qg Aqp - o Ao
n n n
- ! agy @pu - o |
stz 2 2 5| 00T T e
A=t p=1 T=1
: az) Ay ... B
cbange la forme quadratique
Aa)\ Aa,p, LIRS Aa.m’
n
Agy. Asu ... Asg
(#)3 2 DD o ET R
G=1 k=1 p=1 =
Azy Asy ... Ais

en la forme analogue ot les A sont remplacés par les B.

Pour appliquer ce théoréme & notre objet, on fait jouer aux diffé-
rentielles des parties réelles et imaginaires de x,,x,, ..., %, lerole
des variables « du théoréme, et aux ¢léments d’intégrale d’ordre 7

d(zi, 24, ..., x) (zp= )+ iz}

ou autres analogues ol les o' et les 2” sont mélés d’une facon quel-
conque, le role des variables =z du théoréme.
En particulier, I'intégrale invariante d’ordre 2n

(2n) ’ " ’ n
d(xy, Zy, 24y ... ay,

n
<‘—lep|2
N p=1

a été employée, pour n = 2, par M. Picard. Poincaré a annoncé ('),
pour n = 2, I'existence des intégrales invariantes doubles et triples,
et donné explicitement I'intégrale simple.

Toutes ces intégrales invariantes ont un sens quand la multi-
plicité d'intégration est dans le domaine principal, car s1 la forme

n+1

(1) PoiNcarE, OEugres, t. 11, p. 62.
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J (2, 2y ..., x,) de notre théoréme algébrique est définie, il en est
de méme de la forme relative aux variables =.

II. — Groupes quadratiques, comprenant les groupes hyperabéliens.

L. Considérons une forme quadratique réelle, & = + =2 variables, de
discriminant non nul, décomposable en 7 carrés d’un signe et deux
de I'autre; nous 'écrirons pour plus de commodité

(') yn—!-l}’n-f-z_'(?(yl’y?, ‘--vyn>’
@ ayant un carré positif et un seul. Posons
(2) Zp=Yp:¥nis (p=1x,2, .., n—+1).

Aux substitutions semblables réelles de (1) correspondent des substi-
tutions linéaires fractionnaires pour les «. Si, pour le pointinitial,

(3) l‘n+1:<P(~T'n Lay ---yxn),

cette relation subsiste pour le point transformé. En nous bornant aux
valeurs des « qui satisfont 4 (3), nous faisons ainsi correspondre aux
substitutions sur les y

n-+2

~
(4) ym;zam,p_)’p (m:I: 2, ---an+2)
p=1

une substitution sur les =

n

—~
2 am;ﬁxp—l_ am,n+1 CP(J!“ Loy o ey xn) -+ am,n+2
) - p=1
(5) ' Xm-—- )
'S_ Qpat,p Tp = Apig.nit CP(‘Z'M Loy ov vy Tn) + Apt-2,n+1
p=1 ..
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Ces formules entrainent

n

¥ Opay,pTp = Qs pay @( L1y Loy oo oy Tp) + Antyns
=1 -

o(X,. X-_;,...,X,L)::’n .
S Apaa,p Lp—+ Auig niy @(Lyy Loy - ooy Zp) F Qpasnes

p=1

Ces transformations (5) se réduisent & des substitutions linéaires
fractionnaires si » = 1; mais pour » > 1, ce sont des transformations
birationnelles quadratiques.

Le groupe (T') que nous considérons dans cette section est un sous-
groupe de celui des transformations (5); on va le définir complétement
dans un instant.

2. Les substitutions (4) conservent évidemment 'inégalité

n
- do
(6) n 2,0 + V1,0 Ynwa— Y, Vpo 50— < O.
4 Yn+1 Yn+2,0 n+1,0 Y n+ Z.}podvyp

p=1
Pour voir ce que cela donne avec les variables #, nous pouvons poser

) O=YI—XI Y = Ve
Alors, s1
Zp=x,+ix, (p=1,2, ..., n+41),

et si(3) est vérifiée, I'inégalité (6) devient
(7) ' 2P — 2P — 2 — . . — 22 >o0.

Ce domaine (7), conservé par (5), n’est évidemment pas linéairement
connexe, mais se partage en deux régions linéairement connexes :
dans I'une de celles-ci &, est positif ; dans I'autrex’, est négatif. _
“Parmi les transformations (5), les unes échangent ces deux
régions, les autres les font revenir chacune sur elle-méme : ces
derniéres constituent un groupe, qui sera, par définition, le groupe (T').
Disons tout de suite que, pour » =1, nous avons de nouveau le
groupe de Poincaré, et que ¢’est la le propre point de vue du célébre
mathématicien ; pour n=2, c’est le groupe hyperabélien, que M. Picard
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a considéré de cette maniére dés son premier Mémoire ('); pour
n =23, on retrouve les groupes qui font le sujet de ma These de
Doctorat ().

- 3. On va voir que, quel que soitn, (T') sazisfait aux hypothéses (H).
Le domaine principal D sera défini par I'inégalité (7) jointed

(8) x'y, > o.

On peut le ramener a distance bornée par la transformation biration-
nelle
I 1

(9) 5= — 2 :p:m (p=2,3, ..., n).

car, dans D, chacune des variables z est inférieure & ur en valeur
absolue. :
Donc, les hypothéses (H, 1 et 2) sont satisfaites.

4. Calculons le déterminant fonctionnel, pour vérifier (H, 3).

Nous désignerons par des majuscules les variables transformées; le
symbole ¢ désignera ici les dérivations par rapport aux variablesindé-
pendantes x,, Z, ..., Z,.y, Non liées par (3); J désignera les déri-
vations par rapport d x,, ., ..., Z,, (3) ayant lieu.

Nous avons, d’apres la premiére section,

6<Xn Xoy ovvy Xprt) —A <)’n+2>n+2
= e )

. 6(1'1, Ly « ey .Z',,__H)

(10)

£

A étant le déterminant de (4), c’est-a-dire == 1. Mais, f étant une
fonction quelconque,

S = e — e 0, (p=1,2, ..., n);

alors, dans le premier membre de (10), on peut remplacer les

(1) Picarp, Journal de Math., 4° série, t. I, 1885.
(2) G. GIrAUD, Ann. Ec. Norm. sup., 3¢ série, t. XXXII, 1915.
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dérivées ¢, par rapport A, X, ..., &,, par les dérivées d. De plus

(p+1,2,...,0n);

ON e y , OX,.
dx, P i o

done, le premier membre de (10) peut s’écrire
- - (% %4 " o
d(Xh x?v EEEER ) Xn) Ol\.’l—#l _Z r OX,,,

ox
N Xm Y,
(&), Ly ooy Xy) | OZnay Rl S

m=1

Le crochet s’écrit aussi

o
o

[Xn+1 - fP(le X‘-” Tt X"')]

N\
QX p4eq
ou

lim " . T
Xyt =P (X, X0y - 00, Xn) "['Il*‘l'—'(?(‘l"iﬁ Ly vnny -z'”)

Xpy—o(Xy, Xo, ..., X)) . <)’n+2>2_
Yoo

En comparant avec (10), nous obtenons

(X, X - s Xa)

(£1)
d("l.ly x:’.v ey ~l"n)
) __A<l7'n.+2 ”_ A .
- 'YIH-" - " "
E Ano,p Lp—+ Apia,nt ?(‘”n"ﬂn .. )xn)+alL+2.n+2
p=1

Ce qui intervient dans (H, 3), c’est
0<Z1) sz D) Zn)

()(:11 Bgy vy 5,,_)

les = étant donnés par ; cecl s’écrit encore
. P

() + D)2 (2 + 2o+ 02 . (2 +2p+ 1) O(Xy, Xy, 2oy Xi) .
(X0 ( Xy X+ D)2 (X + X+ 0)2 d(2y, Zay --ns Tp)

On vérifie facilement (') que le rapport des valeurs absolues de
chaque facteur en deux points de I’ensemble fermé R intérieur & D
reste compris entre deux nombres positifs fixes. Donc il en est de
mémé pour le produit, et (H, 3) est vérifié.

(1) Cf. ma Thése ou les Lecons citées:
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5. Pour vérifier les hypothéses suivantes, nous démontrerons encore
que (I') est transitif dans D.

Tout d’abord (T') comprend la substitution qui consiste d augmenter
chacun des = d’un nombre réel arbitraire; on le vérifie tout de suite.
On peut donc amener un point quelconque (x,, @, ..., «,) de D 3 une
position ol les # soient purement imaginaires. Comme on est dans D,
on vérifie tout de suite qu’on peut trouver alors une autre substitu-
tion de (I') annulant tous les z, sauf z,, qui prendra la valeur . La
transitivité est ainsi vérifiée.

6. Les expressions suivantes,

Yna-1,0MNnv2 + Vato,0fnet — 2107 + 2 ; pofip| >

n 2

Y1 Moo = Voo Mp+r — 2 )1 0y + ?Z Yphp ’

p=2

ainsi que le premier membre de (6) et que I'expression analogue
dépendant des 7, sont invariantes par nos substitutions On peut en
tirer plusieurs invariants fondamentaux; nous vérifierons seulement
que

-

n

Yr+1,0M0n+2 + Yn2,0n+r — 21,0 M1 + "Z Yp,0fp
p=2

n

4+ Yne1 Nnte = Voo ’Jm-t—ﬁji ni+22y.ﬂﬂﬂ

— e | T ——

(12) ]1:..
Yn+1,0Yn+2 + Vnra, o}’n+1 —2)1)1,0+ 2 S‘ YpYpyo é
p=2
n
X\ Nn+t1,0Np+2 + Npt2,0Mn41 — 2N, M01,0 + 22 Nphp,o
p=
“en est un.

L’hypothése (H, 4) se vérifie sans calcul. Pour vérifier (H, 5), nous
pouvons, d’aprés la transitivité de (T'), placer le point (&,, &,, ..., &,)

gnl:"]m PNyt 2. (m:l, 2, 0eey 2) .
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en , =17, 5, =%, = ... =%, =o0. La multiplicité (1) de I'hypothese

est alors

3 o (@), @y, oo, @) — 1 20, P 4|0 (2, Xy oory &) — 1 — 200, |?
(I ) 6 "y E) Y
16 (2 — 2,? — . — 2,*)

=2

Soit (%, @,, ..., ,) un point de D; appliquons-lui une substitution
de point double (7, o, ..., 0) : le point reste situé¢ du méme coté
de (13). En particulier, sans changer y,, ¥,.,> ¥u.2, prenons une
substitution conservant

Yi+yi+ .y

nous pouvons en disposer de maniére & annuler z,, &, ..., «,, =,
x;, ..., x, : le point initial est amené dans une position particuliére
ou &, », ¥, sont les seules coordonnées non nulles; comme, d’aprés
les propriétés des substitutions orthogonales, les coefficients de la
transformation peuvent se ramener d’une facon continue & ceux de la
~transformation identique, on peut considérer que le point initial est
venu dans cette position par un chemin continu ne rencontrant
pas (13). On est ramené ainsi & véritier (I, 5) pour n =3 : cela est
fait dans ma These ou dans les Legons citées; A" est égal & un, 1" A
Pinfini. »
Pour vérifier (H, 6), on remarque que, sur (13), 22 — ... — >
est limité supérieurement, et qu’il en est de méme tant que A reste
inférieur & un nombre fixe. Alors on écrit (13) sous la forme

19 (@1s @y ovvs @) + Lok 420 |25 F=8(h— 1) (]2 — oo — i),
p=2

ou ’hypothése (H, 6) est évidente.

Quant & (H, 7), elle se voit sur (12).

Ainsi les hypothéses (H) sont satisfaites.

Les hypothéses de la premiére partie, relatives a I’extérieur du
domaine principal, le sont également.

~7. On peut démontrer (voir Legons) que‘, pour 7> o, il est impos-
sible de prendre un.autre domaine principal que celui qu’on a indiqué
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ou son imaginaire conjugué. Si n = 2 el si
@ (T, Zy) =— T X,

les plans des variables x, et &, se partagent chacun en deux demi-
plans, qu'on peut associer de toutes les maniéres possibles pour
former le domaine principal, & condition de se borner aux substitu-
tions qui conservent les demi-plans associés. Si n =1, le domaine
principal indiqué et son conjugué remplissent tout le plan, sauf 'axe
réel.

On démontre aussi que, si 'on applique 'algorithme de cette sec-
tion a des formes quadratiques de discriminant non nul et qui ne
soient pas du type indiqué, le groupe obtenu ne satisfait pas aux hypo- -
théses (H). Cependant, si la forme quadratique est définie, le groupe
peut se prolonger (au sens de la théorie des groupes) de maniére 4 y
satisfaire : on trouve alors que les groupes discontinus de cette der-
niére sorte comprennent seulement un nombre fini de substitutions.

8. .Un' groupe .I‘ (du type de cette section) qui né comprend pas de
substitution infinitésimale est discontinu dans D.

On le démontre en constatant que les paramétres d’une substitu-
tion de (T') s’expriment en fonctions continues des coordonnées des
transformés des points A, [x, =1,x, =27, %, = o0si(m — 1)(m — p) o

(p=2,3,c0s )y, Axi=0Z=...=2,=0), App(®i=2L, x:—=...=x,=0).

Ce théoréme prouve immédiatement la discontinuité des groupes T’
obtenus en considérant les substitutions semblables & coefficients
entiers des formes quadratiques du type voulu et & coefficients
entiers (*). ’

9. L'invariant différentiel suivant permet d’appliquer aux groupes

(1) Cf. PoiNcarg, OFEugres, t. II, p. 463. — Prcarp, Journal de Math., 4° série, t. I,
1885. — GIRAUD, Ann Ec. Norm. sup., 3¢ série, t.” XXXII, 1915, et t, XXXIII, 1916.
Ann. Ec. Norm., (3), XXXVI. — Aour 1919. 29
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de cette section les raisonnements de M. Fubini :

! n 2
V1,04 nas =+ Voo, 0 @Y per — 2Y1,0d) + 22 Ypodyp
p=2
n \
—\ Ynt1,0Ynea = Voo, 0Vner — 2| P+ '32 |V 12) AY nvs,0@) nevs
p =2
. n
+ Y a0 @ ey — 2 | dyy |2+ 22 I dyp lz)
p=2

n 2
N 9
Yntb1,0) nt2 = Vrko,0Vnt — 2 | [P+ 2 2, | 7ol ‘>

p=2

On voit, comme dans la premiére section, que 'on peut remplacer
yoetdy,parz, etdx, (p=1,2,...,n+ 1), ¥, Par i, dy,,, paro.
Si I’on tient compte, en outre, de la valeur de z,,,, cet invariant
s’écrit

2| d‘”‘“z aile (x':ﬁ__E zp <ld”1 lz”z ldeep|*

p=2 \ p=2 p=2

n 2

o x]?— E xy?

p=2

Nous avons & vérifier que, dans D, c’est une forme hermitienne
définie par rapport aux différentielles. Pour cela, nous placons
(i, @y oony @) en (=1, xy=2ax;=...= %, = 0); I'invariant est
alors \

n

I
AL

p=1

la vérification est faite.
Nous pouvons donc encore affirmer ’existence d’intégrales inva-
riantes de tous les ordres de 1 & 2n. Celle d’ordre 2n

(2nm) ’ II‘
f d(x,, x\,..., zy)

(22— ahr— ... —z)2)"*

a été, pour n = 2, employée par M. Picard.
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III. — Groupes formés de plusieurs autres se prolongeant.

1. Soient (T',), (T,), ..., (') des groupes a n,, n,, ..., n, varia-
bles, satisfaisant aux hvpotheqes (H). Soient x,,, les vanables du
groupe (F,) (m=1, 2,..., n,). Nous formons un groupe (T') a
n;—+n, 4+ ... +n, variables en réunissant en un seul systéme les
formules générales des substitutions de (T',), (T,), ..., (T,). Si quel-
ques-uns des groupes (T',), (T,), ..., (T,) ne different que par les
noms des variables, nous admettrons, en outre, dans (I") les substi-
tutions qui consistent a échanger les variables d’un de ces groupes
avec celles d'un autre, ainsi que les combinaisons de ces derniéres
substitutions entre elles et avec les précédentes.

On va démontrer que (I') sais fait aux hypothéses (H).

2, Soit D, le domaine principal de (T',). Le domaine principal D de
(T') se projettera sur I'espace (%4, @4, ..., ,, ) suivant D, : tout
point dont les r projections sur ces r espaces sont respectivement
intérieures & D,, D,, ..., D, est dit appartenir a D.

En effet, si l'on effectue sur les r systémes de variables les subtitu-
tions qui ameénent D,, D,, ..., D, & distance bornée, D est ramené a
distancc bornée. De plus D est évidemment linéairement connexe.
En outre, il est invariant par (I'). Les hypothéses (H, 1et‘)>aont
donc satisfaites.

3. Le déterminant fonctionnel d’une substitution de (I") est le
produit des déterminants des substitutions composantes de (T',),
(T,), ..., (T,) multiplié par une puissance de — 1 si quelques-uns
des systemes de variables sont échangés. On en conclut immédiate-
ment que (H, 3) est satisfaite.

4. Soit I, I'invariant fondamental de (I"q), soient A, et A/ ses limites
d’ osmllatlon dans D,,.

ri_
=y L=

q=

-
b
g
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est un invariant fondamental de (T'): si A est infini, le terme corres-
pondant de la somme précédente est & remplacer par I, — A7.

En effet, 'hypothése (H, 4) est évidemment satisfaite.

Pour (H, 5), X" et A" sont a.remplacer par zéro et l'infini. En effet,

si 'on considére la multiplicité

.[ = 7‘. > 0,
on voit qu’elle a des points dans D en décomposant A en r nombres
positifs A,, Ay, .., A,; comme I'équation

1, —2
n—1,

= )"]

”

g la vérification est

donne une valeur de I, comprise entre A, et A
faite. Chacune des régions

1 >17, 1<%

est linéairement connexe. En effet, prenons, par exemple, la seconde;
si Ay, Ayy oo, A, sont les valeurs des dilférents termes de I, chacun de
ces termes peut étre annulé en faisant décrire au point variable un
chemin continu, et sans que, le long de ce chemin, la valeur de ce
terme dépasse jamais sa valeur initiale. (H, 5) est donc satisfaite.

(H, 6) est presque évidente, car, si A tend vers o, A, Ay, ..., A,
tendent vers o aussi et, par suite, I, tend vers A,.

Quanta (H, 7), elle est entierement évidente.

Les hypothéses (H) sont donc vérifiées. On vérifierait de méme les
hypotheses relatives & I'extérieur du domaine principal, en.les suppo-
santvraies pour (I',), (T,), ..., (T),).

5. En parficulier, les (T',) peuvent étre pris parmi les groupes des
deux premitres sections de cette Partie. Dans ce cas, I"absence de
substitution infinitésimale suffit & prouver la discontinuité dans D.

En-outre, ces groupes auront des intégrales invariantes de tous les
ordres de multiplicité possibles : car en ajoutant purement et simple-
ment les invariants différentiels des (T,) qui sont des formes quadra-
tiques définies de différentielles, on a un invariant du méme type
pour (T).
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On retrouve ainsi d’une deuxiéme maniére les groupes hyperabé-
liens de M. Picard.

NOTE.

Sur quelques groupes automorphes satisfaisant ou non aux hypothéses (H).

On peut déterminer, dans un groupe (T') satisfaisant aux hypo-
théses (H), un sous-groupe composé des substitutions qui satisfont &
certaines conditions supplémentaires. On va voir que ce sous-groupe
peut présenter des propriétés intéressantes nouvelles. On pourra aussi
considérer un groupe semblable a ce sous-groupe, mais comportant
moins de variables indépendantes : dans certains exemples, ce
groupe ne satisfait pas aux hypothéses (H); néanmoins, le lien qui le
rattache & un groupe y satisfaisant permet, au moins dans certains
cas, de construire des fonctions automorphes correspondant & un
groupe discontinu de cette sorte.

1. Les deux catégories de groupes que nous allons citer d’abord
sont des généralisations d'un groupe d’origine arithmétique étudié
par M. Picard (').

Considérons, en premier lieu, la forme quadratique
(1) : Vi Xit . YR Vi

avec un carré négatif. Pour toute transformation semblable réelle
de (1), les variables '

X = Ym * Yn+i (m=1, 2, ..., n)

subissent des transformations linéaires, formant un groupe (T). Ce
groupe peut étre considéré comme un sous-groupe de ceux de la
Section I de la deuxiéme partie de ce Mémoire, car il conserve 'her-
mitien

YiVYi,0 Yo Ye0 oot YaYno— Yu+1,Yn+1,05

(1) P1cARD, Ann. Scient. de ['Ec. Norm. sup., 3¢ série, L. XXXIII, 1916, p. 363.
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cela suffit & nous montrer que les hypothéses (H) sont satisfaites, le
domaine principal étant

(2) ZI.I:,,,F<1.

Mais il y a avantage & rattacher ce groupe a ceux de la Section II.

Posons )
Vie=yi+ri 4+ Yi—Yin;

si aux équations qui définissent une substitution semblable de (1) on
ajoute I’équation
Yot = Vntas

on a une substitution semblable de
(3) VI Vi Y= Yhi— Yraas

et comme, pour les valeurs considérées des y, cette forme est nulle,
on est bien dans le cas de la Section II. Les variables non homogénes
a introduire seraient, par exemple,

Em=Ym - (lyn‘_‘yn+2) (m=r1,2, .., n— 1),

Zn:y11+1 . (yn—yn+2)'
Les « sont fonctions rationnelles des = :

Ly == Z * 5y (m=1,2, ..., n — 1),
2

L, = (53} 4+ 55+ ..+ Sy —BH 4 1)1 25,;

et les = dépendent rationnellement des = et de

(4) Vol 2t 4+, .+ 2k — 1.

Si le groupe ne contient pas de substitution infinitésimale, la dis-
continuité et 'existence des fonctions automorphes sont assurées
dans le domaine principal ‘

ViVt YaYoo oot YaVno— Vo1 nt1,0=— Yn+aYn+2,0<< O
ou, en revenant aux €Z,
(B) |zl + 2y +...4@h — 1| — (&1, @y 0 Ty, Zagt oo Tpy Zpo—1)>>0;

ce domaine est plus vaste que (2). Comme dans ce domaine y,,, ne
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peut s’annuler, nous sommes certains que le radical (4) n'empéche
pas les fonctions automorphes des z d’étre fonctions uniformes des x.
Sil'on envisageait le prolongement analytique hors de ce domaine, il
faudrait, de chaque substitution semblable de (1), en faire deux
de (3), en adjoignant successivement les équations

,
Yrt2 = Ynt2» Y 2 =— ¥ 2

On vérifiera, a la suite de M. Picard, que les séries ® formées a la
maniére de la Section I, convergent dans tout le domaine (5) pourvu
seulement que la fonction rationnelle H soit bornée sur la multiplicité
formée des points réels tels que

(6) I+ X+, xr=1.

2. Siau lieu de (1) on avait pris la forme
(7) i+ Vit Vi — Y= Vi

avec deux carrés négatifs, on aurait eu un groupe (I') en posant

encore
L =Ym * Ya+i (”":I’ 2,...,!1).

On se raméne de nouveau au cas de la Section II en posant

n=—1

| — z 2
yn+2 ——.)’3 -+ )’54—1 - )lm-
m =1

Le domaine principal sera donc

n—1 n—1

&' 5 -l

Zx,ﬁ,-—-xﬁ—-l +}d|x,,,|2—|x,,]2—1<o.
m=1 m=1

Comme y,,, s’annule dans ce domaine, il sera nécessaire d’adjoindre
& chaque substitution semblable de (7) successivement les équations

Yoo = Yntes Yoar == Y-

3. Si n= 2, les paragraphes 1 et 2 se confondent; nous sommes
ramenés au cas hyperabélien. La discontinuité et ’existence de fonc-
tions automorphes, quand il n’y a pas de substitutions infinitésimales,
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sont assurées dans tout I'espace, sauf, en reprenant la notation. du
paragraphe [, sur la multiplicité )

9

|z} + a2 —1|— |z P—|xP+1=o0.

On verra que les séries ® du paragraphe 1 convergent partout en
dehors de cette multiplicité.

Le groupe d’origine arithmétique étudié par M. Picard dans son
Mémoire cité est de cette nature.

4. Prenons la forme quinaire, du type de la Section 1,
(8) x, x5 — 2y + 2t + 2},

et considérons-en les substitutions semblables telles que 'on ait

X, =iz, L==+1.

Alors, pour @, = o, nous pouvons introduire les variables Z, v telles

que [
Ly + (23 Zy — L2y x,

’;:Tv ﬂ':Tr C.ﬂ:_"z_,s'

On constate alors, en imitant le raisonnement relatif aux groupes
hyperabéliens, que ’on a des substitutions des deux types '
. _.ab+b ayn + by . _{_a-n—+—b ayt + b,

et d’ con +dy )’ ’ "c-n—n—a” Cot+d,)’

ANy

a, b, ¢, d étant quatre nombres complexes, a,, b, ¢,, 4, leurs econju-
gués. Ces groupes ne satisfont pas aux hypothéses (H); cela n’a rien
d’absurde, car, pour @, = o0, on ne peut pénétrer dans le domaine
principal de la Section II. _

Si en particulier £ et v sont des variables imaginaires conjuguées,
on obtient les groupes a une variable sans cercle principal. '

5. Soit enfin la forme quinaire, du type de la Section 11,
(9) T\ T+ Ty 2 25
considérons-en les substitutions semblables telles que l'on ait
X, =)z
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Si @, = o, nous pouvons introduire les variables Z, 4 telles que

RO

== Xy N =2, . Iy, = — Ly L.

%

A

On constate alors que £ et v subissent des substitutions du type

. ai+b n-+-A2+BZ+C e e _
2y NS }.(c’g—t-d)’ eI d) ](_a, by,c,d, A, B,Créels; ad—bc=1).

Les hypotheses (H) ne sont pas satisfaites, méme si I’on se borne .
au cas ot A===1; du reste, @, ne peut s’annuler dans le domaine
principal de la Section II. S

Ann. Fe. Norm., (3), XXXVI. — Aour 1g1y.



