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SUR LA NOTION

DE

NOMBRE CARACTERISTIQUE DE M. LIAPOUNOFF

Par M. Emir COTTON,

Professeur a la Faculté des Sciences de I'Université dc Grenoble.

— Y E——

INTRODUCTION.

M. Liapounoff, dans son Mémoire bien connu : Probléme général de
la stabilité du mouvement, a introduit, en 1892, dans la Science la
notion de nombre caractéristique d’une fonction réelle ou imagi-
naire /(¢), la variable ¢ étant réelle et tendant vers + oo : ce nombre
sert & estimer, par comparaison avec la fonction exponentielle, ¢, la
rapidité avee laquelle /(1) tend vers zéro (nombre caractéristique
positif) ou devient infinie (nombre caractéristique négatif).

On doit, d’autre part, & M. Borel I'idée de noter la croissance d'une
fonction positive et réelle F(x) de la variable réelle z par un
ensemble (p, ¢) de deux nombres, qui sont les limites extrémes d’in-
détermination, pour @ tendant vers -+ «, du rapport logF(x) : logz.

Au début de ce Mémoire (n* 1, 2), je montre comment ces deux
notions se relient 'une a l'autre; le nombre caractéristique de M. Lia-
pounoff changé de signe est égal au plus grand, ¢, des deux
nombres p,q définissantl’ordre (p, ¢) delafonction F(z) =| f(logz) |
par rapport a la nouvelle variable « liée & I’ancienne par la rela-
tion  =¢'. Au nombre p correspond de méme ce que jappelle le
« nombre caractéristique supérieur de la fonction £(¢) ». On peut du
reste (n° 3) adopter des fonctions de comparaison autres que la fonc-
tion exponentielle.

Le nombre caractéristique d'une suite, fonction définie seulement
pour les valeurs entiéres de la variable, est égal au logarithme du
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rayon de convergence de la série de Taylor ayant pour coefficient les
termes de cette suite. Cette analogie améne & rapprocher les premders
théorémes de M. Liapounoff de propriétés bien connues des séries
entieres (n* 4, 5). La proposition concernant le nombre caractéris-
tique d’une intégrale peut, toutefois, étre remplacée par un énoncé
plus précis quand il s’agit des suites (n°6). Dans les numéros sul-
vants (7 & 1), cette méme proposition est complétée soit par ’emploi
de Iintégration par parties, soit par I'usage de la notion généralisée
de nombre caractéristique. Les exemples indiqués, et particuliérement
ceux qui permettent de déterminer I'existence et la fronticre de
convergence du domaine de certaines intégrales (extension des
fonctions déterminantes de Laplace étudiées plus récemment par
M. Pincherle) montrent bien lintérét de ces propositions. Les
nombres caractéristiques généralisés d’une suite (n® 12, 13) donnent
lieu & des propositions analogues qu’il serait facile d’appliquer aux
séries de Dirichlet et & leurs généralisations.

Un second Chapitre concerne I’étude des nombres caractéristiques
ordinaires ou généralisés d'un ensemble de fonctions; ils sont utiles
pour I'étude asymplotique des solutions des systéemes différentiels
linéaires. Quand on passe aux suites, les notions correspondantes
sont celles du rayon de convergence de n séries de Taylor et des sys-
temes d’équations linéaires de récurrence déterminant les coefticients
de rang ¢ + 1 en fonction de ceux de rang i. Les n® coefficients de ce
systéme sont supposés variables avec z; on les suppose bornés, ainsi
que l'inverse du déterminant qu’ils forment; dans ces conditions, il
y a au plus » rayons de convergence distincts pour 'ensemble des
séries de Taylor associées aux solutions de ce systéme (n° 14); c’est
la généralisation d’une proposition bien connue de Poincaré. L'ana-
logie entre équations différentielles et équations de récurrence se
poursuit plus loin encore (n° 15 & 17); soient, par exemple, y(¢),
5(2), ... une solution d’un systeme linéaire du type considéré par
M. Liapounoff; considérons les suites y; =y (¢T), 5 =s(iT), ...
obtenues en prenant les valeurs numériques de ces fonctions pour des
valeurs de la variable en progression arithmétique. Le nombre carac-

téristique ¢ de la solution y(z), z(¢), ... est%]ogﬁ, R étant le rayon
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de convergence de I'ensemble des séries de Taylor Xy, af, Tz,2¢, ... -
et Pordre de I'ensemble de ces séries sur leur cerele de convergence

est, de méme, étroitement lié au nombre caractéristique par rapport

a ¢ de I'ensemble des produits e“y(z), e”z(¢), .... Le premier de ces

résultats généralise la régle bien connue de calcul des exposants

caractéristiques des systémes différentiels linéaires & coeflicients

périodiques.

Les notions de systémes normaux de solutions d’un systéme diffé-
rentiel linéaire, de systémes différentiels réguliers ou réductibles,
introduites par M. Liapounoff, ont leurs analogues (n° 18 4 20) dans
le cas des systemes d’équations linéaires de récurrence..

[l en est de méme de I'application des nombres caractéristiques a
I'étude des solutions asymptotiques d'un systéme différentiel non
linéaire. Etant donné un systéme E d’équations de récurrence non
linéaires, dont on connait une solution particulicre, on peut déter-
miner les solutions voisines de celle-Ia en formant d’abord un sys-
teme V d’équations linéaires analogues aux équations des variations
de Poincaré (n°21). Cela permet de construire un systéme d’équa-
tions aux sommes (analogues aux systemes d’équations intégrales du
type Volterra) déterminant les solutions de E, asymptotiques a la
solution inconnue. L'existence de ces solutions se trouve établie dans
le présent travail (n° 22, 23) en supposant les équations réduc-
tibles; elle s’étendrait vraisemblablement & un domaine plus vaste.
Elle généralise une partie des intéressants résultats obtenus par le
regretté S. Lattes pour les équations de récurrence & coefficients
constants. _

On voit, par le résumé qui vient d’en étre donné, que le présent
Mémoire a pour but de montrer 'importance de la notion de nombre
caractéristique dans des domaines tres variés (').

(1) Indiquons, en passant, deux -questions qui n’ont pas été abordées dans ce travail :
Dans le cas des équations lindaires & coeflicients périodiques, les nomhres caractéris-
tiques sont les parties réelles changées de signe des exposants caractéristiques. Il serait
intéressant, d’une part, de chercher, pour des équations linéaires plus générales, ce qui
peut correspondre aux coefficients du symbole ¢ des imaginaires et, d’autre part, d’établir
pour les nombres caractéristiques correspondanl aux équations aux variations des pro-
blemes de Mécanique, construites en partant d'une solution quelconque, des propriétés

dnn, Ec. Norm., (3), XXXVI. — Mar 1919. 17
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CHAPITRE PREMIER.

1. Nompre caracriristioue. — M. Liapounoff (') a fait correspondre
un nombre, appelé par lui nombre caractéristique, i toute fonction /(2)
réelle ou complexe de la variable ¢. Ce nombre est la borne supérieure
des nombres réels A tels que €*f(z) tende vers zéro quand ¢ devient
infini par valeurs positives; c'est aussi la borne inférieure des
nombres u. tels que e*/(z) ne soit pas borné (on dit aussi soit illimité)
- gquand ¢ devient infini positif.

On peut donner de ce nombre une troisieme définition :

Le nombre caractéristique changé de signe d’une fonction f (1) est la
plus grande limite, pour t infini positi / de

log| f(e)],
¢

En effet, si d’abord le produit e*/(¢) tend vers zéro avec g, il en est-
de méme de €| /(2) | et le logarithme réel de ce produit
Ae+log|f(e) | =¢4h+ ________logl_l/(t)l

est nécessairement négatif; donc

> log]{(t)_{

pourvu que ¢ soit assez grand. Soit / le nombre caractéristique de /(z),
— lest supérieur ou égal & la plus grande limite de

log LF()].
{

généralisant celles que M. Poincaré el M. Liapounoff ont énoncées pour les exposants
caractéristiques relatifs aux solutions périodiques.

(1) Le Mémoire fondamental de M. Liapounoff : Probléme général de la stabilité du
mouyement, a paru en 1892, en langue russe, dans les Mémoires de la Société mathéma—
tique de Karkoff. Une traduclion francaise de ce Mémoire, due & M. E. Davaux, a 6té
publiée en 1907 dans les 4nnales de la Fuaculté des Sciences de Toulouse (2° série, t. IX).
Les propositions de M. Liapounoff sont indiquées dans le présent travail par des renvois
a cette traduction.
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En second lieu, si f(z)e* n’est pas borné quand ¢ devient infini
positif, il existe des valeurs de ¢ aussi grandes qu’on veut, telles
que e*| £(2)| soit supérieur & un nombre donné supérieur i I'unité;
pour ces valeurs de ¢

log | f(¢
—p< a\{( )
— [, borne supéricure des nombres y, est inférieur ou égal & la plus
grande limite de
log|f(O)].
t

En rapprochant ces deux résultats, il vient

— log|f ()]

— = lim —=——+~

(= ¢
C’est ce qu’il fallait établir (*).
Soit — Lla plus petite limite du quotient précédent
— L= lim l_(_’_(é_]ti(ﬂ
t=Fw

On voit immédiatement que

—_— 1 1
L= lim —[0~—-i~
{=-t+® ¢ ° I.f(t) '
, e . , . |
L est donc le nombre caractéristique, changé de signe, de 7 quel

que soit le nombre positif ¢, les quotients

e*(lrﬁ».’.yl e!-—L-i--S’/

— Y —

O 700

sont respectivement évanouissant et non borné; et par suite "+ f(1)
devient infini (*) quand ¢ devient infini positifet e'"=>" f(t) passe, quel
que grand que sott t, par des valeurs aussi voisines de zéro qu’on le veul.

Ce nombre L sera appelé nombre caractéristique supérieur de la fonc-

(1) Voir dans le Mémoire de Liapounoff la remarque du haut de la page 226.
(2) Ces mots doivent dtre entendus au sens habituel : au nombre N donné, si grand
soit-il, on peut faire correspondre 7, Lel que pour les valeurs de £ > ¢, on ait

ell-+E)t |f( t) I > N.
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tion f(t); pour qu'il sovt fint, il faut (mais ilne su/fit pas nécessairement)
que [ (1) ne s’annule plus pour des valeurs assez grandes de t (*).
Par exemple, pour la fonction

efsin?t 4+ e~t cos?¢,

le nombre caractéristique supérieur est + 1, le nombre caractéris-
tique de Liapounoff est — 1. ) '
Le nombre caractéristique supérieur L d’une fonction f(¢) ne peut
pas étre plus petit que le nombre caractéristique ordinaire / de cette
méme fonction; ces deux nombres peuvent étre égaux; I'expression

log|f(4)]
¢

tend alors vers une limite et inversement (lemme VI).

Supposons-les différents; pour tout nombre A inférieur & / le pro-
duit e*/(¢) tend vers zéro quand ¢ devient infini positif; pour tout
nombre p supérieur & L, le produit e*f(z) devient infini dans les
mémes conditions; enfin, pour tout nombre v inférieur a L et supé-
rieur & /, il existe des valeurs de ¢ supérieures & tout nombre ¢, donné
a 'avance, telles que €| f(¢)| surpasse un nombre N, si grand soit-il,
et il existe aussi des valeurs de ¢>¢, telles que ce produit soit infé-
rieur & un nombre positif donné v, si petit qu’on I'ait choisi.

2. NOMBRES CARACTERISTIQUES ET ORDRES PARENTHESES. — Une fonc-
tion f(¢) peut étre considérée comme fonction dex = ¢, on a t=logxz
et

Sy =[llog(z)]=/fi(z).

La fonction
: F(z)=]fi(x)|

est par rapport a la variable # = ¢‘ d’un ordre parenthése (*) (p, ¢),

(') M.. Liapounoff a ulilisé ce nombre (lemmes VI, VII, p. 227; n° 9, p. 237) sans lui
donner de nom spécial.

(*) Cette notion est due a M. Emile Borer, Legons sur la Théorie de la croissance,
1910, p. 35.



SUR LA NOTION DE NOMBRE CARACTERISTIQUE DE M. LIAPOUNOFF. 133

les nombres p et ¢ étant définis par les égalités :

p= lim '."_l%'_l‘:ﬂ: lim &glf(t)l;
= ogx P
g= Tm 28l® _ loolf(t)l
=+ 100 =
il en résulte que L= —p, [ =— g; le nombre camcte’ristique et le

nombre caractéristique supérieur sont ainsi ratlacﬁes a la théorie de
M. Borel.

Nous élargissons toutefois un peu en procédant ainsi le domaine
d’application de cette théorie; M. Borel (loc. cit., p. 16) suppose les
fonctions qu’il étudie réelles positives et infiniment grandes (les fone-
tions monotones se raménent i ce cas et aussi les fonctions réelles
quelconques par la considération des enveloppes d’indétermination
de P. du Bois-Reymond). En appliquant directement, comme nous
venons de le faire, le mode de comparaison de M. Borel & la fone-
tion F(x) qui n’est pas nécessairement monotone, ni méme réelle, et
qui peul tendre vers zéro, nous pouvons avoir & considérer des
~nombres p et ¢ de signes quelconques : alors qu’avec les restrictions
de M. Borel, p et g ne peuvent pas étre négatifs (loc. ciz., p. 35).

Bien que les deux notions de M. Liapounoff et de M. Borel soient au
fond ¢quivalentes, il nous sera plus commode, dans ce qui suit, de
parler de nombres caractéristiques et non d’ordres parenthéses pour
ne pas compliquer les énonceés par I'indication des changements de
signes.

3. EXTENSION DES NOTIONS PRECEDENTES. — On peut étendre les notions
d’ordre parenthése, de nombre caracterlbthue supérieur en utilisant
des fonctions de comparaison autres que la fonction exponentielle.
Soit 0(¢) une fonction positive et croissante de la variable réelle ¢
devenant infinie avec ¢, et f( ¢) une fonction quelconque de 2. Consi-
dérons la plus petite hmlte p et la plus grande limite ¢ du rapport

log| /()1
logé(¢)

lorsque ¢ tend vers —+ oc; nous dirons que (p, g) est I'ordre de | /(2)
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par rapport & lavariable # = 9(¢), que — g estle nombre caractéristique
inferieur (') et — p le nombre caraztéristique supérieur de f(1) par rap-
port a la fonciion de comparaison 0(t).

Ces notions (*) se raménent du reste aux précédentes par le chan-
gement de variable « =1og0(¢);il peut évidemment étre commode
de ne pas effectuer ce changement de variable et de conserver une
fonction de comparaison distincte de la fonction exponentielles

Dans les numéros suivants, il s’agit, sauf indication contraire, des
nombres caractéristiques de Liapounoff.

4. NOMBRE CARACTERISTIQUE D'UNE SUITE ET RAYON DE CONVERGENCE D'UNE
striE DE TavLor. — La définition du nombre caractéristique est appli-
cable sans que la fonction soit donnée pour toutes les valeurs de¢; on
peut considérer /(¢) comme définie seulement pour les nombres zd’un
ensemble K non borné supérieurement. Prenons alors pour E I’en-
semble des entiers 2 et écrivons a, au lieu de f(-»).

Le nombre caractéristique de a, est égal au logarithme du rayon de
conyergence de la série de Taylor Xa,x" associée a la suite a, (*).

En effet, d’aprés le théoréme d’Abel, ce rayon de convergence R est
la borne supérieure des nombres X réels et positifs tels que a,X” tende
- vers zéro pour ~ infini positif; en posant X = ¢* ou X =logX, /=1logR
est la borne supérieure des nombres A tels que a,e* tende vers zéro

1 , - . L e o
avec —; c’est la définition habituelle du nombre caractéristique (*).

(1) Ce dernier mot scra sous-entendu quand il n’y aura pas d’ambiguité possible.

() M. Etlore Bortololti, dans un Mémoire, Suglé integrali..., inséré dans les Rendiconti
del Circolo matematico di Palermo,t. XXXV, 1913, estimel’ordre d’infinitude d’une fonc-
tion f(« ) par rapport & une autre fonction ¢ () enulilisant aussi les notions de limite supé-
rieure et de limite inférieure d'indétermination (voirle n® 30 de ce Mémoire). Mais il fait
intervenir pour cela les dérivées f' (z), ¢'(2) des fonctions & comparer ; sa définition est
donc distincte de celle indiquée ci-dessus, qui ne suppose pas l'existence de ces déri-
vées. Je l'avais donnée, dans une Communication au Congrés des Sociétés savantes
(Sciences, 1913, p. 33), en signalant son intérét dans la théorie des équations différen-
tielles, aprés l'avoir rapidement signalée dans un Mémoire publié en octobre 1911 dans
les dnnales scientifiques de I’Ecole Normale (3° série, t. XXVIII, p. 475 et 511).

(3) Lavrace ( Théories des Proylzilités) donne a la fonction £ a,2” le nom de « fonc-
tion génératrice dela suite @, ».

(*) Le nombre caractéristique supérieur de @, est de méme le logarithme du rayon de
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On peut pousser plus loin encore ce rapprochement. Dés que I'on
connait, pour une série entiére, un nombre positif 7 inférieur au rayon
de convergence, on peut affirmer I'existence d’une fonction majorante

: M N . .
de la forme —; ¢’est-a-dire qu’il existe un nombre M tel que
] — —

r

M
] a{z I < ‘,f;'
D’une facon analogue, il suffit de savoir qu'un nombre X est inférieur
au nombre caractéristique d'une fonction f(z) pour étre certain qu'il
existe un nombre p. tel que, pour ¢ réel et assez grand ('),

/(O] <pe.
Une fonction & nombre caractéristique positif tend vers zéro en
A 1 . . , e . .
méme temps que —; une fonction & nombre caractéristique négatif ne

peut pas rester bornée dans les mémes conditions; le seul fait que le
nombre caractéristique est nul ne permet pas de se prononcer; un
examen spécial est nécessaire.

5. Premiers Toioriyes bE M. Lispounorr. — Nous rappellerons brieve-
ment les énoncés de quelques propositions relatives aux nombres
caractéristiques, en renvoyant pour les démonstrations au Mémoire
cité de M. Liapounoff et en indiquant les analogies ou les généralisa-
tions qu’elles suggerent.

1° Le nombre caracteristique de la somme de deux fonctions est égal
aw plus petit des nombres caractéristiques de ces fonctions, si ces nombres
sont différents, et ne leur est pas in ferieur quand ces nombres sont égaux

(lemme IV, p. 226).

. 1 . ) .
convergence de la série de Laurent E —on ou le logarithme changé de signe du rayon
n="

xn

de convergence de la série de Taylor o
n

(1) De méme, connaissant un nombre A plus grand que le nombre caractéristique
supérieur de f(¢), on peut affirmer qu’il y a des nombres M tels que, pour ¢ assez grand,

| f(t) 1> MeAs.
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La proposition correspondante est bien connue : Le rayon de con-
vergence de lasomme de deux séries de Taylor est égal au plus petit
des rayons de convergence de ces séries s’ils sont dilférents et n’est
pas inférieur & leur valeur commune s’ils sont égaux (*).

On ne peut pas énoncer une proposition analogue et aussi générale
concernant les nombres caractéristiques supérieurs; il faut nécessai-
rement introduire des conditions complémentaires.

Par exemple : Etant données deuz fonctions réelles de méme sighe f(t)
et £,(1), le nombre caractéristique supérieur de leur somme est au
plus égal au plus petit de leurs nombres caractéristiques supérieurs.
Soient en effet L et L, ces nombres L <L, on a, ¢ étant positif,

'f [ |> M e—‘L"'a" lfi (t | > M e—iL,+S)/

' £ (O +A(0=1£(2) |+ff,<z>|>Me-"+”’§n+lfa’

e'L—Lyit
et le dernier facteur tend vers I'unité quand la variable z devient
infinie positive. La démonstration est immédiate si L = L,.

Nous allons étudier un cas plus intéressant. Supposons que les
nombres caractéristiques des deux fonctions f(¢) et £, (¢) soient /et /,
et qu’on ait

I<L<bL<Ly

on peut exprimer ceci en disant que les intervalles caractéristiques (I, L) -
et ({,, L,) des deux fonctions f et f, sont distincts. Dans ces condilions,
ona ‘

{ m, e—h+3t .
'fi( ) Ml i — /{8'1‘~[‘+2°'l,
m,, M, k étant positifs et constants; e pouvant étre aussi voisin de

f‘l( ) o oy I
Y0 tend vers zéro avec -

reste compris, pour/ assez g crrand entre

zéro qu'on le veut, ceci montre que =~

J1(2)

0
n en conclut que 1+ —< 70!

(1) 8i deux fonctions réelles z;, #, sont toutes deux positives ou toutes deux négatives
et ont méme nombre caractéristique /, le nombre caractéristique de la somme est éga]
a L Car il suffit alors qu’un des produits z; e+, z, 0+t ne soit pas borné pour qu'il
en soit de méme de leur somme (x; -+ x,) e+elt,
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deux - 1 3 . ,
eux nombres positifs, — et = par exemple; il en résulte que ke somme

J(e)

a mémes nombres caractéristiques [ et L que la fonction f(t).

S+ fi(e) :f(t)gl+fl(l)%

2° Le nombre caractéristique du prodwit de deux fonctions n’est pas
inférieur a la somme de leurs nombres caractéristiques (lemme V, p. 227).

On en conclut : Le rayon de convergence de la série £a,b,2" n’est
pas inférieur au produit des rayons de convergence des séries La,2",
b, x".

Cette proposition est d’ailleurs une conséquence immédiate du théo-
réeme de M. Hadamard : Les seuls points singuliers possibles de la
série Xa,b,x" sont ceux qu’on obtient en multipliant les affixes des
points singuliers de Xa,z" par les affixes des points singuliers
de Xb,2" (). ’

Une proposition analogue s’applique aux nombres caractéristiques
supérieurs; c’est d’ailleurs une conséquence de la précédente : L¢
nombre caractéristique supérieur du produit de deux fonctions n’est pas
supérieur  la somme des nombres caractéristiques supérieurs de ces fonc-
tions.

En résumé, si { et L sont le nombre caractéristique et le nombre
caractéristique supérieur de f(¢), et £, et L, les ¢léments caractéris-
tiques analogues pour f,(¢), A et A le nombre caractéristique ct le
nombre caractéristique supérieur du produit £(z) /,(¢), on a

(l) l+ ll;—v:‘/'-;:‘\:;[J_"_IJi-
Appliquons ces inégalités aux deux fonctions f(¢) f,(¢) =¢(¢)
etj.-lﬁ_—) = ¢, (¢) pour lesquels les éléments caractéristiques (*) sont
1

A, Aet — L,, —{; le produit oy, ¢tant précisément /,.on a

(1) Foir lo Chapitre VII (n° 4) de 'Ouvrage de M. HapAMARD : La séric de Taylor et
son prolongement analytique, ol sont résumés les travaux de MM. Hadamard, Borel,
Leau, etc., au sujet de cet important théoréme.

(2) On suppose ici que ces nombres sont finis.

dnn. Ee. Norm., (3), XXXVI. — M1 1919. 18
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ce qui denne

(2) 2o+ Ly, A>L+ 4.

On a de méme

(3) A4+ L, AZL4+{ (1)

Dans le cas particulier ot le nombre caractéristique et le nombre
caractéristique supérieur de 'une des fonctions sont égaux entre eux,
les inégalités (1) et (2) donnent alors, ainsi que M. Liapounoff I'a
remarqué (lemme VII), les valeurs exactes des éléments caractéris-
tiques du produit.

Pour les séries de Taylor, ce cas particulier est celui ou y]a,| tend
vers une limite pour » infini; dans ces conditions, quelle que soit la
série Tb,x", le rayon de convergence de la série Xa,b,x" est le pro-
duit des rayons de convergence des séries Xa, 2", Lb,2".

6. Cis DES INTEGRALES ET DES SOMMES DEFINIES (). —— A une fonction
intégrable #(¢) M. Liapounoff fait correspondre I'une ou l'autre des

intégrales
{ -+ o0
/f(z:)dt, f Floyde
t 1

selon que le nombre caractéristique de f(¢) est non positif ou positif;
il démontre alors (lemme VIII) que le nombre caractéristique d’une
intégrale n'est pas in férieur & celui de la fonction & intégrer.

En général on ne peut pas énoncer une proposition aussi simple
pour les nombres caractéristiques supérieurs. On peut le faire cepen-
dant quand la fonction f(z) garde, pour ¢ assez grand, un signe
constant; supposons-la positive, et soit L son nombre caractéristique

(1) :Ces propositions s’appliquent & la théorie de la croissance; elles s’énoncent alors de
la fagon suivante : « Etant données deux fonctions F(r), Fy (x) d’ordres respectifs (p, ¢),
(p1s q1), soit (P, Q) I'ordre de leur produit; P et Q sont compris entre p + ¢4 et ¢ -+ ¢y
et comprennent entre eux p + ¢y et py—+ ¢. » Les nombres p, ¢, p1, q1, P, Q peuvent
avoir des signes quelconques (woir n° 8), mais sont supposés finis. C’est une extension
des théorémes classiques concernant l'ordre d'infinitude ou lordre infinitésimal d’un
produit.

(%) Poir & ce propos les Legons sur la Théorie de la croissance de M. E. Borel.
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supérieur. La fonction f(z) domine (*) alors une fonction de la
forme Me™"+%, ¢ ¢tant positif etarbitrairement petit: Uintegrale

ff(t) ,

ou les limites sont respectivement ¢ et + s ou £, et z suivant que L>o0
ou que LZo domine une fonction de méme forme; c’est dire que le
nombre caractéristique supérieur de I'intégrale est au plus égal & L.

En résumé, dans le cas d’une fonction f(¢) de signe constant et
dont les nombres caractéristiques sont de méme signe, les nombres
caractéristiques de l'intégrale sont intérieurs a I'intervalle formé par
les nombres caractéristiques de la fonction, ou placés aux bornes de
cet intervalle.

Nous allons donner un théoréme analogue au précédent pour les
suites «,. Mais il faut d’abord préciser quelséléments nous ferons alors
correspondre a ces intégrales.

Lorsque le rayon de convergence de la série ne surpassera pas
I'unité, nous prendrons

n

S,= Z A== Ag~+ Ay~ . . . + Ay, S,= o,

0

et lorsque ce rayon sera supérieur a I'unité,

n

S"'l.z Z ai:—'(all_‘_ Apipqg—+ .- )

-+ w0
Dans les deux cas, on a

o
AS,=Sp4— S,=ay,

et, suivant une dénomination adoptée dans la théorie des diffé-

(*) Une fonction f(¢) domine, dans un intervalle ol reste comprise la variable réelle ¢,
une autre fonetion ¢(z) lorsqu’elle en surpasse le module; c’est-4-dire qu’on a

ferzle(e) |-
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rences ('), nous dirons que S, estla somme définie correspondant i la
suite. _
On a, dans la premiere hypothese,
x

Fz)=38,,z"=ayx + (a,+ a,) 2+ (a,+ a,+ @) xy3=... = I___xf(x),

en désignant par /(@) la somme de la série Sa,2". Dans la seconde
hypothése, écrivons

S—ay+a+ay+ ..., S, =S+S,=ay+a + ...+ an,
S, ayant le sens indiqué plus haut; il vient

S _aflz)—f()

C
— X 11— 2

F(2)=38,2"= —— f(z)—-

et 'on peut diviser haut et bas par « — 1; # =1 n’est donc pas un
~ point singulier pour F ().

Dans les deux cas, les deux fonctions F(z) et f(«) ont mémes
‘points singuliers (sauf peut-étre & =1) et par suite la série XS,x"
associée aux sommes définies S, a méme rayon de convergence que la
série Ta,x" assoctée a la suite a,,.

Dans les cas des suites et de leurs sommes définies, il y a donc
égalité des nombres caractéristiques. Pour les fonctions et leurs inté-
grales I'inégalité des nombres caractéristiques peut effectivement
avoir lieu : pour le montrer, nous construirons une fonction ayant un
nombre caractéristique [ négatif donné & Uavance et dont Uintégra’e
aura pour nombre caractéristique zéro. '

Soit (C) la courbey = ¢/, ou /= — /; et une série convergente a
termes positifs et inférieurs ix%

(e) Uy~ Uy~ Uz~ . .

Je construis la fonction f(z) représentée graphiquement par une
brisée dont les sommets seront les uns sir (C), les autres sur Oz. (Le
lecteur est pri¢ de faire la figure.) Chaque point O, situé sur O ayant

(1) Voir Encyclopédie des Sriences mathématiques (édition francaise), t. I, fasc. 1,
p. 55.
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pour abscisse un nombre entier n est le milieu d’un segment porté
par cet axe, A,B,, de longueur 2u,¢™; soit C, le point de (C) qui se
projette en O,; laligne représentative de 7(¢) se compose des segments
de droite

Ol"\h AICH CIBH BiA:).) recy Ancln CnBlu BnAIH—U cres

Les segments B,A,,, n’empiétent pas les uns sur les autres, puisquve
u, étant inférieur é;' et / étant négatif, la valeur commune u,e” des
segments A,0,, 0,8, est inférieure & —;

On voit du reste immédiatement que, si petit que soit le nombre
positif e, e“=% £(7) tend vers zéro avec % et que dans les mémes con-

ditions e“*** f(¢) ne reste pas bornée; [ est bien le nombre caractérisiique
de f(1).

; t '
Ce nombre est négatif, nous étudions par suite I'intégrale f J()de;
0
. . . . . 1
il suffit de faire la figure pour voir que, si z est compris entre n + —

et n+ -, cette intégrale est comprise entre la somme des r premiers

termes de la série () et celle des » + 1 premiers termes. L’intégrale
- tend donc pour ¢ infini vers la somme de la série; son nombre caracté-
ristique est bien nul.

7. GENERALISATION DES RESULTATS PRECEDENTS. — A la fin du n° 3 nous
avons défini les notions de nombres caractéristiques (inférieur et
supérieur) d’une fonction /(¢) par rapport 4 une fonction de compa-
raison f(z) positive croissante et devenantinfinie quand ¢ tend vers + .
Les premucres propositions de M. Liapounoff (n° 5) s’ appliquent encore @
ces nouveaux nombres. Mais il y a lieu de modifier I'énoncé quand il
s’agit de I'intégration, ainsi que nous allons le voir.

On a ‘

] TP s 6 , . .
ot 0(¢) désigne la dérivée %25 ce sont les nombres caractéristiques du
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f()
7(2)
Ils permettent encore de déterminer, suivant les cas, une fonction
supérieure aumodule de la fonction & intégrer ou une fonction positive
inférieure au module de la fonction & intégrer, et des éléments ana-
logues pour I'intégrale elle-méme. Il nous suffira d’énoncer, les propo-
sitions auxquelles on est ainsi conduit.

quotient #—— quivont remplacer ceuxde f(z) dans les énoncés.du n®5

A. Soit p un nombre fini in L férieur ou égal au nombre caractéristique

S
(¢

sidérant 'intégrale f JF()ydt lorsque p<1 et Uintégrale f (t)de
BUA ¢

du quotient 5= par rapport & la fonction de comparaison 0( z) en con-

lorsque p > 1, le nombre caractéristique in férieur de l'intégrale par rapport
a 8(2) nest pas inférieur a p — 1.

Remarques. — 1° Les nombres caractéristiques de la dérivée 0'(z)
de la fonction de comparaison (dérivée dont nous admettons I'exis-
tence) sont des constantes intéressantes attachées i cette fonction.
Toutefois ces constantes ne sont pas nécessairement finies, comme
le montre I'’exemple de 0(¢) = logt.

2° La fonction f(¢) peut dans cet énoncé ¢tre une fonction com-
plexe, mais la variable ¢ est supposée réelle.

~+ oo
3° La condition p >1 suffit pour que l'intégrale J(2)dt ait un
. z
sens.
B. Lorsque la fonction f(t) est réelle et de signe constant, et que P
est un nombre fini supérieur ou égal au nombre caracteristique supérieur

du quotz'eﬁz %B—) par rapport a la fonction de comparaison 0(t), en pre-

nani /vf(l)a,’z quand PZ1 etf }'(z)dt lorsqué P> 1, le nombre

caraclerzsizque superzeur de U'intégrale par rapport a 0(t) n'est pas supe-
rieura P — 1.

En particulier, si P < 1, on peut affirmer que I'intégrale / S(&)d:

devient infinie quand # tend vers + o
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SiP=p =1 les propositions précédentes ne permettent pas de se
prononcer, on substituera alors, comme on sait, & la fonection 6(7) la
nouvelle fonction de comparaison logh(¢).

Le cas le plus favorable est celui ou les théorémes A et B sont
simultanément applicables et ol les différences p — 1, P — 1 sont de
méme signe; les théorémes précédents renseignent d'une facon com-

pléte sur la convergence ou la divergence de I'intégrale ff(z)(lt, et

donnent une double estimation, par défaut et par excés, de la rapidité
de cette convergence ou de cette divergence.

8. Exemrres : 1081 0(2) = ¢, 0°(2) = 0(¢), les nombres caractéris-
tiques inférieur et supérieur de 0’(¢) sont tous deux égaux & — 1, et si
é-r,((—tt))par rapporta 6(z), ceux
du produit {,(( )0 (¢)=/(¢) sont, d’aprés une remarque anté-
rieure (n°5), égaux 4 p — 1 et P — 1; les deux propositions A et B
sont identiques a celles du n° 6.

2° En prenant pour 0(¢) la fonction log;(z) obtenue par itération de

la fonction logarithmique,

p et P sont les nombres caractéristiques de

log, ¢ =loglog¢, cey log;¢t = log log;—1 ¢,

on est amené i considérer le produit f(z)tlogz...log;_ 2 et ses
nombres caractéristiques par rapport & 0(z), ainsi que I'a fait M. Bou-
troux dans 'étude qu’il a du faire (*) des intégrales fu—[(%

3" Soit F(¢; 2, y) une fonction réelle ou imaginaire de la variable
réelle d’intégration ¢ et d’autres variables 2, y qui pourraient étre en
nombre quelconque et que nous pouvons, par suite, supposer réelles.
Onveut ¢tudier 'une ou 'autre des intégrales

t -+ %
f F(¢; x, y)dt, f F(¢; =, y)dt
¢ ’

lorsque la borne ¢ de I'intervalle d’intégration croit indéfiniment.

(1) Aeta mathematica, . XXVIII, 1904, p. 106.
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L’application du théoréme A et de la définition du nombre caracté-
ristique amene & rechercher comment se comporte, pour de grandes
valeurs de ¢, le logarithme de F. Nous ferons & ce propos I’hypothése
suivante :

On peut poser

log F(¢; 2, ) =[h(z, p) -+ k(&) + u(t; 2, y)]5(¢),

g () désignantune fonction réelle de 7, positive, croissante, devenant
infinie quand ¢ tend vers + oo.

Les fonctions 2 (x, y), k(¢), u(t; z,y) peuvent étre réelles ou
complexes. En désignant par &(z), suivant I'usage, la partie réelle’
du nombre complexe =, on admet que & Z(¢) reste bornée supérieure-
ment quand ¢ tend vers + oo et que,, y restant dans un domaine D et
¢ tendant vers + o, &u(¢; x, ) tend vers zéro.

Cette hypothése, que nous appellerons Aypothese I, étant admise,
nous prendrons comme fonction de comparaison

f(t) =estr,
Tant que le point «, y reste dans une partie D’ du domaine D ol

K% (z, y) reste bornée supérieurement, le nombre caractéristique de
F(z; 2, y) par rapport a.0(2) reste finij; il est égal &

- g Kh(x, ) +KI,
K désignantla borne supérieure de & [£(¢)].

’ ~. F 2 .1’
Quand on passe de F & 7> on doit considérer

do
logF — logt’ = logF — g — logg’, g'= 77?’
et
1 F log | F log g’
——lOg],lzob' I:]—-— 85 .
g ° 0 g K4

Nous admettrons (ce sera I'hypothése 11) que 19?’—” reste borné inf¢é-

rieurement; soit ¥ sa borne inférieure, le nombre caractéristique

-

de %—, est
—R[h(2, )] — K47+
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et celui de P'intégrale est au moins égal 4
— R A(e, y)]— K+ .

Par suite, 'intégrale
&

I / F(e; ., yv)de

Jy,
a certainement une limite quand t tend vers + = st
R, )<y — K,

puisque le nombre caractéristique est alors positif.

Des intégrales de la forme précédente se rencontrent dans des
questions variées d’Analyse et de Physique (*). . :

On peut pousser plus loin I'étude de ces intégrales, en utilisant
deux théorcmes que je vais indiquer.

9. AUTRES ESTIMATIONS DES NOMBRES CARACTERISTIQUES DES INTEGRALES. —
Nous désignerons pour abréger par c( f) le nombre caracteristique d’une
Jonction f(t) par rapport a la fonction de comparaison 9(t), qui peut
toujours étre distincte de la fonction exponentielle.

C. Sotent f et o deux fonctions de t, [’ et o' leurs dérivées, O la fonction
de comparaison, V' sa dérivée ; on pose

/)’:C(f)—’r(;(%t) .

@
N 2P [ Y ’ L 2 ; / 7 ; . R
St p’ est supérieur a U'unité, Iintégrale / Sty (L)dt a un sens el
oy
son nombre caractéristique n’est pas in férieur a p'— 13 s0p'Sy, le

t
nombre caracteristique de [ J(O)2' ()dt Rlest pas infeéricur a p'—1-
to

(1) Gitons, par exemple, la théorie des fonctions déterminantes de lLaplace, dont
Iétude a été reprise de nos jours par M. Pincherle. Poir dans I' Encyclopédie des Sciences
mathématiques, édition francaise, 'article II, 26 ( Equations et Opérations fonctionnelles),
oh Panalysle italien donne (n°23) une bibliographie de la question; voir aussi son
article plus récent (Acta mathematica, 1913) el le travail signalé plus haut, de M. Bon-
TOLOTTI ¢ Sugli integrali..., Chap. VI. Nous indiquerons, en Physique, la Théorie de la
chaleur, en renvoyant au 7raité d’dnralyse de M. Goursat, L. Ill, Chap. XIX.

Ann. Ee. Norm., (3), XXXVI. — Mar 1g919. ‘ 19
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Cette proposition est une conséquence immédiate de celle concer-
- nant le nombre caractéristique d’un produit et du théoréme A du n® 7.
Les criteres précédents sont des criteres de convergence absolue,
les suivants peuvent étre d’un emploi plus large. '
Les meémes intégrales s’étudient au moyen des formules d’intégra-
tion par parties :

W Al
1 [ roa=1reli— | ora
et " o
(2) : uc/:o "dt = | fo ca/ dt.
J o=

D’aprés les théorémes concernant les nombres caractéristiques
" d’une somme et d’un produit, et la proposition C, on cherche le plus

petit des nombres c(f) +c(z)ete(y)+c (é, ) —1.

On écrit
2t /'l A
):“‘/ J'(t)de lorsque c<7> —1>0
14
et

/'(Z) :;fu:l,)-i—/ S de Torsque c<—g,-) —1%o,

le nombre caractéristique de la constante /(¢,) est nul, et par suite le
théoreme A nous apprend que, dans 'un et Pautre cas,

e(f1ze(§) =

/N,

e(f)+e(o)z c( )—l—c(w)- I

On adone

et on peut énoncer le théoréme suivant :

it

D. En posant

p'se (—g—) +c(o),

linzé cf/-ale / f m’di a un sens st p” > et son nombre caractéristique est
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supérreur ou égalap’—1:sip" <1, le nombre caractérisitque de
Al
Sl dt
<1,

n'est pas inféricur a p” — 1.

On observe que si ¢’ est seul connu, on peut prendre suivant que
c(Z)>10uquee(s) <L,

i

i w

Al
v=— / o' dl ou J::—/ o' dt.
t(l

LV

\ . /! .. " o .
Remurque. — Pour estimer u(—g, > on peut ecrire —2—, :%% et 1l
vient

o(7)zelg) ol F):

/

10. DoMAINE DE CONVERGENCE DE CERTAINES INTEGRALES DEFINIES. — Nous
allons appliquer ces derniers théorémes i la théorie des intégrales

o ,
1(x, v)= / a(t)F(ty x, v)dt,
A
analogues aux fonctions déterminantes de Laplace. Celles-ci ont été
plus récemment étudiées par divers auteurs et en particulier par
M. Pincherle (*). _

Ces intégrales sont de la forme considérée plus haut, mais la pré-
sence du facteur a(¢) nous permet, sans diminuer la généralité, de
supposer nulle terme analogue a £(¢).

Ferivons done

log :ﬁ(t; x, y)Y=g) [ (x, y)+ w(t; x, » -

Aux hypothéses antérieures, I et Il (p. 144), nous substituons
maintenant I'Aypothése 111 :
.+ La fonction g(z) est réelle, positive, croissante, devient infinie
avec £; elle sert & former la fonction de comparaison 0(¢) =e#"; la

(1) Foir la note de la page 145.
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lo 2

14
derivée g'(¢) a ses deux nombres caractéristiques ordinaire et supé-
rieur égaux A zéro. Quand le point x, y reste dans un domaine D et
que ¢ tend vers + o, la fonction &[4 (x, y)| reste bornée, u (25 2, y)
tend vers zéro, et sa dérivée «,(¢; @, ¥ ) reste bornée.

Dans ces conditions, le nombre vy de tout & ’heure est nul et les
deux nombres caractéristiques de & sont égaux. On voit de plus que
le nombre caractéristique du quotient

Fi(t; @, »)

- =) A, ) +a(l; x, y) ] S+ o(Ouy(e; @, y)
Fity, x, ) : : -

est nul ou positif.
Ceci posé, admettons que 'intégrale

(L) =-— / a(L)F(L;xq, vy)dt

ot

ait un sens (i, y, élant un point particulier de D). Le nombre carac-
téristique ¢(o) est positif ou nul, puisque ¢ tend vers zéro avec ,+ On
peut écrire )

. D' z=a(t)F (L xe, ¥o)
el

a(L)F(t; vy, v) = fo,

en posant
ALy, )
FL5 e )

En raisonnant comme plus haut,.on a d’abord
. l —RIAh (2. v RT .
¢ 9’ — l_l(‘l'O!]O)]_" [h(‘zﬂj’)]_*_'

D’autre part,

C(—t) -=cC l_jl(": &y )) _ j:(‘; Lo, ‘,.y(\)_‘l

S LT (L &, ) F(t; xq, ¥o)

est nul ou positif, comme nombre caractéristique d’une somme de
deux termes & nombres caractéristiques nuls ou positifs. On voit (n°9).
que

pl= c(‘{;) + ¢(9) é‘(b(:) =R[A(z0, yo)]—R[ (2, y)]-+1
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est supérieur & 'unité dés que
RLA(x, )] <R L{a,. 20)].

En définitive, st Uintégrale
At
I(x, y)= / a(t)F(t; v, »)de
1,
@ un sens pour un poini Xy, y, du domaine D, elle aura également un
sens pour tous les points du méme domaine tels que la partie réelle de la
Jonction h(x,y) resteinférieure a la partieréelle de I expression h(,, y,).
Supposons qu’il y ait, dans le domaine D, des points ou I'intégrale
précédente I(x, y) soit convergente et d’autres ou elle ne le soit pas;
admettons, de plus, la continuité de la fonction 2(x, ¥ ) ou, tout au
moins, celle de sa partic réelle & [ (2, v)|, il existe alors une [rontiére
de convergence, séparant larégion de convergence de la région de diver-
gence, el U'équation de cette frontiére est de la _forme

R[(x,v)] = «,
o désignant une constante.

11. DETERMINATION DE LA FRONTIERE DE CONVERGENCE. — Celte constante
est égale au nombre caracteristique de [ ’inlégrale

o
A(L) = — / a(t)de.
<l
quand cetee intégrale existe et que son nombre caractéristique est posiiLf,
ou a celut de 'intégrale
- o
Ay(L) = a(t)de,
4

quand Uintégrale précélente n'existe pas ou, qu'existant, elle a un
nombre caractéristique nul (il ne peut pas étre négatif) ; nous désigne--
rons par ¢(A) celui de ces nombres que nous aurons i considérer.

En se reportant & la définition du nombre caractéristique d’une
fonction f£(¢) pac rapport & la fonction de comparaison 0(7)

_ = log| f(¢)]
dj)sz&i“» logb(¢) ’
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on voit que la proposition qui vient d’étre énonccée est une générali-
sation étendue des théorémes de M. Pincherle (') donnant I'abscisse
de convergence d’une fonction déterminante.

Pour la démonstration, je suppose d’abord que x,, y, soit un point
de D intérieur au domaine de convergence; le mot intéricur est
entendu au sens étroit : il existe d'autres points ), y, du domaine de
convergence pour lesquels

R (xy, yo)] << R[A(2 (, Vool
Posons

?(”:—‘/ a(t)F(t; zy, ) dt,
Jy

il résulte de la démonstration antérieure (x,, v, et @, ¥ jouaient alors
rebpectlvement le role de x, v et «x,, yo) que c(9) > o.
Ecrivons

a(t) =a(t)F(Lt; vy ¥y) m

Nous avons }
o =a(t)F(L; re, 1)
et nous posons
1

) = ——————— .
A F(¢; Zg, Vo)

Appliquons le théoréme antérieur D, cherchons, pour cela, c(g-)
1
ou plutot (‘(9,> -+ ('(f> qui ne peut surpasser le nombre précédent.
On a, sans difficulté, '
o(§) =Rz, yo) + 1.

/_____ T(t 1«)-)0)
J "(5 Ty }’o)

c<—/fl> Zo (nv10).

pPlr=R[h(z, yo)] + 1,

t, puisque

‘Prenons

(1) Foir les articles cités, p. 145.
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ce nombre est bien inférieur ou égal & r(g ) +c(2) et nous savons

que le nombre caractéristique c(A) de l'intégrale A = / a(t)de(dune
facon plus précise A, dans le cas de p”">1. ou &[Ah(x,,y,)] >0,
A, dans le cas de p"S1, ou &af[A(x,, v,)]Z0), n'est pas inférieur

ap’— ;i done, si®f[h(x,,v,)] <=« onaaussi
c(A)ZR[ (20 y0)]-

On peut, du reste, supposer que x,, v, est assez voisin de lafrontiére
du domaine de convergence pour que & [%(z,, y,)] ait le signe de «;
il en est de méme, alors, de c(A), et la régle du début de ce numéro
estvraie pour les signes; de plus, desinégalités précédentes on déduit,
Loy Yo €tant aussi voisin qu’on veut de la frontiére du domaine de
convergence, '

(1) c(A)Za.
Prenons maintenant un point z,, ¥, du domaine D tel qu’on ait

R[N (xen yo)] < c(A)
et'éerivons

(l(t)j([; Ly )’!)) :f<?/7
0l

_f:j(c;-p(n}’n): ?l:a(é)q

o désignant, suivant le signe de ¢(A), Pune des intégrales A, ou A,,
nous avons '

c(g)=c(A), c:(‘é—,>§~—,fﬁk[lz(x0, Yo)] +1
et, par conséquent, en prenant

p//: c((p) —4- c(%;),

PrZe(A) —R[A(zy, y0)] + 1.

on a

o
Comme p">1, l’intégrale/ S o'dt a un sens, ce qui démontre que
t

I'intégrale

f wa(t)&"(t; 2o, ¥o) dl
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est convergente. Par suite, on a &[A(a,, yo)] <%, el, puisque
A [A(x,, vy)], tout en étant inférieur 2 e(A), peut en étre aussi

voisin qu’on le veut,
c(A)Ze.

En rapprochant cette inégalité de inégalité (1), p. 151, on voit que

c(A)=o,
ce qu’il fallait établir.

12. NoMBRES CARACTERISTIQUES GENERALISES D'UNE SuITE. — Ktant donnée
une suite indéfinie de nombres réels ou complexes

(a) Wy, Ayy  Aay vy Qpe vy

on peut encore en estimer (par exces) la eroissance en la comparant
3 une suite

(6) : 00v 917 025 R} 0,”

formée de nombres positifs croissants avec 'indice, devenant infinis
en méme temps que lui, et en suivant la méme marche que plus
haut (n° 3, fin). L’expression

— logla

cp(a) =— lim loglan|

L o] 105"6:1
(tie nous désignerons aussi par ¢(a) quand il n’y aura pas d’ambiguite,
définit le nombre caractéristique (inférieur ou ordinaire) de la suite (a

acterising . ,

par rapport a la suite de comparaison (0). C'est ainsi qu’en prenant

[J" — e”)

on a les nombres caractéristiques de M. Liapounoff intervenant dans
la théorie des suites des coefficients de séries de Taylor, ¢’est-a-dire
les logarithmes des rayons de convergence des séries associées.

Un autre exemple intéressant se présente encore dans I’étude des
séries-de: Taylor: Soit Za,x" une telle série dont le rayon de conver-
gence est égal & 'unité; prenons 6, = r, le nombre caractéristique

T logla,|

cpla) =—.lim
8(a) n=w lOgn
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étant censé fini, si lon pose
cy(a) =1 — m,

w=1—c¢(a) est un nombre dont M. Hadamard (') a monitré
Iimportance et qu’il appelle Vordre de la série sur son cercle de conver-
gence. ;

La connaissance du nombre caractéristique e(a) ousimplement d'un
nombre A inférieur d ¢(a) donne une suite dominant la suite a,,,

v, =M 9;,-' > , Ay "

Cette indgalité est vérifice des les premiers termes si M est conve-
nablement choisi;elle Pest certainement a partir d’une certaine valeur
de nsi le nombre positif M a été pris d'une facon quelconque.

On définit d'une facon analogue le nombre caractéristique supérieur
de la suite (@) relativement a la suite (0). ‘

Les premiers théoremes de M. Liapounoff, concernant les nombres
caractéristiques d’une somme d’un produit, les fonctions 4 nombres
caractéristiques supcérieur et inférienr égaux entre eux, efe., s’étendent
manifestementaux nombres caractéristiques des suites, au sens général
ot nous Uentendons actuellement.

Cest ainsi que le second des exemples cités plus haut nous montre
que si on a deux séries de Taylor o(a) et L(x), Pordre de leur
somme f(x)=12(x)+ y(x) cst égal au plus grand des ordres des
fonctions o et ¥ s’ils sont différents et ne leur est pas supérieur s'ils
sont égaux (voir Hanamarn, La série de Taylor, p. 46).

St l'on a

o(e) = Xa,r", Yy =2b,x"
et st on pose

(o) =Xa,b,x".

toules ces séries ayant pour rayon de convergence Puntté, lordre de F
n’est pas supérieur au produit des ordres de ¢ et de .
Le cas des sommes définies exige plus d’attention. Comme plus

() These, Journal de Mathématigues, 4 série, 1. VUl, 1892, p. 1715 La série de Taylor,
p. 45 & 49. ‘
Ann. Ec, Norm., (3), XXXVL. — Mar 1g1g. 20
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haut (n° 6), nous considérons la suite 8 formée par les sommes

S, =—(t,+ Ay + .. .),

c'est-i-dire par les restes changés de signe de la série lorsque nous
serons surs de la convergence de cette série, et la suite 87 formée par
les sommes des premiers termes .

S, =ay+a,+...+a,

quand nous ne pourrons pas affirmer la convergence de cette sérice.
[l est du reste facile de s’assurer que, pour une série convergente,

c(8)Z (8.

C'est évident si lasomme de lasérie estnulle, puisque alors 8] == 8 5
si la somme de la série est Ss£ 0, or a

lim8) =8,
‘o
¢(8")=c(S)=o,

alors que ¢(S"), nombre caractéristique d'une suite tendant vers zéro
1 « en
avee s est positifon nul.

Bref, nous considérerons le nombre caractéristique des restes de la
séric quand nous la saurons convergente, celui des sommes des
premicrs termes quand la série sera divergente ou que la convergence
ne pourra étre affirmée.

Cherchons & estimer ¢(8) ou ¢(8”). Pour cela nous éerirons,
suivant les cas,

. a; :
(1) ;== A/jl Al Al v =0 — 1,
i1
ou ' '
‘ i ap [ / e
(.2) [ = —IO»‘AJ,', A‘J‘;T:: Diwr — 9
i

et nous regarderons |a;| comme Paire d'un rectangle, dont la base
portée par I'axe des abscisses O0 joindra les points 0,0, ou 6,0,,,.
Cette aire est inférieure & celle qui est comprise entre les mémes
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ordonndces, 'axe 06 et la courbe 2= M0O-7, ou M est une constante
positive et — p un exposant convenablement choisi.

Nous prendrons Al; lorsque la fonetion z = M0O=2 sera croissante
ou constante, c'est-a-dire lorsque p -o: nous prendrons A,
pour p>o. En évaluant Paire correspondant i la courbe, on a le
théoreme suivant analogue au théoréme A dun® 7

, . ,
AL Si c(_\f e ) > ct si p est un nombre quelconque satistai-

Tn—1,

sant & la double inégalité 1< p < c( O ) la série Xa,, converge ét

n-=1

c(3)>p—1;

T . foa,
2% Si I:—'C(_y, . et st o<<p < (:(AT"—-), on ne peal  pas
\ . n—1

/

affirmer la convergence de la série, mais on a

c(8")>p—

e L)z nous essayerons ,(__'_) soit p un nombre

négatif ou nul et inférteur a (,( ~ ) on a

c(SY>p-—1.

[3. Remasoues. — L'énoncé preecdent fait intervenir les nombres

R . ay, u, .
caracteristiques des suites — et —2—: on peut, du reste, estimer ces
aract I sy by | , )

nombres en utilisant e(a,), ¢ (/—'-—-) o 1(——'———) et appliquant la regle
" \Ae/l \A‘/)/l 1/ i}

concernant le nombre caractéristique d’un produil.

Les nombres c(’ _\9"’), (_w” ) el les nombres caractéristiques
supérieurs correspondants ou encore les éléments caractéristiques des
différences A0,, A0,—, sont des constantes attachées a la suite de
comparaison.

Dans le cas ot 0, = ¢”, ces nombres sont ¢gaux a +-1.

.- . , e
Si0,=n% les nombres en question sont égaux a ; 810, =logn,

ils sont infinis négatifs, ete,
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Comme on a

I
log
A, ! 1 . P .
_ T 1+ log ) Gy << H lim 4, = =,
l():\' Oll l().!". 9" = I Oll—l net " n=—"oe "
O,
’ : i S T yus éoul 3
on voit que le nombre c( S_’/_—) est au plus égal & 1.
N, n—1/

Si Uon applique en particulier les critéres précedents a I'étude de la
convergence de la série X07%, déduite de la suite 0,* dont le nombre
caractéristique est o, on voit que cette série sera convergente des

que

\ \
T C(A{/n-—--l) =1

ou

| .
.£>I—L<'E-“——:)

On voit ainsi que 1 — cf est une limite supérieure pour

¢
'exposant de convergence (') de la suite 0, qui joue, comme on sait,
un role important dans la théorie des fonetions.

Le ceritere suffisant de convergence donné par le théoréme A’ est un
critere de convergence absolue, puisque le nombre caractéristique ne
dépend que du module; on peut le compléter de diverses facons. Dans
le casdes séries & termes positifs, on peut donner des eriteres suffisants
de divergence analogues (en utilisant les nombres caractéristiques
supéricurs) et correspondant au théoreme B (0 7).

Nous n'insistons pas davantage sur ce point, parce que les critéres
donnés par la méthode précédente peuvent étre obtenus par compa-
raison avee les séries (que M. Dini (?) forme en partant d'une séric
divergente i termes positifs, ce qui revient d construire la suite 0;
en se donnant 0, et les différences A0, . :

On peut enfin, et particulicrement dans le cas des séries A termes
de signes quelconques ou & termes complexes, utiliser la formule

(1) Borgr, Legons sur les fonctions entiéres, p. 18 et suiv.
(*) Voir Encyclopédie des Sciences mathématiques, 1, 4, p. 224, n®* 37 ot suiy.
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souvent désignée sous le nom de formule de lram/ormalwn d’Abel (*).
Elle s appllque aux séries de la forme

“;all /}n'

Nous poserons
B, =0b,+b+...+0, ,

ou, si la série X0, est convergente,

B, =— (bp+ bpsy+...);

nous avons done
AB, =0,  AB)==b,

et, par suite,
an/n——an AB;, — ”n“u,i (l,l._,lx,,—— Bn(an_auf:)—i‘( n~1| )—Hu Aan~1:

de meéme
ayby =A(a, B),)—B) Aa,_,.

Bref, en désignant, suivant les cas, B, ou B, par B,,,

a, AB, =a, b, = AA((‘u»l B,)— B, Aa,_,.

La sommation de la série A(a,—,B,) est immédiate; en estimant le
nombre caractéristique de: restes ou celui des sommes de ses premiers

Ay - Aa,. . L
termes, ceux de B, et de /’ Y ou =5 ctappliquant les théoremes
A Il 1 -\/n

antérieurs, on estimera le nombre 4:;11';14'lél‘is‘(iquv des restes ou des
sommes des premiers termes de la série Xa,b,. Tous ces nombres
caractéristiques sont relatifs & la méme suite de comparaison 0,.

Le parallélisme avec le cas des intégrales est assez manifeste pour
que les indications preécédentes puissent suflire. On peul ainsi, en
suivant la méme voie que plas haut (n® 7 4 11), démontrer Pexistence
de I'abscisse de convergence des séries de Dirichlet et des séries
analogues et en retrouver Pexpression de cetle abscisse. La suite de

(1) Poir, au sujet de celte formule, Kncyclopédie des Sciences mathematiques,
article I, 4, no 14. Foir aussi un article de M. E. Bowrovorri, 1l melodo della Sommazione
per parti( Giornale di Mathematiche di Battaglini, vol. LIV, 1916),
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comparaison se déduit de 'étude asymptotique du terme genéral:
dans le cas d'une série de Divichlet 4,677, elle est 0, = ¢ ().

o~

CHAPITRE 1L

[1. NOMBRE CARACTERISTIQUE b'UN GROUPE DE roNcTioNs. — M. Liapounofl
appelle nombre caractéristique d’un groupe de fonctions le plus petit
des nombres caractéristiques des fonetions composant le groupes il a
démontre (p. 220, théoreme 1) qu'étant donné un systéme différentiel
linéaire :

durg )
(l) 'E[“ = Ps1 L Py lat Lo Pealy (s=1, 2, ----1)’

ot les p désignent des fonctions de t continues (*) réelles bornées, toute
-solution de ce sysiéme (aulre que x, = x,= ... = Ty =0) « un .nombre

caracléristique fini.
La démonstration qu’il en a donnée prouve, de plus, que si

T, X, .. 2, 08t la solution considérée, ces fonclions étant réelles,

le nombre. caractéristique supcéricur de yai-+ al—+...+x] esl

fgalement fini; el si les a0 sont complexes il en est de méme

pour y|xi| + ...+ |z ].
Nous appellerons nombre caractéristique supérieur d’un groupe de
Jonctions de la variable réelle ¢ le nombre caractéristique supéricar
de la racine carrée de la somme des carrés de leurs modules. '
(Cest aussi le nombre caractéristique supérieur de la somme des
modules, car on a '
B ‘,’.’(‘,[-4«...—%].1?,,.[('-'

S DV T ey

Lt 4oz —1).

Le rayon de concergence de ['ensemnble de plusieurs séries de Tavlor

(1) Ces questions bien connues, surtout depuis la 7%ése de M. Cahen, sont abordées
un point de vue un peu différent dans un article du Bulletin de la Société mathématique
de France, . XLVI, 1918.

(2} Ces hypothéses pourraient dlre élargios, nolamment en ee qui coneerne la continuilé
et la nature réelle des fonctions, '
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sera, par definition, le plus petit des rayons de convergence de ces

diverses séries. Clest encore le logarithme du nombre caractéristique

du groupe des coefficients d'une méme puissance de la variable consi-

dérés comme fonctions de 'exposant de cette puissance (n” 4). Cette

définition va nous conduire & un théoreme analogue i la proposition

de M. Liapounoft qne nous venons de rappeler. ‘
Considérons, par exemple, deux suites

)

v (‘) Yoy ¥Yis  weey Vi o-eey
(2) ) |

3} S Sy [ S

qui se déterminent de proche en proche par les équations de récur-
rence linéaires
(3) el
Doz =i + 054,
(que nous pouvons écrire encore sous forme ’équations aux diffe-
rences
V Ay = Yiva— yi= (o — 1)y + 2i 34
[ Az; — Sior = 3T Y + (9, —1) 7,

N

dont les propriétes rappellent celles des équations (1). Par exemple
la solution générale y,, z; du svsteme (3) s’exprime par une combi-

”n

naison linéaire de deux solutions particulicres v, =, el ¥, =},
(3) yi=cyi+ "y, s el s 4 s

ol ¢’ et sont des constantes indépendantes de I'indice , dont on peut
disposer pour donner & y; et z, telles valeurs qu’on veut. Supposons
que oz, by, Y 5 restent inférieurs en module & un nombre fixe M et

’ . N ’
que, de plus, les modules des déterminants e;6;, — 3;v; restent supé-
rieurs A un nombre m, toute solution (2) du systéme (3) («utre que la
solution y;= z;= 0, toujours écartée dans ce quv suit) donne naissance
a deuzx séries de Taylor Ly,x", Xz,2" dont 'ensemble a un rayon de
concergence fint el différent de zéro. »
Pour le démontrer, nous observons d’abord que les solutions
(Y") Yo, Yoo Yy, oo Ya,

R A A
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dua systéme
4-’»—1"‘ \l(\ +/‘I)

3]
(37 Tor == MY, + 7

dominent ¢videmment celles du systeme (3) quand on a

Yu>l.“'n|~ 70> |3olo
Comme de plus
Y=y —= (\'07+- 1o )YMY,

le rayon de convergence de Xy, 2" et Xz,2" n'est pas inféricur i R

D’autre part, on a

b Lo=2 o2 -2 . A L~ g (=2 AZY) -2

. u'l:)'-{»]—r—"l?%] _,(J;_‘_//"),,)z )(J/H1+ /l')f)‘l“l""(‘l‘+(:)*z,

qi= EREEC ) -2 )
V;+— 3f Sy S7

. , oo BN P
© si nous supposons réels tous les coeflicients «, 19, Y, G, AlNSLUEC ¥, 5,

il en sera de méme de Vi Sir et le rapport précédent est compns
entre [es deux racines S, 87 de I'égnation en S

AP yi— S Bi—47:9;

- 0.
ORI "2 N2 Q .
LB+ 9 “,'+ r)i"_h'

Ces racines sont positives et évidemment inférienres & 4M*. Si nous
supposons S;Z S/, comme on a

Si8T= (a8, — Bi7y:)* > m?,
on peut écrire

Q/ 8~ m?* < m?
Ni=qi=i= FT IR0

On en conclut qu’il existe des valeurs de z telles que le pro-
duit (v + =z7) x* croit indéﬁninmnt avec 7; c’est dire que I'un an
moins des produits y;2', z;x° ne peut rester horné, le ravon de conver-
gence des séries Xy 2%, Xz,;2" est donc fini. La proposition est démon-
trée. Elle s’applique, ainsi que les suivantes, au cas ou il y aurait
p suites analogues & (2) détermindées par des équations de récurrence
linéaires, des hypothises analogues étant faites sur les coefficients
des substitutions et sur leurs déterminants. On trouvera facilement
les petites modifications & apporter aux inégalités précédentes.

Enfin, en suivant l[a méme voie que M. Liapounoff (p. 231), on étend
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le résultat d"abord au cas des solutions complexes d’équations de
récurrence a cocllicients réels, puisau cas des équations & coéfficients
complexes.

II ne peut exister plus de deux rayvons de convergence distinets
pour l'ensemble des deux séries de Tavlor associées aux diverses
solutions de (3).

Ge théoréme est' une conséquence du préccdent et s’établit comme
le théoreme correspondant de M. Liapounoff (théoréme IT, p. 232).

Une équation différenticlle linéaire d’ordre » équivaut, comme on
salt, & un systeme de n équations linéaires du premier ordre; la
théorie de M. Liapounoff s’applique done aux solutions d’une telle
équation.

Semblablement, une relation de récurrence linéaire, liant un terme
"une suite aux p termes précédents, se remplace par p relations de
récurrence linéaires entre les termes de p suiles, relations liant les
termes de rang 7 aux termes de rang ¢ — 1. Ainsi, en prenant p =2

YivaTE % Vi ﬁ[}'[
et introduisant la nouvelle suite (z) déterminée par

Yivr == Vit 3
on a le systeme
Nivr = Yit 34

31‘4-1 — (-7-1""' l) (.)'l' -+ 51) + 131‘,')'1"

(qui est bien de la forme voulue.

On pourra done adapter les propositions (ue nous (IQn nons ici anx
suites déterminées ainsi par des relations de récurrence liant p 41
termes conséculifs. Par exemple :

Si les coefficients d'une série de Taylor Xy;2' se déterminent de
proche en proche par une relation de récurrence linéaire i coefficients
variables, mais bornés,

(6) Viap = %ig Viap-1=+ Aig Vitp—at .t i pVis

la série’admet un rayon de convergence fini et non nul. Les coeffi-
cients de la série dépendent encore de p constantes arbitraires et il
Ann, Ec. Norm., (3), XXXVI. — Jux xg;lg. 21



v a au plus p ravons de convergence distinets pour les séries qu'on
peut ainsi obtenir.

Ces résultats sont une géncéralisation de ceux indiqués par Poincaré
dans son Mémoire Sur les équations linéarres aur différentielles ord:-
natres el aux drfférences finies ( American Jowrnal, t. VII, 1885). Les
coefficients des relations de récurrence telles que (6) v sont supposés
fonctions rationnelles de P'indice 73 alors que nous supposons ces
fonctions quelconques. '

La notion de nombre caractéristique d’un groupe de fonctions peut
ttre généralisée en prenant, comme plus haut (n® 3), une fonction de
comparaison §(¢) autre ue la fonction exponentielle : ¢’est toujours
le plus petit des nombres caractéristiques des fonetions eomposant le
groupe. Dans un article antévieur ( Congres des Sociétés savantes, 1913 :
Sciences) j"ai donné, & ce propos, 'extension du théoréme de M. Lia-
pounoft aux solutions de systemes diflérentiels linéaires dont les
coefficients satisfont & certaines conditions de croissance différentes
de celles indiquées ci-dessus.

On pourra de méme parler du nombre caractéristique généra-
lis¢ (n* 12) de plusieurs suites; par exemple, en prenant pour suite
de comparaison 0; =17 et supposant qu'il y ait deux suites (y), (=),
dont les séries associées Yy,zf, Yz’ convergent pour |x| <1, le
nombre caractéristique ¢ des deux suites donne ce qu'on peut appeler
Pordre w des deux séries surle cercle || =1 par la relation c =1 —
(vour n® 12). 1l serait évidemment possible de donner pour ces
nombres caractéristiques généralisés des suites el pour les systémes
de récurrence des propositions analogues a celles qui concernent les
nombres caractéristiques ordinaires et les systemes différentiels
linéaires.

Remarque. — Dans le cas ot 'on a une seule suite () satisfaisant
aux équations de récurrence

Vipy = %; Vi ({==o0,1,9,...),

laproposition précédente montre que si dans une série de TaylorZy,u
le module du rapport =; d’un coefficient au précédent reste compris



SUR LA NOTION DE NOMBRE CARACTERISTIQUE DE M. LIAPOUNOFF. 163

entre deux nombres fixes, le ravon de convergence de la série est fini
et différent de zéro.

La suite des «; détermine alovs les y; i un facteur constant prés: il
est naturel de se demander quelles relations existent entre les points
singuliers des séries de Taylor

Jr)y=2X y;21, ()= Nl

Voici une remarque intéressante a ce sujet.
On peut écrire
Je)—

pe = I"(.r),

F(x) est une fonction réguliére & Porigine, admettant évidemment
les mémes points singulicrs que /(). D’autre part,

Fla) oy v 4 o4 Vi of

se déduit de fCu) et de g(e) par Popération de M. Hadamard
(vorr n°5); ¢'est dire qu’en désignant par ¢, ¢/, v les affixes de points
singuliers de F, fet g, on a

c=c'y,

P ¢ .. R . , ;
oty = 5+ Maissi y a cette forme, il ne faut pas en conclure que tout

. ¢ ' s . . . ~ S ’
quotient  donne Taffixe d’un point singulier. 1in effet, du moment

1 ’ 1
et — sonthornés, —
[o ] ‘

infini, le rayon de convergence de la série g(z) est done-égal a

que | 2; logizt| tend vers zéro quand ¢ devient
, " . s 1 e ., - c
Punité; ceci nous montre déja qu'il fandrait écarter les quotients o de

module inférieur a 'unité.
Une remarque de méme nature s’applique aux séries

Y(w)=2yx, = Z(x)= Yt
M) = Zo;xt, B(w)=XfEx1, Cr) = Ty, D(r)= X202,

., . . . ; B . el
associées respectivementaux suites (), (2), (), (3), (v), (¢) consti-
tuées par les divers facteurs figurant dans les seconds membres des
équations (3); désignons par 7, 7/, ... les affixes des points singuliers
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de Y(), par , 7, ... ceuxdes points singuliers de Z(2), par a,b, e, d
les mémes éléments pour A(x), B(x), C(x), D(=), on a nécessaire-

ment des relations de la forme

» d P

2 N 7

]
a = —» Hh = —, C™= —> o= -
0 0" ¢« Z 4

Il est facile de former des e\emples
Nous nous coutentons de wxmle[ ici ces questions, une étude plu>
approfondie nous entrainerait lom de 'objet du présent travail.

15. KQUATIONS DE RECURRENCE ATTACHEES A UN SYSTEME DIFFERENTIEL ET A
DES VALEURS DE LA VARIABLE EN PROGRESSTON ARITHMETIQUE. — Soil un systeme
differentiel linéaire

dy
( \7?'“/'3 e
) {
’ EES——
m-_—/.\ - 83,

ol les coefficients p, ¢, r, s sont des fonctions de ¢ réelles (') et bor-

(1) Du moment que la vaviable ¢ reste réelle et que les résultats énoncés iei par un
systeme a deux fonclions inconnues j7, 3 s'appliquent encore au cas ol il y a » fonctions
inconnues, 'hypothése que les coefficients p, ¢, r, s sont réels ne diminue pas la généra-
litd. En eflet, si le systéme linéaire comportail » fonctions inconnues imaginaires, »i
ses coefficients étaient imaginaires, son étude se rameéne (pour ¢ réel) & celle d’un sys-
téme & 22 fonctions inconnues el a coeflicients réels, Par exemple, si 'on a

p=p +ip’ g =q +iq", ro=r -
s=s"-+1s, y=y+zy, 3=3 4-£3", i=y =1,

¢ systeme (7) équivaut, pour ¢ réel, a

R S LS

p
dz
S = V - ’/!],l/_*—- '3 e

it AR, /’//;V: “+ /'I.,Y”“"(/”:" . (Ir;u’

—=ry Ay 8" s

ol tous les éléments sont réels.
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nées en valeur absolue, il existe un nombre u tel que
[p]<<p. [ < . [ r]<< . ] <<

Considérons une solution réelle de ce systéme; les fonetions incon-
nues y(¢), 5(¢) prennent respectivement pour ’

A Crgy

t=o0 t =T, t =2, Cay L=l

7
les valeurs
Mos Vs Vo ey Vi

3oy Siy Bay < ees S

Laissons y,, =, arbitraires: les valeurs y;, z; peuvent se déterminer

de proche en proche par des formules de récurrence
YiwrTZ @ Y B3,

N
Sivt= Yi Vit 0;3;

(3)

dont les coefficients s'interprétent aisément @ a; et y; sont Jes valeurs
pour = (i+1)T de la solution y =, (¢), = =E, () dusysttme(7)
déterminée parles conditions

7 ({T)y =1, Z(iT)=o,

Biy e sont les valeurs pour £= (i« 1) T de la solution y = 1.(¢),
s ={(,(¢) de (7) délerminée par
.7 I

M. (1) =o, Lo Ty =1.

Ces coefficients satis font awr conditions indiquées au numéro préce-
dent. En effet, v, et {; sont dominés (*) respectivement par les solu-
tions de

dy
dt
ds
dt

== () A 5),
=p(ry+5),
satisfaisant aux meémes conditions initiales, ¢’est dire qu’on a

I . . . |
l'fn(t)|<;LU."W“"’-P'J, lcl([’”<‘,_"[,g_lj'“—lh_'_l

2

(1) Foir un Mémoire de M. Goursar, Annales de UEcole Normale, 3¢ série, 1. XXIII,
1906, p. 433.
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el des inegalités analogues pour v, et &5 ellesentrainent les suivantes :
< L - -

) G . . 1 JU—
[l < le =l Iyl < 2le =i,
Bl < olewt il |3l < o [e®T 4.

Les coefticients des formules (8) sont donce bornés: quant au déter-
minant qu'ils forment, il est, d’aprés une formule connue,

(e+1)T

<) (p-+s)de

~ .07 Gy Y ir
Zp0i— Difi—=¢€

el, par suite, sa valeur absolue
I % r},--— 131"/1'l > T
est bornée inférieurement.

L'ensemble des séries de Taylor Yy, uf, Yz, associces ainsi 4 une
solution déterminée v(7), =(¢) du systeme différentiel (7) a done un
ayon de convergence [ini R. Nous allons le rattacher au nombre
caractéristique de cette solution.

16. RELATIONS ENTRE LES NOMBRES CARACTERISTIQUES DES SOLUTIONS D'UN
SYSTEME DIFFERENTIEL LINEAIRE ET LES RAYONS DE CONVERGENCE DES SERIES DE
TAYLOR DETERMINEES PAR LES EQUATIONS PRECEDENTES DE RECURRENCE. —
Observons d'abord que le nombre caractéristique du carré x* d'une
fonction (réelle) «(¢ ) est double de celui de 2, puisque logax? = 2loga
ct que le nombre-caractéristique de fa somme y?* + z* des carrés de
deux fonctions réelles y(4), s(¢) est double du nombre caractéristique
de Pensemble de ces deux fonctions [(p. 136, note (")].

De méme le rayon de convergence de la série de Taylor associée a
la suite y; + 57 est le carré du rayon de convergence des séries asso-
ciées aux suites de nombres réels y;, ;.

Cela dit, posons

J)=y'+=

et comparons les plus grandes limites pour ¢ et ¢ infinis positifs

de 1-95{-(-2 et de w, ol /,-:ﬁ'T est le plus grand multiple de T

r

contenu dans ¢,
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Nous avons
log f(¢) _ log/Cen 1;
{ o L

(9)

la dernicre fraction tend vers Uunité; tout revient 4 étudier

log /(&) _ log f(¢) log f(¢) —log f( ;) )

!
+

,1 - ti t,‘
Or
A% 3z
)‘.‘_+3.__
dlog f(1) ., dt de /)1-+(r/+1)1..+¢--
dt - Toatq 2 4T R

(5 (llob/ L)

en vertt des hypothéses antérieures (n°

|< Ju., par

suite

—hdpT < = 4plt — ) <|log /(L) —log [ () <<Ap(— ;) << ju'l.

log /(£) — log /( ¢)
2
deviennent infinis, elle est négligeable dans la recherche de la plus
grande limite dusecond membre delarelation (g): la plus grande limite
log /(¢ log f(¢; 1 logf(iT)
de "'l/( >el de 8/ () “f[

La fraction tend donc vers zéro quand ¢ et 7

: sont ¢gales. Par suite :
l T

Le nombre caractéristique [ de la solution v, = du systéme (7)) est

i
(10) /:.Tl()g‘l§.
R étant le ravon de convergence de l'ensemble des séries de Tavlor asso-
ciées aux suites y;, s; dun® 15.

17. Exempres. EXTENSION DES RESULTATS PRECEDENTS. — Quand le sys-
toeme différentiel linéaire est i coeflicients constants, les nombres
caractéristiques sont égaux aux parties réelles changées de signe des
racines de I’équation caractéristique (voir le Mémoire de M. LiapounotT,
p- 209); la propriété précédente se vérifie immédiatement sur les
expressions bien connues des solutions du systéme.

Si le systéme (7) est & coefficients périodiques, on prend pour T la
période, la vérification est encore facile (/bid., p. 392 a 396 ; PoINcar,
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Méthodes nouvelles, p. 167-17¢). Dans ces deux cas, le systeme d"équa-
tions de récurrence est i coefficients constants.

On peut étendre les resaltats précédents aux nombres caractéris-
tiques généralisés. 81 0(7) estla fonetion de comparaison, nous savons
que logO(¢) croit indéfiniment avee £, et nous admettrons que le quo-

. log8(¢ . - . , ., .
tient —E-L-), ot 1;=1T <t <ty (1 +1)T tend vers 'unité quand ¢

logb(t)
croit indétiniment. On a du reste, en posant t = ¢ -+ A,
logh(t) = luﬂO(l) /'”(t) (i< /<< )
=+ 5.70) f H

celte (Im'nii\ro hypothése est done véritice dis que la dérivee logarith-
j’
mlquo -;——- (lo 0(¢) reste tinie quand 2 devient infini.

Dans ces conditions, le raisonnement du n® 16 reste valable. Par
exemple, si 'on prend 6(¢) = ¢ en considérant une solution y(¢), 5(¢)
du systeme (7) et les suites y,, z; vérifiant les équations de récur-
rence (3) et telles qu’on ait

‘Vn:y(‘-’)’ 3(;-':3(0)9

le nombre caractéristique / [ de cette solution et le rayon de conver-
gence Rde Sy, 2!, Sz,27 sont liés par a relation précédente (10) et, de
plus, Vordre o des series Ty, RE, Xz, RE sur lear cerele de conver-
gence (de rayon égal a I'u nllu) est li¢ au nmnbro saracléristique ¢, de
I’ensemble e”y(t), e“z(t) par rapport i £ parla relation (n° 12)

I — () == Cy,

La vérification est facile pour les systemes & coeflicients constants
ou périodiques.

[8. SysTEMES NORMAUX DE sorLurions. — La définition des systémes ou
groupes normaux de solutions d’'un systéme différentiel linéaire
(p- 232 4238 du Mémoire de M. Liapounofl) s’applique également aux
solutions d’un systéme E d’équations aux différences linéaires : n solu-
tions distinctes d’un systéeme E & n suites inconnues constituent un
systéme normal ou groupe normal si 'ensemble des n séries de Taylor,
associées a toute combinaison linéaire d’'un nombre quelconque p de
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ces solutions, a un rayon de convergence égal a celui de I'ensemble

des np séries de Taylor associées aux solutions combinées. Les pre-

miéres propriétés des systémes normaux subsistent également (théo’

remes I & 1V), leurs démonstrations restent valables, mais le théo-

réme V appelle de petites modifications que nous indiquons briéve-

ment; pour simplifier I’écriture, prenons n = 3. '
Considérons le systéme

U - D
Ly = XA B Y 7i%is

(E) Yiey = o+ By yi+ Y5 5is
) S T a.’,fx,-—e— ‘6;{)/,'%- ‘/}':,‘.
ou encore )
Agp= (a;— )+ By ~+ i3
Ayi= a2, + (B —1) yi+ 756
Az; =z, + By “+ (y;—1)5.
Kn posant '
o=|a 8 7| A=|= 3 s,
R o ¥ o4

iy Yis 33 &y Vi 5052, v,, 5, étant trois solutions distinctes de (E),
on a évidemment
A =04,
et
A= 400,0,...0,_,.

Iégalité précédente montre que le produit des rayons de conger-
gence des n ensembles de séries de Taylor construites avec n solutions
independantes de (E) ne peut étre supérieur au rayon de convergence de
la série de Tavlor associée a

U;=®0®1 ‘e (!‘),', 1.

(est I'analogue du théoréeme V (p. 235).

Au corollaire donné par M. Liapounoff (p. 236) correspond I’énoncé
suivant : « S’il existe un systéme de » solutions de (E) tel que le pro-
duit des rayons de convergence des n ensembles de séries de Taylor
construites avec ces solutions égale le rayon de'convergence de lasérie
associée a u;, le systéme en question est normal. »

Ann. Be. Norm., (3), XXXVI. — Jnx 1914. 5 22
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19, SYSTEMES LINEATRES REGULIERS D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET D'EQUA-
TIONS AUX DIFFERENCES. — Parmi les systtmes d'équations différentielles
linéaires qu'il étudie (systémes i coeflicients bornés), M. Liapounoff
(p- 237-242) a distingué les systémes reéguliers. Rappelons-en la defini-
tion : Soient un systéme
) . day }

(1) i = Par e Plaa et o g Uy ($Z000 20 ...y RS

et 7\” Ags «vey 2y les nombres caractéristiques d’un groupe normal de
es solutions; le déterminant A (qu’elles formpnt ne différe que par un

Llcn ur constant de expression

Désignons par m et u les nombres caractéristiques ordinaire et supé-

. I »
rieur de A; ceux de 3 sont — pet —m, o Fon a

[ N S S S I U

le nombre
S R i 2 T ui N S SR Sy

est négatif ou nul. 8'il est nul, le systeme (11) est dit régulier (');
dans tous les cas o peul etre appelé « la mesure de I'irrégularité du
systéeme (171) ».

M. Liapounofl’ a montré l'importance de ces notions dans la
recherche des solutions d'un systeme dilférentiel non linéaire S
asymptolique a4 une solution connue (p. 243-254); on peut résumer
ses résultats de la facon suivante : '

Soit L le systeme d’équations aux variations correspondant as eL a
la solution connue; L est un systéme linéaire; si ce systéme est régu-
lier et s’il admet p solutions distinctes & nombres caractéristiques
positifs, S admet une famille de solutions asymptotiques (pour les
valeurs positives indéfiniment croissantes de la variable indépen-
dante ¢) 4 la solution connue, dépendant au moins de p paramétres

-

(1) Pour yu'un sysléme soil regulier, il faut évidemment que 7 <+ u = o.
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arbitraires. Si L est irrégulier, le résultat reste valable pourvu qu’on
désigne par p le nombre des solutions distinctes de L dont les nombres
caractéristiques surpassent la mesure de son irrégularite ().

D’une facon analogue, un systeme d'équations de rvécurrence (E)
sera dit régulier si le produit R, R,...R, des ravons de convergence
des ensembles de séries de Tavlor associées aux solutions d'un sys-
(éme normal est égal & I'inverse du rayon de convergence ¢ de la série
associée a la suite i-; ol u; est 'expression définie au nv 18. Si le sys-

téme n’est pas régulier, la mesure de son irrégularité est donnée par
le logarithme changé de signe du produit ¢R,R,...R,, produit qui est
inferienr a Punité.

Les systemes d’é¢quations de récurrence dont les coefficients sont
constants sont réguliers; mais dans Ie cas des coefficients variables il
parait bien difficile de reconnaitre si un systétme (E) donné est régu-
lier ou non. On peut le faire toutefois pour des systemes d’un type
particulier analogue au systeme différentiel étudié, du meme point de
vue, par M. Liapounoff (p.237); indiquons le résultat dans le cas de
deux équations.

Le systéme

{ i 2,

(1) ! ;
/ Viea TE QT Y Yy

admet comme solutions particulitres

-5 “ T
< n t AT AR R & T
= o Kiis V!::Ol it :“.-‘_# _-rw
[ 0 %1 i—1 Yii="707 7 . -
_Jo 7071 YoVt -+ Yi—1
et
2 e 2. . .
I 0, Yi==FoVteVias

la solution générale est une combinaison linéaire de celles-la. Pour

(1) Dans le Chapitre Il d’un Mémoire inséré dans les dnnales scientifiques de I’Ecole
Normale supérieure (3¢ série, t. XXXIII, 1g11), j'ai donné une démonstration du théoréme
en question avec des hypotheses un peu plus générales que celles de M. Liapounoff, e
supposant toutefois le systéme L régulier: mais on peut encore élendre la démonstration
an cas des systémes irréguliers.
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qu'tl soit régulier, il fawt et il suffit que chacune des expressions
VIewo, - oy, VIYo71---Fimt)

tende vers une limite quand zauvmente tndéfiniment.

On peut donner de ce theoreme une démonstration analogue a celle
de M. Liapounoff pour la proposition correspondante; on peut aussi
I’en déduire en construisant un systéme

dz
. dt_a.x,
v d‘y—"bx cy
E-—— -+ cv,

auquel cette proposition s’applique et ot les solutions w(z), ¥(7)
prennent pour les valeurs entiéres ¢ de la variable ¢ les valeurs ;. y;
déterminées par les relations de récurrence (12). On prend (') par
exemple, pouri <t <li-+1,

<% «
a - logea,, c=logy,, b= ———log—
a—yi i

Le systéme (13) étant ainsi formé, on utilise la proposition de
M. Liapounoff et celle que nous avons donnée a la fin du n° 16.

20. Systimes rEnuctiLES. — L'analogie existant entre équations de
récurrence et équations différentielles se poursuit encore a propos du
caractére d’invariance des nombres caractéristiques signalé par
M. Liapounoff (p. 241). Il prend dans le cas des suites dctermmees
par des équations linéaires de récurrence la forme que voici : Etant
donné un systéeme de\ telles équations

V Y= oY+ ﬁizi

(£4)
| 5y = Yiyi—+ 0:5;

(i=o, 1, 2....),

si I'on effectue sur les termes successifs des suites solutions (y), (z)

(1) M. Liapounoff suppose continus les coefficients des équations différentielles linéaires
qu’il éludie; ses résultats restent néanmoins valables si ces coelficients sont discontinus

pour des valeurs isolées dela variable z, comme c’est ici le cas avec les valeurs adoptées
pour a, b, c.
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des substitutions linéaires

(15) i A_Vi:/)i'i:i*f‘ q;-rZi,

! 5= ]','&,'-'(— Si L,‘.

ou les coefficients p;, ¢;, 74, $;, ... sont tous inférieurs en module 4 un
nombre fixe K, et ou les déterminants p;s; — ¢,7; sont tous supérieurs
en module & un nombre positif £, les nouvelles suites

(Y) . YO’ Yla RERI ] Y-iy R
() Toe 7o ..., Z

satisfont & un systéme de méme forme que (14), soit

. ’ Yi+1::f\iYi"f‘BiZ/,
(16) :
: | Zivy =C Y, + D7,

et ont méme nombre caractéristique que lés premiéres.

En effet, on voit d’abord que le nombre caractéristique des suites
(Y), (Z) ne peut étre inférieur a celui des suites primitives (), (z), et,
comme d'autre part, Y;, Z; s’expriment en fonction de y;, 5, par les
formules d’une substitution linéaire & coefficients également bornés,
le nomhre caractéristique des suites (y), () ne peut davantage étre
supérieur & celui des suites (Y), (Z); ces nombres sont donc égaux.

Les substitutions (15) appliquées 4 des solutions constiluant un
systéme normal le transforment en un systeme normal de solutions
des équations (16).

On appelle réductibles les systémes linéaires (14) d’équations de
récurrence qu'une transformation (15) rameéne a des équations (16)
a coefficients A;, B;, C;, D; constants (c’est-a-dire indépendants de
I’indice 7). :

Un systéeme d’équations de récurrence & coefficients constants

| Yer=ayi+ B3,

(17) | B :}’)’i-*-azi

peut toujours, comme on sait, se ramener par une méme substitution
linéaire effectuée sur tous les groupes d’inconnues a I'une des formes
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réduites
(18) Vs hvn s
(19) A ST T TR R

7 el w pouvant, de plus, étre pris véels et positifs.
Pour les équations (18) la solution générale est

Yi=Yu ./‘i, SiT= S P—i
o - " 1
et les séries de Taylor associées ont pour ravons de convergence B

et I—-[i—l; elles représentent des fonctions admettant pour poles simples

. 1 1 , . -
les points 5 et;- Dans le cas des équations (19), on a pour solution

générale

¥i %:.)"0 JXN S Y R AUV
P m 1 1
les séries de Taylor associées ont pour rayon de convergence e
elles représentent des fonctions ayant pour pole le point <, I'ordre de
multiplicité étant au plus égal i 2.
Les valeurs de A et . sont du reste données par ’équation caracte-

ristique
‘ (o0 —7)(0— 1) —Py=o.

21. EQUATIONS DE RECURRENCE NON LINEAIRES. SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES
A UNE SOLUTION DONNEE. — Imaginons un systéme non linéaire d’équa-
tions de récurrence

\ Yo == Fi(Yy, L)

i y‘ilrlr:Gi(Y[),Zi) (l::O. L2, .en),

(20)
il permet de déterminer de proche en proche les termes successifs de

deux suites

((Y) Yoo Y. Yu ...,
(21) " " s ,
) (A) LO’ /Ah /“.’n

en partant des deux premiers qui restent arbitraires; I'indice ¢ dont
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sont alfectées les lettres F et G dans les égquations (20) indique que
les opérations & faire pour passer de deux termes de méme rang ¢ des
suites (21) aux termes suivants peuvent varier avec 7.

Etant donnée une solution particuliere

) ,om,

pour étudier les solutions de (20) voisines de celle-1a, nous ferons le
changement de variables -
Y=Y+ e

Zi /= 74(,-‘ -+ 3/
les nouvelles inconnues y;, 5; seront déterminées par les équations

f yirr=F; (Y] -y L)+ 5) — F, (Y] Z7),
(22) l Siny = Gi(YP 4 vy 204 50) — G (YO, 29,
dont les seconds membres s’annulent pour y;, =z, =o.
Quand |y;], | 5;| sont infiniment petits, on est amené naturellement
i substituer aux équations (22) celles qu'on obtient en réduisant les
seconds membres a leur partie linéaire :

. P
i = ‘7[ Vi -+ pl':I')

v
(23
) ,3/‘41-'—/}/1"")1“1)

= l‘dl",-(Y,-, Z,-)‘I 5 l ()l«(\,, Z:) |

T oY, i 1,
_____ ()('l(\u ‘l) N ()(l, \1, /4,)

" I oy, ! ’ "‘[ a7, ‘

'indice zéro indiquant qu’apres le calcul des dérivées, on remplace Y,
et Z; respectivement par Y; et Z;.

Nous montrerons comment on peut utiliser ces équations (’)3)
[quon peut appeler les équations aux variations du systéme (20) cor-
respondant a la solution connue (Y*), (Z°) ou équations de premiére
approximation| pour la recherche des solutions de (20) asympto-
tiques & la solution connue, c’est-a-dire telles que les valeurs cor-
respondantes ;, v; tendent vers zéro avec il Nous nous limite,rons au
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cas ou le systeme (23) est a coefficients constants; I'étude du cas des
coefficients variables, sans étre au fond plus difficile, serait bien plus
compliquée comme notations.

On peut admettre qu’on a ramené le systéme 4 la forme canonique;
supposons qu'il s'agisse de la forme (18) et que les nombres A, p
soient distincts. Tout revient & étudier un systéme (20) de la forme

| Yisr==hyi o 0l J Bi)s

(26) | oy = 31+ G 50,

ou routes les fonctions ap;-(y, z), Vi(y, z) sannulent ainsi que leurs
dérivées premicres pour y = z = o; nous supposerons de plus ces dérivées
uni formément continues en ce point, ¢ est-a-dire que nous admetirons qu'd
un nombre positif v arbitrairement petit on peut faire correspondre un
do; d(p, dk‘), o,
dy’ 95 9y’ ds
en valeur absolue infeérieures a v, et cela pour toutes les valeurs de 1.
Nous pouvons supposer A et w réels et positifs.

~ Le systéeme (24) admet-il des solutions asymptotiques a zéro pour ¢
infini? La réponse est immédiate quand les fonctions g,, ¢; sont iden-
tiquement nulles, et 'on est ainsi conduit a4 penser que le sysiéme (24)
admet des solutions asymptotiques a zéro quand Uun au moins dés
nombres ) et . est inférieur a I unité; et ces solutions dépendent d’autant
de constantes arbitraires qu'il v a de nombres in férieurs a l'unité parmi
les nombres ) et p..

Nous donnerons de ce theoreme une démonstration analogue a celle
que nous avons proposée pour la question correspondante concernant
les équations différentielles ('), en transformant les équations de
récurrence (24) en un systéme d’équations oit les termes des suites
inconnues figurent, en nombre fini ou infini, sous des signes d’addi-

nombre s tel que, pour|y| < s, |s| < o, ces dérivbes—— solent

(1) Voir Annales de {’Ecole Normale, 3° série, t. XXVIII, 1911, p. §73. La question
posée ici a été éludiée dans le cas des équations de récurrence a coefficients constants
par M. Lattés (.dnnales de Toulouse, 3¢ série, t. ll, 1911; Bulletin de la Société
mathématique de. France, t. XXXIX, 1911, et t. XLII, 1914) qui a obtenu des résultats
beaucoup plus complets que ceux donnés ci-dessus pour les equatton: a coefﬁclents
variables.- .
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tion, systéme qui rappelle par conséquent les systémes d’équations
intégrales (du type Volterra).

Pour les former, partons d’une suite de relations de vécurrence
linéaires, mais non homogénes

(25) ’ Vier = h¥; s,

ou A et la suite des nombres n; sont donnés. La solution en est
i
. - oY - -
(26 R == Y —Q—-‘\-‘A"'/'”l‘ﬁ},.

N
[

ou le symbole Z est une sommation relative a I'indice 4, savoir :
I )
1° S1i,< 1,
‘ ~
Z ap == a;, A 27 —+ ...+ iy

to

2% 817, > 1,

7
S
PR =l e ).

‘o

Dans I'un et I'autre cas, on a (¢/. n°6)

i+ i 3 Y o
N\ ~ ~ v -
¥ : @y == (. ay -+ ay, —+ a, = o.
h h i > h 2 h > n
T iy « o

Changer dans la formule (20) la valeur de ¢, équivaut 2 modifier la
valeur de y,; la solution générale du systéme (23) ne dépend bien que
d’une constante arbitraire.

Nous pourrons prendre i, = —+ = lorsque la série Y% sera conver-

e 7.
gente.

D’aprés cela, nous pourrons transformer le systéme (24) dans le
systeme d’équations

‘ .
\ Vi ‘:_,l‘(,‘/.’ -+—2 CP/,(”}’/,, Z/,))\i_/" o

iy

(27) ’ ;
’ ST '-%E&Ph()'/,, sy pim e

i

Aun. e, Norm., (3), NXNYL — Jow 1919. 23
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que nous appellerons le systéme d’équations awr sommes correspondant
au systtme d’équations de récurrence (24), et ol les termes des suites
inconnues figurent dans les sommes intervenant dans les seconds
membres. Le choix de ¢,, 7, sera indiqué ultérieurement.

92. SUR CERTAINS SYSTEMES LINEAIRES D'EQUATIONS AUX sOMMES. — Etu-
dions d’abord, en vue de 'utiliser pour la démonstration de la conver-
gence de certaines séries, un systéme linéaire 2 coefficients constants
de la forme

(28)

' V= kg (0 e ) — (h—1)a,
lzpgy w s+ (v +5) — (n—1DDb,

a et b étant positifs; transformé par le méme procédé, il nous
- donne

- s Y - - Y
Y= vohi4-¢ }_‘(_)'/, e g )RR (0 — )az AL AL

to Ta

()9) f / /
: A N . [V -
3= sy b+ s'}_‘(.w A= s M (e~ l)b}-#‘ het
4 ‘i
equations qu’il est possible d’écrire plus simplement par un choix

convenable des limites ¢,, ¢,. Nous prendrons i,= -~ st 1<\
et Uy=—x st 0 A1, et choisirons de la méme facon i, selon la
grandeuwr de p. (*).

Comme, en supposant A > 1,

i

AT WIS I
e A 73 /L=
‘-+'7: -
et, que pour A <1,
' 2

w . N - 1 ]
) A I ey Ry L e e ———
Z 1 — 2 7—1

(*) On remarquera que les suites y; et z; intervenant ici sont indéfinies dans les deux
sens. D'autre part, les développements en série que comportent les équations (29) avec
ce choix de Z, et i sont pour le moment des développements formels; on se préoccupera
plug loin de.la convergence. -
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avec le choix indiqué de 7, et 7;, on peut, dans tous les cas, donner
aux relations (29) la lorme

Vi = A4 vghli4-g Yoy oA sy ME L
\./ T 0 2( h ‘/1)

in

i
. Y .
g, = - /2 . - e
, 3 == b s e (Va+ spypi=r—t,
i

D’autre part, en écrivant les équations (28) ainsi :

A.)'i =VYivr— Vi = ()‘ — )Y a) = E () S

Az; =55y — 5 = (o —1) (5 — b) + (Vi + 30

om voit qu’elles admettent des solutions constantes

) (Vi T2 Ve, S = 50
données par
Y- d ;b a -0
— = —7 =)yt 3T - VaR)
) c <
- = — L+ g —
) —1 po—1 P—1 1
ou encore par
. a0 5 N
\ ! ’ g g %1
b o— g
ho—1 U —1 .
(31) ,
a -+ 0 g
oy - /‘ - 1
z g [T
I 4+ = -
AR . I

En développart les seconds membres de (31) en séries entiéres
en e et e, laquestion de la convergence étant réservée, et en groupant
dans les deux développements les termes dont le degré en ¢ et ¢ ne
surpasse pas un nombre p, on obtient des ensembles de termes y!
et s auxquels on peut parvenir d’une autre facon. Faisons dans les
équations (30) ¥, = 5,= o et appliquons aux équations

{
\ VT 2(')',, EEE Y Lt
iy

/ =5 + Z (yn =+ zp)pl- !

(32)
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ainsi obtenues la méthode des approximations successives, la premiére
approximation étant

)0

V= . 0 =0b.

Les secondes (également indépendantes de I'indice 7) seront

12 .
L a4+ b) (a-+0b)
yli=a + S,Vl Vi o+ 3{;M" Al — a——a———————( -, =0 — P g -3
e e L — b1
iu -
les troisiémes
i
; ) - N (a+0b),
vima+e P rh+aprmi= ol e SED e oo,
iﬂ
\ ) gt o (a+ . . S
sp=bd ¥ (rh+ st = sl —e oy Wit

et ainsi de suite; on vérifie facilement que les approximations
d’ordre p + 1 ainsi obtenues coincident avec les termes y?, z” définis
tont a I'heure.

Les séries que nous venons de considérer sont d’atlleurs convergentes
des que.

(33) ‘75 !+‘ ¢ l<i.
L — p— |

Les nombres A et g sont réels’et positifs, nous les supposons diffé-
rents de 'unité; nous prendrons = el & égaux en valeur absolue et de

!
€

< el
b —1 m—1

signes tels que sotent tous deux négatifs; i} y aurait donc

trois cas a considérer : A et u sont tous deux supérieurs a l'unité;
A et u sont tous deux inférieurs 4 I'unité; A et p. comprennent entre
eux l'unité, nous supposons l'inégalité (33) vérifiée. Grace 2 ces
hypothéses, toutes les approximations successives sont formées de
nombres positifs et croissants avec I'indice supérieur p.

En résumé, nous avons établi qu’il existait des suites

.;V—‘.’s )’.—11 )'lh ‘)/1 1 )’:n PR
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illimitées dans les deux sens, vérifiant les équations aux sommes (32).
Les termes de chacune de ces suites sont égaux entre eux et sont
donnés par les formules (31); ils peuvent aussi étre obtenus par le
procédé d’approximations successives dont nous venons de parler, et
qui rappelle celui dont M. Picard a montré I'importance dans la théorie
des équations différentielles.

La convergence de ces approximations entraine la convergence des
approximations dont nous allons parler. Nous étudierons le nouveau
systeme

(34)
3 =b; + ’\ (1',, R PP

)

\ '—ﬂ +¢€ Z(}’h ~/:)7.""““

s
ou 7% et u. sont encore positifs et différents de l'unité, ¢ et ¢’ sont
choisis comme plus haut, «; et b; satisfont aux inégalités

0 < a; << a, o< b < b;

enfin 7, désigne o ou + % se[on que k<1 ou que kA > 1, la méme déter-
mination étant aa’()[)tee pour U o ' et .
Les suites que fait intervenir le systéme (34 ) ne comprennent done
maintenant que des suites 2 indices positifs ou nuls :

I

=
<1

1,
:
A
"

X s

L’existence de solutions pour le systeme (34) s’établit alors, non
plus directement, mais par le seul procédé d’approximations succes-
sives: les premieres approximations sont -

et d’une tagon générale les approximations de rang p + 1, y?, s se
‘calculent en substituant dans les seconds membres de (34) y, et z,
par v, ' et z/"'. Ces approximations successives y” et z¥ sont encore
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posilives, croissent avec l'indice supérieur p; leur convergence
résulte de ce qu’elles restent, ainsi que leurs différences premiéres

al

yP—yf™, sl — 307", inférieures aux éléments correspondants y?, 27,
VP —- yI7h, s — =7 construits antérieurement pour le systéme (32).

Les limites y;. 3; vers lesquelles elles tendent, quand p tend vers + = |
satisfont au systéme (34) et vérifient les inégalités

<V <a -+ b Je|
8] i -+ ]
‘ : U\——I(‘_lsls — L
. ! HA—rx] " Jp—1[d

(35) { :

— a + b le|

)0<3i</1+|H__1‘ s - —

= =y

= |¢[. Voila faite I’étude du systéme

Rappelons, en passant, que |¢’
qui va nous servir de systéme de comparaison.

23. SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES A ZERO DE CERTAINS SYSTEMES D EQUATIONS
DE RECURRENCE NON LINEATRES. — Nous pouvons reprendre maintenant
I’étude du systeme
(24) \ Vi = Lyt gl vis 30,

P sy = e i (i 30,

déja, signalé au n° 21, ou nous avons indiqué quelles conditions
nous supposons réalisées par les fonctions ¢,(y, 5), ¥;(y, z) et leurs
dérivées premiéres; nous avons dit également qu’on pouvait trans-
former ce systéme dans un systéme d’équations aux sommes

’

. i
Vit Yo+ 2 oY sp) 200,

/ I

(27) '
, T 2 Ynlyn. sp)pt =,

Cig

dont nous allons rechercher les solutions asymptotiques & zéro
(pour 7 tendant vers -+ o).
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Supposons A < u, nous avons trois cas i distinguer :

[ . u<). <t < [
20 o< h <<,
30 0 << h L

:

nous écarterons tout de suite le dernier y,\' et z,u, ne pouvant tendre
vers zéro.

Plagons-nous dans ['hypothése 1°; nous prendronsdans les équa-
tions (27) z, =0, 7, = 0, {, = + »; le systéme & étudier est donc

’

\ Yi=Du K - 2 GnYn 3p Y it

~- 0

, .
Wl .
’ 5= Y b yue s

4w

Nous prendrons le nombre v du n°® 21 assez petit poui que

L, { .
3= 1 =
(57 fr-- 2

l<l_:

v p—r

n etaut choisi, le nombre o, considéré au méme endroit, peut étre
déterminé; cela fait, nous prendrons | y,| assez petit pour qu'on ait &

la fois
2 : -/I l —
[0l '.‘*"(_,.47_' {1 R

.II'I‘ —7 " p—1

: - < .
[J.‘--l I 1

fl——l+ p—1)

Choisissons comme premiéres approximations du systéme (36)
V= voki, . 3i=o,

et construisons de proche en proche les approximations de rang p +1, -
c’est-a-dire y?, =7 par substitution de celles de rang p, y, "' etz; "' a
vs et 4 3, dans les seconds membres des équations (36). Pour établir
(que ces approximations successives ont un sens et qu’elles convergent
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uniformément (par rapport & ) vers des limites v, =, il suffit de les
comparer aux approximations de méme rang du systéme

i
— Ny N — —
\ Yi== l_yu l A1 5 (J'h -+ 35 ) A=t
0

(38) )

P . YN — 11
’ 5; = A 112(.7‘/1 ; I:){JJ »

+ o
qui appartient au type (34 ) étudié au n° 22; on a ici
?17:]_‘}'0[7.1', bi= o0, E= 1. = —r.

De cette comparaison, ii résulte que y?, s/ tendent uniformément
vers leurs limites y;, 5;5 0;(y}, 2;) V:(v}, 55 ) tendent uniformément
vers ©;(Vi, 24), Ui( Vi =0); par conséquent les deux suites y;, z; ainsi
trouvées vérifient bien les équations aux sommes (36) et aussi les
équations de récurrence (2/).

Un seul point reste & établir, c’est que y;, 5; tendent vers zéro en
méme temps que : [l suffira de montrer qu’il en est ainsi pour les

solutions y;, z;, du systéme (38) qui dominent y; ct 3,.
Or, ce systéeme d’équations aux sommes correspond au systeme

d’équations de récurrence
o Yim=ri+0a()i+ 30).

(39) ! — — Loz
| i = psi +0(yi=+3i),
a coefficients constants. L’équation caractéristique correspondante
(voir n® 20)

h+6—p l
(40) ' ' =0
—n g

a ses racines A, w’ infiniment voisines de « ¢l de w lorsque v est infi-
niment petit; on peut admettre que v a été pris assez voisin de zéro
pour que

N < [TA

La solution générale de (39) est une combinaison linéaire des
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expressions ', u; la premitre tend vers zéro, la seconde devient
infinie quand 7 croit indéfiniment. La solution qui domine v, =; reste
finic, et ne peut contenir que des termes en 2//; donc v, et = tendent
bien vers zéro. Elle dépend du reste d’une constante arbitraire y,.
Ainsi se trouve établie, pour le cas o <<k <1 < u, la proposition
énoncée au n® 24 (p. 176).

Le lecteur naura pas de difficulté a établir, par une marche ana-
logue, I'exactitude de cette proposition dans le cas ol & et w sont tous
“deux inférieurs a I'unité. :

Il est & peine besoin d’ajouter qu'une proposition de méme nature
s'applique quand on a un systéme S d’équations de récurrence &
n suites inconnues du type (20) (p. 174) vérifiées lorsque tous les
termes des suites inconnues sont nuls, les équations aux variations V
correspondantes étant a cocfficients constants. Si l'on admet que
’équation caractéristique correspondant & ces équations aux variations
ases racines distinctes, p étant de modules inférieurs & 'unité, les n—p
autres de modules supérieurs & l'unité, le systeme S admet une
famille dé¢ solutions asymptotiques & zéro dépendant de p constantes
arbitraires. Les cas laissés de coté (racines multiples, racines de
module égal & l'unité) pourraient étre étudiés par une méthode
analoguc & celle qui réussit dans les cas correspondants concernant
les équations différentielles (*).

Le cas ou les équations aux variations V seraient a coefficients
variables parait aussiabordable par des méthodes de méme nature (*);
si le systeme V est régulier, les nombres caractéristiques de ses
solutions détermineraient alors, par leurs signes, le nombre minimum
de solutions distinctes de S asymptotiques a zéro.

(1) Voir dunnales de U’Licole Normale, 3¢ série, t. XXVIII, 1911, p. 489 & 495.
(2) Ibid., p. 502 et suiv.
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