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SUR LA NOTION

DE

N O M B R E C A R A C T É R I S T I Q U E DE M, L I A P O U N O F F
PAK M. ÉMÏLF COTTON,

Professeur à la Faculté des Sciences de l'Université de Grenoble.

INTRODUCTION.

M. Liapôunoff, dans son Mémoire bien connu : Problème général de
la stabilité du mouvement, a introduit , en 1892, dans la Science la
notion de nombre caractéristique d'une fonction réelle ou imagi-
naire /"(^), la variable t étant réelle et tendant vers + ce : ce nombre
sert à estimer, par comparaison avec la fonction exponentielle, é, la
rapidité avec laquelle /(/) tend vers zéro (nombre caractéristique
positif) ou devient inf inie (nombre caractéristique négatif).

On doit , d'autre part, à M. Borel l'idée de noter la croissance d'une
fonction positive et réelle F(;r) de la variable réelle x par un
ensemble (/?, y) de deux nombres, qui sont les l imi tes extrêmes d'in-
détermination, pour x tendant vers "4-^0, du rapport logF(^) ; log.r.

Au début de ce Mémoire (n0' 1, 2), je montre comment ces deux
notions se relient l'une à l'autre; le nombre caractéristique de M. Lia-
pounofF changé de signe est égal. au plus grand, q, des deux
nombres /^définissant l'ordre {p, q) de la fonction F(,z?) == |/(lo^) [
par rapport à la nouvelle variable oc liée à l 'ancienne par la rela-
tion x ^ e 1 ' . Au nombre p correspond de même ce que j'appelle le
« nombre caractéristique supérieur de la fonction fÇi) ». On peut du
reste ( n° 3) adopter des fonctions de comparaison autres que la fonc-
tion exponentielle.

Le nombre caractéristique d'une suite, fonction définie seulement
pour les valeurs entières de la variable, est égal au logarithme du
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ravon de convergence de la série de ïayior ayant pour coefficient les
termes de celte suite. Cette analogie amène à rapprocher les premiers
théorèmes de M. Liapounoff de propriétés b ien connues des séries
entières (11^4, 5). La proposition concernant le nombre caractéris-
tique d'une intégrale peut, toutefois, être remplacée par un énoncé
plus précis quand il s'agit des suites (n°6). Dans les numéros sui-
vants (7 à 11), cette même proposition est complétée soit par l 'emploi
de l ' in tégra t ion par parties, soit par l'usage de la notion généralisée
de nombre caractéristique. Les exemples indiqués , et par t icul ièrement
ceux qu i permettent de déterminer l'existence et la frontière de
convergence du domaine de certaines intégrales (extension des
fonctions déterminantes de Laplace étudiées plus récemment par
M. Pincherle) montrent bien l ' intérêt de ces propositions. Les
nombres caractéristiques généralisés d'une suite (n08 12, :13) donnent
lieu à des propositions analogues qu'il serait facile d'appliquer aux
séries de Dirichlet et à leurs généralisations.

Un second Chapitre concerne l'étude des nombres caractéristiques
ordinaires ou généralisés d'un ensemble de fonc t ions ; ils sont utiles
pour l 'étude asympfcolique des solutions des systèmes différentiels
linéaires. Quand on passe aux suites, les not ions correspondantes
sont celles du rayon de convergence de n séries de Taylor et des sys-
tèmes d'équations linéaires de récurrence dé te rminan t les coefficients
de rang ^4-1 en fonction de ceux de rang i. Les n2 coefficients de ce
système sont supposés variables avec?'; on les suppose bornés, ainsi
que l'inverse du déterminant qu'ils forment; dans ces conditions, il
y a au plus n rayons de convergence d is t inc ts pour l 'ensemble des
séries de Taylor associées aux solutions de ce système (n° 14); c'est
la généralisation d'une proposition bien connue de Poincaré. L'ana-
logie entre équations différentielles et équations de récurrence se
poursuit plus loin encore ( n ^ l â à 17); soient, par exemple, y{t),
z( t ) , .. . u n e solution d'un système linéaire du type considéré par
M. Liapounoff; considérons les suites y/=j(;T), z/ ,== ^(^T), . * .
obtenues en prenant les valeurs numériques de ces fonctions pour des
valeurs de la variable en progression arithmétique. Le nombre carac-
téristique c de la solution yÇt), zÇi),... est^nIogB, R étant le rayon
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de convergence de l 'enseinble des séries de ïaylor Ey/^', Z z / x 1 , . . . ;
et l 'ordre de l 'ensemble de ces séries sur leur cercle de convergence
est,-de même, étroi temenfc lié au nombre caractér is t ique par rapport
à t de l'ensemble des produits e^yÇl), e^z^t), .... Le premier de ces
résultats généralise la règle bien connue de calcul des exposants
caractéristiques des systèmes différentiels l inéaires à coefficients
périodiques.

Les notions de systèmes normaux de solutions d'un système diffé-
rentiel l inéaire, de systèmes différentiels réguliers ou réductibles,
introduites par M. Liapounoff, ont leurs analogues (n0818 à 20) dans
le cas des systèmes d'équations linéaires de récurrence.

Il en est de même de l'application des nombres caractéristiques à
l'étude des solutions asymptotiques d'un système différent iel non
linéaire. Etant donné un système E d 'équations de récurrence non
linéaires, dont on connaît une solu t ion particulière, on peut déter-
miner les solutions voisines de celle-là en formant d'abord un sys-
tème V d'équations linéaires analogues aux équations des variations
de Poincaré (n°21) . Cela permet de construire un système d'équa-
tions aux sommes (analogues aux systèmes d'équations intégrales du
type Volterra) déterminant les solutions de E, asymptotiques à la
solution inconnue . L'existence de ces solutions se trouve établie dans
le présent travail (n05 22, 23) en supposant les équations réduc-
t ibles ; elle s'étendrait vraisemblablement à un domaine plus vaste.
Elle généralise une partie des intéressants résultats obtenus par le
regretté S. Lattes pour les équations de récurrence à coefficients
constants.

On voit, par le résumé qui vient d'en être donné, que le présent
Mémoire a pour but de montrer l ' importance de la no t ion de nombre
caractéristique dans des domaines très variés ( i ).

(1) Indiquons, en passant, deux questions qui n'ont pas été abordées dans ce travail :
Dans le cas des équations linéaires ù coefficients périodiques, les nombres caractéris-
tiques sont les parties réelles changées de signe des exposants caractéristiques, ïl serait
intéressant, d'une part, de chercher, pour des équations linéaires plus générales, ce qui
peut correspondre aux coefficients du symbole i des imaginaires et, d'autre part, d'établir
pour les nombres caractéristiques correspondant aux équations aux variations des pro-
blèmes de Mécanique, construites en partant d'une solution quelconque, des propriétés

^wn. jéc. JVor/M., (3) , X X X V L — M A I 1919. \ l ' J



ï3û EMILE COTTON.

CHAPITRE PREMIER.

1. NOMBRE CARACTÉrxîSTiçuE. — M. Liapounoff (1) a fait correspondre
un nombre, appelé par lui nombre caractéristique^ à toute fonction/'^)
réelle ou complexe de la variable t. Ce nombre est la borne supérieure
des nombres réels X tels que e^f^t) tende vers zéro quand t devient
infini par valeurs positives; c'est aussi la borne inférieure des
nombres \s. tels que e^fÇt) ne soit pas borné (on dit aussi soit i l l imité)
quand t devient inf in i positif.

On peut donner de ce nombre une troisième définition :

Le nombre caractéristique changé de signe (V une fonction f\t) est la
plus grande limite y pour t infini positif de

log 1 /^ )1

En effet, si d'abord le produit e^/Çê) tend vers zéro avec ~ ? il en est
de même de e^\ jÇt) \ et le logarithme réel de ce produit

.^log.l/^)!-.)^10^-^!;

est nécessairement négatif; donc

^ log|/^)

pourvu que t soit assez grand. Soit / le nombre caractéristique de/(^\
— /est. supérieur ou égal à la p lus grande limite de

3og|/(Q
t

généralisant celles que M. Poincaré et M. Liapounoff ont énoncées pour les exposants
caractéristiques relatifs aux solutions périodiques.

(l)LQ Mémoire fondamental de M. Liapounoff : Problème général de la stabilité du.
m^wemens, a paru en 1892, en langue russe, dans les Mémoires de la Société mathema-
tique de Karkoff. Une traduction française de ce Mémoire, due à M. J3. Davaux, a été
publiée en 1907 dans les Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse (2® série/ t. IX).
Les propositions de M. LiapounofF sont indiquées dans le présent travail par des renvois
à cette traduction.
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En second lieu, si f(î)e^ n'est pas borné quand l devient infini
positif, il existe des valeurs de t aussi grandes qu'on veut, telles
que e^\fÇt)\ soit supérieur à un nombre donné supérieur à l ' un i té ;
pour ces valeurs de t

^^<1^1Z(^,

l, borne supérieure des nombres [s^ est inférieur ou égal à la plus

log|/(^l
grande limite de

t

En rapprochant ces deux résultats, il vient

/- ̂  ̂ l/^)— 1= • lim

C'est ce qu'il fa l la i t établir (1).
Soit — L la plus petite limite du quotient précédent

-L^inn^1^

On voit immédiatement que

^JSL z^ww
L est donc le nombre caractéristique^ changé de signe, de -j—, quel</ - /

que soit le nombre positif £y les quotients
(1^2^ ,»f—L-+-£,i/

/(^ fW
sont respectivement évanouissant et non borné; et par suite e^^^fÇl')
devient infinie) quand t devient infini positif et ^L-£)y(^) passe ̂  quel
que grand que soit t, par des valeurs aussi îmsines de zéro qu'on le veut.

Ce nombre L sera appelé nombre caractéristique supérieur de lafonc-

( î ) Voir dans le Mémoire deLiapounoff la remarque du haut de la page aa6.
(2) Ces mots doivent être entendus au sens habituel : au nombre N donné, si grand

soit-il, on peut faire correspondre to tel que pour les valeurs de î "> îa on ait
e(W)/\f(t) [>N.
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1(071 fÇt); pour qu'il soùfini^ il feint (mais Une su/fit pas nécessairement)
que f {l) ne s'} annule plus pour des valeurs assez grandes de l ( t ).

Par exemple, pour la fonction

e1 sWt -+- e~i cos2^,

le nombre caractéristique supérieur est -h i , le nombre caractéris-
tique de Liapounoff est — i. '

Le nombre caractéristique supérieur L d'une fonction fÇt) ne peut
pas être plus petit que le nombre caractéristique ordinaire / d e cette
même fonction; ces deux nombres peuvent être égaux; l'expression

Iog|/(Ql

tend alors vers une limite et inversement (lemme VI).
Supposons-les différents; pour tout nombre X inférieur à / l e pro-

duit e^/Çt) tend vers zéro quand t devient infini positif; pour tout
nombre (x supérieur à L, le produit e^fÇt) devient infini dans les
mêmes condit ions; e n f i n , pour tout nombre v inférieur à L et supé-
rieur à /, il existe des valeurs de i supérieures à tout nombre ^ donné
à l'avance, telles que é)!•\fÇt)\ surpasse un nombre N, si grand soit-il,
et il existe aussi des valeurs de t^>t^ telles que ce produit soit infé-
r ieur à un nombre posit if donné T), sijpetit qu'on l'ait choisi.

2. NOMBRES CAHACTÉRÏSTIQUES ET ORDRES PÀREiNÏHÈSES. — Une fonc"

tion/'(i?) peut être considérée comme fonction àeœ = e^ on a t= log<2?
et ! ! ! • , • . ! ! . ! ! • ! !

/(^)=/[log(^)]=/i(^).
La fonction
- : F(^)=|/,(^)|

est par rapport à la variable x = et d'un ordre parenthèse (2) (p, y),
, ! ! 1 1 , - 1 1 - ! ! * 1 .

( 1 ) M.. Liapounoff a ulilisé ce nombre (lemmes VI, Vil, p. 227 ; n° 9, p. 23;) sans lui
donner de nom spécial.

(â) Celte notion est due à M* Emile BOKEL, Leçons sur la Théorie clé la croissance^
1910, p. 35. 1 , . .: 1 ' 1 , ! ! ! ! / . . - 1 ! ! ! " ! 1 1 ' . ! , " \ 1 1 : 1 ^ • ^ ; ! ! 1 1 : ; ,
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les nombres^? et q étant définis par les égalités :

,. iog'FG-r) ,. l o n - | / ( z ) jp = lira ——-—- == lim —- "/ .<"
.r̂ T-oc Io^ .x.̂ ——« ^

^^ logF(.)^^log|/(.)l
ï .r-=+oo lOgcZ? .r=.+.̂  ^

il en résulte que L =— —/v / == ~ q\ le nombre caractéristique et le
nombre caractéristique supérieur sont ainsi rattachés à la théorie de
M. Borel.

Nous élargissons toutefois un peu en procédant ainsi le domaine
d'application de cette théorie; M. Borel (foc. c^.,p. 16) suppose les
fonctions qu'il étudie réelles positives et inf iniment grandes (les fonc-
tions monotones se ramènent à ce cas et aussi les fonctions réelles
quelconques par la considération des enveloppes (rindétermination
de P. du Bois-Reymond). En appliquant directement, comme nous
venons de le faire, le, mode de comparaison de M. Borel à la fonc-
tion F(o?) qui n'est pas nécessairement monotone, ni même réelle, et
qui peut tendre vers zéro, nous pouvons avoir à considérer des
nombres? et q de signes quelconques : alors qu'avec les restrictions
de M. Bore lyp et q ne peuvent pas être négatifs (foc. cit., p. 33).

Bien que les deux notions de M. LiapounofF et de M. Borel soient au
fond équivalentes , il nous sera plus commode, dans ce qui suit, de
parler de nombres caractéristiques et non d'ordres parenthèses pour
ne pas compliquer les énoncés par l ' indicat ion des changements de
signes.

3. EXTENSION DES NOTIONS PRÉCÉDENTES. — On peut étendre les notions
d'ordre parenthèse, de nombre caractéristique supérieur en utilisant
des fonctions de comparaison autres que la fonction exponentielle.
Soit O(^) une fonction positive et croissante de la variable réel le^
devenant inf inie avec t, etf(t) une'fonction quelconque de ^.Consi-
dérons la plus petite limite p et la plus grande limite q du rapport

l og - lAOl
lo^ôçi)

^ ! 1 ' %
lorsque t tend vers + co$ nous dirons que {p, q) est l'ordre de \f{t}
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par rapport à la variable rc == Q(t)y que — q est le nombre caractéristique
inférieur ( ' ) et — p le nombre caractéristique supérieur de fÇt) par rap-
port à la fonction de comparaison O(^).

Ces notions (2) se ramènent du reste aux précédentes par le chan-
gement de variable u == logô(^) ; il peut évidemment être commode
de ne pas effectuer ce changement de variable et de conserver une
fonction de comparaison distincte de la fonction exponentielles

Dans les numéros suivants, il s'agit, sauf indication contraire, des
nombres caractéristiques de Liapounoff.

4. NOMBRE CARACTÉRISTIQUE D^UNE SUITE ET RAYON DE CONVERGENCE D'UNE

SÉRIE DE TAYLOR. — La définition du nombre caractéristique est appli-
cable sans que la fonction soit donnée pour toutes les valeurs de t; on
peut considérer/'^) comme définie seulement pour les nombres t d'un
ensemble E non borné supérieurement. Prenons alors pour E l'en-
semble des entiers n et écrivons On au lieu de/(-n).

Le nombre caractéristique de a^ est égal au logarithme du rayon de
convergence de la série de Taylor ïa^oc'1 associée à la suite a^ (3).

En effet, diaprés le théorème d/Abel, ce rayon de convergence R est
la borne supérieure des nombres X réels et positifs tels quea^X^' tende
vers zéro pour n infini positif; en posant X == ̂  ou À = logX, /= logB.
est la borne supérieure des nombres À tels que a^e^1 tende vers zéro
avec -; c'est la définition habituelle du nombre caractéristique ( / <) .

( 1 ) Ce dernier mol sera sous-entendu quand il n'y aura pas d'ambiguïté possible.
(2 ) M. Etiore Bortoloiti, dans un Mémoire, Su^li mtegrali..., inséré dans les Rencliconti

del Circolo matematico cli Paternio^ fc.XXXV, 1 9 1 3 , estimel'ordre d'infinitude d'une fonc-
lion/0) par rapport à une autre fonction (p(^) en utilisant aussi les notions de limite supé-
rieure et de limite infdnenre d'indétermination (Wrîen" 30 de ce Mémoire). Mais il faîfc
intervenir pour cela les dérivées f'(^), </(» des fonctionâ à comparer; sa définition est
donc distincte de celle indiquée ci-dessus, qui ne suppose pas l'existence de ces déri-
vées. Je Pavais donnée, dans une Communication au Congrès des Sociétés savantes
{Sciences^ 1 9 1 3 , p. 33), en signalant son intérêt dans la théorie des équations différen-
tielles, après Favoir rapidement signalée dans un Mémoire publié en octobre 1 9 1 1 dans
les Annales scientifiques de l'École Normale (3° série, t. XXVïïI, p. 475 et 5ïi).

(3) LAPLACIÎ {Théories des Proj^tbilités') donne à la fonction 2a^*y^ le nom de « fonc-
tion génératrice de la suite a/i w.

( 4 ) Le nombre caractéristique supérieur de à/i est de même le logarithme du rayon de



SUR LA NOTION DE NOMBRE CARACTÉÎUSTIQlîE 3)E M. L1APOUNOFF. l35

On peut pousser plus loin encore ce rapprochement. Dès que l'on
connaît, pour une série, entière, un nom!) re positif r inférieur au rayon
de convergence, on peut affirmer Inexistence d'une fonction majorante
de la forme ——";; c^est-à-dire qu'il existe un nombre M tel que

, , M.I^K^-

D^une façon analogue, il suffît de savoir qu'un nombre À est inférieur
au nombre caractéristique d'une fonction f{t) pour être certain qu^ i l
existe un nombre ^ tel que, pour / réel et assez grand (1),

|/(/)|<^-^.

Une fonction à nombre caractéristique posi t i f tend vers zéro en
même temps q u e ^ ; une fonction à nombre caractéristique négatif ne
peut pas rester bornée dans les mêmes conditions ; le seul fait que le
nombre caractéristique est nul ne permet pas de se prononcer; un
examen spécial est nécessaire.

5. PREMIERS THÉORÈMES DE M. LIAPOUNOFF. —" Nous rappellerons briève-
ment les énoncés de quelques propositions relatives aux nombres
caractéristiques, en renvoyant pour les démonstrations au Mémoire
cité de M. Liapounofîet en ind iquan t les analogies ou les généralisa-
tions qu'elles suggèrent.

i° Le nombre caractéristique de la somme de deux fonctions est égal
au plus petit des nombres caractéristiques de ces fonctions^ si ces nombres
sont diffère/Us, et ne leur est pas inférieur quand ces nombres sont égaux
(lemme IV, p. 226).

convergence de la série de Laurent V-——^ ou le logarithme changé de signe du rayon
î -̂  ^'n.

de convergence de la série de Tayîor ^ — •
jmm Ctu. " ,

(1) De même, connaissant un nombre A plus grand que le nombre caractéristique
supérieur de/(?), on peut affirmer qu'il y a des nombres M tels que, pour t assez grand;

|/(0!>M^Ar
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La proposition correspondante est bien connue : Le rayon de con-
vergence de la somme de deux séries dô Taylor est ég'al au plus petit
des rayons de convergence de ces séries s'ils sont différents et n'est
pas inférieur à leur valeur commune s'ils sont égaux ( i) .

On ne peut pas énoncer une proposition analogue et aussi générale
concernant les nombres caractéristiques supérieurs; il faut nécessai-
rement in t rodui re des condit ions complémentaires.

Par exemple : Étant données deux fonctions réelles de même signe f(ù
et/,(i;), le nombre caractéristique supérieur de leur somme est au
plus égal au plus petit de leurs nombres caractéristiques supérieurs.
Soient en effet L et L^ ces nombres L < L, on a, £ étant positif,

\f(6)\>Me-^^ \AW\>M,e-^£^ . •
M 1l/(^+/l(^l=i/(^)|+l/l(Q|>M^-^Ê)/. ï+^le'L-L^

et le dernier facteur tend vers l 'unité quand la variable t devient
infinie positive. La démonstration est immédiate si L = L,.

Nous allons étudier un cas plus intéressant. Supposons que les
nombres caractéristiques des deux fonctions/(/) et/^ (ï) so ien t /e t ^
et qu'on ait

/<L<^<Li,

on peut exprimer ceci en disant que les intervalles caractéristiques (/, L)
^(7o L ^ ) des deux fonctions fet/^ sont distincts. Dans ces conditions,
on a

f^l <m^i+£K-^r.-^
- f(t) ^ Me^1^ l<? - ? • .

m^ M, k étant positifs et constants; e pouvantêtre aussi voisin de
zéro qu'on le veut, ceci montre que Mt) fend vers zéro avec ^<

J \ v ) t
On en conclut que i + Aw reste compris, pour/assez grand, entre

(1) Si deux fonctions réelles .ri, ̂  sont toutes deux positives on toutes deux négatives
et ont même nombre caractéristique 7, le nombre caractéristique de la somme est égal
à l. Car il suffît alors-qu'un des produits ̂  e^+e^, ^e^+^ ne soit pas borné pour qu'il
ep soit de même de leur somme (.^i "4- .rs) ^A-H^.
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deux nombres positifs, ~ et :- par exemple; il en résulte" que la somme

/(^)4-y^)==/(^ji+^j

a mêmes nombres caractéristiques l et L que la fonction fÇt).

2° Le nombre caractéristique du produit de deux fonctions n est pas
inférieur à la somme de leurs nombres caractéristiques (lemme V, p. 227).

On en conclut : Le rayon de convergence de la série Ha^bn^71 n'est
pas inférieur au produit des rayons de convergence des séries Sa/^",
S^^.

Cette proposition est d^ailleurs une conséquence immédiate du théo-
rème de M. Hadamard : Les seuls points singuliers possibles de la
série l^a^bnX11 sont ceux qu'on obtient en m u l t i p l i a n t les affixes des
points singuliers de Za/^ par les afdxes des points singuliers
deS&^(1).

Une proposition analogue s'applique aux nombres caractéristiques
supérieurs; c'est d'ailleurs une conséquence de la précédente : Lé
nombre caractéristique supérieur du produit de deux fondions n'est pas
supérieur à la somme des nombres caractéristiques supérieurs de ces fonc-
tions.

En résumé, si / et L sont le nombre caractéristique et le nombre
caractéristique supérieur de/(^), et /, et L( les éléments caractéris-
tiques analogues pour /^ (O, A et A le nombre caractéristique et le
nombre caractéristique supérieur du produit ,/(^)/i(0? on a
(i) ! ! - ! ! . ^+^^A^L-hLi. ' 1 . 1 ! • 1' ;

Appliquons ces inégali tés aux deux fonctions fÇt} /^(O^çO)
et——;== ep1,^) pour lesquels les éléments caractéristiques (2) sont

«/ !V^) i

^, A et — L, , — /, ; le produit ®ç| étant précisément f,.oï\ a
\ , 1. 1 1 1 1 1 ' 1 1 ' \ 1 ' 1 ^ 1 ^ 1 —L^^^L^A~/ I I , 1 . ^ 1 ^ '

( 1 ) ^oir lo Chapitre VU (n" A) de rOuvrago de M, HAOA&ÎARD : La^ sânc clé Taylor et
son prolongement anal/tique^ ou sont résumés les travaux de MM. Hadamard, Borel,
Leau, etc., au sujet de cet important théorème*

(2) On supposo ici que ces nombres sontTmis.
A/tn.Éc. Norm.., (3), XXXVI. —. MAÏ 1919. l8
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ce qui donne , ••
(a ) 'X5l+L.i, ^ A > L + 4 .

On a de même
(3) ^iH-L, A^Li-h^ ( 1 ) .

Dans le cas particulier où le nombre caractéristique et le nombre
caractéristique supérieur de l'une des fonctions sont égaux entre eux,
les inégalités (i) et (2) donnent alors, ainsi que M. Liapounoff l'a
remarqué (lemme Vil), les valeurs exactes des éléments caractéris-
tiques du produit.

Pour les séries deTaylor, ce cas particulier est celui où \j\ci^\ tend
vers une limite pour n i n f in i ; dans ces conditions, quelle que soit la
série S b^1, le rayon de convergence de la série ^a^b^x11 est le pro-
duit des rayons de convergence des séries 'La^af\ ^Lb^x11.

6. CAS DES INTÉGRALES ET DES SOMMES BÉuiNïES (2). — A une fonction
intégrable /(^) M. Liapounofffait correspondre l'une ou l'autre des
intégrales

Ç( f{t)dt^ F fWdtJf^ J{

selon que le nombre caractéristique de/(^) est non positif ou positif;
il démontre alors (lemme VIII) que le nombre camctéristique d'une
intégrale n est pas inférieur à celui de la fonction à intégrer.

En général on ne peut pas énoncer une propos i t ion aussi simple
pour les nombres caractéristiques supérieurs. On peut le faire cepen-
dant quand la fonction fÇt} garde, pour t assez grand, un signe
constant; supposons-la positive, et soitL son nombre caractéristique

( 1 ) -Ces propositions s'appliquent à la théorie delà croissance; elles s'énoncent alors de
la façon suivante : « Étant données deux fonctions F(.r), 'Fi(.c) d'ordres respectifs (/?, ^),
(pi, ^i), soit (P, Q) Fordre de leur produit; P et Q sont compris entre p 4" qi et q -4- qi
et comprennent en tro eux p + qi et pi-^r-q' » Les nombres /?, ^, /?i, ^i, P, Q peu vent
avoir des signes quelconques ('voir n0 3), mais sont supposés finis. C'est une .extension
des théorèmes classiques concernant l'ordre d'infinitude ou Fordre infinitésimal Û\m
produit. ^ : 1 1 ' 1 1 1 :/ . . 1 1 1 •, 1 ! , . 1 1 ! .' 1 1 ,1., 1 ' ' ,^ , 1 1 1 1 : 1 1 1 1 \ 1 1 ' 1 , 1 , . . 1 , 1 , ;

(2)^^>àceproposIesZ<3^/^^^r7^^/^^r^ clé la croissance"deM.E.BoreL
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supérieur. La fonction f(t) domine ( ^ ) alors une fonction de la
forme Me""^3'^ £ étant positif et arbi t ra i rement petit; l ' intégrale

ffW dt,

où les limites sont respectivement t et -h w ou IQ et t suivant que L^>o
ou que L5o domine une fonction de même forme; c'est dire que le
nombre caractéristique supérieur de l'intégrale est au plus égal à L.

En résumé, dans le cas d'une fonction f{t) de signe constant et
dont les nombres caractéristiques sont de même signe, les nombres
caractéristiques de l'intégrale sont intérieurs à l'intervalle formé par
les nombres caractéristiques de la fonction, ou placés aux bornes de
cet intervalle.

Nous allons donner un théorème analogue au précédent pour les
suites a^. Mais i l faut d^abord préciser quels éléments nous ferons alors
correspondre à ces intégrales.

Lorsque le rayon de convergence de là série ne surpassera pas
l 'unité, nous prendrons

S//== V <?/= Oo-h ai"+- . . . + a/,,-1, So

o

et lorsque ce rayon sera supérieur à l'unité,
n

^^^'^at=^{a^~^ar^+i•Jr - ' ' ) •a/=—( cin "f-ara-n -
+ 00

'• 0,

Dans les deux cas, on a

, Ab/t^^, b/^-n——b/t'^^n?

et, suivant une dénomination adoptée dans la théorie des diffe-

(1) Une fonction/^) domine, dans un intervalle où reste comprise la variable réelle t,
une autre fonction (o(^) lorsqu'elle on surpasse le module; c'est-à-dire qu'on a

/ (^1?(01-
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rences ( î ) , nous dirons que S ,̂ est la somme définie correspondant à la
suite.

On a, dans la première hypothèse,
/v«

F(^)=^S/^^ 7 t=ffo^^( aO+ a i )^ 2+(^0+ a l -+- a2)^3 : :=- • • ~= ./(^),I —— tîc'

en désignant pary(.ï) la somme de la série Sa^^. Dans la seconde
hypothèse, écrivons

S == OQ-+- ai -t- ^2'4- . . . , S^== S -f- Srt=:ao4-ûîi 4- . . . -4- cin-ïi

S^ ayant le sens indiqué plus haut; il vient

FÇ.^^IS^^---^^^)^^^^^^-^1) '
• ï — x " ' • î — .y r — .T

et Pon peut diviser haut et bas par x — î; x = î n'est donc pas un
point singulier pour F(<'y}.

Dans les deux cas, les deux fonctions F(cc) et/(^) ont mêmes
'ploints singuliers (sauf peut-être ^==1) et par suite la série SS^^
associée aux sommes définies S^ a même rayon clé convergence que la
série ^ci^cc11 associée à la suite a^,

Dans les cas des suites et de leurs sommes définies^ il y a donc
égalité des nombres caractéristiques. Pour les fonct ions et leurs inté-
grales l'inégalité des nombres caractéristiques peut effectivement
avoir lieu : pour le montrer, nous construirons une fonction a'yant un
nombre caractéristique l négatif donné à l'avance et dont Vintégrci'e
aura pow nombre caractéristique zéro.

Soit (G) la courber == c!ft, où /'== — 7; et une série convergente à
termes positifs et inférieurs à -

(^) ^1.4- ^4- ^4- . ...

Je construis la fonction f(t) représentée graphiquement par une
brisée dont les sommets seron t les uns sûr (G), les autres sur Oa?. (Le
lecteur est prié de faire la figure.) Chaque point 0^ situé sur Qx ayant

( I ) Voir Encyclopédie des S^e'^es mathémcitiques ( édi tion française ), t. ï, fasc. 1,
p. ' 5 5 . . ' : 1 ; 1 . ;1 : 1 1 11 • : . 1 1 1 1 1 : , 1 . .11 1 - , ! ; 1 , 1 1 . 1 , 1 1 . 1 , 1 1 ! 1 ; ! , , ! . . ! ' ! 1 1 1 , , 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ; 1 , !
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pour abscisse un nombre entier n est le milieu d\m segment porté
par cet axe, AA^de longueur 2u^; soit C/, le point de (C) qui se
projette en O/,; la l igne représentative de/(^) se compose des segments
de droite

OAi, Aid, CiBi, BiAa , - ., A^C/,, ÇA, B/,A/^-i, ....

Les segments B,An-i n'empiètent pas les uns sur les autres, puisque
u^ étant inférieur à L et / étant négatif, la valeur commune u^e171 des

segments A.^0^ O^n est inférieure à ^ •
On voit du reste immédiatement que, si petit que soit le nombre

pos i t i f s , ^-£K/(^) tend vers zéro avec - et que dans les mêmes con-
ditions e^^f^t) ne reste pas bornée ; / est bien le nombre caractéristique

^tW- . ./
Ce nombre est négatif, nous étudions par suite l'intégrale J /(0<^;

<u ^o

il suffit de faire la figure pour voir que, si t est compris entre n -}- ^

et n 4- ^ cette intégrale est comprise entre la somme des n premiers
2 °

termes de la série (u) et celle des n 4- i premiers termes. L'intégrale
tend donc pour t infini vers la somme de la série; son nombre caracté-
ristique est bien nul.

7. GÉNÉRALISATION DES RÉSULTATS PRÉCÉDENTS. — A là fin dll H0 3 nOUS

avons défini les notions de nombres caractéristiques (inférieur et
supérieur) d^une fonction/(Q par rapport à une fonction de compa-
raison 9(^) positive croissante et devenant infinie quand t tend vers 4- ̂ .
Les premières propositions de M. Liapounoff{n°5) s'appliquent encore à
ces nouveaux nombres. Mais il yalieu de modifier Pénoncé quand il
s'agit de l'intégration, ainsi que nous allons le voir.

, ' 1 . on a 1 1 - i i l 1 1 _ '\ ' „:. , 1 1 1 1 - : ' 1 . , 1 1 1 . 1 1 ; . ^ ! . ! '- /• 1 ! ! - 1

^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^^^^ ; . ^;, 1,,, . '

où (yÇt) désigne la dérivée ̂ ; ce sont les nombres caractéristiques du
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quotient —-- - qui vont remplacer ceux de ./(^) dans les énoncés-du n0 5.
y ( &}

Ils permettent encore de déterminer, suivant les cas, une fonction
supérieure au module de la fonction à intégrer ou une fonction positive
inférieure au module de la fonction à intégrer, et des éléments ana-
logues pour l'intégrale elle-même. Il nous suffira d'énoncer les propo-
sitions auxquelles on est ainsi conduit.

A. Soit p un nombre fini inférieur ou égal au nombre caractéristique

du quotientv -par rapport à la fonction de comparaison QÇï), en con-

sidérant l'intégrale f f(t)dt lorsque p^ï et l'intégrale f f(^t)dt
'•'/o ^t

lorsque? ^> i, le nombre caractéristique inférieur de P intégrale par rapport
à ô(^) n'est pas inférieur à p — i .

Remarques. — i° Les nombres caractéristiques de la dérivée ô'(^)
de la fonction de comparaison (dérivée dont nous admettons l'exis-
tence) sont des constantes intéressantes attachées à cette fonction.
Toutefois ces constantes ne sont pas nécessairement finies, comme
le montre l'exemple de 9(^) == logt.

2° La fonction fÇt) peut dans cet énoncé être une fonction com-
plexe, mais la variable t est supposée réelle.

+w
3° La condition p^> ï suffit pour que l'intégrale f f{t)dt ait un

• ' ! . ' . ' ^ i
sens.

B. Lorsque la fonction fÇt) est réelle et de signe constante et que P
est un nombre fini supérieur ou égal au nombre caractéristique supérieur

du quotient ^—par rapport à la fonction de comparaison 6(/), en pre-

nant f f{t)dt quand P^i et T f{t)dt lorsque P> i, le nombre
, . 1 ! ^ /o 1 - . . , \ 1 1 1 ' 1 1 - ! , , Jf ^ ' 1 1 1 1 1 ' ^ , ; ! ! ! ! ! ! , ! ^ ! ! ! , ! ! 1

caractéristique supérieur de l^ intégrale par rapport à Q(t) n^est pas supé-
rieur à P — i.
' . l i l 1 ' 1 1 1 • \ ' , \'1:11 1 ' 1 1 ,' 1 , 1 " ! ! 1 1 1 ' 1 „ • 1 ' ! 1 . 1 ; . . . : ! ' 1 - , , ^ 1 1 -' ' 1 1 1 1 , , ^ 1 1 1 ; ^ ; 1 1 1 ^

En particulier, si P< i, on peut affirmer que l'intégrale f fÇt)dt
1 1 . 1 1 1 ' 1 • . 1 1 1 1 , 1 1 . ! ! ! . ,. 1 1 1 1 ! ! ! : . ; , , ! ' ^ l l i • ' 1 . 1 ! ! *^o 1 ' 1 1 ! ! i l : l l l i l

devient infînie^ quand t tend vers -i- os.
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S i P = = j o = = = ï les proposit ions précédentes ne permettent pas de se
prononcer, on substi tuera alors, comme on sait, à ia fonction O(^) la
nouvelle fonction de comparaison log'O(^).

Le cas le plus favorable est celui où les théorèmes A et B sont
s imul tanément applicables et où les différences? — i, P — i sont de
même signe; les théorèmes précédents renseignent d'une façon com-
plète sur la convergence ou la divergence de l'intégrale f f(t)dt^ et
donnent une double estimation, par défaut et par excès, de la rapidité
de cette convergence ou de cette divergence.

8. EXEMPLES : i° Si ^Çiy-^-e^ (yÇt) ==. 6(^ les nombres caractéris-
tiques inférieur et supérieur de O'(^) sont tous deux égaux à — i, eL si
p et P sont les nombres caractéristiques de jr— par rapport à 6(^), ceux

du produit ^-'7—6 /(Q=/ t(0 sont , d'après une remarque anté-
rieure (n° 5), égaux àp — i et P — i ; les deux propositions A et B
sont identiques à celles du n° 6.

2° En prenant pour ô(^) la fonction log^(^) obtenue par itération de
la fonction logarithmique,

Iog2/== loglog^ . . . , log^==ïoglog^i^

on est amené à considérer le produit / (^)^log^. . .log^ et ses
nombres caractéristiques par rapport à O(^) , ainsi que Fata i tM. Bou-

J dxtroux dans l 'étude qu'il a dû faire ( i ) des intégrales /^•
3° Soit V Ç l ; a ) y y ) une fonction réelle ou imaginaire de la variable

réelle d' intégration t et d'autres variables x, y qui pourraient être en
nombre quelconque et que nous pouvons, par suite,supposer réelles.
On veut étudier l 'une ou l 'autre des intégrales

f 'F(^^j)^, Ç F (^^ j ' )^
v t Q v t

lorsque la borne <dô l'intervalle d'intégration croit indéfiniment.

( 1 ) Âûta mathemalica^ l. XX VIII, 1904, p. 106.
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L'application du théorème A et de la définition du nombre caracté-
ristique amène à rechercher comment se comporte, pour de grandes
valeurs de ^ le logarithme de F. Nous ferons à ce propos l'hypothèse
suivante :

On peutposer

!ogF(^ x, r} = [À (A-, r) -t- /r(Q -+- u { t ; x, y ) ] ^ ( £ } ,

§ ' ( t ) désignant une fonction réelle de /, positive, croissante, devenant
infinie quand i tend vers "4- oo.

Les fonctions h{x, y\ k ( t ' ) , u(t; x, y) peuvent être réelles ou
complexes. En désignant par ^{z\ suivant l'usage, la partie réelle'
dunombre complexe z, on admet que S{k{t) reste bornée supérieure-
ment quand t tend vers •+- ce et que,^,y restant dans un domaine D et
étendant vers + co, ^u{t\ x, y ) tend vers zéro.

Cette hypothèse, que nous appellerons hypothèse I, étant admise,
nous prendrons comme fonction de comparaison

0(^)==^(^.

Tant que le p o i n t x , y reste dans une partie D'du domaine D ou
a.À(;2?, y) reste bornée supérieurement, le nombre caractéristique de
^î ^5 y} par rapport à 9(i?) reste f ini ; il est égal à

. 1 ! 1 • 1 . . .^ .. 1 , • 1 . -:j^/^(^,:J)-+.KI[, 1 1 1 , 1 1 , !

K désignant la borne supérieure de x[^)].
Quand on passe de F à ^? on doit considérer

lo^F-log^=logF~^-log^, ^'^^
et 1 : 1 1 ; 1 . ' : ' : , . 1 , ! . . '1 . , . ^ ;; 1-' ! ' 1 1 : , 111'1' 1 1 ^ ', 1 1 1 1 , , 1 1 1 1'1'11"
- ' : . ' 1 1 1 1 1 ' 1 1 . / 1 1 : 1 . 1 lla.\IL.-]^^ ^ • 1 1 . 1 ' : 1 1 1 1 1 ' 1 1 '

. . :1^1^..1 . /^. .1^1 ,^1 .•,.•;,; 1.,,,,;11

Nous admettrons (ce serârÂ^o^^II)que^^1^
rieuremeni; soit ^ sa borne inférieure, le nombre caractéristique
d e ^ e s t ' V . 1 , 1 . 1 1 1 ' , / ' 1 ' 1 1 1 . : 1 : - ' 1 1 : / . . , 1 1 : 1 ; ; 1 1 1 ' - 1 , : . 1 ' 1 ; . 1 ; 1 / 1 1 1 , , : , 1 1 1 1 1 ; 1 , 1 ; 1 1 / . . 1 1 1 1 1 - 1 ' 1 \ 1 . ^ ' ' 1 , . 1 1

^ < 1 1 1 1 1 1 ' 1 ' 1 1 1 . . 1 , / , ,^^:^11 : :^•:/^ -1 ' . : , .^1 ' : ' ,1 . :1 : : '
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et celui de l'intégrale est au moins é^al à
-^[Â(.r , r ) ] - .K+y.

Par suite, l 'intégrale
,-.^

i - - / ¥ ( i ; . ^ v ) d l
" ^

a certainement une limiie quand t tend vers -+- oc si

^ [À(^ r ) ]<7—K,

puisque le nombre caractéristicpe est alors positif.
Des intégrales de la forme précédente se rencontrent dans des

questions variées d'Analyse et de Physique ('). ^
On peut pousser plus loin l 'é tude de ces intégrales, en utilisant

deux théorèmes que je vais indiquer.

9. AUTRES ESTIMATIONS DES NOMBRES CARACTÉHîSTÏQlîES DES INTÉGRALES. —

Nous désignerons pour abréger par c(f') le nombre caractéristique d'un-e
fonction f(t) par rapport à la fonction de comparaison Q(t), ^qui peut
toujours être distincte de la fonction exponentielle.

G. Soient/et © deux: fonctions de t^ f1 et op' leurs dérivées, 6 la fonction
de comparaison^ ^/ sa dérivée ; on pose

/ /^c(/)+c(^).

^ 4- oo

Si p/ est supérieur à l'unité, l'intégrale 1 f(t)^(t)dta un sem et

son nombre caractéristique nesl pas inférieur à p1 — i ; si //5ï, le
r 1

'noml^re caractéristique de f fÇl)^ (t')dt nest pas inférieur à p'—i*
•̂

( î ) Citons, par exemple, la théorie des fonctions déterminantes de Laplace, dont
l'étude a été reprise de nos jours par M. Pincherle. Voir dans V Encj'clopédie des Sciences
mathématiques, édition française, rarticle II, 26 (Équations et opérations fonctionnelles),
ou ranalysLe italien donne (n°23) une bibliographie de îa question; voir aussi son
article plus récent {Acta mûtheincitica, i9i3) et le travail signalé pins haut, de M- BOB-
TOLOTTÏ : SugU integrali.... Chap. VI, Noua indiquerons, en Physique, la Théorie, de la
chaleur, en renvoyant au Traité d'Analyse de M. Goursat, t. ÏH, Chap. XÎX.

Ann. Éc. Aor/«., (3), XXXVL -- MAI 1 9 1 9 . i9
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Cette proposi t ion est une conséquence immédiate de celle concer-
nan t le nombre caractéristique d'un produi t et du théorème A du n° 7.

Les critères précédents sont des critères de convergence absolue.,
les suivants peuvent ê t r ed^un emploi plus large.

Les mêmes intégrales s^étudient au moyen des formules d'intégra-
tion par parties :

^f- -» /
( i) ' f /y '^=[ /?J^~^ ^fdt

et
,-. -+• oo ! /, -i-- oo

( à ) / f^^^lf^T90— ^f 'd i .
1 ^ ^ J{ ^ , ^ Jf ! .

Diaprés les théorèmes concernant les nombres caractéristiques
d'une somme et d'un produi t , el la proposition G, on cherche le plus

( f1 'Vpetit des nombres c(/) -4- c ( ^ ) et c(o) -+- c "^ \ — i.
On écrit

/.+- . y V V .

/( £} =z - 1 // ( t ) dt lorsque c (•^- ) — ï > o
•J f \ /

et
r ' 1 . / ft\

f(i) ==/^,)-(- J f ' { i } , { l iorsque c ^ ) - î 5o ,

le nombre caractéristique de la constante /'(^o) ̂ t n u l , et par suite le
théorème A nous apprend que, dans l 'un et Fautre cas,

<-V)^(^)-,.
On a donc

c(f).+c(<?y^c(Ç) 4 - c (<p ) . - ï

et l'on peut énoncer le théorème suivant :

D. En posant

. , „ , , P " ^ C ( Ç } - + - ^ ( 9 ) -
, . _ \ /+oo , ^ ^ ! , . ! .

l9 intégrale f f^'dl a un sens si p" ^> ï et son nombre caractéristique est
Jï - * * . . ' ^
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supérieur ou ég-al à p"— i : si;/" < i, le nombre carac/érislique de

.^i
f f^dt ,

1 ''n
n est pas infèr/Gur à p" — i.

• ' On observe que si y' est seul connu , on peut prendre suivant .que
c^) ̂ > i ou que c{^") << i, • ! -

0 ==:— f ^ ' ( / l • 011 0 •=- f 0' cil.
t/ / ^ /y

/ /'/ \ /'/ /' /'/

Refnarc/ue. — Pour estimer c ^ j 3 on peut écrire '-7 =^ •L -J- et il

vient ^)^)-(y).
i.O. DOMAINE DE œNVEROENŒ'DE CERTAINES INTÉCIULES DÉFINIES. -- NOUS

al lons appl iquer ces derniers llléorènies à la théorie des intégrales
-.-^

S (^, ,»")-= f a[i)^(l-, x, r)cft,

analogues aux fonctions déterminantes de Laplace. Celles-ci, ont été
plus récemment étudiées par divers auteurs et en part icul ier par
M.. Pincherle ( 1 ) .

• Ces intégrales sont de la forme considérée plus haut , mais la pré-
sence du facteur a(^) nous permet, sans d i m i n u e r la généralité, de
supposer nul le terme analogue à kÇï).

Ecrivons donc

log^; .z-, .7)^(0 |^(.y,j)+^; ̂ r)].

Aux hypothèses antérieures, 1 et II (p. i44)» nous . subst i tuons
m a i n te n a n 119 hypothèse 111 :

,. La fonclion gÇt) est réelle, positive; croissante, devient infinie
..avec l ; elle sert à former la fonction de comparaison O^)^^^; la

( 1 ) Voir la noie de la page 145.
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dérivée g ' ' ( n à ses deux .nombres caractéristiques ordinaire et supé-
r ieur égaux à zéro. Quand le point ;r, y reste dans un domaine û et
que t tend vers -hoo, là fonction . f i [A(A\j )J reste bornée, u (t; ̂ ,j')
tend vers zéro, et sa dérivée ii^t; x, r ) reste bornée.

Dans ces conditions, le nombre y de tout à l'heure est nu l et les
deux nombres caractéristiques de é sont égaux. On voit de plus que
le nombre caractéristique du quotient

y^^ ̂ .,^)[Â(^r) - t -^( / ; x^')]^^(è)^(£; .r,r). ^ ( t\ .y, ;}•') '" ' •' , . .

est nul ou positif'.
Ceci posé, admettons que l ' intégrale

,̂ 4- oo .

^ ( £ ) - = — f a [ t ) ^ ( t ^ r ^ y ^ d t

ait un serxs (^o».7o é^11^ ^-n point particulier de D). Le nombre carac-
téristique c((p) est positif ou nul, puisque cp tend vers zéro avec -î- • On
peut écrire

Q ' = : a ( t ) ^ ( l : .v^ jo)

a(n.i(i^ ,r,r)^f^\,
el

en posant
f~^ ^(^ 'r? • r )

' ^(^ •^p.^o}

En raisonnant comme plus haut,.on a d'abord

Jy)r=^[^(^,J,)]-^[Â(^J)]+r.

D'autre part,
c (L. \ = c ~J/(</; ̂ ^r) _ ^.(^î ^.ro) ;
V/; ..^(^; ̂ ,j) S{t\ ^o.yo).

est nul ou positif, comme nombre caractéristique d'une somme de
deux termes à nombres caractéristiques nuls ou positifs. On voit (n°9)
que

P!{=c(Ç}+c^y^€(w) =^W^y^'}—^W^.rY\-^^
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est. supérieur à l 'unité dès que ' , 1 .

^[/i(.r,r)]<^[A(^,,,ro)].

En définitive, si l'intégrale

r^^
I ( .r, y ) =-. a ( t ) ̂  ( t ; .v, r ) eu

* /o

a ^m ^m* pour un point ^oî .Vo ̂  domaine D, e//e a^ra également un
sens pour to us les points du même domaine tels que la partie réelle de la
jonction hÇx, y) reste inférieure à la partie réelle de ï'expression Âf^'o, yo)»

Supposons qu'il y ait, dans le domaine D, des points où Finté^rale
précédente I(.x'^y) soit convergente et d'autres où elle ne le soit pas:
admettons, de plus, la con t inu i t é de la fonction A(.-z'*, y ) ou, tout au
moins, celle de sa partie réelle c^ [//,(.y, y ) j , il existe alors une •/rûntière
de convergence, séparatit la région de-convergence de la région de diver-
gence, et l'équation de celte frontière est de la forme

^[/<(^y)]:=a,

a désignant une constante.

il,. DÉTEKMISNATÏON DE LA FRONTIÈRE DE CONVERGENCE. — Cette COÎÎStanle

est égale au nombre caractéristùfue de F intégrale

,..-+- x ' •
A , ( Q ^ ~ / a\t}dt.

quand cette intéErale existe et que son nombre caractéristicjue est positif\
ou à celui de l'intégrale

A.^(r) == / a ( t ) d t ,
w l»

quand l9 intégrale précédente n'existe pas oa, qii'existante elle a un
nombre caractéristique nul (il ne peut pas être négatif); nous désigne-
rons par c(A) celui de ces nombres que nous aurons à considérer.

En se reportant à la définition du nombre caractéristique d'une
fonction /"(/) par rapport à la fonction de comparaison Ô(^)

c(/)=.-l^ '^•^l,
\ -/ / . , ".,,, fi 1 1 \log^}
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on voit que la proposition qui v ien t d'être énoncée est, u n e - g é n é r a l i -
sation étendue des théorèmes de. M. Pincherle ( 1 ) d o n n a n t l 'abscisse-
de convergence d'une l'onction déterminante.

Pour la d é m o n s t r a t i o n , je suppose d'abord que ^'o?.yo ^oit un point
de 1) i n t é r i e u r au domaine de convergence; le mot intérieur est
entendu au sens étroit : i l existe d'autres points ,//y, y^ du domaine de
convergence pour lesquels

^ [^ (^ , jo ) ]<^ [^ (^o - . ro )J -
Posons

,-i-oo

.. o(^)^:_ j a { t ) ^ - ( t ; .z'o,jj^,

il résulte de la démonst ra t ion antér ieure (^, r^ et x^ y j o u a i e n t alors
• respectivement le rôle de x'^ r^ et ,z"o, fo} que c{^} >• o.

Ecrivons .
a ( £ ) = a ( t ) J( ̂  ./•„, ro ) ———J———- -

^(^ .z'o,jo)
Nous avons

©'== f f ( ^ ) J(^; .ro, ;)'„)
et nous posons

/• / , •\ _ ___'_
•" ~^(<;,ro,r7)'

/ /"^ \

Appl iquons le théorème antérieur I), cherchons, pour cela, <? ( ' - 7 )
/ /' \ / f \ou plutôt c\'— ) -J^c(v—Y qui ne j)eut surpasser le nDni.bre précédent.

On a, sans diff icul té ,

c^Y^^v^^y^-^^
f ' I il' f f • ,.y» /»/ \

et, puisque •/. = - . f ( /^ ;><)\ • ,1 A î J (^^ , ,yo)
/ /•7 \

C\LJ}^ ( n °10 ) .

Prenons
/ ^= ,R[A(^ ,yo) ] + î , , .

' ) Foir les articles cités, p. i45-
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c.e nombre est bien i n f é r i eu r ou égal à ci-^ ) -4-c(^") et nous savons

que le nombre caractéristique c( A.) de l ' in tégra le A == 1 € i ( t ) d t (d'une.
façon p l u s précise Ai dans le cas de p " ^ > i , ou ^[A(^o?.7o)J ^>°?
A^ dans le cas de p'^i, ou ^[h(x^ j^j^o), n'esl pas infér ieur
à p " — ï ; donc, si A[h('x^, y^) ) <; a, on a aussi

c(A)^[^o. Jo)]. ^ ,

On peut, du reste, supposer que oc^^y^ est assez voisin de la frontière
du domaine de convergence pour que ^[^('^05^0)] â l^ 1e signe de a;
il en est de mêrae, alors, de c(A), et la règle du début de ce numéro
esfcvraie pour les signes; de plus, des inégalités précédentes on dédui t ,
•^o? .Xo étant aussi voisin qu'on veut de' la f ront ière du domaine de
convergence,
( ï ) c ( A ) , a .

Prenons main tenant un point x^, y^ du domaine D tel qu'on ait

^(^,r<»)]<^(A)
et ' 'écrivons

a( t )^ { t ' , ^o ,yo) ^.TV,
on

f-=z^(t; .^,y,,). q/^a^),

o désignant, suivant le sii.çne de c ( A . ), l 'une des intégrales A, ou A^
nous avons

c ( c ? ) ^ c ( A ) , c(-^--^[h{^y,)] + ï

et, par conséquent, en prenant
/f\p'^cw+c^y

on a
^c(A)—^[A(^yo)]-^

Coffîme p ' ^ î y i'intégrale f f^àt a un sens, ce qui déniontre que

l'intégrale
/»-+-00

j a ( t ) ^ ( t ; A'Ô, yo)dt
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est convergente. Par sui te , on a cîR[Â(.r^ .yo)]'<^a? ^'5 puisque
^ |Â(.T(,, ^^) j , tout en étant inférieur à c(A), peut en être aussi
voisin qu 'on le veut,

• ! '1 c (A )^a .

En rapprochant cette j'négalité de l'inégalité ( s ) , p. î 5 i , 011 voit que

c ( A ) = = a ,
ce qu'il fa l la i t établir.

l'a-. NOMBRES CARACTÉRISTIQUES GÉNÉRALISÉS D'UNE SUITE. — Etant donnée

une .suite indéfinie de nombres réels ou complexes

(et) ' ' <2o, ^i , a:^ . . . , a,,, . ..,

on peut encore en estimer (par excès) la croissance en la comparant
à unie suite

(ô) , , 0^ Q^ ^ ..., 9n. ...

formée de nombres positifs croissants avec l'indice, devenant infinis
en même temps que lui , et en suivant la même marche que plus
hau t (n° 3, f in ) . L'expression

co(a)=:- îim i^d/
n=^^ 10^ &„

qiîè nous désignerons aussi parc(^) quand il n'y aura pas d'ambiguïté,
déf in i t le nombre caractéristique (inférieur ou ordinaire) de la suite (a)
par rapport à /a suite de comparaison (6). C'est ainsi qu'en prenant

û — ^nJ n — t: i

on a les nombres caractéristiques, de M. Liapounoff intervenant dans
la théorie de» su.il.es des coefficients de séries de Taylor, c'est-à-dire
les logarithmes des rayons, de convergence des séries associées.

Un autre exemple intéressant se présente'encore dans l'étude des
sér^'id^i.Taylor^Soit.2^^ une/ te l le série dont Ie;rayon de conver-
gence est égal à Funité; prenons 6^== /i, le nombre caractéristique.

- . ' ! -c^a)^-^^^^ ' 1 • •
n=^ lO^ • ,
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étant censé f ini , si l'on pose

C(j(a) ::=-: î — ^i,

c o = = i — c o ( a ) est un nombre dont M. Hadamard ( î " ) a montré
l ' importance et qu ' i l appel le V ordre de la série sur son cercle de conver-
gence.

La connaissance du nombre caractérist ique c(a) ou s implement d 'un
nombre X infér ieur h c(a) d o n n e une suite dominan t la suite a^,

v^~=MQ^>\a^.

Cette inéga l i t é est véri l iée dès les premiers termes si M est conve-
nab lement chois i ; e l le l'est ce r t a inemen t à partir d 'une certaine valeur
de n si le nombre posi t i f M a été p r i s d ' une façon quelconque .

0 n d é fi n i t d ' u n e la c o n a n a 1 o g u e 1 e n o m b r e c a ra c t é ri s S i q 11 e s u p é r i e u r
de la suite (a '} relat ivement à la suite (0).

Les premiers théorèmes de M. Liapounotî , concernant les nombres
caractéristiques d 'une somme d 'un p r o d u i t , les fonc t ions a nombres
caractéristiques supérieur et in fé r i eu r égaux entre eux, etc., s 'étendent
m a n i f e s t e m e n t aux nombres caractér is t iques dos suites, au sensgénéral
où nous l /entendous ac tue l lement .

(7 est a ins i q u e le second des exemples cités p lus haut nous m o n t r e
que si l'on a deux séries de Taylor ç(^') et ^(A'), Fordre de leur
somme f ( , ^ ' ) '-==• ç(^) -4- ^(^') est é^al au. plus grand des ordres des
fonct ions a> et ^ s'ils sont di i ierents et ne leur est pas supérieur s'ils
s o n t é g a n x ( ? ̂ oi/ ' il A i > A M A R I ) , La série de Ta ylor, p. 4 ̂  ) •

Si l 'on a
^ ( .r ) == ̂  </„ .r", 4'f 'v) ̂  ̂  ^" x l 1

et si l 'on pose
¥ [ ^ ) =:Z^<^.^.

tou tes ces séries ayant pour rayon de convergence l ' un i t é , l 'ordre de F
n'est pas supérieur au produi t des ordres de 9 et de f^.

Le cas des sommes définies exige plus d 'a t ten t ion . Comme plus

( 1 ) Thèse, Journal de. Mathômatunu'}!, ^ série, t. VitI, 189*2, p. 1 7 1 ; La série de Tnyiûr^
(i. 4^ à 4,9.

.Ann, Éc. Norm., (3), XXXVI. — MAI 1919. '20
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haut (n° 6 )„ nous considérons la su i te S' formée par les sommes

S// =— (^-h ^4-1-4- . . .),

c'est-à-dire par les restes chaulés de signe de la série lorsque nous
serons sûrs de la convergence de ce t te série, et la sui te S" formée par
les sommes des premiers termes

S^ == ff,» 4- ^i 4- . . . -h^//-i

quand nous ne pourrons pas af f i rmer la convergence de cet te série.
I l est du reste facile de s'assurer que, pour une série convergente,

^s^r^s").

C^esfc év iden t si la somme de la série est nulle, p u i s q u e alors S^ =-= S^ ;
si la somme de la série est S -=/=- o, on a

limS",, .-= S,
u ou

c(S") --~c(S)-=o,

alors que c( 'S ' ) , n o m ] > r e caractérist ique d ' u n e s u i l e t e n d a n t vers zéro
avec -ï est posil if on nul.// •

Bref, nous cons idére rons le nombre ca r ac t é r i s t i que des restes de la
série quand nous la saurons convergente, celui d e s ' s o m m e s des
premiers termes quand ia série sera d ivergente ou que la convergence
ne pourra être aff irmée.

Cherchons à est imer ^(S') ou ("(S^). Pour cela nous écr i rons ,
suivant les cas,

(r) • rf,-=——ÂO^^ A^—^—^,.,,
^x.y/-.....i

OU

W . . ^:=^A6/, à^-=^,-,~-/5/

et nous regarderons |<^ comme l 'aire d 'un r e c t a n g l e , d o n t la hase
portée par l'axe des abscisses 00 jo indra les points O ^ e / o u 0/0^,.
Cette aire est in fér ieure à celle qui est. comprise entre les mêmes
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ordonnées , Faxe 06 et la courbe a^MO"7 1 , où M est iine cons tante
pos i t ive et — p un exposant convenablemenl . choisi.

Nous prendrons AO( lorsque la f onc t i on a == MO"7' sera croissante
ou c o n s t a n t e , c 'est-à-dire lorsque p '5 o ;• nous prendrons AO^-,
pour p^>o. En évaluant: l 'aire correspondant à la courbe, on a le
théorème suivant a n a l o g u e au théorème A du n0 7 :

A', i0 Si c{—^—\ > i et si p est un nombre que lconque sa t i s fa i -
\A^—i /

sant à la double inégalité i <^p <^ c( —^— j, In série ̂ a^ converge et\ - A y / ^ — i . '
c(S / )>^- I ;

11° Si i = c ( — — ) > o et si o < / ? < c ( — ^ — ) » o// ne peut pas
^.Aj^.. i ,' '' \ -À •-//;.. .,.\ ^

(f/firme/' la convergence de la série, mais on a

c-(S ' \ )>^-«;

3" Si c( ^ " ' • ' \ ';:<), /^^^ essayerons c( — \ ; soi t p un nombre
\^ti \ / • < '••„,dky// 7 . '

négatif oiî nul et inférieur à c( —— ) ^ on a
\ -A•y// /

c (S / / )> /^~^ .

13. R E M A K Q U E S . — L'énoncé | ) récéd( t l i t f a i t i n t e r v e n i r les nombres
carac tér i s t iques des suites —L et—^-; on peut , du reste, es t imer ces

-19^ -À 7^ i

nombres en util isant c-(a,j, ^(— ) et c( —— ) et appliquant la règle
\ "A J H / \ -Jk-//< 1 /

concernant le n o m b r e carac té r i s t ique d ' un p r o d u i t .
Les nombres ci —— L ci——} et les nombres caractér is t iques\ A y / / / \ A ^ _ i /

supérieurs correspondants ou encore les éléments caractér is t iques des
différences AO/,, A0/,-i sont des constantes attachées à la suite de
comparaison.

Dans le cas où 0^== e ' 1 , c<îs nombres sont égaux à --+--I.
Si 0^== ^a, les nouibres en ques t ion sont égaux à ——; si 0,,== log/i,

J l s sont i n f i n i s négat ifs, elc,
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Comme on a

{^..^"1 =~ î + l;^10?———7——' en-il< efli ]iul ̂  =ccl
10^'^ 10^ ^// - ' / /——! /î==:ac1 —— —7;——

on voit que le nombre c( 77— ) est au plus égal à i .
Si l 'on appl ique en pa r t i cu l i e r les critères précédents à l 'é tude de la

convergence de la série 20^, d é d u i t e de la suite (Ç0' dont le nombre
caractéristique est a, on voi t que cette série sera convergente dés
que

^•(î L)^
ou

y. > i — c |
AQn-.

On voi t a ins i que i — c (——\ est une l i m i t e supér ieure pour
\ •^''/n--•l / ' '

l 'exposant de convergence ( 1 ) de la suite 0,, qui joue, comme on sait,
un rôle important dans la théorie des f o n c t i o n s .

Le critère su f i i san t de convergence donné par le théorème A' est un
critère de convergence absolue, pu i sque le nombre caractérist ique ne
dépend que du module ; on peut le compléter de diverses façons . Dans
le cas des séries à termes posit ifs , on peut don nenjes critères suff i sants
de divergence ana logues (en u t i l i s a n t les nombres caractérist iques
supérieurs) et correspondant an théorème B (n° 7).

Nous n ' ins is tons pas davantage sur ce po in t , parce que les cr i tères
donnés par la métbode précédente peuven t être ob tenus par compa-
raison avec les séries que M. D in i ( a) forme en par tan t d ' une série
divergente à termes posit ifs , ce qui rev ient à cons t ru i re la suite O/
en se d o n n a n t 0^ et les différences AO/-.,.

On peut enf in , et p a r t i c u l i è r e m e n t dans le cas des séries à termes
de signes quelconques ou à termes complexes, uti l iser la f o rmu le

( I) BOKEL, /.econs sur les fonciions entières, p. 1 8 et suiv.
( î ) Voir Encyclopédie des Sciencef; mat/i^tunUques^ î, i, p. ^4, n0' S7 et suiv.
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souvent désignée sous le noin de formule (le fmnsforfnaiion (FAbel { i ) .
'Elle s 'applique aux séries de la forme

3a/,/^.

Nous poserons
B; /==6o+^- r - . . . 4 -^ - ,

ou, si la série ï/^ est convergente,

B^::-_(^+^,^-+-.. . ) ;

nous avons donc
AB;,=/^, AB^==^

et, par suite,

^/ //„ == a// AB;, =: an B^i — ̂ -' B// — B^ (a» — a" -1 ) = A ( ̂ "-i B// ) - B// ̂ ai^ î

<Ïe tDême
^/, /^, -= A ( a,, ,1 B;, ) — ' H ' ^ Aa«_ i .

Bref, en désignant, suivant les cas, B^ ou B^ par B/^

^/, AB/, -==. a,, h,, -=. A(/^i Un) — lî,/ A<7//..,.

La sommation de la série A(a^,B,J est immédia te ; en e s t i m a n t le
nombre caractér is t ique des restes ou ce lu i des sommes de ses premiers

(ermes, ceux de B,, el de A^—1 ou -^7—' et appliquant les théorèmes
."-Af7//, - i Ay/ï,

an té r i en r s , on e s t imera le n o m b r e caractér is t ique des restes ou des
sommes des premiers termes de la série Sa,^. Tous ces nombres

caractér is t iques sont r e l a t i f s a la même s u i t e de comparaison O/,.
Le' p a r a l l é l i s m e avec le cas des intégrales est assez m a n i f e s t e p o u r

que les i n d i c a t i o n s précédentes puissent suff i re . On peut a in s i , eu
s u i v a n t la même voie que plus haut (n0' 7 a i l ) , démont re r l 'existence
de l'abscisse de convergence des séries de Di r i ch le t el des séries
analogues et en retrouver l ' express ion de cette abscisse. La suite de

( 1 ; Voir, au sujet «le celte formule, Encyclopédie des Sciences mathématique^
article!, i, n0 \Â. Voir aussi un article (le M. K. BOHTOLOTTÎ, II melod.o délia Sotmna^SûtK;
Di'r i } a r l i { Giornale clf Mdl./ieïfuUicfie dl BatUtgl'uu^ vol. LIY, lyiO).
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comparaison se déduit de Pétude asvmptot ique du ternie général;
dans le cas d'une série de Dirichlet ï^e"""^ elle est 0,^= r^/' ( ' ).

CHAPITRE II.

1 . 1 . NOMHIÏK e.AKACTFjnsTioeE D'UN (.KOUPE DK [-'O-NT/HONS. — M. LiapoufîoH'
appelle nombre camctéristiffue d'un groupe de fondions le plus petit
des nombres caractéristiques des fonctions composant le groupe; il a
démontré ('p. 22(), théorème l ) fêtant donné un sYsté/ne différentiel
linéaire

d^,
( ï ) —— ^/^i.r.i -+-/î^..^â4-. . .4-/^a^a ( , v = = l , a , . . . .a) ,

o^ fes' ^ désignent des fonctions de t continues C2 ) réelles bornées^ foule
solution de ce système (antre que x^ == ,z^ ===. . .=== x^ == o ) ^ un jî ombre
cara clé ris tique /ini.

La (lémonstradôîi qiri! en a donnée pronve, de |)lus, qne si
x^x.^ _ . . . , ; z ^ est la solution considérée, ces ronclions étant réelles,

le nombre • caractéristique supérieur de v^î "+~ "̂  4~ ... + ./^; (.^t
également (ini ; et si les .r sont complexes il en est de même
pour \\x\\ -h ...-+- 1 ^ 1 .

Nous a ppe lierons nombre caracférisUaue supérieur d'un groupe de
fonctions de la variable réelle / le nombre caractéristique supérieur
de la racine carrée de la domine des carrés de leurs modules.

C'est aussi le nombre caractéristique supérieur de la somme des
modules, car on a

; | .TI | -4- . . . -4- 1 .Jf'y | i î

^T——————. < » - h a ( a -^ i ) .
| . r i j - -h . . .4 - | . ^a | -

Le rayon, de convergence de l'ensemble dç plusieurs séries de Tuyior

( î ) Ces questions biou connues, surloul depuis la 7 '/lèse de M. Caheu, sont abordées ù
ini i)oint de vue un peu différent dans un article du Bulletin clé Ici Société incitfiéiïlatufttc
(/€ yrance^ t. X'LVL , t ( ' ) ( 8 .

{ 2 ) (^os hypothèses pourraient être ('»lnr^i<^, i i<)ta(ï»nten[ en ce qui concerne |<» (.îûtitinnit^
et la nature réelle des fondions,
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sera, par d é f i n i t i o n , le p l u s p e t i t des rayons de convergence de ces
diverses séries. C'est encore le l o g a r i t h m e du nombre c a r a c t é r i s t i q u e
du-g roupe des coeff ie ients d 'une même puissance de la va r i ab l e consi-
dérés comme t o n c f i o n s de l ' exposan t , de cette pu i s sance (11° 4). Celle
dé f in i t i on va nous c o n d u i r e à un tbéorèîne ana logue h la propos i t ion
de M. L iapouno t rqne nous venons de rappeler.

Considérons , par exemple , deux su i t e s

/ . ( (Y) Jo' ri, . .., y/, . . .,
v / • ( ( ^ ) ^ ^, .. . , ^, . . .

( l u i se dé te rminen t de proche en proche par les équa t i ons de récur-
rence l inéaires

\ y/+i ~= ^/r / 4- ̂ /-,. '
V ^ / J •\

f ^/.i.i ̂  ' / , } ' { 4- o/;/,

que nous pouvons écr i re encore sons forme d 'équat ions aux dil1e-
rehces

; Aj, ̂  y .̂.i — y , -. ( a/ — l )j/ 4- p/ ̂ ^

1 A,s/ — z,.,. i -— ^/ = y/y, 4- ( o/- 1— i ) ^•,

d o n t les [ ) ropr ié tés r a p p e l l e n t ce l les des é q u a t i o n s ( i ^ ) . Par exemple
la solut ion générale r^ ^ du système (3) s 'exprime par une c o m b i -
naison l i n é a i r e de deux s o l u t i o n s par t i cu l iè resy^ . , ^ et y^, z"^

( 5 ) y , = c ' y , 4- c'y;, ^ — ^ / .3^ 4- ^^;.

où </ et c^ sont des cons t an t e s i ndépendan te s de l ' i n d i c é e dont on peut
disposer pour d o n n e r à yo et z^ tel les valeurs qu'où v e u t . Supposons
que a/, ^, y^ o^ restent infér ieurs en module à un nombre f i xe M et
que, de plus, les m o d u l e s des déterminants a/o/-—- ^^(c, restent supé-
r ieurs à un nombre r/iy ionte s'olulion (2 ) du système ( 3 ) ( ( f u / r e €fue l(î
solution y,-== Zt= o, toujours ecarfee dans ce qui suit) donne naissance
à deux séries de Taylor I^Y^X" , S^ /x" dont l'ensemble- a ï f / i rayon de
convergence fini et différenï de zéro..

Pour le démont re r , nous observons d 'abord que les so lu t ions

(Y^ ! Y«, Y,, Y,, ..., Y», ....
f 7 1 \ • 7 7 7 7\ *< / ! '-'o» ^i.i • •'-•'ar • • ' } ^-'n'f • • •
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du système

(3^
Y / ^ = r M ( Y / - 4 - Z / ) ,
Z/^ - M ( Y / + Z / )

dominen t év idemment celles du système (3 ) quand on a

Yo>|.ro|, %o>ho|.
Comme de pi us

Y^^Z^^CYo+Z^F,

le rayon de convergence de Sr^ et Ss,̂  n'est pas i n f é r i e u r a -^-
D'autre part, on a

r2, ,-r-;;?,, __ ( ^ - 4 - 7 ? ) r ? - + - 2 ( a / p / 4 - y / o / ) r / 3 / + ( ^ + ô n ^ .-//- —T—^r"-" — — — — — — T T ^ 7

si nous supposons réels tous les coeiïieients a, [^ y, o, a ins i quejo, ^o,
il en sera de même dey^ 5,,... et le rapport précédent est compris" n ^'c9 • " • ^v

ix KK-nn:-^ ^/, S^ de l'éqnîentre les deux racines S^, S^ de l ' équa t ion en S
| ^^yj^-S a/(3,-+-y/^

a^+y/o/ ^+o?-S | •

Ces racines sont posit ives et év idemment inférieures à 4M2. Si nous
supposons S^S'/, comme on a

1 s^r^a/o— ^,^iY>^^
on peut, écrire

-„ m'2 m2

S;,^S/>^>-y

On en conclut qu' i l existe des valeurs de x telles que le pro-
^^(^-^.z1}^11 croît i n d é f i n i m e n t avec i\ c'est dire que l'un au
moins des produi ts y ^ x 1 , s/.r'ne peut rester borné, le rayon de conver-
gence des séries Sy; '̂, S '̂ est donc f in i . La proposition est démon-
trée. Elle s'applique, ainsi que les suivantes, au cas où il y aurait
p suites analogues à (2) déterminées par des équat ions de récurrence
linéaires, des hypothèses analogues étant faites sur les coefficients
des substitutions et sur leurs déterminants . On trouvera faci lement
les petites modifications à apporter aux inégali tés précédentes.

Enfin, ensuivant la même voie que M. Liapounofï*(p. 2.3 i ), on étend
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le résul tai d 'abord an cas des solutions complexes d 'équat ions de
récurrence a coe f f i c i en t s réels, pu is au cas des équations h coefficients
complexes.

Il ne peut •exister plus de deux rayons de convergence d i s t inc t s
pour l 'ensemble des deux séries de Tavlor associées aux diverses
solut ions de (3).

Ce théorème e s t ' u n e conséquence du précédent, et s 'établit comme
le théorème correspondant de M. Liapounoff ( théorème II, p. 232).

Une équation d i f f é r e n t i e l l e l i néa i r e d'ordre n équivaut , comme on
sait, à un système de n équa t ions l i n é a i r e s du premier ordre; la
théorie de Al. L iapounofT s ' app l i que donc aux so lu t ions d 'une te l le
équat ion.

Semblab lemen t , u n e r e l a t i o n de récurrence l i n é a i r e , l i a n t un terme
d'une suite aux p termes précédents, se remplace par p relations de
récurrence l inéaires entre les termes de p suites, r e l a t i ons l i a n t les
termes de rang- i aux termes de ran^ i — i. Ainsi, en p r enan t p == 2

• JM-I= y-iy^i -+- (3/.y,

et i n t rodu i san t la nouve l l e su i t e ( z ) dé terminée par

on si le système
,y/4-i ̂  yi 4- ^h

^i^ = (a/— i) (.y/-h z,) +- ,3/y/,

q u i est bien de la forme voulue.
On pourra donc adapter les proposi t ions que nous d o n n o n s ici aux

suites déterminées ainsi par des re la t ions de récurrence l i a n t e 4-2
termes consécutifs . Par exemple :

Si les coefficients d 'une série de Tavlor ^Ly^x1 se dé t e rminen t , de
proche en proche par une relation de récurrence l inéa i re à coefficients
variables, mais bornés,

(^ ) y ^ p ̂  ^/,i ,)'/-+-/»-.i -+- a/•^)//4^..„2 4"...-+- ^/•,/>y^

la sé r ie ' admet u n rayon de c o n v e r g e n c e / f i n i et n o n n u l . Les coeffi-
cients de la série dépendent encore de p constantes arbitraires et il

Ànn. Éc. Tfo/w., ( 3 ) , XX.XVÎ. — Jum 1919. , ^ï



y a au p lus^p rayons de convergence d i s t i n c t s pour les séries qu 'on
peut ainsi obtenir .

Ces résul ta t s sont u n e g é n é r a l i s a t i o n de ceux indiqués par Poincaré
dans son Mémoire Sur les écjuaîions linéaires aux différentielles ordi-
naires et aux différences finies (' American Journal, t. VII, i885). Les
coefficients des re la t ions de récurrence telles que (6 ) y sont supposés
fonctions r a t i onne l l e s de l ' i n d i c e i: alors que nous supposons ces
fonctions que lconques .

La notion de nombre caractérist ique d/un groupe de fonc t ions p e u t
être généralisée en prenant , comme plus haut ( n" 3), une fonct ion de
comparaison O ( ^ ) autre que la fonct ion e x p o n e n t i e l l e : c'est toujours
le p lus pe t i t des nombres carac té r i s t iques des fonc t ions composant le
groupe. Dans un article an t é r i eu r (Contres des Sociétés savantes^ ï C ) i 3 :
Sciences) j 'ai donné , à ce propos, l 'extension du théorème de M. Lia"
pounotT aux solut ions de systèmes dif lérentiels l inéaires dont les
coefficients sa t i s font à certaines c o n d i t i o n s de croissance différentes
de celles i n d i q u é e s ci-dessus.

On pourra de même parler du n o m b r e ca rac té r i s t ique généra-
lisé (u ° 12) de plusieurs su i tes ; par exemple, en p r e n a n t pour suite
de comparaison 0 ^ = = z e t , supposant q u ' i l y ait deux suites ( v ) , ( ^ ) ,
dont les séries associées Sy/a/, Ss/:^ convergent pour l . r l - ^ î , le
nombre caractéristique c des deux suites donne ce qu'on peut appeler
l'ordre <o des deux séries sur le cercle ] x \ = i par la re la t ion c = i — co
(voir n0 12). il serait évidemment possible de donner pour ces
nombres caractérrstiques généralisés des suites, et: pour les systèmes
de récurrence des propositions analogues à celles qu i concernent les
nombres caractéristiques ordinaires et les systèmes dif férent ie ls
l inéaires.

Remarque. ~- Dans le cas où l 'on a u n e seule su i t e ( v ) s a t i s f a i s a n t
aux équations de récurrence

y,+i= a / r / ( / r r ro , î , 2, . . . ) „

hi proposi t ion précédente montre que si dans une série de TavlorSy^
le module du rapport a/ d\in coefficient au précédent reste compris
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e n t r e deux nombres fixes, le rayon de convergence de la série est f i n i
et diffère ni de zéro.

La suite des y.,- d é t e r m i n e alors les Y, à un fadeur constant près; il.
est na tu re l de se d e m a n d e r cinel les re la t ions existent ent re les points
singuliers des séries de Taylor

y(,r)=^y^S ^(,r)^a,^.

Voici une remarque intéressante à ce sujet.
On peut écrire

^±=-^=F(...),x

F(.z') est âne fonc t ion reg'iiliere à l ' o r i g i n e , admet tant évidemment
les mêmes points s ingu l i e r s que /'Ox'). D'autre par t ,

F( ,r ) — J4 4- .^.T 4- . . . 4- . l 'n-i ' . c 1 4- . . .

rr: jo a» 4- .ri y.i j.' 4-.. . 4- y i - y - / ^ ' 4-...

se dédui t ; de J ' ( ^ ) et de . g ( ^ ) par l ' opé ra t ion de M. I t a d a m a r d
(voir n o 5) ; c 'est 'dire qu'en, dés ignant par c, c\ y les affixes de points
s ingu l i e r s de V-, f et g y . on a

<roù y == ^. Mais si 7 a cette forme, i l ne fau t pas en conclure que tout

quot ient-^ donne l 'affixe d ' u n po in t s ingu l i e r . En eltel, du m o m e n t^<i ——
( l u e 1 a- et —--T sont bornés, î- lo^ l ̂ i\ (end vers zéro quand i dev ien t"l. •" i / \ c/. .4 i c- • -

i n f i n i , le rayon de convergence de la série ff(^) est d o n c - é g a l à
l ' u n i t é ; ceci nous montre déjà qu'il faudra i t écarter les quotients —jde
module in fé r ieur a l a t i n i t é .

Une remarque de même nature s'applique aux séries
Y(.;r;r:^j/.^, • Z(.x-)=i,s/^,

A(.^) ̂  Ia/^, B(.r) ^-SP/.Z^ C(.r) •= ̂ 7.^, ,1) (^) =: I o,̂

associées respectivement aux su i tes (j), (^), (a), (^3), (7), (o) consti-
tuées par les divers facteurs figurant dans les seconds membres des
équations (3 ) ; dés ignons par T], r\, ... les affixes des poin ts singuliers
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de Y(.r), par ^ ï',1 '... ceux des points s ingul iers de Z(cZ* ), par <7, //, c, /•/
les- mêmes é léments pour A(.r), R(.r), C(^), D(^), on a nécessaire-
m e n t des re la t ions de la forme

^ 'i / == JL • — IL /•/ ̂  il.
Il est fac i l e de former des exemples.
Nous nous contentons de signaler ici ces questions, une étude plus

approfondie nous entra inera i t loin de l ' ob je t du présent travail.

15. I^QiîATTONS DE HÉCURIU^CIS ATTACHÉES A UN SYSTÈME DIF^ÉHEISTiEL ET A

DES V A L E U K S W LA VAKLUÎLF. F.N IMUKîlŒSSÎON AÎUTH-MÉTÏQUE. — Soit Un Système

dit ïerent iel l inéa i re
1 ( { ) '|^—/^+^

(7) • ' i ,

où les coefficients^, y, r, s sont des fonct ions de / réelles ( ' ) et bor-

( 1 ) Du moment que la var iable t reste rccile et que les résultats énoncés ici par un
système à deux fonctions inconnues y, 3 s 'appliquent encore au cas où il y a n fonctions
inconnues, l'hypothèse que les coefficients/^ y, /', s sont réels ne diminue pas la généra-
lité. En enet, si le système linéaire comportait // fonctions inconnuos imaginaires, >î
ses coefficients étaient imaginaires, son étude se ramène (pour t réel) u celle d'un sys-
tème a -2/1 fonctions inconnues et à coenicienis réels. Par exemple, si l'on a

p == p ' -r. ip\ q r^^' -•" î q " , r == /•' -\- ir"\
s == s' -4-1'^, y==y--^-<r^ z - ^ z ' - \ - i z " , - i. == v/ — i,

c syslèn-ic(7) équivaut, pour t réel, à

^ ̂ /.y-^y^^^-'^^

^-^w^^—^
dy-^ ̂  ffy 4. //y ̂  ̂ ^- _ ^ ̂

./^' ; r y -+- /'j-' 4- .v .s 4-'.y'."̂ F.

on tous les étémetUs sont réels.
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liées en valeur absolue, il, existe un nombre a. tel que
| / } \ < a, | y | <• ;j.. 1 /• j < ̂ . | .s- | < ,a.

( ^ o n s i d é r o us une sol u t i o i \ i* é e 11 e de c e s v s 1, é 11i e ; 1 e s fo si c l ions i î t c o î i -
nnesy(^) , zÇt} p r ennen t respeclivenient pour

t == o, t == 1\ ,/ == 21\ . . . » / == /1'
les valeurs

^'o- .ri? , :> 'a^ • • • • > .:)'/- • • • •
A;(), ^ j , .S^, . . . , ^/, ....

Laissons j<»5 ^^ a rb i t ra i res : les valeurs y^ ^ peuvent se détermi-ner
< l e |)roche en proche par des fo rmu le s de récurrence

,- i j/-n=a,j7-t-i3/^,
} ^i^ '//.r/-+- Q^r' - . •

dont les coeff ic ients s' interprètent aisément : a^ et y/ sont jes valears
pour t == (i + i ) T de la solution ^/ == Y]» (/), ^ == '(i (/ ) du sysléfne ( 7 )
déterminée parles conditions

y^( /T)=i , ^(iT)^=:o,

^•5 Y^ sont les valeurs pour l == (z"-+-1:) T de la solut ion y == WQ?
3 == 'C^(^) de (7) déterminée par

7^(^T)=o, Ç2(/T)-=- ( .

Ces coefficients saltf font aux conditions indic/iiées au numéro précé-
dent. En effet, rj, et ^ sont dominés (^) respectivement par les solu-
tions de

dv̂
=^(r+.^

^.^^(^^

satisfaisant aux mêmes condit ions init iales, c'est dire qu'on a

1 -^i W 1 < L [^"-'Tl +1 L 1 Ç t ( 0 1 < L [^•"-'Tl- i j
Jî *<'

( l ) f'oir Hit Mémoire de M. GOUKSAT, Annale d<' l'École Norifwle^ 3e série, l. XXIÎÎ ,
1 < J < > ( ) , [ï. 433.
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ci des inéga l i t é s analogues pour^ et ^ ; el les e n t r a î n e n t les suivantes :

|^|<^[^T-I:|. ly/K^^'-O

IP/K^^-1-1:! ' ^/l^l:^^]-

Les coeFticients des f o r m u l e s (8) sont donc bornés ; quant au déter-
m i n a n t qu ' i l s tonnent, i l est, d'après une fo rmule comme,

/'(<-l-l)T

. „ ~J,, (P+^^y'i oi — p /: y i ==6? "

et, par suite, sa valeur absolue

] a / o / — 3 / y / | > ér-2^'

est bornée inférieurement.
L'ensemble des séries de Taylor Sy/j/, Ss,.^ associées ainsi à une

solution déterininéer(/), ^(t) du système différentiel (7) a donc un
rayon de, convergence fini R. Nous allons le rattacher an nombre
caractéristique de cette solution.

16. RELATIONS ENTKE LES NOMBRES CAKACTEtUSTÎQÎJES DES SOLUTIONS J/UN

SYSTEME inFFEHENTIEL LINEAIRE ET LES RAYONS DE C O N V E R G E N C E DES SÉRIES DE

TAYLOR DÉTERMINÉES PAR LES ÉQUATIONS PRÉCÉDENTES DE R É C U R R E N C E . —

Observons d^abord que le nombre caractéristique du carré ^ d ' u n e
fonction (réelle) ^ ( l ) est doub le de celui de ;r, puisque log^2 == 2log.2;
et que le nombre -caractérist ique de la somme y2 4- ̂  des carrés de
deux fonc t ioos réelles y( /) , ^ { t ) est double du nombre caractérist ique
de l 'enseinble de ces d e u x ( o n c t i o n s |(p. i36, note (1)].

De même le ravon de convergence de la série de Taylor associée à
la suite y2 4- ̂  est le carré du rayon de convergence des séries asso-
ciées aux suites de nombres réels y;, s/:.

Cela dit, posons
/(/)=j^^

et comparons les plus grandes limites pour t et ^ in f in i s positifs
de Iog/(^ et de i%y/t(^ où // = îï est le plus grand m u l t i p l e de ï^ v/'
contenu dans t,
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Nous avons
/^ ' . ^/m I^/(^» //-(9 ) —__=___.^

la dernière fraction tend vers Punifcé; tout revient. a étudier

jog/(/) ̂  log/(^/) ^ lQg/ ( / )—|og/ (^)
^ f-i 1 ^y

Or
^)- d^\ ' '' , i f _ _ , ^ _ ,

^J0^/(/) _ ^ • ^ " ̂  _ ^ /^ î -2 4- ( q -j- r )^ ï ' ^ 4- ,<?3'2

dt • ~" 2 ^ r 2 ^ - " ^ a ^ ^ ;)-^._^-;

1 es livpo ih èses an térieu res ( n*'PIÏ vertu des livpol'hèses antérieures (11° 1 5 ) € " oë/( i •) <^4a,]»ar
suite

—i^T< - 1^ ( /—^)< | l og . / ' (Q — S o ^ / i ^ ) ! <^(/ —ti}<^:\.

I.a rraction -OÏ2:—"~ og' ' / tend donc vers zéro quand ^ et /

deviennent intinis, elle est négligeable dans la recherche de la plus
Hrande limite dusecond ïnemlyredela relalion (9 ) ; la plus grande liniite

de ̂ P et d.. 1^^2 = L Î .Z -̂̂  sont é^Ies. Par suite :
/ i> { 1. l

he nombre caractéristique l de la solution y, z du système ( ^ ) es'l

( ' 0 } /= .^ l (^ î î ,

R étantle rayo/i de convergence de l'ensemble des séries de Taylor asso-
ciées aux suites y f y s, du n° 1 5 .

•1.7. IJAEMPLES. EXTENSION UES RÉsui/rATs pnÉcÉDENTS.— Quand le svs-
tèrne différentiel l i n é a i r e est à coeff icients constants, les nombres
caractéristiques sont égaux au-x parties réelles chang-ées de signe des
racines de l 'équation caractéristique Çvoir le iMémoire de M. LiapounoiT,
p. 269); la propriété précédente se vérifie immédia tement sur les
expressions b ien connues des solutions du système.

Si le système (7) est à coefficients périodiques, on prend pour T la
période, la vérification est encore fac i le (ïbid., p. 392 à 396; PoiNCÀitÉ,
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Mèïhodes nouvelles, p. 167 -179 ) . Dans ces deux cas, le système d'équa-
t ions de récurrence est à coefficients constants.

On peut étendre les résultais précédents aux nombres caractéris-
tiques généralisés. Si 0(/) est la fonction de comparaisorîy nous savons
que logÛ(Y) croit indéfinimenî avec l, et nous admettrons que le quo-

tient ^^^ où //=== ?'T</<^,(^-4-i)ï tend vers l'unité quand /'

croît indéfiniment. On a du reste, en posant / === ^--i- /?,

Io^(0 -= log;0(^/) ^//——r^ (t.-< /'< t)'.

cet te dernière hypothèse est donc vér i t îée dès que la dérivée logarith-

mique 7-—- de 0(/) reste t în ie quand / devient infini.

Dans ces conditions, le raisonnement du n0 1 6 reste valable. Par
exemple., si l'on prend 0(/) = / en considérant une solutiony(/), s(i)
du système (7) et les suites \y/, s, vérifiant les équations de récur-
rence (8) et telles qi^on ait

y,==r(o), jo.-=:j(o),

le nombre caractéristique / de cette solution et le rayon de conver-
gence R de Sy^S S^-.2/ sont liés par la relation précédente (10) et, de
plus, l'ordre œ des séries Sy,B/^, Ï^/R'^ sur leur cercle de conver-
gence (de rayon égal à l'unité) est lié au nombre caractérist ique c^ de
l'ensemble e^yÇt), e^zÇt) par rapport à / parla relation (n° 12)

I —— C,» == .C;,

La vér i f ica t ion est facile, pour les systèmes à coefficients constants
ou périodiques.

18. SYSTÈMES . INORMAUK DE SOLUTIONS. — La d é f i n i t i o n des systèmes ou
groupes n o r m a u x de so lu t ions d 'un système d i f f é r e n t i e l l inéaire
(p. ^32 à â38 du Mémoire de M. Liapouiioff) s'applique également aux
solut ions d 'un système E d'équations aux différences l inéaires : /i solu-
tions distinctes d 'un système E à n suites inconnues cons t i t uen t un
systèmenormal QM groupe normal si l 'ensemble des n séries de Taylor,
associées à toute combinaison l inéaire d 'un nombre quelconque /; de
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ces solutions, a un rayon de convergence égal à ce lui de l 'ensemble
des np séries de Taylor associées aux s o l u t i o n s combinées . L<'*s pre-
mières propriétés des systèmes normaux subsistent également (Ihéo'
rèmes 1 à IV), leurs démonstrations restent valables, mais le théo-
rème V appelle de petites modifications que nous indiquons briève-
ment; pour simplifier l 'écriture, prenons n == 3.

Considérons le système

(E)

ou encore

Kn posant,

a î :n a^-i- i3,j/4- y,-s/,
y/-^ = a^+ ̂ y/-{-Y,Si\
z,,^ -=- ̂ /-i- S3^7/-{- 7^,.

A.r/ :=: ( a/ — i ) .v, -h ?/•;}/'/• -+- y/ 5/,
A y, -— a,. ,z-, "t- ( Ç^, — î ) y/ + y,- ̂ /,
As, --= ̂  xi + p; ,r/ + ( y " , — î )

(̂ =:
a, ft, y i
^ ^ Vi
< W y'i

A.-=
.r/ j^

^/' y'i
^i y'i

^h yis ^•; ^ i ^ y ' i ^ ^f^^'if y^ ^ étant trois solutions distinctes 'de (E),
on a évidemment

,=e,A,
et

A,==Ao©o©î-^/- i .

L'égalité précédente montre que le produit des rayons de conver-
gence des n ensembles de sérù's de Taylor construites avec n solutions
indépendantes de (E) ne peut être supérieur au rayon de convergence de
la série de Taylor associée à

, , , ; , ^==€0^.... ̂ .,,. !

C'est l'analogue du théorème V (p. a35).
Au corollaire donné par M- Liapounoff(p.236) correspond l'énoncé

s-uivant ; << S'il existe'un système de n solutions de (E) tel que le pro-
duit des rayons de convergence des n ensembles desér ies de Taylor
construites avec'ces solutions égale le rayon de'convergence de la série
associée à u^ le système en .question est normaa'L'»

^nn. Ec. Nonn.., (à), XXXVL -^ JIJÎN 1^19. 22
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19. SYSTEMES L I N E A Î Î i E S I S E G C U E R S D ' E O l ' A T I O ^ S - Î S i F F É r î E N T Î E L L E S ET D'ÉQUA-

TIONS AUX D I F F E R E N C E S . — Parmi les systèmes d ' équa t ions d i f f é r en t i e l l e s
l inéa i res qu ' i l étudie (systèmes à coef i ïc ienis bornés), M. Liapounoff
(p. 2.37-242') a d i s t i ngué les systèmes réguliers. Rappelons-en la défini-
tion : Soient u n système

, , , cix^
{ î 1 ) —^- === //.ci -^i 4- /^•î ^s — . . . + /^ ,r// (̂  = î . 2, . . ., /<t ), •

e t A j , Aa, ..., À// les noiïibres caract .ér is t iques d/un groupe normal, de
ses solut ions; le dé le rn i inan t ; A qu'elles forment : ne d i f fè re que par un
facteur cons tan t de l 'expression

. ' fi;/^

Désignons par m et a les nombres caractiTisticjiies ord ina i re et supé"
rieur de A; ceux de J- sont — a eî; —m, et l 'on a ^

/,i-~t-- /.^ -{ . . . 4- Â/^: / / z . -1"-1 ?.;
le nombre

-— fj = À, 4- /.g 4- . . . "+•• A// + [J.
1 ••

•est négatif ou nu l . S ' i l est n u l , le système ( ï i ) . e s t d i t régulier ( < ) ;
dans tous les cas cr peut: être appelé « la mesure de l'irrégularité du
système (i î) ».

M. Liapounoff a montré l ' impor tance de ces notions dans la
recherche des so lu t ions d'un. système xlifÏ'érenliel non l inéaire S
asymptotique à une solution connue (p. 243-254,); on peut résumer
ses résultats de la façon suivante :

Soit L le système d'équations aux variations correspondant à S'età
la solution connue; L est un. système linéaire; si ce système est régu-
lier et s'il admet,/? solut ions 'd is t inctes à nombres caractéristiques
positifs, S admet une famille de solutions •asymptotiques fpour les
valeurs positives indéfiniment croissantes de la variable indépen-
dante t) à la solution connue, dépendant au inoins de p paramètres

(.l ) Pour qu'un sy^lème rioit. régulier, il faut évidemment que X — y. ==o.
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arbitraires. Si L est irrégulier, le résultat, reste valable pourvu qu'on
désigne pa r / j le nombre des so lu t ions d i s t inc tes de L d o n t les nombres
caractéristiques surpassent la oiesiire de son irrégularité ( i ).

D'une façon analogue, un système d'équations de récurrence ( E)
sera dit. régulier si le produit B . s R ^ . . . E / , des rayons de convergence
des ensembles de séries de Taylor associées aux solutions d'un sys-
tème normal est égal à l'inverse du rayon de convergence p de la série
associée à la su i te—? où iif est l'expression définie au n0 18. Si le sys-
tème n'est pas régulier, la mesure de son irrégularité est donnée par
le logarithme changé de signe du produit,, o.R/IL.-R^ produi t qui est
i n f é r i e u r à l 'unité.

Les systèmes d'équations de récurrence dont les coefficients sont
constants sont régul iers ; mais dans le cas des coefficients variables il
paraît bien d i f f i c i l e de reconnaître si un système (E) d o n n é est régu-
lier ou non. On peut le faire toutefois pour des systèmes d ' u n type
particulier analogue au système différentiel étudié, du même point de
vue, par M. Liapounoff (p. 2.37); i n d i q u o n s le résul tat dans le cas de
deux équat ions.

Le système
^ ^ • ( .̂ ..i-r',-1 a/.^/, ,

• ( y/,.,.1— ?/.r/-1-!- y/j/

admet comme solutions par t icul ières

, u ' ?0 ^"Pl , ^O^l • • •^/-2^/-î1• .r ^ a,a, . . . a/-^ y}^ y^, . . . y/-,, - + —— -^ . • . + ————————
. / < > /o / i 7o7i * • • //-i J

et
.r?=o, .yr—yoyi — y/~n

la solution, ffénérale est une combinaison linéaire de celles-là. Pour

( l ) Dans le Chapitre îî d'un Mémoire inséré dans les Annales scientifiques de F École
Normale mpêrieure (3e série, t. XXXÎII, 1911 ).j 'ai donné une démonstration du théorème
en question avec (tes hypothèses un peu pîns générales que celles de M. Liîipounoff, ea
supposant toutefois le sysièrne L régulier: mais on peut encore étendre la démonsiralioïî
an cas des systèmes irréguliers. • . ,
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y il'if sou régulier^ il faut et il suffit que chacune des expressions

\/\ «o^ . . . a^, 1, V / | y o 7 l - • • ^ • - î l " . • . . . . , - ...

imde vers une /imite quand i augmente indéfiniment, •
On peut donner de ce théorème une démonstration analogue à celle

de M. Liapounoff pour la proposition correspondante; on peut aussi
l 'en1 déduire en construisant un système

(i3)

dx
—7- ==: CÏ3C.
cit

dy ,— =: bx 4- cr,
dt

auque l cette proposition s'applique et où les solutions x ( t ) , y ( ^ )
prennent pour les valeurs entières i de la variable t les valeurs oc,, y ,-
déterminées par les relations de récurrence (12). On prend ( 1 ) par

'exemple, pour i < t < i -r- i,

a~ Jo^a,. c=lo^y/, 1 ^:-=—ti—îo^^i.
^—y/ "'y/

Le système (i3) étant a in s i formé, on ut i l i se la proposit ion de
M. Liapounoff et celle que nous avons donnée à la fin du n° 16.

20. SYSTÈMES RÉDUCTIBLES. — L'analogie exis tant entre équations de
récurrence et équations différentielles se poursuit encore à propos-dû
caractère d ' invar iance des nombres caractéristiques signalé par
M.. Liapounoff (p. 241). Il prend dans le cas des suites déterminées
par des équations linéaires de récurrence la forme que voici : Étant
donné un système de telles équations

/.„ . \ y^-=^y.-+-^-^ ,.( 4 ) 1 : (^=w+^ ^=0^2-)-
si l'on effectue sur les termes successifs des suites solutions (y), ( z )

( î ) M. LiapomiofT suppose continus les coefficients des équations différentielles linéaires
qu'il étudie; ses résultats restent néanmoins valables si ces coefficibnts sont discontinus
pour dea valeurs isolées de-la variable t, comme c'est ici le cas avec les valeurs adoptées
pour a, b, c. '
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des substitutions linéaires

( i 5 ) ' | y,~^Y,-h^Z»
^ -3/:r-:7-/-Y/-h^Z,.

où les coefficients p^ q^ r^ ,̂ ... sont tous inférieurs en module à un
nombre fixe K$ et où les déterminants j?^— y/7^ sont-tous supérieurs
en module à un nombre positif^, les nouvelles suites

(.Y) ^ - Yo, Yi, ..., Y. . - . ,
(Z) ' ' , Zo, Z,, ..., Z/, . . .

satisfont à un système de même forme que (i4)» soit

( 1 6 )
Y/4-1 r= A / Y/ -i-~ B / Z/,
Z^=C/Y/+i)/Z,,

et ont même nombre caractéristique que les premières.
' En effet, on voit d'abord que le nombre caractéristique des suites

(Y)^ (Z) ne peut être inférieur à celui des suites primitives (y)y (s), et^
comme d'autre part, Y^, Z/ s'expriment en fonction de y i y z^ parles
formules d'une substitution l inéaire à coefficients également bornés,
le nombre caractéristique des suites (y), ( z ) ne peut davantage être
supérieur à celui des suites (Y), (Z); ces nombres sont donc égaux.

Les subst i tut ions ( i5) appliquées à des solutions constituant un
système normal le transforment en un système normal de solutions
des équations (16).

On appelle réductibles les systèmes linéaires (i4) d'équations de
récurrence qu'une transformation (i5) ramène à des équations (16)
à coefficients A,, B/,, C^ D/- constants (c'est-à-dire indépendants de
l'indice ?).

Un système d^quations de récurrence à coefficients constants ,.. '

07).
j .//-n^ c(.r/"+-!3^
f z^ =:yj^-+-o^-

peut toujours, comme on sait, se ramener par une même substitution
linéaire effectuée sur tous les groupes d'inconnues à l 'une des formes
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réduites

[ 1 8 )

09)
^/-l-l —— i^--3^

r^i — Àj.'/, .̂i =r }, ̂  -4- j^.

A et a pouvan t , de plus, être pris réels et. positifs.
Pour las équat ions (18) la solution générale est

j/==y«//, ,-/.:=; ̂

et les séries de Taylor associées ont p o u r rayons de convergence —

et. ,—.; elles représentent des fonctions admettant pour pôles simples

les points y et ^ - -Dans le. cas des. équations (19), on a pour solut ion
générale

y , -^.ro//, ^ ,-/ •==. ^oA'-h lY.V-1;

les séries de Taylor associées ont pour rayon de , convergence —;

elles'représentent des fonct ions ayant pour pôle le point -, l'ordre de
mult ipl ic i té étant, au p lus é^al à 2.

Les valeurs de À et ^ sont du reste données par l 'équation caracté-
ristique

(a — A ) ( ô — }.)•— (3y=:o.

21. ÉQUATIONS DE nÉCURREJNGK iSON LINEAIRES. SOLUïïOlNS ASYMPTOTÎQUES

A UNE SOLUTION DONNÉE. — Imaginons nn système non linéaire d'équa-
tions de récurrence

, „ . \ Y /^ -F . (Y^Z/ )
(20 j ' , _ (,=o, i, ̂  ...),

f /^^^ ,-̂ ., ti/^ î /y /^•}

il permet de déterminer de proche en proche les termes successifs de
deux suites

(.,) j^ Yo' Y- Y- • • • '
( ( Z ) 7.^ %„ Z,, ...

en partant des dwx premiers qui restent arbitraires; l'indice ; dont
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sont affectée;-» les le t t res F et. G dans les équations (./2o) indique que
les opérations à faire pour passer de deux termes de même ra^g i des
sui tes (21) aux termes su ivan t s peuvent, varier avec ?'.

Étant donnée une so lu t ion part iculière

( Y<n Y0 Y0 Y 0
\ s ) .. , "- o"! •• n * •^ • ' ">
i '•/i} \ 70 70 70
(//> ) /.(), AI , ^2, . .y. ,

pour étudier les solut ions de (20) voisines de celle-là, nous ferons le
changement de variables

Y, ==¥?+.. y.
Z^Z;?^/:

les nouve l les inconnues j/, z, seront déterminées par les équations

J j^^F/CY^y.Z^+^ j -FKY?.^) ,
(2<2) , '} ^ . _ p /V^-L. i/ 7° a- - 't Fr f Y 9 7° \( ^^-.^ == ii/( î / +..)'/, L, 4- -/•) — 'n/i, ï / • . ^/ ,)i

dont les seconds membres s ' a n n u l e n t pourj/ = ^/ = o. ^ .
Quand |y/-|, [ s / [ sont in f in iment petits, on est amené naturel lement

à substituer aux équat ions (22) celles qu'on .obt ient" en réduisant les
seconds membres a leur part ie l inéa i re :

(23)
\ ,)'/... 1 ~z~ ^ i j ' i -+- P / 3 / ?

/ ,5^.,-i =="//y/ 4- Oi^/ ,

• ^ F / ( Y / , Z / ) ' l , _ r ^ F , ( Y , , Z , )
_——JY;——J/ ^ ' - L ^
^ < ; / ( Y / , Z / ) ' . _ r ^ s / ( Y / , Z/)^^ .——^———^^ o^———^——

l 'indice zéro indiq.uant qu 'après le calcul, des dérivées, on remplace Y,
et Z/- respectivement par Y;' 'et ZJ. . !

Nous montrerons comment on peut u t i l i ser ces équations (28)
| qu'on peut appeler les équations aux variations du système (20) cor-
respondant à la solution connue (Y0), (Z°) ou équations de première
approximationj pour la recherche des so lu t ions de (20) asympto-
tiques à la solution connue, c'est-à-dire telles que les valeurs cor-
respondantes 'Xi, Yi tendent vers zéro avec -^ Nous nous limiterons au
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cas où le système (a3) est, à coefficients constants; l 'étude du cas-dés
coefficients variables, sans être au fond plus difficile, serait bien plus
compliquée comme notat ions.

On peut admelire qu'on a ramené le système à la forme canonique;
supposons qu^il s^agisse de la forme (18) et que les nombres À, ^
soient, distincts. Tout revient à étudier un s}̂ !̂ !.̂  (20) de la forme

(a4)
J^i=Aj/+cp,(j,, ̂ ),

s^i =: ̂ z/ -h ̂ /(j/, 2f),

où toutes les fonctions cp^(yy-s), '•̂ •(,7? s} s'annulent ainsi que leurs
dérivées premières pour y = z = o ; nou$ supposerons de plus ces dérivées
uni'fermement continues en ce pointa c'est-à-dire que nous admettrons qu'à
un nombre positif r\ arbitrairement petit on peut faire correspondre un

nombre 0" tel que, pour \ y | <" a, | z j <* a", ces dérivées—-^ -^? --^i? -^ soient1 l W l ^ ' I 8 ^ û»y ^ ()y (js

en valeur absolue inférieures à 7\y et cela pour toutes les nalews de i.
Nous pouvons supposer A et a réels et positi-fs.

Le système (24) admet-il des solutions asymptotiques à zéro pour i
in f in i? La réponse est immédiate quand les fonctions y/, r^: sont iden-
tiquement nul les , et l'on est ainsi conduit à penser que le système (24)
admet des solutions asymptotiques à zéro quand l'un au moins dès
nombres \ et y. est inférieur à l1 unité; et ces solutions dépendent d'autant
de constantes arbitraires quil y a de nombres inférieurs à r unité parmi
les nombres \ et ;j..

Nous donnerons de ce théorème une démonstration analogue à celle
que nous avons proposée pour la question correspondante concernant
les équations différentielles ( { ) , en transformant les équations de
récurrence (24) en un système d'équations où les termes des suites
inconnues figurent, en nombre fini ou infini, sous des signes d'addi-

(1 ) Voir Annales de l'École Normale, 3e série, t. XXVÏII, 1 9 1 1 , p. .{73. La question
posée ici a été étudiée dans le cas des équations de récurrence à coefficients constants
par M. Lattes (annales clé Toulouse^ 3e série, t. 111, 1 9 1 1 ; Bulletin de la Société
mathématique de. France^ t. XXXIX, 1 9 1 1 , et t. XLIÏ, 1 9 1 4 ) qui a obtenu des résultats
beaucoup plus complets que ceux donnés ci-dessus pour les équations à coefficients
variables.- ' . 1 . 1 ' ' 1 ! . " 1 ' 1 1 1 , • . • ! ! , . ,- ! ! . ! " -' ', " " ' • • :
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lion, système qui. rappelle par conséquent les systèmes d'équations
intégrales (du type Volterra).

Pour les former, partons "d'une sui te de relations de récurrence
linéaires, mais non homogènes

v ' s.

<2 t f i>) ' ' j/+i ~= '/\ff -r- y*/,

où À et la suite des nombres Y]^ sont donnés. La solution en est
/

C^' . i - /^- .» 'o/ , / -^A^'"//-1^

"* /'„/

où le symbole ̂  est une sommation relative à l'indice A, savoir :

" î ° Si. i,<i^

J^ a^ .=- a,, 4~ a,^ -\- . . . -)- ^/_.,i ; .

2° Si /, > ,,
/'

^ ^// =: — ( ^, 4- ^,.^i -+- . . . -+- a^ ).

Dans l'un et l'autre cas, on a (6/. n° 6)
/ •+• i / ^ y a

^Lf<h "~^L a{l : ~ < < h ^Lah "^'Sa/l "^.Sa// =:: 0' •
'„ /« a ^

Changer dans la formule. (26) la valeur de ^ équivaut à modifier la
'valeur dejo; là solution générale du syslème('25) ne dépend bien que
d'une constante arbitraire.

Nous pourrons prendre i\ ==-)- se lorsque la série V-^ sera conver-
gente.

D'après cela, nous pourrons transformer le système (24) dans le
système d'équations

' ! 1 1 / , - !

[ y, -^^V -h^9À(tr//t z^) ' x i '~ / l ' " " " ' - 1 •

( ' À 7 ) , 1 , , ' '] ' ' ^

• ^/..-^^'-^^^/.(.r//, 3^}^--^1 ,

/'ii
,-//^//. /\ç. A o r ' i n . . (3 ) , X X X V I . — JUIN 1919. 23
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que1 nous appellerons le système d'équations au.v sommes correspondant
au système d'équations de récurrence (24), et où les termes des suites
inconnues f i g u r e n t - d a n s • les sommes intervenant dans les seconds
membres. Le choix de i^ ^ sera. ind iqué u l t é r i eurement .

22. SUR CERTAINS SYSTÈMES LîNÉAÎKES D'ÉQUATIONS AUX SOMMES. — EtU-

dions d'abord, en vue de l 'utiliser pour la démonstration de la conver-
gence de certaines séries, un système linéaire à coefficients constants
de la forme

^ ^y/^ _ Àj/ -r- £ (.}•,, T- ^ ) — (,'A — i ) ^ .

] Z/..,. i •r,- pi Z, 4- ^ (.)'/ -h •S, ) — ( [J- — î ) b,
(28)

a et b étant posit ifs; transformé par le même procédé, i l nous
donne

i î '

[ y , =ro^ + £ ^O'// ^-- ^A^^^'-1 - (/. - î }a^^ h \
/o ' /"

"'^^ ''S^1'7' ̂  c•//.).a/ " 7 / " t — ( ^ -' ')^2^B / /"" l ?

équations qu'il est possible d'écrire plus simplement par un choix
convenable des limites ^, ^. Nous prendrons ^==1-^00 si i<A
^ ^ ^:—co si o <^ X <; i!, et choisirons de la même façon i^ selon /a

grandeur de p- ( ^ ).
Comme, en supposant A > î ,

S '̂- / i i
•-+- %•-+- y.

et, que pour A < T ,
î .

y ,̂..,..-7/.-i ̂ , ̂  /_ ̂  ̂ î .̂, _ _ î î

(i) on remarquera que les suites y;' et zi intervenant ici sont indéfinies dans les deux
sens. D'autre pari, les développements en série que comportent les équations (29) avec
ce choix de 4 et i'Q sont pour le moment des développements formels; on se préoccupera
plog loin de. la convergence. •
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avec le choix ind iqué de z, et ^oii peul^ dans tous les cas, donner
aux relations (-29) la forme

[ Y, -=: a -4- , y, ̂  -4- £ ̂  ( r/, -+- . /, ) ̂  - 1 1 • 1 '.

^o) 1 ^

j z ^ ^ b -h- ^y/-^ ^^'(.>'A •±- s//)^-^-1.

D'autre part, en écrivant les équations (28) ainsi :
. A}'/ == yi^ --- r, -=. (A — i ) ( j/ — ^ ) — s ( ̂ ) •/• 4- ^/ ),

â^Z, -^ Z^ — ,S/ — ( ^ — ï ) (S/ — ^) - E ' ( y , -[- 3 / ) ,

on-voit qu'elles admet tent des solutions constantes
O'M-i ̂ /n. ^/^i "= ^ / i

données pa!\

En développant les seconds membres de (3i) en séries entières
en £ et £', la question de la convergence étant réservée, et en groupant
dans les deux développements les termes dont le degré en s et € ne
surpasse pas un nombre p y on obtient des ensembles de termes y^
et z^ auxquels on peut parvenir d'une autre façon. Faisons dans les
équations (3o) y^ "== s^ == o et appliquons aux équations

l y , -.-,- ,, ̂ ^(y,^^^^-1-^ 1

(^) ( ! '1

• Izi^b^.'^y^^,}^-^
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ainsi obtenues ia méthode des approximations successives, la première
approximat ion étant

,r°==^ ^À.

Les secondes (également indépendantes de l ' indice i ) seront

J,l=<^s5;.rX+^,>,'--•--.-.4±^, ,,-_.-.i^-A';

tes troisièmes
/

.y? = a + e ̂  (.)^, + SA 1 >.'-/'-l = r,1 - £ (^^ | vi - r" + ;î - s" ],
/O . '

/

.-?=A+£'^(r/,+ 3;,)^-^-'=3t -S'^l^D———.'-"^-^- ^1.

/(,

et a insi de. sui te ; on vérifie f ac i l ement que les approximations
d'ordre p •+-1 ainsi obtenues coïncident avec les formes yf, z1] déf in is
tout à l 'heure.

Les séries que nous venons de considérer son! d'ailleurs convergentes
des que

. ( 33 ) ——— + ——— < « . ! •/. — i a — i}.-i| • ^—«! —

Les nombres À et p. sont réels *el positifs, nous les supposons diffé-
rents de l ' u n i t é ; nous prendrons c ei € égaux en valeur absolue et de

£ £' . • ' . » .signes tels que =—— et —^— soient tous deux négatifs ; il y aurait donc
trois cas h considérer : X et a sont tous deux supérieurs à l 'unité;
À et pi sont tous deux inférieurs à l 'unité; \ et p. comprennent entre
eux l ' un i t é , nous supposons l ' inégalité (33) vérifiée. Grâce à ces
hypothèses, toutes les approximations successives sont formées de
nombres positifs, et croissants avec l'indice supérieur p .

En résumé, nous avons établi qu'il existait des suites

/. . ., K»â, î, Yo, Ji. J., . . ., ' ,

! • . ! . . . . 3_«i. 1 Z^,]. 3o. , 3 ^ , ,3^, . . , . ^
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i l l imitées dans les deux sens, vérif iant : Ses équations aux sommes ("3-2).
Les termes de chacune de ces suites sont égaux en Ire eux et sont
donnés par les formules (3î) ; i ls peuven t aussi être obtenus par le
procédé d'approximations successives dont nous venons de parler, et
qui rappelle celui dont M. Picard à montré l ' importance dans la théorie
des équations, différentielles.

La convergence de ces approximations entraîne la convergence des
approximations dont nous allons parler. Nous étudierons le nouveau
système

' /
1 ;,~;. ̂  ̂  -+- s ̂  (.̂  + ̂  ) >./-//-l,

(34) • /^
' 1 - „. ^ _ _

;, -= b, 4- e'^ (r^ + ̂ )^-^-\

où À et y.. sont. encore positifs et différents de l 'un i té , £ et £' sont
choisis comme plus haut,,^- et 6/ sal isfontaux inégal i tés

«"> •< ^i -< <^ < » '< b, <", h;

enfin i\ désigne o ou -h ce selon que À <^ ï ou que X > r , la même déter-
mination étant adoptée pour i ' " et a.

Les suites que fait intervenir le système (34) "e comprennent donc
ma in t enan t que des suites à indices positifs ou nu l s :

L'existence de solut ions pour le système (34) s'établit alors, non
plus directement , rmus par le seul procédé d'approximations succes-
sives; les premières approximations sont

et d*une façon générale les approximations de rang? 4-1, yf; Izf se
calculent en subst i tuant dans les seconds membres de (34) j^ et Ï/,
pary^"1 et ^""1. Ces approximations successives 'yf et, "zf' sont encore
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posit ives, croissent avec l ' indice supérieur p ; ieur convergence
résulte de ce qu 'e l les restent , a ins i que leurs différences premières
vf—yÇ\ ̂  — ^f'"'\ inférieures aux éléments 'correspondants yfy ^f,
y p .... yp-\ ^ P — ^ p " 1 .construits antérieurement pour le système ('32').
Les l imi tesy/ , s/vers lesquelles elles t enden t , quand / ) tend vers -4-00- ;
satisfont au système (34) et vérif ient les inégalités

. — a -i- b | £ |
o<r,<a+p-^——, ^ , — — — — — — — y

(35) <1 "'-'l 1^-

ïo<T,<^ a+b [ £ {

F —— ï 1 ( ( ! r ;'•-^^-nr^i
Rappelons, en passant, que | ^ == | s |. Voilà faite l'étude du système

qui va nous servir de système de comparaison. '

,23. SOLUTIONS ASYMPTOTÎQ'lîES A ZÉRO DE CERTAINS SYSTÈMES D'EQUATIONS

OE RÉCURRENCE NON LINÉAIRES. — Nous pouvons reprendre maintenant
l'étude du système

(24.) ^ yi.^~= /,j/+ 9/(,y/, ^ / ) ,
) -s/^i •= [j.z,-\- ^/(y/. ^ / ) ,

déjà^ signalé au n0 21, où nous avons indiqué quelles condit ions
nous supposons réalisées par les fonctions ç;(,y, z ) , ^•(y, z ) et leurs
dérivées premières; nous .avons dit également qu'on pouvait trans-
former ce système dans un système d'équations aux sommes

(^7)

| y/^ /o^-+- ̂  ?A,(y/n ^ h ) ^ - " ^ " " 1 ,
] •

^ .s/ = so^^-i- ̂  '^(y/.. ^/,)p-/•-/(OTl,

dont nous allons rechercher les solutions asymptotiques à %éro
(pour'î tendant vers 4-33).
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Supposons ^ <^ p., nous avons trois cas à distinguer :

1° . 0 < A < 1 < ^ ,

•>/• 0 < A < ^ < ï ,

3° , • o < ï <A <p.;

nous écarterons tout de suite le dernier yo^ ^ ^op-S î1^ pouvant tendre
vers zéro.

Piaçons'nous dans l'hypothèse 1°; nous prendrons dans les équa -
tions (27) ̂  == o, ^ === o, ^ == 4- x); le système à. étudier est donc. •

[ j/==y,//+ ̂  o// (^r/,,1^))^--1. . •

( 36 ) ' !

f <;/:= S^7'^^" ^/)^"'// 1 -

Nous prendrons le nombre''/) du n0 2i assez petit pour que

( 3 7 ) ^___ ,-___g<,;' 1 • ' / ï - /. [j, — i I ,

ïj étaal choisi, le nombre Œ, considéré au nième endroit, peut être
déterminé; cela tait, nous prendrons | joj assez petit pour qu'on ait à
la fois

'•'•'l"-7^ !̂]" ,
r —i— ——————————————— < o-.

• ^ • - ' . . ) _ _ _ + _ _ _ /
^ ï — À ' ^ - î 5

Chois issot ts coînme premières approximations du système (36 )

. . ^-r=jo?.'S .. ^-:^0, /

et construisons de proche en proche les approximations de rang p +• ï ^
c'est-à-dire y1^ ^ fpa r substitution décolles de rang J^j^"1 et^"1 à
y^ et à ^ dans les seconds membres des équations (36). Pour établir
<me ces approximations successives ont un sens et qu^elles convergent
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umforméîiient (par rapport à i) vers des l imites-^, z^ i l suffit de les
comparer aux approximations de même rang du système

• i

[Y , = | y, 1 A< -+- n ̂  (J^ -+- ï7) ^'- /'""' •

(38) \ - -
f 3,^- --^(^-+-s,,)^-/-',

, ' •+• X

qui appartient au type (34) étudié au n0 22; on a ici •

ai-==. \ YQ \ /./, bi =-; 0, £ =r YJ , S^ ==- — ^.

De cette comparaison, il résulte quej^ , ^^ tendent uniformément
vers leurs limites j^y 5,; ç/(y^ 2^) ^(.r^ ̂ ) tendent uni formément
vers ^(r/,, s/,), ^'(yÂ? ^)5 P^11 conséquent les deux suites y^ z^ ainsi
trouvées vérifient bien les équations aux sommes (36) et aussi les

équations de récurrence (2/1).
Un seul point reste à établir, c'est que y,, ^ tendent vers zéro en

même temps q u e — II suffira de montrer qu'il en est ainsi pour les
solutionsy/, ̂  du système (38) qui dominent j-^- et z^

Or, ce système d'équations aux sommes correspond au système
d'équations de récurrence

(39)
\ y.-M = ̂ vi -+ •fî(j't + --/,),

f ssi^i -=.y.zi -+- r<(r<-4-- ^ i ) ,

à coefficients constants. L'équation caractéristique correspondante
(v(Hrn°ïO)
, . A +• n — p rs
( 4o ) , •• ~=. o • ' ' .— ri p, — n — ?

a ses racines À', p/ i n f i n imen t voisines de A cl de [JL lorsque Y) est inf i -
niment petit; on peut admettre que T] a été pris assez voisin de zéro
pour que

La solution générale de (39) est une combinaison linéaire des
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expressions À^, a^; la première tend vers zéro, la seconde devient
inf in ie quand i croît i n d é f i n i m e n t . La solution qui domine r/, ^ reste
f in ie , et ne peni contenir que des ternies en 7.^; donc r/- et ^ tendent
bien vers zéro. Elle d é p e n d ' d u reste d 'une constante arbi t ra i re Y^.
Ainsi se trouve établie, pour le cas o <^ A <^ i <^ a, la proposition
énoncée au n° 21 (p. 176).

Le lecteur n'aura pas de difficulté à établir, par une marché ana-
logue, l'exactitude de cette proposition dans le cas ou "X et a sont, tous
deux inférieurs a l 'unité.

Il est à peine besoin d'ajouter qu'une proposition de même nature
s'applique quand on a un système S d'équations de récurrence à
n suites inconnues du type (20) (p. 174) vérifiées lorsque tous les
termes des suites inconnues sont nuls, les équations aux variations Y
correspondantes étant à coefficients constants. Si l'on admet que
réqaation caractéristique correspondant à ces équations aux variations
a ses racines distinctes,^) étant de modules inférieurs à l 'unité, les ri—p
autres de modules supérieurs à I^unité , le système S admet une
famille dé solutions asymptotiques à zéro dépendant dej» constantes
arbitraires. Les cas laissés de côté (racines multiples, racines de
module égal à l 'unité) pourraient être étudiés par une méthode
analogue à celle qui réussit dans les cas correspondants concernant
les équations diÛerentiel les (r).

Le cas où les équations aux variations Y seraient à coefficients
variables paraît aussi abordable par des méthodes de même nature (2) ;
si le système Y est régulier, les nombres caractéristiques de ses
solutions détermineraient alors, par leurs signes, le nombre m i n i m u m
de solut ions distinctes de S asymptotiques à zéro.

( 1 ) Voir Annales de l'École Normale^ 3e série, t. ZX-VItI, 1 9 1 1 , p. 489 à 495-
( 2 ) îbid^ p..5o2 et suiv,
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