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ÉTUDE DE L'INTÉGRALE GÉNÉRALE
DE

INÉQUATION VI DE M. PAINLEVÉ
DANS LE VOISINAGE DE SES SINGULARITÉS TRANSCENDANTES,

PAR M. RENÉ GARNIER.

INTRODUCTION.

1. Dans un Mémoire des Acta mathematica (1), M. Painlevé s'était
proposé d'énumérer toutes les équations différentielles da second
ordre, de la forme
(a) //^RC//,?,^)

(R r a t i onne l en À', algébrique en À, analytique en ï), dont Fintégrale
générale a ses points critiques fixes. La profonde méthode qu^il décou-
vrit pour résoudre ce problème, et qu'il développa dans le Bulletin de
la Société mathématique (2), permettait de former explicitement toutes
les équations (a). Mais, par suite d 'une omission accidentelle dans
l 'application de cette méthode, il arriva que les tableaux d^équa"
t iens (a) publiés dans les Acia présentèrent des lacunes; et ce fut
M. Gambier (3) qui compléta ces tableaux après de nouveaux calculs
fondés sur la méthode même de M. Painlevé. En déf ini t ive, toutes ces
recherches aboutirent à la conclusion suivante : ou bien (a) s'intègre

( 1 ) Acta math., t. XXV, 1909,, p. ï-86.
(2) Êull. Soc. math^ t. XXVIJI, 1900, p. 201-261.
( ï ) Âcta math., t. XXXIII, 1910, p. i-55. -- C'est précisément au cours de ces

recherches que M. Gambier découvrit l'équation (VI) (C. J?., t. 143, 1906, p. 741);
bientôt après, M. Painlevé démontrait que son intégrale générale est méromorphe et lui
assignait le rang qu'elle occupe dans le tableau (T) dont il est question plus loin. Coïn-
cidence curieuse, peu de temps avant, -M. Richard Fuclis l'avait rencontrée en cherchant
à expliciter les conditions pour que le groupe Evi soit constant (/voir ci-dessous).
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par une combinaison de fonctions classiques, ou bien son intégrale
est irréductible à ces fonctions; et, dans ce dernier cas, (a) peut être
ramenée algébriquement à l'une des six équations d'un tableau (T).
La première est l'équation

( I ) V=:6^-{-£,

étudiée par M. Painlevé (') et par M. P. Boutroux clans son Mémoire
couronné (2); la dernière est Péqucition

'v1''•-K^r—À)^^—^.)'.'
X a — i ) ( À — ^ r , , ( r\ t I , î \ t — î ct(£-~\)~]

•+ a r^-.r [^-^^-(^^^(^^(rrTF-o-^J
(f^, b, c, d constantes), qui fait l'objet du présent Mémoire.

Or l'équation (VI) possède deux propriétés remarquables qui lui
assignent une place prépondérante parmi les équations de (ï). D'une
part, M. Painlevé a montré (3) que, par des transformations linéaires
et des passages à la l imite, on peut la faire dégénérer en Fune quel-
conque des cinq autres équations de (ï); il est donc clair que tout pro-
grès apporté à la théorie de l'équation (VI) aura une répercussion sur
les cinq autres équations.

Et, d'autre part, l'équation (VI) joue aussi un rôle important dans
la théorie des équations linéaires. En effet, proposons-nous de choisir
les coefficients de l'équation

{v \ ï ^y_ a , ^ g _ d _
" v l / ^ //^2 —— ^2 • { ^ _ _ ï \î ' ( ^ __ l-\î > ^{ ^y d^ x^ ( ^ — I ) 2 {x—tf x { x — ï }

__3__ a fi_____
4 ( ^ — ' A ) 2 'Jr ^ ( ^ — i ) ( ^ — / ) "̂  ^ ( ^ — i ) ( ^ — } , ) 3

de telle sorte que son groupe de monodromie soit un groupe donné :

(1) Bail. Soc. math., t. XXVIiï, 1900, p. 29.7^52.
(2) Ànn. se. Éc. Nonn. sup., 3e série, t. XXX, 1913, p. a55-3;5, et t. XXXI, 1914,

p. 99-159.
(3) C. R. Àcad. Sc^ 1.143,1906, p. un.—" C/est en s'appuyant sur cette propriété que

M. Painlevé a montré que, pour a, b, c, cl choisis arbitrairement, (VI) est irréductible au
sens le plus rigoureux du terme, celui de M. J. Drach.
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c'est ce qu^on appelle le problème clé Riemann pour (Eyi). Pour le
résoudre, il faut d'abord exprimer que le groupe de (Eyi) est indépen-
dant de ^; or cette condition exige précisément que À vérifie par rap-
port à t une équation (VI) [où ez, b, c, d ont les mêmes valeurs que
dans (Evi)]; quant à a et ? ce seront des polynômes en À', à coefficients
rationnels en X et t.

Or, que sait-on sur l'intégrale générale de (VI)? M. Painlevé a
montré qu'elle est méromorphe dans tout le plan f, sauf aux trois
points ^ = = 0 , i, co, qui sont des singularités non algébriques. Que
devient l 'intégrale au voisinage de ces trois points? D'après ce qui
précède, on conçoit l'intérêt qui s'attache à une telle étude, qui sim-
plifiera sûrement l'étude analogue des autres transcendantes nouvelles
de M. Painlevé, et constituera notamment une voie nouvelle pour
retrouver les beaux résultats de M. P. Boutroux; et, d'autre part, on
peut établir que lasolut ion du problème de Riemann pour(Evi)est liée
int imement à l'étude précédente (1).

Mais l ' irréductibilité de (VI) et l'exemple des équations du premier
ordre laissent entrevoir toute la difficulté du problème qui consiste à
étudier l'intégrale générale de (VI) dans le voisinage de ses singula-
rités transcendantes. En fait, cette question n'avait reçu jusqu'ici
aucune réponse valable ; à vrai dire, M. Richard Fuchs l'a bien abordée
dans un Mémoire des Mathematische Annalen (2); mais, comme je le
montrerai à la fin de ce travail, sa méthode est sans valeur, et ses con-
clusions, complètement inexactes. Or, c'est précisément ce problème
qui constitue l'objet du Mémoire actuel.

2. Je vais indiquer brièvement la disposition générale et les résul-
tats prin-cipaux de ce Mémoire. Tout d'abord, les points o, i, oo jouant
un rôle équivalent, on peut se borner à étudier le premier. Soient donc ÏQ
une quantité de module <i et Y] un nombre positif arbitrairement
petit. Posons t = tçéï et envisageons la région indéfinie (^) du plan T

Q

dont les points ont leurs arguments y compris entre ^ •+ T] .e t -^ — Y] ;
modifiant légèrement une dénomination de M. P. Boutroux, j'appelle

(1) Comptes rendus, t. 163, 1916, p. 198.
(2) Math. Ânn., t. LXXV, 1914.

Âim. Éc, ^orm., (3), XXXIV. — AOUT 1.917. S1
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caracîénsfîque de (VI) toute brandie d'intégrale suivie le long d 'un
rayon rectiligne de (^). Ceci posé, le présent travail est divisé en
quatre Parties, dont les trois premières correspondent respectivement
aux trois étapes successives suivantes de notre problème :

i° Construction de caractéristiques vérifiant (VI) ;
2° Démonstration du fait que les caractéristiques obtenues sont

les seules possibles;
3° Représentation d'une intégrale dans (A) ( ^ ) au moyen de caracté-

rist iques convenablement associées.

Enfin , une quatrième Partie est consacrée à l 'étude de deux cas par-
ticuliers remarquables, ainsi qu'à l'examen du travail de M. Richard
Fuchs,

Résumons maintenant les résultats de ces différentes Parties.

3. Les caractéristiques obtenues dans la première Partie ont été
construites au moyen d'une méthode dont on aperçoit une fois de plus
la généralité et la puissance : celle des approximations successives de
M. Emile Picard. Ces caractéristiques sont de deux espèces ; les théo-
ries des deux espèces étant identiques, j ' insisterai surtout sur celles
de la première espèce. Pour les définir , je remplace (VI) par le sys-
tème

. ^ ( ^ — i ) 2 } / 2 _ 4 ^ + i 4. b -4-1 4g ^d-^-2 4^
(o A^-I)2o-^~"~7—+(^=^+(À-^+x(À-l)+7o-o^

f p._-^)•2a /=:—(?.—^)a~2C/:(7.--ï),

dont toutes les intégrales X(^) (non constantes) appartiennent à (VI).
Soit al ors eu un nombre réel, non négatif et inférieur a i ; proposons-nous
de choisir dans (A), un rayon OA, tel que, pour la caractéristique X(^),
prolongée indéfiniment sur OA, l^À"'1] reste borné (2) et a tende vers
la valeur bornée o^, tandis qu'en ^o, À prenne la valeur Xo(=^o); une
(elle caractéristique sera dite ^première espèce. Pour la construire, je

( 1 ) D'ailleurs, on peut montrer les caraclérisLiques définies dans ce travail convergent
(pour [ 4j assez petit) dans tout le demi-plan <^l(T)<o.

(2) Supérieurement, et (pour to -yé o) inférieuremenl.
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pose
s'2^: 4a -4- 4 c + i — 4 ao

et
P(A) = 4 .(a -h ^ -r- c 4- J4- i) À (A— i) 4- (4Z? 4" r ) A — ^(^ — î) .

Le t r inôme P(A) que l'on vient d'introduire constitue le pivot de
toute la discussion; supposons d'abord qu'il ne possède aucune racine
double (coïncidant avec Ào) et qu'il ne soit pas identiquement nu l ;
nous pourrons faire alors la t ransformat ion

[J-
qui donne à (ï) la forme

= r —dk—j, WP^T
(3) ( £lJ•!=lî +F(^ a—ao, Q,

( a^ac/Qj., ̂ 4-^-, t},

où F, 9 et ^ soni liolomorphes en [j., a —• a^ et t lorsque ces variables
satisfont à diverses condit ions; de plus, |F| est très petit avec \t
e t ) a —- a ^ l . Dès lors, il est tout indiqué d'essayer les approximations
successives que voici :

t
fJ.o==logy

et,

(3)

| r 1i
a/^ = ao + S [a,, 9 ( ̂ , t) + f^ ( ̂ , <? ) J <:/

JQ

l^n.+i^ [ [i+F(^, a/,
<- ' / ,

1 a/,^ = ao + 1 [a,, 9 ( ̂ , t) + f^ ( ̂ , <? ) ] dt,
ï </()

^/ ^
•= ^ [ï + F(^/n a/^^— y.Q, t)] —

t.' ï f"

où ^ = o, ï , ..., et où les intégrales sont prises le long de la spirale
du plan Cl) qu i correspond au rayon OA de (T). Effectivement, ces
approximations convergent uniformément vers un couple d'intégrales
de (2), lorsque, [^o | étant suffisamment petit, T appartient à un sec-
teur S de (c;il) ; il faut pourtant exclure de S une infinité de pet i t s
cercles (-y/,), égaux, équidistants et s'éloignant dans une direction
bien déterminée; à l ' intérieur des (yj, ( P ( " ^ ) l est très petit, et l'on
doit étudier l ' intégrale par une méthode différente.

Ce qui précède suffît à faire prévoir que la démonstration de la con-
vergence des approximations précédentes exige une discussion prél i"
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minaire assez longue et dont la complexité provient crailleurs essen-
tiellement de la nature même des choses, et non du choix de la
méthode employée. Aussi bien, lorsqu'on fait varier les conditions ini-
tiales de telle sorte que le discriminant de P(^) tende vers zéro, s tend
vers une des valeurs

a- =. ±: y/4 ( a 4- b -\- c -+- d -4- i) ± \/4 b •+• s 5

les cercles (y^.) commencent alors par se souder et par former une
bande indéfinie \\\^ de largeur sans cesse croissante, à l'intérieur de
laquelle les approximations (3) ne sont plus valables. A la limite,
on a s = Œ; P(X) possède une racine double h et ^ s'est transformée
en un secteur 2 où la représentation de l'intégrale X(/) exige des déve-
loppements bien différents des premiers, et où ^(^) a une tout autre
allure que dans S.

Les caractéristiques qui représentent alors À(^) sont dites de la
première espèce^ du type exceptionnel et de la première sorte; elles se
définissent de la façon suivante. Posons ' À = = À 4 ~ v ; v vérifiera une
équation de la forme
(4) r2^-}- ^/—î72y==a^/ î4- ^£v + ̂ 3^^-t- a/,. ̂ /"+- 05 £,

où les coefficients du second membre sontdes fonctions de t et v holo-
morphes pour \t\ et |v | assez petits. Ceci posé, en s'appuyant sur la
formule qui donne l'intégrale d'une équation linéaire, non homogène,
du second ordre, on peut encore intégrer (4) par approximations suc-
cessives.

Les caractéristiques ainsi obtenues dépendent d'une constante arbi-
traire, et, si I Œ J n'est pas entier, l'une d'entre elles est holomorphe
pour / = o ; [ c r j pouvant prendre deux valeurs, on en déduit que
l'équation (VI) possède, en général, deux intégrales A^t), A^Çt),
holornorphes pour t =-: o. Lorsqu'une des valeurs de |a[ est entière (ce
qui entraîne une relation entre a, &, c, d), (VI) possède une inf ini té
continue d'intégrales holomorphes en t et ïlogt; et même, si a, b, c, d
satisfont à une seconde relation, les intégrales de cette famille sont
toutes holomorphes pour t .== o.

Enfin, dans le cas où P(A) est identiquement nu l^) , les caractéris"

(1) Ce qui ne peut avoir lieu que pour des équations (VJ) de forme spéciale.
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tiques qui représentent l'intégrale s'obtiennent par des développe-
ments analogues à ceux du cas précédent Çs = or); elles sont dites de
la première espèce^ du. type exceptionnel^ et de la deuxième sorte; on
démontre d'ailleurs qu'elles sont holomorphes à rorigine, où elles
prennent une valeur arbitraire (1).

Une théorie exactement pareille permet de construire pour (VI) des
caractéristiques de deuxième espèce (du type général ou du type
exceptionnel) ; donnons seulement leur défini t ion. Posons

À . ^ Ht— i) ., 2). — r
/.==- et a = a — — — — ^ / / — — — — ;

t 2 ( /. — t ) 2 '

à toute caractéristique de deuxième espèce correspond un nombre
•»t /• *: \ ^ 4t

c o ^ o 5 c o < ^ T j tel que, t tendant vers zéro, f\ reste borné (2),
+ +;

et a tende vers une l imi te finie a.o; enfin, pour t == ^, on doit
avoiri==À,,(=r/=co) (3).

4. La seconde Partie de ce Mémoire a pour but d'établir qu'à
N'EXISTE POUR (VI ) AUCUNE AUTRE CAnACTÉRISTIQUE QUE CELLES DE LA PUE-

MÎÈRE PAUTIE. La démonstration de ce fait essentiel est délicate; je
résumerai rapidement la méthode qui y conduit.

Soit 'X(t) une intégrale quelconque de (VI); j'établis d'abord ce
résultat : il existe un chemin analytique ^, tendant vers zéro, et de
longueur finie, tel que, sur ̂ , on puisse toujours trouver des points t^

( * 1arbitrairement voisins de zéro, et pour lesquels [ a j et J^X""1) ou a |

(1) La théorie des caractéristiques exceptionnelles aurait pu être établie aussi au moyen
dos méthodes do Briot et Bouquet; mais, pour plusieurs raisons, notamment pour pré-
parer la voie aux développements de la deuxième Partie, il est préférable d'employer les
méthodes précédentes.

f 2 ) Supérieurement, et ( pour 10 ^ o), intérieurement.
(3) L'analogie qui existe entre les théories des caractéristiques de première et de

deuxième espèce est à ce point profonde qu'à tout résultat obtenu dans une des théories
correspond un résultat corrélatif dans Faulre théorie; il y a là une loi de dualité
remarquable, et tout à fait analogue à celle que l'on rencontre à propos des coordonnées
ponctuelles et tangentielles- On en verra un exemple dans l'exposé du n° M, et l'on sai-
sira toute la signification de cet exemple quand j'aurai dît que tous les résultats de ce
Mémoire sont susceptibles d'être énoncés dans la forme duaîistique adoptée au n° M
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et ^^1) prennent des valeurs bornées. Supposons alors que a (ou a)
ne tende pas vers une valeur exceptionnelle, correspondant à s=^
( ^ * ^\ î i , âa ( àï\^ o u a . y = o " J ; en calculant-y— ( ou — par approximat ions succes-

vao \ àaj
sives et en observant que, quelque soit A(^), cette dérivée est arbi-
trairement voisine de î pour |^| assez peti t , je démontre qu'il est pos-
sible de construire une caractéristique de première (ou deux i ème)
espèce, prenant en '̂ les valeurs 7^, c^- (ou X/, a/}, et, par suite, coïn-
cidant avec la proposée.

Jusqu'ici, et comme il était aisé à prévoir, la méthode reproduit
dans ses grandes lignes (quoique avec certaines complications) la
méthode employée par M. Painlevé pour étudier toutes les intégrales
de (VI) dans le voisinage d'un point ^(^o, î , co). Par contre, si
l'intégrale À(^) est telle que a (ou a) tende vers une valeur exception-
nelle, la méthode de M. Painlevé (même transformée) devient complète-
ment inapplicable. Les méthodes qui doivent lui être substituées sont
bien différentes, suivant que a tend vers une valeur exceptionnelle de
la première sorte ou de la deuxième sorte. Dans le premier cas, par
exemple, toute la difficulté revient à prouver que r ^ C X — A i )
et t'-^Çh' -- A',) res tent bornés sur ̂  dans le voisinage de l 'origine. On
y parvient en s'appuyant sur un système d'équations intégrales vérifiées
par'ket~k\ et sur un théorème général relatif à deux fonctions conti-
nues dont l 'une est croissante (n° 38); on prouve ainsi qu ' i l existe
dans le voisinage dezéro une inf ini té de points pour lesquels les expres-
sions précédentes sont bornées (n08 39-41), et l'on démontre ensuite
que celte propriété est vérifiée arbitrairement près de zéro.

5. Ainsi donc, en vertu des résultats de la deuxième Partie, les
caractéristiques obtenues dans la première Partie doivent nous per-
mettre de faire l'étude de l'intégrale À(^) dans toute la région (c^);
c'est précisément cet[e étude qui. consti tue l 'objet de la troisième
Partie.

Je commence d'abord par faire la description de À(/) à l 'intérieur
du secteur S du n° 3. On pourrait la résumer d'un mot en disant que,
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dans S, 'X(t) est asymptote (au 'sens de M. Pierre Boutroux) à une
intégrale de l 'équation t•ÎVtî=A2P(y). L'assertion précédente se
trouve d'ailleurs parfaitement précisée par le théorème suivant : à
l'intérieur de S, l'équation ^À-1 -- k = o (o$co<i) admet pour
toute valeur de Infinie et non nulle ̂  une double infinité de solutions;
chacune des deux suites s'éloigne dans une direction bien déterminée
de S, les intervalles des racines tendant vers une quantité indépen-
dante de k. Ainsi, dans S, le point T = ̂  est une singularité essentielle
de l ' intégrale.

L'étude de A(/) une fois achevée dans S, il faut la prolonger à
travers toute la région (cR.); or le prolongement analytique de À(r)
résulte aussitôt de la remarque que voici : toute intégrale qui^ sur un
rayon OA de ÇâC) peut être représentée par une caractéristique de première
espèce Cet du type général), C ^ , peut aussi être représentée sur OA par une
caractéristique de deuxième espèce, C^ (du moins quand le nombre co
correspondant à G n'est pas nul) ; mais les secteurs où convergent les
développements qui représentent C^ et C^ ne sont pas ident iques; ils
présentent un secteur commun et débordent l'un et Vautre des deux
côtés de ce secteur. Pour représenter A(^) dans (cFi), on est a insi con-
dui t à subdiviser(cR-) en un certain nombre de secteurs adjacents^ S^(1),
renfermant des caractéristiques de première espèce, et reliés mutuel-
lement par d^au t res secteurs S^/.^, di ts adhérents aux premiers, et
renfermant des caractéristiques de deuxième espèce. L'exposé détaillé
des résultats obtenus à ce sujet forme l'objet du n° 51 ; bornons-nous
ici à l 'énoncé suivant :

. '! ^ ^ i
Appelons sÇt) l 'une des deux expressions (4^4-4^+i—4 a ) : ^

lorsqu'on s'éloigne indé f in imen t sur un rayon OA de (<fR.) non paral-
lèle à la frontière de deux secteurs de première espèce adjacents, s ( t )
tend vers une l imite , variable avec le secteur qui contient OA; cette
limite 5 constante dans (oui un secteur^ varie brusquement de deux unités
(fuan'i on pcisse de ce secteur à l'un des deux secteurs (de première
espèce) qui lui sont adjacents. Il y a là une propriété-limite exacte qui,

( 1 ) Le secteur So, obtenu pour n= o, coïncide d'ailleurs avee le secteur S primiti-
vement envisagé.
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je le montrerai ailleurs, tire sa véritable signification du problème de
Riemann.

Les résultats précédents subissant différentes modifications lors-
qu'on attribue certaines valeurs particulières aux conditions initiales;
ainsi , lorsque .s1 est réel ou égal à l 'une des valeurs exceptionnelles cr,
l'intégrale À(/) admettra dans toute la région (cîR), ou seulement dans
un secteur (exceptionnel) de (<fR.), le point T === co comme singularité
transcendante (et non plus essentielle); une représentation géomé-
trique simplifie l'examen de ces modifications. J'ajouterai d'ailleurs
qu'une discussion fondée sur l'étude des approximations successives
qui fournissent les caractéristiques, met à l'abri de toute objection
tous les résultats concernant la variation continue de À(^) par rap-
port aux conditions initiales Çvoir no tamment le n° 54).

Enfin, la troisième Partie se termine par la démonstration d'un
théorème qui trouvera son application dans la résolution du problème
de Riemann ; dans l'énoncé de ce théorème, j ' in t roduis la not ion
de paramètre d'une branche d'intégrale de (VI) dans le voisinage d^un
point singulier : j'appelle ainsi un nombre ^ tel que les diverses déter-
minations de —^ reproduisent l 'ensemble des valeurs l imites de s ( t )

27:1 1 N /

[et^(^)] énoncées plus haut. Je montrerai dans un autre travail que
la notion précédente joue un rôle essentiel dans l ' é tude de l ' intégrale
générale de (Vf) à travers tout le plan (<?).

6. Parmi les résultats de la quatrième Partie, je citerai deux véri-
fications de la théorie précédente, l 'une relative à un cas de réducti-
bilité connu, ou (VI) est vérifiée par toutes les solutions d^ne équation
de Riccati (du type hypergéométrique); l 'autre se rattache à la théorie
des fonctions elliptiques. Appelons ^ ( u y t ) la fonction doublement
périodique de u qui satisfait à l 'équation cp^ ==40(9 — ^(î — Q»
et soit a), (t)f o^^) ^ln couple de périodes primitives ç ; l 'équation (VI)
obtenue ( { ) en prenant a=b==c==d=— ^ admet précisément pour

( 1 ) Cette équation ne diffère pas essentiellement de celle que M. Emile Picard a indiquée
dans son Mémoire couronné (tournai clé Liowille^ 4e série, t. V, 1889, p. 298-800).
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intégrale X == o(A, co^ + A^co^y t) où A^ et A^ sont deux constantes
arbitraires. La théorie des fonctions elliptiques fournit alors, sur cet
exemple, une vérification directe et complète de notre étude.

Dans un travail ultérieur, j ' indiquerai comment les résultats de ce
Mémoire ( ^ ) permet tent de résoudre le problème de Riemann pour
l'équation (E^). Afin de traiter le problème analoguepour une équation
(régulière) quelconque du second ordre, il faudrait étendre aux sys-
tèmes différentiels d'ordre 27%, qui généralisent (VI), et que j'ai intro-
duits dans ma Thèse, les méthodes et les résultats du présent travail.
Une telle généralisation présentera sans doute plus d'une difficulté,
comme il advient souvent lorsqu'on passe du cas des fonctions d'une
variable à celui des fonctions de plusieurs variables; mais sa possibi-
li té me paraît hors de doute : ainsi, j'ai déjà obtenu pour ces systèmes
les solutions qu'il faudra adopter au début des approximations suc-
cessives.

PREMIÈRE PARTIE.

7. Considérons l'équation différentielle (2)

<V" ^(^^^'•-(î-^T-^)1'
2Âa- i )a—o

"•"" / 2 ^ _ _ j ) 2

r . f ^\f ( i ^ i•~~~ï c_^t'zlI\.^ [a-+-^+c+^+x~^+^p+^+^^^--^^^

ses intégrales sont méromorphes pour toute valeur de t, sauf pour
^^ i^; nous allons étudier les intégrales de (VI) au voisinage de
l 'une de ces trois singularités. Remarquons d'abord que nous pouvons
nous borner à l'étude d'un seul point singulier, soit / == o; en effet, la

( 1 ) Les principaux résultats de ce Mémoire ont été publiés aux Comptes rendus,
t. 162, l9i6, p. 989 î t 163. ^le, p. 8 et 1 1 8 .

(2 ) Dans tout ce Mémoire, les accents indiquent des différentiations par rapport a la
variable indépendante t,

Àtin. Éc. Norm., (3), XXXIV, — AOUT 1917. 32
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Iran&loTinatioii
^ | i — /, /. 1 1 — À, a \ b^ b\a^

qui permute les points o et r , change (VI) en elle-même; d'une façon
analogue, la t ransformat ion

t\t-\ A ) A/- 1 , b\c, c | b,

qui permute o et co, conserve la forme de (VI). 11 nous suffira donc
d'étudier l'intégrale générale de (VI) dans le domaine de l'origine.

A cet effet, nous commencerons par former des développements en
séries qui représenteront les intégrales de (VI) le long de chemins bien
déterminés, o. Ces développements sont de deux espèces : pour ceux
de première espèce, il existe un nombre réel co, satisfaisant aux iné-
galités o^co < i, et tel que | ^A"1 ] reste borné sur a ; pour les déve-
loppements de deuxième espèce, la même assertion s'applique au rap-
port [^""^^i (avec o<;û>^i) .

Caractéristiques de première espèce.
TYPE GÉNÉtUL.

8. Commençons par rappeler une t ransformation connue ; posons

\ a -4- ^ h 4- \ d -\- ^
^ ( À , / ) ^ A ( Â - , ) ( À - / ) Ll 1 4 . C , 2 1^/,^_^ ^. .̂  ^ -T-^_,Y^ ^..fY-^ ̂ ^^\

, , , - / 1 \ t ( , 1 \ 1 ~ t
•=. ( a -+- b 4- c 4- d -+- i ) À -+- a 4" j y + \b 4- 7 \———

\ L \ ] À \ 4/ A — l:
^ / ^ _ ( \

-^ c ——^— — ( a 4- b — c + d -h i ) / — a -r- b — c ;

en vertu d'une proposition plus générale que j'ai élablie dans ma
Thèse ( f ) , toutes les intégrales de (VI) satisfont au système

0)
^ /-^ .—^)^

4 A ( Â — I ) ( À ~ / )

a )/ a ) . ( ^ — i )
yj ,4- -———— 4.» ^ c ———————,- =Z. 0.^ . l ^ Cl /» ______________

^-^ ^ ( X - / )

(l) Ânncdes scienlî/ques de l'Écola Normale .supérieure', 3e série, t. XXïX, 1 9 1 -2,
p. 83-84 [équations (^3) cl (25)J.
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II est aisé de retrouver ce résultat; en effet, d i f férent ions la première
équation (i); il viendra

^(t—iyv2 [iv ( i i _ _ \ - i 2 0- _ [ 1V 2 ) 4À(}.- i)(},-^| T- ~\/: -h /—T "h r=7;/- + 7 + r-~i ~ r=r (=^M-'-
Mais d'après la première expression dç g ' , on a

^- _ ^ / • ( ^ • — ' ) _ • — ^ ( ^ • — i ) ' a Â ( / . — i )
^ - i -_ >. - i-2C (}.-/). - 4}.(}.-, ) ( } .~^ )^ / - "+ }~r7 + ̂ ^(/--^^ •

e(, en vertu de la seconde équation (i), (2) s'écrira

^(t-^r_ \v_ i ̂  i . r \
2 À ( A — I ) ( /, - - / ) [ ' 2 \/. À — I A — / /

• • ^ ( { ^ ( r \V 2 }.().-!)(/.-/) -̂-1 _, • -T- \j -1- 7~r7 -" TZZ^.) Â ~ "—î^t-^iY— <)/.] '"i0'

Ainsi , la résultante du système (i) se décompose (1) en deux équa-
t ions : i° l'équation du premier ordre, V==o, dont les intégrales ne
satisferont pas à (VI) en général (2) ; 2° une équation du second ordrey
que l'on reconnaît identique à (VI) au moyen de la seconde expression
d e ^ ( A , / ) .

En conséquence, si nous obtenons une solution du système (i),
nous ne pourrons affirmer qu'elle appartient à (VI) qu'après avoir
vérifié qu'elle ne se réduit pas ident iquement à une constante.

Cela étant, soient a^ et Ào deux quanti tés quelconques, la première
/?me(''ï), la seconde non nulle ( /1); je vais montrer que, p o u r j ^ j suffi-

( 1 ) Dans ma Thèse, j'ai indiqué sous une forme plus générale celte .circonstance qui
rappelle une particularité des équations de la Dynamique (notes des pages ^) et 81).

( 2 ) P^oir la note 2 de la page a86 (n0 27).
(3) D'âne façon plus précise, on imposera à «o une borne supérieure ne dépendant que

du nombre ^ dont il sera question au n° 9. De plus ao devra satisfaire à diverses restric-
tions provenant de celles qui seront imposées plus loin à s.

( ï ) On pourra même prendre ).o== ̂  sau^ toutefois pour
. a :— î) ^- c — y-o = o == ^ "+- ^ -^ c •-r- d -'- i ,

ce qui est le cas d'exception signalé à la note de la pa^e ^76.
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samment petit, il existe une intégrale P(Q, sc(^)] de (i) répondant
aux conditions suivantes : pour / == t ^ y on a \ == A ^ ; de plus, t tendant
vers o, le long d'un chemin © qu'on définira tout à l'heure, a tend
vers cco : enfin, il existe un nombre réel co tel que o 5 co < i et que t^\"{

reste borné quand t tend vers o. Nous obtiendrons cette intégrale par
la méthode des approximations successives; mais, auparavant, il nous
faudra effectuer un changement de variables sur le système (i).

9. A cet effet, je remarquerai tout d'abord qu'on peut écrire la pre-
mière équation (i) sous la forme suivante :

(3) t^t-^V^WÇk^^^O^o)^^— 4^0—1) [^a,o)+ao]

+ 4XCA—I) {1 - i) [^(À, 0 - ̂ 0, o) + a—O,

les trois termes du second membre étant des polynômes du quatrième
ou du troisième degré en X. Dans cette équation, remplaçons X et a
par un système d'intégrales de (i) satisfaisant aux conditions du n° 8
et faisons tendre t. vers o; les deux termes de la seconde ligne tendront
alors vers o, de sorte que le deuxième membre se réduira sensiblement
à son premier terme qui va jouer dans la suite un rôle capital. Ce
terme est égal au produit de À2 par le polynôme

pa)==4(^-o[^ (^o)+^]
=(^^4c+I) ( î .~ I )24-(4^+ï)^^(4^+2)À(Â~- l )4-4ao(^•~- I ) .

Posons

(4) ^^a-^c+i—lao;

le polynôme P(X) prendra la forme

(5) P(),):=4(a+^4-c+<^l)?i(^--i) •+-(4^-4-I) î l—,î2 (À—I).

En général, P(^.) sera du second degré et possédera deux racines
Â( et Ag; pour Œ4-6+c+r f -+- 1=0, P(^) sera du premier degré
seulement. Il se réduira à la constante 464-1 pour

a 4- î) 4- c -4- cl 4- l == 0 ==i 4 ^ •+-l — ̂  ?
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enfin il ne pourra s 'annuler identiquement que pour

^-4-^ 4-c-h rf-+-ï ==o, ^^-^1=0, s-==.o.

Nous exclurons pour le moment ce cas singulier que nous étudie-
rons au n° 30; nous avons donc le droit de diviser par X2?^) les deux
membres de (3) qui deviendra

(6)

avec

^(t-^.,7/2= I-+- Fi 0, a—ao, /),r-p(i)

•»••'> / -ï , ,, l- , / ^ \ / -'1 v ^ ——— ^-0i.,a.«-,.,i)--^+4^,-^a-,)-p^f.-L,< / . ^^ ^———^0

^[(-^(-^-"-(^^-O1

+ c ( t — ï ) ( 1 — i ) — ( a -4- & — c + ̂  + i ) (A — i ) ( îi — t) 1 ̂

Or, soit T] un nombre positif arbitrairement petity choisi une fois
pour toutes; F,, considérée comme fonction des trois variables indé-
pendantes 7^ a —- (X.Q et t, sera certainement liolomorphe par rapport
à ces variables quand on aura simultanément

( 7 )
( 8 )
et
( 9 )

<•/?,
a—a.a-i) PO)

< ̂  (/"P ( À )

<-n

- r , o, ï ) ;

de plus, dans les inemes conditions, le module de V^ sera arbitrai-
rement petit. Mais alors il est loisible d'écrire (6) sous la forme ( < )

(10)
tV

=( (•--•-Q' '2[ t-^F•2(^ ^ — ^ O » ^LWTO

( 1 ) ^a déterminafcîon du radical étant choisie arbitrairement pour le premier membre;
pour le second, on adoptera celle qui est voisine de i.
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Fs désignant une fonct ion de A, a — ao et / qui est holomorphe (et de
module arbitrairement petit) lorsque (7), (8) et (9) seront vérifiées;
de plus, en vertu des mêmes condit ions (vérifiées par les couples X, a
et A, a), F^ satisfera aux inégalités

( 1 1 ) |F2(^,^—^^)|</ i(AJ^~aj4-l î i ^

( 1 2 ) 1 V,^ a - ao, /) - F^O, a - ao, ̂  |

</2 i C J a — a o l + B J ^ ^- /i Fi l a — a i ,

où Ai , ..., E( représentent des nombres positifs bornes, indépendants
de T); enfin, f^ et /s désignent respectivement des nombres supé-

}./+i
rieurs aux modules des diverses expressions —y- (y = = — 1 , 0 , i)

X^1 . .,
( /=——l, 0, I , 2, 3).et P^O)

10. Donnons-nous alors une quantité t^ de module inférieur à i et
assez petit pour que À^ vérifie en même temps avec ̂  les condit ions (7),
(8) et (9) où Y] est remplacé par -^ et faisons le changement de
fonction

. f'' ^(i3)
'À WP^)'

^:

qui aura certainement un sens, si la quantité (non nul le ) \, ne coïn-
cide pas avec une racine double (éventuelle) clé P (A) ; (i3) définira
une fonction uniforme élémentaire "^(^.). Appliquons alors à (10) et
à la seconde équation (i) la transformation (i3); ces équations [et par
suite le système (i)] s'écriront en définitive

( 1 4 )

avec
( ( ^ ) <?.(^)^.

^:=ï-t-F(^ a-ao, / ) ,

^a
dt =ao(^ t)-^r^(^ /).

À(^ ) ^(^^^~^-
ac

^y (^) A ( p - ) — ' r \

"Y •"_^127.
. H^]
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quant à F, ce sera une fonction clés trois variables [JL, a—o^ et ^ qui
sera sûrement holomorphe relativement à ces variables, si ces der-
nières vérifient les conditions qui correspondent à (7), (8) et (9) en
vertu de (i3). De plus F satisfera aux inégalités transformées de (s i )
et (12); ces inégalités joueront un rôle essentiel dans notre démons-
tration.

Or le système (ï4) peut être résolu par approximations successives
de la façon suivante : Posons tout d'abord (les chemins d^ntégration
seront bien lot fixés)

C dt - t/ v i î dt - t
M^)== / -r =Iog-;

' { , v '0
a,( / )=--ao, M^)== / T^10^

t/ fy <
puis

y•l=y'^Jr•f: [^0?(P-0» Q+^(P-0^)]^^Jo

^^ f / I^F(^^•~^^^;

d'une ia<;on généralet ayant calculé a,̂  et ^, on déiïaira a^^( et y.^^
par les formules

( 1 6 )
^o-+- / [^ ^C^» ^) + ̂ (^î /)] ̂

i/o
^,/+i == ^o-+- / [^ 9(^" /) + ̂ {y'ni

r1 ï +-F(^, a^i—^ ^) /,
^-+-1— f ——————-.——————"*-

^/o w

Pour établir la convergence de ces approximations, nous ferons en
sorte que les transformées de (7), (8), (9), (n) et (12) par (i3)
soient vérifiées quand on y remplacera ([x, a) par l'un quelconque des
couples (;^, a^.,); en particulier, cela devra avoir lieu pour n == o,
et, dans ce cas, nous procéderons de telle sorte que (7), (8) et (9)
soient encore vérifiées quand on y remplacera T] par -• De plus, les
intégrales qui d o n n e n t a^., doivent avoir un sens; or, p o u r / 2 = = o ,
ceci exige qu ' i l existe un nombre réel co, inférieur a i , et tel que sur
le chemin d'intégration l'expression

(17) ^:n^(/)]
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soit bornée supérieurement en module. Il faudra donc, avant touty
examiner les diverses conditions précédentes.

11. Commençons par la dernière qui nous fournira une première
indication générale sur la forme de nos chemins d'intégration ©. Si $
n'est pas nul, il en est de même des racines /^ et h^ de P(X) == o, et
Fon tire de (i3)

(,8) ^_ I ^+ I -^
' / À 2 \ÀI Aa/

ri i / i i M , / 7 " r i \ / 1 r v ,== — — - 7- + 7- ch s p. + i / c~ — -— — — — ) sh su,.
|_}.o 2 \ A i A a / J • y V.o ^i7 V-o ^27 *

Pour que (17) soit bornée en module, il suffira donc qu'il en soit de
même des expressions

fW / f \ fa)

f(-) ch,̂ ,
^o Vo/ r/ jsi^T

Kr^r)^^11^0^0^4^^^-4 '^^^0^14-^^? f^ ——2 \/ii /ia/ L\"o/ s J

et

\/(ÀQ^/i i )(} .o—/u) ^sh.?^o
^0 ^/Â^;

,________________________________________ /f'» / / \ (x) eï-i c f »
= \/4 (a + b + c + d + i) (^o - Ai ) Oo - AO -0- (- ) —^^.

^O \ t'O/ •9

Posons
^^-./•ô16 (r et 6 réels),

puisque [Ç )ç11 doit être borné (n° 10), il nous suffira d'écrire

/ /" \ tôG,) ^^x^
où J est borné et où 7.(p-) désigne le plus grand des modules des trois
nombres

, / i , ^a\2 i ,
ch.?^, ( - sh -̂  , - sh ,îu ;

* y a / s i '

(17) sera alors certainement de module borné. Pour simplifier la dis-
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cussion, nous ferons encore le changement (le variable
tT=lo^-( 1 9 )

i donne ^o== T), et nous poserons enfin

T = u ̂ r, s = c ̂ '8,

(qu

où tous les nouveaux symboles sont réels. On trouve alors aisément

sh.îfJ.o _ v/sli2) ^Cos(y 4-o)] 4- s i n ^ f ^ t ' si 11(7-h ô}|
{20) ——•-—— — ————-—————————————————————-—————————————

sh | u v cos ( y -4- 0 ) 1
< —————y————— '+- / /?

( 2 1 )

sh2 .î/j.0

L sb2!".^ cos (y + o)1 -+-sin2f^sin(7-4-o)1;;'' I- 2 J L ':î J
i , „ z^t7 , ^ . | ii^

<^ s h 2 |T- c o s ( / / + o )J- h^ y
r^7 / -xi^cos(y+o)J

(22) J chsp.o ] === \ /sb2[^^rcos(y 4- ë)] 4- cos*^/^' s i ï i ( 7 •4- ^)]
-< sh [ ^p cos (y 4- o) 1 + i.

, .̂ \ («>
Des lors, pour que ( — ) /(^) i*Gste borné, nous imposerons d'abordV"o/

la même condition à ir e^0^ ; il faudra donc que, dans le plan (^),
notre chemin d'intégration a tende vers o au moins aussi vite que la
spirale
(a3) r=:A6r^

où A est borné. De plus, il faudra encore que, lorsque u croît indéll-
niment (cosy étant négatif), l'expression

(24) y == ^^T811!^^-0^^4-^!

reste bornée. Or, ceci exige tout d'abord qu'on ait

(20) &) cosy± (^cos(y 4" ô)^o.

Figurons en M, AL.i et M, Çfig. i) les points qui ont respectivement
Ann. Éc. Norni., (3), XXXIV. •— SEPTEMBRE 1917- 33
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pouraffixes.çco"1, ^o-r '--i et ̂ co^+î;^ n'étant, donné que par son carré,
nous avons le droit de supposer ̂ ( — ) ^o. En conséquence, les argu-
ments des trois nombres précédents (qui sont respectivement à, v ^

^TTet v^) seront compris entre o et7c. Posons en out re y, == ^— — v ;
Yi sera encore compris entre o et TC. Cela étant (25) se décomposera
dans les deux condit ions

(FOU

(26)

ces (y -î- ̂ ) 5 o 5 cos (y 4- ̂  ),

^yi^i.

Il existe ainsi sur le segment M ^ M ^ un point N tel que ON fasse

avec la direction positive (o, î ) un angle y^ ; et l'on a, de plus,

<2-) |cos(y + o)| .^ MN
cosy UM-^^-
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Et maintenant, nous pouvons indiquer l 'allure générale du chemin 3,
et fixer le nombre co qui lui correspond. En effet, figurons dans le
plan (T) (Jîg\ 2), le-u droites OA, et O-L, d 'arguments ^ — ^ et
3"~'— — v.^ ; la condition (26) signifie que le rayon vecteur OA mené de 0

à uu point quelconque du chemin ©, transformé de © par (19), f in i t
par rester intérieur (au sens large) au secteur AjOA^. Mais l 'amplitude
de ce secteur croît avec œ qui, d'autre part, est assujet t i à la seule
restricîion C J L ) < < I . Appelons alors S le secteur A ^ O A ^ obtenu en rem-
plaçant co par i — y] dans les constructions précédentes; il nous sera
loisible de prendre pour 3 un rayon quelconque de S (sauf à le
modifier si c'est nécessaire; cf. n° 18). Observons d'ailleurs que S
existera toujours si s est complexe; et si s tend vers une valeur réelle,
S s'évanouira ou comprendra tout le demi-plan T/F/r, défini par
H(T)<; o, su ivant que s2 tendra vers une valeur S ou < i ; a insi donc,
lorsque s est réel, il ne saurait exister de secteur S (et , par suite, de
chemin 3) que si l'on a ^<^ i.

Reste à fixer ou. Pour cela, supposons d'abord |^| borné inféjrikmre-
ment, soit \s [ === v ̂ > T] ; dans cette hypothèse, nous prendrons

ces (y -h ^'j(28) G)=-:^ cosy

quant i té au plus égale à i — T], d'après (27) ; œ étant a insi fixé sur OA (1),
on aura évidemment

i i
" ïv 2 -n

et y tendra vers i : 2^ par valeurs croissantes. D'ailleurs, on aboutirait
à des conclusions analogues pour les expressions (21) et (22), en sorte
que T décrivant OA, (17) restera bornée supérieurement (2) (et inté-
rieurement, sauf pour o> == o).

( 1 ) L'étude de celle correspondance sera reprise et développée dans la troisième Parlie*
( 2 ) On constaterait aisément que la borne supérieure de (17) a pour expression

L^ ( ï ^ -{-BgY où BI et Bg sont indépendants de | À o | et -/].'̂  \ | AO | / -
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Considérons maintenant le cas où l'on a H<y]. Observons tout
d'abord que, pour,? = o, (î8) n'est plus valable; A-' est alors un poly-
nôme du seco-nd degré (au plus) en ^; jX-' | devient donc infini de
l'ordre de (log^r-1)2 (au plus). La substitution de cette expression
à (r^Y n'apporterait d'ailleurs aucune modification essentielle aux
calculs qui vont suivre. Supposons enfin O<.?$Y]; dans ce cas, on

(
f /' \(0

remplacerait le facteur -1 j par

(29)
i-f-

'r,Y \r^
r j sco

ce qui n'introduirait dans la discussion que des complications d'écri-
ture, complications d'ailleurs inévitables si l'on veut être assuré que le
domaine de convergence de nos approximations (délimité par le
nombre Bo du n° 19) ne tend pas vers zéro avec \s\.

12. Revenons maintenant aux inégalités (7), (8), (9); nous allons
exprimer d'abord qu'elles sont satisfaites quand on y remplace \ par
À[^(r)]sEEÀ°(^), a — a^ par une expression de l'ordre de t1^ et T]
par ^- En effet, pour [ t \ suffisamment petit, (7) sera sûrement vérifiée
puisque (17) est bornée. Passons à (9); nous l'écrirons sous la forme

, (oiV-/

(3o) t. , w — — — - < ? (,/=-r,o,0
/•^- l--- l-Vi--^ l a

' [.7. hj \7. h,,

(qui' suppose s ^ o ' ) . D'après les résuUats du n0 11, cette inégalité
sera vérifiée pour 1 1 \ suffisamment petit, à condition que

(3i) i.v^--1-'hj {•}. h,,^ h, \~}. h

soit borné intérieurement. Prenons cette borne égale à t}; il faudra
d'abord que Ag vérifie cette condition. Puis supposons toujours
^(ou /<,) 7^0 avec Â ( = ^ A _ > ; on peut alors remplacer la limite infé-
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rieure de (ï3) par/^ ; soit ̂  l 'une quelconque des valeurs (à partie
réelle négative) prises par l'intégrale; on trouve aisément

Or, pour C < < i , les régions du plan (/s) pour lesquelles on a
| sÏiz | < G sont intérieures à des cercles, de centres z = k^i (k entier)
et de rayon 7r—. Supposons donc ( ^ )

/ ._> v 2 y'/)
(^) -———ï———^;

1 1
ir^j,

dans le plan (T) f igurons les cercles (y/,) dont les centres (fîg' 3)
sont les points

— __ /• j- ^
/ / / ,—/<i±:——— ( / <==€ ) , 1 , 2 , ...),

et dont les rayons sont égaux à

(33)

en vertu de (32), ces cercles seront tous extérieurs les uns aux autres.
Ceci posé, assujettissons le chemin e à ne pénétrer dans aucun des
cercles (""pO; en vertu de ce qui précède, l'expression (3i), où A est
remplacé par A°(^), sera supérieure à •/]; la condition (3o) sera donc
vérifiée relativement à ^°(^) pour \t suffisamment petit (2).

13. Supposons maintenant que (32) cesse d^être vérifiée et exami-
nons d^abord le cas où \s\ est borné inférieurement; les points/^ et/^>
seront donc très voisins. Cherchons alors les conditions pour qu'il en
soit ainsi. Pour que (5) admette une racine double h, il faut et il

( 1 ) Au n"41, nous serons amenés à imposer une nouvelle limilalion au premier membre
de (3-2).

( 2 ) Sa borne supérieure ne dépend que de f\.
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suffit: que l'on ai t s= ^^ en posant

(34) a --- ± ̂ 4 (a-+- b - } - c - } - d - ^ ï ) ± y/.i b •+- ï ,

et ^ sera donné par l 'équation ( ' )

4 (a -4-^4- c -h f/4- ï ) — :0;
4 / ^ 4 - f
( A - i ) 2

donc, pour que /^^ et Àj soient très voisins, il faut et il suffî t que \s— o-)
soit très petit. Or, pour C;>i, les points du plan (;s) qu i vérif ient
l 'inégalité j sh^ <C sont in té r ieurs à une bande indéf in ie ^/, limitée
par deux parallèles à l'axe imaginaire, d'abscisses ± log(C+ ^(P+ï).
Dans le plan (T), la bande id, analogue à il1)', admet, comme axe de

Fig. 3.

symétrie la droite lieu des points /^; il existe donc dans le secteur S^
deux régions indéfinies S^ (limitée parA.O, 00^ 0^) et S, (limitée
par D^O^, O^Aa), séparées l'une de l'autre par une portion I), Oi, OUK
de la bande a)l; et à l ' intérieur de S^ et S^, (9) sera vérifiée par A0^).

( 1 ) On précisera pins loin (n0 â3} la correspondance entre les racines de celle équa-
lion et les valears de cr.
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Que se passe-t-il lorsque /z, — h^ tend vers o? Pour mieux le voir,
appelons t celle des deux racines de l'équation

s2^-
/h h.

qui tend vers o avec //, — /^; on trouvera sans p e i n e

(35)
.^( / .o—Ai)

^i^(i+02

o,-^)]7] ?v
remplaçons [j. par [j.o et nous en déduirons que lorsque *( tend vers o,
l 'une des droites frontières 0[D[ de la bande ill tend vers une posit ion
limite bien déterminée (1), O ( D I (le long de laquelle e2^ sera de
l'ordre de T]). Au contraire, l 'autre droite frontière O^D', s'éloigne
indéf in iment ; à la l imite, pour ^==07, la bande ijl sera devenue un
secteur i n d é f i n i S, l imité par O ï D i et O ^ A a , et à l ' intérieur duquel (9)
n'est plus nécessairement satisfaite p o u r À = = À ° ( ^ ) et ( T | très grand.

14. Pour le moment, nous pourrions nous suffire d'avoir vérifié
l ' inégal i té (9) dans la région S[ (limitée parA,0 , 00, et O ^ D i ) ^ tou-

F^. 4.

tefois, en vue d'une application qui se présentera dans la troisième

(1) On rôviendra sur ce point, avec plus de détails, au n° 54, p. 33ï et 333.
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Partie, nous allons étendre le domaine dans lequel l'inégalité (9) est
applicable (en supposant toujours ^ — c r = o ) . Soit S le secteur
(appartenant à S) lieu des rayons 0,A tels que les nombres co qui leur
correspondent, d'après le n° 11, soient <-(1); on aura, dans S,
j^^ j ==y(^-iy<*> ^>^ avec/=^ o, et l'inégalité étant vérifiée pour r
assez peti t ; par suite, sous cette condition l'inégalité (3o), ou (9),
sera encore vérifiée dans S (relativement à ̂ ) (2).

15. Une discussion exactement analogue s'appliquerait à l'inéga-
lité (8); toutes les fonctions a^(/) que nous aurons à substituer
dans (8) rempliront la condition

W l^—a^L/-1-^

où L est borné (3). Dès lors, les conclusions précédentes subsistent
encore; et, pour h, == h^ l'inégalité 5co < i assure la validité de (<S)
à Pintérieurde S.

16. Dans tout ce qui précède, j'ai supposé s^o; mais l'hypothèse
contraire n'introduit aucune difficulté ( 4 ) ; ainsi, dans le cas où
h^=o^h.^ on montrerait (5) sans peine que les inégalités (8) e t (q)
sont vérifiées, relativement à À°(^), pour J T | assez grand. De même,
on étendrait encore les résultats des n08 12-1:) au cas où l'on aurait
À.^o^/^).

(1) Cette limitation est introduite en vue d'une démonstration ultérieure (n0 20).
(2) On aperçoit immédiatement comment s'opère le passage à la limite : pour 1 //, — /u |

1res petit et 5(o < r , les conditions (9) sont vérifiées (relativement à Xo) non seulement
dans les régions S\ et Sg (fg. 3), mais dans deux portions de ̂  limitées respectivement
par deux lignes Fi, Fa; / / i—// , tendant verso, l'extension de S, dans la région 2' limitée
par O^DI et Fi finit par gagner tout le secteur 2.

(3) Sa borne supérieure ne dépendant que de Y].
(4) On constatera, par exemple, que y tendant vers o, tous les cercles (7/,\ sauf -uii

seul, s'éloignent de plus en plus, et à la limite, s'évanouissent à l'Infini. On voit donc
disparaître une source de complications.

(5) On peut le voir directement, ou se servir de Inéquation (35). en faisant tendre ,s-
vers o.

(6) Ce cas ne saurait d'ailleurs se présenter que pour les équations (VI) où Ton a
4(^-4-^-4-04-^-1-1) = = = 4 < î » - h i .
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En résume, les inégalités (7), (8), (9) seront vérifiées, dans les
régions du plan (T) sus-indiquées, par les fonctions X°(^ ) et a(Y)
[cette dernière satisfaisant à (36)|. Nous allons montrer qu'il en est
de même si l'on remplace 7\. par l 'une quelconque des fonct ions \,(^)
correspondant aux fonctions y',i(t) que nous aurons à envisager au
cours de nos approximations.

17. Observons tout d'abord que, pour [ z [ <; i, on a | ;r-1 shs | << 2

et | c h ^ | < < 2 ; d\)ù, pour
tités ( 1 ) \s\-t ^r-1 et T ,

P--

chsp — cli.s-^.
(37) <2

X |^~ [J.\ < °-'/(^) [ 2 +

i n f é r i e u r à la plus petite des quan-

1 1 sliit̂ ril̂  1
-}- ——————:———cll-S'p j

>< l [j. — fjj < 6 %(^.) | [j. — ^ |,

oùy^([x) estdéfini comme au n0 11; d'ailleurs on voit aisément que
les calculs effectués précédemment pour limiter %(;^) restent encore
valables si l'on astreint en outre y,((^) à être au moins égal à (slup[,
ce qui permet d'écrire

(38) sh^.~sh^ ^ o^cl.s-^4-|^-^)|sh^ajx|p:~p.|

<8%(^ ) | ^—^| .

Remarquons en passant que (37) et (38) entraînent la conséquence
suivante : p o u r j ^ — ^ j inférieur à la plus petite des deux quan-
tités —, — et ——) on al6 I Ô P I 2 C -

•<

(39) ^Z^^Z^)^^)'

relations que nous utiliserons bientôt. Revenons maintenant à (ï8);

(») Rappelons que l'hypothèse faite sur ao [n0 8, p. 2.5 ï , rioteO)]entraîne comme con-
séquence que t/-1 est borné inférieurement.

34An.n, Éc, ^orm., (3), XXXÏV, — SEPTEMBRE 1917.
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nous pouvons écrire (en désignant par X la valeur correspondant à ;j.

i
},

i
)

< .ç2

À

^

— —— ^ ^ « ,-̂ -

0

à \/a+ ô -{- c

- & -4- C* -h ̂  -+- I ) -4

. / / y
^ ; y ." v ^ "y '^u ^o / < a /- . • 1

4 ^ + i — ^
2

/) Wï /l. \

^•0

x

X

eh

sh

.̂ .

^p.

— ch s p.
.s-'̂

— sli s p.
s

(4o)

<G7.W\lJ'-ÎJ'^
en posant

G , | ^ À o | 4-(ï2|^|
1 ^ . 0

• ̂  1 ^2 - ('̂

où les G^- sont des nombres positifs bornés ( indépendants de Y] et ?^).
Or la relation (4^) permet de vérifier notre assertion; en effet, on t ï ,
par exemple,

(40

et nous verrons que les |^~ [A() sont bornés; p o u r r assez petit, le
second membre de (4i) sera donc inférieur à T]. On vérifierait de
même que (8) et (9) sont encore valables (' ) pour À == X^.

Enfin, les relations (SQ) et (4o) vont nous permettre de transformer
les inégalités (n) et (12)5 de façon à les rendre immédiatement utili-
sables pour la démonstration de convergence qui va suivre. Supposons
tout d'abord que T n'appartienne pas aux régions £ ou S' ( 2) ; les
quantités f^ et /a sont alors respectivement de l'ordre de yp1 et Yp2;
et l'on peut écrire,

(42)

avec

|F(p.o, a i—ao , t)\ < A | a i — a o [ - 4 - B r (

A, = Ar/r-1, B = BiYî- 21 ^o |-14- BaYr2,

A,, B,, B^ étant des nombres positifs bornés ( 3 ) (indépendants de Y]

(1) A condition de prendre 5œ < i si T appartient aux régions S ou ? (iwr la noie
suivante). • -

( 2 ) La région S' est définie à la note (2) de la page 264.
(3) On. ne confondra pas ces coefficients avec ceux des formules (n) et ( i%); pour

déterminer les exposants de r^ dans les expressions de ces coefficients, on se reportera
à la note f2) de la pag^ 2159 (n0 H). .
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et)^). On aurait de même
(43) |F(^,^i,i—^oî t) --F(;j.«-i, a/,— Oo, ^ ) î

; / » • \ 00 / /• \ (0 )
< C|a/ , -ao| — -4-Dr -^ |^-^-il-4-E|^-M—^[,

\ ^'o / \ r / )
avec

C = 1 7 . 0 1 -l rr3 j CJ ,92 ).o 1 + C, | >.o 1 + Cs 1 ^ 2 1 -^ C, ;,
î ) -=-. | À,1 \rr3 i T), | ̂ .o | -h Ds | \ | + D;< | ̂  | +1), :,

où les derniers coefficients (') C, ..., E. sont encore bornés.
On établirait sans peine que (42) et (43) sont toujours valables pour

^ = = 0 (3); pour | ^ — c r | très petit, ou nul, (4^) et (43) seraient en
défaut si ï appartenait à S', ou S; mais alors, en se reportant aux
n0514 et 15 et à la définition de /^ et /,, on verrait que les inégalités
précédentes peuvent encore être employées, à condition que A, B, E

(». \ 2(ri / »• \ ••(«>

soient mul t ip l iés par -^j 3 et G, D par ( — j *
Arrivons enfin aux formules (i5); nous pouvons écrire, dans tous

les cas, à l 'intérieur de tout le secteur S,

(44) |9(^)|<M(^y\ ^(^^)<N(^)^

l 1?(^^) -y^i^K^^)' \lJ•^-[J•n-A.
W) r,v.

[ I^(/^^)-^(^-x^)l<0^) l^-^-il,

où M et N d'une part, P et Q d'autre part, sont des nombres positifs
de la même structure que BT] et C7]2 respectivement.

18. Nous pouvons préciser maintenant la forme de nos chemins
d'intégration 3'. Nous épuiserons certainement Tétude de l'intégrale
dans S en prenant successivement comme chemins "e des rayons rec-
tilignes quelconques, issus de 0 et appartenant à S. Quand ces

(1) Voir la noie ( 3) de la page précédente.
(2) Pour | s\ très petit (ou nul), on remplacerait (^)tô pa^ l'expression (29) ou par
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rayons pénétreront dans des cercles (y/c)? nous remplacerons le seg-
ment de €? intérieur à (y/;) par le plus petit des arcs de (y/^.) admettant
les mêmes extrémités.

A l'exemple de M. Pierre Bouiroux (^j 'appellerai caractéristique
de l'équation (VI) toute branche d'intégrale de (VI), poursuivie dans
le plan (T) le long d'un segment rectiligne OA issu de 0 et répondant
à des conditions initiales déterminées; j'appellerai caractéristiques de
première espèce, les caractéristiques satisfaisant aux conditions du n° 8
et provenant des approximations du n° 10. Ceci suppose implicite-
ment que l'on conserve la même dénomination à la même intégrale,
poursuivie dans le plan (^), le long du chemin correspondant à OA;
il ne saurait en résulter, évidemment, aucune confusion.

Or, dans le plan (<?), les transformés des chemins s par la substi-
tution (19) sont des spirales logarithmiques e, déformées au besoin
de façon à contourner les domaines (y^) correspondant aux cercles (^),
domaines qu'il est évidemment loisible de supposer li-mités par des
circonférences. Admettons (2) que le rayon indéfini OA ne pénètre
dans aucun des cercles (y/0; nous pourrons le prendre comme
chemin e, et un arc quelconque ^^> de la spirale e donnera lieu à
l'inégalité

arc/i^ _ i
ri— /•a ces 7 (/•,== |^ | ,7^== ] ^ | ) ;

en conséquence, pour tous les rayons appartenant à un même secteur
[et ne pénétrant pas dans les (y/c)], on peut écrire

(46; ^^l<^
f'ï — rt!.

/ étant un nombre positif borné ne dépendant que du secteur.

19. Je vais établir maintenant la convergence des approximations

(1) Leçons sur les fonctions définies par Les équations différentielles du premierorrire,
Paris, Gauthier-Villars, 1908, p. 58.—^<w aussi P.BOUÏROTJX, Ann. se. Éc, Norm, sup.,
azérie, t. XXV,i 908, p. 3-22. ; ,

(2) Nous étudierons le cas opposé au n° 21. ;
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du n° 10; je supposerai, bien entendu, que "3 ne pénètre ni dans les
cercles (y/J, n i dans les secteurs S', ou S, s'ils existent. Nous pour-
rons donc écrire, en vertu de (44) et (46),

a i — a o | < / ( M | a o | 4 - N ) f f^dr^Hz,

en posant
H= _L-(M|a, |+N),

i — r» )

(35) est donc vérifiée pour n = i. Et, en vertu de (4^)» il v iendra de
même

|^-/.,| < / /"""l^^-^-^^l^^^" [AHi + Bf^)'"] <//•= Ks',

en posant
K ^ _ ^ _ ( A H + B ) ,

Ê/=/•o—Ê=/••;; l)(r;^(t•)-^'f•()),

et, à l'aide de (4o)? on vérifierait aisément que, pour y\ suffisamment
petit, l'inégalité (7) est encore satisfaite par À, = 'À[p^ (t)\.

En général, supposons que nous ayons obtenu pour les n premières
valeurs de l ' indice

( 47 ) 1 ^/-H - ^-1 < H ( ̂ 'o ̂  ̂  1 ̂ -+i — ^y 1 < K ( l c / ^ Y eS

y ne dépendant ni dey, ni de r^ et l; nous allons montrer que ces iné-
galités, évidentes pou ry=o , subsistent encore p o u r y = = n + i , et ,
du même coup, nous obtiendrons la valeur de q.

Observons d'abord que pour ro<(2/y)~1, les relations (47) en-
traînent

\ i < % / 4 - i — ^ o | < l ^ i— ^ol . [ ï "4-^•o-^..•+(^ /•o) /]< 2 [ ^ — a J < 2 Ï i £ ,(48) h^-p.oi <^^
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de sorte que pour r^ < —-=, on aura
a\/GJK

^ n ? ) 1 ̂  - ̂  1 < 2 G'̂  ̂ / < 2 GJ.K /^ < ^,
r!
y

et, par suite, d'après (4i), \=A[^(£)] satisfera à l'inégalité (7);
il en serait de même des inégalités (36), ou (8) et (9). On pourra.
donc se servir de la relation (43) qu i , appliquée à (16), donne

|a^i—a// f ; (^—^_09(^ , t ) -+. a,^[o(^, / ) — cp(^_i, <?)]

+(H^» ^ ) — ^ ( ^ . - i ^ ) j ^

< /MH^ro)""1 ( £ ( ^ y ^ r + / [ P ( | a o | + 2 H £ ) +
t / ' n V 7 /

Q;

xK(lqr^f -.'(^Ydr;
*- o \ /

mais on a s^rg et E'^T-o; il viendra donc

(49) a,,,t-o:,,)<H^.(/r//-o)"£,

en.posant
(50) y , ^ M _ + [ P ( j ^ [ _ ^ . 2 H , , ^ ^ Q J ^

1 1 ( 1 - . , )

De même, en se servant de (43), on trouvera

| ,v-,̂ i — ̂  j = /" ' ̂ . ^-M—O^ 0 - F(f^.,, «„- a^ ^) ^^

d'où

(50

en posant

(32)

/(2CH+l))K(^o)"-' ( 's'Wdr+im^^r,)" ( " " ' - d r ;</(2C:
v r \ / / r/ J',. f

fJ./,+-i — p./, | < K 22 ( ̂ /'o )^ s',

_2CH_+ .D ' /.EH<7i
</9 -«,_ —————————, -4- -——————L..-» .
/' î — ( . ) K ^ i — ^ )
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Or, prenons pour y le plus grand des deux nombres positifs ̂  et ̂
définis par(5o) et (Sa); les relations (49) et (5i) montrent aussitôt
que les inégalités (47) sont encore vraies pour j == n; elles sont donc
vérifiées quel que soit n. En conséquence, sur le chemin 3 (limité au
poinUo. <le module r^), les deux séries

(53) a(0= ^o-+- (ai— ao) -4-. . .+(0^1— ao)+. ..,

^) =^04-(^.i--^)-+-...-h (^+-i--^o)+. ..

sont absolument et uniformément convergentes (par rapport a l),
lorsque r^ a été choisi suffisamment petit,de façon que soient vérifiées
toutes les conditions énoncées au cours de cette discussion. La borne
supérieure R^, ainsi imposée à r^ est de la forme

(54) • Ho=Hor j - |Ào| ,

1̂  étant indépendant de Y] et Àç, et m étant un nombre positif qu'on
limiterai t aisément ( ( ) (et, en outre, r^ devra être inférieur à un
nombre posit if fixe plus petit que i).

La convergence des séries (53) étant uniforme par rapport à t, un
raisonnement classique montre aussitôt que leurs sommes a(^) et [i.(t)
vérifient les équations (i4); a(^) et ^[^{t}\ satisfont donc au sys-
tème (i). Or on peut faire croître indéfiniment l'indice dans les équa-
tions (48), ce qui donnera à la limite

(53) [ |a(0-aol<2Hc=:2Î l / t^y )

et -
|^)—P^)I= ^)-log-^ <2K£ /=^K^ro-/ /^Y t )1.

'o L \ / / J

La première de ces relations montre que, t tendant vers zéro, a tend
vers a^; la seconde que, t tendant vers ^, \\\s.(t)\ tend vers X^; de

( l ) La convergence des approximations n'est donc assurée que pour | f^1 ( suffisam-
ment petit, ce qui légitime la restriction X o ^ o que nous nous sommes imposée. Nous
verrons d'ailleurs, dans la troisième Partie, comment on peut lever cette restrictîon et
définir des intégrales s'annulant au point /o- Observons enfin qu'il résulte de la discussion
précédente [et, notamment, de la formule (52)] que Ko tend vers o avec i — c o .
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plus, il résulte de cette même relation que [^(t), et par sui te À [ a(/) |,
ne peut se réduire à une constante; enfin, on déduit de cette relation
et de (4o) que t^ : A(\a(/)] reste borné en module. En défini t ive, la
fonction X(^ )==X[a( / ) j est une intégrale de (VI) qui, en même temps
que oc(/), satisfait à toutes les condi t ions du n° 8; c'est donc bien la
caractéristique de première espèce que nous avions en vue. Nous
dirons qu'elle est du type général, par opposition aux caractéristiques
du type exceptionnel que nous définirons bientôt.

20. Nous allons lever maintenant les restrictions que nous nous
sommes imposées rela t ivement au chemin d'intégration. Supposons
d'abord que 3 pénètre dans S ou IV; la seule modification qu' i l faut
apporter à nos inégalités fondamentales consiste à multiplier, dans

/>» \2(.) / ,, \4(ri

ces inégalités, A, B, E par (^j , G et D par ( ^) (n° 17, p. 267).
Or, il suffit de reprendre les calculs du 11° 19, en tenant compte de la
condit ion 5co<^i que doi t remplir co (n0 14), pour constater que nos
approximat ions convergent encore dans S on S".

21. Le cas des cercles (y/,) est plus compliqué; nous étudierons
bientô t l 'intégrale à l'intérieur de ces cercles. Pour le moment , nous
allons étendre la démonstration de convergence au cas, pr imit ivement
exclu ( n° 18), où 3 comprend un arc d'une circonférence (Y/() : dans
ce cas, le rapport arc/^ : i\—/^ peut deveni r infini pour deux
points / i et t^ de cet arc, et la démonstration du n° 19 devient inappli-
cable.

Précisons d'abord la définition des cercles (y/r). Soit <?/, le po in t du
plan (f) qui correspond à /^ par la transformation (19); on a

(S6) t—t^t^^—i}.

Or supposons Y] choisi assez petit, de façon à vérifier l'inégalité

4^< ^-~^)|;
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en vertu de (33) le rayon ( { ) Ç de (y/J sera intérieur à^ cela étant,
(56) montre que, lorsque T est situé à l ' intérieur ou sur la.circonfé-'
renée de (y/J, t sera intér ieur à un cercle de centre t^ de rayon
^ j ^ p C == 27•7,tC<^-/J^ c'est ce cercle, auquel l'origine est sûrement
extérieure (au sens strict), que nous prendrons pour (y/c). Ceci posé,
appelons ^ et^ les extrémités de l'arc de la spirale a intérieur à (y/c),
et soit .yMa longueur de cet arc. A cet arc nous substituerons, comme
chemin d'intégration de nos approximations, le plus petit des arcs
de (y/c) ayant ^ et ^ comme extrémités; soient a' la longueur de ce
dernier arc et c la longueur de la corde t^ ̂ . II vient alors, en intégrant
successivement sur la spirale, puis sur le cercle

/* /,. \ (»> /» / f \ <•>-ji'^)-"•> ï-^fë)'
. /v^v0 / '^7r c ^v"
^XÀT) "^^[T^^^) î

d'où
^ r.^+^Y r. ^3<^3^
T<^Trïç; < 2 " x o <T

Et de cette inégalité on déduit aisément.que, sur tout chemin a com-
prenant un arc des cercles (y/,), on a encore le droit de conserver les
bornes supérieures obtenues pour les quadratures du n° 19, à con-
dition toutefois de multiplier le facteur / qui y figure par le rapport -^L

Ainsi, pour connaître les valeurs de X(z) et de a(^) dans tout le sec-
teur S, il ne nous reste plus qu'à les calculer en un point quelconque,
intérieur aux cercles (y/^); c'est ce dernier calcul que nous allons
effectuer.

22. Je dis tout d'abord que, pour | /o | suffisamment petit, X(/) est
holomorphe (:r) à l'intérieur de (y/,). En efïel, supposons que X(^)

(1) on ne confondra pas cette notation avec celle qui figure au n° 13.
( 2 ) Ceci suppose toutefois /q1 •^ o ou a -h b-}-c -j-^-f-i ̂  o, Dans le cas opposé, on

ferait une démonstration analogue à celle qui va suivre pour la fonction A = ^—p par

Ann. Éc. Nonn., (3), XXXIV. — SEPTEMBRE 1 9 1 7 . 35
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présente un pôle î = -: a l ' i n t é r i e u r de (^), et soit .̂  un chemin de
longueur finie joignant T a un point ^ de (77,) où A prend une valeur À <
(vois ine de A,) . Admettons d'abord que, le lon^' de .̂  on ait constam-
ment | 2X |^>[ / / J ; pour ( ^ j assez pet i t , l ' intégrat ion de la seconde
équation (î) donnera aussitôt

oç.(ï) =: a(/i) -4-/i /^V^ == ^*-4-/i /W-^ -+"/2^

où les /< sont, comme clans tout ce numéro, des nombres de module
borné, quel que soit /•• Or, on démontrera a isément (1) qu^on peut
t^-ujours trouver une constante ao (el le que la caractéristique définie
par les conditions du n° 8, avec (2) a(o) == a<,, A('-:) = ce, vérifie la
relation a(T)=-a( 'T); cette caractéristique appartiendra donc à la
même intégrale que notre caractéristique pr imi t ive (3 ), et elle donnera
lieu à une égalité de la forme

f ^__ =: T(^) -T(T) + ̂ 0 - ̂ W - |Ï;(T) -^Ml =/3V^^/4^.
t /^ A V Ï ' ^ ^ ) '

Or, je dis qu'une telle égalité est impossible pour T] et /'o îissez petits ;
en effet, d'après ce qui précède, et en vertu de (^ t)) , on peut écrire

^•=L y.y -+-/i r/, V'YJ -i" (72 4-/;,) c,

de sorte que, pour Y] et r^ assez petits, A, est aussi voisin qu'on veut
d'une des racines h\, 7^ de P(^) ==o. Le premier membre de notre

excmipïe. De plus, le raisonnement qui va suivre suppose implicitement //î y- o (donc s~^o);
mais îa remarque faite au n° 10 [note (4) de la page 264] légitime.immédiatement cette
hypothèse.

C) À cet effet, on procédera comme pour établir les relations (62) du numéro suivant,

et l'on aboutira ainsi à la relation -7— — î -o^s, où y^\ est borné; puis, Fon
(7S(.Q

observera que sous les hypothèses actuelles, et grûce à l'inégalité précédente, réquatiors
a (T. ao )=== a (ï) possède certainement une solution et une sottie» ao.

< ' 2 ) Oni a surmonté d'un trait tous les symboles se rapportant à la nouvelle caractéris-
tique.

( ; t ) Cette remarque permettrait de conclure à l'égalité ïo== ao; maïs il est plus simple
de faire la démonstration sans nous appuyer sur cette relation.
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égalité est donc arbitrairement voisin de

.s-1 log [ ( V^- \ ̂ ) ( V^+ \/^r1 ] ( 1 ),

tandis que, sous les mêmes conditions, son second membre est arbi-
trairement petit.

Le raisonnement suppose, il est vrai, qu'on a constamment, sur^,
1^1 > ——j mais, s'il n'en était pas ainsi, on appellerait t^ le premier•î
point situé sur ^, à partir de ^, et pour lequel on aurait | XJ == h ;
en raisonnant sur t^ comme tout a l'heure sur T, on montrerait que
l'existence du point ^ est impossible. Ainsi donc, en résumé, pour F,)
et Y] assez petits, X(/) est holomorphe à l ' in tér ieur des (y^) (;i).

C. 0. F. 1).
Dès lors, on peut écrire

•A^/^—r /^-^^{ ) ^j^ —^ •
ou l est un point quelconque, in tér ieur à (v/,); et l'égalité précédente
montre en outre que la valeur A(^), qu'on se proposait de calculer,
est très voisine (3) de h^ (pour r° et Y] très pet i ts) .

23. En résumé, nous venons d'étudier, à l ' in tér ieur de tout un sec-
teur indéf in i S, une caractéristique de première espèce, définie à la
façon du n° 8 par deux données initiales : l 'une, a^, f i n i e ; l'autre, À ^ y
non nul le et vér i f iant l 'inégalité

/ 1 î v î I ̂  -.! [ T . ~ " " ^ ) [ ^ ~ J : J >^
ou, si l'on veut ( / < ) ,

(67) - \^—^i\^f-n

( 1 ) On suppose les déterminations des radicaux choisis d'une façon convenable.
( 2 ) On pourrait encore faire la démonstration en s'appuyant sur des développements

en série analogues à ceux du 11° 54.
(3) En précisant la démonstration qui précède, on serait arrivé ù la même conclusion^,

mais sans pouvoir calculer exactement ta valeur 7^ (s ).
( 4 ) Cette transformation ne serait plus valable pour / / i = = x , mais, dans ce "-cas, on

verrait direclement: qu'il n'y a rien de changé aux résultats suivants. ' '
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(avec / borné et >i), et. une inégalité analogue pour /^. En raison
des conditions imposées à ?^, notre démonstration est soumise à une
double restriction que nous aurons à faire disparaître; dans cette pre-
mière Partie, je me limiterai à montrer comment on peut définir des
caractéristiques qui , pour^==^ , prennent une valeur À(,, voisine deÀ, ,
par exemple (1).

Afin de ne pas interrompre la suite du raisonnement, j'établirai
d'abord une proposition préliminaire. Je dis que, pour |^| suffisam-
ment petit, les séries f53) peuvent être dérivées terme à terme par
rapporta £oy les séries des dérivées représentant les dérivées respec-
tives de a et pi — p-o par rapport à t^.

A cet effet, j'observe d'abord qu'on a, avec les notations du n° 9,

(î? ̂^1==

^
à¥_
()[M

<îF ^ àV,
=-( ï -Q '(i+F, à{y.— ao) '

àV

^(ot --ao) ~ 2
t ' —.JL^ /TJ<

• ^ ( i ~ - / ) ^ r + F Q ^^P(À)^.

En s'appuyant sur los inégalités du n0 19, on déduit de là

(58)

1 ^1 ( [^ O^-M •— ^0, 0 j < A^

1 ^(P'n, .̂-H — 0^ / ) [ < B'5,

^i(^/z? y'n+i— y-o, 0—^i(^-i, a,,—ao, 0 | < C/C/^ro)^,
^2(^, ^-H — ^o. t) — «?2(^-i, ̂  — ao, ^) | < W{ l^r^e

et l'on aurait de mêrne

( r>9)

<^?(^, ^)
ày'n

à^([^ t)

à^

<M'£,/•

<N'2,

^ y ( p « > ^) ^y(^~i, <) < P^lqr,)'1-^^

«n^'o)^1^

^/i ^-i
j^^(^ ,0 <}^(^_,^)
1 Ô^n à\J^-t

( l ) La mélliode cin(»Ioyée cesse d'être valable poiir / / i == //2= // et Xo = = = / / ; et, plus loin
(ii"8 49 el 53) on se rendra compte pourquoi celte lacune ne peut être comblée à l'aido
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et, dans toutes ces inégalités, A", B', ..., Q' désignent des nombres
positifs indépendants de n et r^. Revenons alors aux équat ions (16);
elles donnent

àoco
'àt~o

àjj.o
ôt'Q •'0

puis
ôc/^ àff.Q < __ ( M / 1 ̂  | •+- N7 ) -i = X ̂
6^/0 àtn \ l — 0)

et

^-^ <—— (A^X^B^^+CAH+B).^^! ^+;X£.d^o àt^ \ ï — (-»»

En général, supposons qu'on ait obtenu, pour y = = o , i , . . . , ^ ~ i

^a/+i <)^(60) —^-1---—^-<X^-,v / r / . /•)/.. y ' 1 y * .<^o 6^^
L î ti _ ̂

^^o àt^
<Xy+i^- -+-^.(///r^£;

en s 'appuyant sur (58) et (39)^ on prouverait aisément que les rela-
t ions ((io) sont encore vraies poury == n^ à condition de prendre

X^^X,, ^V^n}r^f\iqr,y\

^n^ï ^X^i+^/'o^ -+-c?'/(^'•o)w1

où a', //, c ' ' , d ' , ff, g ' sont des constantes indépendantes de n et r^ (<).
Or, on vérifiera ces inégalités en prenant

( 6 1 ) ^=Xi(/^ro)72-1, ^^^^^/ro)^1.

ît-condilion que y ' satisfasse aux relations

q^-hZ/X^
^>y, ^^> je^y7 : / ^ ^(^Xt-h^x^+^w^

/ ^i-^'-^

Dès lors» le résultat annoncé est une conséquence immédiate de (60)

des seules ressources do notre théorie des caractéristiques. Le problème à résoudre est
«n de ceux qui relèvent du prolongement deff caractéristiques (cf. n° 55).

( 1 ) L'examen du cas 72=0 montre aussitôt que Fon doit prendre ^C^/',
^Xf-4^. 1 ^
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el (61); et l'on peut affirmer, en outre, que pour |^» [ assez petit, on a

( 6 2 ) / ^ < a j c , £ , ^^-H ^^-^^e.
(/^o ^o

24. Et maintenant , nous pouvons traiter le cas d'exception signalé
plus haut, où (37) n'est pas vérifiée. Soit Ào ^ ln^ valeur satisfaisant
aux inégalités (compatibles pour r\ assez petit)

(63) f'n<r^=.\\—/i,\<'nL;

lorsque Y) est assez petit, la méthode du 11° 19 permet de trouver un
nombre positif R y , tel que pour |^ | ?R(p on puisse calculer une carac-
téristique ^(t) prenant en ^ la valeur X^ (r); /^ vendant cette condi-
tion, appelons T^ une quantité quelconque, mais telle que Ï\, + o'
appartienne à S, w étant une quantité quelconque de module égala i ;
nous allons former une caractéristique A(/ ) qu i , pour T == T(, (2) ,
prendra la valeur À(,, satisfaisant à

(64) P.o- î I <f-n'

Soit To la quant i té (très voisine de T() pour YJ très petit) donnée par

r ' 1 di _ ^
J, ÀV/PTT)'"' '~~ 0 ?h. W P ( Â )

posons encore
7 = To -+- Q'n^ ( avec | Q \ < i ).

D'après (63), on aura

(65) ^^iTe—rl^ri^i ,

ou x est borné; en vertu de la condit ion imposée à T(^ on peut donc
former des caractéristiques prenant en T la valeur A(,. En particulier,
si T = = T o , le point T() jouera pour la caractéristique correspondante
le rôle d'un des points A/, du n0 12, soit À < . Traçons le cercle (yj qui

(1 ) II est'entendu que, dans la suite, ao (•et par suite //i ) conservera une valeur fixe.
(^^C/es fc -à -d i r epour ï^^o^o .
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lu i a été associé; nous savons que si r^ a été pris assez petit |À — / ^ |
est, dans (71)5 de Fordre de Y]; on a donc ( < )
W P.(To)--/ZiI</^

où /^ est borné.
Or, [M étant toujours dé f in i par la relation

r " cû_l ' ^WPO)
(qui est indépendante deTo ou ^), appelons [j-o l<i valeur correspondant
à Â() et [^(T(>) eelle qui correspond à A(Tr» ) ; en vertu de (64) et (66),
on a

(^7) \p^\)-l^\<A\/~r^

où f^ est borné. Cela étant, considérons T comme une variable indé-
pendante, et fa i sons- le varier dans le cercle (F) de centre T^, de

i . . ^ i
rayon yf1. Puis, a u t o u r de T(», décrivons un cercle (C) de rayon y]'1 ; en
vertu de (^")), ces cercles seront extérieurs; de plus, T variant\
dans (F), /^(^) subira des variations de l'ordre de '/j3 au plus; par

—, j.
suite, le cercle y, (r), de rayon proportionnel à T]% restera toujours
in tér ieur à (C). Nous saurons donc calculer ^ et -^ en un point quel-
conque de (G), pendant la variation de ^; et il résulte de (62) que,
sur (C), -^ •+-1 sera de l'ordre de 7*0.Mais, à l ' intérieurde (C), ̂  + I

est une fonction à deux branches; soient <I>, et <I^ ces branches; on
montrerait, comme au n° 22, que ^ -4-$2 et ^^^ ne peuvent avoir
d ' i n f i n i s à l'intérieur de (C) (:i). Par suite, en appliquant l'intégrale
de Caucliy à ces deux fonctions, qui sont holomorphes à l'intérieur
de (C) et de l'ordre de r^ et r; respectivement sur ce cercle, on peut
calculer cr: -4- i en un point quelconque intérieur à (G), et la valeur

( î ) Pour abréger, on a posé À ( T ) s At/o^1 ').
( â ) Du moins, pour ro assez pelit.
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obtenue sera de l'ordre de ro; pour/ 'y assez petit on aura donc

à [ j . (T , }
^ • • ï <^

donc, pour ) T — T,, <; 7)'\ on a toujours

<^(To) ^
^T ' 2 '

Or cette dernière inégalité, rapprochée de (67), et du f a i t que,
JL JL

pour IQ assez petit, on a ̂ f^^'/f, montre que l 'équation

/J.(TO, ï) — [1^0

a une racine T et une seule dans le cercle r : c'est cette racine qu i
nous fournira la caractéristique cherchée.

TYPE EXCEPTIONNEL.

Première sorte.

25. LorsqueFéquation P (A) == o possède une racine double, h, nous
avons défini un secteur S' où l'on peut encore former des caractéris-
tiques (n^ 14 et 20); mais ce secteur, soumis à la restriction 5oj < i ,
n'est pas assez étendu pour l 'étude que nous avons entreprise. Auss i ,
dans le cas actuel, nous allons former un autre développement par
approximations successives qui convergera dans un secteur différent
du premier; les deux secteurs auront d'ailleurs une région commune ,
fait important que nous utiliserons dans la troisième Partie. Les n o u -
velles caractéristiques que nous obtiendrons ainsi seront toujours de la
première espèce; elles seront dites du type exceptionnel, et en outre
de la première sorte, pour les distinguer des caractéristiques de la pre-
mière espèce/du type exceptionnel et de la deuxième sorte que nous
construirons dans le cas, réservé jusqu'ici, où P(X) est iden t iquement
nul.

Précisons d'abord un résultat énoncé au début du n° 13. Appe-
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Ions ( ' ) i\ l'une quelconque des racines de l 'équation fondamentale
déterminante relative au point x = i de l'équation linéaire (E,,) (n° 1 ) ;
et soit de même r^ une racine analogue relative au po in t s ==co; ceci
posé, l'équation P(A) =--= o peut encore s'écrire

('î/^-l- î ) 2 / . + ( 2 / - i —O2-——-^ — ^ = = 0 ;

d'où, par dérivation, la racine double

^(^•+- ! ' l )

2 /•^ 4- l
(68) //

le double signe étant inuti le dans la résolution de l'équation dérivée,
puisque r, et r^ désignent des racines arbitrairement choisies; et
l'on a

(69) ^ -•= cr2 = / i(/"^+ /•i)2;

la correspondance en t re cr et //, énoncée au début du 11° 13, est a ins i
complètement précisée.

Or, je dis d'abord qu'on peut supposer G- ̂  o ; car l'hypothèse ^ = o
entraîne ( ^ À ^ o ; et ce cas n'olfre aucune difficulté. En effet, en
reprenant alors la théorie des caractéristiques du type général, on
trouverait

P(7 ) == (4 b ~\~ i ) À 2 cl, p. v7^^'^ }~l — /^1 -

Or, toutes les expressions ^(j^i, 2, 3) étant de l'ordre de
clo^l, on voit directement que les approximations (16) convergent
alors pour ï 4- r, < 0< ̂  - T] (et r, assez petit).

Ceci posé, nous supposerons d'abord h différent de ï et oc et nous
chercherons les chemins du plan (Ï) pour lesquels \t<3\ tend vers zéro
avec r, cr désignant l 'une quelconque des racines carrées de (69). Pour
cela, posons a^ve1^ où, cette fois, S pourra varier de -^ à -h-^

( ï ) On ne confondra pas ce symbole avec la notation 1 ti |.
( 2 ) Sauf pour ^ / " o o — i = = o, mais alors P ( X ) serait identiquement nui, et ce cas a élc

réservé (.cf. n0 30).
Ann. Éc. Norm., (3) , XXXIV. — SEPT EMU RI: 1 9 1 7 . 00



^82 RENÉ GABNIER.

appelons toujours y l 'argument de ï et posons

(70) ^^.'l^l^;

on aura \ic\ =r r^, et cï devra être >o. Donc, si cr est complexe, h
chacune des déterminations de or correspondra un secteur S< ( i ) l ieu
des points T dont les arguments y sont compris entre ^ -— S et ̂

2

ou en t r e - e t — — S (selon qu'on a sin o<;o ou ^>o); lorsque ^1

sera positif, il faudra donc rejeter pour cr la racine négative. Le sec-
teur Si sera dit secteur exceptionnel; et pour chemin d'intégration a
dans nos approximations ultérieures, nous prendrons la spirale du
plan Cl) qui correspond à l'un quelconque des rayons OA de 1 .̂

26. Cela étant, posons À === h -4- v dans l 'équation (VI) ; elle s'écrira

( 7 1 ) ^+ ' -~ î7 2 -=a l—4•a2^+ ay^-h- ^Y + ^>t if i, i, (,

les a^- étant des fonctions rationnelles de v et /, holomorphes par rap-
port à ces variables lorsqu'elles vérif ient les condi t ions ( ' 2 )

. ^ ( 1 t - i 1 > £, | ̂  4- h \ > £, | '. -4- //. - i | > £,
( ' . h4^-/|>£, | ^ 1 | >£^

où, £ et £' sont deux nombres positifs arbi t ra i rement petits (le pre-
mier <i). Nous allons chercher ma in t enan t des intégrales de (71)
telles que / tendant vers zéro sur e, v et tV tendent aussi vers zéro-
Auparavant, nous ferons deux transformations préliminaires.

Je dis, tout d'abord, que cr n'étant pas un entier (positif), on peut
toujours trouver un polynôme

/ /4 .1

Q(t)-^a,^\

(1) On voit aussitôt que le secteur Ï défini au 11° 13 possède une direction frontière en
commun avec Si et constitue un secteur partiel de Si.

(2) En vertu des hypothèses faites plus haut sur //, ces conditions ont un sens et sont
compatibles avec le fait que v doit tendre vers zéro,
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où q est rentier immédiatement supérieur à ^ — 2 et tel que la fonc-
tion *(, définie par la relation

v+i
( 7 ^ ) r^4-^^

véri t ie une équat ion

(74) Çy4-Ç-^|r=?l^4-^|+i33^+P,? /4-^^=?(Ç^;,0,

d o n t tous les te rmes /sauf le dernier, on t la même forme que ceux
d e ( 7 I ) ( l ) ' , .En effet, taisons dans (71) la transformation (73), en laissant indé-
te rminés les coefficients oy; développons les a; par rapport aux puis-
sances croissantes de t. et écrivons que les coefficients de r1, l\
^ ..., f7"' sont les mêmes dans les deux membres. Les a, devron t
vérif ier un système d 'équat ions l inéaires qui se résoudront de proche
en proche, le coeff icient de aj étante — cr'2 (donc =7^ o).

Si G- est entier, ce q u i exige une relation f^Ça, b, c, d ) === o en t re les
coefficients de (VI), on aura <r== T == y-+- i ; et il sera généralement
impossible de former un polynôme Q(^) répondant à la question. Mais
alors on poserait

^ -h-^ a j t'i + a^, t/l^ log- / ;
/'-= t

et l'on verrait aisément que cr = q -+-1 n 'étant pas nu l , on peut tou-
jours déterminer les a, de façon à ramener (71) à la forme (74); seu-
lement cette fois, les ^j ne sont plus holomorphes en t et v, mais en ^
tïo^i et v. Exceptionnellement , ils seraient holomorphes en t si l'on
avai t a^t = o; mais ceci exigerait une deuxième relat ion

f^a, b^ c, d ) == o.

( r) Les P/ sont .raiionnels en £ et Ç; nous préciserons bientôt à quelles conditions ces
fonctions sont holomorphes. Remarquons, en outre, que le calcul cle^ aj est inutile
lorsque 7 e^i complexe : car on peut toujours trouver dans ce cas des rayons ÔA pour
lesquels T < y < i , de sorte qu'on peut garder l'exposant q==—ï de la formule (71); el,
d/autre part, ces rayons nous suffisent pour déceler l'existence de l'intégpale holo-
morphe î(0 du n0 27.
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D'ailleurs, poura^, •^ o, rien d'essentiel ne serait changé aux calculs
qui vont suivre; poar plus de simplici té , je me bornerai donc au cas
où a n'est pas entier.

27. La seconde t ransformat ion que nous avons annoncée repose sur
l 'existence d'une intégrale holomorplie, '((^ q u i vérifie (74) ^ s'an-
nu le avec t. Établissons d'abord ce point.

Je rappellerai t o u t d'abord que l 'équat ion

^+-^-a21,=/(/)

possède l ' intégrale

Ç-=-^J^/1 ^f^^-^ /* ^fWdt

(en supposant, bien entendu, que les quadratures a i en t un sens);
nous sommes ainsi condui ts à fa i re les approximations suivantes :

Ç,==o ! , :

et

( 7 ^ ) ^-M-^ f ^y(?/» ?/o / )^- ̂  f ^oa;/, S//, t ) d t
2 7 ̂ o 2 c7 -'o

(où n = o, i, ..., et où les quadratures sont tou jours etïecluées le lor iH
de ©). Étudions la convergence de ces approximations.

Tout d'abord, pour que les ^ soient holomorphes par rapport a /
e tv , il suffit que les transformées par (73) des cond i t ions (72) soient
vérifiées; or il en sera certainement ainsi quand on aura

(76) M<£u m<-,
s^ et £2 étant d'eux nombres positifs qui ne dépendent que de a, b, c, d.
Ceci posé, désignons par / un nombre positif que nous définirons
comme au n° 18, et observons qu'on a (pour r < & < )

[ 9(0, o, / ) | <A /^ , ; - i
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oi'i A est borné ; il vient alors

ZA/-y-4-2 / T T . ••^ [ < ———— —————— ̂  ———'——— ^ ̂  ,̂̂
••-l l ' \ q -+- •.4 -- •OT <y -4- 2 4- 77T /

1 .r, | < /A^ f——^—— - ——__) ̂  ,n,/.-^
'•̂  '•, <y — •.>. — rn ({ -4- 2 •+- CT /

de sorte que, pour r assez petit, ï. vérifie (76). En général, supposons
qu'on a i t obtenu

(77 ) • ?/ ] < 2 ÏI, r^-2, | ^/ [ < 2 rlî, 7^2 (y = 1, a, . . . , / / ),

( - t

(7^ ) 1 ?/—;/-i | < fg,^^-i^ [ ̂ ç;_^) [ ̂  ^î^.7.-/.-i (y^^ 2 , . . . , /Q;

les tj vérideront bien (76) pour /• assez pet i t ; et, de plus, on trouvera
sans peine, en s'appuyant sur les condi t ions précédentes,

M ,

(M étant borné et indépendant de /z), d'où, en verta de (78),

|?,,,-U < '^^^^-^r^ ( +_______\
2 (.? V y 4- fi 4- ^ — CT <y ̂  /^ 4- a + 7^ y

^/M(.+.)rL,,,^^,.H,,^,
(? /l /L

î-î
[ / / ̂  _ ^ / '\ 1 <// /.p "̂ ' r/-+-/2-->l ^ ^ ^ + î ^J j <. A ( - — — / /

Les inégalités (78) seront donc vraies quel que soit y, à condi t ion de
j) rendre

_ /. i ï^ , ,/l^i —— A ——— y

d'où
/c'1H^=H^ ^ , -

et les modules des tennes de la série

Ç = ̂ +( Ï2-~?i )1 1 - . . . 4- (Ç.^- ;.)-...
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seront respectivement inférieurs aux termes correspondants de la série
/-,. /.// f-ft ~\

Z = H, /•y4-2 i 4- — - ... -+- ——— -4- . . . == Hi r^2 c^17-.1 /À • J

Dès lors, les approximations convergeront absolument et un i formé-
ment pour r<</\p /^ étant assez pet i t [pour que les condi t ions (76)
soient sûrement vérifiées par tous les î^| ; leur l i m i t e *((/ ') sera donc
une solution de (74)- De plus, chacune des fonc t ions *(„ . . . , t,, est
holomorphe dans le domaine de l 'origine; il en sera donc de même de
leur limite *C(^). Nous avons ainsi démontré que l'équation ("VI) possède
une intégrale A, (t) holomorphe pour t === o.

Et comme crêpent prendre deux valeurs, il en résul te que (VI) possède
en général ( ') deux intégrales A ^ ( / ) , Aa( / ) , holomorphes p o u r / = = o ,
et se réduisant ( 2) en ce poin t à l 'une on l ' aut re des racines de
l 'équation

4 ( a -4- b "+- c + d -4- i ) — ————; ==. o.^ — i ) -

28. Nous allons u t i l i s t ' r ma in tenan t l 'une de ces intégrales, soit
A, (^) , pour simplif ier la forme de ( 7 x ) ; posons
(79) /.--=: \ i ( ^ - 4 " p ;

o vérifiera une équat ion de la forme

(80) ^+ ^ -- o"2^ = y,^ + y^ 4- ̂ '^ y,p'- ^(p' , p, l ) .

analogue à (71) (mais où le te rme correspondant à a;, : t a disparu);

( 1 ) L'une de ces intégrales (ou les deux) pourra êire holomorphe dans certains cas en /
et tlogt (n° S6). Dans ce cas, l'équation (VI) possédera une (ou deux) familles d'intégrales
holomorphes en / et Hog/; et même, si la relation /sC^ ^? ^?d) === o? dont il a été question
à la fin du n° 26 est vérifiée, l'équation (V!) possédera tinc^ou cïeu,<-) familles d'intégrales
holomorpites pour t == o. Au fond les intégrales étudiées au n0 30 rehtrent dans celle
catégorie.

(2) Appelons ro l'une des racines de l'équation r2—/"— a == o ; on reconnaîtra aisé-
ment que pour %(/•(»—/-i—/'»)—i == o == c, Fune des deux intégrales précédentes sa
réduit à une constante. Abstraction faite des cas envisagés plus loin (note du n° 29, p. 289 )
où (a/'i— i) (ïî'M -+• i) ==: o, le cas précédent est le seul où Véquation (VI) puisse avoir une
Intégrale de la forme À ! == c ^
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les Y; sont d'ailleurs holomorphes en p et t (mais, en général, non
rationnels en t ) pour r et [ p j suffisamment petits. Je dis maintenant
que {^o) possède une infinité d'intégrales p(^), dépendant d'une cons-
tante arbitraire A, et s'annulant Çainsi que t ? ' ) quand £ tend vers o
suivant e. Pour le prouver, je procède encore par approximations suc-
cessives, en posant

, po == A L^

(<SI) )^=^ I ^^(o^^t)dt^^ f ^4(p,,p,,^M--A^,
" J "• <! " "' ^ O

où ii == o, i, ... et où les quadratures sont toujours effectuées le lon^'
des. Or la convergence de ces approximations s 'établit de la même
façon que pour (73); c'est ainsi qu'on démontre qu'il existe deux
nombres positifs, K^ eU*i (le premier ne dépendant pas de 8), et tels
que, pour/ 'assez pe t i t , on a i t

l̂  //,. , .CT'V/4t / / . y .T j f \ / l - t - i

| P.4-1 ~ Pn 1 < -J- ̂  '———^~——— Ct | t(^ —— p;,̂ ) | < Ki C^ ̂ ^ /

cr/ désignant le plus peti t des nombres m et i , d'où

[p~pJ<K^/ lCT-4-OT '6^ /•CT ',

et, de même,
^^ /•~po)l<^<l^rCT-+ 'CT 'e/ l l rCT ';

et l'on montre que la fonction-limite p, dont on a établi l'existence
pour / • suffisamment petit, est une intégrale de l'équation (80) (el le
que les quot ients

P t^i „, pi i
A^ crA^

tendent uniformément vers i lorsque t tend vers o sur s. Observons
d'ailleurs que &^ contient en facteur l, c'est-à-dire i : cosy (n° 18);
comme les p,^ doivent vérifier des conditions de la forme [ p,/1 <; ̂ , on
voit que la limite supérieure r^, imposée à /', décroît en même temps

7T 3 TC / i \que y- ^ou-^- -y ( { ) -

( l ) C'est pour cette raison qu'on a fait la transformation ( 79) ; rien n'empêchait d'étudier
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Enfin, suivant les deux déterminations que l'on peut prendre pour cr,
il existera deux faisceaux d'intégrales de (Vf) , dépendant d'une con-
stante arbitraire A et tendant vers /z; les secteurs S, et S^ où sont
définis ces faisceaux s'excluent d'ailleurs mutuel lement ; seule, l ' inté-
grale holornorphe correspondant à a2, qui doit être considérée comme
commune aux deux faisceaux, converge dans la région 2,4-2^.

29. Nous allons étudier maintenant les deux cas réservés plus hau t ,
où l'on a h == i ou co; on doit donc avoir 2r, — i == o ou ir^ -4- T = o,
c'est-à-dire ^b+î=o ou ^4-64-0 4-^4-1"= o. Considérons
d'abord le premier cas; pour le traiter^ nous poserons

/ =: l -4- y.1 ;

u. satisfera à l 'équation

^+ ̂ - ̂  (a + b + c 4- d 4- i ) ̂c • c "
;/»a '•+- b 4- c 4- d -h i f /J/t / o \-1' / 'I———^_^———[^(^^^(^)J

(l-^ L^' — r / . ,

^/j.'

^ ^ l +" [J:1 ^ 1 — ^ 4 - ^-V ̂  "Jr (I — ^) (I — t 4- ^^

( I4 - ^ ) (X -^+^ 2 ) a +^ _____L__- ^
( , - / ) - L(I4-^)2 ' '( l-^ 4-^ïJ /î

et, dans l'hypothèse où a + b - ^ - c ' + - d + i est différent de o, la
méthode des n05 26-28 s'appliquera encore. De même, dans le cas
o ù ^ 4 - & 4 - c 4 - ^ 4 - - i = = o ^ = 4 ^ - + " i , on posera À == a""2, et l 'équation
en ;JL pourra être traitée par les méthodes qui v iennen t d'être

" ^ 1 ' ~ '
les intégrales de (74) comme on a fait pour celles de (80); mais les coefïicienis de ( 7 4 )
dépendent des cij dont le nombre croît avec i : cosy, ce qui complique la limitation de r^
en fonction de y. On aurait pu aussi étudier (74) ou (80) par la méthode de Briol
et Bouquet, fondée sur remploi de majorâmes taylorienncs; mais une telle méthode
n'aurait pas été appropriée au but que nous nous proposons dans la deuxième Partie. —
Le procédé de Briot et Bouquet aurait fourni \ sous forme d'un développement procédant
suivant les puissances croissantes de t et ^; mais, avec notre méthode, ce point résulte
aussi de ce que chacun des termes de la suite uniformément convergente (81) admet
un développement de la forme précédente.
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exposées ( ' ) - En définitive, le seul cas qu'il nous reste à étudier est
celui où l'on a 4 ^ + i = o = a + 6 + c - 4 - r f 4 - i (ou 2^ = i •===— 27^).
D'après (69) (T est nul, de sorte que P(X) s'évanouit identiquement.
C'est ce cas que nous allons aborder; les caractéristiques que. nous
obt iendrons alors seront dites de première espèce, du type général et de
la deuxième sorte,

Deuxième sorte.

30. Soit ^o Iln^ quantité arbitraire, mais non nul le , et que nous
supposerons d'abord différente de i et co. L'équation (VI) s'écrit actuel-
lement

- „ A' À'2 /1 j i \
^ ^^T-T^^r^^i—J

[ L "1a-pÀ7 ^a-oo-^) Hi , ^-i) . . / , .
^(i.-^-O" ^-i)2 P ^(.-Q^-^^^05

nous allons chercher des intégrales de (82) telles que t tendant verso,
7. (ende vers Â^. A cet effet, je remarque d'abord que l'équation

^+^=/ (^
admet la solution

?^o4- [ { c h rf tfwcu
^O " ^0

(en supposant, bien entendu, que les quadratures aient un sens).
Faisons donc les approximations suivantes :

^ / 7 , /•»/

(83) /^=}.o-r-/ — / ^(/.;/,À^)^,
^ • 0 «--O

où n == o, i, ... et où les quadratures sont effectuées le long de la
spirale correspondant à un rayon quelconque OA du plan (T) (l'argu-

{ l ) On recounaUra immédiatement que les deux intégrales holomorphes \i(t) et A.2(/)
du n0 27 coïncident toutes deux ici avec l'intégrale A = i (ou À-1 = o); ce sont les deux
cas annoncés plus haut [note ( 2 ) de la page î»86] où l'équation (VI) possède encore des
intégrales de la forme À === c. ''

Ann. Éc. Norm,, (3), XXXIV. — OCTOBRE 1 9 1 7 . 87
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ment de OA étant compris entre ^ •+- •r\ et — —Y)) ; il faut démontrer
que pour /'Oo suffisamment petit, les approximations (83) convergent
régulièrement vers u n e fonction-limite qui répond à la question.

Or la démonstration se fait comme au n° 37; on é tab l i t que, pour r^
assez petit (ne dépendant que de a, cet A( , ) , les fonctions (83) et leurs
dérivées satisfont aux inégalités

/./M-l >.rt-t-l /,/2-r-l »•//

i ^-M - ̂  i < Hi ̂ rrryr5 1 / - ; 1 - ̂  1 < inl ~~T~ î

H, ne dépendant que de a, c et\; /• dépendant en outre de T], à cause
du facteur/; et la convergence uniforme des approximations pourr</o
en résulte aussitôt. Mais, d'après (83), chacune des fonctions À^ est
holomorphe pour r <0'o ; l } intégrale de (82) que nous venons de définir
est donc aussi holomorphe dans le voisinage de F origine : et l'on mon-
trerait aisément que pour t == o cette intégrale se réduit à À().

Nous avons supposé A^ différent de i et co; dans le cas où il en serait
autrement, on ferait l 'un des deux changements de variable indiqués
au n° 29, et l 'on t rai terai t l 'équation en a exactement comme (82) ( ^ ) .
On en déduira une conséquence importante, qui résume la théorie
des caractérist iques exceptionnelles de la deuxième sorte : on peut
trouver un nombre positif r^ ne dépendant que de a, c et Y), et tel que
pour toute valeur ^ de module inférieur à r^ on puisse former des
caractéristiques exceptionnelles de la deuxième sorte, satisfaisant à (VI),
et dont les inverses sont holomorphes pour \t\<i ï\ et prennent pour t == o
la valeur arbitraire }Ç1 (de module borné, soit j À y 1 1 <; ri"-"1 ).

Caractéristiques de deuxième espèce.

31. Je vais montrer maintenant qu'on peut former pour (VI) des
caractéristiques}^) qui tendent verso lorsque / tend vers o le long de
chemins bien déterminés, et cela de tel le sorte qu' i l existe un
nombre œ (o -<œ$i ) pour lequel ]^r^| reste borné supérieurement.

( î ) Nous aurons à utiliser plus loin réquation en p. correspondant à Ào== 3 0 [voïr lûï"-
ïnule (io/i), n0 44].



ÉTUDE DE L'INTÉGRALE GÉNÉRALE DE L'ÉQUATîON Vt .1)1: M. PAÎNLEVÉ. 1101

J'indiquerai les conditions initiales qui définissent ces caractéristiques
après avoir fait connaître une forme nouvelle que l'on peut donner
à (VI). Posons ( ' )

(84)
; _ ^ t ( £ — ï) 2 A — j
a ..... a — ,^_^ - — — — ^ .

nous a l lons subs t i tue r à ( ï ) un système ( ï ) qu i sera vérifié par À et a.
En vertu de (VI) et de la accoude équation (ï), on a (en gardant pour un
ins tan t Fancienne variable X) :

(85) ^=:-J—^lîc^a-l^[^t-î) ^^r--2^!—^-~t (^-ir L^o-^)2 J ^ a~o
_ ^-n ̂  ( ' ï . , I _ _ \ , ^ / . (Â- I ) (À- .^ ^•1

0- ( /. — l ) ->- \ /. /. — ï À — i ] ^ /2 ( i — ï )^ ^/. | '

Or la première équation ( ï ) donne

w '—^-^^^^—^^^
posons
/ ^ < A^ - ^^^— 1 ) ^ 7 —^' 4^ 4 a + t 4 ^ 4 - 1 4 c - ^ î
v ' 7 ' '~ ^{t—iY },^—i)(7—6) ^ (7~J)2 (À-^)2

4^4- 2 __-L- /1 ï \ [+ ra~^T) ̂  r^ ̂ j ̂  r^/p
nous déduirons de (86;)

(88) ' -•=^+..

Substituée dans ( cS5) , cette valeur de A' donne, après des calculs
faciles,

^ — ^ ) t ( } f c— ï ) (^—•'^ | 3a . 4^.-n 4 ^ - 4 - 1 .̂  6- 4- 3
a „ — 2 ^ ( ^ — ] ) LÀ ( / .—I ) '4~ À + l—i + 7 — ^ ,

^(^(^r-^)]-^

( 1 ) La différence a —a n'est autre que le coefficient & du n0 1 (voir Thèse, p. 5i).
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Introduisons main tenan t notre fonction À et nous pourrons écrire ( Y)
sous la forme

•'+ r *• \

^^-^-.A,

i(i-z)0i--0
i ( i — i )^

^
4 a -h- i (4^-i- i ) t.j __sa

L i(^-i
——^—— -4-, ——^—————

À i\ — ïi(^-i)

4- + 2(^+1) ( ^ •+-
4c 4- 3

l À- t À ^7. — ï

et l'on a, en vertu de (87),

(89) ^^^i-'X^-r)-( / - i ) î

-^

•\ff. 4« -ï- ' ( 4 ^ + 1 ) ^
î.î ( < ; À — — l ) 2

x ?,(?.-,)(^,_,)
-le 4-i (-' irf+a)^ a / ï œC^),(i-<> U^-,) i-^x ,i-i

/ * \ *
(^ — i)2^^ ^Y ^^^"t un polynôme en À et ^ du quatrième degré en î.

32. Nous allons montrer maintenant que, o^ et lo étani: des con-
stantes bornées quelconques et e un chemin convenablement choisi,
on peut trouverune intégrale de (i) répondant aux conditions du n°31,
et telle que, l tendant vers o, a tende vers ao, tandis que t t endant
vers ^ (de module assez petit), \ tende vers \.

A cet effet, appelons Ao ce que devient A quand, dans (89). on
remplace t par o et a par o^ ; nous aurons

As^i<i^o4^±i^4^t 4 ^o — ^
^ a-^ Ui-,).
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ou encore, en posant

(4) ^r= 4(a.+ c 4- l — ao),

(o) A^ =— (4a + ï) (1 - i) 4- (4 C-hl A -+- H (1 — j ) EEE P (X),

et le polynôme p(A) jouera maintenant un rôle analogue à celui
de P(X) pour les caractéristiques de première espèce. Ceci posé, nous
pourrons écrire'la première équation ( i ) sous la forme

(ê) df =. + da-^ ^ ^(u-pœ
' / ^ / . •.,' / . . ., . [ . /. . r————ï———TVPW (^-I)v /p(î) 2p( i)r i^.; ( ^ _ i ) y p ^ 7 j ^ p t j j i ^ , A — A o l ^

2 A,

mais on pourra assujettir À, a et / à vérifier des conditions de formes
analogues (1) à celles de (7), (8) et (9), et cela de façon que le
second membre de (ê) diffère arbitrairement peu de ï ; dès lors, en
posant

4
-*/. ^

( ^ ^ / <f//>( i 3 ) y.= / -=—^
J^ VP^)

i l sera loisible d'écrire ( ï ) sous la forme

[ ^ )

ï .+
du. -t, f * * * \

\ t d t :=I4" }!^a~~a^t'^
•^

d^. + * f * \ •-ï- /' * \-^-=09^,^ +^1.^, ̂

où les nouvelles fonctions jouissent de propriétés analogues à celles des
fonctions correspondantes du n° 10. Il est donc clair que tous lesrésul-

( 1 ) On aura déjà remarqué que Xjoue un rôle analogue à celui de X-1 (et non à celui
de X ) ; ainsi c*est j / ^ x l qui reste borné au lieu de j^À-1! (on a posé (Q = ï — / . o ,
notation plus symétrique, que nous utiliserons plus loin). Et Fon pourrait multiplier les
remarques analogues.
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tats qui ont été obtenus à propos du système (i4) s'appliqueront au
/' ^ \système t i4.h aussi, je ne m'arrêterai pas sur ce point.

Je montrerai p lu tô t comment la théorie des caractéristiques du type
exceptionnel s'étend au cas actuel; ce fait résul te immédia tement de
ce que (VI) peut encore s'écrire

(vi) fc^-___„_);„
-U ).——! l l — — l /

- (l + — - -J_Vr „ W_=jl^l
\1 / - 1 t\-J ' ^————) 2

a + 7 b t ( t n ( c + ^ ) ( ^ - i ) 1
x ( a+^c+ r f+ i ) ^———^^^ 0 ^ ^ — — — ;

L ^ (^^.-i)^ O.-i)-2 J
les résultats des n0' 25 à 30 s'étendent alors immédiatement . Ainsi ,
on aura cette fois (*)

(os) ^«ir^,
^o--^)

ro et ^dés ignan t deux quelconques des racines des équations fonda-
mentales déterminantes de (Eyi) (n0 1), relatives aux points ^ = o

«
et ^=t respectivement; et h est bien la seule racine double que
puisse avoir P(À) == o, ce f a i t arr ivant d'ailleurs pour

(4) ^==^==4(/-,-r,)^.

Enfin, on intégrera (vi) par approximations successives en posant
X == h -+- v et en procédant comme aux n^ 25-27.

En définitive, on voit donc que la théorie des caractéristiques de
deuxième espèce sera calquée mot pour mot sur celle des caractéris-
liques de première espèce.

(1 ) Cf. la note précédente,



DEUXIÈME PARTIE.

33. Dans la première Partie, nous îivons appris à construire des
développements qui représentent les intégrales de (VI) le long de
certains chemins 3, de longueurs bornées (en fonction de T))^ et
convergeant vers zéro. Nous allons maintenant résoudre le problème
inverse que voici : é tant donnés une intégrale quelconque de (VI) et un
chemin ^de longueur f inie convergeant vers zéro, peut-on trouver une
caractéristique qu i , en un certain po in t l de .̂ , prenne les mêmes
valeurs A et a (ou À et a ) que l'intégrale proposée? Si la réponse est
affirmative, i l en résultera évidemment que le long (l'une spirale e (1)
issue de /, l ' intégrale et la caractéristique coïncideront constamment ;
et l 'on aura ainsi démontré qu'il ne saurait exister d^autres caractéris-
tiques que celles de la première Partie. Ce point acquis, nous n'aurons
plus qu'à ut i l iser nos caractéristiques pour faire, en toute sécurité, la
description détaillée de notre intégrale dans le voisinage de l 'origine,
ce qui constituera l 'objet de la troisième Partie.

3i. Je commencerai par établir un lemmc préliminaire impor tan t
pour notre but ac tue l , et dont voici l 'énoncé :

SoientA( / ) une intégrale quelconque de (VI), Oui chemin analytique
quelconque de longueur finie, convergeant vers xéro, et o.) un nombre
réel, compris entre o et i au sens étroit. Ceci posé, ou bien il existe sur
^ une infinité dépeints arbitrairement voisins de zéro pour lesquels \ a | et
I^À-"' |, ou a et ^ "^ sont bornés simultanément; ou bien^ si aucun
des deux faits précédents n 'est exacte on peut substituer à ̂  un chemin

•+
de longueur finie en tout point duquel lune des quantités /'-^À ou
\ r7^' [ (choisie à volonté) est constamment bornée.

( { ) Déformée au besoin, comme il a été dit au n° 18.
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En effet, supposons que la seconde a l te rna t ive ne soit pas déjà
réalisée sur ^; on peut donc marquer sur ^ une in f in i t é d'arcs ^^,
/:^,,, ^<i,... convergeant vers zéro, et tels que le long de chacun d'eux
on ait I / ^ A " 1 [ -< i, l ' inégalité opposée étant vérifiée sur les arcs
^â» l^^ • - - • ^1 ^ résulte que lorsque / décrit un arc de la première
catégorie par exemple, soit t^^, le point X décrira un arc ^A^ , ayant
ses extrémités À, e tX^ sur un cercle (y), de centre 0, de rayon r" et
tous ses autres points à l'extérieur de (y). Or prenons 'X comme
variable, et faisons décrire à À le plus petit des deux arcs limités par
À. et \^ sur (y); le point t décrira un chemina, /^ ) pour leque l on
aura | ^À^ [ == i. Et, en procédant de même pour / :{/ , , , l ^ t ^ , ..., nous
aurons substitué à ^ un chemin .(̂ / le long duquel on aura constam-

* !
ment ^ ' ^ ^ j ^ i ( '). Mais, pour l'objet que nous avons en vue, il est
essentiel d'établir que la longueur de J^ est^/înie; et, pour cela, je vais
évaluer le rapport des deux longueurs ^ et ^ des arcs t^t^ et ( / 'J.

Revenons aux équations ( ï ) et posons

> — ^ ^—y^

puis prenons oc comme nouvelle variable; le système (i) s'écrira

1 éL — l ( t — o ^
\ dx ~~ ^/x:~:y^Yî

1 dy _ r2/ .
(90)

avec
( ^ ^X.-^^Y

x = 4 ^ ( i — ^ ) ( i — tx),
- V ̂  (4a -h i) (i - .r)2 (i ~ t.^+n b 4- i) (i ~ /.r)2

4- ^c^—x^-^ (4^4- 2) (i — ^) (i — /j;2),

7 - ^ — ^ f tX 2C ^J^1' —^'Y\
— — ^ [ i — L^ •4" ( l - txf

( 1 ) 11 est clair qu'un procédé analogue, appliqué aux arcs de la seconde catégorie
conduirait à un cliemiti Z' en tout point duqaeî on aurait | /^X-1 | ^ i.
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Or, sur les arcs ^ ̂ , (^ t.^), ... on a [ x l ' " j $ i et, de plus, | y \ est très
pet i t : sinon il existerait des points (arbitrairement rapprochés de
l'origine) pour lesquels on aurait simultanément | ^À""1 [ <^ i et j a |
borné et la première hypothèse de notre lemme serait réalisée. Il nous
faut donc étudier Fintégrale de (90) qui, pour x=x^, prend des
valeurs de modules très peti ts , t^ et yo ; et nous obtiendrons encore
une telle intégrale par la méthode des approximations successives.
Auparavant, remarquons qu'en vertu des conditions imposées, ( Z [ est
borné (et même très petit avec /'); de plus, pour \x(î —;z*) j borné
intérieurement et supérieurement, I X — ^ Y I est supérieur à un
nombre positif fixe; et, si \x\ est très grand, [ tx\ devant être très
petit, X sera comparable à — ^^S tandis que — Y sera comparable à
(4^ + 4^ + ï)^2. X — j ^ Y ne saurait donc s 'annuler que si x
s'approche de o ou de i ; mais alors, en entourant, par exemple, le
point sc= Ça +• b +c -+- d+i)y^ -d 'un cercle (^0), de rayon pro-
portionnel à y^ on voit aussitôt, d'après ce qui précède, que
y(X — - j ^ Y ) ^ restera borné (supérieurement) si x n'est pas intérieur
a (ïo)» et sl lyjo1 """I 1 et M sont tres P611^^ et ^on entourerait de
même le point . r = = i — ^ + ~ ) j ; d'un cercle analogue ("^ ). Cela
étant, faisons les approximations successives suivantes ( ^ ) :

^(^)==^ Jo^^Yo
et

(9^)

t^ ̂  f' yn{tn—i)d3C\0'r——— == / , ^" ,_
108 ^1 ̂ /, ̂ /x^^ J, V/X(^,^)-j;iY(^,^)

'L^t^n^yrtdxr^'j^-n ==j'o-î- f yn
\/X(£^^)—^(^i,^

où n=o, i, ... et où les intégrales sont prises sur un chemin de
longueur finie, extérieur à (yo) et (fO et vérifiant la condition
I^CQ^K1- En procédant comme nous avons souvent fait, on
démontrerait la convergence régulière des approximations pour \t^ \ et
|yJ suffisamment petits (2); les fonctions-limites t{œ) et y(^) véri-

(U La même méthode permeltraît d'établir la relalion analogue à (92) que M. Painlevé
déduit de « théorèmes bien connus de M. Poincaré ». [Cf. p. 298, note (2)].

(2) De façon que |jnyo1 —i I et | fn I restent toujours très petits.
38Ann. Èc. Norm., (3), XXXIV. — OCTOBRE 1917.
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fieront donc (90); et, en vertu de (91)? on pourra les écrire sous la
forme suivante :

i(a.')== ^[î-^ 2i(.r; ^o.^o^'o)],

y { x ) ==jo [1 -+- £2 (^ ; ̂  Y o, ̂ o) L
(92)

£, cl £2 étant des fonctions de modules très petits avec \IQ\ et |jo h
nous supposerons, par exemple, J £ i | < ̂  et | £ 2 ! < ^ *

La convergence des approximations et les relations (92) ne paraissent
établies que lorsque a? n'est pas intérieur à (yo) ou (y») . Mais, lorsqu'il
n'en est plus ainsi, les pôles des quantités à intégrer étant d'ordre -»
les approximations restent toujours possibles ( ^ ) ; et Fon en déduira
aussi que les formules (92) restent toujours applicables.

Appliquons maintenant le raisonnement de M. Painlevé(2) ; prenons
„ i.

comme conditions initiales ;x*o=5ç1, 1^=1^ e t jo==a 2 (^); et appe-
lons cri et 0-2 les arcs décrits par x, correspondant respectivement aux
chemins ̂  et (/, ^}; on aura

r\cu , r\ 0-^.r
.. XJ^^ ^17^^

<:/(7a

f[^ ̂  r\^^^ ^
^1^ J.jv/x-^y

xnais sur le cercle (F) qui correspond à (y) dans le plan (^),
|X —y2'Y\ est égal à ^(.^^(i -t- £), s étant très petit, par conséquent,
si \IQ\ et | YQ\ sont assex petits, le rapport

VTX'^^Y)^
^/(X-j^Y)^

reste inférieur à 2 pour tout couple de points ^ appartenant respecti-
vement à o^ et 0-2 ; d'autre part, en vertu de (92), on a

^l4J<.[<|0 / l<^|^Jol;

( l ) On vérifiera que [.r^jo1 — 11 et ( ̂  I sont encore très petits.
< 2 ) Bail. Soc. math.^ L XXVIIt, 1900, p. aS^-â'ÎS.
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il viendra donc
f cia.

• îfi Jrr.~ < i 8 ..y, i "•/</ (T.

1 1 —— / o
C/Œ,

Mais le dernier rapport est inférieur à ^5 puisque cr^ est le plus petit.\ 7:

2 3

des deux arcs de (?) limités par 7ç1 et K1 ; en prenant r^<^-^, on
pourra donc écrire

^<^;

ce qui montre bien que la longueur de ^ est finie.
<;. o. F. i).

35. Je vais démontrer maintenant qu'on peut trouver des chemins-^
tels qu'il existe sur eux des points t arbitrairement voisins de o et
pour lesquels on a (co ayant toujours la même signification que plus
haut) :

1° Soit
2° Soit

^À""11 et |a| bornés;

I; •kr•^<•ù\ et a bornés.

En d'autres termes, il existe toujours des chemins pour lesquels la pre-
mière alternative de notre lernme est vraie ̂  quelle que soit l'intégrale
^(VI).

En effet, si elle était erronée, notre lemme nous permettrait de
tracer un chemin -^ de longueur finie, en tout point duquel on aurait,
j^-.i [ < ^ i y par exemple; dès lors, pour que le théorème actuel fût
inexact, il faudrait que, sur ̂  \v^\ tendes^erszéro -avec \t\. Il faudrait

donc que Ç ^^dt croisse indéfiniment avec [r-1}, sur le chemin -(<1 J^ a dt
Or, d'après (ï), on a

r ' 1 dv' /-// - F 1 F l ^ 2C -Â=—-1^-/.^-^ [̂ FiyJ-
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mais le chemin d'intégration ^ étant de longueur finie^ l'inégalité
J À - - ' J ^ l ^ j montre que le second membre de la relation précé-
dente restera sûrement Lomé si ( a ) est borné inférieurement. Il existe
donc, aussi près qu'on le veut de l'origine, des points de .(̂  pour
lesquels | a ( prend une valeur arbitrairement petite et notre théorème
se trouve ainsi démontré.

36. Soit alors .!^un chemin, convergeantvers zéro etsur lequel la pre-
mière hypothèse du n° 35 est vérifiée (1); il •existera donc des
points, arbitrairement rapprochés de zéro, pour lesquels l'expression
^ ( ^ ) = = 4 < 2 + 4 ( ? + i -4a(<î) reste bornée (I^X-1! y étant inférieur
à i). Or supposons que s{t) ne lendepas vers l'une des valeurs (34) ; que
\sÇt}\ soit borné ou non, on pourra toujours trouver sur ̂  arbitrai-
rement près de zéro, des points t, pour lesquels.? (t) prendra une valeur
finie ̂  dont la différence avec l'une des valeurs (34) sera, en module,
supérieure à un nombre essentiellement pos i t i f? . Or je d i sque , dans
ces conditions on peut déterminer une caractéristique de première
espèce [I(^),a(^)] prenant pour t == t, les mêmes valeurs, soient
(A^ a^), que notre intégrale en question.

En effet, considérons toutes les caractéristiques définies comme au
n° 8 par les conditions in i t i a les suivantes : pour t=t^\=\^^ et
pour t = o, a == a, + ÔY] (| 6 1 < i), ^ étant un nombre positif arbitrai-
rement pet i t ; pour toutes ces caractéristiques, \h~^ — À;1 j sera supé-
rieur à un nombre positif fixe, ne dépendant que de p e fcy] . De plus,
en procédant comme au n° 23, on démontrerait qu'on peut dériver
terme à terme par rapporta a, les séries (53) qui fournissent ces
caractéristiques(2); et, pour l, [assez petit (3), la sommedes dérivées
reproduira —1 et vérifiera la relationuy.^

(93) ^ , <HrfriY\
àa, ^ , \rJ '

(1) Les démonstrations qui vont suivre ont été rédigées pour des caractéristiques de
première espèce; mais il est clair qu'elles s'appliqueraient mot pour mot à des caracté-
ristiques de deuxième espèce.

( 2 ) Les nombres Y] et 0 relatifs à ces caractéristiques étant arbitrairement choisis.
(3) Et indépendant de }.i, en vertu de la condition vérifiée par | ^X-i I \Cf la for-mule (54). J i i r L j-



ÉTUDE DE L'INTÉGRALE GÉNÉRALE DE L'ÉQUATION YI DE M. PAI^LEVÉ. 3oï

où H est un nombre positif borné ne dépendant que de Y? ? et Y]. Enfin,
par une méthode semblable à celle du n° 22, on prouverait que (ç)3)
est encore applicable à l'intérieur des cercles (^). Donc, pour j\ =}^|
assez petit, on aura, dans tout le secteur S correspondant à l'une
quelconque de ces caractéristiques,

ôy.
ày.Q > ^-î

ce qui suffît à établir que l'équation a(^ ; 0.0, À ^ ) == a, a sûrement une
solution et une seule c^, sous les conditions indiquées. Si donc s(t)
ne tend pas vers l 'une des valeurs (34), l 'intégrale en question coïn-
cide nécessairement avec une caractéristique de première espèce le long
d'une spirale e, convenablement tracée, issue d'un point / , , suffisam-
ment rapproché de zéro.

Un ra isonnement analogue s'appliquerait à la seconde hypothèse du
n° 35; en définitive, le seul cas ( 1 ) qu'il nous reste à examiner est le
suivant : le long clé -G [^X-11 est 51 et s2 Ci) TEND vers l'une des valeurs a
données par (34) ou (69); comme il est loisible de supposer que cette
propriété est vérifiée pour tous les chemins de longueurs bornées
convergeant vers zéro, nous pouvons supposer que -(^ est une spirale
logarithmique e. Cela étant, je vais montrer qu'il ne saurait exister
aucune intégrale dist incte des caractéristiques exceptionnelles que
nous avons obtenues dans la première Partie et qui possèdent effecti-
vement la propriété précédente. Je diviserai la démonstration, qui est
assez délicate, en deux parties, suivant que a- est de la première ou de
la deuxième sorte.

37. Considérons donc le premier de ces deux cas. Je dis, tout
d'abord, qu'on peut toujours supposer que, sure, À tend vers la valeur h
correspondant à a (n° 25). En effet, s'il en était autrement, on pour-
rait trouver sur ©, arbitrînrement près de zéro, des points ^ tels
que (2) j^ i—h\ serait supérieur à un nombre positif Fixe T]'. Or, en
vertu du n° 14, on peut construire des caractéristiques de première

( 1 ) Abstraction faite du cas analogue de la seconde hypoihèse.
( 2 ) On a posé ^i == ^(^i).
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espèce, aux conditions initiales \^ et ocQ==a 4-04- —T-7-? et conver-
gentes dans un secteur S\ auquel correspond, dans le plan (^),un sec-
teur spiraliforme, dont le sommet est à une distance /'o d6 l'origine ;
d'autre part, î\ ne peut être nul, car d'après (35) les coefficients qui
interviennent dans les inégalités sur lesquelles s'appuie la démonstra-
tion de convergence du n° 19 sont bornés supérieurement en fonction
de Y]'. Dès lors, on peut appliquer le raisonnement du numéro précé-
dent au cas actuel, et la conclusion que l'on obtiendra ainsi sera iden-
tique à la première.

Nous devons donc supposer que, / tendant vers zéro, s ( l ) tend
vers cr et \ vers la valeur h correspondante; il en résulte évidemment
que, si l'on effectue sur 'X(^) la transformation (79), les fonct ions p
et t^ que l'on en déduit doivent tendre simultanément vers zéro.
Toute la question revient donc à examiner si l 'équation (80) possède
d'autres intégrales répondant à cette double condit ion que les caracté-
ristiques définies par les approximations (8:1).

38. Pour ne pas rompre l 'enchaînement de la démonstration, j'éta-
blirai immédiatement un lemme qui jouera bientôt un rôle essentiel :

Soient fÇx) et g'(x) deux fonctions positives et continues lorsque la
variable réelle x satisfait aux inégalités o^x'^î; supposons que ces
fonctions s^ annulent avec x^ que g(x) soit croissante^ etque^pourx = Oy
la plus grande des limites du rapport 7'(x)^:^f(x) : g'Çx) sou égale
à 4- <x) ; cela étant, je dis qu'ilexisie une infinité dépeints^, ayant zéro
comme point d'accumulation et tels qu'en chacun des points ^ on ait A LA
FOIS /(^x/a) ( p o a r ^ < o
et

r { x ) < / • (£ ) (pour ^ <x)

quel que soit x (satisfaisant aux conditions indiquées).
En effet, introduisons la fonction auxiliaire y ==/(*r) — mg'Çx),

où m est un paramètre positif; cette fonction est continue pour
o^x^r; elle peut s'écrire encore y == gÇ^) \r(^x)—m\. Donc, en
vertu de nos hypothèses, on peut affirmer que, si grand que soit m, il
existe des points oc, arbitrairement voisins de zéro et pour lesquels
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y est positif. Soit alors jy(;>o) le maximum de y dans l'intervalle (o, i);
appelons ^ la borne inférieure de l'ensemble E,/, des valeurs de se
pour lesquelles on a y = ^ p ; on sait que ^ appartient à E^ et
quej(^) ==p. Ceci posé, je dis que le point "SL vérifie les inégalités
de l'énoncé; en effet, on a, quel que soit x,

f{œ.) — mg^v) 5 p =/(^) — m ̂ (à:,/,),

l'égalité n'ayant lieu que pour les points de E/^. Et, puisque §Ç^)
est croissante, on tire de là

fW ——f^m) ̂ [é>'(^) -"^>(^^.)] < 0 (POtir X < ̂ n)

et
^(^)-^(^)^['-(^)—^:l[^^-i] <o (pourc,.<^).

Notre théorème sera donc complètement démontré si j'établis qu'il ne
p3ut exister un nombre ^ tel qu'on ait, quel que soit ?n, Ç^E^.En effet,
supposons qu'il existe un tel nombre Ç, et appelons M le maximum
(\^ f(x) dans l'intervalle (o, i); prenons pour m un nombre supérieur

•»;r

à „ ; on aura pour tous les nombres 2^

^.M<^
ff^n) ^(0

d'où
/(^)—^^(^)<0;

mais, pour toute valeur de x, comprise (au sens étroit) entre o et 2 ,
on devrait avoir

fW - mg{x) </(^) - mg-(^n) <o;

et, par hypothèse, il existe, quel que soit m, des points x, arbitraire-
ment voisins de zéro, pour lesquels le premier membre est positif :
nous aboutissons donc à une contradiction, et les points E^ ont bien
l'origine comme point d'accumulation, c. o. r. D.

39. Revenons maintenant à notre problème. Choisissons (arbitrai-
rement) pour <7 l'une des racines carrées de o-2 et prenons pour spi-



3o4 RE?Œ G A R N I E R .

raie 3 l'une quelconque des spirales du 11° 25, sur lesquelles ^[ tend
vers zéro. Il faut prouver que, sur 8, la fonction p(^) déduite de notre
intégrale au moyen de (79) se confond, pour un choix convenable
de A, avec la fonction-limite des approximations (81). Pour cela, je
me servirai d 'un système d'équations intégrales vérifiées par p ( / )
eUp'(^); il sera d'ailleurs sous-entendu que toutes les quadratures
que Fon aura à effectuer seront évaluées le long de e.

Tout d'abord, puisque p satisfait à (80) et puisque p, t^ et ^ tendent
vers zéro avec t sur la spirale ©, nous pouvons écrire

(.9-î) f ^-^(p^p, t)(.U= Ç [(^p^-hp^^-^p^-^-l^rr^-^p^cr^p;
^o J\\

par contre, nous ne pourrions pas écrire l'égalité analogue où a- se r« i i t
remplacé par — cr : car nous ne sommes pas sûrs, a priori, que
r^p'+o-p) tende vers une limite finie lorsque Uend vers zéro; et
c'est précisément dans la démonstration de ce point que réside
toute la difficulté du problème. Pour le moment, nous devons donr
nous contenter (l'écrire

(9^) / ^-<T^ (r/,?, t}dt= ( f(^pr/.4-r/)^•_.^^--l-[
J ii. J f l

r/) t^^.^^i^-^\dt

^^^^-^^^-(^r^po+^^p'o^Pô),

^ étant une valeur initiale que nous pouvons prendre, d'ailleurs, arbi-
trairement petite. Cela étant, on déduit de (94 et (95) :

^/^Wp,Q^2(7 .

L-^
^^^^(pSp,0^+^(^p,+<7pJ./^

(96)

r/= ^f^Wp^)^
2 ^o

^^^^^^^^^^^-^(^po-^^po).^;
^0 •"

c'est le système d'équations intégrales que nous avions annoncé,
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40. Je vais utiliser ce système pour démontrer le théorème suivant:

Si, lorsque îtendvers zéro (sur s),^? et '^'"^ a' ne tendent pas vers
clés limites finies^ on peut trouver^ arbitrairement près de l'origine^ des

points t pour lesquels les deux expressions précédentes restent bornées.

En effet, puisque p et t^ doivent tendre vers zéro, on peut écrire,
d'après (80),

I-WP^)I=^
'̂  (/•) étant une fonction positive de r qui tend vers zéro avec r. Or,
disons d'une fonction positive /\^)? nulle avec r, qu'elle est au moins
de V ordre a (positif), si le rapport r ' ^ f ' Ç r ) reste borné dans un cer-
tain intervalle fermé (o, ro). Cette définition admise, supposons
que^(r) soit au moins de l'ordre ( f ) gvs, g désignant un nombre
essentiellement positif et différent de i (d'ailleurs quelconque). II
existera donc un nombre M tel que l'on ait, sur 3 (2) :

r " /M ' •F /i-^(p^ p. /)^
^/o

f ^-'-^(r/, p, l)dt
JA

< /M / ,^-I)CT--I cir = -,—————[/T-11^-- r^-1^],
J,. ( y — 1 ) ^

< IM f /•^+DCT-I dr •==. -—IM—— r^-W;
J, (I+ér)^

donc, d'après (96), |p | et \tp'\ sont au moins de l'ordre § ,̂ ^dési-
gnant le plus petit des nombres g et i; et, pour g^> i , il en résultera
aussitôt que a r^p et ^--(7p/ tendent vers une limite finie lorsque t tend
vers zéro. Supposons donc ^<i; |p| et \t^\ seront au moins de
l'ordre grs, et d'après (80), f^ (r) sera au moins de l'ordre
^ CT == (§'•+• €t)rs^ ^désignant le plus petit des nombres g et CT-'.Mais
on peut opérer sur g\ comme sur g-, et définir ainsi, par itérations
successives, une suite de nombres g^ g^ ..., g'n, croissant et satisfai-
sant à la relation gnïg •+• na- ^ existera donc une certaine valeur de n
pour laquelle on aura (3) gn>ï; dès lors, le raisonnement de tout à

( î ) Rappelons que w a été défini de telle sorte que, sur S, 11^\ == r^(n° 25).
(2) roir au n" 18 la définition de ^
(3) On peut toujours supposer que l'égalité est exclue.

^nn. Éc. Norm., (3), XXXIV. — OCTOBRE 1917. 39
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riieure montre qu'à ce moment on pourra affirmer l'existence d'une
l i m i t e pourr^et pour /'-^p'').

Si donc /"""^p et ^-^p' ne tendent pas vers des limites, c'est qu^7
n^Civùle aucun nombre positif g jouissant de Ici propriété précédemment
définie; nous allons examiner ce cas.

41. Dans l'hypothèse que nous venons de formuler, quel que soit le
-nombre positif g (non nul), la plus grande des l imites de /--^^O')?
pour r tendant vers zéro, est + a). Attr ibuons alors à g une valeur
quelconque (inférieure à i) et appliquons (1) le lemme du n° 38 après
avoir remplacé œ. par /*, f{x) par ̂  (/•), g{oc') par /"r''OT. Le lemme nous

apprend qu^i l existe des points t == t, arbi t rairement voisins de zéro, et
<^J / r^/\ r>J

tels que l'on ait sur c, de o a t, ^ i (^ )<C^i^7 et de / à ^»,
^ /r^\

r"^^ \ } ' ) ^> /'—^^i (r). On pourra donc écrire
r^u
f ^-^(pS p, t)cU < / / 'r-i-Ci-^CT'M^^

\J.f, l J^ />A"

et,

(97: ,f t^^^',^t)dt <l f /-^^^(r)^^-^^).^^
JQ Jo w

Donc, d/après (96), il existera des nombres posit ifs bornés, G et I);
tels que l'on ait

fr^. i /^/, ^

p \t)\< C^i(./^4- l)/'77(9^r
et

^ /^\ /^\
^p^^ «^^(rJ+Dr7"7.

MaiSy en vertu de la dé f in i t i on de '^(p\ p , i) (n0 28) et de ^(r)(n°40),

(1) Ce qui est évidemment légitime, puisque p ( ? ) est sûrement holûmorpho 3e long
de C; (î ;t(r) ©sfc donc continue.
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on peut trouver deux nombres positifs bornés P et Q tels que l'on ait

/~. ' /^\ r^ ~\î r^j [' fr^\ ^ '|

,^i \ r ) < P C '̂  { r ! -4- 1) /^j 4- Q /• | G ^i ^ / • y 4- î) /^J
OU

PC2 ̂  (7) — {i—2P CD^-- Q C^) ^i (7) + .D^( ..PD^^ + Q^) > o.

. . /^\Or, le premier membre est un tr inôme du second degré en ^, \r)
qui , égalé à zéro, admet deux racines : l 'une finie, l'autre de la
^ ^ / r^\ /^\

forme Rr^, R étant borné \ot même très peti t avec r ) ; ^ iW, qui
;NJ

est très petit avec r doit donc être inférieur à la seconde racine; et,
d'après (98), on en conclut aussitôt les inégalités

/^\ | ^ ^ /~\ ~
(99) p^^Hi/^ et t^'\U < H l / > C T ,

Hi étant borné. Le théorème énoncé au début du n° 40 est donc
démontré.

42. Nous pouvons établir maintenant que l^p et l ' - ' 7 p ' tendent vers
des limites finies. En effet, supposons qu'il n'en soit pas a ins i ; le théo-

r^1 ru

renie du n0 40 nous permet de marquer sur a une suite ^, ..., ^, ...
r\^

de points ^ de modules décroissants. Or, en vertu de (99)» l'expres-
sion

^7 r- f^ \ /- n
—[.tn^vJ+^çA^)]S!
20-

/ . ^ \a ^quelque petit que soit r^} un module borné ; et il est donc lois ible
rs-r r^J

de faire coïncider ^ avec l'un quelconque des r, soit t,,. Cela é tant ,

considérons l'arc ^A-i sai^i à p^^ de t,^ le long d'une certaine
f^j

portion t^' de cet arc, on a sûrement "

ir-^'p|<H2 et \ll-^pf\<M^
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^ étant un nombre qu'on choisira entre ^ et i et supérieur à i — m-1, et

EL étant borné. Dès lors, en tout point £ de y, on peut écrire

(100) ^ f ^-^(p^ p, ^ cfl < Hs/^-4-^;
«y^

CE/ désignant le plus petit des deux nombres g^ et i. On a, en outre,

^-cr j t^^{r^ p, ̂ ^

/^
r^ I ^4.(r/,p,Q dt t-7 f /^^(r/, p, t ) d t ;

J^

or, en vertu de (97) et (99), le module du premier terme du second
rsj r>J

membre est inférieur à H/,/1""^^; mais on a r / / < < r ; ce terme est
donc inférieur à IL,^. Enfin, en procédant comme pour (100), on
obtient

r^f ̂ ^p,^
j ^j

<H5/•^-Tlr7\

Hy (comme Hg et 11^) étant borné (quel que soit n); en définitive, ors
aura donc

\^af-ap{t)\<( ïî, +• Ha ) r^^'^ •+•

Or l^expression g'^ + ̂ / — CT, égale à ^iir + ï — ^ ou à (2^- — i)î^,
est sûrement positive en vertu de la façon dont on a choisi g ' ; le pre-

/V/

mier membre est donc borné sur l'arc t^f et la même conclusion s'ap-
plique à \t^<Jp\l)\; les deux expressions sont d'ailleurs unifor-
mément bornées par rapport à n.

f>J r^J rs/

Extrayons alors de ^^-i l'arc t^t\ et procédons sur Parc restant,
à partir de t' comme nous venons de le faire sur le premier à partir

rv

de ^. Deux hypothèses seront possibles : ou bien nous arriverons
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ainsi en ///_., au bout d'un nombre f in i d'opérations et nous aurons mon-
tré que les expressions i^pOOj et ^-f3 p ' (t) [ sont uniformément bor-

nées; ou bien il existera sur ̂ .^, un point-limite t\ infranchissable
pour nos constructions d'arcs. Mais cette dernière hypothèse est
absurde; car p(^) est holomorphe en ï°; par suite, si l'on a pour tous

les points de l^° (sauf peut-être en <t°), \l-(J a{t} [^H, la relation pré-
cédente doit être encore vérifiée en ^°.

r^i

Donc ^_, est atteint, au bout d'un nombre fini d'opérations;
\l~f7p(t)\ et ^-^p^)! sont bornés le long du chemin e; et comme
au n° 40, on voit aussitôt que a-t-'7 pÇt) eU'-^p^) tendent vers une
môme l imi t e finie. A, lorsque / tend vers xéro.

c. Q. r. D.

43. Et ma in tenc in t il sera bien facile de démontrer que toute inté-
grale p(^) de (80), tendant vers zéro ainsi que/p ' , se confond néces-
sairement avec une des caractéristiques (81). En effet, nous avons
maintenant le droit de faire tendre^ vers zéro dans les formules (96);
à la limite, nous obtiendrons la relation

p=- ( ^-^(r^^^dt—^——Ct^^^1,^ t)clt^ït^
- - JQ 2 J JQ

et une relation analogue pour t^. Or, soient po, p , , ..., p,^i les
approximations successives qu'on obtiendrait par l'algorithme (81),
en donnant à A la valeur A. On pourra écrire

— r 1 -
20-(p-p/^)= ^ f ^-"[^(PS P^)-^(?nP^)j^

JQ

r.t - _

—t^ ^[^(p7, p, t)—^{o^ p ^ , t)]cU
0

et une égalité analogue pour ^ ( p ' — p^+i). Dès lors, si l'on applique (1)

( 1 ) on supposera /• assez petit, de façon que p et t^ vérifient les inégalités analogues
à (77) qui s'introduisent dans la démonstration de convergence des approximations (81).
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à ces équations un raisonnement classique dans l ' intégration des
équations différentielles par approximations successives, on constatera
aussitôt que p(^) coïncide nécessairement avec la fonction limite ?(/)
des approximations (81).

44. Une conclusion identique s'appliquerait aux équations en ;j.
du n0 29. Il ne nous reste donc plus qu'à examiner le cas des caracté-
ristiques exceptionnelles de la deuxième sorte ; en d'autres termes,
nous allons résoudre le problème suivant :

« Soit (82) une équation (VI) pour laquelle

4 b 4- i = o --=: 4 ( a -h- b -i- c -4- cl -4- i ) ;

appelons \{€) une intégrale quelconque de (82), (elle cependant que
sur un chemin e, de longueur unie et convergeant vers zéro, [^À-1 |
reste borné (avec o 5 œ < i ) et s^Çt)^/^a + ̂ .c •+- i — 4.a(^) tende
vers zéro avec t. L'intégrale À(^) se confond-elle avec l 'une des carac-
téristiques (83) définies au n° 30 ? »

La réponse est affirmative; pour le montrer, j 'é tabl irai d'abord
quer tendant vers zéro, [ X I reste borné intérieurement. A cet effet ,
je commence par effectuer sur le système (i) la transformation X = ;j~2;
il s'écrira dans le cas actuel ( ' )

( 1 0 1 ) t^—ïY[j^=:—\^ (i-^2

V'^O^^^^^^^^^^^^^
y. —

-h ————
et

a — ( a - h c + ^ - )
/ , ^o \ Y 4/

a 4- c -

t

i ' r'
^0

^,( r —

r ^LI -1^

^)

, a c ( i — ^ ) -
[,-t^)\ ci£-^,o,

(1) L'intégrale qui figure dans (102), et les autres intégrales de ce numéro, sont cal-
culées le long du chemin C.
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Or supposons que | a| ne soit pas borné (supérieurement); puisque
l ^ 0 ^ 2 ) doit rester borné, les équations précédentes montrent qu'on
aura

j / f / / 2 1 ^- TL'2 ,—2f.)
1 L\J' 1 <^ IV / ,

K étant un nombre posi t i f borné, d'où

(io3) f^KKr"^.

Dès lors,, deux cas peuvent se présenter : ï° si l'on a a» < ̂  l ' in té-

gration de (io3) montre que |a[ reste borné; 2° si Fon a co > î- ( 1 ) ;
on déduit de (io3 )

l^1^.2! <Ki,

K, étant borné, et o^ é tant donné par la relation — wl = J- — œ ou

1 — r,)^=: 2(1 —G)).

Mais on peut ra isonner sur co, comme sur co; et la relation précédente
prouve que, co étant différent clé i, au bout d 'un nombre fini p d^opé-
rat ions, on obtiendra (1) un nombre ^p<^ -' et une dernière appli-
cation du procédé montrera que \^\ reste borné.

/'•>
Ce point acquis, (101) et (102) prouvent aussitôt que —^—^ reste

borné ; or la transformée de (82) par X === ;j-~2 peut s'écrire

<•»« ^VT——(^^^^+,,^w

^ ̂ y ['+ i -î^y] -^ - ')!
^<I)(^, ^, t)\ reste donc borné quand t tend vers zéro; par suite^

dans l'égalité
t[j!-=. f ^ <I>(f7/, ^, ^) dt 4- const.

*'//.

( I ) Ort peut évidemment s'arranger pour ne pas avoir co (ou w?) = -•
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(qui se déduit de la précédente par intégration), on a le droit de faire
tendre la l imi te inférieure vers zéro; et la constante est évidemment
nulle puisque f-u^ doit tendre vers zéro avec t; on peut donc écrire

^t
(iô5) ^j/= 1 / ( Ï>(^ , ^, t ) d l ,

- /o

et, puisque j^D | est borné, il en est de même de [ ^ / j ; donc ^ tend
vers une limite finie, a^, et Von dédui t de (io5) la formule

V'
"/ r i i r 1

^ — / < ï > ( ^ ^ Z ) dt 4-^0.
«-•'(1 - J n

Or, en partant de cette équation, on peut reprendre le raisonnement
classique du n° 43 [adapté aux approximations du n° 30, qu'on aurai t
appliquées à (io4) au moyen de la transformation ). = u~ [ ; on cons-
tatera qu'il n'existe qu'une intégrale de (io4), ou de (3a), pour
laquelle ^(<) tend vers zéro avec ^ tandis que ;x tend vers a^ ou A
vers Xo. Notre intégrale se confond donc bien avec une caractéristique
exceptionnelle (de la seconde sorte), et les recherches qui fa isaient
l'objet de cette seconde Partie se trouvent ainsi terminées. ^

En résumé, le problème posé au n° 33 admet bien une réponse
affirmative, de sorte q^nnemtégmie quelconque de ( VI ) peut être repré-
sentée sur tout chemin (de longueur finie) convergeant vers zéro par
Fune ou F autre des caractéristiques que nous avons définies dans la pre-
mière Partie. Par suite, pour étudier dans le voisinage de l'origine une
intégrale quelconque de (VI), nous avons le droit de la définir^ non
plus par les valeurs arbitraires prises en ^ par A et // (ou X et oc),
mais par la caractéristique de la première Partie avec laquelle elle coïn-
cide le long (Vun rayon OA du plan (T). C'est ce que nous ferons dans
la troisième Partie de ce Mémoire.
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TROISIÈME PARTIE.

45. Définissons d'abord ce que nous entendons par voisinage de
l'origine. Soit r\ un nombre positif arbitrairement petit (1); considé-
rons la région (^Jl), lieu des points T dont les arguments sont compris
entre — "+- Y]' et —^ — Y]'; nous appellerons voisinage (ou domaine) de

2 2

l'origine le lieu des points t qui correspondent à (<fn) en vertu d'une trans-
formation (19) où [^ |==/ \ , a été pris suffisamment petit (2). Ceci
posé, la troisième Partie de ce Mémoire a précisément pour objet
F étude d'une intégrale quelconque deÇVÎ) clans le voisinage de l'origine.

Le problème ainsi posé se subdivise en deux étapes distinctes. En
premier lieu, les développements qui fournissent la caractéristique
que nous prenons comme donnée initiale de l'intégrale (n°44, ad fin.)
convergent non seulement sur le rayon OA qu i supporte la caractéris-
tique dans le plan (T), mais encore dans tout un secteur S de ce plan;
nous aurons donc tout d'abord à étudier l'allure de l'intégrale dans le

(' ) On pourra prendre, par exemple, pour y/, le nombre -f\ du n° 9.
( 2 ) La définition du voisinage d'un point transcendant 0 qu'on vient de donner s'im-

posera peut-être comme la plus naturelle ou la plus commode dans d'autres recherches
relatives aux fonctions multiformes, lorsqu'il n'existera aucun point critique arbitrai-
rement près de 0. Pour le problème actuel elle peut paraître trop restrictive; c'est
ainsi qu'elle nous interdit d'étudier l'intégrale le long d'une spirale convergeant trop len-
tement vers 0, telle que r = 6-^, où m est un nombre positif quelconque. De même,
Fétude de l'intégrale le long d'un cercle de rayon arbitrairement petit, mais suivi une
infinité de fois', nous entraînerait loin du « voisinage » de l'origine. En réalité, la discus-
sion de la première Partie permettrait d'étudier l'intégrale dans une région du plan ( t )
limitée par une spirale de la forme r = 0-^ [cf. par exemple la formule (a3)]; cette
région serait donc plus étendue que celle qui correspond à (<^l). Mais nous ne ferons pas
la démonstration pour ie double motif que voici : d'abord la notion du voisinage que nous
avons introduite plus haut nous suffit pour la solution du problème de Riemann qui est
une des principales raisons d'être de l'étude actuelle. De plus, j'espère montrer dans un
travail ultérieur qu'on peut faire T/ == o et /-o ̂  o dans la définition du n° 45 sans que les
approximations de la première Partie cessent d'être convergentes dans le domaine du
plan ( £ ) ainsi obtenu.

Ann. Ec. Norm., (3), XXXIV. — OCTOBRE 1917. 4o
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secteur S. Ceci fa i t , il s'agira de prolonger cette étade à travers
toute la région (cïl); et, pour cela, nous aurons à rechercher d'autres
caractéristiques qui convergeront dans un secteur différant de S, mais
présentant avec S un secteur commun S"; de plus, dans S', les nou-
velles caractéristiques devront représenter la même intégrale que les
anciennes. Et ainsi, de proche en proche, nous finirons par recouvrir
toute la région (^îl).

46. Commençons par le premier problème', en supposant d'abord
qu'il s'agisse d'une caractéristique de première espèce et du type
général, s étant un nombre complexe, non nul et différent de a. Rap-
pelons d'abord que le domaine où nous savons calculer nos caracté-
ristiques est formé par un secteur S du plan (T) dont les frontières

2 '2

sont les droites OA, et OAa, d'arguments — — y » ? 1— ~ T û » o û y < et 72
désignentles arguments respectifs de s{i — Y])""1 — i et^(i ~ ^l)"^ i.
D'ailleurs, nous sommes assurés que la convergence des développe-
ments (53) a lieu uniformément sur tous les rayons OA intérieurs à S
(au sens large); toutes les inégalités du n° 19 seront uniformément
valables à l ' intérieur de S; enfin dans le plan (^) le domaine spirali-
forme qui correspond à S aura son sommet à une distance de 0 essen-
tiellement positive [mais t endan t vers o avec i — co( 1 ) ] ; il ne sera
donc jamais évanouissant. Cela étant, é tudions l ' intégrale à l 'intérieur
de:S./

47. SoitD une demi-droite indéfinie quelconque appartenant à S;
nous allons étudier l'intégrale sur (D). On a, pour un point quel-
conque de (D) : T==T+ ue^{o^u<i^), où T et y sont constants. Je
dis tout d'abord qu'o/z peut trouver un nombre réel œ, salù/aùant aux
conditions o $ co << i, ne dépendant que de s et y, et tel que sur (D^^À'"11
reste borné supérieurement (et, en général, intérieurement). Un tel
résultat constituera évidemment l'extension à À(^) d'une proposition
analogue^ énoncée au n° il pour À0.

En effet, reprenons la représeatatioa géométrique du n° 11 (fig. i),
et figurons les pointe M, M-.,, M^ ayant respectivement pour •âffi^s

( 1 ) Cf. îa note du n° 19 (p. '271^.
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s == ^'e^, s— i et .y+i . Nous dirons que les rayons OA du plan (T)
et ON, du plan (^) sont correspondants si leurs arguments respectifs y

2
et Y! satisfont à la relation y -f- Yi ===—; le rayon correspondant à OM'"A
sera dî t la médiane de S; enfin les rayons correspondant aux frontières
OA_i, OA, de S seront intérieurs à l'angle M—iOMi et différeront, arbi-
t rairement peu de ses cotés. Cela étant, l 'équation (18) peut s'écrire

( \ 06 ) /•-1 = A e^' -{- B + C 6'-^

A, B, C étant trois constantes qu'on calculerait aisément en fonetioR
de À , , h.^ et ^o, et qu i , dans le cas actuel (Ai =7^2) satisfont à la con-
dition AC •=^= o. De (106) on tire, grâce à (55) ( ^ )^

( 1 0 7 ) ^rr: A ̂ (l 4- 0, Lr,) + B 4- C (T-^I 4- ^L/-o) (| ̂  | < l),

(— f \ K

L étant un nombre positif borné. Mais on a | e^1-1) | = -=r ) avec/ /
— (t cos(y •+• o ) ,

" "~" ces y 7

x étant égal à la mesure algébrique (2) de NM, pour que [ /^A" ' 11 soit
l)orné supérieurement^ il faut et il suffît qu'on aitû) = MN. Supposons
alors que (D) ne soit pas parallèle à la médiane de S ; on aura OD ̂  o ; de

^_^..\_
plus NM sera soit de sens positif, soit de sens négatif. Dans le premier
casy pour ro très petit, le terme prépondérant du second membre
de (107) est le dernier, et, stir (D), ^À"-1 différera peu de

f /?«) ^>(0)—,s-iT^^ (̂  /(».) ^it»)—.v) Ï4-M^sî"ï—l'^"(ï-^•<:;)] ^—, Q ^«> ^((O-.s'i ï ^»/.0^' ;

de même, si NM est de sens négatif, ^À'"1 sera très voisin de

A ^<(> ê^1114"'^rt' <3"~'///•<")^s'.

D'où cette conséquence, valable dans les deux cas: si Fon marquer
sur (D) une suite de points To, T,y ..., T/,, ... (dont le premier est

( 1 ) Si T est intérieur aux cercles (y/c), on s'appuiera, en ouire^ sur les considérations
du n0 22.

r2) Comme au n° 14, N 031 l'intersection du rayon ON avec M-iMi.
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quelconque) à des distances mutuelles de £1 == ——? toutes les valeurs
prises en ces points par ^°X~1 seront, p o u r | ^ [ suffisamment peti t ,
finies, non nulles et arbitrairement voisines les unes des autres.

Observons d'ailleurs que la relation ( ^ )

— il-2^^ s ( A e^— C e"^) (r -4- F)

=4-A 6^(1 4- e,Lr,) -- 0^(1 4- ^L/'o)] (i + ̂ L^1-^),

qui est une conséquence de (106), (i4) et (42), montre qu'aux
points T^, t^V prend aussi des valeurs finies, non nulles et arbitrai-
rement voisines les unes des autres. Aussi, en raison de la double pro-
priété des points T^ par rapport à X et à X', nous appellerons û la
pseudo-période relative à la direction d'argument y; nous dirons de plus
que ou est Vexposant d'indétermination de À le long de OA.

Supposons maintenant que (D) soit parallèle à la médiane de S; on
aura œ •== o. Dans (107) aucun terme ne pourra être négligé et, pour r
très petit, )<"""•' sera sensiblement égal à

A e^. e-iu •w 4- B -4- ( \e - 'VT. e1 a •ON.

Sur (D) on pourra donc marquer deux suites de points soient ï^,,
ï\,o • • • » T^(, ... et T^a? ï\,2? - • • » T/;,2» • • - (dont le premier est quel-
conque), tels que les points de chaque suite soient séparés par des
intervalles égaux à la pseudo-période û = 2Tc|;?]-1 ; pour r assez petit,
les valeurs prises par À-' en ces points sont arbitrairement voisines les
unes des autres; à l'intérieur d'une même suite, il en est de même des
valeurs prises par ^-^X'; toutes les valeurs précédentes sont d'ailleurs
finieSy mais cette fois, elles ne sont pas nécessairement diflerentcs
de o. L'intégrale peut donc présenter des pôles dans la direction de la
médiane; effectivement, nous allons voir qu'elle en possède une infi-
nité. C'est ce qui résultera du théorème général qui fait l'objet du
numéro suivant.

48. Soit o> un nombre positif (ou nul) et inférieur à i; appelons

(1) On a toujours | 631 < i ; et Li est un nombre positif borné. Voir aussi la i)0te pré-
cédente.
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O-Y et OA" les deux rayons de S (distincts ou non) qui admettent co
pour exposant d'indétermination, et û' et ûT les pseudo-périodes cor-
respondantes; ceci posé, on a le théorème suivant :

Pour toute valeur de Â*(^= o et co) F équation ^Â-' — k = o possède
dans S deux suites infinies de racines; pour la première (^seconde) de ces
suites^ les modules des différences des racines convergent vers ^(û^), et
les arguments de ces différences tendent ^ers celui de OA^OA"); enfin,
pour (j> = o, on peut supprimer la restriction k ̂  o (1).

Supposons d'abord 00=7^0, et soit A^e'"' le terme de t^'A—1 qui,
dans (106), ne devient pas infiniment petit sur OA'; marquons dans le
secteur S les racines To, ï\, ..., 1\, ... de l'équation A.^ e^+s)rî=/c;
ces racines sont situées à des intervalles de Os" sur une parallèle à OA".
Entourons chacune d'elles, soitÏ^, d'un cercle (c^) de rayon p, arbi-
t ra i rement petit (et infér ieur à £1' : 27î); notre théorème sera démontré
(pour co=^=o) , si j 'établis que n étant assez grand (une fois p fixé),
les (c^) cont iennent une et une seule racine de l 'équation ̂ )^-' — A' === o.
Or, on a tout, d'abord

(108) ^Â ' — /• = A^iy^-^i 4-Tu) — ^(x)4-^],

où, d'après (107), •/]( est une quantité complexe, de module arbitrai-
rement petit avec /'o ot r; on pourra donc prendre i\ (2) et r assez
petits pour que l'on ait, par exemple,

27ro2

009) l'^^lli7'

M désignant la borne supérieure de —^— à l'intérieur du cercle
\z\ -^ i (3); ceci entraînera d'ailleurs une inégalité de laforme/î^/z^;

( 1 ) Le lecteur montrera sans peine que pour ^ = = 0 7 = 0 0 et pour /c = ce, l'équation
^(.)},-i — /fc == o n'admet aucune racine infiniment voisine de rorigine.

C ' 1 ) Une caractéristique étant donnée, rien n'empêche de la représenter par un nou-
veau développement, issu d'un point to plus rapproché de t == o que l'ancien.

(3) On pourrait démontrer que M est égal à e : (c — r).
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n ayant été ainsi fixé, on aura, d'après (io<S),

( 1 1 o ) ^ À -1 -— A- .-= A /? ̂ 0)-Î)T" [ ̂ -^ T-T'<1 — i 1 ( ï 4- •n, ),

avec
^(tô--i-A-)',T-T«)

^2 ̂  "̂  ^M-^T-Ï.)__ ^ î

donc, en tenant compte de (109) et de la relation | oj 4- s \ == ^-? 011 a,
sur (<^), (dont le rayon ? satisfait bien à p| co -h ^ j < i),

lr j ^ ^l'^l ^
I^K |(,3+,)(T-T,)| --^

[ Y j a j est donc arbitrairement petit sous les condit ions énoncées. Ceci
posé, étendons à (c^) l'intégrale

-L, r^i^Liii r^(^_^
2 7 : ^ 7 ^>}-1——Â-\ 7 t i j ^^.-"i—/^

donL la valeur sera précisément le nombre de racines cherclie N; on
aura

/* d\^1-^/ <,)+——&——t\ j .1/'^«•,,

^ .̂

(in) N=—— / ^ ,.^ ^——z^À-^ZTa-n:(^^, ^>^-i—/,
Ae-^—<;e--V

———A^-.B-^C^^^)^,,,^,
37: ,̂,,) ^ ï ? - 1 — — / -

mais pour | Tl assez grand, on peut écrire ( | co + s é t an t ^ o )

A^--(-:e-À7-
C>)+^A^-^B+C^( I•+•F)-(OJ4-^(<-^)^ .

y]3 étant arbitrairement petit; tenons compte de (no) et de (i 11) et i l
viendra N = — r (.) 4- ̂  ̂ ^^)(^») (, ̂  .^) (, ̂  ̂  ^

^U^ e^^-'^^i 14--/l, aï î

le second membre diffère donc arbitrairement peu de i ; puisqu'il est
entier, sa valeur est i. G. ^ i... ,^

Considérons maintenant le cas où co == o, et supposons d'abord
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/• ̂ L // , (et /^,). L'équation (18) peut encore s'écrire

I — i ( • 4. I )^ i [ l : „ . -L^ ch^(u—^),
/. 2 v^ ^â7 'A//I /^/ vl u

/?, ayant la même signification qu'au n0 12. Or les racines de l'équa-
tion

i i / ï i \ î / î r \ , / _ - '._ - _ ( _ ^ ^ _ _ \ ç]^ ^/ ^ — ^ \
k ï\h, h.,) ^\h, h.,) v 1 /

se divisent en deux suites, l'une d'elles étant de la forme

T T — T -4. 27T< T — T -î- 2/l7r/
I. (-,, S. ^ ——— 1 y ~f- ——————— ; . • . , 1 ̂  ——— Jl y 4- —————————— ?

" ^

comme précédemment (n0 47) et ne contenant aucun des points A^
On peut donc entourer T,, d 'un cercle (c^), de rayon indépendant de n
et a r in té r ienr duquel on aura

eolh .s-Cr/,--/^) H .y(i+^ro) i "̂  !/^ < M,

avec |0/. | <^ î et M borné (quel que soit /&). Soit alors T)^ un nombre
posit if arbi t ra i rement petit ; entourons T,, d'un cercle (c,,), intérieur
a (c,^) et de rayon p ( indépendant de n), inférieur à la plus petite des
quan t i t é s

^— et - ,̂./î 1 ., l 11 C / L- î3 | .y | M|.y | 64K

ou K est le nombre positif défini au n° 19; puis, prenons (^^o i11^"
rieur à p2 et p : 4K. Je dis maintenant que l'équation À — k = o aura
une (et une seule) racine dans (c/J, pour r assez petit (ou n assez
^rand).

En effet, observons d^abord que pour | z \ <^ î , on a

^ <l^ lsm,s|<2,

( 1 ) f'oir la note ( â ) de la page 317.
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d'où, pour [ x < ^ et [ c | < ̂

, | shs.z1 8|£.r.
(no.) |coth^(i+s)-colh^l- ^(,_^^ < |^(i^)l < 1 6 ^

Puis, étendons à (<?/,) l'intégrale

i ^ d Ç / . ~ ~ 1 ) _ i /l____s si) ^(^ — / i i ) dp____^
2^7 j P1"^?1"!̂ ?^ ch.<^~^)—ch.s• ( l \—^l) î

sa valeur seraN=^n[c»l•l^+c°•b^•^•-^^^i](•+F)t'T!

mais, diaprés (55), on a

^-T^T-T,.)^21^^ :(T—ï,.)(i+-rJ (|9.[,|^|<i),

et, d'après (i 12) ( f ),

COtil <(K--Ï") — c.otli ^(T-ï, <(6
aK/-, , 64 K /•„ , 64 K

^f-<["a•<

En vertu de ces inégalités, il viendra donc

N= I F ^,n,^T-ï.)^r= ——— f s-
ÏTÎl J , 2

COlll l- ^T
^-/(^)2

— — — f f^COih^^^
27:2 ^ c - L 3 2

.Sa^^K^^^ljT ( l^^ l , l^K^)î"î \

or, la première intégrale est égale à i ; la seconde est inférieure en
module à

^+ L r^coth^^^./T
,7T J. 2 227tU. 2

( l ) La formule (n%) est bien applicable ici, car on a

,̂  ^^T^l^J^lp.^. 1 . 1 = -i-̂  <i!^<Iï-^T; <-7-<î•a - 3
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oii le second terme est infiniment petit avec /• ( ' ) ; on a donc encore
J-' == î ' C. 0. F. I).

On ferait une démonstration analogue p o u r / - = = / ^ ou Ji^ d'où
ï^ === fz^ par exemple ; on prendrait pour cercles (^) les cercles (7^),
(n° 12) et l'on s'appuierait encore sur l'inégalité (j53)y toujours appli-
cable sur le contour de (yy). Mais, cette fois, on arriverait à la con-
clusion suivante : pour y assez grand, les cercles (^y)? pris de deux
en deux, cont iennent (chacun) deux racines de l'équation À — /^ == o;
et les cercles (y^-) restants contiennent deux racines de l 'équation
À — h^ == o.

Ainsi , l'équation ^X~"1 — k = o possède toujours clans S deux suites
inf in ies de racines simples; pour co=^o, ces doux suites s'éloignent
dans deux directions différentes de S ; pour co = o ^= (1i — h^ ) (k — À^),
elles se rapprochent indéf in iment de deux parallèles à la médiane
de S; pour co = o = P(^), les deux suites tendent à se confondre l'une
dans Pautre ( 2 ) .

49. En adoptant une dénomination due à M. Pierre Boutroux(3), on
pourra dire que, dans le secteur S, notre intégrale est asymptotes une
intégrale convenablement choisie de Inéquation

/-//^^p^),

le sens de cet asymptotisme se trouvant parfaitement précisé par la
discussion précédente.

Il résulte encore du théorème du n° 48, qu'à l'intérieur de S, le
point T = ce est un point essentiel pour noire intégrale. En conséquence,
aucune caractéristique de première espèce et du type général ne

( 1) D'après (4-2).
( ï ) En conséquence, l'équation t^l-1—k = o ne peut avoir de racines doubles inn-

'niment petites que pour a» ==o = P(/c). Effectivement, on peut indiquer un cas où ce
fait a lieu pour tous les cercles (yy). Reportons-nous à C6) et écrivons que Fi(/^i, a—ao, t)
est fini quels que soient a — a o et t\ il en résultera que ^ s'annulera avec X —7/i. Or,
la condition précédente exige h\ == î ou / / j==oo, ce qui nécessite 4 b -4-1 = o ou
^ ̂  // ^- c -r- d + i == o; et, réciproquement, s'il en est ainsi, on vérifie directement que
l'équation X-1 == î ou o a toujours des racines doubles.

( 3 ) Ann. se. Ec. Normale supérieure^ 3e série, t. XXX, 1913, p. 2:^, 9-71, etc.
Ann. Ec. Norm., (3), KXXÏV. — NOVEMBRE 1 9 1 7 . 4l
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pourra appartenir à une branche d'intégrale de (VI), hoïomorphe
pour ï == o.

Remarquons, en outre, qu'une théorie tout analogue à celle des
n^ 46-48 s'appliquerait aux caractéristiques de deuxième espèce et
du type général; ainsi, pour ces caractéristiques, il existe un théo-
rème ̂ mdogue à celui du n° 48 et qu'on démontrerait de même (1).

Enfin^ avant d'aborder le second des deux problèmes énoncés au
n° 45, j'observerai que pour les caractéristiques exceptionnelles, ,1e
premier problème se résout immédiatement . Car, s'il s'agit d'une
caractéristique de la deuxième sorte, nous savons qu'elle est hoîo-
morphe pour t r= o (et, dès lors, nos deux problèmes sont résolus
simultaiuément); et, s^il s'agit d'une caractéristique de la première
sorte, ou bien elle est hoïomorphe pour t=o, ou bien il existe un
nombre <7 tel qu'e, dans le secteur S où elle est définie, t^^Q^ — A7/)
et G-^°',(À — A i ) tendent vers une même l imite non nulle quand T
s'éloigne indéfiniment dans ce secteur (2). Nous sommes ainsi com-
plètement renseignés sur l'allure de l'intégrale dans ?; et nous pou-
vons ajouter qu'à Fmtérieur de S, Ï == • ̂  n'est plus une singularité
essentielle, mais seulement une singularité transcendante pour l 'inté-
grale (et même al^ébroïde, si o" est un nombre ra t ionnel réel).

50. Arrivons maintenant au second des deux problèmes du n° 45 :
il s'agit d'étendre a la région (c'a) l'étude de l'intégrale qu i , jusqu'à
présent, n'a été faite que dans le secteur S. Pour plus de netteté, je
supposerai d'abord que s est complexe et ne comcMe avec aucune des

+•
valeurs a' •+• n, or 4- n (où n est un entier réel) ; et, pour plus de régu-
Jarité dans les notations ultérieures, j'écrirai s^ au lieu de s; je dési-
gnerai par So le secteur que nous appelions S; et, enfin, je dirai que ̂
est la constante fondamentale (3) du secteur So.

Introduisons encore quelques locutions pour la commodité de
l'exposition. La médiane OAo de So divise ce secteur en deux demi-

(1) Ce nouveau théorème se trouve énoncé d'ailleurs an n" 51.
( 2 ) Entart.iciilîer,4aiis le domaine du plan {t) correspondant à S, rorighie est un zéro

isolé de réqualîoii ) .—As=o .
(3) Constante caractéristique •©(wleïidrait mieux, s^il n'y avait à craindre une équi-

voque,
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secteurs; nous désignerons par S^ celui de ces demi-secteurs dont les
rayons correspondent ( ' ) à des vecteurs NM de sens posi t i f ; S^ sera
di t supérieur, tandis que l'autre demi-secteur^ que nous désignerons
par Sy, sera d i t inférieur. Nous dirons de même que les rayons de S^
sont supérieurs à la médiane et à ceux de S^, et que OA| y frontière
commune de So et Sy, est {^frontière supérieure de So.

X.

Ceci posé, étudions d'abord a à l'intérieur de So ; d'après (84)? on a

/ ^ ^ tV i — t ï
( 1 . 3 ) a-a;=^———F-^"^ • •

or cette formule montre que a est indéterminé dans la direction de la
médiane . D'une façon plus précise, on verrait comme plus K . a u t ( 2 )

•k * * Ï ~T~' V

que l 'équation a — le == o admet, pour À-'^a^ -+- —^—^ une double
i n f i n i t é de solutions, tendant à être équidis-tantes (avec il ==.27: : \s\
comme intervalle), et à prendre la direction de la médiane. Mais il y a
plus; si l 'on s'éloigne parallèlement à un autre rayon de So, (n3)

+;
montre que a — a tend vers la limite de

r / / / / \ r r d ( \ ^\ /^t
^[T^1)^^1^^^^^

- I F c A^T:(i4-^,l.^)—C^•v"T(I•4-^Lro> . 1
„ - i L1 ̂  A^' (ï + ̂ L/'o) -4- B -4- Cfi-"^'1' (^ -h- ̂  L^>' 'i

[d'après (106) et (107)1; donc, suivant que le rayon considéré appar-
.+• r T ' *' '

lient à S^ oa a S'^ a- — a tendra vers ^ (ï + ^o) w ^ (ï — ^); a teadra

donc vers une des valeurs précédemment interdites à ^/. De plus, dans

( ï ) Cf. 11° 47.
f 2 ) On prendra comme valeuES appNlpêliées des, solutions les points T où la fonc-

fcioil Â(T) , définie eiï faieamt ^ == T àsm (B®6), est égale à ruiw ou rautre d-es.sacines de
J'équalion __

^_^,-^.-^
et Fon observera que ).(T) ne peut s'annuler.
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le premier cas, on aura, d'après (4)»

* r î ~i. s• 2==4(^+ C-+- » ) — 4 ^0+^(1-!-.<?o) == (^o— Q2?

nous poserons alors, dans S,,,
«

<^ ==.?== ^y —— J ,

en choisissant toujours la racine dont la partie imaginaire a un coef-
ficient positif; au contraire, dans S^ on poserait

•k

5....,....i==^==^o4- î .

Cela étant , s o i t A < la valeur (finie) prise par X en un po in ta dont
l'image tï^ est sur un rayon OA de S^ ; il est clair que, le long de OA,
V intégrale que nous étudions peut ( ' ) aussi être représentée par une
caractéristique de deuxième espèce^ en prenant pour conditions in i -

* ît c2

tiales ^(^) = ̂ ^i et a^=a +04- î — — - O r il est aisé de déterminer
le secteur S^ où converge le développement qui fournit cette caracté-
ristique de deuxième espèce. En procédant comme au n° 47, on figu-
rerait les points s^i = SQ et s^ — î = ̂  = ̂  — 2; les frontières OA^
et OA^ de S, correspondent (2) aux rayons OMo et 01ML (Mo et Ma,
affixes de ^ et ^>); S, admettra donc OA, pour médiane; son demi-
secteur inférieurs^ sera identique au demi-secteur supérieur S^ de Sç;
nous dirons en conséquence que S^ et S, sont adhérents (^).

Par le même procédé on construirait (*) un second secteur S^y
adhérent à So et tel que S\ = S^; So sera dit de première espèce, tandis
que S,̂  et S^ seront dits de deuxième espèce; enfin, S_, et S^ seront
dits adjacents. On voit aisément que, dans la direction OA^ (ou OA.^)

(1) On observera que ,yo=bi n'est pas une valeur exceptionnelle o".
(2) Plus exactementy elles correspondent à des rayons arbitrairement voisins de OM()

et OMsCcf. n°46).
(3) 11 résulte aussitôt de là qu'on peut définir une intégrale X ( f ) , s'annulant en un

point 4, et qui, le long d'une spirale logarithmique issue de to (mais suffisamment loin
de /o), est représentée par une caractéristique de première espèce : c'est le résultat
annoncé au n° 49 (note de la page'271 ).
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«
A devient indéterminé et prend toute valeur (finie) arbitrairement
choisie (1) ; de même, dans l 'une ou l'autre de ces directions, a peut
prendre (une double infinité de fois) toute valeur, finie, ou non,
donnée à l'avance, et distincte de y-o et a^sao + ^o — i (ou de a^
et a^a==ao —• ^o — I)-

Considérons enfin le demi-secteur supérieur de Si ; soit S^ ce demi-
secteur. Sur un rayon OA de S, (suivi indéfiniment), a tend vers la
même limite que

r / / / / \ * î ( t\1 \
^- i^-T-^^^^- î t -Y"- 2 ^

mais on peut écrire

( 106 ) 1 = A ̂  T -i- B + G e- ;T,

et, dans S\, c'est le dernier terme qui est prépondérant; dans S\ la
l imi t e de a sera donc

^
.ç ï-t-.yo .ÇQ—î

a.» ":= y.Q -h «" — i == ao 4- ——— •+• ——— -— î =-- ao -+- ^o — !
2 1 2 2 !

et l'on en déduira

s^^a -+-4^-+-i— 4^2= ^S— 4^-^-4 =(^— î î ) 2 ;

la constante fondamentale de 83 sera donc précisément

en choisissant toujours la racine dont la partie imaginaire a un coeffi-
cient positif; et sur OA, on pourra représenter notre intégrale par un
nouveau développement de première espèce. Le secteur de première
espèce S^ où convergera ce développement, sera adjacent à So et
adhérent à S^ ainsi qu'à un autre secteur de deuxième espèce 83 dont
la constante caractéristique ̂  serait s^—3.

Le procédé s'étendant de lui-même, je me contenterai d'énoncer
sous forme générale le résultat auquel nous sommes conduits.

( î ) Cf.iY^8.
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51. Appelons toujours (cFl) la région du plan (ï) dont les points ,
situés à l'intérieur deA'OA^ ont leurs arguments corn pris entre ^ •+- TJ'

3r 2
et T ~~ ' r l / ; ct s o i t^(^) llne intégrale de (VI) définie le long d'un

rayon OA de ^. par une caractéristique de première espèce dont la
constante fondamentale ̂  satisfaii aux conditions

cl^ -f ^0 Sy — 3" ̂  H ?d A-o — 0"

( /À entier réel quelconque). A rintérieur de (^l), À(<î) peut être repré-
sentée de la façon suivante :

Soit ̂  le point [du plan (T) ] d'affixe • i^^s^ + ni; appelons S/,
le secteur dont les frontières OA,^ et OA,^ passent respeetiwment
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par<4-, et<^-r Suivant que n sera ] pcm ., L À( î ) sera représentée

dans S,, par des caractéristiques de ] \ [ espèce; la constante fonda-
mentale de S^ sera s^=s^—•n et l'on peut toujours supposer (^
. i , ,., ( À(^)=?.o ( ., , , ,.de module assez petit pour que < * soit la seconde condi-

t M ^ ^ ^ Â o t
tion init iale qui, avec .^, détermine complètement dans S,, (quel que

( i1'® )soit n) les caractéristiques de X(^). Dans un secteur de ] ^ • espèce,
,, . ' ( 2 )1 équat ion

i ^(.)}-1 __^.^o ,

( ^.07 -—/?==:. o (

où l'on a soii o S ^) ( < i el ^ ^ o et œ, soit r) ( == o et î ( -=/=- ̂

admet une double suite infinie de racines; ces racines se rapprochent
indéfiniment de deux parallèles à deux rayons OA (distincts ou con-
fondus) qui coupent la droite lieu des points d^ en des points cl tels
que rfâ?,^0-^ et les distances de deux racines consécutives tendent

vers Û = a-^-•• Quan t à x ? il tend vers une l im i t e bien déter-0 d ^" f a •(

minée a" \ (correspondant à s,, par 4 ), si l'on s'éloigne parallèle-
\ ^n ' \ ( /^)/

rnent à une direct ion de S,̂  distincte de OA,^ et OA^,, et cela pour n
| î)air . \ : dans cette même hypothèse, l'équation( impair ) 3 ji ? i

» ^ ~ ^ = ^ <" + ; + ( '
1 a — Â<=O )

| où l'on a ^ ; ̂ ^ ° ^+:i j admet parallèlement à OA^ une double
[ • ( /^==^ <Ha,,+.2 )J .

27"
inf in i té de racines à des intervalles qui tendent vers -0-—"•*• ^a/,4.1

On peut dire âusâi qu'à l'intérieur de chaque secteur, l'intégrale est
asymptote à une solution convenablement choisie d'une équation

( r^^PP^) (
' •' ' * 4 * / ?^^^•^ P(^) i ! ^ ' • . •
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où le polynôme . * , qui dépend de ^, varie avec chaque secteur.
( ^(^ )

J'insisterai enfin sur deux propriétés de ^(0 qu'on vient de décou-
vrir et qui semblent particulièrement remarquables : l 'une est la
pseudo-périodicité de l'intégrale le long de tout rayon OA de <R; c'est
un e propriété approchée (ou asymptotique) (^) . L'autre est caracté-
risée par la relation ^ = = ^ — n ; c'est ce qu'on pourrait appeler une
propriété-limite exacte. Dans un autre travail, consacré au problème de
Riemann, je montrerai qu'elle tire sa véritable origine des propriétés
classiques des équations différentielles linéaires.

52. Nous al lons examiner maintenant les cas que nous avons dû
laisser de côté jusqu'ici; commençons d'abord par celui où s^ est réel.
Pour le traiter, procédons par continuité : imaginons que le nombre
complexe s^ varie en tendant vers une valeur réelle s^ posit ive par
exemple. S i l ' o n a ^ o > i , les frontières du secteur So, et de tous les
secteurs inférieurs S^, S_^ • • • tendront toutes à se confondre avec le
demi-axe imaginaire négatif; par sui te , lorsque la partie imaginaire
de SQ sera devenue assez petite, tous les secteurs précédents seront sortis
de la région (<îR.). 11 n'existe donc aucune caractéristique (de première
espèce, par exemple) correspondant à une valeur réelle ïo, de module
supérieur à i; et la même conclusion s'appliquerait p o u r ^ = = ± : î .
Mais, quel que soit le nombre réel ^(J=^ ±: i), il existe certainement
deux valeurs consécutives de ^==ïo - n (d'indice négatif dans le cas
précédent, ̂  > i) qui sont comprises entre — i et + t . Et, en procé-
dant comme tout à l'heure, on voit qu'il existera sûrement deux sec-
teurs adhérents, soient S,̂  et S,,-., qui, à un certain moment y finiront par
recouvrir toute la région (<^i). Donc, dans (c'a.), l'intégrale sera repré-
sentée indifféremment par un développement de première ou de deuxième

0) Cette propriété permet de considérer dans le plan (T) la singularité

ï==oç, [^(T)<o]

comme la superposition d'une suite de singularités essentielles distinctes, d'allure nette-
ment définie, et/qui sont mutuellement solidaires en vertu de la seconde propriété.
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espèce; et, le long de tout rayon OA de (a.), elle sera de l'ordre de r%
en désignant par ^ celle des deux racines de s^ qui est positive.

Actuellement, le théorème du n° 48 sera donc en défaut, ainsi que
les développements du n° 50; il faudra les remplacer par l'énoncé sui-
vant :

Si s est réel, et compris (au sens strict) entre — i et 4- T , A, X _ , ,
a — aç et a — o^ tendent uniformément vers zéro dans (^); dans cette
région, le po in t T = oo n'est, au plus, qu'une singularité transcen-
dante de l'intégrale, qui d'ailleurs peut être représentée par un déve-
loppement ( j ) procédant suivant les puissances de / et ^ [et conver-
geant dans la région correspondant à (eK)]. En particulier, pour s
rationnel (7^0), / == o est une singularité al^ébroïde de la branche
d'intégrale considérée.

On voit d'ailleurs directement que, pour s = o,£ === o est une singu-
larité transcendante de l'intégrale, À(^) étant de l'ordre de ïo^2t ou
delog^(2).

Bien entendu, le passage à la l imite que nous venons de faire a
besoin d'être légitimé; on y parviendrait en établissant (grâce aux
développements de la première Partie) (3) l'existence d'un nombre
positif Ro jouissant de la propriété suivante : pour |^| <Ro, les carac-
téristiques (de première espèce, par exemple) définies par les condi-
tions initiales (^o = "^o et s(o) = ̂  [avec |.?o — ^ | < T], où ^ est réel
et de module inférieur à i] sont sûrement convergentes dans la
région (^.).

Lethéorème précédent comporte d'ailleurs une autre conséquence
mportante que nous utiliserons prochainement (n° 55, p. 339).

53. Passons maintenant au cas où l'un des s^y soit par exemple s ^ y
coïncide avec l 'une des valeurs exceptionnelles o- (ou G"). A cet effet,

( 1 ) Pour le prouver, 011 établirait qu'il en est ainsi de chacune des fonctions a/, ;j.y qui
figurent dans les approximations successives (cf. la note de la page 287).

(2) On suppose a -4- b -+• c -+• d 4- x et 4^ -î~ i non nuls à la fois; et alors, )»(/) ne peut
pas être holoniorpbe pour t == o.

(3) Voir notamment les ii05 11 et 16.
Ann. Éc. Norm.y (3), XXXIV. — NOVEMBRE 1917 . 4^
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nous rechercherons d'abord comment, dans le cas actuel, on peut
représenter l'intégrale dans (^); puis, en vue d 'une application ulté-
rieure, nous ferons tendre SQ vers cr (par exemple) et nous étudierons
comment s'effectue le passage à la limite.

Posons toujours o-== ^°, et traçons le rayon 0^ correspondant
(n° 47) à Ocr; supposons, par exemple, que f tende vers zéro sur tous
les rayons OA inférieurs à OA(). Donc, pour toutes les valeurs de s du
type a — n{n > o), c'est-à-dire pour tous les secteurs S/, supérieurs à
OA^, l'analyse des n0' 47-51 restera toujours va lable ; et elle le sera
encore pour S^,, demi-secteur supérieur de So. En conséquence, si
l'intégrale est définie par une caractéristique dont le support O.A est
supérieur à OAo, nous saurons l'étudier dans toute la région de (^l)
supérieure à OA^; reste la région inférieure,

Or, d'après le n° 20, nous savons que les développements dé pre-
mière espèce qui convergent dans S^ sont encore valables dans un
secteur partiel de S^, ce nouveau secteur S^ étant assujet t i à la con-
dition 5co << i ; de plus, dans S^, ^ — T et — — i sont arbitrairement
petits pour i\ assez pet i t ; et, enfin, on a actuellement ( ( )

C==o et, B ^ - 1 - / 1 - ^ — ) - ,
2 \ A, 1^ Ii

d'où

(loô7) 7 i—/^-i==(}çï _ /r-^P-^A^.

De tout ceci, i l résulte donc que, dansS^ t ^ C k — ' l i ) et cr-1^-17^,
tendent uniformément vers la même limite : — /-rç^/^1—/r-');en
définitive, dans S^, notre intégrale peut être indifféremment représentée
soit par des caractéristiques du type générale soit par les caractéristiques
du type exceptionnel formées au n° 28, la constante arbitraire A de ce
numéro étant prise égale à - /^(V — /r-')^. Dès lors, les caracté-
ristiques exceptionnelles que l'on vient d'obtenir permettent de repré-
senter notre intégrale sur tous les rayons du secteur exceptionnel 2,
inférieur à OA^

(1) Cf. n°47.
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Rien n'empêche d^ailleurs qu'une même intégrale ne présente dans en
deux secteurs exceptionnels S' et S'7 (d'espèces distinctes ou non),-
limités respectivement par les deux frontières OA' et OA" de ^ et
séparés par un certain nombre de secteurs de types généraux.
Nous en verrons un exemple très simple au début de la quatrième
Partie (n° 56).

54. Ainsi donc, dans le cas ou SQ == cr, le point ï == os doit être con-
sidéré [dans (^B.) [ comme étant formé par la soudure d'un point trans-
cendant et d'un nombre de points essentiels élémentaires ( ^ ) d'autant
plus grand que ^ se rapprochera davantage du demi-plan ^(T) <<o.
La représentation de l'intégrale apparaît donc actuellement comme
plus complexe que dans le cas général étudié au n05 47-51 : pour
approfondir l'origine de cette complication, nous allons étudier la
représentation de l'intégrale lorsque SQ tend vers cr, et ceci nous
amènera à préciser les résultats énoncés aux n05 13 et 14.

Le nombre positif T] du n° 9 ayant été fixé une fois pour toutes
faisons tendre ^ vers cr; / ^—h^ tendra vers zéro. D'après le n° 13
nous savons alors que pour s^ — o- assez petit, il existera dans Sg une
bande ijl, l imi tée par deux parallèles à la direction ' y = = = 3 — — 0 o , et
dans laquelle il nous sera interdit de calculer l'intégrale par des
développements de première espèce; ^ — c r tendant vers zéro, cette
bande s'élargira de plus en plus; et, à la limite, pour ^ o — cr==o, la
bancle aura fini par recouvrir tout le secteur S inférieur à une
droite 0^ {/ig. 4, p. 263). Or, d'une part, pour SQ—O-=O, nous
savons calculer l'intégrale dans S, et, d'autre part, pour ^ — a-très
petit, mais non nul , nos développements antérieurs sont impuissants à
nous fournir l'intégrale dans ^> : c'est cette dernière étude qu'il nous
faut effectuer pour découvrir l'origine de la singularité transcendante.

Dans la discussion qui va suivre, nous supposerons h ̂  ï et oo, ces
deux cas se ramenant à celui de h quelconque par les transformations
du n° 29; de plus, nous laisserons de côté le cas de h = o = o-^, dont
l'examen direct n'offre pas de difficulté (2); enfin, nous supposerons

( l ) Cf. la note de la page 3*28.
(2) Cf. n°2ë.
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AO ̂  À, ce qui est légitime, puisque l'équation À — À = = O n'admet pas de
solution voisine (et distincte) de zéro dans la région (t) correspondant
au secteur S.

/"SJ

Cela étant, soit Y] un nombre positif, inférieur à Y] et que nous
ferons tendre vers zéro, Y] restant toujours fixe; en vertu des hypo-
thèses précédentes, on pourra poser

(-4) ^_^^^--^^^, ^^;

mais on a
/, /, _\/(^-crî)(si-afî)
1 1 \ — "2—— 4 ( a + b-}~ c-h <: /4- i ) '

a2 et cr'2 désignant les carrés des expressions (34), et, de plus,
»

/^ -4- /<2 — //1 /ig == 2 A — /i2 ;

des relations précédentes on déduira donc d'abord :

^-^=^W^G+/i^);
puis

( IJO)

^
^l==/^•+2^20VÏ(I-+-/2^/îi /),

/^/ /7J\
/^=.^_2A20^/^^_y^ ^^

les/^désignant (comme dan s toutce numéro) des nombres de modules
/ . /V/ \

bornés ^indépendants de Y] et de r ) ; enfin, la quantité *C, définie au
n° 13, aura pour valeur

(ï^) Ç=/3V^ (/3^0).

Or appelons î)^ la frontière supérieure de in, et Da sa frontière infé-
rieure; si Fon suppose <fFl(î*cr) < o, ce qui n'implique d'ailleurs aucune
restriction, on aura surD, d'après (35)

( î ^ ) e^=f^ (A^o).
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et, sur 1).̂
'C-e-^=:f,^ -(/^o),

d'où, en vertu de (i 16),
r^i

( 1 1 8 ) ^ÛT==^^ (/^o),

/ . .\CQ q u i montre bien que D^ s'éloigne indéfiniment quand r\ tend

vers zéro^.
Observons enfin que, sur D^ et Da nos approximations successives

/ ru

étant encore valables, X sera sur ces droites très voisin de h \pour r\

et r assez petits^); donc, s'il en est ainsi, [\\ aura sur D< et D^ une
r\->

borne inférieure non nulle, /o- Soit alors R le nombre obtenu en subs-
r*^i

t i tuant respectivement Y) et /y à Y] et |\| dans (54); prenons un

nombre l , dont l'image ï Çfig. 6) sera sur Di , et qui vérifiera la condi-

tion / <^ R; soit X la valeur prise en ce point par notre intégrale.
D'après (54)? les caractéristiques de première espèce, que l'on calcu-

r^j '

lera en partant de T] au lieu de Y], qu i correspondent aux données
ini t iales^, t et À, et qui, par conséquent, appartiennent à la même
intégrale de (VI) que nos caractéristiques primitives, ces caractéris-
tiques, dis-je, convergeront en général pour tous les points d^un sec-

<~ r</

teur S, de sommet T, de même orientation que Sp, mais qui ne pré-
sentera plus de bande analogue à ziî>. En effet, on tire de (ï i5)

ï ï
/77 '~ TÏ ^-i^v^G+y^).

d'où
/ r^iV;2 y 'n ï ï

ï « a ^ ^_ _ ( - 4 - y ^ '
/^ /^ 1

r^f

la condition (Sa) sera donc vérifiée, relativement à Y] (choisi suffi-



334 HE]NÉ GÀRNîEï î .

rv/

samment pet i t ) ; par suite les seules régions de S où la convergence
de nos nouvelles approximations ne soit pas assurée sont des
cercles (y/,-), tous extérieurs les uns aux autres, et où l'on sait d'ail-
leurs calculer l'intégrale de (VI). En conséquence, nos nouvelles carac-
téristiques nous permettent de représenter l'intégrale en tout point de

la région iji/ formée par les points de '\^ intérieurs à S ; en ces points
(sauf sur la région médiane de a^/), (55) étant applicable, on voit, en
s'appuyant sur (117), (118) et sur l'équation

O Ï Q ) ^•-+- 2- € -4
que A est très voisin de h (pour Y] et r assez petits ) . De plus, ni/ établit

f\j r^f

une liaison entre les parties S^, et S'y du secteur Sy qui étaient primi-
tivement séparées par oïl; on conçoit donc qu'on .puisse m a i n t e n a n t
prolonger l'intégrale clans ta région S'y, a insi que dans tous les autres

secteurs adhérents. Reste donc à étudier la portion de i»i.) extérieure
^ ( ^ \à S \,et qui croît indéfiniment avec r \ ~ ~ ' ) ; appelons-la ^, et soit Ta le

point de ^/'dont le correspondant ^ a le plus petit module; la largeur
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de ad) étant égale à
1 , , .A ri

- J oç j ^'0 yr r^
•̂  | J ' é ./,

on a évidemment
l \=:T-+-/7log—5"• »/ • 0 .<-̂

et, si, parl^, on mène u n e parallèle à la direction 7= •"-•+-^ cette
droite coupera D^ en un point T, tel que

T^ T,+^ logrj Y]-1 == T + (/,4-/a) log ̂ ;
ri

d'où, pour le pointa correspondant,

( 1 2 0 )
•• '̂  \ y.

-=y^)7
(|^|=:I, Z>0).

Cela étant, effectuons sur À la transformation (79); je dis qu'on
pourra obtenir une intégrale p ( / ) de l'équation (80) au moyen des
approximatious suivantes :

' p., =A^+B/^.r-^

( 1 2 1 ) . p,^_p^ ̂ J* /^(p,,p,, t)dt- ̂  f f^^(^p^£)d£

( / Z = = 0 , î , . ..),

où les intégrales sont prises le long de courbes correspondant aux
CN^

rayons issus de. T, dans la région I\ TTa -r- i)1/', et où A et B désignent
deux constantes arbitraires. En effet, la convergence des approxima-
tions (121) s'établit comme celle des approximations (81); on obtient,
par exemple,

| po | < | A | r^ 4- | B | /^ (^Y< ( 1 A 1 4- | B | )/^EE= Cr^,

C^r r2/
/ t-^^dL <———(7^ -7 f )

4ï. CT • /•"•vj

les nombres / ( 1 ) et vêtant aisément calculables, et l'on démontrera

( î ) l est sûrement borné, par suite de la façon dont nous avons choisi le point Ti,
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que pour ^<^'<0'o les approximations (121) convergent régulière-
ment vers une intégrale de (VI). Dès lors, notre problème sera résolu
si nous parvenons à prouver, d'une part, que cette intégrale coïncide
avec celle que nous voulons étudier, et, d'autre part, que son domaine
de convergence contient iil/'.

Pour réaliser la première condition, il nous suffît de choisir A et B
de telle sorte qu'en T^ A^(ï)+p(t) et Ai-h-p'prennent respectivement,
les mêmes valeurs que À et^'; calculons donc ^ ( ^ i ) e t 7 ^ ( / i ) .

Or, on a d'abord, en vertu de (119),

mais, d'après (ii5), on a
h ( i r \ , ~,-^^)=/^;

tenons compte de (55), et il viendra
r>-' / î î \ f à / r^' \ / r^j \ ̂

Ht^-h=f,^-^(^--]{t+f^y^){^f^ r ) ̂ .^,
\ '•o n /

puisque, sur (Di), le crochet se réduit sensiblement à e^\ d'après (116)
01(117). De même, en dérivant (119), on trouvera

^À /(/o=-A^/--^)(I+^^^)(^+/^7)7r<•^.\ '•a " /

Cela étant, désignons par A, et Aa deux nombres bornés introdui ts
par (79); la coïncidence des deux intégrales en t^ exigera les relations

[ / ~ \
== t\l^+/,•/]^7•t'A + B = (A^,+/^^7'

( 1 2 2 ) {

J ^ A - R ) = : [ AaC,-

r'2^ (r- --)('+/u\/ï )(,<-)-/,:, ̂  ) ̂  <r7.. y s, y- - -r \l +/uV -fl )\, -^ /„ / • l-^ t^.
\ ° / J
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Or on peut prendre( 1 )

7 -^yi^^'11 (i^i=:i),
r>J ru

ce qui est bien compatible avec la condition / < H ? cette égalité,
in i n t A a / r o n ^ i 1 n n n p rajointe à (120), donnera

d'où, puisque (117) s'applique sur (D^) ,

f^f^r^"1^ ^\

en outre, d'après (i i4)? i — -^ ^^c7]? ^e sorte que

^^^(//.v^y1^
tend vers i. En définitive, les équations (122) montrent donc que
^ ̂  g et A — B restent bornés 5 dès lors, on sera sûr que les approxi-
mations (i2i) convergent dans zll/': à condition de prendre r^ inférieur
au plus petit R^ des nombres r[ définis plus haut, et que l'on obtien-
drait en donnant à A et B toutes les valeurs possibles (bornées comme
il vient d'être dit).

Du même coup, nos deux questions se trouvent résolues par l'affir-
mative; et, comme, de plus, on montrerait sans peine que, pour r^
assez petit, la fonction-limite p(/) des approximations (121) reste très
petite en module, nous pouvons affirmer maintenant que (pour 7-0 et
s — a- assez petits) | X — h \ est très voisin de zéro dans toute la région iP</ :
ainsi se trouve expliquée l'origine de notre singularité transcen-
dante (2) . .

55. Pour terminer cette troisième Partie, nous allons démontrer

( i ) Rappelons que m est l'exposant qui figure dans (54).
(2) On montrerait sans peine que, si so—o tend vers zéro, le développement (121) tend

uniformément (pour r assez petit) vers le développement (81).
Afin. Èc. Norm., (3), XXXIV. — NOVEMBRE 1917. 43
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une proposition qui trouvera une impor tan te application dans un
Mémoire ul tér ieur consacré à la solution du problème de Riemann.

Nous dirons d'abord qu ' une branche d'intégrale ( ' )^ (YI) a pour
paramètre ç dans le domaine de /^origine, si l'ensemble des détermina-
tions de -°^4 coïncide avec l 'ensemble des valeurs ̂  définies au n° 51 ;

2 7T l

plus brièvement, nous dirons même (ce qui ne prête ici à aucune
équivoque) que A(^) ci pour paramètre ^. Cela étant, le théorème que
j'ai en vue peut être énoncé de la façon suivante :

Soient e et Y]' deux nombres positif s arbitrairement petits, et (<sFl) la région
qui ci été définie au moyen de "f\ au n° ^S ; il existe un nombre positif'ï\^
qw ne dépend que de ci, b, c, d, e, Y/ et qui jouit de la propriété suivante :
toutes les intégrales de (VI) qui ont pour paramètre l'un quelconque des
nombres Ç satisfaisant à la condition

0^3) £< | c |<^
. £

et qui prennent en un point t^ la valeur arbitrairement choisie À^
pewe-nt être représentées par des caractéristiques dans la région (t) cor-
respondant à (Jl), et cela sous la condition (fueton ait j /J :=/••(,<; Ko
(ety en outre, |^ — e^^^^e, si cr est une valeur exceptionnelle réelle).

La démonstration détaillée ne présente aucune difficullé après les
développements précédents ; aussi, nous nous bornerons aux remarques
suivantes :

Supposons d'abord [ ^ — e^{<7[ > £, ^ — e2^ | > £ et 2 - e^ > £
(où SQ est réel); nous sommes alors dans le cas général des n011 47-â 1,
(A) sera recouvert par une alternance de secteurs d'espèces distinctes,
et dans l'un d'eux, soit S^, on pourra calculer en fonction de ^ la
valeur de a^ ou a^, qui, d'après (i23), sera bornée supérieurement.

Cela étante observons qu'on peut établir pour les développements
de deuxième espèce une formule analogue à (54); ainsi, pour

( î ) C'est-à-dire l'ensemble des détermmaLions de X ( ^ ) que l'oû obtient quand t varie
d'une manière quelconque sans franchir une coupure qui joint deux des singularités fixes
de (VI) (ici î et co).
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r,,< Ho ïf" A ^ 1 [, c'est-à-dire pour |XJ inférieur à une quant i té suffi-
samment petite r\\ et en outre, pour r^ inférieur à un nombre fixe R ^ i
plus petit que i, notre intégrale pourra sûrement être représentée par
des développements de deuxième espèce; mais, pour l^o t^ '^ l •'
la formule (5.4) fournira un nombre R^ tel que, pour r^<;R^, l'inté-
grale puisse être représentée par des développements de première
espèce.

D'autre part, pour | Ï — e'^^o j <; £, le théorème du n° 52 fournit un
nombre Ro3 analogue aux précédents. Enfin, pour l^ -^^ l^s
/ . .* \ / *\
uni pour f; ~ e^^ <^ e ) y si a- ^ou ( j ) est complexe et T] ' assez petit,
nous savons que la décomposition de ̂  en secteurs comprendra toujours
des secteurs non exceptionnels. En se plaçant dans ces secteurs, on
raisonnera comme plus haut, et, d'après le n0 54, nous saurons cal-

( * \ / * \
culer un nombre Ro^ RoJ tel que, pour ;\,< RoA^o'J? l'intégrale
puisse être calculée dans tout le domaine ê\ ( y compris les secteurs
exceptionnels ou tendant vers des secteurs exceptionnels). Dès lors notre
théorème est démontré ; R^ sera le plus peti t des nombres B^, R^y
Ro3,R^(:Rj.

Supposons main tenan t o" réel; dans ce cas, il n'existe plus'de see-
teur du type général ( ^ ) ; les développements (81) convergent dans
toute la région (A.), et l'intégrale tend uni formément vers h dans
la région (^). Dans ce cas, nous ne savons pas calculer une intégrale
répondant à la condit ion X(^o) = \, où \ est un nombre choisi arbi-
trairement. Ce cas appelant de nouvelles recherches, nous l'avons
réservé dans l'énoncé (ainsi que les cas voisins), bien qu'il nous
paraisse vraisemblable que la restriction ainsi introdui te puisse être
complètement levée Ç2).

( 1 ) La même circonstance se produit pour les caracfcéristiqaes du type excôptioûûe! ofc
de la deuxièmô sorte.

( 2 ) Au préalable, il faudrait étudier le prolongement de l'intégrale hors de là région
où nous avons établi la convergence des caractéristiques qui la représentent; -voir la
noie (;2) de la page 276 (n° â3).
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QUATRIÈME PARTIE.

56. On sait qu'il existe deux cas où l'équation (VI) possède des inté-
grales réductibles aux fonctions classiques ; dès lors, il est tout indiqué
de rechercher si les résultats obtenus dans ce Mémoire se vérifient
dans les deux cas précédents. Effectivement, c'est bien ce qui a lieu,
comme nous allons le montrer dans ce Huméro et dans le suivant.

Commençons parle cas le plus simple. Les quantités r^, /*,, r^ et i\
étant définies comme aux n05 25 et 32, on a tout d'abord :

/ . . , , 3 ,a-= /Y) — /\,, ^==/^--/^ c-=rr—/•/, a -h- b -+- c -h d •+• y == r^ 4- /'^;4

d'autre part, on sait ( ^ ) que pour

(l24) ry-r- ri-h/1;--)-/^ •=-1,
2

c'est-à-dire pour
a +. ^ + c "4- <^ -4~ i =-= ( /•o -t- /'i 4- ̂  — ï )2,

l'équation (VI) admet toutes les intégrales de l'équation de Biccati

(io5) t(t—i)V _2ro- i 2^_-^ 2r,v ' ' A(}^ ï ) (y^^)~- ^ "r' 7 ^ 1 "^r^-'
Or l'intégrale générale de (i2Ô) est donnée par la formule

(,.6) l^t^ ^-J) g:,
2(ro-t-r,+/-,-i) 0'

Q désignant une solution quelconque de l'équation hypergéométrique

^— 2 (/ro+^-~I ̂  r^-^—i\ ^ 2(2r,~-i)(rQ4-rf4-r,-^i) __
\ ^ ^ — i y <(^—i) ^ — o ;

( 1 ) Fotr, par exemple, T/ièse déjà citée, p. 111.
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dans le voisinage de l'origine on pourra donc écrire [sauf peut-être
pour 2(7^ 4- ̂ ) entier]
( 1 2 7 ) B=zAQ,•+•Bi2r^2^-lQ,,

A. et B désignant deux constantes arbitraires, et ©,5 ©2 représentant
deux fonctions (hypergéométriques) holomorphes pour t === o. Enfin,
on trouve aisément pour les intégrales de (i25)

l a :=: 2 /"o 7"r( t — î ) -4- 'î /'i l't L 4- ri ———— »
(128 ) ^ h-t

\ a=:-2/',,/^(^ — î ) -4- 2ï\r^ — / •o(^- - i )— ri/.— /^('Â4- t — i ) .

Cela étant, supposons 2 / ^ + 2 / ^ — 1 complexe et A B ^ o ; si T
s'éloigne indéfiniment dans (^R.) de telle sorte que [^o-^-1) tende vers
l ' infini , les formules (126), (127) et (124) montrent aussitôt que A
tend vers la valeur

r- __ ^ ( r« -4- / • i )
2 r^ +1

Mais d'après (128), on aura alors a ^ = = — 2 r o ^ , d'où, pour l 'une
(les valeurs de s, l'expression s = î —2^ — 2r^= 2(r,4-^). Dès lors
les formules (68) et (69) montrent aussitôt qu'on a s = o- et X == A ;
on est donc dans un cas exceptionnel (de première espèce); et le champ
où noas devons faiTC mouvoir Ïpourque étende vers zéro coïncide évi-
demment avec le secteur exceptionnel Si défini au n° 25. Enfin, dans le
cas actuel, il est bien facile de faire le prolongement de l'intégrale
dans tout le demi-plan eH.(T.) < o : ainsi, lorsque T s'éloigne dans une

•»< •»<
direction OA telle que l5 reste fini et non nul, ^, "X, a et a deviennent
Indéterminés; et si ï s'éloigne de telle sorte que t-5 tende vers zéro,
À tend vers zéro, et \ vers la valeur/1), À==-^-^—. équivalente

2 \ ' 0 —— / t )

îi(68). Dans les mêmes conditions, a tend vers ao = — 2r,,7^+ ^o'+"/^
et l'on a bien s==s+ï. Les nouvelles directions qu'il faut imposer à T

•je

appartiennent à un secteur exceptionnel de deuxième espèce 2; séparé
deSpar le rayon OA; et, actuellement, rien n'empêche de considérerS

r n r'c == î — 1^ désigne la seconde racine de Féqualion caractéristique de Eyi pour x == t,
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et È comme limités respectivement par les deux demi-axes imagi-

naires ^(T) = o.
Pour A = o, et pour B = o, on obtiendrait deux intégrales holo-

morphes pour / = = o ; la première est une des deux intégrales A ^ t )
dont nous avons montré l 'existence au n° 27; la seconde, qu'on pour-
rait désigner p a r / A ( ^ ) , joue un rôle analogue dans la théorie des
caractéristiques de deuxième espèce.

Laissons de côté le cas où 2 r^-+-2/ '^—i est réel (en t ie r ou non) ,
mais non n u l , la vérification n'offrant alors aucune difficulté; et
passons au cas, plus intéressant, où l'on a 27^ — i == o = 2(/o+ r^) — i.
On a alors s= o =\/^b+j == ^4(^ -+-&-+- </' -+- ̂  + i ) , nous sommes
donc dans le cas des caractéristiques exceptionnelles de la première
espèce et de là deuxième sorte, et il doit y avoir des intégrales holo-
morphes pour t==o et prenant en ^ = o une valeur arbitraire ^;
effectivement, l'équation (i25) s'écrit alors-

^-Q^^a—i);

son intégrale générale est À = i, -+- ("^ — i)(i — /)2^ (1;). De mêlne,
pour 2/\) == i == 2 /^5 on trouvera ^ == o == y'7!^ +• ij[ ^ v 4 ^ + i i un esl
donc dans le cas des caractéristiques exceptionnelles de la deuxième
espèce et de la deuxième sorte; les intégrales obtenues doivent être
telles que "X : ̂  soit holomorphe et p renne à l 'origine une valeur arbi-
traire; et, en effet, l'équation (12$ ) s'écrit dans ce cas

i(f,~î)V __ 2 /-i — T 1

/ ( À — i) (?—— t) ""' " À — r "'h 7 — i '

son intégrale générale est

^ ̂ cj,^)..^ ou ^l==I+(^ l-I)(I-^^' ( ? ) .

( 1 ) II semble donc qu'on ait oblenu une caractéristiqae exceptionnelle de la première
espèce et de la deuxième sorte, s'aaaalant en t == o, ce qui scraît/ contraire à noire
théorie; mais il est facile d'expliquer ce paradoxe. Car une équation (VI) <jiii possède des
caractéristiques de la première espèce et de la deuxième sorte prenant en t '=-= o la valeur Â(»
possède aussi, (en général) une caractéristique de la deuxième espèce et de la première
sorte, holomorphe et nulle en t = o. Mais sauf dans un seul cas, qui est précisément celui
de l'exemple actuel^ il est impossible d^obtenir cette intégrale en faisant X^ == o dans
la famille précédente.

* " ,
( î ) Pour \o = 30, on ferait une rô.ïurque analogue à celle de la note précédente^
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Le deuxième casque nous allons étudier est beaucoup plus instruc-
tif : aussi bien, i l f o u r n i t un exemple (unique jusqu'à présent) ou
l 'on sait exprimer par des fonctions classiques l'intégrale générale de
l'équation (VI) (et non p lus seulement, comme tout à l'heure, une
famille d'intégrales dépendant d'une constante arbitraire).

57. Dans l 'équation (VI), faisons a === b = c== cl = — -; nous obtien-
drons une équat ion que nous désignerons par (Vio), et qui s'écrit

^),-^^^^^^),/^^^^»

Cette équat ion s'intègre de la façon suivante . Appelons y(y?Q 1^
fonction e l l i p t i q u e dey définie par l'inversion de l'intégrale

,-T| ÎS 1{ 1 dz
y =:= I —=--____===• ?./. \ 1 ^ < . - - I ) ( , ^ - / )

et posons

/ * 1 dz r 1 d^
( 1 2 0 ) 0)1;:= 1 -——————==========-? C^== 1 y

' , / ,v^(—Q(^-^ J. v^l—O^-O

de sorte que o admet t ra 2 où, et 200^ comme couple de périodes primi-
tives. Cela étant, l 'intégrale générale de (Vio) sera donnée par la for-
m u l e
( i 3 o ) /,:•.= ( p ( 2 A i & ) i - + - a A ^ û ) . . ; , £ ) ,

où A, et A^ sont des constantes arbitraires ( 1 ) . En vertu des valeurs

( 1 ) L'équation (Vio) a été formée pour la première fois (à la notation près) pur
M. Emile Picard dans son Mémoire couronné {Journ. de Liouville^ 4e série, fc. V, 1889,
p. ^98-300). Quelque temps après, elle était étudiée (sous sa forme actuelle) par
M. Painlevé ( C . Jî. Âcad. Sc^ t. 117, 1893, p. 686, efc Leçons de Stockholm, p. ">o7, 5^))
qui montrait que son intégrale contient les constantes sous forme essentiellement trans-
cendante; l'équation (Vio) fî^uro encore dans le Tableau des équations à points critiques
fixes, publié par M. Painlevé dans le Mémoire des Âcta cité à ia note ( î ï) de la page i.
Enfin, elle a été étudiée par M. Richard Fuchs à propos de la résolution du problème de
Riemann pour réquation (Evij du n0 A (Math. Ânn., t. 70, 1911, p. 525), mais sa
méthode peut être notablement simplifiée-



344 I^ENÉ GÀKNIER.

choisies pour a, b, c, d, (VIo) possédera des caractéristiques du type
général ou du type exceptionnel, mais de la deuxième sorte; en parti-
culier, on doit pouvoir î)éri fier sur cet exemple la décomposition de (<^)
en secteurs; c'est bien ce qui a lieu, comme nous allons voir.

Tout d'abord, on peut évidemment choisir dans (129) les détermi-
nations des radicaux de telle sorte qu'on ait (avec les notations clas-
siques) :
( l3l) 2 G ) i = = 7: F (-5 -1-? I; t\ ==^[î-4- ^i(Q],

\2 2 /

033) ,=^=_ilo^+±^+I+^(,),
û«) ^ TT 7Z"

les Sf désignant (comme plus loin ^3 et^/,) des fonctions holomorphes
pour t = o ; on tire de là
(i33) ^^=-^[1+^3(0].

On a, d'autre part,

( i34) OLy)=z•L^•+~py^ 1

et de plus, conformément à (1^9),
, ^, l - ^ r - t l — t î + t 9.1—1 Ï 4- t(,33) ^=ï__^,^—^_, ^=^- --^-=_^_, e^-—^-.

Cela étant, nous nous appuierons sur les formules suivantes ( f ) :

(i36) p(2o)^-)=~^ + (JLV—1——
' 7 ,t V î / ^ \20)i / Slll^Tr.:?;

, -(-00

( TT \2 X^ /^/^^— 2 1 — î >———— ces 27:^ .2-,
\(0l/ Ari J -—^ / / ?

M == 1
4-oB

/ --> \ / \ '^i /7^\ : i 1c^ /À (/^
(107) p(- i^ i .y;4-G)2)==—^-~-2l^J J^^7 ,^COS27Tn^

n ==: 1 ,
+00

, ^-,, ., , , 27r1^ <7//

(i38) Ç (^^i^ -4- w-î) '— 2-/ii^ — rj2=: — ^—-—^-sm i^nx.
n== i • i-

(1 ) ^oî/', par exemple, Traité des fonctions elliptiques et clé leurs applications^ par
G. Halphen [t. I, Paris, 1886, p. 4^6, formules (3a) et (34)],
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Gomme, d'après (i 33), on a l y l ^ i p o u r | ^ [ assez petit, la conver-
gence de (i36) sera assurée pour

(139) ^[t(7±^)]<0,

et, celle de (137) et (i38), pour

(140) c f l [ ( (T± 2X)] <0:

mais, puisqu'on a | ^ [ < ^ i , (i3g) est une conséquence de (i4o) qui
suffit donc à assurer la convergence des trois séries précédentes.
Exprimons enfin que le second membre de (i36) ne contient pas de
terme indépendant de x\ il viendra

-t- oo

,,^ -/3i ^ . f^Y^n^/^ ^ / i f / M
(141) —— •== ————T —— ^ ( —— 7 —————5— •=== •^ -+- t J1 ',{ t ) .

' Ç«Ji 12 ̂ \ \^\) Âaà l — — T ^
n = 1

Revenons maintenant à notre intégrale; pour la représenter par le
procédé précédent, il suffira de poser

X= Aï-4- AaT;

on aura donc

(i^) r^^tfnw^^^^^^Y
.+.00

X \—————r1———;——- — Y ——-'-r-COS 2TC^(Ai4- AoT) •(s in2 î1:(Al4-A2T) ^i—q111- ' 1 •' / \

II viendra de plus, en dérivant <p par rapport à t :

^ t{t-i}V ^ i /-? ^(^-i)^

^ '7 "" ^4Îir^7)TT="7) 2J» (^Q\/4^-î)(^-^

== ^(^-1)^ ^ /"•''(gâ-g^)^—^) ̂
"" v/4l̂ =^7T^T) 2^ Py-^ -

^ ^^- l) ) v / ^Ij;^^^^)^^^^],
</4^(?L-i)(^—^ 2

^an. ̂ . JVorw., (3), XXXIV. — NOVEMBRE 1917. 44
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d'où, d'après (i35), (i38) et (i4ï)?

(.,3) ^-O//
V^.(À-i)( / . -^)

r<-> . 1
^^_i)(3A^/, -h-aA^) 4-n^ 4-^4 (^ ) (Ai G)I -i-A^)

'"" V^ ^7
— —— > ————il811'1 2 7 T 7 l ( A i + A 2 T ) .

// .= l

On a entin, d'après la première équation (i),
/ î ( ^ _ t ) 2 ^ a ^ (^^-^ ( } . -^ / ) r ^r_ _ î 1

^=- 4 / ^ / ._ , ) (A~- - ^~ " 4 L/.(r-r) a—^J4 A [ / . — i ) ( A ~ - ^ ) 4 L^:^-r) ( À — ^y 2 .
^ ( ^ — i ) 2 / ' ^ 9. / — r f. ( t — i ) .

: 4 (̂T=7yTr̂ 7) "+' ~^— 4" 40 - ̂ ;

snîi'is
^ ( ^ - 0 ^ f ^ -^ ) (^ -^ )^p( . ̂  )_^.

À -— ^ py —e.i

i l viendra donc, en vertu de (i35), (137) et ( i 4 i%

.-,^;^,,-^-'}-r--"]
-4-00

î:2 ^ nf/'1 . , , ,
— ——5 Z. ———~~~n cos 271: ^M^l + A^)-20, ) ^ ^J I — ^A^

Les formules ( i4^) à (i44) jointes à (i3i}, (i32) et (ï33), ainsi
qu'aux conditions (139) et (140)? vont nous permettre d'effectuer la
vérification annoncée. Tout d'abord, p o u r | ^ [ assez petit, (i4°) peut
s'écrire
( î 4 5 ) M[ ( id=2A2) log^ ]<o ;

et si t tend vers zéro en satisfaisant à celte condition, les sommes des
séries figurant dans (14^)5 (i43) et (^^l) tendront aussi vers zéro'; le
premier membre de (i43) tendra donc vers la même l imite que

— ^(-2AiûL/ i -+- aAa^) ,

c'est-à-dire vers A. '̂; donc, d'après (i44)» si t tend vers zéro ou satis-
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fait à (i45), a tendra vers 0^=== — A2 — 7 cl l 'on en dédui ran

S'-^^a 4-4c~t- 1 — 4 ^ 0 = — I — •'(^O^^AI.

Supposons A^T^ o ; on pourra prendre s = ̂ A^ ; et avec les no ta t ions
du n° I I pour s et log/, ( ï^p) s'écrira

cos y ±- r cos ( y -4~ ô ) << o ;

nous retrouvons donc Ici condition (2,5) avec co == i; et, par suite, la
région du plan (T) où convergent les développements précédents
coïncide avec l'un des secteurs S^ du n° 51, soit, par exemple, So. Mais
la formule (142) montre aussitôt l'allure de X dans ce secteur; en
elîety puisque (i45) est vérifiée, les qootients e'^^^ : e^2^^ (où les
signes sont pris de toutes les manières possibles) tendent vers zéro
avec J ^ | . Donc, sur toute direction, OA, Intérieure à So(an sens strict) ,
on peut écrire

. ', „ !1 -T- £!

si^27:(Al4- A a T )
(I OU

/,±:27;/Ai / / \-±:^

'•=-— -^) (•+"1-
ci et £3 étant in l in in ien t peti ts avec |^| , et le double signe étant choisi
de telle sorte que r^ tende vers zéro sur le chemin considéré; on voi t
aussitôt que 7^ est bien de l'ordre de ^°, co étant associé à OA comme i l
a été expliqué au n°47. On obtient donc déjà une première vérifica-
t i o n ; allons plus loin. D'après (139), la formule (i4^) est encore app l i -
cable pour <^if( i ± A^yio^l <o, c'est-à-dire lorsque T appar t ien t au
secteur A ï O A ^ du n0 11, que l'on construirait en prenant co = = 2 ; or,
avec la notation du n° 51, ce secteur coïncide avec l 'ensemble des deux
secteurs (de deuxième espèce) S_^ et Si. Sur la frontière OA, de S,^
et 83, X sera de l'ordre de /, sa partie principale étant

l^sm^^À.^A^"^^05^^1^^"^

sur les autres rayons de S, ^ X sera de l'ordre de — 4<?2 cos^A, -4-A^),
c/est-à-dire de l'ordre de y2^ le signe étant facile à.déterminer, et
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nous vérifions ainsi les résultats des n05 47 et suivants. Et ce n'est pas
tout; dans les autres secteurs S^([/z | > ï), (142) n'est plus applicable;
mais, en vertu de la double périodicité de ^, il sera aisé de calculer
l'intégrale dans les secteurs S^^,, S^ et S^,. On a, en effet,

/. = 0 [2AiC,) i4- 2 ( A 2 — / l )o )2 , t ] ,

donc, sans changer X, on pourra associer à toute direction OA dejl [^
m^e ̂  demi-plan ^.(T) <o] un nombre entier réel n tel que l'on
ait sur OA

^ ; [ t ± : 2 ( A â — / Q ] \Q%t\ <o

pour \t\ assez petit (1); et la théorie précédente sera encore applicable
après substitution de A^ — n à A^, c'est-à-dire de s^=.s — ^n à ^^.y.

Nous laisserons le lecteur compléter cette vérification en discutant
* a("les variations de a et X à Fintérieur de ces différents secteurs; pour

terminer, nous ajouterons une remarque relative aux cas de s === o et
de s = i. Pour s == o, l'intégrale doit être représentée par des caracté-
ristiques exceptionnelles de la première espèce et de la deuxième
sorte; il doit donc y avoir une infinité d'intégrales holomorphes
pour t = o et prenant en ce point une valeur arbitraire, \(^ o); c'est
bien ce qui a lieu, puisqu'on a alors Aa = o, d'où

) .=ç (aAi^ i , t ) et À o = : î p [ 2 A i & ) i ( o ) , o] zrrsin^TrAi.

De même, pour s = ï , on a s == o et l'on doit retrouver des caractéris-
tiques exceptionnelles de la deuxième espèce et de la deuxième sorte ;
effectivement, on trouve alors

À^y(.A^^^0^1——^^+ ( g â-; : { ) ( g 2~6 > l \o p ( a A i O ) i ) — <?.>
d'où

^ = t y^»^ ^) — I

* o(2AiCOi, t) -— ^

de sorte que, / t endant vers zéro, i tend vers cos^A,.

58. Pour terminer, je dirai quelques mots d'un Mémoire publié par

(1 ) On montrerait aisément que 0 A appartient à Sg^i, Sa/z ou 82^+1.
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M. Richard Fuchs dans les Mcithematische Annalen ( 1 ) ; ce Mémoire,
auquel j'ai déjà fait allusion dans l'Introduction, a pour objet la repré-
sentation de l'intégrale générale de (VI) dans le voisinage de l'ori-
gine; mais, comme je vais le montrer, ses résultats sont, tous, com-
plètement inexistants.

Tout d'abord, M. Richard Fuchs prétend que, \{t) désignant l'inté-
grale générale de (VI) , .̂ et Û^ tendent vers zéro avec t (2). Or, com-
ment obtient-il ce résultat qui, s'il était exact, aurait une portée
considérable, et qui, au surplus, serait incompatible avec ceux de
notre première Partie ? De la façon suivante : il commence par supposer
que l'équation (VI) admet des intégrales X(^) qui tendent vers zéro
avec t (ainsi que tV); partant de là, il s'efforce de prouver qu'il existe
une infinité d'intégrales jouissant de cette propriété; et comme,
d^aulre part, ces intégrales ont été obtenues en partant de deux con-
stantes arbitraires (3), il en conclut qu'elles coïncident avec l'inté-
grale générale.

Énoncer ce « raisonnement » suffit à le juger.
Mais, si les résultats du géomètre allemand ne sont susceptibles

d'aucune portée générale, du moins pourrait-on supposer qu'il a
obtenu une représentation de certaines intégrales valable sous cer-
taines conditions. Or, nous allons voir qu'il n'a même pas donné une
solution correcte du problème ainsi restreint.

L'idée directrice de l'auteur consiste à représenter l'intégrale par
une série procédant suivant les puissances de t et de ^ == a^ (où a
et y sont deux constantes arbitraires); ainsi donc, d'après lui, le déve-
loppement de X sera de la forme
( i46) ?v == t\ 4- r2/.! 4-...+ ̂ -^-t-...,

(1 ) Foir la note de la page 241, n" 1.
( 2) Observons d'ailleurs que Fauteur ne se préoccupe nullement de définir la loi sui-

vant laquelle il faut tendre t vers zéro; pratiquement, il opère comme si t suivait un
chemin rectiligne.

(3) En fait, M. Richard Fuchs n'a jamais démontré que ces constantes (les constantes a
et Y dont il sera question ci-dessous) figurent d'une façon distincte dans les intégrales en
question; si l'on généralisait sans précaution le procédé de Fauteur, on serait exposé à
de graves erreurs. Ainsi, on pourrait dire que toute équation algébrique f('v) = o possède
une infinité de racines dépendant d^une constante arbitraire : par exemple, la valeur
initiale que Fon prend pour résoudre Féquation par laméthode de Newton.
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avec

^^^^^i^4-1)-^. ..+a/,,l£-14-a„,u-4- p/^i Ï^. ..-4- ^/^-i^4'1. •

.Et, dès lors, nous voici en présence (l 'un double problème; d 'une
part, il s'agit de calculer les a et les p ; d'autre part, il faut démontrer
la convergence de la série (146).

Le premier problème, M. R. Fuchs le résout par la méthode des
coefficients indéterminés; après de lon^s calculs, i l montre que le
développement (146) satisfait aux relations ( i )

^ /./ „/
( 147 ) Y == y2 -4- ^ ( f P 4- Q ) dt 4- j P di ^ ( f P - Q ) c i l . - . . . .

1 u •"' o *• i>

(148) À = /,, + à /" -^- f M ;' rf/,
aJ, <;"J<,

•X •X

où P, Q, M sont des fonctions de À, il' et ^ liolomorphes par rapport
à ces variables sous certaines condit ions; de plus, M est une fonction
l inéaire de Zs== —^-L.

Supposons donc qu'on ait obtenu les a et les ^ en écrivant que ( i46)
vérifie identiquement (147)01 (i48); pour que la so lu t i on précédente
ne soit pas purement formelle, il faudra démontrer la convergence de
la série double (i46). Or, pour faire cette démonstrat ion, l 'auteur se
place d'abord dans le cas où

(149) o < ^ ( y ) < i ,

et il emploie la méthode des majorantes. Mais au l ieu de former les

( 1 ) La méthode par laquelle M. Richard Fuchs oblieni ces relations soulève quelques
critiques. Il commence par substituer à (VI) un système/= o ===^' dont toutes les solu-
tions (sauf ).= const.,) appartiennent à (VI) ; et ce système, il îe remplace ensuite
pa r l e suivant : ^ = = = 0 ==// , avec 2À7; =f— P/--hX( \ — i ) ^ ; il est .clan' que toutes
les solutions de ce dernier système vérifieront le système/'—- P/== o ==^-. Or, que f a i f c ^
M. R. Fuchs : il se contente d'écrire que la solution de ^===o== // vérifie /= o à l'origine
Mais si sa conclusion est exacte, c'est seulement parce que ^ P tend vers zéro avec t^
comme une puissance de /, en vertu des conditions imposées à ses intégrales; et cette
circonstance aurait dû être mise en évidence.
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majorantes de (147) ^t (148)5 il majore (i48) et sa déniée par rapport
à t :

* /"+ \ î ^ t
( 15o ) . 17: == / 7.;, + y I, /.. — 7.o ) + ^r \ M ̂  cit.

"•Jc: J0

Or Z [qui avec A consti tue la seconde fonction inconnue du système
différentiel (^/^ o== ^'substitué à(VI)],Z/z^/'erfa^(i48)^(i5o),
et il faudrait diriger les calculs de façon à lui trouver une série
majorante. Mais l'auteur passe ce point sous silence; peut-être lui
suffît-il d'ailleurs d'avoir obtenu antérieurement un nombre positif
auquel |Z| reste inférieur; et, sans se préoccuper davantage de Z, il
demande à la théorie des fonctions implicites de lui fournir deux
majorantes pour les fonctions À et V déduites de (i48) et (i5o). Or, il
saute aux yeux que le procédé précédent ne peut, en aucune façon,
fournir la suite inf inie des nombres positifs qui doivent majorer les a
et les p ; les majorantes de M. Richard Fâcha n^ont donc aucun rapport
avec celles du problème. Sa tentative de démonstration appellerait
d'ailleurs bien d^autres critiques; mais ce qui précède suffit à prouver
qu'elle n 'établi t aucunement la convergence du développement en
série double, déduit de (147) et (148).

Continuons l'examen du Mémoire de l'auteur allemand. Après avoir
étudié les cas y === o et r , il cherche à étendre sa démonstration clux
antres cas où (149) u'^st plus vérifiée; et, pour cela, il remplace
l'équation (VI) par la suivante

„ . ;? / — î , //
( i ^ î ) /r 4- ————-« -h —————-/ ( / — î ) ' ^ t ( t - î )

2 y 7 . ( À — i ) ( A — / )
^ ( ^ - i ) 2

X l • a -t- b -4- c -4- d -^ ï — ( a +• ^ ) .-
\ 4/ A-

.- ̂  ,- L\ t - 1 ^ f, ̂  L\ iiir̂ l,• ^--^(/.---j). V^ ̂ ^^tyy
oh 1 on a posé

r'1 rA
// == / . , ' . >../ i/mV/7.(7.-i)(7—0

( i ) ^oir la note précédente.
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et il cherche à développer la solution de (i5i) suivant les puissances
croissantes de

KI =-- \/a -h b 4- C 4- d -t-l , . . . , K.t r= i/ C 4- T-

Or, voici comme il prouve la légitimité de ce développement. Les
termes de la série (i46) sont des polynômes par rapport à JK.,, .... K,,
soient À»= P^(S ; K, , IL, K^, K,) ; d'autre part, cette série est absolu-
ment convergente; on peut donc Fordonner suivant les puissances
des K;.

Mais ce qu'il aurait fallu démontrer, pour établir une telle conclu-
sion, c'était non pas la convergence de la série

,4.00

^l^P^iK,,^,!^,^)!
/l=-0

(la seule que l'auteur ait envisagée), mais celle de la série
4- ao

^j^'P,,^; |Kil, |K,[, lK3l, |K4
n ==o

II se peut d'ailleurs que le développement de l'intégrale, suivant les
puissances des K;, conduise à des conclusions intéressantes, et l'on
pourrait peut-être retrouver par cette voie ( f ) quelques-uns des
résultats de notre première ou de notre troisième Partie. Mais, en tous

"cas, ce développement ne peut être valable que pour \t\ assez pet i t .
Or, après avoir fait de lui-même la remarque précédente, M. R. Fuchs
l'oublie un peu plus loin, quand il tente d'établir, au moyen de ces
développements, des relations entre les constantes a et y de la
série (146), relative à t == o, et les constantes analogues des séries
relatives à t = i et oo (2 ).

(1) Bien entendu, il faudrait s'appuyer sur l'étude directe de l'équation (VIo) que nous
avons faite au n° 57.

(2) M. Richard Fuchs avoue spontanément que,dans une Communication aux Gôttingen
Nac/iric/tterij il avait commis une erreur en annonçant que le développement de X( î ) par
rapport aux K^ converge quel que soit f, et que les pôles de X ( ^ ) sont indépendants
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Dans le même ordre d'idées, toutes les conclusions que cet auteur
énonce à la (In de son travail sur la distribution des racines ( ^ ) dès-
équations ~X. === o, i , £ ou a), sont complètement dénuées de fondement.

Je crois en avoir dit suffisamment pour faire apprécier la valeur du
Mémoire de M. Richard Fuchs.

des K,; c'est sans doute la persistance de la première de ces deux erreurs qui a entraîné
celle du texte. La place me fait défaut pour en montrer toute la répercussion dans la
théorie des groupes de monodromie des équations linéaires.

(1) D'après M. Richard Fuclis, ces racines ^obtiendraient en rcsoîwit des éclations
modulaires. D'ailleurs, ce qu'il envisage sous la notation X, c'est l'ensemble de toutes
les déterminations de l'intégrale obtenues en tournant de toKtes les façons possibles
autour des trois points singuliers transcendants.

Aim, F.c, Norm^ (3), XXXIV. ~ DÉCEMBRE 1917 . 4î>


