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ETUDE DE L'INTEGRALE GENERALE

DE

I’EQUATION VI DE M. PAINLEVE

DANS LE VOISINAGE DE SES SINGULARITES TRANSCENDANTES,

Par M. Rexe GARNIER.

INTRODUCTION.

1. Dans un Mémoire des Acta mathematica (*), M. Painlevé s’était
propos¢ d’énumérer toutes les équations différentielles du second
ordre, de la forme
(«) We=R(¥, 2, ¢)

(R rationnel en 2, algébrique en 2, analytique en z), dont I'intégrale
générale a ses points critiques fixes. La profonde méthode qu'il décou-
vrit pour résoudre ce probleme, et qu’il développa dans le Bullewn de
la Société mathématique (*), permettait de former explicitement toutes
les équations («). Mais, par suite d’'une omission accidentelle dans
Papplication de cette méthode, il arriva que les tableaux d’équa-
tions («) publiés dans les Acta présentérent des lacunes; et ce fut
M. Gambier (*) qui compléta ces tableaux aprés de nouveaux calculs
fondés sur la méthode méme de M. Painlevé. En définitive, toutes ces
recherches aboutirent & la conclusion suivante : ou bien («) s’intégre

(1) Adeta math,, t. XXV, 1909, p. 1-86.

(2) Bull. Soc. math., t. XXVIII, 1900, p. 201-261.

(3) Aecta math., t. XXXIII, 1910, p. 1-55. — C'est précisément au cours de ces
recherches que M. Gambier découvrit I'équation (VI) (C. R., t. 148, 1906, p. 741);
hientot apres, M. Painlevé démontrait que son intégrale générale est méromorphe et lui
assignait le rang qu’elle occupe dans le tableau (T) dont il est question plus loin. Coin~
cidence curicuse, peu de temps avant, M. Richard Fuehs I'avait rencontrée en cherchant
a expliciter les conditions pour que le groupe Ey, soit constant (woir ci-dessous).
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par une combinaison de fonctions classiques, ou bien son intégrale
est irréductible & ces fonctions; et, dans ce dernier cas, («) peut étre
ramenée algébriquement & I'une des six équations d’un tableau (T).
La premiére est 'équation

(I V=624,
étudiée par M. Painlevé (') et par M. P. Boutroux dans son Mémoire
couronné (*); la derniére est I'équation

}’/———l .!._(___i_....;..__{__ N2 _l._;___r,.._.___’__)'/’

"o\l h—1  A—1t)" . t—1 t—1)"

A —1) (A—0) 1\ ¢ ’ 1\ ¢—r1  ct(t—r)
Tel—r [“*b““’*‘—(““’a)ff(\"+z> (}.—1)2_().—4)2J

(a, b, c, d constantes), qui fait I'objet du présent Mémoire.

Or I'équation (VI) posséde deux propriétés remarquables qui lui
assignent une place prépondérante parmi les équations de (T). D'une
part, M. Painlevé a montré (*) que, par des transformations linéaires
et des passages & la limite, on peut la faire dégénérer en 'unc quel-
conque des cing autres équations de (T); il est donc clair que tout pro-
grés apporté a la théorie de I'équation (VI) aura une répercussion sur
les cing autres équations.

Et, d’autre part, I'équation (VI) joue aussi un role important dans
la théorie des équations linéaives. En effet, proposons-nous de choisir
les coefficients de I'¢quation

1dy a b a_° d
ydar Tzt (x—1)? (z—¢)? z(x—1)

3 o B
4(x—1)* + z(z—1)(z—1) - z(z—1)(x—1)

(Ey)

—+

de telle sorte que son groupe de monodromie soit un groupe donné :

(Y) Bull. Soc. math., t. XXVIII, 1900, p. 227-252.

(2) 4nn. sc. Ec. Norm. sup., 3¢ série, t. XXX, 1913, p. 255-375, et t. XXXI, 1914,
p- 99-159.

(3) C. R. Acad. Sc.,t.143, 1906, p.1111.— Cest en s'appuyant sur cetle propriété que
M. Painlevé a montiré que, pour «, b, ¢, d choisis arbitrairement, (VI) est irréductible au
sens le plus rigoureux du terme, celui de M. J. Drach.
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c’est ce qu'on appelle le probléeme de Riemann pour (Ey). Pourle
résoudre, il faut d’abord exprimer que le groupe de (Ey,) est indépen-
dant de ¢; or cette condition exige précisément que A vérifie par rap-
port & ¢ une équation (VI) [ou «, b, ¢, d ont les mémes valeurs que
dans (Eyr)]; quant & z et 8 ce seront des polynomes en ', 4 coefficients
rationnels en A et ¢.

Or, que sait-on sur l'intégrale générale de (VI)? M. Painlevé a
montré qu’elle est méromorphe dans tout le plan 7, sauf aux trois
points ¢=o0, 1, %, qui sont des singularités non algébriques. Que
devient I'intégrale au voisinage de ces trois points? D’aprés ce qui
précede, on concoit I'intérét qui s’attache & une telle étude, qui sim-
plifiera sirement I’étude analogue des autres transcendantes nouvelles
de M. Painlevé, et constituera notamment une voie nouvelle pour
retrouver les beaux résultats de M. P. Boutroux; et, d’autre part, on
peut ¢tablir que lasolation du probléme de Riemann pour (Ey,) est liée
intimement & I'¢tude précédente (*).

Mais I'irréductibilité de (VI) et 'exemple des équations du premier
ordre laissent entrevoir toute la difficulté du probléme qui consiste a
étudier I'intégrale génerale de (VI) dans le voisinage de ses singula-
rités transcendantes. En fait, cette question n’avait recu jusqu’ici
aucune réponse valable; a vraidire, M. Richard Fuchs I'a bien abordée
dans un Mémoire des Mathematische Annalen (*); mais, comme je le
montrerai i la fin de ce travail, sa méthode est sans valeur, et ses con-
clusions, complétement inexactes. Or, ¢’est précisément ce probléme
qui constitue I’objet du Mémoire actuel.

2. Je vais indiquer briévement la disposition générale et les résul-
tats principaux de ce Mémoire. Tout d’abord, les points o, 1, o jouant
un role équivalent, on peut se borner a étudier le premier. Soientdonc ¢,
une quantité de module <1 et n un nombre positif arbitrairement
petit. Posons ¢ =¢,¢" et envisageons la région indélinie (&) du plan T

. , . T, . 3r
dont les points ont leurs arguments y compris entre - +7 et — —7;

modifiant Iégérement une dénomination de M. P. Boutroux, j'appelle

(1) Comptes rendus, t. 163, 1916, p. 198.
(2) Math. Ann., t. LXXV, 1914.

Ann. Ec. Norm., (3), XXXIV. — Aotr 1917. 31
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2
caractéristiqgue de (V1) toute branche d’intégrale suivie le long d'un
ravon rectiligne de (®). Ceci posé, le présent travail est divisé en
quatre Parties, dont les trois premiéres correspondent respectivement
aux trois étapes successives suivantes de notre probléme :

1° Construction de caractéristiques vérifiant (VI);

2° Démonstration du fait que les caractéristiques obtenues sont
les seules possibles;

3° Représentation d’une intégrale dans (&) (*) au moyen de caracté-
ristiques convenablement associées.

Enfin, une quatri¢me Partie est consacrée & I'étude de deux cas par-
ticuliers remarquables, ainsi qu’a 'examen du travail de M. Richard

Fuchs.
Résumons maintenant les résultats de ces diflérentes Parties.

3. Les caractéristiques obtenues dans la premiére Partie ont ¢té
construites au moyen d’une méthode dont on apercoit une fois de plus
la généralité et la puissance : celle des approzimations successives de
M. Emile Picard. Ces caractéristiques sont de deux espéces; les théo-
ries des deux espéces ¢tant identiques, j’insisterai surtout sur celles
de la premicre espece. Pour les délinir, je remplace (VI) par le sys-
teme

Coee—n2" fa+r1 | Lb4-1 4e Ld—+2 4o
(l)\-‘hz(),——l)ﬂ().-——l)")— yERRN s E R ety Sy Wy s S g Yy y y Ry
(=)o =— (O —t)a—2ch()—1), '

dont toutes les intégrales A(¢2) (non constantes) appartiennent & (VI).
Soit alors w un nombre réel, non négatif et inférieur 4 1; proposons-nous
de choisir dans (&), un rayon OA, tel que, pourla caractéristique A (¢),
prolongée indéfiniment sur OA, [¢A~*| reste borné (*) et « tende vers
la valeur bornée «,, tandis qu’en z,, A prenne la valeur A,(5£0); une
telle caractéristique sera dite de premiere espéce. Pour la construire, je

(1) D'ailleurs, on peut montrer les caractéristiques définics dans ce travail convergent
(pour [ ¢ assez pelit) dans tout le demi-plan K (T) < o.
(2) Supérieurement, et (pour v 3% o) inférieurement.
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pose
S*==ha 4+ fe 41— fo,
et
Py=4(a+b+c+d+1)r(h—1)+ (40 +0)h—s2(h—1).

Le trinome P(A) que 'on vient d’introduire constitue le pivot de
toute la discussion; supposons d’abord qu’il ne posséde aucune racine
double (coincidant avec %,) et qu’il ne soit pas identiquement nul;
nous pourrons faire alors la transformation

= /\7 CI)L
' ‘ J,, WP()
qui donne a (1) la forme
(’7) ; t‘U.,_:_] +F(AU'7 % — Zy, l)’
) o= oy (py L)+ b(p, 0),

ot F, o et Y sont holomorphes en w, « — «, et ¢ lorsque ces variables
satisfont 2 diverses conditions; de plus, |F| est trés petit avec |7]
et oo — o, [. Des lors, il est tout indiqué d’essayer les approximations
successives que voici :

13

po=1log -~

t()

el
4
im0+ 4 01
0

(3) ' .

M1 == /
L /I)

oun=o0,1,..,ectoules intégrales sont prises le long de la spirale
du plan () qui correspond au rayon OA de (T). Effectivement, ces
approximations convergent uniformément vers un couple d’intégrales
de (2), lorsque, |z,| ¢tant suffisamment petit, T appartient & un sec-
teur S de (n); il faut pourtant exclure de S une infinité de petits
cercles (v,), égaux, équidistants et s’éloignant dans une direction
bien déterminée; i intérieur des (:(,(), [P (k)] est tres petit, et Pon
doit étudier I'intégrale par une méthode différente.

- Ce qui précede suffit a faire prévoir que la démonstration de la con-
vergence des approximations précédentes exige une discussion preli-

3 . dt
[1+F (Prny Fpar — o, )] 7
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minaire assez longue et dont la complexité provient d’ailleurs essen-
tiellement de la nature méme des choses, et non du choix de la
méthode employée. Aussi bien, lorsqu’on fait varier les conditions ini-
tiales de tellesorte que le discriminant de P() tende vers zéro, s tend
vers unc des valeurs

c==Vhi(a+b+c+d+1)E\Vib+1;

les cercles (y,) commencent alors par se souder et par former une
bande indéfinie W, de largeur sans cesse croissante, a intérieur de
laquelle les approximations (3) ne sont plus valables. A la limite,
on as=a; P(%) posséde une racine double % et w s’est transformée
en un secteur & ol la représentation de I'intégrale A(¢) exige des déve-
loppements bien différents des premiers, et ot A(Z) a une tout autre
allure que dans S.

Les caractéristiques qui ceprésentent alors A(z) sont dites de la
premiere espéce, du type exceptionnel et de la premiecre sorte; elles se
définissent de la facon suivante. Posons A=4 + v; v vérifiera une
équation de la forme

(4) Y e Y — g%y = o Vi ag by oy £V - o, 12V 4 ot

ou les coefficients du second membre sontdes fonctions de ¢ et v holo-
morphes pour || et |v| assez petits. Ceci posé, en s’appuyant sur la
formule qui donne I'intégrale d’une équation linéaire, non homogéne,
du second ordre, on peut encore intégrer (4 ) par approximations suc-
cessives. :

Les caractéristiques ainsi obtenues dépendent d’une constante arbi-
traire, et, si|o|n’est pas entier, I'une d’entre elles est holomorphe
pour =o0; |o| pouvant prendre deux valeurs, on en déduit que
I'équation (VI) posséde, en général, deux intégrales A,(t), A,(2),
holomorphes pour t = o. Lorsqu’une des valeurs de |o| est entiére (ce
qui entraine une relation entre a, b, ¢, d), (VI) posséde une infinité
continue d’intégrales holomorphes en z et zlogz; et méme, si @, b, ¢, d
satisfont a une seconde relation, les intégrales de cette famille sont
toutes holomorphes pour z = o.

Enfin, dans le cas ou P(A) estidentiquement nul (*), les caractéris-

(1) Ge qui ne peut avoir lieu que pour des équations (VI) de forme spéciale.
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tiques qui représentent l'intégrale s’obtiennent par des développe-
ments analogues & ceux du cas précédent (s = ) elles sont dites de
la premicre espéce, du type exceptionnel, et de la deuxiéme sorte; on
démontre d’ailleurs qu’elles sont Aolomorphes @ Uorigine, ot elles
prennent une valeur arbitraire (*).

Une théorie exactement pareille permet de construire pour (VI) des
caractéristiques de deuxiéme espéce (du type général ou du type
exceptionnel) ; donnons seulement leur définition. Posons

. * t(t—1) . 2} —1
et a:y.———(\———)-/"———————;
2(r—1t) 2

~Nx
I
o~

@ toute caractéristique de deuxiéme espéce correspond un nombre

* K
z"’?\\ reste borné (?),

1) (o§w<r) tel que, ¢ tendant vers zéro,
et o tende vers une limite finie «,; enfin, pour ¢=1¢,, on doit

avoir A = f/\o(‘—}’é ) (*).

4. La seconde Partic de ce Mémoire a pour but d’établiv qu'i
NEXISTE POUR (V) AUCUNE AUTRE CARACTERISTIQUE QUE CELLES DE LA PRE-
witke Partie. La démonstration de ce fait essentiel est délicate; je
résumerai rapidement la méthode qui y conduit.

Soit A(t) une intégrale quelconque de (VI)j j'établis d’abord ce
résultat : il existe un chemin analytique g, tendant vers zéro, et de
longueur finie, tel que, sur ¢, on puisse toujours trouver des points z,

.
arbitrairement voisins de zéro, et pour lesquels || et [2A~1] (ou I o

(1) La théorie des caractéristiques exceptionnelles aurait pu étre élablie aussi au moyen
des méthodes de Briot et Bouquet; mais, pour plusieurs raisons, notamment pour pré-
parer la voie aux développements de la deuxiéme Partie, il est préférable d’employer les
méthodes précédentes.

() Supérieurement, et { pour w = o), inférieurement.

(%) L'analogie «ui existe entre les théories des caractérisliques de premicre et de
deuxiéme espéce est & ce point profonde qud tout résultat obtenu dans unc des théories
correspond un résultal corrélatif dans lautre théorie; il y a la wne loi de dualité
remarquable, et tout 4 fait analogue & celle que I'on rencontre & propos des coordonnées
ponctuelles et tangentielles. On en verra un exemple dans 'exposé du n°51, et l'on sai-
sira toute la signification de cet exemple quand j'aurai dit que tous les résultats de ce
Mémoire sont susceptibles d’étre énoncés dans la forme dualistique adoptée au n° 54
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* ' *
#n|) prennent des valeurs bornées. Supposons alors que o (ou @)
ne tende pas vers une valeur exceptionnelle, correspondant & s=75

N Jdx du . .
ouds=g);en calculant = ( ou =) par approximations succes-
0 N %o
sives et en observant que, quel que soit A(¢;), cette dérivée est arbi-
trairement voisine de 1 pour || assez petit, je démontre qu’il est pos-
sible de construire une caractéristique de premiére (ou deuxiéme)

espéce, prenant enz; les valeurs 4, «; (ou “;\,-, ;.,A), et, par suite, coin-
cidant avec la proposée.

Jusqu'ici, et comme il était aisé a prévoir, la méthode reproduit
dans ses grandes lignes (quoique avec certaines complications) la
méthode employée par M. Painlevé pour étudier toutes les intégrales
de (VI) dans le voisinage d’un point ¢,(54 0, 1, ® ). Par contre, si
I'intégrale A(¢) est telle que « (ou 5:) tende vers une valeur exception-
nelle, la méthode de M. Painleve (méme transformée) devient compléte-
ment inapplicable. Les méthodes qui doivent lui étre substituées sont
bien différentes, suivant que « tend vers une valeur exceptionnelle de
la premiére sorte ou de la deuxiéme sorte. Dans le premier cas, par
exemple, toute la difficulté revient & prouver que 7(A—A,)
et #'=°(A" — A)) restent bornés sur ¢ dans le voisinage de 'origine. On
y parvient en s'appuyant sur un systéme d’équations intégrales vérifiées
par ket ), et sur un théoréme géneral relatif a deux fonctions conti-
nues dont I'une est croissante (n° 38); on prouve ainsi qu'il existe
dans levoisinage de zéro une infinit¢ de points pour lesquelsles expres-
sions précédentes sont bornées (n® 39-41), et 'on démontre ensuite
que celte propriété est vérifiée arbitrairement prés de zéro.

5. Ainsi done, en vertu des résultats de la deuxieme Partie, les
caractéristiques obtenues dans la premicre Partie doivent nous per-
mettre de faire 'étude de V'intégrale A(z) dans toute la région (&);
c¢’est précisément cette étude qui constitue 'objet de la troisiéme
Partie.

Je commence d’abord par faire la description de A(¢) a Uintéricur
du secteur S du n° 3. On pourrait la résumer d’un mot en disant que,
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dans S, A(¢) est asymptote (au sens de M. Pierre Boutroux) & une
intégrale de l'équation #A*=722P(A). L’assertion précédente se
trouve d’ailleurs parfaitement précisée par le théoréme suivant : i
Pintérieur de S, Péquation °2—' —k=o0 (0w <1) admet pour
toute valeur de k, finie et non nulle, une double infinité de soluiions
chacune des deux suites s’¢loigne dans une direction bien déterminée
de S, les intervalles des racines tendant vers une quantité indépen-
dante de £. Ainsi, dans S, le point T = =< est une singularité essentielle
de T'intégrale.

L’¢tude de A(¢) une fois achevée dans S, il faut la prolonger a
travers toute la région (&); or le prolongement analytique de A(¢)
résulte aussitot de la remarque que voici : toute intégrale qui, sur un
rayon OA de () peut étre représentée par une caractéristique de premiere
espéce (el du type général), C,, peut aussi étre représentée sur OA par une
caractéristique de deuwxiéme espece, C, (du moins quand le nombre
correspondant & C n’est pas nul); mais les secteurs olt convergent les
développements qui représentent C, et C, ne sont pas identiques; ils
présentent un secteur commun et debordent l'un et I'autre des deux
cdtés de ce secteur. Pour représenter A(z) dans (&), on est ainsi con-
duitasubdiviser(&) en un certain nombre de secteurs adjacents, S,, ('),
renfermant des caractéristiques de premiére espece, et reliés mutuel-
lement par d’autres secteurs S,,,,, dits adhérents aux premiers, et
renfermant des caractéristiques de deuxieme espéce. L’exposé détaill¢
des résultats obtenus a ce sujet forme 'objet du n° 51; bornons-nous
ict & l’énoncé suivant :

: 1

Appelons s(¢) I'une des deux expressions (fa+ fe+1—fa)’;
lorsqu’on s’éloigne indéfiniment sur un rayon OA de (&) non paral-
léle & la frontiére de deux secteurs de premicre espéce adjacents, s(Z)
tend vers une limite, variable avec le secteur qui contient OA; cette
limite, constante dans lout un secteur, varie brusquement de deux unites
quant on passe de ce secteur & l'un des deuxw secteurs (de premiere
espice) qui lut sont adjacents. 11y a la une propriété-limite exacte qui,

(1) Le secteur Sy, obtenu pour n = o, coincide d'ailleurs avec le secteur S primiti-
vement envisagé.
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je le montrerai ailleurs, tire sa véritable signification du probleme de
Riemann.

Les résultats précédents subissent différentes modifications lors-
qu’on attribue certaines valeurs particulieres aux conditions initiales;
ainsi, lorsque s est réel ou égal & I'une des valeurs exceptionnelles o,
I'intégrale A(¢) admettra dans toute la région (&), ou seulement dans
un secteur (exceptionnel) de (&), le point T = o comme singularité
transcendante (et non plus essentielle); une représentation géomé-
trique simplifie 'examen de ces modifications. J'ajouterai d’ailleurs
qu'une discussion fondée sur 'étude des approximations successives
qui fournissent les caractéristiques, met & I’abri de toute objection
tous les résultats concernant la variation continue de A(z) par rap-
port aux conditions initiales (woir notamment le n°® 54).

Enfin, la troisiéme Partie se termine par la démonstration d’un
théoréme qui trouvera son application dans la résolution du probléme
de Riemann ; dans I’énoncé de ce théoréme, j'introduis la notion
de parameétre d’une branche d’intégrale de (VI) dans le voisinage d’un
point singudier : 'appelle ainsi un nombre £ tel que les diverses déter-

. . logé . .
minations de ;;j—f reproduisent 'ensemble des valeurs limites de s(¢)
<

*®~
[et s(2)] énoncées plus haut. Je montrerai dans un autre (ravail que
la notion précédente joue un role essentiel dans I'étude de I'intégrale
générale de (VI) & travers tout le plan (2).

6. Parmi les résultats de la quatrieme Partie, je citerai deux véri-
fications de la théorie précédente, 'une relative & un cas de réducti-
bilité connu, ot (VI) est vérifiée par toutes les solutions d’une équation
de Riccati (du type hypergéométrique); I'autre se rattache & la théorie
des fonctions elliptiques. Appelons o(u,t) la fonction doublement
périodique de u qui satisfait & I'équation ¢,* =4o(9 —1)(¢ — 1),
et soit w, (), w,(z) un couple de périodes primitives z; I’équation (VI)
obtenue (‘) en prenanta =b=c=d = — -Z: admet précisément pour

(1) Cette équalion ne différe pas essenticllement de celle que M. Emile Picard a indiquée
dans son Mémoire conronné (Journal de Liowville, 4¢ série, t. V, 1839, p. 298-300).
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intégrale A = (A 0, + A,0,,2) o A, et A, sont deux constantes
arbitraires. La théorie des fonctions elliptiques fournit alors; sur cet
exemple, une vérification directe et compléte de notre étude.

Dans un travail ultérieur, j'indiquerai comment les résultats de ce
Mémoire (') permettent de résoudre le probleme de Riemann pour
I'équation (E,,). Afin de traiter le probléme analogue pour une équation
(réguliére) quelconque du second ordre, il faudrait étendre aux sys-
témes différentiels d’ordre 27, qui généralisent (VI), et que j’ai intro-
duits dans ma Thése, les méthodes et les résultats du présent travail.
Une telle généralisation présentera sans doute plus d’une difficults,
comme 1l advient souvent lorsqu’on passe du cas des fonctions d’une
variable 4 celui des fonctions de plusieurs variables; mais sa possibi-
lité me parait hors de doute : ainsi, j’ai déja obtenu pour ces systemes
les solutions qu’il faudra adopter au début des approximations suc-
cessives.

PREMIERE PARTIE.

7. Considérons I'équation différentielle (*)

v 1[1 1 1 n_ (1 LN R PV
(VD) )'#5<7+7.~1+)»~t>)' <£+t——x t—?.)’
2d(h—1)(h—1t)
(L —r1)?

> [a-’r—b—l—c—t—d—i— x-—(a + %) .)[_2+ (b - %)(;::)2 . C(é%:——l)xﬂ):l;

ses intégrales sont méromorphes pour toute valeur de ¢ sauf pour
{ = o, 1, oc; nous allons étudier les intégrales de (VI) au voisinage de
'une de ces trois singularités. Remarquons d’abord que nous pouvons
nous borner & I’étude d’un seul point singulier, soit £ =o; en effet, la

(1) Les principaux résultats de ce Mémoire ont 616 publiés aux Comptes rendus,

t. 162, 1916, p. 939; t 163, 1916, p. 8 et 113. - o )
(2) Dans tout ce Mémoire, les accents indiquent des différentiations par rapport a la

variable indépendante ¢.
Ann. Ec. Norm., (3), XXXIV. — Aovut 1917. 32
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transformation
tli—t¢, A|1—1%, ald, b]a,

qui permute les points o et r, change (VI) en elle-méme; d'une facon
analogue, la transformation

ety K|k, ble, clb,

qui permute o ct o, conserve la forme de (VI). 1l nous suffira done
d’é¢tudier 'intégrale générale de (VI) dans le domaine de I'origine.

A cet effet, nous commencerons par former des développements en
séries qui représenteront les intégrales de (VI) le long de chemins bien
déterminés, ©. Ces développements sont de deux espéces : pour eeux
de premicre espéce, il existe un nombre réel o, satisfaisant aux iné-
aalités 0Sw <1, et tel que [ 222" | reste borné sur 2; pour les déve-
loppements de deuxiéme espéce, la méme assertion s’applique au rap-
port [ =%} (avec o < w S1).

Caractéristiques de premiére espéce.

TYPE GENERAL.

8. Commencons par rappeler une transformation connue; posons

I 1 I

a-+ 5 [I-|'-7 ) (14";

- - - N i @4 C 2
o(h, )= r(h— N — = = - =T L

ghi)=th=n=0| = o "o o=
— : 7+ ne )iz
=(a+b+c+d-+1)h+ <a+4)z+<b+4>1_1

¢ —
+c—-%~£:—;—)-(a+l)—c+d+|)/—a+b—c;

en vertu d’une proposition plus générale que j’ai établic dans ma
Thése ('), toutes les intégrales de (VI) satisfont au systéme

pll— L )
() Yve=rTvemy i A
F
o & —1—-007"(')\—')”
T T o= T

(1) Annales scientifiques de I'Ecole Normale supérieure, 3¢ série, t. XXIX, 1919,
p. 83-84 [équalions (23) ¢l (25)].
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Il est aisé de retrouver ce résultat; en effet, différentions la premivre
équation (1); il viendra

20t —1)%0"2 22" /1 1 I o 2 ]
(2) ,7\()_1)()_5)[ (\7 b p— +7._/>"*7+7-?1“7:‘7‘.]

Mais d’aprés la premiére expression de g, on a

Ig _ 7 +2C7.(7.——|)__ — 2t —1)? s, +°C7.(}.~l')
ot 1 —7 (—0 T 0= (h—ep” T Ii =t T =0

et, en vcrtu de la seconde équation (1), (2) s’éerira

rt—r1) 2! e 1(1 v ‘>.,,2
2h(rh—1)(r-—1t)|" 2a\%. h—t 2—U]"
22 (2 —1) (2 — 1) ()g'] — .

1 1 -
—1—(——;———————?/.’- 3 3 ==
¢ (—1 z—/.> 2HE—1)2 0%

Ainsi, la résultante du systéme (1) se décompose (') en deux équa-
tions : 1° I"équation du premier ordre, A’ = o, dont les intégrales ne
satisferont pas 2 (VI) en général (*); 2° une équation du second ordre,
que I'on reconnait identique & (VI) au moyen de la seconde expression
de g(&, ).

En conséquence, si nous obtenons une solation du systeme (1),
nous ne pourrons affirmer qu’elle appartient a4 (VI) qu’aprés avoir
vérifié qu’elle ne se réduit pas identiquement & une constante.

Cela étant, soient z, et A, deux quantités quelconques, la premiére
Jinie (*), la seconde non nulle( ) je vais montrer que, pour | ¢, | suffi-

(1) Dans ma These, j'ai indiqué sous une forme plus générale celte circonstance qui
rappelle une particularité des équations de la Dynamique (notes des pages 45 et 81).

(%) Poir la note 2 de la page 286 (n°® 27

(*) D'une facon plus précise, on 1mpo=era & 2, unc horne supéricure ne depcndant que
du nombre 1 dont il sera question au n° 9. De plus 2, devra satisfaire & diverses restric—
tions provenant de celles qui seront imposées plus loin a s.
' (*) On peurra méme prendre X, = x, sauf loutefois pour

ad—btc—agy=0=a-+b-+c+d-+1,

ce qui est le cas d’exception signalé a la note de la page 276.
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samment petit, il existe une intégrale [A(¢), «(¢)] de (1) répondant
aux condilions suivantes : pour ¢ =¢,,0n a A = A,; de plus, z tendant
vers o, le long d’un chemin e qu’on définira tout a I’heure, o tend
vers o, : enfin, il existe un nombre réel o tel que oS w <1 et que °A™
reste borné quand ¢ tend vers o. Nous obtiendrons cette inlégrale par
la méthode des approximations successives; mais, auparavant, il nous
faudra effectuer un changement de variables sur le systéme (1).

9. A cet effet, je remarquerai tout d’abord qu’on peut écrire la pre-
miére équation (1) sous la forme suivante :

(3) 2t — 12N =4 (A —1)[g(},0)+ o] —4LX(A—1)[g(R,0) + o]
4O —1) O = O [g (O 1) — g(2, 0) + e — o],

les trois termes du second membre étant des polyromes du quatriéme
ou du troisiéme degré en A. Dans cette équation, remplacons A et o
par un systéme d’intégrales de (1) satisfaisant aux conditions du n® 8
et faisons tendre ¢ vers o; les deux termes de la seconde ligne tendront
alors vers o, de sorte que le deuxiéme membre se réduira sensiblement
4 son premier terme qui va jouer dans la suite un role capital. Ce
terme est égal au produit de A? par le polynome

P@)=40—1)[g(%0)+ a]
=Mha—+be+1)(A—124+ (4D + 0124 (4d +2)A(h —1) 4+ fog (A —1).

Posons

(4) St=fathot1— fay;

le polynome P() prendra la forme

(3) PM)=h(a+b+c+d+1)A(A—1) 4+ (40 +1)h—s*(h—1).

En général, P(A) sera du second degré et possédera deux racines
hy et hy; pour e +b+c+d+1=o0, P(R) sera du premier degré
seulement. Il se réduira & la constante 45 -1 pour

a+b4+c+d+1=0=4b+1—s%



(&)
v
W

ETUDE DE L'INTEGRALE GENERALE DE L’EQUATION VI DE M. PAINLEVE.
enfin il ne pourra s’annuler identiquement que pour

a+b+c+d+1=o, bb+1=o, s=o.

Nous exclurons pour le moment ce cas singulier que nous étudie-
rons au n° 30; nous avons done le droit de diviser par A22P(%) les deux
membres de (3) qui deviendra

Ge—1),,
© )

avec

=1+ (A, o« —a, ¢),

1,«‘1(1,&—10,0_:___%+4(x~§>(x—:)3}%-“

4 1 ¢ I ¢
rorl (e ) (—5)a-n=(o+7) (-5)
Ac(t—1)(A—1)—(a+b—c+d+1)(A—1)(A— t)J;-
Or, soit v un nombre positif arbitrairement petit, choisi une fois

pour toutes; F,, considérée comme fonction des trois variables indé-
pendantes A, @ — «, et z, sera certainement holomorphe par rapport

a ces variables quand on aura simultanément .
¢
o — ot
(8) 1(7‘—l) 1)(}\) <
et
)

<n (f=—1,0,1);

(9) P

de plus, dans les mémes conditions, le module de F, sera arbitrai-
rement petit. Mais alors il est loisible d’écrire (6) sous la forme (')
t)

<]O) M)—ﬁ:([—l)_{;[l‘f‘l"g().,é(_do,l)],

(1) La détermination du radical étant choisie arbitrairement pour le premier membre;
pour le second, on adoptera celle qui est voisine de 1.
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F, désignant une fonction de A, « — «, et 7 qui est holomorphe (et de
module arbitrairement petit) lorsque (7), (8) et (9) seront vérifiées;
de plus, en vertu des mémes conditions (vérifiées par les couples A, «

et 2, %), F, satisfera aux inégalités

- an
(tr) I1'2(7.,01———020,5)|<f1§:\1|a~:/.0[-l—lil 7’:,
(12) IFKZ o — o, t)-l*’._,(?.,f/.—-—-oco,t)l

1 L=
<fo!Cla—ay|+D|t]} —_l_l-——;\—{—f‘lt,lo:—al,

olt Ay, ..., E, représentent des nombres positifs bornés, indépendants
de =n; enfin, £, et f, désignent respectivement des nombres supé-

. . . K+t . .
rieurs aux modules des diverses expressions e (j=—r1,0,1)
pi . '
PO\)(]"‘ 1,0,1,2,3).

10. Donnons-nous alors une quantité /,, de module inférieur a 1 et
assez petit pour que 2, vérifie en méme temps avec ¢, les conditions (7),
(8) et (9) ot n est remplacé par - 3, et faisons le chdnfmment de
fonction

3 _ (T
(13) ® f;.nwp(z)

qui aura certainement un sens, si la quantité (non nulle) %, ne coin-
cide pas avec une racine double (éventuelle) de P(2); (13) définira
une fonction uniforme élémentaire (). Appliquons alors a (10) et
& la seconde équation (1) la transformation (13); ces équations [et par
suite le systéme (1)] s’écrivont en définitive

ld—_’l+[‘([J o — o, 1),

dt
(13) do
=7 = 2o (P O+ (s 1),
(lVCC
e 1 ' ac ([J)-—-l
2= e s — U == — =
(19) .CP(J‘ t) Mp) ¢t ’ v (s ) AMe) [ R
() S ()
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quant a F, ce sera une fonction des trois variables w, « —«, et ¢ qui
sera surement holomorphe relativement & ces variables, si ces der-
niéres vérifient les conditions qui correspondent a (7), (8) et (9) en
“vertu de (13). De plus F satisfera aux inégalités transformées de (11)
el (12); ces inégalités joueront un role essenticl dans notre démons-
tration.
Or le systéme (14) peut étre résolu par approximations successives
de la facon suivante : Posons tout d’abord (les chemins d'intégration
seront hientot fixés)

t
dt ¢
24(4) = o, Po(l):/‘ 3 :103'[—5
0
. 4,
s
l t
11:10“*"[ [.’Ao ?(IJO, l)-‘l—\EJ([J.O?l)](ll,
(]

. '1+I<‘([J.0, oy — oy )
= 7

vy

dt;

d’unc facon générale, ayant caleulé «, et w,, on délinira «,,, et g,
par les formules

/
e ao“‘f [ tn ©(Pns ) 4 Y (s Lyl de,
(16) ’

¢ A
Prpt = [ I -+ F (‘U.,“ 0([”_,_[—- oy [) di.

Ji,

Pour établir la convergence de ces approximations, nous ferons en
sorte que les transformées de (7), (8), (9), (11) et (12) par (13)
soientvérifiées quand on y remplacera (., «) par I'un quelconque des
couples (w,, @,.,); en particulier, cela devra avoir lieu pour n = o,
et, dans ce cas, nous procéderons de telle sorte que (7), (8)et(9)

. ’ YA '[‘
soient encore vérifices quand on y remplacera 1 par - De plus, les

intégrales qui donnent =,., doivent avoir un sens; or, pour = o,
ceci exige qu’il existe un nombre réel w, inférieur a1, ct tel que sur
le chemin d’intégration I'expression

(17) e M po(0)]
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soit bornée supérieurement en module. Il faudra done, avant tout,
examiner les diverses conditions précédentes.

11. Commencons par la derniére qui nous fournira une premieére
indication générale sur la forme de nos chemins d’intégration €. Si s
n’est pas nul, il en est de méme des racines %, et 2, de P(A) =o, et
'on tire de (13)

1 I 1 1

o9 53 ()
_L_IL‘>ch5 V(2 E)\g
*[7.0 DAV o <lo—/u (Z“h§>s””"

Pour que (17) soit bornée en module, il suffira donc qu’il en soit de
méme des expressions

w w
L 15[-10 2

1/ 1 ) AN 2
;(-/-l-l—I—-—/L—z->l“’(chs[xo—1):[,(a—!—b—i—c-}—d—l—x)(/zl—l—hz)t‘(’,’ (E’) P
et

V(kg— hy) (Ro— o) ¢ shsp,

2 VA h,
—Vila+ b+c+d+1)(10—/“)(7_0-/[2)?(%)“’i"%.
-0 0

Posons

t=ret (r et 6 réels),
puisque |25 27" | doit étre borné (n°® 10), il nous suffira d’écrire
r\®
(;.—o) 7o) < J,

ol J est borné et olt () désigne le plus grand des modules des trois
nombres

chsy, <§sh£§>-, %shsp.;

(17) sera alors certainement de module borné. Pour simplifier la dis-
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cussion, nous ferons encore le changement de variable

(19) T=log -
. [o
i

(qui donne p.,=T), et nous poserons enfin
T = ue', s= e

ou tous les nouveaux symboles sont réels. On trouve alors aisément

(20) shspe| _ Vsh*[wvcos(y +0)] + sin?[uesin(y+0)]
s 2
<sh]uvcosv(-/+o)[+“,
o h2 ke
(2r1) *}2—)— = :—2{5112[%(-’005(7—}—8)]—i—sin‘*[lf—:’sin(y-—}—b‘)]g
Lo | “eos(y a8y | &
<‘,25h [2 cos(/+o)] A
(22) |chspo| = Vsh®[uecos(y—+0)] + cos*[ursin(y —+9)]

< sh|uvcos(y—+0)|+1.

- S\ @ , .
Dés lors, pour que (,—o> (o) reste borné, nous imposerons d’abord

la méme condition i u?e®“*7; il faudra donc que, dans le plan (2),
notre chemin d’intégration  tende vers o au moins aussi vite que la
spirale

2

(23) r=A0"®
oit A est borné. De plus, il faudra encore que, lorsque u croit indéfi-
niment (cosy étant négatif), I'expression

sh]ueecos(y+0)|
§

(2_/‘) y = eWNeusY
reste bornée. Or, ceci exige tout d’abord qu’on ait
(23) w cosy == vcos(y +d) So.

Figurons en M, M_, et M, (fig. 1) les points qui ont respectivement
Ann, Ec. Norm., (3), XXX1IV. — SEPTEMBRE 1917. 33
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pour affixes sw=!, s~ = 1ot s 415 S n’étant donné que par son carreé,
. " s\ = . , )

nous avons le droit de supposer,ﬁ(—i—ﬁ—)) >0. En conséquence, les argu-

ments des trois nombres précédents (qui sont respectivement 8, V4

3n

et v,) seront compris entre o et ©. Posons en oufre v,= - —

~, sera encore compris entre o et . Cela ¢tant (25) se décomposera
dans les deux conditions

, cos (7 +v)S0scos(y -+ ),
d’ou

(26) TR

Il existe ainsi sur le segment M_, M, un point N tel que ON fusse

Fig. 2.
T
N
2,
i v 3\l o i
vz
4
&y T

avece la direction positive (o, 1) un angle y,; et 'on a, de plus,

lcos(7+0)] __MN _ o
- Pt = — — NN
(27). ’ | Teosy | OM @ MX.
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Et maintenant, nous pouvons indiquer 'allure générale du chemin 2,
et fixer le nombre © qui lui correspond. En effet, figurons dans le

plan (T) (fig. 2), les droites OA, et 04,, d’argumeiits - — v et
37 .. SULRT .
— —v,; la condition (206) signifie que le rayon vecteur OA mené de O

4 wir point quelconque du chemin €, transformé de @ par (19), finit
par rester intérieur (au sens large) au secteur A, OA,. Mais l'amplitude
de ce secteur croit avec w qui, d’autre part, est assujetti & la seule
restriction w < 1. Appelons alors S le secteur A,0A, obtenu en rem-
placant » par 1 — v dans les constructions précédentes; il nous sera

Q

loisible de prendre pour € un rayon quelconque de S (sauf a le
modifier si ¢’est nécessaire; ¢f. n° 18). Observons d’ailleurs que S
existera toujours si s est complexe; et si s tend vers une valeur réelle,
S s’évanouira ou comprendra tout le demi-plan T,T|T, défini par
R(T) <o, suivant que s* tendra vers une valeur Z ou < 1; ainsi done,
lorsque s est réel, il ne saurait exister de secteur S (et, par suite, de
chemin ) que si'on a s> <1.

Reste a [ixer w. Pour cela, supposons d’abord [s|borné inférieure-
ment, soit | s| = ¢ > 7; dans cette hypothése, nous prendrons

cos(y =+ %)

(28) ==y cosy

quantité au plus égale d 1 — v, d'aprés (27) ; w étantainsi fixé sur OA (1),
on aura évidemment

et y tendra vers 1: 29 par valeurs croissantes. D’ailleurs, on aboutirait
i des conclusions analogues pour les expressions (2r) et (22), en sorte
que T décrivant OA, (17) restera bornée supérieurement (*) (et infé-
rieurement, sauf pour ® = o).

(1) L'étude de cetle correspondance sera reprisc et développée dans la troisiéme Parlie.
(2) On constaterait aisément que la borne supérieure de (17) a pour expression
,.(x) ! . .
=2 <-I—])3\Ll- —{—-Bf,), ou B} ct Bj sont indépendants de [ Ao ] et 7.
LN R
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Considérons maintenant le cas ou I'on a |s|<C%. Observons tout
d’abord que, pours = o, (18) n'est plus valable; A~ est alors un poly-
nome du second degré (au plus) en p; |A—'| devient donc infini de
Pordre de (logr,r—")* (au plus). La substitution de cette expression
a (ryr=)® n’apporterait d’ailleurs aucune modification essentielle aux
calculs qui vont suivre. Supposons enfin o <s=%; dans ce cas, on

. ". ()
remplacerait le facteur (7") par

r 2w
I — —
re\® Ty
2 — —————— )
(29) (&) —2

ce qui n'introduirait dans la discussion que des complications d’écri-
ture, complications d’ailleurs inévitables si I’on veut étre assuré que le
domaine de convergence de nos approximations (délimité par le
nombre R, du n° 19) ne tend pas vers zéro avec |s|. :

12. Revenons maintenant aux inégalités (7), (8), (9); nous allons
exprimer d’abord qu’elles sont satisfaites quand on y remplace A par
1— et 7]

Mo (8)]=n"(z), o — a, par une expression de Vordre de ¢
par g En effet, pour | ¢ suffisamment petit, (7) sera sirement vérifice
puisque (17) est hornée. Passons & (9); nous I’écrirons sous la forme

([\1——1
7)

. - <
el _ 1\ (1 _ L
<7. /z1> (7. /L2>

(qui suppose s=£0). D’apres les résultats du n° 11, cette inégalité
sera vérifiée pour | ¢] suffisamment petit, & condition que

o G-2) G-

soit borné inféricurement. Prenons cette horne égale a v; il faudra
d’abord que %, vérifie cette condition. Puis supposons toujours
s(ou /,) = o avec k, =~ h,; on peut alors remplacer la limite infé-

(30)

(./:—1701 ‘)

>~
WS
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rieure de (13) par 4,; soit 4, 'une quelconque des valeurs (i partie
réelle négative) prises par I'intégrale; on trouve aisément

1 I 1 1 1/ 1 1 N\2 —
- _—— ) — o — ) 2 —
(}. /“> (7. /,.2> =7 </,, ;) shes(u—T).

Or, pour € <r, les régions du plan (z) pour lesquelles on a
|shz|<CC sont intérieures & des cercles, de centres z = =i (% entier)
(.

2

et de rayon —. Supposons donc (*)

20

(32) 1 1
7~ 7l

<I;

dans le plan (T) ligurons les cercles (y;) dont les centres (fig. 3)
sont les points

-  +— , kmi
/,,,.;—,/“i‘T (k=o0,1,2,...),

et dont les rayons sont égaux i
oE
of 1 1 ?
\y 7>
en vertu de (32), ces cercles seront tous extérieurs les uns aux autres.
Ceci posé, assujettissons le chemin € a ne pénétrer dans aucun des

(33)

cercles (y); en vertu de ce qui précéde, I'expression (31), ou A est
remplacé par A°(z), sera supérieure a 7; la condition (30) sera donc
vérifiée relativement a A°(¢) pour [¢| suffisamment petit (*).

3. Supposons maintenant que (32) cesse d’étre vérifiée et exami-
nons d’abord le cas ol |s| est borné inférieurement; les points 4, et 4,
seront donc tres voisins. Cherchons alors les conditions pour qu’il en
soit ainsi. Pour que (5) admette une racine double 4, il faut et il

(1) Au n” 21, nous serons amenés a imposer une nouvelle limitalion au premier membre
de (32).
(%) Sa borne supérieurc ne dépend que de 7.
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suftit que 'on ait s= o, en posant

(34) c=t\Vi(a+b+cr+d+1)=Vib+1,

et /2 sera donné par I'équation (')
G+t

4 bacrd+1)— ——"— —o;

Ala+b+c+d=+1) =) ;
donc, pour que A, ct A, soient trés voisins, il faut et il suffit que [s — o]
soit trés petit. Or, pour C>1, les points du plan (=) qui vérifient
I'inégalité |shz| < C sont intérieurs & une bande indéfinie w’, limitée
par deux paralléles i I'axe imaginaire, d’abscisses = log(C + C*+1).
Dans le plan (T), la bande %, analogue & w’, admet comme axe de

Fig. 3.
-
2
4,
T o 1 T
o7
St
»H
% O
Zg@_ o3
Yy)
07 S2
A T2

symétrie la droite lieu des points 7;; il existe donc dans le secteur S,
deux régions indéfinies S (limitée par A, 0, 00, O, D)) et S, (limitée
par D, 0}, 0,4,), séparées 'une de autre par une portion D 0}, O, D),
de labande w; et & 'intérieur de S et S, (9) sera vérifiée par A°(¢).

(') On précisera plus loin (n° 23) la correspondance entre les racines de celle équa-
tion et les valeurs de o.
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Que se passe-t-il lorsque %, — A, tend vers o? Pour micux le voir,

appelons J celle des deux racines de I’équation

I I
7, hy
paf= L
I 1
o hy

qui tend vers o avee A, — £, on trouvera sans peine

| ~

’)

~

_“\)2 hyha(1+2)2

I _( .
Pe) K .92(?.0—11,)(}.0—/12)[<1+-§->~e3“‘—— ;e'»“!LJ;

remplacons p. par g, et nous en déduirons que lorsque ¢ tend vers o,
Uune des droites fronticres O, D’ de la bande w tend vers une position
limite bien déterminée ('), O,D, (le long de laquelle e** sera de
I'ordre de 7). Au contraire, I'autre droite frontiere O,D, s’¢loigne
indéfiniment; a la limite, pour s =&, la bande w sera devenue un
secteur indélini I, limité par O,D, et 0,4,, et & I'intérieur duquel (9)
n’est plus nécessairement satisfaite pour A =4°(z) et | T| tres grand.

14. Pour le moment, nous pourrions nous suffire d’avoir vérifié
Pinégalité (o) dans la région S| (limitée par A, 0, 00, et O,D,); tou-

Fig. 4.
|
T o T

Ay s

02
n, z )

T2
3

tefois, en vue d’une application qai se présentera dans la troisiéme

(1) On reviendra sur ce point, avee plus de détails, au n° 34, p. 332 et 333.
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Partie, nous allons étendre le domaine dans lequel I'inégalité (9) est
applicable (en supposant toujours s — o =o0). Soit I le secteur

(appartenant i I) lieu des rayons O, A tels que les nombres o qui leur

\ . I
correspondent, d’aprés le n° L1, soient <73 ('); on aura, dans X,

|e| = f(rr,~")* > r, avec f = o, et I'inégalité étant vérifiée pour r
assez petit; par suite, sous cette condition I'inégalité (30), ou (9),
sera encore verifiée dans = (relativement a u.,) (*).

15. Une discussion exactement analogue s’appliquerait a I'inéga-
lité (8); toutes les fonctions o,() que nous aurons a substituer
dans (8) rempliront la condition

(36) fotn—a,| <Lrt—o,

olt L est borné (*). Dés lors, les conclusions précédentes subsistent
encore; et, pour A, = h,, I'inégalité 50 <1 assure la validité de (8)
3 I'intérieur de =.

16. Dans tout ce qui précede, j’ai supposc s = o; mais I'hypothese
contraire n’introduit aucune difficulté (*); ainsi, dans le cas ou
h,= 0 £ h, on montrerait (*) sans peine que les inégalités (8) et (9)
sont vérifiées, relativement & A°(7), pour | T| assez grand. De méme,
on étendrait encore les résultats des n° 12-15 au cas ou I'on aurait
hi=o0=h,(°).

(1) Cette limitation est introduile en vue d’une démonstration ultérieure (n® 20).

(%) On apercoit immédiatement comment s’opére le passage 4 la limite : pour | /iy — /|
(rés petit et 5w <1, les conditions (9) sont vérifiées (relativement & A0) non seulement
dans les régions S} et S), (fig. 3), mais dans deux portions de Wb limitées respectivemen
par deux lignes I'y, T's; 2y — A, tendant vers o, I'extension de S} dans la région =’ limitée
par O} D} et Iy finit par gagner tout le sceteur X.

(®) Sa borne supérieure ne dépendant que de x.

(*) On constatera, par exemple, que s lendant vers o, tous les cercles (), saul un
seul, s'éloignent de plus en plus, et & la limite, s'évanouissent & ’infini. On voit donc
disparaitre une source de complications.

(%) On _peut le voir directement, ou s¢ servir de l'équation (35), en faisant tendre s
vers o.

(°) Ce cas ne saurait d'ailleurs se présenter que pour les équations (VI), cit I'on a
fla+b+c+d-+1)=4b6-1. ,



ETUDE DE L'INTEGRALE GENERALE DE L'EQUATION VI DE M. PAINLEVE. 205

En résume, les inégalités (7), (8), (9) seront vérifiées, dans les
régions du plan (T) sus-indiquées, par les fonctions A°(¢) et a(¢)
[cette derniére satisfaisant 4 (36)]. Nous allons montrer qu’il en est
de méme si I'on remplace X par I'une quelconque des fonctions %, (2)

correspondant aux fonctions u,(z) que nous aurons i envisager au
cours de nos approximations.

17. Observons tout d’abord que, pour |z 1,o0n als—'shsz )
| I ’

\ o= 12| - veooe . .
et [chz|<<a; d’ou, pour L—r% inféricur & la plus petite des quan-
tites (') [si~' =¢"ctr,
_ Ls(E—s)
chsp —chsp. shsy s(r—u) sh = a
(37) — = A Pt - ! + chsp.
R A 2 B

bd ”;-”“ IJ.‘<L!Z({.L) <:z -+ lﬂ—_)—‘u—l-) > l;—(J.|<(}Z(1J.)Iﬁ—(JI,

ot 7 () est défini comme au n°® L1; d’ailleurs on voit aisément que
les calculs effectués précédemment pour limiter 7 (1) restent encore
valables si I'on astreint en outre y (i) & étre au moins égal a [shsy.|,
ce qui permet d’écrire

shsp — shsp.
S

(38) <2facln-y.—t—ls(ﬁ—-y)[shsg%><”1——{.;[

<8y |p—rl

Remarquons en passant que (37) et (38) entrainent la conséquence
suivante : pour | — | inférieur & la plus petite des deux quan-
e 1 I 1

§ —) —— —_— na
tites — 5 el 0 0

- 3 -
(39) v Sa(e) <z() < Su(p),

relations que nous utiliserons bientot. Revenons maintenant & (18);

(1) Rappelons que I'hypothése faite sur ap [n° 8, p. 251, note ()] entraine comme con-
séquence que ¢ est borné inférieurement.

Ann. Ec, Norm., (3), XXXIV, — SEPTEMBRE 1917. 34
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nous pouvons écrire (en désignant par A la valeur correspondant & u.)

ch sﬁ —chsp

2 ftb+r——s?|>\ -

1 s
(40)’f—i,<|ﬂ-2(a+b+c+d+l)+ 3 |

. V(te— Ry (2o 1a) ’ g ' shsp—shsp

ea+b+c+d+1 » P

<Gy(w) e —pl

en posant
Gy 8200 ] Gl Ay | 4 Gy

[0l

G S‘l"{—(lg,

ot les G, sont des nombres positifs bornés (indépendants de v et ).
Or la relation (40) permet de vérifier notre assertion; en effet, on a,
par exemple,

o » N
-1%'<|7.7(£Z—>1+Gr7‘(1¢0)|(J.,,——-[J.0[< g -+ GJ l(\—l’i) [ P — Po s
et nous verrons que les |w, — &,| sont bornés; pour r assez petit, l¢
second membre de (41) sera donc inférieur a n. On verifierait de
méme que (8) et (9) sont encore valables (') pour A = 4,.

Enfin, les relations (39) et (40) vont nous permettre de transformer
les inégalités (11) et (12), de facon & les rendre immédiatement utili-
sables pour la démonstration de convergence qui va suivre. Supposons
tout d’abord que T n’appartienne pas aux régions X ou X' (*); les
quantités £, et f, sont alors respectivement de 'ordre de 7' et y—*;
et I’on peut écrire,

(41)

NRND]
(42) |F(Au'o;a1"'“0at)l<A|°fl‘—'°‘o[—|—]$r‘<’7_g> 5

A=A~ B=Bin= [l 4 Byn

A,, B,, B, étant des nombres positifs bornés (*) (indépendants de 7

(1) A condition de prendre 5w <1 si T appartient aux régions £ ou = (woir la note
suivante). ’

(?) Ta région 2’ est définie & la note (2) de la page 264.

() On ne confondra pas ces coefficients avec ceux des formules (11) et (12); pour
déterminer les exposants de 4 dans les expressions de ces coefficients, on se reportera
a la note (%) de la page 259 (n° 11). " : . :
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et Xy ). On aurait de méme

(43) ’F(Hnr n 17 o, [) - F({J-/z—l, Gy =~ fxoa [)f
. r\e . e\ .
<%(:Iu7;z"aol('_> +D’<~') ;lp‘n—[-}'n—l,"{“Elanml"‘dn[a
o r,
davee )
C= 2 |2 { €y | 522 | 4 Calg 1+ Cof 52|+ Gy,
D=[25ta=% {Dy|s22 |+ Dy|2 | +Dyls2|+D, .

E=En1,

ot les derniers coefficients (') C, ..., E, sont encore bornés.

On établirait sans peine que (42) et (43) sont toujours valables pour
s=o0 (*); pour |s — a| trés petit, ou nul, (42) et (43) seraient en
défaut si T appartenait & X', ou X; mais alors, en se reportant aux
n* 14 et 15 et a la définition de f, et £, on verrait que les inégalités
précédentes peuvent encore étre employées, a condition que A, B, E

. .., 7o\ 20 y RN
soient multipliés par (%) > et C, D par (—}) .

Arrivons enfin aux formules (15); nous pouvons écrire, dans tous
les cas, & U'intéricur de tout le secteur S,

N

(4n I"J’([J.,£>l<l\.[<%) » ( ,t)<N<L’lf-)>':

ry\®
S | 9 ([Jvu L) — O (Prn—1, t) I <P <70') l[”'n — [n—1 ,a

(45) i 7o\ 0
/ l'-!’([J-/n l) - '.L([J-n—ly l) | << Q ("_0) , Mo — [n-—-1 ]w

ou M et N d'une part, P et Q d’autre part, sont des nombres positifs
de la méme structure que By et CGn? respectivement.

18. Nous pouvons préciser maintenant la forme de nos chemins
d’intégration 2. Nous épuiserons certainement I’étude de I'intégrale
dans S en prenant successivement comme chemins 2 des rayons rec-
tilignes quelconques, issus de O et appartenant 4 S. Quand ces

(1) Poir la note (%) de la page précédente.
ro | @
(2) Pour |s] trés petil (ou nul), on remplacerait (-’-"f-) par I'expression (29) [ou par

’ S Nam
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rayons pénétreront dans des cercles (y;), nous remplacerons le seg-
ment de T intérieur i (7;) par le plus petit des ares de (y,) admettant
les mémes extrémités.

A D'exemple de M. Pierre Boutroux () jappellerai caractéristique
de I'équation (V1) toute branche d’intégrale de (VI), poursuivie dans
le plan (T) le long d’un segment rectiligne OA issu de O et répondant
a des conditions initiales déterminées; j'appellerai caractéristiques de
premiére espéce, les caractéristiques satisfaisant aux conditions du n° 8
et provenant des approximations du n° 10. Ceci suppose implicite-
ment que 'on conserve la méme dénomination & la méme intégrale,
poursuivie dans le plan (z), le long du chemin correspondant a2 OA;
il ne sauraiten résulter, évidemment, aucune confusion.

Or, dans le plan (¢), les transformés des chemins 2 par la substi-
tution (19) sont des spirales logarithmiques e, déformées au besoin
de fagon a contourner les domaines (y;) correspondant aux cercles (v,),
domaines qu’il est évidemment loisible de supposer limités par des
circonférences. Admettons (*) que le rayon indéfini OA ne pénétre
dans aucun des cercles {y;); nous pourrons le prendre comme
chemin €, et un arc quelconque ¢,¢, de la spirale € donnera lieu &
inégalité

arclls

"i— . cosy (m=lul, rn=_t6]);

en conséquence, pour tous les rayons appartenant 2 un méme secteur
[ et ne pénétrant pas dans les (Y1)], on peut ¢erire

\

arctl,
Iy

(46) <
{ étant un nombre positif borné ne dépendant que du secteur.

19. Je vais établir maintenant la convergence des approximations

(1) Legons sur les fonctions définies par les équations différentielles du premier ordre,
Paris, Gauthier-Villars, 1908, p. 58.— Poir aussi P.Bourroux, 4nn. sc. £c. Norm. sup.,
3¢ série, t. XXV, 1908, p. 322. :

(2) Nous étudierons le cas opposé au n° 21,
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du n°10; je supposerai, bien entendu, que T ne pénédtre ni dans les

cercles (y), ni dans les secteurs &, ou X, s'ils existent. Nous pour-
rons done éerire, en vertu de (44) et (46),

o=l < O ol =N [ (2)ar =1,

“0
en posant

H:—l—(l\llaol+N):

11—

(35) est donc vérifice pour n =1. Et, en vertu de (42), il viendra de
méme

A1y S, o Ty e N w7
il~’~1"{*o|<l/ “(1.’.0.11' ‘lo’l)l([l‘<lf [_,\H%--!—B(IT?-) Jd":Ks’,

7

en posant
l

K= —"(AH +B),
I — 0
e ro—& = ,.::)(l.z)—m i ri—rn))’
et, 3 'aide de (40), on vérifierait aisément que, pour r, suffisamment
petit, 'inégalité (7) est encore satisfaite par A, = A[ ., (2)]- .
En général, supposons que nous ayons obtenu pour les = premieres
valeurs de l'indice

(47) Loy — o | <H(lgroYe, | pje—p | <K(lgro)e),

¢ ne dépendant ni de /, ni de r, et /; nous allons montrer que ces in¢-
galités, ¢videntes pour j=o, subsistent encore pour j =n-+1, et
du méme coup, nous obtiendrons la valeur de g.

Observons d’abord que pour r,<(2{7)™", les relations (47) en-
trainent
[ |t | <lotg— ot |.[1 4+ Lgro+..o+ (gre) ] <2 fo— “o}l <2He,

(4%) [ ] e — o <2k,
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Vo

———>» O aura
2\/GIK

de sorte que pour r, <

61 (2N, 0 GIKes' < 2 GIK 72 < 1
. ',—‘ l|J‘ln"l—[J‘jl<“ ez < 206, t 2?

ct, par suite, d’aprés (41), A, = A, (2)] satisfera & I'inégalité (7);
il en serait de méme des inégalités (36), ou (8) et (9). On pourra.
donc se servir de la relation (43) qui, appliquée & (16), donne

t
f ;(“n"—an—l) CP([J'II: l) -+ Zn—1 [9(”12' l) - "?([J-n—h [)1

“ 0

|dn+ | — %y | =

+ U (s 6) — D (-t t);dt

< IMH(tgr) = [ s<il}°>”dr+ I[P (|ete] +2He) + Q]

v o

% K(lq,.o)n-i [ </ <%>md":

v

mais on acSr, et ¢ Sr,; il viendra done

(49) | i — o0 | < H i’/— (lgro)e.
en.posant

) M , T K
(30) (,""'T:T+[[(Ia°l+2“10)+(‘)]ll(|——r..)'

De méme, en se servant de (43), on trouvera

I 1= Pn | =

s -
f F (P Gpoy— s £) — F (Mnty Gy — oy L) dt
L

4

,”

<{(2CH-+D) K(lqro)""‘f e'<1;7°>°’d,-+ LML (tgre) / Lar;

d’out
(1) ‘ | s — p [ < K -(‘i/—g (Lgry)ne,

en posant
2CH + D {EH ¢,

I — 0 K(r—m)

(52) G2 =
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Or, prenons pour ¢ le plus grand des deux nombres positifs ¢, et ¢,
définis par (50) et (52); les relations (49) et (51) montrent aussitot
que les inégalités (47) sont encore vraies pour j = n; elles sont donc
vérifiées quel que soit n. En conséquence, sur le chemin 2 (limité au
point ¢,, de module r,), les deux séries
(53) %ac(l):a.o—l—(ai—a0)+...+(a,l+,—oto)+...,

P8) = po (P — o) oo (Pg — o) =+ -

sont absolument et uniformément convergentes (par rapport a ¢),
lorsque r, a été choisi suffisamment petit, de facon que soient vérifiées
toutes les conditions énoncées au cours de cette discussion. La borne
supérieure Ry, ainsi imposée a r,, est de la forme

(54) Ro= R, ™| % |,

R, étant indépendant de 7 et A,, et m étant un nombre positif qu'on
limiterait aisément (') (et, en outre, r, devra étre inférieur & un
nombre positif fixe plus petit que 1).

La convergence des séries (53) étant uniforme par rapport a ¢, un
raisonnement classique montre aussitot que leurs sommes a(2) et 1.(2)
vérifient les ¢quations (14); a(z) et A[m(2)] satisfont donc au sys-
téme (1). Or on peut faire croitre indéfiniment I'indice dans les équa-
tions (48), ce qui donnera a la limite

\

(53) ‘ la(¢) — el <2He=21lr (]T)
et

? () — o) = ’ p(6) — 103’7[0' <2Ke'= QK[I'O—-— ,(.';ﬂ\)“]

La premiére de ces relations montre que, ¢ tendant vers zéro, « tend
vers «,; la seconde que, ¢ tendant vers z,, A[w(2)] tend vers A,; de

(1) La convergence des approximations n’est donc assurée que pour | z,25! | suffisam—
ment petit, ce qui légitime la restriction A, o que nous nous sommes imposée. Nous
verrons d'ailleurs, dans la troisiéme Partie, comment on peut lever celte restriction et
définir des intégrales s'annulant au point z,. Observons enfin qu’il résulte de la discussion
précédente [et, notamment, de la formule (52)] que R, tend vers o avec 1 — w.
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y
plus, il résulte de cette méme relation que 1.(¢2), et par suite 4| w.(¢)|,
ne peut se réduire & une constante; enfin, on déduit de cette relation
et de (40) que ¢ : AJu.(2)] reste born¢ en module. En délinitive, la
fonetion A(2)=2A[w(¢)] est une intégrale de (VI) qui, en méme temps
que «(¢), satisfait a toutes les conditions du n° 8; c’est donc bien la
caractéristique de premiére espéce que nous avions en vue. Nous
dirons qu'elle est du type géneral, par opposition aux caractéristiques
du type exceptionnel que nous définirons bientot.

20. Nous allons lever maintenant les restrictions que nous nous
sommes imposées relativement au chemin d’intégration. Supposons
d’abord que @ pénétre dans £ ou ¥'; la seule modification qu'il faut
apporter & nos inégalités fondamentales consiste & multiplier, dans

v\ 200 N\ A : .
ces inégalités, A, B, E par <1’-‘l> » C et D par ('—}) (n° 17, p. 267).

\

Or, il suffit de reprendre les calculs dun® 19, en tenant compte de la
condition 5 <1 que doit remplir o (n° 14), pour constater que nos
approximations convergent encore dans £ ou X'

21. Le cas des cercles (y,) est plus compliqué; nous étudierons
bientot 'intégrale a 'intérieur de ces cercles. Pour le moment, nous
allons étendre la démonstration de convergence au cas, primitivement
exclu (n° 18), ot € comprend un arc d’une circonférence (v4) : dans
ce cas, le rapport arce,z, : r,—r, peut devenir infini pour deux
points ¢, et ¢, de cet arc, et la démonstration du n° 19 devient inappli-
cable.

Précisons d’abord la définition des cercles (y;). Soit # le point du
plan (¢) qui correspond & % par la transformation (19); on a

(56) L—-—t/‘.:t/‘.[e'l"‘zk——lj.

Or supposons 7 choisi assez petit, de facon a vérifier I'inégalité

41':\/?<IS(%——-%H;
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gy N D — - a, . I ,
en vertu de (33) Ie rayon (') C de (v,) sera inférieur a —; cela étant,
. 7
(56) montre que, lorsque T est situé & I'intérieur ou sur la.circonfé-
r= . P .
rence de (v.), ¢ sera intérieur & un cercle de centre z, de rayon
. . s y e . C

2|4 = 21-,‘.C<—2—’; c’est ce cercle, auquel l'origine est sarement
extérieure (au sens strict), que nous prendrons pour (v;). Ceci posé,
appelons ¢, et ¢z, les extrémités de I'arc de la spirale e intérieur & (yx),
et soit s la longueur de cet arc. A cet arc nous substituerons, comme
chemin d’intégration de nos approximations, le plus petit-des arcs
de (vz) ayant z, el ¢, comme extrémités; soient ¢’ la longueur de ce
dernier arc et ¢ la longueur de la corde z,¢,. Il vient alors, en intégrant
successivement sur la spirale, puis sur le cercle

_ T w ¢ (ﬂ\>m
l_£<1) ds' > _—_(I—FLZC)"’ T )

N m - . )
I s c ry

)= (*) d3'< S T orw _,rn<“‘> )
o\ 7 2 (1 27) ry

3 ﬂ(x-}—g';
1 2 \1—2¢

d’ol
A 3n
> <Zx3o< il
2 2

Et de cette inégalité on déduit aisément.que, sur tout chemin 2 com-
prenant un arc des cercles (), on a encore le droit de conserver les
bornes supérieures obtenues pour les quadratures du n° 19, 4 con-

dition toutefois de multiplier le facteur Z qui y figure par le rapport —

Ainsi, pour connaitre les valeurs de A(¢) et de «(z) dans tout le sec-

teur S, il ne nous reste plus qu’a les calculer en un point quelconque,

intérieur aux cercles (yz); c’est ce dernier calcul que nous allons
effectuer.

22. Je dis tout d’abord que, pour |,| suffisamment petit, A(z) est
holomorphe (*) & I'intérieur de (y.). En elfet, supposons que A(2)

(1) On ne conlondra pas cette notalion avec celle qui figure au n° 43.
(%) Ceci suppose toutefois 2715 0 ou @ + b + ¢ 4+ d 15 o, Dans le cas opposé, on

. N . . . =i A
ferait une démonstration analogue a celle qui va suivre pour la fonction x = T par

Ann. Ec. Norm., (3), XXXIV. — SEPTEMBRE 1917. 35
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présente un pole £ == i Uintéricur de (y,), et soit iz un chemin de
longueur finie joignant 7 a un point ¢, de (v;) ot 2 prend une valeur %,
(voisine de 4,). Admettons d’abord que, le long de ., on ait constam-
ment [2X|> |/, |; pour [7] assez petit, I'intégration de la seconde
¢quation (1) donnera aussitot

a () = a(ty) [ ri\1 = 2+ fL e\ T+ g

ou les f; sont, comme dans tout ce numéro, des nombres de module
borné, quel que soit 4. Or, on démontrera ais¢ment (') qu’on peut
té:ujours trouver une constante 2, telle que la caractéristique définie
par les conditions du n° 8, avec (%) «(0) = z,, A(%) ===, vérifie la
relation a(7) = «(7); cette caractéristique appartiendra donc & la
méme intégrale que notre caractéristique primitive (*), et elle donnera
lieu & une égalité de la forme

e = T () — T(7) + () — po(t) — | 2(5) — o (7)] ‘—/sv’ﬂ +/ie'

ATy &
/, 1P ()

Or, je dis qu'une telle égalité est impossible pour 7 et r, assez petils;
en effet, d’apres ce qui préceéde, et en vertu de (55), on peut éerire

:/:o: oo+ f1 7% \71 + (fo+f5) e

de sorte que, pour n et r, assez petils, A, esl aussi voisin qu’on veut
d’une des racines %), 4, de P(A) =o. Le premier membre de notre

excmple. De plus, le raisonnement qui va suivre suppose implicitement /; 3 o (done s 34 0);
mais la remarque faite au n° 16 [note (*) de la page 264 ] légitime immédiatement cetle
hiypothése.

(1) A cet effet, on procédera comme pour établir les relations (62) du numéro suivant,

< 2J3C =, ou K| est borné; puis, 'on

— —1

duy
observera que sous les hypothéges acluelles, et grice a l’mcgahte précédente, I'équation
rx( mo = a(r) posseéde certainement une solution et une seule, 2.

(2) On a surmonté d'un trait tous les symboles se rapportant a la nouvelle caractéris-
tique.

(#) Cette remarque permettrait de conclure & 'égalité o= «y; mais il est plus simple
de faire la démonstration sans nous appuyer sur cette relation.

¢t P'on aboutira ainsi & la relation
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égalité est donc arbitrairement voisin de
o e = = —1 ]
s—! log[(\\/‘/z'1 -\ /1',2> (\r’/z'1 + VA, J ('),

tandis que, sous les mémes conditions, son second membre est arbi-
trairement petit.
Le raisonnement suppose, il est vrai, qu’on a constamment, sur ¢,

| . . L. .. . .
|A] > I—q'——; mais, s’il n’en ¢tait pas ainsi, on appellerait ¢, le premier
. . . . . h
point situé sur ¢, a partir de ¢,, et pour lequel on aurait|A,| = l—‘;‘i;

en raisonnant sur £, comme tout & 'heure sur =, on montrerait que
existence du point ¢, est impossible. Ainsi done, en résumé, pour r,
et v assez petits, A(2) est holomorphe a U'intérieur des (v,) (*).
C. Q. F. D.
Dés lors, on peut éerire
Ry — = L [ /——‘(:)_h’d:.

27T I —_— !
270, o he {

olt Z estun point quelconque, intérieur & (v,); et I'égalité précédente
montre en outre que la valeur A(¢), qu’on se proposait de calculer,
est tres voisine (*) de 4, (pour r” et 7 trés petits).

23. En résumé, nous venons d’étudier, a I'intéricur de tout un see-
teur indéfini S, une caractéristique de premiere espice, définie 4 la
facon du n° 8 par deux données initiales : I'une, «,, linic; Pautre, 4,
~non nulle et vérifiant 'inégalité '

1 1N/ 1
G- 7) (5—7%) >
ou, si I'on veut (*),
(57) S PXT /N B

(1) On suppose les déterminations des radicaux choisis d’une fagon convenable.

(2) On pourrait encore faire la démonstration en s'appuyant sur des développements
en série analogues 4 ceux du n® 54.

(3) En précisant la démonstralion qui précéde, on serait arrivé a la méme conclusion,
mais sans pouvoir calculer exactement la valeur A (¢).

(*) Cette transformation ne serait plus valable pour /; = =; mais, ddns ce-cas, on
yerrait directement qu’il n'y a rien de changé aux résultats suivants. ’
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(avec f borné et >1), ct une inégalité analogue pour A,. En raison
des conditions imposées i X,, notre démonstration est soumise a une
double restriction que nous aurons a faire disparaitre; dans cette pre-
migre Partie, je me limiterai & montrer comment on peut définir des
caractéristiques qui, pour z=1¢,, prennent une valeur A,, voisine deh,,
par exemple ().

Afin de ne pas interrompre la suite du raisonnement, j'établirai
d’abord une proposition préliminaire. Je dis que, pour || suffisam-
ment petit, les séries (53) peuvent étre dérivées terme i terme par
rapport & ¢,, les séries des dérivées représentant les dérivées respec-
tives de & et p. — 1, par rapport i ¢,.

A cet effet, j"observe d’abord qu’on a, avec les notations du n® 9,

or I -1 -1 JF
(?-*-_— — — 2 (‘ 2———-—-——‘l
¥, = d———————-(a__ao)_z(r ) *(1+T)) FICT=r Ak
D DR D Y et
Fo= P = 2(!—-l) (r+Fy) \,P().)—bT-

Iin s’appuyant sur les inégalités du n° 19, on déduit de la

]”:A(P-m Olpoir — g, L) l < A,
(38) N [ &2 ns Cnopr — g5 [)I<B/€,
l'j'i(y-m Gpe) = Olgy t) - 51([-’-11,——17 Op = 0Clo, [> | < CI([(/I'O)"€7
]’-’2([’-/:7 Lyt = Py t) — 72(1’-11»--17 Oy — Gy &) l < D'(I(/’.O)nE:

et 'on aurait de méme

; ’()c?((;,,, z)!<M,_e’
dpp, r
0"’{((’%7 t) < N/_s_’
. C)l-’-n r
o) )5 8) _ 99 (tamsy &)
O @ n, _ I En—1y ¢ ! cynit B
[ i s < P'(lgry) =2
dq’(.u-m t) ddﬂ(f”n-—h t) i et £
; d{.l.n - d[J.,l_, <Q (lqlo) -+1 F’

(*) La méthode employée cesse d'étre valable pour /iy = ha=1h et hy=/; et, plus loin
(n" 49 et 33) on se rendra compte pourquoi celte lacune ne peut étre comblée a l'aide
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et, dans toutes ces inégalités, A’, B’, ..., Q" désignent des nombres
positifs indépendants de » et r,. Revenons alors aux équations (16);
elles donnent

9o _ o __ L
puis
doy  da, { , N &, S
()lu *()—[;'!<l—_—(’;()[lflol+l\)-’-;=.ﬂq,—(;
et
dpy O { s - NG , i :
b —— (A3, B') = 4+ (AN - e= o, —+ Ne.
oL, o, <'__m(4\‘ e, B)r(,"_(‘\" FB)e= 0, —+

En général, supposons qu’on ait obtenu, pour j=o, 1, ..., 2 — 1,

()a,:” . ()Sl,

(‘ .
(60) dJt, I

<, <, | dpjwr 0Py
0

o
Koy — = K (gr)ie;
l dto ()50 < J+1 o i lg u)

en s’appuyant sur (38) et (59), on prouverait aisément que les rela-
tions (6o) sont encore vraies pour = n, i condition de prendre

IChi1Z2 (@' I VK g+ [ (Lgry)™.
HpgiZ Iy +dryX, + é"’( l(/"o )",
owd,V,c,d, f, g sont des constantes indépendantes de n et r, (*).

Or, on vérifiera ces inégalités en prenant

(61) Rp=3C ({g'ry)»1, K=,y (L' o).

acondition que ¢’ satisfasse aux relations

r3e, + 'K (a' I, + 'K, +d'X
q’>q, [q,>a ch /'/ ', l’/’> ( 1 ) 1,
1

;K‘l —_— clj'l__ c,:-l

Dés lors, le résultat annoncé est une conséquence immédiate de (6o)

des seules ressources de notre théorie des caractéristiques. Le probléeme & résoudre est
un de ceux qui relévent du prolongement des caractéristiques (cf. n° 83).

(1) L'examen du cas = =o montre aussitdt que I'on doit prendre 3¢,> f7,
Xi>c'f+g.
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et (61): et Uon peut affirmer, en outre, que pour |¢,| assez petit, on

A ) ,
05— =1 ’<2:Hls’~:—9,:)ie.

(62) d[

[Od ]<0JL:

24. Et maintenant, nous pouvons traiter le cas d’exception signalé
plus haut, ot (57) n’est pas vérifiée. Soit 4, une valeur satisfaisant
aux inégalités (compatibles pour v assez petit)

2 Il
(63) Jo<tZ|ha—l|<a’;

lorsque 7 est assez petit, la méthode du n® 19 permet de trouver un
nombre positif R,, tel que pour |Z,| SR,, on puisse calculer une carac-
téristique A(¢) prenant en ¢, la valeur &, ('); ¢, véritiant cette condi-
tion, appelons T, une quantité quelconque, mais telle que T, —+- o
appartienne & S, o étant une quantité quelconque de module égala 1;
nous allons former une caractéristique A(¢) qui, pour T=T, (*),
prendra la valeur 2, satisfaisant &

(64) 12— Iy | < fo.

Soit T, la quantité (trés voisine de T, pour 7 trés petit) donnée par

posons encore

D’aprés (63), on aura

P L
(65) 20 < | Ty—71| <wnl'<i,
olt % est borné; en vertu de la condition imposée a T,, on peut donc
former des caractéristiques prenant en < la valeur 2,. En particulier,
si =TT, le point T, jouera pour la caractéristique correspondante
le role d’un des points 4, du n° 12, soit %,. Tracons le cercle (v,) qui

(1) 1l est entendu que, dans la suite, =, (et par suite /:l ) conservera une valeur /uc
(2) C’est-a-dire pour ¢ = ¢, eTo.
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lui a été associé; nous savons que si 7, a été pris assez petit |2 — 4,
est, dans (y,), de 'ordre de 73 on a done (')

(66) [2(Ty) — Ay | < foa,

ot /, est borng.
Or, w étant toujours détini par la relation

(qui est indépendante de T, ou =), appelons u, la valeur correspondant
A% et w(T,) celle qui correspond & A(T,); en vertu de (64) et (66),
on a

(67) |[J'(T(»)"‘IJ-0‘<fz \/'_fn

ot f, est borné. Cela étant, considérons = comme une variable indé-
pendante, et faisons-le varier dans le cercle (T') de centre T,, de

5 . . +
rayon 7", Puis, autour de T,, décrivons un cercle (C) de rayon n*; en
vertu de (65), ces cercles seront extérieurs; de plus, © variant

— 1
dans (I'), A,(<) subira des variations de I'ordre de " au plus; par
1

suite, le cercle y,(z), de rayon proportionnel a n* restera toujours
s e ap- .
intérieur & (C). Nous saurons donc calculer v et —Oi—Ten un point quel-

conque de (C), pendant la variation de <; et il résulte de (62) que,

sur (C), %j— -+ 1 sera de ordre de r,. Mais, a 'intérieur de (C), (C))—’f +1.
est une fonction & deux branches; soient @, et ®, ces branches; on
montrerait, comme au n° 22, que ®, + ®, et ®, P, ne peuvent avoir
d’infinis & I'intérieur de (C) (*). Par suite, en appliquant I'intégrale
de Cauchy a ces deux fonctions, qui sont holomorphes a I'intérieur
de (C) et de I’ordre de r, et r; respectivement sur ce cercle, on peut

calouler 2 4 1 en un point quelconque intérieur & (C), et la valeur
ot

(1) Pour abréger, on a pos¢ :(T) =it el).
(2) Du moins, pour r, assez pelLit.
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obtenue sera de I'ordre de ry; pour r, assez petit on aura donc
0 p.(T) 1
—_— I pa—
] d‘.' ~+ < 2 )

— L .
donc, pour ] - — T, [ <7’ on a toujours

ldliﬁ'l‘«,) < L
gz 2
Or cette derniére inégalité, rapprochée de (67), et du fait que,

1 1

pour 7 assez petit, on a 2 f,1° < n*, montre que I’équation
p(To, 7)) —uy=0o0

a une racine = ct une seule dans le cercle I' : ¢’est cette racine (ui
nous fournira la caractéristique cherchée.

TYPE EXCEPTIONNEL.

Premicre sorte.

25. Lorsquel’équation P(A) = o posseéde une racine double, %, nous
avons défini un secteur X' ou I’on peut encore former des caractéris-
tiques (n® 14 et 20); mais ce secteur, soumis a la restriction 5w <1,
n’est pas assez étendu pour I'étude que nous avons entreprise. Aussi,
dans le cas actuel, nous allons former un autre développement par
approximations successives qui convergera dans un secteur différent
du premier; les deux secteurs auront d’ailleurs une région commune,
fait important que nous utiliserons dans la troisi¢me Partie. Les nou-
velles caractéristiques que nous obtiendrons ainsi seront toujours de la
premiére espéce; elles seront dites du type exceptionnel, et en outre
de la premiere sorte, pour les distinguer des caractéristiques de la pre-
miére espéce, du type exceptionnel et de la deuxitme sorte que nous
construirons dans le cas, réservé jusqu’ici, ot P(A) est identiquement
nul. :

Précisons d’abord un résultat énoncé au début du n° 13. Appe-
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lons (') 7, 'une quelconque des racines de I’équation fondamentale
déterminante relative au point » =1 de I'équation linéaire (E,) (n® 1);
et soit de méme r, une racine analogue relative au point x = =; ceci
posé, I'équation P (%) = o peut encore s’éerire

2

(ill‘x-i-—l)ﬂ-l.—l—(‘.'ll‘l——lf} C—st=0;
’ow, par dérivation, la racine double
(63) fo— 2=t )
20,4+ 1

le double signe étant inutile dans la résolution de I'¢quation dérivée,
puisque 7, et r, désignent des racines arbitraivement choisies; et
I’on a

(69) $ =gt = (e

la correspondance entre o2 et /4, énoncée au début du n° 13, est ainsi
complétement précisée. _

Or, je dis d’abord qu’on peut supposer s 5= o car 'hypothése s = o
entraine (*) £ = o; et ce cas n'offre aucune difficulté. En effet, en
reprenant alors la théorie des caractéristiques du type général, on
trouverait

P(h)=(40+ 1)k cl pVEO 1 =kt — 5t

Or, toutes les expressions ¢A™ (j =1, 2, 3) étant de l'ordre de
tlog’¢, on voit directement que les approximations (16) convergent
alors pour%r + 1< < 3—)7—_ — 7 (et r, assez petit ).

Ceci posé, nous supposerons d’abord h différent de 1 et = et nous
chercherons les chemins du plan (T) pour lesquels [¢°] tend vers zéro
avec r, ¢ désignant I'une quelconque des racines carrées de (69). Pour

cela, posons o = ¢ e, ou, cette fois, ¢ pourra varier de — = & + =,

(1) On ne confondra pas ce symbole avec la notation | ¢4 |.
(2) Sauf pour 2r,--1= o0, mais alors P(}) serait identiquement nul, et ce cas a éi¢
réservé (ef-. n® 30).
Ann. Ec. Norm., (3), XXXIV, — SEPTEMERE 1917, 36
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appelons toujours y 'argument de T et posons
cos(y +9) .

T ———

=0 o =
(70) Cosy

on aura [°] =1, ¢t @ devra étre >o. Donc, si s est complexe, i
chacune des déterminations de o correspondra un secteur X, (*) lieu

)
. . ™ N IOTT
des points T dont les arguments v sont compris entre — — o et —

T 3n . N\ 9
ou entre ~et — — ¢ (selon qu'on a sin c<Co ou >o0); lorsque 7*

sera positif, il faudra donc rejeter pour ¢ la racine négative. Le sec-
teur X, sera dit secteur exceptionnel; et pour chemin d’intégration €
dans nos approximations ultérieures, nous prendrons la spirale du

plan (z) qui correspond a I'un quelconque des rayons OA de X,.

26. Cela étant, posons A = A + v dans I'équation (VI); elle s’écrira

(71) R LA ...
1 Vi o — g — =g — Tg = == 239" 4+ oV -
/ ¢ T Ty ’ ¢’

les a; étant des fonctions rationnelles de v et ¢, holomorphes par rap-
port & ces variables lorsqu’elles vérifient les conditions (*)

(|1—t]>c¢, | v+l > e | v+l —1]|>¢
(72) |

’

[v+rlo—1]|>¢, [v'] > ¢,

’

ol ¢ et ¢ sont deux nombres positifs arbitrairement petits (le pre-
mier <C1). Nous allons chercher maintenant des intégrales de (71)
telles que ¢ tendant vers zéro sur 2, v el ¢v' tendent aussi vers zéro.
Auparavant, nous ferons deux (ransformations préliminaires.

Je dis, tout d’abord, que o n’étant pas un entier (positif), on peut
loujours trouver un polynome

o+ 1

Q(¢) :Z a;t,

jet

(1) On voit aussitot que le secteur S défini au n° 13 posséde une direetion frontire en
commun avee £; et conslitue un secteur partiel de =,.

(*) En vertu des hypothéses faites plus haut sur %, ces conditions ont un sens et sont
compalibles avec le fait que v doit tendre vers zéro.
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ol ¢ est 'entier immédiatement supérieur & @ — 2 et tel que la fone-

tion ¢, définie par la relation
q+1

(23) =y Y

=

véritie une équation

=B Bed + Bl B B = (2 1),

D ¥

dont tous les termes, sauf le dernier, ont la méme forme que ceux
de (71) ().

En effet, faisons dans (71) la transformation (73), en laissant indé-
termings les coelficients «;; développons les e; par rapport aux puis-
sances croissantes de ¢, et éerivons que les coellicients de ¢!, ¢,
& .., (7" sont les mémes dans les deux membres. Les a; devront
vérifier un systéme d’équations linéaires qui se résoudront de proche
en proche, le coefticient de «; étant j* — ¢* (done £ o).

Si 7 est entier, ce qui exige une relation f,(a, b, ¢, d) = o entre les
coelficients de (VI), on aura s=7<=¢ +1; et il sera généralement
impossible de former un polynome Q(¢) répondant a la question. Mais
alors on poserait

' 4
r—=v —x-}: a4 a1 log L

je=1

et l'on verrait aisément que o =g +1 n’étant pas nul, on peut tou-
jours déterminer les «; de facon & ramener (1) a la forme (74); seu-
lement cette fois, les B; ne sont plus holomorphes en ¢ et v, mais en ¢,
tlogt et v. Exceptionnellement, ils seraient holomorphes en ¢ siP'on
avail «,,, = 0; mais ceci exigerait une deuxiéme relation

Sa(a, b, e, d) =o.

(1) Les B; sont rationnels en ¢ et {; nous préeciserons bientdt a quelles conditions ces
fonctions sont holomorphes. Remarquons, en outre, que le calcul des a; est inutile
lorsque = est complexe : car on peut toujours trouver dans ce cas des rayons 0A pour
lesquels @ <1, de sorte (u'on peut garder l'exposant ¢ =—1 de la formule (71); et.
d’autre part, ces rayons nous suffisent pour déceler I'existence de I'intégrale holo-
morphe £(¢) da n° 27. '
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Drailleurs, pour a,., 5 o, rien d’essentiel ne serait changé aux caleuls
qui vont suivre; pour plus de simplicité, je me bornerai donc au cas
ol o n’est pas entier.

27. Laseconde transformation que nous avons annoncée reposc sur
existence d’ane intégrale holomorphe, {(¢), qui vérifie (74) et s’an-
nule avec ¢. Etablissons d’abord ce point.

Je rappellerai tout d’abord que I'équation

posscde lintégrale

, [ e L y
{=— [ 1 s/t l—~——/l"“'lct
t=os [ o e swde— 2 e

(en supposant, bien entendu, que les quadratures aient un sens);
nous sommes ainsi conduits & faire les approximations suivantes :

=0
et

7 4 [0 oA '
(35)  Gn= oo [ 070G G ) de— T [ 0T (5, T, 1) d

27 2T
4y )

(oun=o,1, ..., et ol les quadratures sont toujours etlectuées le long
de @). Etudions la convergence de ces approximations.

Tout d’abord, pour que les 8; soient holomorphes par rapport i ¢
etv, il suffit que les transformées par (73) des conditions (72) soient
vérifiées; or il en sera certainement ainsi quand on aura

(76) “[<3n I:I<327

g, et €, étant deux nombres positifs qur ne dépendent que de a, b, ¢, d.
Ceci posé, désignons par / un nombre positif que nous définirons
comme au n° 48, et observons qu’on a (pour r < g,)

1

lo(0, 0, ()[< AP,
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ot A est borné; il vient alors

[Ari+2/ T 1 : )
< (— -+ — ) = H, 1+,
XY -(j—r—'.!—vm (7+‘2~:—73/.
» LA a2 1 1 )
|7 ] < ( 4 = oI, a2,
0 =T g2+

desorte que, pour rassez petit, g, vérifie (76). En général, supposons
qu’on ait obtenu

(77) G <M, LG <zellirrer  (j=1,2,..., 1),
el

(78) [Z—=Zia|<<H rrvimt0 1 G—Co ) | <ol ravivt (F==1,2,..,n);

les £; vérifieront bien (76) pour r assez petit; ct, de plus, on trouvera
sans peine, en s’appuyant sur les conditions précédentes,

. , ; M , ‘
l’:‘(;;n;ln l) - ?(;;z 1 ;/uh l)!< ‘]‘ff"lg//l—'::,,xl '+[::L—Clz—l;

(M étant born¢ et indépendant de n), d’ol, en vertu de (58),

p— < ML) ( : + :
~n n 20 Y+ — g+t +2+w
< /l“( I ¢) .”_”]"l"'”"'? - /‘,.‘H_ﬂl.q 02
¢ 23 I

H s
{ l(:l/Hl - :,/, )l <le _,'tﬁ rrTRTE,
Les inégalités (78) seront done vraies quel que soit 7, 4 condition de

prendre
H,

—_
1

H,.,.=~F&
dou g
s == H,
ot les modules des termes de la série

1+ (:ﬂ“‘:l).‘}'”-_}'(:/1+»l—:r:>"‘---

oy

¥ o—
=



286 RENE GARNIER.
seront respectivement inférieurs aux termes correspondants de lasérie

., B /”. Al} rn i
Z=H |14+ — .. .+ ——+... | =Hro2etr.
L .

Dés lors, les approximations convergeront absolument et uniformé-
ment pour r<r,, r, étant assez petit [pour que les conditions (76)
soient sarement vérifices par tous les g, |; leur limite I(¢) sera done
une solution de (74). De plus, chacune des fonctions ,, ..., {, es
holomorphe dans le domaine de I'origine; il en sera done de méme de
leur limite {(¢). Nous avons ainsi démontré que Uéguation (VI) posséde
une intégrale A\, (t) holomorphe pour t = o.

Lt comme o peut prendre deux valeurs, il en résulte que (VI) posséde
en général (') deux intégrales A, (1), A,(¢), holomorphes pour¢= o,
et se réduisant (*) en ce point a l'une ou lautre des racines de
'équation

40 +1

4 . ) e —— =
Ha+b+c+d+1) (7\.—-1)*—'0

28. Nous allons utiliser maintenant Uune de ces intégrales, soit
A, (t), pour simplifier la forme de (71); posons
(79) b= \, (&) +ps

¢ vérifiera une équation de la forme

7

(80) o'+ % 6‘2% =l gt g =400, 0)

analogue & (71) (mais ol le terme correspondant & o : ¢ a disparu):

(1) L’une de ces intégrales (ou les deux) pourra élre holomorphe dans certains cas en ¢
et tlogt (n° ¢6). Dans ce cas, I'équation (VI) possédera une (ou deux) familles d’intégrales
holomorphes en ¢ et £1og¢; et méme, si la relation fa(a, b, c,d) =0, dont il a L& question
& la fin du n° 26 est vérifice, I'équation (VI) possédera une (ou dew:r) familles d’intégrales
holomorphes pour t = o. Au fond les intégrales étudiées au n° 30 rentrent dans celle
catégorie.

(2) Appelons r, 'ane des racines de I'équalion r2—r — ¢ = o0 ; on reconnailra aisé—
ment que pour 2(ry—r—res)—I1=o0=c¢, 'une des deux intégrales précédenles se
réduit a une constante. Abstraction [aite des cas envisagés plus loin (note du n°29, p. 289)
ol (ary—1) (2r,—+1) = o, le cas précédent cst le seul oic I’équation (V1) puisse avoir une
intégrale de la forme h = ¢
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les v; sont d’ailleurs holomorphes en g et ¢ (mais, en général, non
rationnels en z) pour r et |g| suffisamment petits. Je dis maintenant
(que (30) posséde une infinité d'intégrales o(t), dépendant d'une cons-
tante arbitraire A, et s’annulant (ainsi que tg') quand t tend vers o
swvant €. Pour le prouver, je procéde encore par approximations suc-
cessives, ¢n posant

e =A%,
(81) \ e ! , = ' ,
/ Pas-1== ')_g / U—O‘\L(P/n Ons t)(/t"‘ _7_'3‘f t +G".L(.Pln.om t) dt —{—A[”'.
. ] - 0

olt 2 =0, 1, ... et ol les quadratures sont toujours elfectuces le long
de 2. Or la convergence de ces approximations s’établit de la méme
facon que pour (75); c’est ainsi qu'on démontre qu'il existe deux
nombres positifs, K, et £, (le premier ne dépendant pas de 2), et tels
que, pour rassez pelit, on ait

K, (e @yt

IPH+["‘;°III<T/ Y et IJ(P;1+1‘—P::+1)[<l\l""m
'y !

( A ,.n'!)/u-l

n!

@’ désignant le plus petit des nombres @ et 1, d’ou

o —py| < Ky 7T+ ehr™,

et, de méme,
[ t(p'—po) | < Kyo ro+o ehire

et 'on montre que la fonction-limite g, dont on a établi I'existence
pour r suffisamment petit, est unec intégrale de I'équation (80) telle
que les quotients

4 tp'

—s et
A cAL®

tendent uniformément vers 1 lorsque ¢ tend vers o sur <. Observons
d'ailleurs que %, contient en facteur /, c¢’est-a-dire 1:cosy (n° 18);
comme les o, doivent vérifier des conditions de la forme |g, | <&, on
voit que la limite supérieure r,, imposée & 7, décroit en méme temps

T 3= o (1
quey — ~ou———y (')

(1) (est pour celle raison qu’on a fait la transformation (79); rien n'empéchait d’étudier
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Enfin, suivant les deux déterminations que I'on peut prendre pour 7,
il existera deux fuisceauaxr d’intégrales de (VI), dépendant d’une con-
stante arbitraire A et tendant vers /4; les secteurs X, et X, ou sont
définis ces faisceaux s'excluent d’ailleurs mutuellement; seule, 'int¢-
grale holomorphe correspondant o2, qui doit é¢tre considérée comme
commune aux deux faisceaux, converge dans la région X, + X,.

29. Nous allons étudier maintenant les deux cas réservés plus haut,
oul’ona ~=1o0u=s;on doit donc avoir 2r,—1=0 ou 27, +1=0,
c’est-a-dire 40+1=0 ou a+b+c+d-+1=o0. Considérons
d’abord le premier cas; pour le traiter, nous poserons

2

L=+ pds

w satisfera & ["équation

1.

-,

—_

7
I_Lff_‘_!_'g__(((—i—[)—i—(f—}—d—}.-l)

o~

(2——[+[J.'-’)+[—:-'(1——£)

a4+ b4+c—+d—+1 E
(1--~1¢) A

i S d VRS P!
LA p® 1— b+ p2 P (—&) (1— ¢+ p?*)

1
_(I+IJ.2)(1——£+{J.‘-’) a+7' . 1— ¢ v

(1—¢)* _(I+(J.")2—('(1—t—e-p.'-’)’_ l

et, dans I'hypothiése ot @+ b+ ¢+ d—+1 est différent de o, la
méthode des n® 26-28 s’appliquera encore. De méme, dans le cas
ota+b+c+d+1=o0=4b+1,o0n posera A = 2, et 'équation
en w pourra- étre traitée par les méthodes qui viennent d’étre

by

les intégrales de (74)comme on a fait pour celles de (80); mais les coefficients de (74)
dépendent des «a; dont le nombre croit avec 1 : cosv, ce qui complique la limilation de ry
en fonction de y. On aurait pu aussi étudier (74) ou (8o0) par la méthode de Briot
et Bouquet, fondée sur I'emploi de majorantes tayloriennes; mais une telle méthode
n’aurait pas été appropriée au but que nous nous proposons dans la deuxiéme Partie. —
Le procédé de Briot et Bouquet aurait fourni X sous forme d'un développement procédant
suivant les puissances croissantes de ¢ et ¢o; mais, avec notre méthode, ce point résulte
aussi de ce que chacun des termes de la suite uniformément convergente (81) admelt
un développement de la forme précédente.
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exposées ('). En définitive, le seul cas qu'il nous reste 2 étudier est
celuioulonafb+r=o0o=a~+b+c+d+1 (ouar,=1=—2r,).
D’apres (69) o est nul, de sorte que P() s’évanouit identiquement.
(Vest ce cas que nous allons aborder; les caractéristiques que. nous
obtiendrons alors seront dites de premiere espece, du type général et de
la deuxiéme sorte.

Deuxieme sorte.

30. Soit A, une quantité arbitraire, mais non nulle, et que nous

supposerons d’abord différente de 1 et so. L’équation (VI) s’écrit actuel-
lement

. £_1’2 1 1 )
(52) )+£_2(7 h— /——t) .
1
(h—n) W 22—1)—=0|“ T E  clt—) o0
(1—t—1t) L(t—1)? YERREAN (7 — ] TEY e

nous allons chercher des intégrales de (82) telles que z tendant vers o,
7. tende vers A,. A cet effet, je remarque d’abord que I'équation

admet la solution

(en supposant, bien entendu, que les quadratures aient un sens).
Faisons donc les approximations suivantes :

rlde

o . - [ -,

(83) /‘n+1:/-o+/ Tf E( by dpy t) de,
) 0

ol n=o0, 1, ... ct ou les quadratures sont cffectuces le long de la

spirale correspondant a4 un rayon guelcongue OA du plan (T) (l’argu_

(1) On reconnailra immédiatement que les deux intégrales holomorphes A (2) et Az ()
du n° 27 coincident toutes deux ici avec l'intégrale A =1 (ou A—1 = 0); ce sont les deux
cas annoncés plus haut [note (2) de la page 286] ou I'équation (VI) posséde encore des
intégrales de la forme A = c. ‘

Ann. Ec. Norm., (3), XXXIV. — QcCrosRE 1917. 37
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ment de OA étant compris entre = + 7 et = —'q>; il faut démontrer
que pour »<r, suffisamment petit, les approximations (83) convergent
réguliérement vers une fonction-limite qui répond a la question.

Or la démonstration se fait comme au n° 27; on établit que, pour 7,
assez petit (ne dépendant que de a, ceth,), lesfonctions (83) et leurs
dérivées satisfont aux inégalités

R . kn+l ,.IL-H -, , A-/z+1 r
”~n-:~1“hzl<“1m7 [/,,,vl——).u|<”l-——n!——,

H, ne dépendant que de @, ¢ et Ay; £ dépendant en outre de 7, & cause
du facteurZ; et la convergence uniforme des approximations pour 7<r,
en résulte aussitot. Mais, d’apres (83), chacune des fonctions A, est
holomorphe pour r < ry; L'intégrale de (82) que nous venons de définir
ést donc aussi holomorphe dans le voisinage de Uorigine; et I’on mon-
trerait aisément que pour z = o cette intégrale se réduit a 7,.

Nous avons supposé A, différent de 1 et =z; dans le cas ou il en serait
autrement, on ferait 'un des deux changements de variable indiqués
au n° 29, et 'on traiterait I'équation en v. exactement comme (82) ().
On en déduira une conséquence importante, qui résume la théorie
des caractéristiques exceptionnelles de la deuxiéme sorte : on peut
trouver un nombre positif r, ne dépendant que de a, c et 1, et tel que
pour toute valeur t, de module inférieur a r,, on puisse former des
caracteristiques exceptionnelles de la deuxiéme sorte, satisfaisant ¢ (V1),
et dont les inverses sont holomorphes pour |t| < r, et prennent pour t = o
la valeur arbitraire )" (de module borné, soit | A" <n=").

Caractéristiques de deuxiéme espéce.

31. Je vais montrer maintenant qu’on peut former pour (VI) des
caractéristiques A (¢) qui tendent vers o lorsque ¢ tend vers o le long de
chemins bien déterminés, et cela de felle sorte qu’il existe un
nombre w (o < w=1) pour lequel | Az~ | reste borné supérieurement.

(1) Nous aurons & utiliser plus loin I'équation en . correspondant & ko= = [voir for-
mule (104), n® 44].
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Jindiquerai les conditions initiales qui définissent ces caraetéristiques
aprés avoir fait connaitre une forme nouvelle que 'on peut donner
& (VI). Posons (")

[ 2
‘ /T —,

84 < -
(84) ,* l(t—l)}, 2h—1
) 2 —1¢)" 2 7

L * =
nous allons substituer & (1) un systeme (1) qui sera vérifi¢ par A et «.
En vertu de (VI)et de la seconde équation (1), on a(en gardant pour un
instant ancienne variable %) :

- @ 'zc7.('7.—1)_ Tt —1) S 2h—1
(8) = ho— (2. —t)* ‘42(7-.—&)2 ks 2 (h—1¢)
L(t—1) |22 (’1 1 I ) L2l —1)(A—1¢) dg

_q().~t)|7\7+7.—|"7.—-z,—‘— 2(t—r1)? a7,

Or la premiere équation (1) donne

R o 7.(7\—1).,__f;?.(l-—r)(?.—l) o 9h—1 ol .

(86) 7 2/([—-1) : =1 -a—}- ” +o(mt)|=o;

posons

. L Ra—)a—o | e Ca-1 . Gb-1 | Go

(87) A*= Cl—0t (==t " IF +(7.—1)‘2+()k—z)?»

’

Ld 4+ 2 ) 1 1 .
'*“1(7.-_1)*3._&,7"'7\—1);’

nous déduirons de (86)

, s, h(d—1)
(88) /'-_[U-:-K—)+A.

Substituée dans (85), celte valeur de A" donne, aprés des calculs
faciles,

” *
<  AO—1) (=1 20 ;ﬁa.+1+4b+x_L__’|_c~+3
2 t(t—1) [ 22 —1) 2 L—1  n—t¢

+g(zl+1)(%+ ,%T)l_gA

(1) La différence % — o w'est aulre que le coefficient 5 du n° 4 (woir Thése, p. 51).
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Introduisons maintenant notre fonction A et nous pourrons écrire (1)
sous la forme

e g0
o 2. 1) LA,
L— 1
A6
o Z=—
N 2(l—1)
(I> . < 2z ha—+1 (40 +1)¢
> ” - -+ " -+ —
(0 —1) 7 L
v 2 ¢ 2
+4ﬁc+0—|—2(d+1)<—;—|— - )]——OA,
\ h—1 hooth—1 :

et 'on a, en vertu de (87),

. e e =)
) hor K 40 A
o) [ L datn, (G0rne
/.‘\/‘—l>\tl.——1> 7} (t}.—ul

‘n / ) . PR
I Lk €l S L (%4— f ) =23, 0,
(‘/.MI)“-’ k(l?\-——r) L—1\X  th—1,

¥ . x . , K3
(t— 1)2(1,’<)\, t> étant un polynome en A et ¢, du quatriéme degré en 7.

32. Nous allons montrer maintenant que, &0 et 710 étant des con-
stantes bornées quelconques et & un chemin convenablement choisi,
on peut trouver une intégrale de <}> répondantaux conditions du n° 31,
et telle que, ¢ tendant vers o, 2 tende vers ol,,, tandis que ¢ tendant

vers Z, (de module assez petit), X tende vers A,.
A cet effet, appelons A, ce que devient A quand, dans (89), on

* *
remplace ¢ par o et « par «,; nous aurons
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ou encore, en posant

(

(3) M=—(a+10—1)+ern)+2i( =)

LNk

) .:-'3:4(((—{—04—1—-&0),

P (),

Hl

et le polynome P(A) jouera maintenant un role analogue a celui
de P() pour les caractéristiques de premiére espéce. Cem posé, nous

pourrons écrire’la premiére équation (l> sous la forme

3.5 —1) ‘1( t)—p(3)

0 A
VI VB R0 [ AT

(6)

*+ *
mais on pourra assujettic A, o et ¢ i vérifier des conditions de formes
analogues (') & celles de (7), (8) et (9), et cela de facon que le
[ x .y . -
second membre de (\()) differe arbitrairement peu de 1; des lors, en
posant

YA

4\1:%) . \/(II“J
A P(7

n

.
il sera loisible d’écrire (1) sous la forme

d

S t;; =1+ F ([J., o —— Ly, t),

»*
lo * K /oK * SR N
( F=as(p )+l ),

ott les nouvelles fonctionsjouissent de propriétés analogues a celles des
fonctions correspondantes du n° 10. Il est donc clair que tous lesrésul-

*
(1) On aura déja remarqué que A joue un role analogue & celui de 2~ (et non a celui

de )); ainsi c'est llw) ' qui reste borné au lieu de | A-t] (on a posé o= 1— o,
notation plus symétrique, que nous utiliserons plus loin). Et I'on pourrait multiplier I(‘a

remarques analogues.
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tats qui ont été obtenus & propos du systéme (14) s’appliqueront au
)
systéme (If[); aussl, je ne m’arréteral pas sur ce point.
Je montrerai plutot comment la théorie des caractéristiques du type
exceptionnel s’étend au cas actuel; ce fait résulte immaédiatement de
ce que (VI) peut encore s’écrire

(V1) 3 ‘”—I—(;A- : —!——,—\ N
2\ h—r n‘—l)
' | it )* /(7\———1)(tl--—x>
s+ — = PARERE
(\1+[——1 L’i_‘/ + (t—r1)?
1 ’ e

a+ 7 c+ <) (t—1)

| (@a+b+c+d+1)t —— ".Q.b“(‘_‘)_( *«'l) ;
72 (¢h--1): (7. —1):

les résultats des n°* 25 4 30 s’étendent alors immédiatement. Ainsi,
on aura cette fois (')

(68) f= L,
2(ry—r)

ry et r, désignant deux quelconques des racines des équations fonda-

mentales déterminantes de (Ey;) (n° 1), relatives aux points x =o
* . .

el x =1¢ respectivement; et 4 est bien la seule racine double ue

* *
puisse avoir P(?x) = o, ce fait arrivant d’ailleurs pour

2

(‘5‘9> 22:;2:4("0“ re)*

Enfin, on intégrera (Vl) par approximations successives en posant

A=h-+9eten procédant comme aux n° 25-27.

En définitive, on voit donc que la théorie des caractéristiques de
deuxiéme espéce sera calquée mot pour mot sur celle des caractéris-
liques de premiére espece.

(*) Cf. la note précédente.
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DEUXIEME PARTIE.

33. Dans la premictre Partie, nous avons appris & construire des
d¢veloppements qui représentent les intégrales de (VI) le long de
certains chemins e, de longueurs bornées (en fonction de 7), et
convergeant vers zéro. Nous allons maintenant résoudre le probléme
inverse que voici : étant donnés une intégrale quelconque de (VI) etun
chemin ¢ de longueur finie convergeant vers zéro, peut-on trouver une
caractéristique qui, en un certain point ¢ de £, prenne les mémes

valeurs A el « (ou el 7) que I'intégrale proposée? Si la réponse est
affirmative, il en résultera évidemment que le long d’une spirale (')
issue de ¢, I'intégrale el la caractéristique coincideront constamment ;
et Pon aura ainsi démontré qu’il ne saurait exister d’autres caractéris-
tiques que celles de la premiére Partie. Ce point acquis, nous n’aurons
plus qu’a utiliser nos caractéristiques pour faire, en toute sécurité, la
description détaillée de notre intégrale dans le voisinage de I'origine,
ce qui constituera 'objet de la troisieme Partie. -

34%. Je commencerai par établir un lemme préliminaire important
pour notre but actuel, et dont voici I’énoncé :

Soient2(¢) uneintégrale quelconque de (VI), £ unchemin analytique
quelconque de longueur finie, convergeant vers zéro, et @ un nombre
réel, compris entre o et 1 au sens étroit. Ceci posé, ou bien il existe sur
¢ une infinité de pornts arbitrairement voisins de zéro pour lesquels | | et

* *
[20A- ], ou Ia, et l ¢ ""’)\} sont bornés stmultanément ; ou bien, si aucun
des deux faits précédents n’est exact, on peut substituer & { un chermin

de longueur finie en tout point duquel l'une des quantités ‘l'—"‘k] ou
| 22— | (choisie & volonté) est constamment bornée.

(1) Déformée au hesoin, comme il a été dit au n" 18.
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En effet, supposons que la seconde alternative ne soit pas déja

TN
réalisée sur .2 ; on peut donc marquer sur ¢ une infinité d'ares ¢,¢,,
TN TN

Lyle, Lst,,. .. convergeant vers zéro, et tels que le long de chacun d’eux
on ait [(*A~"| <1, l'inégalité opposée étant vérifiée sur les ares
Lyly, tls, ... Il en résulte que lorsque ¢ déerit un arc de la premicre
catégorie par exemple, soit ¢,z,, le point A décrira un arc A, A,, avant
ses extrémités A, et A, sur un cercle (v), de centre O, de rayon r et
tous ses autres points & l'extérieur de (y). Or prenons A comme
variable, et faisons décrire & A le plus petit des deux ares limités par
A, et X, sur (y); le point ¢ décrira un chelnill(_"l‘/._;‘) pour lequel on

p—

- ~ TN
aura [(°A~' | =1. Et, en procédant de méme pour ¢£,¢,, ty¢g, ..., nous
aurons substitué & £ un chemin ¢’ le long duquel on aura constam-

*
ment lz"“’k St ('). Mais, pour Pobjet que nous avons en vue, il est
essentiel d’établir que la longueur de ¢’ est finze; et, pour cela, je vais

évaluer le rapport des deux longueurs s, ct s, des ares ¢,¢, et (¢ 7).
Revenons aux équations (1) et posons

- I
L= —, o= —

x oy

[

puis prenons  comme nouvelle variable; le systéme (1) s’écrira

g dt. t(t—1)r
(90) . : e
dy _ 1

’ dx \/_\' ___)2\"'

avec
X=fax(1—2)(1—tx),
—Y=Ua+)—2P2(1—tx)2 4+ (4b+1) (1 — te)?
+he(1—x)+ (bd+2) (1 — z) (1 — (x?),

v = 1 —¢ te acty*(1—a)
’ 2 11—l (1= tx)?

s
(1) Il est clair qu’'un procédé analogue, appliqué aux arcs de la seconde catégorie
conduirait & un chemin £’ en tout point duquel on aurait | t@A=t|Z1.
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Or, sur les ares ¢, ¢, <t, t._,), ...onalxz|Sret, deplus,|y| est tres
petit : sinon il existerait des points (arbitrairement rapprochés de
Iorigine) pour lesquels on aurait simultanément | @A~ [<r1 et]al
borné et la premicre hypothése de notre [emme serait réalisée. Il nous
faut donc étudier Vintégrale de (9o) qui, pour = z,, prend des
valeurs de modules trés petits, ¢, et ¥, et nous obtiendrons encore
une telle intégrale par la méthode des approximations successives.
Auparavant, remarquons qu’en vertu des conditions imposées, |Z| est
borné (et méme trés petit avec 7); de plus, pour |z(1 — )| borné
inférieurement et supérieurement, [N —y*Y| est supérieur & un
nombre positif fixe; et, si|z| est trés grand, | 22| devant étre trés
petit, X sera comparable & — 4«°, tandis que — Y sera comparable 4
(4a+4e+1)x*. X —»*Y ne saurait donc s’annuler que si
s'approche de o ou de 1; mais alors, en entourant, par exemple, le
point = (a+b+c+d+1)y: d'un cercle (y,), de rayon pro-
portionnel & y7, on voit aussitot, d’aprés ce qui précede, que

-3 . . , .
Y(X —»*Y) ®restera borné (supéricurement) si z n’est pas intéricur
& (Yo), et si|yyy' — 1| et [¢] sont trés petits; et on entourerait de
méme le point z=1— <b+ %)yu d’un cercle analogue (y,). Cela

étant, faisons les approximations successives suivantes (') :

to(z) = ¢, Yo(Z) =Y,
et

a

Lpim .77;([1)."" 1) dzx ,
N » VX Uy ) — y2Y (Ln, x)

(91) L(tnss, @) yndx

x
/- == 7% + i ’
’ Y Jo v‘; y"\/x(tlz+l,;p)——}‘zl(ln-f-na’)

ou n=o0, 1, ... et ou les intégrales sont prises sur un chemin de
longueur finie, extérieur a (y,) et (y,) et vérifiant la condition
|z (%,)?|<1. En procédant comme nous avons souvent fait, on
démontrerait la convergence réguliere des approximations pour |z, | et
ly,| suffisamment petits (*); les fonctions-limites 7(x) et y (=) véri-

(1) La méme méthode permeltrait d’établir la relalion analogue a (92) que M. Painlevé
déduit de « théorémes bien connus de M. Poincaré ». [Cf. p. 298,' note (2)].
(2) De fagon que |ynys! —1] et |2, ] restent toujours trés petits.
Ann, Ec. Norm., (3), XXXIV. — OcCTOBRE 1917. 38
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fieront donc (go); et, en vertu de (g1), on pourra les écrire sous la
forme suivante :

(92) ()= ty[1+2,(25 6, Yoy Zo) 1,

| (@) = yol1+ea(xs o yo, ) ],
g, et ¢, étant des fonctions de modules trés petits avec |7, et |y,];
nous supposerons, par exemple, |&, | < é, et |e.| < %

Laconvergence des approximations et les relations (92) ne paraissent
établies que lorsque @ n’est pas intérieur a (y,) ou (v, ). Mais, lorsqu’il

n’en est plus ainsi, les poles des quantités & intégrer étant d’ordre —

les approximations restent toujours possibles (*); et 'on en déduira
aussi que les formules (92) restent toujours applicables.
Appliquons maintenant le raisonnement de M. Painlevé (*) ; prenons

-3
comme conditions initiales x, =A7", {,=1, et y,==o * (¢,); et appe-
lons o, et 5, les arcs décrits par «, correspondant respectivement aux

. N ( N
chemins 7,2, et (¢, t,); on aura

(r—¢)ty
Sy /0-1 Ay /)\/X—-J/’Y

5 (1—¢) ¢ty
d ds
o /’\/‘(—y Y

mais sur le cercle (I') qui correspond & (y) dans le plan («),
| X —p*Y]| est égal a 4r=2*(1+¢), ¢ étant trés petit, par conséquent,
si |¢,] et | y,| sont assez petits, le rapport

dt
dzx

do,

)

3

\/(X——ﬂY)m
\/(X'_J"SY)O'L'

reste inférieur 4 2 pour lout couple de points x appartenant respecti-
vement & o, et o,; d’autre part, en vertu de (92), on a

1
:/';ltoyn[ <|l)’[< %ltoyu[;

(*) On vérifiera que | y,)5' — 1] et [ £, | sont encore (rés pelits.
(%) Bull. Soc. math., t. XXVIII, 1gco, p. 237-238.
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fdc._,
S 1+ 1 J g,

= <18
| ds

S I1—r
g,

il viendra donc

Mais le dernier rapport est inférieur & =, puisque o, est le plus petit
2

~ . . ’ - - — I
des deux arcs de (T') limités par A;' et X;'; en prenant »,< = on
pourra donc écrire

“

'I'

<277;

«

1

ce qui montre bicn que la longueur de £ est finie.

35. Je vais démontrer maintenant qu’on peut trouver des chemins 1’
tels qu’il existe sur eux des points ¢ arbitrairement voisins de o et
pour lesquels on a (w ayant toujours la méme signification que plus
haut) :

1° Soit [ A" | et \oc] bornés:
20 Soit | 2'=o% | et

o | bornés.

En d’autres termes, t/ existe toujours des chemins pour lesquels la pre-
miére alternative de notre lemme est vraie, quelle que soit I'intégrale
de (VI).

En effet, si clle était erronée, notre lemme nous permettrait de
tracer un chemin ¢’ de longueur finie, en tout point duquel on aurait
| A= | <1, par exemple; dés lors, pour que le théoreme actuel fay
inexact, il faudrait que, sur ¢, |a—'|tendevers zéro avec | ¢|. Il faudrait

‘
1 do
\/“ a m([t

Or, d’aprés (1), on a

‘Y da I — / 1 N 2c  L—1 Tldt,
z A / : T o ( £>2 7.
4 I — = | — =

A

done que croisse indéfiniment avec |¢~'], sur le chemin {’.
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mais le chemin d’iniégration 1’ étant de longueur finie, 'inégalité
|Z="]< || montre que le second membre de la relation précé-
dente restera surement borné¢ si |« | estborné inférieurement. Il existe
done, aussi prés qu'on le veat de ['origine, des points de ¢’ pour
lesquels | | prend une valeur arbitrairement petite et notre théoréme
se trouve ainsi démon(ré.

36. Soit alors £_un chemin, convergeantverszéro et sur lequellapre-
mitre hypothése du n° 35 est vérifice ('); il -existera donc des
points, arbitrairement rapprochés de zéro, pour lesquels I'expression
$2(t) =f4a+ e+ 1 — 4a(t) reste bornée (|¢°A~'| y étant inféricur
a 1). Or supposons que s(t) ne tendepas vers 'une des valeurs (34); que
|s(2)| soit borné ou non, on pourra toujours trouver sur ., arbitrai-
rement prés de zéro, des points ¢, pourlesquels s(¢) prendra une valeur
finie s, dont la différence avec 'une des valeurs (34) sera, en module,
supérieure A un nombre essentiellement positif . Or je dis que, dans
ces conditions on peut déterminer une caractéristique de premitre
espéce [N(2),a(¢)] prenant pour ¢=1z, les mémes valeurs, soient
(A, a,), que notre intégrale en question.

En effet, considérons toutes les caractéristiques définies comme au
n° 8 par les conditions initiales suivantes : pour {=¢,, A=12%,; ct
pour ¢ =o, 2z =oa,+ 07 (|0 < 1), 7 étant un nombre positif arbitrai-
rement petit; pour toutes ces caractéristiques, |2;' — A" | sera supc-
rieur & un nombre positif fixe, ne dépendant que de g et . De plus,
en procédant comme au n° 23, on démontrerait qu’on peut dériver
terme & terme par rapport 4 «, les séries (53) qui fournissent ces
caractéristiques (*); et, pour | £, |assez petit (*), lasommedes dérivées
reproduira 5_;2 et vérifiera la relation

9z _ I ,< ].l/'(-’%)m,
+ \

do, \

{93)

(*) Les démonstrations qui vont suivre ont été rédigées pour des caractéristiques de
premiére espéce; mais il est clair qu'elles s'appliqueraient mot pour mot 4 des caracté-
ristiques de deuxiéme espece.

(%) Les nombres 71 et w relatifs a ces caractéristiques étant arbitraircment choisis.

(®) Et indépendant de %, en vertu de la condition vérifiée par [¢»2-1[. [Cf. la for-
mule (54).]
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ou H est un nombre positif borné ne dépendant que de 7, ¢ et v. Enfin,
par une méthode semblable a celle du n° 22, on prouverait que (g3)
est encore applicable i I'intérieur des cercles (v,). Done, pourr, =|¢,|
assez petit, on aura, dans tout le secteur S correspondant & l'une
quelconque de ces caractéristiques,

Jdo

%,

I
-
2

ce qui suffit & établir que 'équation « (¢,; oy, A,) = =, a stirement une
solution et une seule «,, sous les conditions indiquées. Si donc s(z)
ne tend pas vers I'une des valeurs (34), I'intégrale en question coin-
cide nécessairement avec une caracteristique de premiére espéce le long
d'une spirale 2, convenablement (racée, issue d’un point ¢,, suffisam-
ment rapproché de zéro.

Un raisonnement analogue s’appliquerait d la seconde hypothése du
n® 35; en définitive, le seul cas (*) qu'il nous reste & examiner est le
suivant : le long de £ ,|t° =] est Z1 et s*(¢) TEND vers ! une desvaleurs s
données par (34) ou (69); comme il est loisible de supposer que cette
propriété est vérifice pour tous les chemins de longueurs bornées
convergeant vers z¢éro, nous pouvons supposer que £ est une spirale
logarithmique <. Cela étant, je vais montrer qu’il ne saurait exister
aucune intégrale distincte des caractéristiques exceptionnelles que
nous avons obtenues dans la premiére Partie et qui possédent effecti-
vement la propriété précédente. Je diviserai la démonstration, qui est
assez délicate, en deux parties, suivant que o est de la premiére ou de
la deuxi¢me sorte.

37. Considérons donc le premier de ces deux cas. Je dis, tout
d’abord, qu’on peut toujours supposer que, sur &, A tend vers la valeur h
correspondant @ 5 (n° 25). En effet, s’il en était autrement, on pour-
rait trouver sur e, arbitrairement prés de zéro, des points ¢, tels
que (%) |\, — £ | serait supérieur & un nombre positif fixe v'. Or, en
vertu du n° 14, on peut construire des caractéristiques de premieére

(t) Abstraction faite du cas analogue de la seconde hypothése.
(2) On a posé Ay = A(ty). ,
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2

-_— g
— ¢t conver-

B .. . e - I
espéce, aux conditions initiales %, et «y=a +- ¢ +

gentes dans un secteur S; auquel correspond, dans le plan (), un sec-
teur spiraliforme, dont le sommet est & une distance r, de Poriginc ;
(’autre part, r, ne peat étre nul, car d’aprés (35) les coefficients qui
interviennent dans les inégalités sur lesquelles s’appuie la démonstra-
tion de convergence du n® 19 sont bornés supérieurement en fonction
de v'. Dés lors, on peut appliquer le raisonnement du numéro précé-
dent au cas actuel, et la conclusion que I’on obtiendra ainsi sera iden-
tique & la premiere.

Nous devons donc supposer que, ¢ tendant vers zéro, s(t) tend
vers o et N vers la valeur h correspondante; il en résulte évidemment
que, sil’on effectue sur A(¢) la transformation (79), les fonctions p
et tp’ que I'on en déduit doivent tendre simultanément vers zéro.
Toute la question revient donc & examiner si I’équation (80) posséde
d’autres intégrales répondant a cette double condition que les caracté-
ristiques définies par les approximations (81).

38. Pour ne pas rompre I'enchainement de la démonstration, j’éta-
blirai immédiatement un lemme qui jouera bientot un role essentiel :

Sotent f(x) et g (x) deux fonctions positives et continues lorsque la
variable réelle x satisfait aux inégalités o=x=1; supposons que ces
Jonctions s’annulent avec x, que g(x) sotl crotssante, et que, pour x = o,
la plus grande des limites du rapport r(x)==f(x): g(x) sou egalc
@+ o ; ccla étant, je dis qu'iexiste vne infinité de points &, ayant séro
comme point d’accumulation et tels qi’en chacun des points % on ait A 1.4

FOIS
2)<f(5)  (pourax<f)
el
rz)<r()  (pour <)

quel que soit 2 (satisfaisant aux conditions indiquées).

En effet, introduisons la fonction auxiliaire y = /(@) — m g(x),
ou m est un parametre positif; cette fonction est continue pour
oSxZ1; elle peut s’éerire encore y = g(x) [r(x) -- m]. Donc, en
vertu de nos hypothéses, on peut affirmer que, si grand que soit m, il
existe des points «, arbitrairement voisins de zéro et pour lesquels
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Y estpositif. Soit alors p (>>o0) le maximum de y dans 'intervalle (o, 1);
appelons %, la borne inférieure de I’ensemble E,, des valeurs de =
pour lesquelles on a y =p; on sait que £, appartient 3 E, el
que y (&,) = p. Ceci posé, je dis que le point £, vérifie les inégalités
de 'énoncé; en effet, on a, quel que soit ,

Sf(x)—mg(z)sp=Ff(En)—mg(in),

I'égalité n’ayant lieu que pour les points de E,,. Et, puisque g(=)
est croissante, on tire de la
S(@2)—SEn)Emg(2) —g(En)] <o  (pourz<in)
et
r(@) —rm)s[rEn)—m] ["(—“) — I] <o  (pour,< ).
8(z)

Notre théoréme sera donc completement démontré si j’établis qu’il ne
peut exister un nombre § tel qu’on ait, quel que soit m, £2£,,. En effet,
supposons qu’il existe un tel nombre £, et appelons M le maximum
de f(x) dans l'intervalle (o, 1); prenons pour 7 un nombre supérieur

.M )
a ——Z;—); on aura pour tous les nombres ¢,
5(¢

o

Sn) o M
£~ 50D

f(:':/n) —m g(gm) <0;

< m,

d’ou

mais, pour toute valeur de x, comprise (au sens étroit) entre o et &,
on devrait avoir

S(x)—mg(@) <f(en)—mg(tn) <o;
et, par hypothése, il existe, quel que soit m, des points x, arbitraire-

ment voisins de zéro, pour lesquels le premier membre est positif :

nous aboutissons donc 2 une contradiction, et les points £, ont bien
'origine comme point d’accumulation. €. 0. F. D.

39. Revenons maintenant a notre probleme. Choisissons (arbitrai-
rement) pour ¢ 'une des racines carrées de o* et prenons pour spi-
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rale e I'une quelconque des spirales du n° 25, sur lesquelles [¢°] tend
vers zéro. Il faut prouver que, sur €, la fonction ¢(¢) déduite de notre
intégrale au moyen de (79) se confond, pour un choix convenable
de A, avec la fonction-limite des approximations (81). Pour cela, je
me servirai d’un systéme d’équations intégrales vérifiées par o(¢)
et 2p'(¢); il sera d’ailleurs sous-entendu que toutes les quadratures
que U'on aura & effectuer seront évaluées le long de ¢.

Tout d’abord, puisque ¢ satisfait i (80) et puisque p, ¢’ et ¢* tendent
vers zéro avec ¢ sur la spirale 2, nous pouvons écrire

14 14
t94) f‘””@(pﬂp’ l)'/‘:f [(ep"+p) 7 —ctp =t ] dt = 1'+7p' — 5 t7p;
[} 4]

par contre, nous ne pourrions pas écrire 'égalité analogue ot & serait
remplacé par -- ¢ : car nous ne sommes pas surs, a priors, (ue
t=°(tp'+ op) tende vers une limite finie lorsque ¢ tend vers zéro; ct
c’est précisément dans la démonstration de ce point que réside
toute la difficulté du probléme. Pour le moment, nous devons done
nous contenter d’éerive

! t
(95) f 1= (o', 0, t)dt :f [Ctp"+p")t"— g% =7V dL
! ¢,

0

=707 17T — (LT P+ 0 457 po),;
¢, étant une valeur initiale que nous pouvons prendre, d’ailleurs, arbi-
trairement petite. Cela étant, on déduit de (94 et (95) :

T L

p= o (e e, O dt
i
=7 4 Ve
——;;9[ 0+ 4(p' py £) dL+ = (Lopy +apy)-17,
(96) {
t
= L[ p-syq d
= 5 v (e’ p t)de
‘o
—5 pt e
T e ndi s op). 0
0

c'est le systéme d’équations intégrales que nous avions annoncs.
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40. Je vais utiliser ce systéme pour démontrer le théoréme suivant:

’

St, lorsque ttend vers zéro (sur 2),t°p et 2'-°p' ne tendent pas vers
des limiles finies, on peut trouver, arbitrairement prés de U'origine, des

points t pour lesquels les deux expressions précédentes restent bornées.

En elfet, puisque ¢ et 7o’ doivent tendre vers zéro, on peut écrive,
d’apres (80),
()

72

[V (ehe O)]= >

J, () étant une fonction positive de r qui tend vers zéro avec r. Or,
disons d’une fonction positive f(7), nulle avec r, qu’clle est au motns
de l'ordre o (positif), si le rapport »* £(») reste borné dans un cer-
tain intervalle fermé (o, ry). Cette définition admise, supposons
que ¢, (r) soit au moins de lordre (') gw, g désignant un nombre
essentiellement positif et différent de 1 (d’ailleurs quelconque). Il
»xistera donc un nombre M tel que I'on ait, sur e (*) :

{ 7 . i
. e (M ;
f 1= '!J(P/: Q. L) dt < II\I./ re=te=tdr = : [I'(f b — ,:.g'«l)m],
o .. (¢—1w
L ” ZM
s o Y dt M plat)T= fp — ___ ple+liT.
Ifo d (s e, 0) < A (1+g)® ’

done, d’aprés (96), [¢| et |z¢'| sont au moins de l'ordre g'w, g’ dési-
gnant le plus petit des nombres g et 1; et, pour g>1, il en résultera
aussitdt que o 1~%p et t'—7¢" tendent vers une limite finie lorsque ¢ tend
vers zéro. Supposons donc g<(1; |p] et |[£p] seront au moins de
Iordre gw, et d’aprés (80), ¢, (r) sera au moins de l'ordre
g0 = (g + a)w, adésignant le plus petit des nombres g et m=". Mais
on peut opérer sur g, comme sur g, et définir ainsi, par itérations
successives, une suite de nombres g,, 82, ---, 8», croissant et satisfai-
sant a la relation g,2 g + na. 1l existera donc une certaine valeur de »
pour laquelle on aura (*) g,>1; dés lors, le raisonnement de tout &

(1) Rappelons que = a 6té défini de telle sorte que, sur &, | (7] = r=(n° 25).
(2) Poir au n° 18 la définition de Z. ; :
(3) On peut toujours supposer que I'égalité est exclue.

Ann. Ec. Norm., (3), XXX1V. — OCTOBRE 1917. 39
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I'lheure montre qu’d ce moment on pourra affirmer I'existence d’une
limite pour £-°p (et pour ¢'="g").

Si donc (~7p et ¢'=°2" ne tendent pas vers des limites, c’est qu’i/
R'existe aucun nombre postif g - Joutssant de la propriété précédemment
définte; nous allons examiner ce cas.

41. Dans I'hypothése que nous venons de formuler, quol que soit le
nombre positif g (non nul), la plus grande des limites de =574, (r),
pour r tendant vers zéro, est + 0. Attribuons alors & g une valeur
quelconque (inférieure & 1) et appliquons (') le lemme du n® 38 apres
avoir remplacé x par r, f(x) par ¢ (7) g(2) par 757, Le lemme nous

1pprend qu'il existe des points £ = t, arbitrairement voisins de zéro, et

~

tels que 'on ait sur <, de o & z Y (r) <Y, (> et de ¢ a ¢,
. 5’”'.]4, (z) > =574 (7). On pourra done écrire

]f &= U(p5 p, b)) dt

~al"y

Y‘ ’
< / rol-(i-g)w _-—-—’JI‘(;) dr

S o\ (L—g) 7T
< ] 1—\ - Y\r)r=
(l—'é’)m[ Ty 1~ )

~Jt ~J
Al

!
/ 1+ (o, P,t)a’t|<l/
o Jo

et

, L~y
(97) PTG () dr < ;’1’)1(\/‘)' ro,

Done, d’aprés (g6), il existera des nombres positifs bornés, G et D,
tels que I'on ait

(7;)[< Cup,<7)+ Do

(8Y

et

(D] <cun(F) .

Mais, en vertu de la définition de (¢’, g, ¢) (n° 28) et de , (r) (n°40),

(1) Ce qui est évidemment légitime, puisque p(z) est sirement holomorphe le long
de €; Yy (r) est donc continue.
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on peut trouver deux nombres positifs bornés P et Q tels que l'on ait
by (1) <P [_C Dy (z) +D r‘"’] +Qr [C by (/) —:—l)l'UJ
ou

~

pca (V) ((—apenyo_qcy) () e nTm (e e o) >0

Or, le premier membre est un trinome du second degré en b, <1>
qui, égalé & zéro, admet deux racines : 'une finie, 'autre de la

~ ~ N ~
forme Rr7, R étant horné (\ot méme trés petit avee 7'); b, (r), qui
est trés pelit avec r doit donc étre inférieur A la seconde racine; et,
d’aprés (98), on en conclut aussitot les inégalités

~

t p’(‘z) ’ << H, r™,

(99) P(’.7)’<"17m el

I, étant borné. Le théoréme énoncé au début du n® 40 est done
démontré.

42. Nous pouvons ¢tablir maintenant que (—p et ¢'="p" tendent vers
des limites finies. En cllet, supposons qu’il n’en soit pas ainsij; le théo-

~ ~

reme du n° 40 nous permet de marquer sur € une suite £,, ..., 4,, .

de points ¢, de modules décroissants. Or, en vertu de (99), expres-
sion

~ -
(=~ ~ ~
v l.tn.’//<5n> +op [n,),]

27

a (quelque petit que soit r,,) un module borné ; et il est donc loisible
de faire coincider z, avec l'un quelcongue des t, soit ¢,. Cela étant,

iy "~ >
considérons I'arc ¢,t,—, swvi @ partir de ¢,; le long d’une certaine
portion t,t de cet arc, on a stirement

{msrn | <H, el |87 | < Hy,
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, .. 1 , . _
g étant un nombre qu’on choisiraentre > et 1 et supérieura r— o', et
—~

H, étant borné. Des lors, en tout point ¢ de £,¢', on peut écrire

t
o [ ee (e 5 0 de| < Wyrsm=,

</

‘n

(100)

w’ désignant le plus petit des deux nombres go et 1. On a, en outre,

¥4
[rﬂ G+, p, t) dt
vo

t

t“"f 1oL (p, p, ) de
~y

In

>

e / LH-GHL(;O,) P, t)dl

or, en vertu de (97) et (99), le module du premier terme du second

~ ~
membre est inférieur & H,7~"7; mais on ar,<r; cc terme est
donc inférieur & H,r”. Enfin, en procédant comme pour (100), on
obtient
14

l»~o‘f [HGH‘J(’()’, P, l)dt'<l[5r#m,m"

in

II; (comme H; et ,) étant borné (quel que soit »); en définitive, on
‘aura donc '

20277 p(¢) | <(Il;+ Hy) réw+o -5 + H, + '7;°[7n o' 7) + 6((7” [

Or I'expression g + o' — », égale 4 gw+1—o ou & (28 —1)w,
est surement positive en vertu de la facon dont on a choisi g; le pre-

mier membre est done borné sur I’arc 2,2 et la méme conclusion s’ap-
plique & |#'=°¢’(¢)]; les deux expressions sont d’ailleurs unifor-

mément bornées par rapport a .
' —~ —

Extrayons alors de 7,2,—, I'arc ¢,¢, et procédons sur ’arc restant,
a partir de ¢ comme nous venons de le faire sur le premier a partir

~
de z,. Deux hypothéses seront possibles : ou bien nous arriverons
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~Jt
ainsien7,—, au bout d’'un nombre fini d’opérations et nous aurons mon-
tré que les expressions |[&=7 o (z)] et ¢'—? o’ (¢)] sont uniformément hor-

N
nées; ou bien il existera sur ¢,2,—, un point-limite ¢°, infranchissable
pour nos constructions d’arcs. Mais cette derniere hypothese est

absurde; car o(z) est holomorphe en #°; par suite, si I'on a pour tous
~~

les points de ¢,¢° (sauf peut-étre en ¢°), [2=7 5 (z) | =11, la relation pré-
ccédente doit étre encorve vérifiée en 2°.

Donc z,—, est atteint au bout d’'un nombre fini d’opérations:
[=7c(2)] et [¢'="¢'(2)] sont bornés le long du chemin e; et comme
au n° 40, on voit aussitot que oz="(¢) et ¢'="g'(z) tendent vers unc
méme limite finie, A, lorsque ¢ tend vers zéro.

G. 0. F. D.

43. Lt mainlenant il sera bien facile de démontrer que toute inl(é-
grale o(¢) de (80), tendant vers zéro ainsi que g, se confond néces-
sairement avec une des caractéristiques (81). En effet, nous avons
maintenant le droit de faire tendre ¢, vers zéro dans les formules (96);
a la limite, nous obtiendrons la relation

v -

14
¢ -
1 d(n!, o, 1) dEt+ A LT,
2g.lo I ) o

[G
p=oz | UTTY(P 0y ) dl—
= 0

et une relation analogue pour zp’. Or, soient py, £y ey Ppuy les
approximations successives qu’on obtiendrait par I’algorithme (81),
en donnant & A la valeur A. On pourra écrire

'3
2o(p—Fur) = ¢ [ 0=[(e b )= 45w )]t
Q

14
- f e+ [Y(p's py 8) — 4 (p", 2ay )]

“0

et une égalité analogue pour (g’ — g;,.,). Dés lors, si I'on applique (*)

(1) On supposcra r asscz pelit, de fagon que p et ¢p" vérifient les inégalités analogues
a (77) qui 'introduisent dans la démonstration de convergence des approximations (81).
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a ces équations un raisonnement classique dans 'intégration des
équations différentielles par approximations successives, on constatera
aussitot que p(2) coincide nécessairement avec la fonction limite o (¢)
des approximations (81).

44. Une conclusion identique s’appliquerait aux équations en w.
du n° 29. Il ne nous reste done plus qu’a examiner le cas des caracté-
ristiques exceptionnelles de la deuxiéme sorte; en d’autres termes,
nous allons résoudre le probléeme suivant :

Soit (82) une ¢quation (VI) pour laquelle
fb+1=o=4(a+b +c+d+1);

appelons A(¢) une intégrale quelconque de (82), telle cependant que
sur un chemin 2, de longueur finie et convergeant vers zéro, [° A" |
reste borné (avec oSw < 1) et s*(¢)==4a+ fc+ 1 — fa(l) tende
vers zéro avec Z. L'intégrale A(¢) se confond-clle avee 'une des carac-
téristiques (83) définies au n® 307 »

La réponse est affirmative; pour le montrer, j’¢tablirai d’abord
que Z tendant vers zéro, | A] reste borné inférieurcment. A cet effet,
jecommence pareffectuer sur le systéme (1) la transformation X = p—%;
il s’écrira dans le cas actuel (")

\,
\

(to1) ((t—1)pr=— [a — (a+c+ :)] (1)

+<a—i— >[J (r—p) (t—tp®) +c(1—p2) (2—p2—p2)

“(‘“'““z)

-+ 7 (r—p2)

et

(102)

dt =o.

<a+c+ >+ f[ ot 90(1-—12)'

11 l——ty- (r—tp2)*

(1) Lintégrale qui figure dans (ro2), et les autres intégrales de ee numéro, sont cal-
culées le long du chemin €
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Or supposons que | .| ne soit pas borné (supérieurement); puisque
|£°u2| doit rester borné, les équations précédentes montrent qu’on

aura
] [‘U_/a { < ]\‘2,.—2(.)7

K étant un nombre positif born¢, d’ou

e
5

(103) K< Kro?

N ’ M I L ’
Dés lors, deux cas peuvent s¢ présenter : 1°si Pon a o < =, I'inté-

. , . I N
gration de (103) montre que |u.| reste borné; 2° sil'ona w > (')
on déduit de (103)

[ [")“U.? I < ]\'“

64

K, étant born¢, ¢t w, ¢tant donné par la relation — 4 =-—wou

I
2
t—oy=2(1—m).

Mais on peut raisonner sur », comme sur »; et la relation précédente
prouve que, o étant dyférent de 1, au bout d’un nombre fini p d’opé-

. . I .y .
rations, on obtiendra (') un nombre w, <~ et une derniére appli-

cation du procédé montrera que || reste borné.
!

[ oep?

11— p?

Ce point acquis, (1o1) et (102) prouvent aussitot que lresle

horné; or la transformée de (82) par A = u—* peut s’écrire

! 2 ,

(ro4) p'+ % - <‘;(J-"’ e —tZ{J-“>HH,2 - (1 i’t) (IIJ—)[J;{I")
p—p?) (1 —¢p?) L (=1 —oiw ,
—ar LT =y | S 0

|e@(p, 1, )] veste done borné quand ¢ tend vers zéro; par suile,
dans I'égalité
14
t‘u.’.—_[ t®(p's 12, t)dt + const.
v

0

_
2

(1) On peut évidemment s’arranger pour ne pas avoir w (ou w,) =
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(qui se déduit de la précédente par intégration), on a le droit de faire
tendre la limite inférieure vers zéro; et la constante est évidemment
nulle puisque £21/* doit tendre vers zéro avec ¢; on peut donc écrire

At
(103) t;.ﬂ:j LD (p pt)de,
’l)

et, puisque [P | est borné, il en est de méme de [p’[; done p. tend
vers une limite finie, wu,, et 'on déduit de (105) la formule

Al Wl

dt :
1.:/ T/ D!,y 8) dt = .

Yoo Ty

Or, en partant de cette équation, on peut reprendre le raisonnement
classique du n° 43 [adapté aux approximations du n°® 30, qu’on aurait
appliquées & (104) au moyen de la transformation A = u=*|{; on cons-
tatera qu'il n’existe qu’une intégrale de (ro4), ou de (82), pour
laquelle s*(7) tend vers zéro avec ¢, tandis que p. tend vers w,, ou A
vers A,. Notre intégrale se confond done bien avec une caractéristique
exceptionnelle (de la seconde sorte), et les recherches qui faisaient
I'objet de cette seconde Partie se trouvent ainsi terminées.

En résumé, le probléme posé au n° 33 admet bien une réponse
affirmative, de sorte qu'uneintégrale quelconque de (V1) peut étre repré-
sentée sur toul chemin (de longueur finie) convergeant vers zéro par
Uune ou I'autre des caractéristiques que nous avons definies dans la pre-
miere Partie. Par suite, pour étudier dans le voisinage de I'origine une
intégrale quelconque de (VI), nous avons le droit de la définir, non
plus par les valeurs arbitraires prises en ¢, par A et 2’ (ou A et «),
mais par la caractéristique de la premicre Partic avec laquelle elle coin-
cide le long d’un rayon OA du plan (T). Cest ce que nous ferons dans
la troisicme Partie de ce Mémoire.
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TROISIEME PARTIE.

45. Définissons d’abord ce que nous entendons par voisinage de
Uorigine. Soit n" un nombre positif arbitrairement petit (*); considé-
rons la région (&), lieu des points T dont les arguments sont compris

T I .. .
entre — -+ 7' et — — n’; nous appellerons voisinage (ou domaine) de

[’origine le lieu des points t qui correspondent ¢ (R) envertu d’une trans-
Jormation (19) ol |z,|=r, a été pris suffisamment petit (?). Ceci
posé, la troisieme Partie de ce Mémoire a précisément pour objet
U’étude d’une intégrale quelconque de (V1) dans le voisinage de Uorigine.

Le probléme ainsi posé se subdivise en deux étapes distinctes. En
premicr lieu, les développements qui fournissent la caractéristique
que nous prenons comme donnée initiale de I'intégrale (n° 44, ad fin.)
convergent non sculement sur le rayon OA qui supporte la caractéris-
tique dans le plan (T), mais encore dans tout un secteur S de ce plan;
nous aurons donc tout d’abord & étudier I'allure de I'intégrale dans le

(') On pourra prendre, par exemple, pour 7', le nombre 7 du n° 9.

(2) La définition du voisinage d’'un point transcendant O qu’'on vient de donner s’im-
posera peut-étre comme la plus naturelle ou la plus commode dans d’autres recherches
relatives aux fonetions multiformes, lorsqu’il n’existera aucun point critique arbitrai-
rement prés de O. Pour le probléme actuel elle peut paraitre trop restrictive; c’est
ainsi qu'elle nous interdit d’étudier I'intégrale le long d’une spirale convergeant trop len-
tement vers O, telle que r = 0-=, olt m est un nombre positif quelconque. De méme,
I'étude de lintégrale le long d’un cercle de rayon arbitrairement pelit, mais suivi ure
infinité de fois, nous entrainerait loin du « voisinage » de I'origine. En réalité, la discus-
sion de la premiére Partie permettrait d’étudier I'intégrale dans une région du plan ()
limitée par une spirale de la forme » = 0~ [cf. par cxemple la formule (23)]; celte
région serait donc plus élendue que celle qui correspond & (K ). Mais nous ne ferons pas
la démonstration pour le double motif que voici : d’abord la nolion du voisinage que nous
avons introduite plus haut nous suffit pour la solution du probleme de Riemann qui est
une des principales raisons d'étre de I'étude actuelle. De plus, j'espére montrer dans un
travail ultérieur qu’on peut faire n' = o et ro = o dans la définition du n° 45 sans que les
approximations de la premiére Partie cessent d’étre convergentes dans le domaine du

plan (¢) ainsi obtenu.
Ann. Ec. Norm., (3), XXXIV. — OcCTOBRE 1917. 4o
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secteur S. Ceci fait, il s'agira de prolonger cette étude a travers
toute la région (&); et, pour cela, nous aurons a rechercher d’autres
caractéristiques qui convergeront dans un secteur différant de S, mais
présentant avec S un secteur commun S'; de plus, dans §', les nou-
velles caractéristiques devront représenter la méme intégrale que les
anciennes. Et ainsi, de proche en proche, nous [inirons par recouvrir
toute la région (&).

" 46. Commencons par le premier probléme, en supposant d’abord
qu'il s’agisse d’une caractéristique de premiére espece et du type
général, s étant un nombre complexe, non nul et différent de o. Rap-
pelons d’abord que le domaine olt nous savons calculer nos caracté-
ristiques est formé par un secteur S du plan (T) dont les frontiéres
Bn _
2

. 3 .\
sont les droites OA, et OA,, d’arguments - — T Yar U, €Ly,

désignent les arguments respectifs de s(r — 1)™* — rets(x— 0)~' +1.
D’ailleurs, nous sommes assurés que la convergence des développe-
ments (53) a lieu uniformément sur tous les rayons OA intérieurs & S
(au sens large); toutes les inégalités du n°® 19 seront uniformément
valables & I'intérieur de S; enfin dans le plan (¢) le domaine spirali-
forme qui correspond & S aura son sommet & une distance de O essen-
tiellement positive [mais tendant vers o avec 1 — w (*)]; il ne sera
donc jamais évanouissant. Cela étant, étudions U'intégrale h intérieur
de S.

47. Soit D une demi-droite indélinie quelconque appartenant & S;
nous allons étudier I'intégrale sur (D). On a, pour un point quel-
conque de (D) : T=T + ue?(oSu <), ou T ety sont constants. Je
dis tout d’abord qu’on peut trouver un nombre réet w, satisfaisant aux
conditions o S < 1, ne dépendant que de s et v, et tel que sur (D)[°h*|
reste borne superieurement (et, en général, inféricurement). Un tel
résultat constituera évidemment ’extension & A(z) d’une proposition
analogue, énoncée au n® 11 pour A°.

En effet, reprenons la représentation géométrique du n° 11 (fig. 1),
et figurons les points M, M_,, M,, ayant respectivement pour affixes

(') Cf Ja note du n° 19 (p. 271 ).
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s=ve’, s —1 et s+ 1. Nous dirons que les rayons OA du plan (T)
et ON, du plan (s) sont correspondants si leurs arguments respectifs vy

R . . 3w R
et v, satisfont & la relation y + v, = —; le rayon correspondant i OM

sera dit la médiane de S; enfin les rayons correspondant aux frontiéres
OA_,, OA, de S seront intérieurs A 'angle M_, OM, et différeront arbi-
trairement peu de ses cotés. Cela étant, 'équation (18) peut s’écrire

(106) Il= A et B+ et

A, B, G étant trois constantes qu’on caleulerait aisément en fonetion
de A, h, et A, et qui, dans le cas actuel (&, =£ A,) satisfont & la con-
dition AC 5~ 0. De (106) on tire, grace a (35) ('),

C

(r07) X i=Ae"(1+ 0, Lr))+B+ CeT(r+0,Lry) (16:1 <),

- - . . o E\*
L ¢tant un nombre positif borné. Mais on a |'(0-T) | = <:> avee
PA

_ecos(y+9) .
T cosy ?
% ¢tant ¢égal 4 la mesure algébrique (*) de NM, pour que [¢°2~" | soit
borné supérieurement, il faut et il suffit qu’on aitw = MN. Supposons
alors que (D) ne soit pas paralléle dlamédiane de S; onauraw == o; de
——-—-)- b . o0 - ’ - g -
plus NM sera soit de sens positif, soit de sens négatif. Dans le premier
cas, pour r, trés petit, le terme prépondérant du second membre
de (107) est le dernier, et, sur (D), ¢*2~" différera peu de

CLo eo—T= (v £/0—) T +infwsiny—rsin(y+8)] — Cey elo=sT gin. 0N,

—_—
de méme, si NM est de sens négatif, :”A~" sera tres voisin de

Ao el®0-+31T —itt.ON

1Yol cette conséquence, valable dans les deux cas: si 'on marque
sur (D) une suite de points Ty, Ty, ..., T,, ... (dont le premier est

(1) Si T est intérieur aux cercles (y.), on s’appuiera, en outre, sur les considérations

du n° 22 .
(2) Comme au n° 11, N est U'intersection du rayon ON avec M_; M;.
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. 27 e
quelconque) & des distances mutuelles de Q = (—)—'ﬁ, toutes les valeurs

prises en ces points par *A~' seront, pour |¢| suffisamment petit,
finies, non nulles et arbitrairement voisines les unes des autres.
Observons d’ailleurs que la relation (*)

— AN =s(Aest—Ce~ ) (1+ F)
=s[AeT(1+ 0, Lry) — Ce (1 0,Lr,)] (14 O3 Lyt =e),

qui est une conséquence de (106), (14) et (42), montre qu’aux
points T,, 2+° A" prend aussi des valeurs finies, non nulles et arbitrai-
rement voisines les unes des autres. Aussi, en raison de la double pro-
priété des points T, par rapport & A et a4 %, nous appellerons Q la
pseudo-période relative ala direction d’argument y; nous dirons de plus
que w est V'exposant d’indétermination de A le long de OA.

Supposons maintenant que (D) soit paralltle & la médiane de S; on
aura o = o. Dans (107) aucun terme ne pourra étre négligé et, pour r
trés petit, A—' sera sensiblement égal &

A eST _ p—iu.ON +B+Ce ST (i a ON

Sur (D) on pourra donc marquer deux suites de points soient T ,,
T,y Tus eev et Tg o, Tiay ovny Tyoy oo (dont le premier est quel-
conque), tels que les points de chaque suite soient séparés par des
intervalles égaux & la pseudo-période Q = a=x|s[~'; pour r assez petit,
les valeurs prises par A—' en ces points sont arbitrairement voisines les
unes des autres; a Uintérieur d’une méme suite, il en est de méme des
valeurs prises par £A—21'; toutes les valeurs précédentes sont d’ailleurs
finies, mais cette fois, elles ne sont pas nécessairement différentes
de o. L’intégrale peut donc présenter des pdles dans la direction de la
médiane; effectivement, nous allons voir qu’elle en posséde une infi-
nité. C’est ce qui résultera du théoréme général qui fait I'objet du
numéro suivant. '

48. Soit w un nombre positif (ou nul) et inférieur i 1; appelons

(1) On a toujours | 63| < 1; et Ly est un nombre positif borné. Voir aussi la note pré-
cédente. , :
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04"et OA” les deux rayons de S (distincts ou non) qui admettent o
pour exposant d’indétermination, et Q' et Q" les pseudo-périodes cor-
respondantes; ceci posé, on a le théoréme suivant :

Pour toute valeur de k(= o et ») I'équation t° 1" — k = o posséde
dans S deuz suites infinies de racines; pour la premicre (seconde) de ces
suites, les modules des dyfférences des ractnes convergent vers Q'(Q"), et
les arguments de ces différences tendent vers celui de OA’(OA"); enfin,
pour w = o, on peut supprimer la restriction £ == o (*).

Supposons d’abord w =0, el soit Az”e* le terme de A~ qui,
dans (106), ne devient pas infiniment petit sur OA’; marquons dans le
secteur S les racines T,, T,, ..., T,, ... de I'équation A¢®e*+"=/;
ces racines sont situces a des intervalles de Q" sur une paralléle 4 04",
Entourons chacune d’elles, soit T,, d’un cercle (¢,) de rayon g, arbi-
trairement petit (et inférieur & Q' : 2x); notre théoréme sera démon(ré
(pour w == 0), si j'établis que n ¢tant assez grand (une fois o fixé),
les (c,) contiennentune et unc seule racine de 'équation ¢°A—' — k =o.
Or, on a tout d’abord

(I 08) (03— fo = A Lo [e{w—é—s)T (, +1,) — e(tu—ws}'l',,]’

ou, d’apres (107), 7, est une quantité complexe, de module arbitrai-
rement pelit avec 7, et 7; on pourra donc prendre 7, (*) et 7 assex
petits pour que I’on ait, par exemple,

27mp?
(109) [n] < Mlji’

se”

es—

M désignant la borne supérieure de ‘ ll a Pintérieur du cercle

[z]=1 (*); ceci entrainera d’ailleurs une inégalité de laforme n>n,;

(1) Le lecteur mountrera sans peine que pour k=03 w et pour k = =, I'éguation
to)~1 — % = o n’admet aucune racine infiniment voisine de I'origine.

(2) Une caractéristique étant donnée, rien n’empéche de la représenter par un nou-
veau développement, issu d’un point £, plus rapproché de £ = o que I'ancien.

(%) On pourrait démontrer que M est égald e : (¢ —1).
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n ayant été ainsi fixé, on aura, d’aprés (108),

([ 10) I R S G :\13) el®-+s5)Ty [erj(.)+s) T—1, __ [l (, . .ni)'
avec
e(m»i—vs)x’l‘—T,,')
N2 =" elw-Fs ) (T=Tn __ | ;
. 2T
done, en tenant compte de (109) et de la relation [ =+ s| = 57> on a,

sur (¢,), (dont le rayon p satisfait bien & p|o + 5| < 1),

Ml‘ful

./l'_’ < [} N

<p3

[7n.] est donc arbitrairement petit sous les conditions énoncées. Ceci
posé, étendons a (¢,) 'intégrale

1 d(ted-1)
ami ) oI —1%’

dont la valeur sera précisément le nombre de rvacines cherché N; on
aura

=

/ dlogh-t
/ 0 = ——2

. T dp. i .
(111) N=— - 11 =1 dT
L/ R
s Aest— Cem st .
) ; -+ F
o P ReR B Cew T
Y ()—r__ e drT;

W)

mais pour | T| assez grand, on peut écrire (|o + 5| étant # o)

o - Aest — Ce—se . '
) 4§ ) = (5 8 (1 et
Aev B 1 Comm (L E) = (0 =4 5) (14-7ia)

7, Ctant arbitrairement petit; tenons compte de (rro) et de (1171) et il
viendra
N=— (0 4 5) @I (14 10) (L4 00) e,

-= 21:[. e e(u>+s)('r—~'l‘n) j— 1 - R 4 7

le second membre différe donc arbitrairement peu de 1; puisqu’il est
entier, sa valeur est 1. C. . 1. Db,
Considérons maintenant le cas ot w = o, et supposons d’abord



ETUDE DE L INTEGRALE GENERALE DE L'EQUATION VI DE M. PAINLEVE. 319

k==l (et hy). L’équation (18) peut encore s’écrire

1/ 1 VA SN -
_E(/Tl.,_h_z/_E(E—~E>chs({z—/z,>,

2ty ayant la méme signification qu’au n° 12. Or les racines de U'équa-

tion
1 1/ 1 1 1/ 1 I .~ =

se divisent en deux suites, 'une d’elles étant de la forme

~ =

27l : anmi
5 ey T,=T,+

T

o T= T, )
comme préecédemment (n® 47) et ne contenant aucun des points /.
On peut donc entourer T, d’un cercle (¢, ), de ravon indépendant de n
et & I'intérieur duquel on aura

- T_T,

coth s( I, — /11) 4 s(1+ 04‘1'0)——-‘)—— <M,

avee |0,] <1 et M borné (quel que soit »). Soit alors 1, un nombre
positif arbitrairement petit; entourons T, d’un cercle (¢,), intérieur
a4 (c,) et de rayon ¢ (indépendant de ), inférieur a la plus petite des
quantités

4 N un

ot K est le nombre positif défini au n° 49; puis, prenons (') », infé-
ricur & g% et o : 4K. Je dis maintenant que I’équation A — k= o aura
une (et une seule) racine dans (c,), pour r assez petit (ou » assez
grand). .

Iin effet, observons d’abord que pour

z|<<1,0na

<|ztsins <2,

I
2

(1) Foirlanote (2) de lapage 317.
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’ou, pour || < 5 et|e] < 1),

(ST N &

shex
sha(r—+c¢)sha

8|er|
| 2% (1+2) |

<16l—s-l-
Z

(r12) lcothx(:-&-s)—-colhm[:'
Puis, étendons & (¢,) I'intégrale

1 Aty SS]JS(’[.L-——Z.})([(J .
ami ) WT—/T T ami chs(y.-—/?,)——chs('l‘,,——Zl)7

sa valeur sera

-_’l‘n . gy
N=— f %[c thu—kcoih 9(’1‘,,——/1,) iﬂ"—;——)-ﬂ(x—t—l*)dl;
-"\ Ll 4 “ -

ami ),

mais, d’apres (55), on a

m m 21(0.’3"0 m A )l. N Iy
IJ-_r-ln— l—ln) ’+_T :(-l_'-ln) 1+_’0 (ljiil’l/ﬂ|<l)7
et, d’apres (r12) (1),

S'( T — Tln )! <1 6

D) ( {J — Tn )
o

OKI(, < 64K /‘. (64!\
TsT o [s]

coth — coth

rISI

En vertu de ces inégalités, il viendra donc

N= ———I—/ —co(h-ﬁl——-—l';)d'l‘
‘ 2 2

2T (o)
1 sk s(p.—T Ms \
= L—;coll __2__'Q+3291\+_—os dr (|8:], [6s] <);

or, la premiere intégrale est égale 4 1; la seconde est inférieure en
module &

i =T gy l

(1) La formule (r12) est bien applicable ici, car on a

s(T=Tu)| _ |sle _ 2
o I_ PN

[.Z‘E:

'1‘1.—-'1 i<zl\ro T

lel = <3
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ottle second terme est infiniment petit avec » (*); on a donc encore
N=1. C. Q. ¥. D.

On ferait une démonstration analogue pour ;=~/%, ou %,, d’ou
T,="/,, par exemple; on prendrait pour cercles (c,) les cercles (v)s
(n°12) et I'on s’appuierait encore sur 'inégalité (55), toujours appli-
cable sur le contour de (y;). Mais, cette fois, on arriverait a la con-
clusion suivante : pour j assez grand, les cercles (v;), pris de deux
en deux, contiennent (chacun) deux racines de I'équation A — A, = o;
et les cercles (y;) restants contiennent deux racines de P'équation
A — 122 = 0.

Ainsi, I'équation t*A~" — £ = o posséde toujours dans S deux suites
infinies de racines simples; pour w=£ o, ces deux suites s’éloignent
dans deux directions différentes de S; pour © = o £ (b — &,) (k— k),
elles se rapprochent indéfiniment de deux paralleles i la médiane
de S; pour w =0 ="P(4), les deux suites tendent & se confondre I'unc
dans autre (2).

49. En adoptant une dénomination due a M. Pierre Boutroux (*), on
pourra dire que, dans le secteur S, notre intégrale est asymptote a unc
intégrale convenablement choisie de I'équation

22 =122P(}),

le sens de cet asymptotisme se trouvant parfaitement précisé par la
discussion précédente.

Il résulte encore du théoréme du n° 48, qu’'a l'intérieur de S, le
point T = w est un point essentiel pour notre intégrale. En conséquence,
aucune caractéristique de premiére espéce et du type général ne

(1) D'apreés (42).
(2) En conséquence, I’équatxon (»)—1—J = o ne peut avoir de racines doubles infi-
‘niment petites que pour ® = o = P(k). Effectivement, on peut indiquer un cas ol ce

fait a lieu pour tous les cercles (7). Reportons-nous & (6) et écrivons que Fy(/;, x—oy, )
est fini quels que soienl « — %o et z; il en résultera que )\’ s'annulera avec A — /4. Or,
la condition précédente exige 2y =1 ou /f;=o, ce qui nécessite {b+1=o0 ou
a-+b~+c-+d-+1=0; et, réciproquement, s'il en cst ainsi, on vérifie directement gque
-Téqualion A-!= 1 ou o a toujours des racines doubles.
(3) Ann. sc. Ec. Normale supérieure, 3° série, t. XXX, 1913, p. 237, 271, etc.
Ann. Ec. Norm., (3), XXXIV. — NoVEMBRE 1917. I
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pourra apparteniv & une branche d'intégrale de (VI), holomorphe
pour z=o.

Remarquons, en outre, qu'une théorie tout analogue a celle des
n® 46-48 s’appliquerait aux caractéristiques de deuxiéme espece et
du type général; ainsi, pour ces caractéristiques, il existe un théo-
réme analogue 4 celui du n° 48 et qu’on démontrerait de méme ().

Enfin, avant d’aborder le second des deux problémes énoncés au
n° 45, j'observerai que pour les caractéristiques exceptionnelles, le
premier probléme se résout immédiatement. Car, s’il s’agit d’une
caractéristique de la deuxiéme sorte, nous savons qu’elle est holo-
morphe pour ¢ =o (et, dés lors, nos deux problémes sont résolus
simultanément); et, s’il s’agit d'une caractéristique de la premiere
sorte,-ou bien clle est holomorphe pour z=o0, ou bien il existe un
nombre o tel que, dans le secteur S ou elle est définie, #'=7(A — A})
et ot=°(A — A,) tendent vers unc méme limite non nulle quand T
s’¢loigne indéfiniment dans ce secteur (2). Nous sommes ainsi com-
plétement renseignés sur Pallure de I'intégrale dans S; et nous pou-
vons ajouter qu’'a I'intérieur de S, T =9 n’est plus une singulari(é
essentielle, mais seulement unc singularité sranscendante pour I'in(¢é-
grale (ct méme algébroide, si 7 est un nombre rationnel réel).

50. Arrivons maintenant au second des deux problémes dun® 45:
il s’agit d’étendre & la région (a) Pétude de Pintégrale qui, jusqu’a
présent, n’a été faite que dans le secteur S. Pour plus de netteté, je
supposerai d’abord que s est complexe et ne coincide avec aucune des
valeurs o + n, 5+ n (ou n est un entier réel); et, pour plus de régu-
Jarité dans les notations ultérieures, j’écrirai s, au lieu de s; je dési-
gnerai par S, le sccteur que nous appelions S; et, enfin, je dirai que s,
est la constante fondamentale (*) du sccteur S,.

Introduisons encore quelques locutions pour la commodité de
I'exposition. La médiane 04, de S, divise ce secteur en deux demi-

(1) Ce nouveau théordme se trouve énoncé d’ailleurs au n° 51.

(%) En particulier, dans le domaine du plan (¢) correspondant i S, I'origine est un zéro
isolé de T'équation 2 — h =o.

(3) Constante caractéristique conviendrait mieux, s'il n’y avait & craindre une équi-
voque,
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secteurs ; nous désignerons par S| celui de ces demi-secteurs dont les
. . _ .- . p
rayons correspondent (') a des vecteurs NM de sens positif; S| sera
dit supérieur, tandis que P'autre demi-secteur, que nous désignerons
par Sy, sera dit inférieur. Nous dirons de méme que les rayons de S/
sont supérieurs a la médiane et d ceux de S, et que OA,, frontiere
commune de S, et S, est la fronuicre supérieure de S,.
*
Cect posé, étudions d’abord e a I'intérieur de S, ; d’aprés (84), on a

* L o —¢
(Ilg) A= A = —

|

I
2

or cette formule montre que « est indéterminé dans la direction de la
médiane. D'une facon plus précise, on verrait comme plus haut (*)

, . * s, *, 1§
que U'équation 2 — & = o admet, pour £ s=o, + ——=2, unc double
2

infinité de solutions, tendant & étre équidistantes (avee Q= oa%:|s|
comme intervalle), et a prendre la direction de la médiane. Mais il y a
plus; si 'on s’¢loigne parallelement & un autre rayon de S,, (113)

montre que « — z tend vers la limite de

! [7', - ! i lorv.x_ t%
2\T ) TR T a8

1 AT (r-= 9, Lry) —Ce %" (1 G,Lry) .
—5[“““"..»xe-v«"‘u-;-911,1-0)+B+ce—~u'r(f+c«erg,).(f*'r)

[dapres (1o6) et (107)]; done, suivant que le rayon consideré appar-
"

. - \ * I I *
tenl @S, oua S, o — «tendra vers - (1+s,) ou 5 (1~ s,); « tendra

done vers une des valeurs précédemment interdites & £. De plus, dans

(1) Cf.n" 47.

(*) On prendra comme valeurs approchées des solutions les points T ol la fonc-
tion 4(7T), définie en faisant . = T dans (106), est égale a I'une ou I'autre des-racines de
I'équation S
I

T
— k=L y— =,

VPN
2

et Ion observera que 2(T) ne peut s'annuler.
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*
le premier cas, on aura, d’apres (4),

*

1, N
=4(at+c+1)—4 l:ao'*';("?‘ -"o)iI: (So—1)%
nous poserons alors, dans S,

S =85§=sy,—1,
S1 S S ’ 5

en choisissant toujours la racine dont la partie imaginaire a un coef-
ficient positif; au contraire, dans S;, on poserait

*x
S =S=S8,+1.

Cela étant, soit A, la valeur (finie) prise par A en un point £, dont
I'image T, est sur un rayon OA de S;; il est clair que, le long de OA,
I znteg;ale que nous éludions peut ( ) ausst étre représeniée par une
caracterzslzque de deuxzcme espéce, en prenant pour conditions ini-

tiales 7\(1 Y=1¢"A, et de=a-+c+1— +-Oril estaisé de déterminer

le secteur S, ou converge le developpement qui fournit cette caracté-
ristique de deuxiéme espéce. En procédant comme au n° 47, on figu-
rerait les points s, +1 =15, et s, — 1 =15, =5, — 2; les frontiéres 0A,
et OA, de S, correspondent (*) aux rayons OM, et OM, (M, et M,,
affixes de s, et 5,); S, admettra donc OA, pour médiane; son demi-
secteur inférieur S| sera identique au demi-secteur supérieur S| de S;
nous dirons en conséquence que S, et S, sont adhérents (*).

Par le méme procédé on construirait (') un second secteur S_,,
adhérent & S, et tel que S| = S;; S, sera dit de premicre espéce, tandis
que S_, et S, seront- dits de deuxiéme espéce; enfin, S_, et S, seront
dits adjacents. On voit aisément que, dans la direction OA, (ou OA_,)

(1) On observera que s,==1 1n’esl pas une valeur exceplionnelle o

(%) Plus exactement, clles correspondent a des rayons arbitrairement voisins de OM,
et OM, (cf. n° 46).

(3) 11 résulte aussitot de 1a qu’ on ‘peut définir une intégrale A(¢), s'annulant en un
point #, et qui, le long d’une spirale logarithmique issue de #, (mais suffisamment loin
de ¢y), est représentée par une caractéristique de premiére espdece : ¢’est le résultat
annoncé au n°® 49 (note de la page 271).
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% devient indétermine et prend toute valeur (finie) arbitrairement
choisie (*); de méme, dans I’'une ou 'autre de ces directions, « peut
prendre (une double infinité de fois) toute valeur, finie ou non,
donnée a l'avance, et distincte de o, et ay=0o,+ s, —1 (ou de z,
et u_,=o,— 5, —1I).

Considérons enfin le demi-secteur supérieur de S, ; soit S| ce demi-
secteur. Sur un rayon OA de S, (suivi indéfiniment), o tend vers la
méme limite que

a() —_—

¥
] =
TN
II <~/
+
—
N——
Il
CQ *
o] =
.
\’*l ¥
+
(&)
ey

mais on peut écrire

\’4

(106)

Ae T B+ Cemir,

et, dans S, c’est le dernier terme qui est preponderant' dans S| la
limite de o sera donc

*

. s T8y . S—1
T Oy — U Oy o e

——!:CAO+SU—I

et 'on en déduira
si=ha+het+1— fay=s5—4s,+ 4= (50— 2)*;
la constante fondamentale de S, sera donc précisément

S, == 8§y — 2,

en choisissant toujours la racine dont la partie imaginaire a un coeflfi-
cient positif; et sur OA, on pourra représenter notre intégrale par un
nouveau développement de premiere espéce. Le secteur de premiére
espéce S,, ot convergera ce développement, sera adjacent a S, ct
adhérent 4 S, ainsi qu’a un autre secteur de deuxiéme espéce S, dont
la constante caractéristique s, serait s,— 3.

Le procédé s’étendant de lui-méme, je me contenterai d’énoncer
sous forme générale le résultat auquel nous sommes conduits.

(1) Of ue 48,
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51. Appelons toujours (/) la région du plan (T) dont les points,
. N . .. , ) . T
silués & Pintérieur de A’OA”, ont leurs arguments compris entre ikl

et %z — 1’5 et soit A(z) une intégrale de (VI) définie le Jong d’un

Fig. 5.

a +1

rayon OA de & par une caractéristique de premicre espéee dont la
constante fondamentale s, satisfait aux conditions

$ .
R (—3> o ol Ss— o FENFE s —0

L

(n entier réel quelconque). A Uintérieur de (&), A(¢) peut étre repré-
sentée de la facon suivante :

Soit d, le point|du plan (T)] d’affixe — is,'|s} | + ne; appelons S,
le secteur dont les frontiéres OA,_, et OA,,, passent respectivement
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-/

. Y. air b~
ard,_, et d,.,. Sulvant que n sera p . Sers esentée
[ n—1 ant q e impair |’ A(2) sera représentée

: - L. . pre . .
dans §, par des caractéristiques de % e % espece; la constante fonda-

mentale de S, sera 52 == 8 — 1 et I'on peut toujours supposer ¢,

M) =2
de module assez petit pour que ! x (L)=% |
{3 (&) =¢,! 70!

tion initiale qui, avec s,, détermine complétement dans S, (quel que

soit la seconde condi-

. e e - ire .
soit n) les caractéristiques de A(¢). Dans un secteur de g e ; espece,
I'équation

g -t —fk=o |

07 —hi=o f

(.n‘ll’onasoiloﬁi :/10§ ‘#oel:o soxl: ‘__oc “‘# ]
) )

admet une double suite infinie de racines; ces racines se rapprochenl
indéfiniment de deux paralléles & deux rayons OA (distincts ou con-
fondus) qui coupent la droite lieu des points d, en des points d tels
que a’d,l:: w; et les distances de deux racines conséculives tendent

22 ‘ . . . . ,
vers Q_ - Quant (x: ‘ :-, il tend vers une limile bien déter-
o.
., ‘0'11‘ (4> T LS D <1
minée bo i uuuspondant.x s, par ) si I'on s’éloigne parallele-
all .

ment & une (lweclion de S, distincte de 04,_, et OA,.,, et cela pour n
5 Par . Jans cette méme hypothese, I'équation
{ impair v
’ a—/k=o0 4
.

lJ—A-_M

- I ety O oty ‘ ‘
lou lon a : ;,' LT ;] admet parallelement & 0A,,, une double
| =t Ll dpa

infinité de racines 2 des intervalles qui tendent vers ()a’
n-+1

On peut dire aussi qu’a intérieur de chaque secteur, I'intégrale est
asymptote i une solution convenablement choisie d’une équation

[ e=)2P(2) |
| eie= POV
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ou le polynome ; Eg; :, qui dépend de s,, varie avec chaque secteur.

Jinsisterai enfin sur deux propriétés de A (z) qu’on vient de décou-
vrir et qui semblent particulicrement remarquables : I'une est la
pseudo-périodicité de I'intégrale le long de tout rayon OA de &; ¢’est
une propriété approchée (ou asymptotique) ('). L’autre est caracté-
risée par la relation s,=s, — n; c’est ce qu'on pourrait appeler une
propriéte-limite exacte. Dans un autre travail, consacré au probléme de
Riemann, je montrerai qu’elle tire sa véritable origine des propriétés
classiques des équations différentielles linéaires.

52. Nous allons examiner maintenant les cas que nous avons du
laisser de coté jusqu’ici; commencons d’abord par celui ow s, est réel.
Pour le traiter, procédons par continuité : imaginons que le nombre
complexe s, varie en tendant vers une valeur réelle s,, positive par
exemple. Si lonas,>1, les frontiéres du secteur S,, et de tous les
secteurs inférieurs S_,, S_,, ... tendront toutes & se confondre avee le
demi-axe imaginaire négatif; par suite, lorsque la partie imaginatre
de s, sera devenue assez petite, lous les secteurs précédents seront sortis
de la région (&). ll n’existe donc aucune caractéristique (de premicre
espéce, par exemple) correspondant i une valeur réelle s,, de module
supérieur & 1; et la méme conclusion s’appliquerait pour s,===1.
Mais, quel que soit le nombre réel s,(i== == 1), il existe certainement
deux valeurs consécutives de 5s,=s, — n (d’indice négatif dans le cas
précédent, s, > 1) qui sont compriscs entre — 1 et —+ 1. Et, en procé-
dant comme tout & I'heurc, on voit qu’il existera surement deux sec-
leurs adhérents, soient S, et S,_, qui, d un certain moment, finiront par
recougrir loute la région (&). Donc, dans (&), {’intégrale sera repre-
senlée indifféremment par un développement de premicre ou de deuziéme

(1) Cette propriété permet de considérer dans le plan (T) la singularité
T=w, [R(T)<o0]

comme la superposition d’'une suite de singularités essenticlles distinctes, d’allure nette-
ment définie, et qui sont mutuellement solidaires en vertu de la seconde propriété.
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espece ; et, le long de tout rayon OA de (&), elle sera de I'ordre de ™,
en désignant par s, celle des deux racines de s3 qui est positive.
Actuellement, le théoreme du n° 48 sera donc en défaut, ainsi que

les développements du n° 50; il faudra les remplacer par I'énoncé sui-
vant :

Si s est l‘cel et compris (au sens strict) entre — 1 et +1, %, PN

% — &, et o — o, tendent uniformément vers zéro dans (&); dans cetle
région, le point T= n’est, au plus, qu'une singularité iranscen-
dante de U'intégrale, qui d’aillcurs peut étre représentée par un déve-
loppement (') procédant suivant les puissances de ¢ et ¢ [et conver-
geant dans la région correspondant & (&)]. En particulier, pour s
rationnel (£ 0), £=o0 est une singularité algébroide de la branche
d’intégrale considérée.

On voit d’ailleurs directement que, pour s =0, ¢=o0 est une singu-
larité transcendante de I'intégrale, A(z) ¢tant de 'ordre de log™2t ou
de log='z (*).

Bien entendu, le passage & la limite que nous venons de faire a
besoin d’étre légitimé; on y parviendrait en établissant (grace aux
développements de la premiére Partie) (*) 'existence d’'un nombre
positif R, jouissant de la propriété suivante : pour |z,|<<R,, les carac-
téristiques (de premiére espéce, par exemple) définies par les condi-
tions initiales (¢, =24, et 5(0) =s, [avec |5, — §,| <71, ou s, est réel
et de module inférieur & 1] sont surement convergentes dans la
région (& ).

Le théoréme précédent comporte d’ailleurs une autre conséquence
mportante que nous utiliserons prochainement (n° 55, p. 339).

53. Passons maintenant au cas ol l'un des s,, soit par exemple s,,

coincide avec 'une des valeurs exceptionnelles o <ou c). A cet effet,

(1) Pour le prouver, on établirait qu’il en est ainsi de chacune des fonctions »;, 12; qui
fizurent dans les approximations successives (cf. la note de la page 287).

(%) On suppose @ —+ & + ¢ -+ d -1 et 40 -1 non nuls & la fois; et alors, 2(¢) ne peut
pas étre holomorphe pour ¢ = o.

(3) Poir notamment les n* 11 et 16.

Ann. Ec. Norm., (3), XXXIV. — NOVEMBRE 1917.

£~
w
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nous rechercherons d’abord comment, dans le cas acluﬁel, on I)Clllt
représenter l'intégrale dans (&); puis, en vae d’une apphca}tlon‘ ulté-
rieure, nous ferons tendre s, vers o (par exemple) et nous étudierons
comment s’effectue le passage i la limite.

Posons toujours ¢ = ¢e?, et tragons le rayon 04, cm:respondant
(n° 47) 4 O supposons, par exemple, que * tende vers zéro sur tous
les rayons OA inférieurs & OA,. Done, pour toutes les \faleurs’ (%e $ d%l
type ¢ — n(n > o), ¢’est-a-dire pour tous les secteurs S, supérieurs a
0A,, l'analyse des n° 47-51 restera toujours valable; et elle le ser
encore pour S,, demi-secteur supéricur de S,. En conséquence, sl
P'intégrale est définie par une caractéristique dont le support 0A est
supérieur 2 O4,, nous saurons I'étudier dans toute la région de (&)
supérieure & OA,; reste la région inférieure.

Or, d’apres le n° 20, nous savons que les développements de pre-
miére espéce qui convergent dans S sont encore valables dans un

secteur partiel de S, ce nouveau secteur S; étant assujetti & la con-

4 U \ d . ) : .
dition 50 < 13 de plus, dans S, p. -~ T et (—i-’i— — 1 sont arbitrairement

petits pour r, assez petit; et, enfin, on a actuellement (")

= SRR
t=o et };——2<lz,+/z._,)'_'/¢’

d’ou
(106") P =t = (A5 — At ) et = Aet.

De tout ceci, il résulte donc que, dansS!, £°7(h — /) et o='¢'=°N,
tendent uniformément vers la méme limite : — A%¢,”(A;'—/—"); en
définitive, dans S., notre intégrale peut étre indifféremment représentée
sott par des caractéristiques du type général, soit par les caractéristiques
du type exceptionnel formées au n° 28, la constante arbitraire A de ce
numéro étant prise égale & — A*(A;' — A—*)4;°. Des lors, les caracté-
ristiques exceptionnelles que I'on vient d’obtenir permettent de repré-
senter notre intégrale sur tous les rayons du secteur exceptionnel X,
inférieur 3 OA,.

(1) Cf. n° 47.
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Rien n’empéche d’ailleurs qu'une méme intégrale ne présente dans &
deuz secteurs cxceptionnels X' et ' (d’espéces distinctes ou non),.
limités respectivement par les deux frontiéres OA’” et OA” de &K, et
séparés par un certain nombre de secteurs de types généraux.
Nous en verrons un exemple trés simple au début de la quatriéme
Partie (n° 56).

54. Ainsi done, dans le cas ol s,= g, le point T = = doit étre con-
sidéré [dans (&) comme étant formé par la soudure d’'un point trans-
cendant et d’'un nombre de points essentiels clémentaires (') d’autant
plus grand que & sc rapprochera davantage du demi-plan & (T) < o.
La représentation de I'intégrale apparait donc actuellement comme
plus complexe que dans le cas général étudi¢ au n* 47-51 : pour
approfondir I'origine de cette complication, nous allons étudier la
représentation de I'intégrale lorsque s, tend vers s, et ceci nous
aménera  préciser les résultats énoncés aux n° 13 et 14.

Le nombre positif v du n° 9 ayant été fixé une fois pour toutes
faisons tendre s, vers 5 h,— A, tendra vers zéro. D’aprés le n° 13
nous savons alors que pour s, — ¢ assez petit, il existera dans S, une
bande w, limitée par deux paralléles a la direction y = 372—5 — Gy €t
dans laquelle il nous sera interdit de calculer I'intégrale par des
développements de premiére espéce; s, — o tendant vers zéro, cette
bande s’élargira de plus en plus, et, & la limite, pour s,—oc=o, la
bande aura fini par recouvrir tout le secteur X inférieur & une
droite O,D, (/frg. 4, p- 263). Or, d'une part, pour s,— o =0, nous
savons calculer I'intégrale dans Y, et, d’autre part, pour s, — o trés
petit, mais non nul, nos développements antérieurs sont impuissants &
nous fournir I'intégrale dans w : c’est cette derniére étude qu’il nous
faut effectuer pour découvrir 'origine de la singularité transcendante.

Dans la discussion qui va suivre, nous supposerons /2 == 1 et o, ces
deux cas se ramenant a celui de 4 quelconque par les transformations
dun°29; de plus, nous laisserons de coté le cas de £ =0 = ¢, dont
I'examen direct n’offre pas de difficulté (*); enfin, nous supposerons

(1) Cf. la note de la page 328.
(2) Cf. n° 25.
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o h, ce qui est légitime, puisque I'équation A—/A=o0 n’admet pas de
solution voisine (et distincte) de zéro dans la région (¢) correspondant
au secteur X.

Cela étant, soit ';]J an nombre positif, inférieur & 7 et que nous
ferons tendre vers zéro, 7 restant toujours fixe; en vertu des hypo-
théses précédentes, on pourra poser

-.z/a'*@ﬂ?; 4@+ b+c+d—+1)]?
- G0+ 1 ’

(r1g) S§y—o =

(|6]|=1);

mais on a

V(si—a*) (si— ")

/ — o/ ’
by fla+b—+c+d+1)

o et a’* désignant les carrés des expressions (34), et, de plus,

Dy =+ iz2— hyhy=2h—N%;

des relations précédentes on déduira donc d’abord :
hi— = 6226V 5 (= /%)

[ ~ ~
="+ 2/&29\/7) <1 +f2\/;),

hy= lz—-z/ﬁ@\/:_,—(\l——ﬁ f\),

les f;désignant (comme dans toutce numéro) des nombres de modules

puis

(113)

bornés (indépendants de netde 7’); enfin, la quantité ¢, définie au
n° 13, aura pour valeur

(116) c=V 7 (o).
Or appelons D, la frontiére supérieure de w, et D, sa frontiére infé-
rieure; si I'on suppose &(i¢) < o, ce qui n’implique d’ailleurs aucune

restriction, on aura sur D, d’aprés (35)

(117) e = fiy'n (fisz o),
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et, sur D,,
Cet=fi/a  (fio),

’ou, en vertu de (116),

- 1 .
(118) 6"“':fsﬁ (fs70),
(ce qui montre bien que D, s’éloigne indéfiniment quand v tend

vers zéro).
Observons enfin que, sur D, et D, nos approximations successives

étant encore valables, A sera sur ces droites trés voisin de A (pour :]
et r assez petits); donce, s’il en est ainsi, || aura sur D, ¢t D, une
borne inférieure non nulle, /,. Soit alors ﬁ le nombre obtenu en subs-
tituant respectivement 7) et /, & n et |A,] dans (54); prenons un
nombre 7, dont I'image T (fig.6)serasur D, et qui vérifiera la condi-

tion ] t ‘< R; soit A la valeur prise en ce point par notre intégrale.
D’apres (54), les caractcrlsthues de prémiére espéce, que 'on calcu-

lera en p‘u* tant de q au lieu de 7, qui correbpondent aux données

initiales s,, 7 et X, et (ui, par conséquent, appartiennent & la méme
intégrale de (VI) que nos caractéristiques primitives, ces caractéris-
tiques, dis-je, convergeront en général pour tous les points d’un sec-

teur S, de sommet T, de méme orientation que S,, mas qut ne pre-
sentera plus de bande analogue a vs. En effet, on tire de (115)

d —7=—|9V n(r+/sn)

Iy
~
2\/‘{) o 1

Py , ~

d’ou

b

1
AR

la condition (32) sera donc vérifiée, relativement a 7 (choisi suffi- -
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~

samment petit); par suite les seules végions de S ot la convergence
de nos nouvelles approximations ne soit pas assurée sont des

~

cercles <*,',f/), tous extérieurs les uns aux autres, et ou 1'on sait d’ail-
leurs calculer I'intégrale de (VI). En conséquence, nos nouvelles carac-
téristiques nous permettent de représenter I'intégrale en tout point de
la région w’ formée par les points de v intérieurs & S; en ces points
(sauf sur la région médiane de w"), (55) étant applicable, on voit, en
s’appuyant sur (r17), (118) et sur 'équation

() (11 E e & e
(r19) 7 2(/11+/z._,)—_<7\0 /z1>l:<[+2> et 7 ¢ iR

(ue A est trés voisin de A (pour 7 et r assez petits). De plus, w’ établit

~J ~ .
une liaison entre les parties S|, et 8! du secteur S, qui étaient primi-
tivement séparées par v»; on concoit done (u’on puisse maintenant
prolonger I'intégrale dans la région S, ainsi que dans tous les autres

I'ig. 6.
T
Li
o 1
4, S, T B
-
=7
- .- /
A]d ‘\\‘ /
& Y
/%
. !/ "
A / 8 A,

secteurs adhérents. Reste donc & ¢tudier la portion de w extérieure

asS (et qui croit indéfiniment avec vr'); appelons-la ¢, et soit T, le
point de w” dont le correspondant z, a le plus petit module; la largeur
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de w ¢tant égale &
I VI

logZ:

|30| ° 5.

e

=

on a évidemment
VFQZ ',[‘ -+ f'; log%)
0
o - . \ R e . i3 ,
et, s1, par T,, on méne une paralléle & la direction y = -+ celte
droite coupera D, en un point T, tel que

k]

=
1

Ty="Ty+ filogna—'=T + (f: + f;)log
’out, pour le point ¢, correspondant,
~ ‘/_N
(120) é,:O’(i) p (|6'|=1,2>0).
Cela ¢étant, effectuons sur A la transformation (79); je dis qu’on

pourra obtenir une intégrale g(¢) de I'équation (80) au moyen des
approximatious suivantes :

oo = A7 B2,
P -
(rar) Pu+1—— ) == — [lurr'xb(f)iupm t)dl_‘“ —_ / [l+ﬂ'~.”(Pin Pna“t)dt
20/, 20 J,,

(n=o,1,...),
ou les intégrales sont prises le long de courbes correspondant aux

rayons issus de T, dans la région T, TT, + w", et ot A et B désignent
deux constantes arbitraires. En effet, la convergence des approxima-
tions (121) s’établit comme celle des approximations (81); on obtient,
par exemple,

IPOl<IA|"W+|Bl"m(%>m<(|A[+[B])I“"’EC]'”’,

¢ na AP
,f petp de| < &4 2l
4

DI R
les nombres /(') et @ étant aisément calculables, et 'on démontrera

(1) £ est sirement borné, par suite de la facon dont nous avons choisi le point T;.
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que pour 7, < » < r, les approximations (121) convergent régulicre-
ment vers une intégrale de (VI). Dés lors, notre probléme sera résolu
si nous parvenons a prouver, d’une part, que cette intégrale coincide
avec celle que nous voulons étudier, et, d’autre part, que son domaine
de convergence contient vb".

Pour réaliser la premiére condition, il nous suffit de choisir A et B
de telle sorte qu’en T\, A, (2) +¢(¢) et A+’ prennent respectivement
les mémes valeurs que A et 2’; calculons done A(¢,) et X' (7).

Or, on a d’abord, en vertu de (119),

hi/1 1 1 1 T\* . SP—

'*3<7Z+E>“h<70_771> [<l+5) ozl LJ

l(_.l__ + ! + 1 L C)"! S, Cz -S.U. ’
a\ly I, <7\0 /zl> <]+§ e +—/Te "

2—h=

mais, d’aprés (115), on a
hf1 I ~
() =at
tenons compte de (55), et il viendra

I

i
My —h=fya—n? <;'—U -—z><l—|—_/'m&/ -n)(r+f1, I‘) Ly,

puisque, sur (D,), le crochet se réduit sensiblement i e*', d’aprés (116)
et (117). De méme, en dérivant (119), on trouvera

| ~ ~\
LN () =— /Lzso<7_‘- - 7%) <l +f12\/;>(1 + fi3 ") Lgoly.
o

Cela étant, désignons par A, et A, deux nombres bornés introduits
par (79); la coincidence des deux intégrales en ¢z, exigera les relations

A+DB = (‘\'t‘_’_f”?;)[f'“
— N2 <7I— _-/l—\\)<[+flo\/::)([ _}_‘/'“’IV_I)’/‘_,_S‘J l.\i,,—f;" .
-0 L)
(122) "/ ] |
(A —B)= Ayt

1 ~\/( ~y ]
S (T - /L> CTRV) L ey Pt e
Lo L
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Or on peut prendre (')

~ , 1~
l :0‘/10"72 " (leﬂl:I)’

ce qui est bien compatible avec la condition[ i ‘< R, cette égalité,
jointe & (120), donnera

~ 1
—Ah -
= f“ Ve _)7

d’our, puisque (117) s’applique sur (D,),

/' /O NR

) A 0 ~ ~y

lzll—‘salz-_?_l__(Tn_) .ﬂm<f”.,‘m;
FUE N /

s \ g ~
o VPO 4 — 0T
en outre, d’aprés (x14), 1 5 = /11, de sorte que

R ( /i \/;'7)/'“;5/7

tend vers 1. En définitive, les équations (122) montrent donc que
A+ Bet A — Brestent bornés; dés lors, on sera sir que les approxi-
mations (121) convergent dans w”: & condition de prendre r, inférieur
au plus petit R, des nombres r; définis plus haut, et que ’on obtien-
drait en donnant & A et Btoutes les valeurs possibles (bornées comme
il vient d’étre dit).

Du méme coup, nos deux questions se trouvent résolues par I'affir-
mative; et, comme, de plus, on montrerait sans peine que, pour r,
assez petit, la fonction-limite p(z) des approximations (121) reste trés
petite en module, nous pouvons affirmer maintenant que (pour r, et
s, — o assez petits) | A — /4| est trés voisin de zéro dans toutela région v’ :
ainsi se trouve expliquée l'origine de notre singularité transcen-
dante (*).

55. Pour terminer cette troisiéme Partie, nous allons démontrer

(1) Rappelons que m est I'exposant qui figure dans (54).
(2) On montrerait sans peine que, si so— o tend vers zéro, le developpement (121) tend
uniformément (pour r assez petit) vers le développement (81).

Ann. Ec. Norm., (3), XXXIV. — NOVEMBRE 1917. 43
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une proposition qui trouvera une importante application dans un

Mémoire ultéricur consacré i la solution du probléme de Riemann.
Nous dirons d’abord qu'une branche d’intégrale (') de (V1) a pour

paramélre £ dans le domaine de [’origine, si 'ensemble des détermina-

. logé . . JP .
tions de 2—7‘;—;’— coincide avec ’ensemble des valeurs s, définies au n° 51;

plus briévement, nous dirons méme (ce qui ne préte ici & aucune
équivoque) que 1{¢) a pour parameétre 5. Cela étant, le théoréme que

(3]

j’ai en vue peut étre énonce de la facon suivante :

Sotent e et v deux nombres positifs arbitrairement petits, el (&) larégion
qui a é1é définte au moyen de v’ au n° 45 ; il existe un nombre positif R,
qui ne dépend que de a, b, c, d, <, ' et qui jourt dela propriel€ suivante :
toutes les intégrales de (1) qui ont pour parameétre ['un quelconque des
nombres Esatisfaisant a la condition

(123) s<l’cﬁl<%,

el qui prennent en un point i, la valeur arbitrairement choisie 1.,
peuvent éire représentées par des caractéristiques dans la région () cor-
respondant & (&), et cela sous la condition que lon ail |t,|==r,<R,
(et, en outre, |5 — €™ >¢, si g est une valeur exceptionnelle réelle).

La démonstration détaillée ne présente auncune difficulté apres les
développements précédents; aussi, nous nous bornerons aux remarques
sulvantes :

- e“”"‘f> cet]s — e | > ¢
(0w s, est réel ); nous sommes alors dans le cas général des n> 47-51;
(R ) sera recouvert par une alternance de secteurs d’espéces distinctes,
et dans V'un d’cux, soit S;, on pourra calculer en fonction de £ la

Supposons d’abord |5 — e*™7| > ¢,

valeur de o, ou o,, qui, d’aprés (123), sera bornée supérieurement.
Cela étant, observons qu’on peut établir pour les développements
de deuxiéme espice une formule analogue & (54); ainsi, pour

(1) Cest-d-dire 'ensemble des déterminalions de %(¢) que lon obtient quand ¢ varie
d'une maniére quelconque sans franchir une coupure qui joint deux des singularilés fixes
de (VI) (ici 1 et ).
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ry< R, 'q;‘ ";\‘;‘ , ¢'est-d-dire pour |A,| inférieur & une quantité suffi-
samment petite 1", et en outre, pour r, inférieur & un nombre tixe R,
plus petit que 1, notre intégrale pourra surement étre représentée par
des développements de deuxiéme espéce; mais, pour |k, [>7,
la formule (54) fournira un nombre R,, tel que, pour r,<<R,,, I'inté-
grale puisse ¢tre représentée par des développements de premiére
espece. ‘

D’autre part, pour [£ — ™| < ¢, le théoréme du n® 52 fournit un
nombre R,; analogue aux précédents. Enlfin, pour |E—e”‘""§<s

*
z 2L
c—e

*
(011 pour < a>, St G (ou o‘) est complezxe et v assez petit,
nous savons que ladécomposition de & ensecteurs comprendra toujours
des secteurs non exceptionnels. En se placant dans ces secteurs, on
raisonnera comme plus haut, et, d’aprés le n°® 54, nous saurons cal-

. M
culer un nombre RM<R0',) tel que, pour 7~0<l{(,,,<1{0.,), Pintégrale
puisse ¢tre calculée dans zout le domaine & (y compris les secteurs
exceptionnels ou tendant vers des sccteurs exceptionnels). Dés lors notre
théoreme est démontré; R, sera le plus petit des nombres R,,, R,

Ry o (Ry ).

Supposons maintenant o réel; dans ce cas, il n’existe plus-de see-
teur du type général ('); les développements (81) convergent dans
toute la région (&), et I'intégrale tend uniformément vers 4 dans
la région (&). Dans ce cas, nous ne savons pas calculer une intégrale
répondant & la condition A(z,) = A, olt A, est un nombre choisi arbi-
trairement. Ce cas appelant de nouvelles recherches, nous Iavons
réservé dans ’énoncé (ainsi que les cas voisins), bien qu’il nous
paraisse vraisemblable que la restriction ainsi introduite puisse étre
complétement levée (2).

(1) La méme circonstance se produit pour les caractéristiques du type excoptionnel ct
de la deuxiéme sorte.

(%) Au préalable, il fandrait étudier le prolongement de l'intégrale hors de la région
olt nous avons élabli la convergence des caractéristiques qui la représentent; voirla
note (2) de la page 276 (n° 23). -
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QUATRIEME PARTIE.

56. On sait qu'il existe deux cas ott I'équation (VI) posséde des inté-
grales réductibles aux fonctions classiques; déslors, il est toutindiqué
de rechercher si les résultats obtenus dans ce Mémoire se vérifient
dans les deux cas précédents. Effectivement, c’est bien ce qui a lieu,
comme nous allons le montrer dans ce numéro et dans le suivant.

Commengons par le cas le plus simple. Les quantités r,, r(, r, et r,
étant définies comme aux n® 25 et 32, on a tout d’abord :

) . 3 )
a=ri—rg b=r?—ry, c=rt—ry, a+b-+c+d-+=ri +r.;

A 7 4
d’autre part, on sait (*) que pour
(124) Vo= ry-+r;—+ "“‘:é’
c’est-d-dire pour
a+b+c+d4+1=(ry+ ri+r,—i)?
Péquation (V1) admet toutes les intégrales de I’équation de Riccati

t(L—0) 1 aryg—1 2r, —1 ar,
-G =0 7 T Ti=¢

(125)

Or I'intégrale générale de (125) est donnée par la formule

t(t—1) o’
2(ro+ri+r,—1) o’

(126) A= 1(—

O désignant une solution quelconque de I’équation hypergéométrique

(-)7’_g<'°+ ry—1 " rye- f',-—-l)@,_l_ 2(2r;— 1) (ro+ri+ri— I)Q:o;

L {—1 t(t—r1)

(') FPoir, par exemple, Thése déja citée, p. 111.
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dans le voisinage de 'origine on pourra donc écrire [sauf peut-étre
pour 2(r, - r,) entier |
(127) 0 =A0,+ Bprt2rn-10,,

A et B désignant deux constantes arbitraires, et ©,, 0, représentant

deux fonctions (hypergéométriques) holomorphes pour z = o. Enfin,
on trouve aisément pour les intégrales de (125)

( (L —1
s /01,(4——1)—i—tﬁa/'l/"[»-;—r',—()—__z—)y
( =mary (L —1)+2rrd —rg(h—1)—rih—r(h 4+ t—1).

Cela étant, supposons 2r,+ 2r,—1 complexe et AB=£o0; si T
s’éloigne indéfiniment dans (&) de telle sorte que [£*77*"~'| tende vers
Uinfini, les formules (126), (127) et (124) montrent aussitot que
tend vers la valeur

7 - 2(]"“ —+ I'I)
T ar, -1
Mais d’apres (128), on aura alors «y=— 27,7, d’ol, pour I'une

des valeurs de s, Uexpression s = 1—ar, — 2r,= 2(r.+r,). Dés lors
les formules (68) et (69) montrent aussitét qu'on a s = ¢ et A = A;
on est done dans un cas exceptionnel (de premiére espece); etle champ
ol nous devons faire mouvoir T pour que #° tende verszéro coincide évi-
demment avec le secteur exceptionnel X, défini au n® 25. Enfin, dans le
cas actuel, il est bien facile de faire le prolongement de l'intégrale
dans tout le demi-plan & (T) < o : ainsi, lorsque T s’éloigne dans une

- x * .
direction OA telle que # reste fini et non nul, A, X, o et ¢ deviennent
indéterminés; et si T s’¢loigne de telle sorte que ¢~ tende vers zéro,

. X Y 27 1 L.
A tend vers zéro, et A vers la valeur ('), A= Fr_o-———)’ équivalente
:'1(68). Dans les mémes conditions, o tend vers Oy == — 2P Ty~ Ty=+ 7,

et 'on a bien s = 5+ 1. Les nouvelles directions qu’il faut imposer a T

*
appwtiennent a un secteur exceptlonnel de deuxieme espéce X séparé
de X par le rayon OA; et, actuellement, rien n’empéche de considérer =

(1) rh=1-—r; désigne la seconde racine de I'’équation caractéristique de Ey) pour z = ¢.
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et X comme limités respectivemen! par les deux denu-axves imagr-
naires & (1) =o.

Pour A = o, et pour B=o, on obtiendrait deux intégrales holo-
morphes pour /= o0; la premiére est une des deux intégrales A;(¢)
dont nous avons montré I'existence au n° 27; la seconde, qu’on pour-
rait désigner par l.((l), joue un role analogue dans la théorie des
caractéristiques de deuxiéme espéce.

Laissons de coté le cas ol 2ry, -+ 2r,—1 estréel (entier ounon),
mais non nul, la vérification n’offrant alors aucune difficulté; et
passons au cas, plus intéressant, ot 'on a 2r, —1=0=2(r,+7,) — 1.
On a alors s=0=vy4b+1 = V4(« + b+ ¢ +d+1); nous sommes
done dans le cas des caractéristiques exceptionnelles de la premitre
espéce et dela deuxieme sorte, et il doit y avoir des intégrales holo-
morphes pour £=o0 el prenant en ¢=o0 une valeur arbitraive 2,;
effectivement, ’équation (125) s’écrit alors

(t—1D)N=2r,(A—1);

son intégrale générale est A=1+ (A, —1)(1—2)** ('). De méme,
* i

pour 27,==1=2r, on trouvera s =o0 =\/ja +1 =yjc-+1; on esl
donc dans le cas des caractéristiques exceptionnelles de la deuxi¢me
espece ct de la deuxicme sorte; les intégrales obtenues doivent étre
telles que A : 2 soit holomorphe et prenne & l'origine une valeur arbi-
traire; et, en elfet, I’équation (125) s’écrit dans ce cas
t(t—1)7' 21y — 1 ]
).uf—l)(l—-u =S

son intégrale générale est

/ x

. -*__ \ gy EY
‘= anm e o0 =R g a—om (o)

(1) Il semble done qu'on ait obtenu une caractéristicque exceptionnelle de la premicre
espéce et de la deuxiéme sorte, s’annulant en ¢ = o, ce qui serait contraire & notre
théorie; mais il est facile d'expliquer ce paradose. Car une équation (VI) qui posséde des
caractéristiques de la premiére espece et de la denxiéme sorte prenant en ¢ = o la valeur 7,
posstde aussi, (en général) une caractéristique de la deusiéme espéee et de la premicre
sorte, holomorphe et nulle en ¢ = o. Mais sauf dans un seul cas, qui est précisément celui
de l'exemple actuel, il est impossible d’oblenir cetle intégrale en faisant X, = o dans
la famille précédente.

*
(%) Pour Xy = », on ferait une remarque analogue a celle d e la note précédente.
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Le deuxitme cas que nous allons étudier est beaucoup plus instruc-
tif = aussi bien, il fournit un exemple (unique jusqu’a présent) ol
lon sait exprimer par des fonctions classiques l'intégrale génerale de
I'équation (VI) (et non plus seulement, comme tout a I'heure, une
tamille d’intégrales dépendant d’une constante arbitraire).

- , . R v . 4 ] .
57. Dans I'équation (VI), faisons « = b = ¢ = d = — —; nous obtien-
-

drons une équation que nous désignerons par (VI,), et qui s’écrit

- 1 /1 ( | e (1 X TN ., 7(% —1)
Vi) 1'e=— (.—«-—.‘—. + = )/."— ——t ) A — .
(Vo) 2\l L —1  L—t, < ) + aUl(t—1)(1.—1)

Cette équation s’integre de la facon suivante. Appelons o(y, ) la
fonction elliptique de y définie par U'inversion de I'intégrale

%

L ds .
J= \’/ﬁsis—x)(s—z)'

N w

el posons

> ds ~! ds
(r29) o= - — — )y = /
9 : '_/Z \r,’,:.(;——[)(.:—[) ) \/.’;3(:-—1_)(:-—{)’

de sorte que 4 admellra 2w, et 2w, comme couple de périodes primi-
tives. Cela étant, I'intégrale générale de (VI,) sera donnée par la for-
mule ‘

(130) h=o(2A 0+ 280, 1),

ou A, et A, sont des constantes arbitraires ('). En vertu des valeurs

(1) L'équation (VIp) a été formée pour la premiére fois (A la notation prés) par
M. Emile Picard dans son Mémoire couronné (Journ. de Liouville, 4° série, t. V, 188,
p. 298-300). Quelque temps aprés, elle était étudiée (sous sa forme actuelle) par
M. Painlevé (C. R. Acad. Sc., t. 447, 1893, p. 686, et Lecons de Stockholm, p. 307, 599 )
(jui montrait que son intégrale contient les constantes sous forme essentiellement trans-
cendante ; I'équation (VI,) figure encore dans le Zableaw des équations & points critiques
fizes, publié par M. Painlevé dans le Mémoire des Acta cité & la note (2) de la page 1.
Enfin, elle a été étudiée par M. Richard Fuchs & propos de la résolution da probléme de
Riemann pour l'équation (Ey,) du n° 4 (Math. Ann., t. 70, 1911, p. 525), mais sa
méthode peut étre notablement simplifiée.
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choisies pour @, b, ¢, d, (VI,) possédera des caractéristiques du type
général ou du type exceptionnel, mais de la deuxiéme sorte; en parti-
culier, on doit pouyoir vértfier sur cet exemple la décomposition de (R)
en secteurs; ¢’est bien ce qui a lieu, comme nous allons voir.

Tout d’abord, on peut évidemment choisir dans (x29) les détermi-
nations des radicaux de telle sorte qu’on ait (avec les notations clas-
siques) :

VAT i .

(131) 2o, =7 F (—2-9 = I;t):ﬁ[r-}—t»f,(t)],
&) ) diloga ;

(132) r:ﬁ:—'_—rlogt-%—l——ri——i—l—l—tjg(c),

les §; désignant (comme plus loin &, et &,) des fonctions holomorphes
pour £ =o0; on tire de Ia

s y=emrm L,
On a, d’autre part,
(r34) P = '_-5:_‘ + Py

et de plus, conformément & (129),

o 1-+¢ 2—1{ T ¢ 2L —1 I+ ¢
135) e=1— T =200 = LEEZ2L,

Cela étant, nous nous appuierons sur les formules suivantes (') :

n T\ 1
(136) pma)y=—=+ (— ) ——
o 20, /) sin*rwa
+
T 22 n gn
— 2| — —_— C0sS 2T N 2,
[ON ]_(/-"
n=1
“+w
My T\’ ng”
(137) Plam; x4 6y) =— — — 2 — Z-—-———/—.,—coszrcna',
: 0)g 6y I — "
n=1
-+ oo
2T q" .
(138) L(20,& + o)) — 20, & — Mg== — —-—i—_,—smzmzx.
o)y I — g*"
n==1

(1) Poir, par exemple, Traité des fonctions elliptiques et de leurs applications, par
G. Halphen [t. I, Paris, 1886, p. 426, formules (32) et (34)].
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Comme, d’aprés (133), on a |¢|<< 1 pour |¢| assez petit, la conver-
gence de (136) sera assurée pour
(139) Rli(rE=2)] <o,
et, celle de (137) et (138), pour

(140) Rli(rEx2z)]<o0;

mais, puisqu’on a |¢|< 1, (139) est une conséquence de (140) qui
suffit donc a assurer la convergence des trois séries précédentes.
Exprimons enfin que le second membre de (136) ne contient pas de
terme indépendant de x; il viendra

~+ o

' 3 T\ g ngn I
(141) = T (X 2‘—/;,—:-—1—55‘:,(!).
W 12 6)7 ®, — gt 3

n=1

Revenons maintenant i notre intégrale; pour la représenter par le
procédé précédent, il suffira de poser

on aura done

+
i L 4n g2 A _ ?
> gsin?ﬁ(A,—J;—Ag':) Zl = coszmz(.\,-&-Ags)s

Il viendra de plus, en dérivant ¢ par rapport & ¢ :

Hi—1)y = t(t—1) _,__'./? t(t—1)ds
T eV o= 2) GooviG—ni—10

. t(t—1)N 1 (e—e) (e—er)
VRO =D0 = 2/, Py—e  °
(L —1) N

— é[c()"‘" 0y) — M+ e )],

VRO —1) O—0)
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—

d'ot, d’apres (135), (138) et (141),

t(e—)
VAMA—1) (h—t)

(113)

2 = .
=(e—1) (24,0 +2A50,) + ¢ [, -+ T, (Z)jl(:\l 0 =+ Az )
- bl

-+ %
— n
— N7 _sinarn(A+ A,7).
)y e | — 2"

n=1

On a enfin, d’aprés la premiere équation (1),

=) 7.(7.-—1)().—[){ i . 1 :l
TG =n0o—0 4 G—n (=
o e=nrar o at— LL—r)
TG00 =07" 3 Lo —10)

mais

— 1 ¢, — e, —_
1(71 1 (ey—ey) (e e‘):p(_)'—}—m._,)—e._);

— Py —e,

il viendra donc, en vertu de (135), (137) et (141),

(L —1)22"2 I 1 1o
2 == < ‘ — g4l g — 7L
(144) To—no—n FT s
o+w
=2 n n
- Z T-L/-T,Ecos a 2f( A, + A, 7).
207 — "

7=l

Les formules (142) & (144), jointes & (131), (132) et (133), ainsi
qu’aux conditions (139) et (140), vont nous permettre d’effectuer la
vérification annoncée. Tout d’abord, pour|¢| asscz petit, (140) peut
s’écrire

(145) R[(1=2A,)]logt] << o;

et si¢ tend vers zéro en satisfaisant i cette condition, les sommes des
séries figurant dans (142), (143) et (144) tendront aussi vers zéros le
premier membre de (143) tendra donc vers la méme limite que

—t(2A 0+ 2A,0)),

c’est-d-dire vers A,7; donc, d’aprés (144), si ¢ tend vers zéro ou satis-
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fait & (145), o tendra vers oy = — A2 — > et 'on en déduira
2 2

2

B

=4a+bfc+1—jag=—1— jo,=4A

Supposons A, =~ o0; on pourra prendre s = 24, ; et avec les notations
dun® I pour s et loge, (145) s’écrira

cosy = cos(y+0) <<o;

nous retrouvons donc la condition (25) avec w =13 et, par suile, la
région du plan (T) ol convergent les développements précédents
coincide avec I'un des secteurs S, dun® 51, soit, par exemple, S,. Mais
la formule (142) montre aussitot 'allure de A dans ce secteur; en
elfet, puisque (145) est vérifiée, les quotients ™7 =4 1 @274 (o1 Jes
signes sont pris de toutes les maniéres possibles) tendent vers zéro
avec |¢]. Done, sur toute direction OA, intérieure & S, (au sens striet),
on peut écrire
14 g

= —————
5“127:(_[\1—}—_‘\27),

. PESTIRY ¢\ = _
/:—--,—(—-—) (142,

ol
4 16

g, el g, étant infiniment petits avee [¢], et le double signe étant chorsi
de telle sorte que £~ tende vers zéro sur le chemin considéré; on voit
aussitot que A est bien de I'ordre de 2°, w étant associé & OA comme il
a ét¢ expliqué au n® 47. On obtient donc déja une premiére vérifica-
tion; allons plus loin. D’apreés (139), la formule (142) est encore appli-
sable pour & [(1 == A,)logt] < o, c’est-a-dire lorsque T appartient au
secteur A, 0A, du n° 11, que 'on construirait en prenant o ==2; or,
avec la notation du n° 51, ce secteur coincide avec I'ensemble des deux
sccteurs (de deuxieme espéce) S—, et S,. Sur la frontiére OA, de S,
et S,, A sera de 'ordre de ¢, sa partie principale étant

t 1 L,

3~ m — 4q*cosam (A + AuT);
sur les autres rayons de S,, A serade 'ordre de — 4¢*cos* (A, +A,7),
¢’est-a-dire de Vordre de 2=, le signe étant facile & déterminer, ct
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nous vérifions ainsi les résultats des n° 47 et suivants. Et ce n’est pas
tout; dans les autres secteurs S, (|z|> 1), (142) n’est plus applicable;
mais, en vertu de la double périodicité de 2, il sera aisé de calculer
'intégrale dans les secteurs S,,—, San €t S,ury. On a, en effet,

2=o[2A;m,+ 2(Ay— n)wa, ],

done, sans changer X, on pourra associer a toute direction OA de & [et
méme du demi-plan &(T) < o] un nombre entier réel » tel que I'on
ait sur OA ,
MAi[1=2(A,—n)]logt| <o

pour | z] assez petit (*); et la théorie précédente sera encore applicable
aprés substitution de A, — n 4 A,, c’est-d-dire de s,==s5 — 2n & s,=s.

Nous laisserons le lecteur compléter cette vérification en discutant
les variations de o et A a I'intérieur de ces différents secteurs; pour
terminer, nous ajouterons une remarque relative aux cas de s =o et
de s =1. Pour s = o, l'intégrale doit étre représentée par des caracté-
ristiques exceptionnelles de la premiére espece ct de la deuxicme
sorte; il doit donc y avoir une infinité d’intégrales holomorphes
pour = o et prenant en ce point une valeurarbitraire, 2,(== 0); ¢’est
bien ce qui a lieu, puisqu’on a alors A, = o, d’olt

=0 (2A 0, t) et do=9[2A,0,(0), 0] =sin"2wA,.

. R * . , .
De méme, pours =1, on a s=o et I'on doil retrouver des caractéris-
tiques exceptionnelles de la deuxieme espéce et de la deuxiéme sorte ;
effectivement, on trouve alors

-+t (es— &) (eg— €;)
r=o(2A, 0,4+ 0, :-l———-—i—e» - 32 !
.( 10 2 L) 3 s+ P(2A100) — ¢

d’olr
1= o(2A,0,, ¢) mil
@(2Al&),, t)y— ¢

de sorte que, ¢ tendant vers zéro, A tend vers cos*=A,.

58. Pour terminer, je dirai quelques mots d’un Mémoire publié¢ par

(') On montrerait aisément que O A appartient & Ssn—q, Sa, 0u Sgp-rq.
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M. Richard Fuchs dans les Mathematische Annalen ('); ce Mémoire,
auquel j’ai déja fait allusion dans I'Introduction, a pour objet la repré-
sentation de I'intégrale générale de (VI) dans le voisinage de l'ori-
gine; mais, comme je vais le montrer, ses résultats sont, tous, com-
plétement inexistants.

Tout d’abord, M. Richard Fuchs prétend que, A(z) désignant I'inté-
grale générale de (V1), X et ¢\ tendent vers zéro avec t (*). Or, com-
ment obtient-il ce résultat qui, s’il était exact, aurait une portée
considérable, et qui, au surplus, serait incompatible avec ceux de
notre premiére Partie ? De la facon suivante : il commence par supposer
que I'équation (VI) admet des intégrales h(¢) qui tendent vers zéro
avec ¢ (ainsi que ¢zA"); partant de 1a, il s’efforce de prouver qu’il existe
une infinité d’intégrales jouissant de cette propriété; et comme,
d’antre part, ces intégrales ont ¢té obtenues en partant de deux con-
stantes arbitraires (*), il en conclut qu’elles coincident avec l'inte-
grale générale.

Enoncer ce « raisonnement » suffit & le juger.

Mais, si les résultats du géométre allemand ne sont susceptibles
d’aucune portée générale, du moins pourrait-on supposer qu’il a
obtenu une représentation de certaines intégrales valable sous cer-
taines conditions. Or, nous allons voir qu’il n’a méme pas donné une
solution correcte du probléme ainsi restreint.

L’idée directrice de I'auteur consiste i représenter I'intégrale par
une série procédant suivant les puissances de z et de E=o (ol «
“et v sont deux constantes arbitraires); ainsi done, d’apres lui, le déve-
loppement de A sera de la forme

(146) A= thg—+ 0 +.. . D, 4+ L,

(') Poir la note de la page 241, n* 4.

(2) Observons d’ailleurs que I'auteur ne se préoccupe nullement de définir la loi sui-
vant laquelle il faut tendre ¢ vers zéro; pratiquement, il opére comme si ¢ suivait un
chemin rectiligne.

(3) En fait, M. Richard Fuchs n’a jamais démontré que ces constantes (les constantes «
et v dont il sera question ci-dessous) figurent d’une fagon distincte dans les intégrales en
question; si l'on généralisait sans précaution le procédé de l'auleur, on serait exposé a
de graves erreurs. Ainsi, on pourrait dire que toute équation algébrique f(x) = o posséde
une infinité de racines dépendant d’une constante arbitraire : par exemple, la valeur
initiale que 1'on prend pour résoudre I’équation par la méthode de Newlon.
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— (1 1 o e ) bl
)_"_Qg”’”_*_l" (n+ )—f—...—l—a”_lc_ - a”WT;sII,l-_’L'"‘_If_ijll.ll+lg .

Et, dés lors, nous voici en présence d'un double probleme; d’une
part, il s’agit de calculer les o et les B; d’autre part, il faut démontrer
la convergence de la série (146 ).

Le premier probléme, M. R. Fuchs le résout par la méthode des
coefficients indéterminés; aprés de longs calculs, il montre que le
développement (1406) satisfait aux relations (')

7 ! {
(147) Y.—:~/2+[(y‘lp+ Q)dz+[P(/zf<'-,!1'+quu-;-....
0 L '] ] .

!

N W
[ mza
0 t v

* *
ou P, Q, M sont des fonctions de A, ¢1’ et ¢, holomorphes par rapport
a ces variables sous certaines conditions; de plus, M est une fonction

Iy

[CR NN

(148) =1,

AN

u

linéaire de Z== X 7/

Supposons donc qu’on ait obtenu les et les 8 en écrivant que (146)
vérifie identiquement (147) et (148); pour que la solution précédente
ne soit pas purement formelle, il faudra démontrer la convergence de
la série double (146). Or, pour faire cette démonstration, l'auteur se
place d’abord dans le cas ot

(149) o< R(y) <,

et il emploie la méthode des majorantes. Mais au lieu de former les

(') La méthode par laquelle M. Richard Fuchs obtient ces relations souléve quelques
critiques. Il commence par substituer & (VI) un systéme f= o = g dont toutes les solu-

tions (sauf ) = const.) appartiennent & (VI); et ce sysléme, il le remplace ensuile

parle suivant : g=o0 =/, avec i h =f—Pf+ W ( h—1 ) il est clair que toutes
les solutions de ce dernier systéme vérifieront le systeme /' — P /= o = 2. Or, que fait,
M. R. Fuchs : il se contente d’écrire que la solution de g=o0= /A ¢érific f = o a l'origine
Mais si sa conclusion est exacte, c'est seulement parce que ¢P tend vers zéro avee ¢,
comme une puissance de ¢, en vertu des conditions imposées & ses intégrales; et celle
circonstance aurait dit élre mise en évidence.
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majorantes de (147) et (148), @l majore (148) et sa dérivée par rapport
at:

'

. *, - 'z 1 .

(1d0) . t/.:::[/.:)—%—'/(/.—).u) -4—7 M: de.
2C 0

Or Z [qui avee A constitue la seconde fonction inconnue du systéme
différentiel (*) /'= o = g'substitué 2 (VI‘)],Zﬁgure dans (148)et(150),
et il faudrait diriger les calculs de facon i lui trouver une série
majorante. Mais I'auteur passe ce point sous silence; peut-étre lui
suffit-il d’ailleurs d’avoir ohtenu antérieurement un rombre positif
auquel |Z] reste inférieur; et, sans se préoccuper davantage de Z, il
demande & la théorie des fonctions implicites de lui fournir deux
majorantes pour les fonctions A et A’ déduites de (148) et (150). Or, il
saute aux yeux que le procédé précédent ne peul, en aucune facon,
fournir la suite infinie des nombres positifs qui doivent majorer les «
et les B les majorantes de M. Richard Fuchs n'ont donc aucun rapport
avec celles du probléme. Sa tentative de démonstration appellerait
d’ailleurs bien d’autres critiques; mais ce qui précede suffit & prouver
qu’elle n’établit aucunement la convergence du développement en
série double, déduit de (147) et (148).

Continuons 'examen du Mémoire de Uauteur allemand. Aprés avoir
étudié les cas ¥y =o et 1, il cherche & étendre sa démonstration aux
autres cas ot (149) n'est plus vérifiée; et, pour cela, il remplace
Péquation (VI) par la suivante

(131) z:"—)r-“:)'l-_.I ' + “
L{t—r1) Lie(t—T)
_ayh(h—1)(h—1t)
(2t —1)*
= zz+b+c+d+x—~< -+ >7\i
I 1\ £(t—1)
'*'(\”"'Z>(7.~r> ( ?>u~t)}

olt I'on a posé

[[_[ Vil —1)(h—1) /——I)(/——I)

(1) Foir la note précédente.
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et il cherche & développer la solution de (151) suivant les puissances
croissantes de

Ki=Va+b+c+d—+r, l{,,::\/c—i—-,';-
Or, voici comme il prouve la légitimité de ce développement. Les
termes de la série (146) sont des polynomes par rapport & K,, ..., K,,
soient 2, =P,(%; K,, K,, K;, K,); d’autre part, cette série est absolu-
ment convergente; on peut donc 'ordonner suivant les puissances
des K,'.
Mais ce qu'il aurait fallu démontrer, pour établir une telle conclu-
sion, ¢’était non pas la convergence de la série

o0
Dt Pu(E; Ky, Koy Koy Ky |

n=40

(la seule que I'auteur ait envisagée), mais celle de la séric

-+

(e P, (85 Kl K |, 1Ko ], (Ko D) |

n=90

Il se peut d’ailleurs que le développement de I'intégrale, suivant les
puissances des K;, conduise & des conclusions intéressantes, et I’'on
pourrait peut-étre retrouver par cette voie (') quelques-uns des
résultats de notre premiére ou de notre troisieme Partie. Mais, en tous

“cas, ce développement ne peut étre valable que pour || assez petit.
Or, aprés avoir fait de lui-méme la remarque précédente, M. R. Fuchs
Uoublie un peu plus loin, quand il tente d’établir, au moyen de ces
développements, des relations entre les constantes « et y de la
série (146), relative & ¢ = o, et les constantes analogues des séries
relatives d z =1 et oo (?). ‘

(1) Bien entendu, il faudrait s'appuyer sur ’étude directe de I’équation (VI,) que nous
avons faite au n° 57.

(2) M. Richard Fuchs avoue spontanément que, dans une Communication aux Géttingen
Nachrichten, il avait commis une erreur en annonc¢ant que le développement de A (z) par
rapport aux K; converge quel cue soit z, et que les poles de A(t) sont indépendants
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Dans le méme ordre d’idées, toutes les conclusions que cet auteur
énonce 4 la fin de son travail sur la distribution des racines (') des
équations A = o, 1, 7 ou », sont complétement dénuées de fondement.

Je crois en avoir dit suffisamment pour faire apprécier la valeur du
Mémoire de M. Richard Fuchs.

des K;; c’est sans doute la persistance de la premi¢re de ces deux erreurs qui a entrainé
celle du texte. La place me fait défaut pour en montrer toute la répercussion dans la
théorie des groupes de monodromie des équations linéaires.

() D’aprés M. Richard Fuchs, ces racines s'obtiendraicnt en résolvant des équations
modulaires. D'ailleurs, ce qu’il envisage sous la notation %, c’est 'ensemble de toutes
les déterminations de l'inlégrale oblenues en tournant de towtes les fagons possibles
aulour des trois points singaliers transcendants.

I~
(13
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