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A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

DE

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE.

POUSSÉE DES TERRES :
RECHERCHE DES LOIS GÉNÉRALES DE L'ÉTAT ÉBOULEUX.

PRODUIT
DANS UN MASSIF DE SARLE PAR DES DÉFORMATIONS PLANES,

PARALLÈLES A UN PLAN VERTICAL;

PAR M. J. BOUSS1NESQ.

SOMMAIRE. — î. Cas d'un massif pesant, à profil supérieur rectiligne : équations aux
dérivées partielles de l 'équilibre-limite. — Hypothèses fondamentales de la Mécanique
des masses pulvérulentes (Note). — IL Equations pouvant permettre la déter-
mination préalable de l 'azimut des pressions principales. — III. Cas particulièrement
simple d'état ébouleux, et de poussée des terres, t r a i t é par Macquorn-Rankine et
Maurice Lévy. — IV. Kecherche, pour les massifs et les nuirs à profil rcctiligne, des
solutions du problème de la poussée voisines do celle de Rankine et Maurice Lévy. —
V. Cas d'un mur à plus û;rand f ru i t in tér ieur que n'est celui de la solution Rankine-
Lévy. — VI. Cas d'un mur à fruit intérieur plus modéré, ou môme d'un mur surplom-
bant le massif. — VII. In t roduct ion théorique de certains massifs, hétérogènes quant
à l'angle de frottement intérieur, mais dont l 'état ébouleux se calcule aisément, pour
estimer par défaut et par excès la poussée-limite du massif homogène proposé. ~-
VIII. Solution pratique du problème de réquilibre-linute, pour la masse sablonneuse
que soutient d'un côté une paroi mince, mobile au tour d'une de ses horizontales et
maintenue, par exemple, au moyen d'un fil de tension connue. — IX. Rappel som-
maire d'assez nombruuses vérifications expérimen laies de la théorie. "•-- X. Sur le prin-
cipe de maKimum dû à Coulomb et sur son utilisation pour un calcul approché de la
poussée-limite, dans l'hypothèse d'une forme plane de la surface de rupture.

ï. — Cas d'un massif pesant, à profil supérieur rectiligne :
équations aux dérivées partielles de l'équilibre-limite.

1. Lorsqu'une masse pulvérulente moyennement homogène, telle
qu 'un amas de sable ou de terre sablonneuse soutenu d'un côté par un
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mur, et d'une épaisseur verticale assez modérée pour garder une
densité à peu près constante, éprouve, par sui te d 'un commencement
d'ébranlement du mur, ce genre de rupture qu i lui est propre et qu'on
appelle éboulementy les glissements m u t u e l s de ses couches ou, plutôt
(ce qui en est corrélatif), les deux di la ta t ions p r inc ipa les exirêmes,
l'âne positive, l'autre, négative et sensiblement pareil le, de ses petits
agrégats de grains de sable, atteignent, à partir de l'état isotrope où
l'agrégat, pour même densité, ne serait soumis en tous sens qu 'à sa
pression moyenne, une certaine grandeur {limite d ' 1 élasticité), grandeur
qu'on peut qualifier de dangereuse en ce sens qu'elle amène l 'équilibre-
limite ou extrême dit état ébouleux. Or cet état se produit au tant dans
les parties du massif sablonneux non chargées, ou superficielles, que
dans les parties plus chargées et profondes. Car les déformations des
agrégats incohérents^ même non dangereuses ou élastiquesy paraissent
y dépendre uniquement des rapports des pressions mutuelles s'exerçant
en divers sens, ou, autrement dit, du rapport de la demi-différence
des deux forces principales extrêmes P < , P^ ( toujours négatives ou
consistant en pressions proprement dues) à leur moyenne arithmé-
tique, dont la valeur absolue p = — ^(1^ 4- l\) est aussi, dans le cas
simple (auquel on se borne) des de'formationspleines, la valeur absolue
de la force principale intermédiaire normale aux deux autres, ou au
plan des déformations, et constitue, par conséquent, ce qu'on appelle
la pression moyenne exercée sur l'agrégat (1 ).

(1) Itypot/lèses fondamentales de la Mécaniqw des niasses pulvérulentes. — Quelques
explications me semblent ici nécessaires, sur les hypothèses fondamentales de la Mécanique
des masses pulvérulentes comme est, notamment un las de sable. Ces hypothèses me
paraissent être les suivantes,

t° II existe pour chaque particule d'un tel massif (composée d'une mul t i fcude de crains
sablonneux), du moins quand on la conçoit isolée de ses voisines, un état naturel dans
lequel aucun action ne s'exerce entre ses grains, chacun n'étant alors soumis qu'à la
pression atmosphérique, mais uniquement pour son propre eompte ou sans action des
grains entre eux.

2° La particule peut éprouver, à partir de cet état naturel, d'inmibles ecm tractions.
d'ensemble, moyennement pareilles en tous sens, capables d'y produire entre les graine,
à travers tous les éléments plans menés à son intérieur (mais localôïnent et invisiblement
déviés de manière à ne pas couper les grains), et par unité (Faire de ces éléments plans,
une pression normale commune /?, que nous appellerons sa pression mofennê. Les grains
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On peut admettre comme vraisemblable que, dès le commencement
de l 'ébranlement du mur, la rupture atteindra, à la fois ou presque à la

seront, (Tailleurs, assez peu compressibles, pour que la compression cubique (ou dilei-
tadon cubique négative) de la particule, correspondant à cette pression p , échappe à nos
mesures et soit regardée comme négligeable dans les calculs que l'on a ordinairement
en vue.

3° La particule comporte, en outre, de petites déformations d'ensemble beaucoup plus
sen.nbles ne modifiant pas (en moyenne) sa densité, réductibles à trois dilatations (ou
contractions) principales <) i , 0)3, ^3 suivant trois directions rectangulaires, dilatations
corrélatives à des roulements limités des grains les uns devant les autres et à l'existence,
sur les éléments plans de la particule respectivement perpendiculaires à ces directions, de
trois pressions principales Pi, Pg, Pg, censées positives ou comptées positivement (en
raison d'une habitude des mécaniciens géomètres) quand ce sont des traction.^ mais, en
réalité, toujours négatives^ ou pressions proprement dites, dans les milieux seins cohéaion
considérés.

Par suite; et d'après les lois générales, bien connues, des pressions dans tous les corps,
la moyenne arithmétique de ces trois forces principales Pi, Pa, P;$ n'est autre que la pres-
sion moyenne mémo/.», changée de signe; en sorte que les déformations un peu sensibles
dont il s'agit, qui modifient la figure, mais non d'une manière appréciable le volume, de
la particule, paraissent y inegaliser les trois pressions principales Pi/Pa, ?3 sans changer
leur moyenne — p . Il leur correspond assurément des déformations des crains inégales
dans les divers sens et véritablement productrices des différences P i— Pa, Pâ—P;{, mais
invisibles comme la contraction cubique à laquelle e8t dû/).

4° Le massif pulvérulent, à grains sans actions mutuelles quand s'annulent —Pi , —Ps,
— P;( et leur moyenne p , acquiert au contraire, dès que cette pression p devient positive,
une rigidité^ ou,une résistance au glissement mutuel moyen des couches eontiguës,
proportionnelle à p\ ce qui revient à dire, comme on sait, que le rapport, des différences
P i — P a , P2-—P3 des pressions principales aux doubles différences correspondantes,
2 ( 0 ) 1 — ( ï a ) , 2(^2—()g), des di la ta t ions admet une expression commune m/?, où rn désigne
un coefficient unique^ caractérisant la matière pulvérulente considérée, pru'e à son de^ré
effectif de tassement,

5° Si chaque part icule, à part, comporte, pour la densité qu'elle a, un état naturel où
s'annulent Pi, Pa, Pa avec leur moyenne —p, ainsi que les déformations c)i, c^, ^3, et à
partir duquel c)i, <)g, ^3 restent insensibles, quel que devienne p, pourvu que Pi, Pa, P.-{
conservent leur égalité, il n'en est généralement pas de même d'un massif entier, qu'on
forme d'ordinaire en déposant et superposant peu à peu, en un même endroit, des couches
sablonneuses ou terreuses qui se tassent à mesure et irrégulièrement sous leur propre
poids ou sous leur choc; en sorte que des particules côntiguës ainsi déformées, si on
les portait à l'état naturel en les isolant, prendraient des figures incapables de se Juxta-
poser ensuite ou de constituer un massif d'apparence continue.

6° Toutefois, quand il s'agit, comme ici, d'étudier des déformations planes^ où toutes
les couches minces parallèles au plan vertical des .r,r sont déformées de môme en restant
dans leurs plans respectifs, il convient d'admettre aussi, à titre d'hypothèse la plus simple
et la première à examiner, que chaque particule de ces couches a perdu son état naturel
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fois, sur toute la profondeur et sur l 'épaisseiir du massif, un volume
considérable de matière pulvérulenle , contra i rement à ce qui arriverait

par des déformations analogues, ou sans sortir de son plan, et pareilles pour toutes les
particules juxtaposées suivant une normale à ce plan. Par sui te , si l'on amenai t une telle
particule, en l'isolant de ces voisines, à son état naturel, puis de cet état à celui qui est
effectivement le sien, ces changements se feraient par de pareilles déformat ions la laissant
dans son plan et déplaçant de la môme manière, dans leurs plans respectifs parallèles, les
particules alignées en file perpendiculaire à ces plans.

Ceux-ci seraient dès lors, pour les phénomènes étudiés, des plans de symétrie sur lesquels
s'exercerait une pression principale, que nous supposerons être Ps; et, de plus, à par l i r
de Fêtât naturel, la dilatation correspondante ^3 serait nulle. La densité noyant guère
changé,ou la dilatation cubique, qui est sensiblement ^i-t- ?â-+- ^3, so réduisant à zéro
environ^ on aurait donc <5 i4 -^2=== o» c'est-à-dire une valeur positive pour û i , par exemple,
et, à très peu près, la valeur négative contraire pour <)â. Dos lors, la double égalité

, , • P I — — P S Pg-Pa
(a) ^^-^^^-mt>

prend (vu <)g == o et ^2 = — ^i ) la forme

w ^^-^
et donne

p^_p,^(p3_p,) ou p3^(p,+p,).

Donc la pression moyenne p , ou — ^ (Pi + Pa -+- Ps), devient
0

. - | - J (P ,+P2)==~^(P,+p, )^-p , .

Ainsi, la troisième pression principale Pg, celle qui est normcde au plan defî déformations^
égale bien, au moins dans l'hypothèse la plus na ture l le (par laquelle il convient de
commencer), la moyenne arithmétique des deux premières, et représente^ au signe près,
la pression moyenne p .

7° Enfin, les équations (?) donnent, en y remplaçant p par — ^ (Pi 4- Pa)

w ^—^
Cette relation, où Pi et Pa sont négatifs, signifie, d'après les formules générales des pres-
sions dans tons les corps, que, si l'on considère l'élément plan de la particule sur. lequel
.^exerce la pression la plus oblique, ou pour lequel est maximum le rapport de la compo-
sante tangentielle S de la pression à sa composante normale (— .X), c@t élément super-
ticiel a sa propre normale dans le plan des déformations (c'est-à-dire des deux dilatations
principales extrêmes ï^ ^), où so trouve aussi la pression la plus oblique, eL que Fâûglede
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pour un massif pourvu (le cohésion^ où des forces élastiques notables
seraient toujours nécessaires pour amener des déformations percep-

ces deux droites {normale et pression)^ dont la tangente est "——-^—i a pour sinus ———— ?
(—— lï/^î ) l 3 "+- 1. l

c'est-a-dire im^i.
Or l'analogie, d'une part, des deux couches sablonneuses en contact que sépare cet élé-

ment superficipi, avec deux solides tendant à glisser Pun contre l'autre, et, d'autre part,
de la composante tangentielle <5 au frottement mutuel de pareils solides sous une pression
normale (—p%), porte à leur étendre la loi usuelle du. frotfcttment des solides, d'après
laquelle le rapport de 6 à (— Db) ne saurait dépasser le coefficient du frottement mutuel
clef; corps^ ou la tangente de leur cingle o de frottement, sans amener entre eux un glis-
sement effectif Q{\ fini ̂ c'est-à-dire, ici, cette instabilité du mode d'agrégation des crains
de sable, ou de la contextnre des particules, qu^on appelle Vétat éboutcux du massif.

Donc le produit ïm'ài atteindra tout au plus la valeur sincp et rendra dès lors immi-
nente la désagrégation de la particule, par glissement mutuel fini des couches que sépare
l'élément plan supportant la pression la plus oblique.

Autrement dit, la dilatation principale positive c)i comporte, pour chaque espèce de
matière pulvérulente, une limite supérieure A, exprimée par la formulo

(T') ^Km!,• im.

et qu'on peut appeler la limite d'élasticité de cette matière pulvérulente; car elle est
analogue à la limite d'élasticité d'un solide.

On déduit aisément de là que V angle cp de frottement intérieur est aussi Van^le de terre
coulante^ savoir, le plus grand que puisse faire avec l 'horizon, à l'état de repos ou sans
s'ébouler, la surface libre d'un talus plan indéfini de la matière considérée, se soutenant
sous son propre poids.

Ici, dans la particule sablonneuse de densité donnée, c'est-à-dire tassée jusqu'à un
certain point ou parvenue à une homogénéité et une isotropie moyennes la rendant désor-
mais beaucoup plus déformable que compressible, je me suis contenté d'admettre, à titre
de postulatum fondamentale une rigiditéproportionnelle à la pression moyenne p . Mais
en ne craignant pas d'entrer dans quelques détails, il serait préférable de supposer déve"
loppables par la formule de Mac-Laurîn, en séries rapidement convergentes, les pressions
principales Pi, Pa, P», fonctions des dilatations également principales t)i, c^, 0)3 (comptées
maintenant à partir de Fêtât naturel). On obtiendrait ainsi :

i° D'une part, la pression moyenne /-^jusqu'aux termes du second degré inclusivement,
sous la forme

( o) p == ^0 -1- b^^ c[(â2— tÎ3)2+ (^— cVi)2+ (c)i — c\p],

où 6 désigne la dilatation cubique

(ï 4- ̂  (l -+- à^) (ï 4" à^) — r = <)i -h ^2 + cV+- (ïâ^ 4- ^1-4- Ma;

oar la parité d'expression de p en c\, 2»^ et ^3 n'y permettrait que trois termes,
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tibles, surtout des déformations dangereuses^ et où, par suite; la
rupture n'atteindrait immédiatement que la région la plus chargée,
mais principalement la plus tirée.

respectivement en ()i-4-<)â-t- ̂  (^-h-() |-4-<) j, ^^-h c^i-h <)ic\ et, par suite, trois coef-
ficients distincts, comme sont a^ b et c;

-2° D'autre part, les trois différences (actions dé for matrices) P a — Ps, Pa— Pi, P i— Pâi
jusqu'aux termes du troisième degré inclusivement, ou, ce qui revient an même, jusqu'aux
termes du second degré leurs rapports aux déformations correspondantes 0)5;— <);j, ^—-c\ ,
< ) i — < ) a . En effet, la première, par exemple, P a — P a , censée exprimée au moyen de
ch,^4- <)s et ^ï— <)3, change visiblement de signe avec ^2 — î)a, ou en est fonction irnpcdrc
et se trouve divisible par cette dernière variable. Le rapport correspondant, pareil
en ()a et 1)3, ne comporte dès lors que les six termes en ^2 ^-^3» ^ii ^"4-^j, cV^ti
(^.i-^ ^ 3 ) < ) i , i)i, ou six coefficients distincts, et peut s^écrire

^Q^^924-^ [ (^3—^)2+(^3—^,)2+(c)^^^)â]^(^^ / /ô)^^^^^ î .

Les deux autres rapports s'en déduisant, il vient en tout la formule triple

(â') (§Eê' |——&' |——^)=»'9+^0.+.'[^-33)'+(?3.-^)'+(?,-^|
^2——^3 ^ 3 — — ^ 1 ^ 1 — ^ 2 ,

= o' U -1-. //1)-^ -+. c' [(^2 —c\t y2 "4- ( ̂ ;{ — tl:

^(^+^e)(?i,^, ̂ )^c"'w^î, '^).

Mais l'annulation identique de la somme des trois difîerencos Ps—P;{ , P a — l ^ , Pi — Pa
oblige d'abord à poser

(^f) (^==0.

Puîs le fait que des déformations quelconques ^ 2 — ^ 3 , ^ .-{—)i , ^i — ()â se produisent
parfois san-; amener aucune pression sensible dans la par t icule puhériUefite^ quand la
contraction cubique — 0 est assez faib'le pnr rapport ù i\, 1)3, Sa, prouve que, dansées
circonstances où 0^ et mémo les p rodu i l s do 0 par (\, t\, 2)3 sont négligeables devant 0,
les formules (ô ) et (ô') deviennent

a Q-+-C [ (^^ -^^^-^ (^—^^^^(^—^pl =-0,

^^^^[(^-^^^-(^-^^^-(^—^^^"ha^c)!, c\, c \ )=o;

ce qui oblige à poser, outre (cf),
/ ?;///\ f/ €1" C1

^ 0 / ' a ==o et —.==- .== une merne constante %w. 1 1 1 ^
€ • ( > ( ! • 1 1 .

Dès lors, les phénomènes étudiés dans le présent Mémoire ae faisant tûtij^»rs11 sans
contractions cubiques ( — e ) qui soient comparables à ^i, Ds, 5», on peut e^iprô, w<?/w
quand la pression moyenne p est très wnsibla, y négliger,'à1 eôté11 dé 'ô^non^iliwïe'ment O'â,
mais aussi les produits de 0 par^i, ̂ , ^< Les seconds mem^ree.^ês-trô»-équation» ('ô^)11
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De là, l 'intérêt que présente l'étude de F éc/iulihre''limite d 'une masse
sablonneuse, même, pour commencer, dans des cas où il n'y aurait
pas, à l 'endroit considéré, de mur s 'ébranlant. Car cette étude sera
un acheminement au cas ou i l y aura i t un tel mur, dont on devrai t
éviter le renversement en le douan t d 'une résistance capable de
vaincre justement la poussée a insi exercée sur lui par le massif au
moment dangereux de son équi l ibre- l imi te , et capable, par consé-
quent, d'empêcher un tel état de se produire.

2. Le cas le plus simple à examiner, et cependant un peu général
déjà, est celui d'un massif pu lvéru len t et pesant s 'étendant indé-
finiment vers le bas, au-dessous d'un p lan - l imi t e ou talusy montant ,
dont l'angle o.) sur l'horizon sera donné, et dont le profil dess inant sa
l igne de plus grande pente, choisi comme axe des y, sera ôgalement
indéfîni (dey =- — co à y = co en a l l a n t vers le haut).

Prenons les x positifs normaux à la sur face supér ieure et dirigés
vers l ' in té r ieur du massif, ou faisant ainsi, avec la verticale descen-
dante émanée de l'origine 0, l'angle a); ce qui donnera co + Ï entre
cette même verticale et le profil supérieur montan t .

Appelons ^, au poin t quelconque (^,y), l 'azimut toujours aigu
(compté posi t ivement en tournant dans le sens qui va des x posit ifs
vers les y positifs) de la plus grande (en valeur absolue) des deux
pressions principales situées dans le plan vertical xQy des déforma-
tions, pressions toujours négatives ou const i tuant des pressions
proprement dites. Nous aurons, en dés ignant par k le sipus de l 'angle cp

se réduisent ainsi à 2/72/3. Et il vient, au lieu de (o ' ) et (c3) ,

l Pîi—Pa^^yOâ—^), P3~Pl== 2W^(c)3-t)i), P i — — P 2 = = 2 W / ) ( c ) i — C \ ) ,

£ ( p === ^0 H- C[(^— cVi)2-^ 0;i~ ̂ i )2-4- (^ — ̂  ].
A

En résumé, cette démonstration plus complète continue n indiquer une rwdi.té mp
proportionnelle à la pression moyenne p . Mais la pression moyenne n'est pas simplement
en raison directe de la contraction cubique ( — 0 ) , comme il aurait semblé naturel de
de le penser; elle s'accroît d'une partie proportionnelle a la somme des carrés des
trois déformations principcdes ^—c\ , c\- t—^, c\-~<)s, Celle-ci est-ello purement
théorique? L'observation pourrai t seule, sans doute, nous l 'apprendre.
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de terre coulante (constant et donné , si le sable est homogène), pour
les trois composantes principales de pression N^ N^-, T relatives aux

f N -+- N -\axes^ et p é tant d'ailleurs la pression moyenne positive ( — —E——1)'

( i ) N^=:—p{ i -4- Â'cos^yJ, N y = : — p ( i — k cos -:?%), T== —/?/i' sin^,

formules A porter dans les deux équations indéf in ies de l 'équi l ibre ,

(.) ^4-^X^o, ^-^-.Y^o,' dx dy dx dy

où enfin X, Y expriment les deux composantes, IIcosoj et — I Is inœ,
du poids spécifique II de la masse terreuse ou sablonneuse. Nous aurons
donc comme équations indéfinies régissant p et y^, après y avoir
changé les signes,

(3)

dp . / i^pcosstv ^psinayN -,-L 4, A- -/———^ + - 7 — — À ) =X,a.2? \ Œ^* dy )
dp^ . / d p s in^^ _ ^/^ cos a ̂  \ _ —
â?y \ dx dy )

3. Pour abréger, nous poserons

/ , ^ /-, . ^ <^C â?S ,. d^S <'/(^ „(4) cos.x=C, sm.x^S, ^+^=,1), ^^^=,.L,

quantités où figurent, dans C et S, l 'unique variable y, mais, dans D
et E, y^ avec ses deux dérivées partielles en x et y. Or on a, en dévelop-
pant les équations (3),

(5)
d + /cC)^ -+- /rS^ + 2/-D^ == X,^ (̂ (y / '

,S^+(z-/cC)^+.Â.E^Y.

Multiplions ces équations soit par i — / c C et par —/cS, soit par — kS
et par i -+-AC; puis, dans chaque cas, ajoutons-les terme à terme.
Elles prendront la forme plus commode {où sont séparées les deux
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dérivées partielles dep) :

( i _ ^.2) ̂  4. 2 /r[l) — A-(!:)C -h ES)]/? -= X— Â - ( X C 4- YS) ,
(Ït-ï!

( i ̂  ̂ ) ̂  4- 2 Â'[E — /c( DS — EC)]/) =- Y — Â ' ( X S — YC).
«/

Or, d'après (4)y

^(DC+ES)=i^±-^+C^= C^'^2^ A' ^ ^ 2 <5te rfy c<y afy

i /s

.(DS-EO^^-^^-C^^-C^^2^-^.1 2 (f/y <:/.a" /̂.r dx

Les deux équations (5') deviennent donc, en définitive,

( i -A-^^+^^D-^^^^X-A-CXC-hYS) ,
/ ^ \ , ' x „ •/ /

(i «„ /^) ̂  + S/^YE 4- A-^Vp == Y — A-(XS — YC).
<'ï Y \i CitV j

4. On voit , par (4), que D,E sont des fonctions linéaires homogènes
de —A, _1, ^vec coefficients linéaires eux-mêmes en C et S, c'est-à-direCT^ ciy

en cos2^ et sin2^. Les équat ions (7), résolues par rapport à -^

et—^î permettraient donc, si l'on se donnait p et '/ sur tout le profil

supérieur x -= o, d'y déterminer la variation élémentaire, -j—^ e t—^£,
des deux fonctions p et '/, entre cet axe des y et une parallèle infini-
ment vois ine x = £. Après quoi , on passerait, de la même manière,
à une autre parallèle x == consL un peu plus intér ieure; et ainsi de
suite. Les fonctions/^ et y se trouveraient donc déterminées de proche
en proche dans tout le massif, si l'on admet du moins qu'il ne se pro-
duis î t en chemin aucune singularité. Et l'on aurait ainsi l 'intégrale
générale du problème, avec les deux fonctions arbitraires dey expri-
mant p et ^ à la surface supérieure oc = o du massif.

Ann. Éc. Norm.,, (3 ) , XXXÏV. "- JANVIER 1917. 2
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II. — Équations pouvant permettre la détermination préalable
de l'azimut des pressions principales.

5. Voyons s'il est possible d'éliminer centre les deux équations (7),
de manière à obtenir une équation en -y seul ne comportant également,
par son intégration, que deux fonctions arbitraires, savoir, comme
ci-dessus, ^ le long de l'axe des y et, de même, la valeur de dj^ qui s y

dx
trouve corrélative à celle de p choisie, dans le cas précédent, sur le
même axe des y.

La seconde (7), différentiée en x^ puis retranchée delà première,
différentiée de même en y, donne, par l 'élimination immédiate de la
dérivée seconde oblique de p et après division de tout le résultat
par 2.k, en appelant d'ailleurs (avec Lamé) Aa l'expression symbo-
,. d1 d2

^e^+^

(8) (^~Ê~^)^(^^)?^(l)-^\ay ax ] \ dx j dx \ dy ] dy

^E/^^^^X/^ ^
'""" 2 \dx d y ) T^^^dy/

Multiplions par(i —P) et substituons aux deux dérivées premières
d e ^ e n ^ e t e n y leurs valeurs tirées de (7). Le développement des
calculs donnera, en transposant au second membre tous les termes
en X et Y, après destruction mutuelle évidente de termes en/?,

/ .^fdï} dE , . \
(I-/")^~^~^2^^

= ( X E - ~ Y D ) + ^ x ( , D S ~ E C - h ^ ) - ^ Y f D C + E S ~ ^\ € i ^ ) \ d ' y )

-^(^^^(-s^l)

—"K^)-^^)].
Or les coefficients totaux de k^ et de ÀX sont nuls en vertu de (6).
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De plus, d'après les relations (4)-»

^^ -s^^ Ê-^ ̂ i '
sont respectivement E, D, 2Ë, 2D. Le second membre se réduit
donc à

2 ( j _ A - 2 ) ( X E — Y D ) ;

et l'équation (8) devient, en définitive, après suppression du facteur
commun i — k2^

(9) (^-^-A-A^=.(XE-YD,

ou bien
X E — Y D

(10) p=ï^——dE—————
^-^-^z

II en résulte donc une équation aux dérivées partielles du second
ordre, comme on cherchait à l'établir, savoir

, , dD dE ,.( ï i ) — — — — — k à . y , y = o .v / dy dx 2Â- '

mais uniquement dans le cas particulier (Vun massif sans pesanteur,
oùX=o, Y=o.

6. Hors ce cas, p ne se trouve pas éliminé, mais seulement exprimé
au moyen des dérivées premières et secondes de j^ en x et en y. Il
faudra donc, pour avoir des équations en y^ seul, porter la valeur (10)
de p dans les deux relations (7). Or on obtiendra ainsi, en y, non
pas une, mais deux équat ions distinctes, qui seront aux dérivées par-
tielles du troisième ordre. Leur compatibilité, ou Raccord des deux
valeurs quelles devront donner pour la dérivée^ —| en chaque point
d'une parallèle quelconque ;y==const. au profil supérieur, détermi-
nera probablement la dérivée la plus élevée en x au-dessous de celle-là,

ci'2 yc'est-à-dire —Ir? à peu près comme l'aurait fait une équation aux déri-
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vées partielles du second ordre ou, du moins , d'une, manière fina"
lemertt équivalente en tenant compte des équat ions proprement
dites ^7) du problème. Car on sait que la dHÏerent ia t ion c o n d u i t géné-
ralement à des équations moins spécifiées que celles d'où l'on part,
en raison des arbitraires qu' introduit l ' intégration inverse.

7. Un tel ensemble, si compliqué., de relat ions aux dérivées par-
tielles, et même seulement l 'équation ( ï ï ) du second ordre, non
linéaire, propre aux massifs sans pesanteur, semblent, dès l 'abord, de
nature à rebuter toute tentat ive un peu générale d ' in tégra t ion . De
fait, on n'y a guère traité que des cas, part iculièrement simples, où
les lignes d'égale incl inaison 7^ des pressions principales, c'est-à-dire
ayant l'équation ^== const., se réduisaient, du moins dans une part ie
du massif, à un système de droites concourantes, avec parallélisme de
ces pressions dans fout le reste, où, par conséquent, les droites con-
courantes jouissaient encore de la propriété ^ === const.

Soit (^7o) le point de concours des droites ^== const. dont il

s'agit, ^rzrjr ^eur coeffîcie^t angulaire, caractéristique de chacune el,
par conséquent, des diverses valeurs de ^. L'azimut % est ainsi censé
ne dépendre que du rapport des deux variables x - x^ y -y^ ou en
être une fonction homogène du degré zéro. Les dérivées part iel les
successives de ^ en x et en y seront, par suite, des fonctions homo-
gènes des deux mêmes variables, mais des degrés successifs - ï ,
- 2, -- 3, ..., su ivant leur ordre croissant. Et la pression moyenne?,
quotient, d'après (10), d'une somme de dérivées premières par une
somme de dérivées secondes, sera une fonction homogène du premier
degré des mêmes différences se - x,, y ~j,, ou se trouvera, loul le
long de chaque ligne d'égale inclinaison y^ simplemefU proportionnelle
à la distance r = ̂  ~ x,~)2 +. (y - y^y au point de concours
(^Vo)- . - -
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IÎI. —Cas particulièrement simple d'état ébouleux, et de poussée des terres,
traité par Macquorn-Rankine et Maurice Lévy.

8. Le seul cas que donnent les cours usuels de Mécanique appliquée,
et qui remonte à Macquorn-Rankine, est compris dans celui où p et y^
sont supposés constants sur le plan supérieur x == o. Alors le raison-
nement synthétique du ^'4 ind ique , de proche en proche, des valeurs
de p et de ^ ne dépendant nu l lement de y. Les équations ('•5) devien-
nent donc de simples équations différentiel les en x, dont l'intégration
est immédiate à partir de x == o.

Le cas classique est celui où le p lan supérieur constitue une surface
libre, sur laquelle s 'annule forcément la pression moyenne p . Il vient
donc

(12) p(i 4- /CCOS2/J -==- Xx == Hx cosco, pA-s in^ -==. Y.y ==— î îx sino.

On en déduit, par une simple division et en se rappelant que k désigne
s iny (sinus de V angle de terre coulante ou de frottement intérieur du
massif),

,. sinepsina^ _ si n M
i -{-• sincp c o s 2 ^ c o s c x j '

équation dont on reconnaît aisément, en y faisant évanouir les déno-
minateurs, l'équivalence à
, ,, . , , sinût)( i 4 ) sni(aï-4-2y = — — — .••• sirnp

Soit toujours, pour fixer les idées, co ^> o. Introduisons l'angle
positif et aigu, supérieur à oo, dont le sinus égale le rapport ^"-^;
et appelons-le co'. Il est clair que a > + 2 ^ pourra lui être ou égal et
contraire, ou supplémentaire et contraire. Cela donnera d'abord pour y
les deux valeurs, évidemment aiguës, comme il le faut, et toutes les
deux négatives,
/ K \ C«/+ (x) TC (x/—— &)
(l5) ;^__________, y^^^________.
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Toutes autres valeurs de y satisfaisant à l 'équation (i4) dépasse-
raient celles-là d'un mul t ip le de -n: : elles correspondraient aux mêmes
directions de la plus grande des deux pressions principales et ne con-
stitueraient pas des solutions du problème différant des deux précé-
dentes (i5).

9. Considérons donc celles-ci. Elles donnent , pour la pression prin-
cipale la plus forte qui fasse un angle aigu avec les x positifs, deux
directions s'abaissant toutes les deux, du côté des y négatifs, ets'y
écartant de l'axe des x plus que ne fait la verticale descendante, dont
l'azimut est visiblement ~ on. L'angle de cette pression principale la
plus forte avec la verticale en question vaut donc l'excédent positif
de - ̂  sur co, soit respectivement, pour les deux solutions dis-
tinctes (i 5),

^' — û) 7T ^' 4- &)(i6)
^ 2 2

La première est visiblement inférieure à ï - -ï, puisque o/ est aigu.
La seconde est, au contraire, supérieure à la même limite; car leur
somme égale ^ — co ou le double de cette l imite.

^ Dans la première solution, ce sont des couches s'écartant peu de
l'horizontale qui sont le plus fortement pressées, tandis que les
couches perpendiculaires à celles-là, ou voisines de la verticale, le sont
le moins et, relativement, se détendent, comme il arrive à un massif
soutenu par un mur qui commence à se renverser et qui reçoit, par
conséquent, de lui la poussée la plus faible possible. Dans le second
cas, c'est le contraire, la détente se faisant suivant une direction voi-
sine de la verticale, comme il arrive, sous l'action du même mur de
soutènement qu i commence à se renverser, aux masses terreuses ou
sablonneuses qui ont pu s'accumuler à son pied en roulant du talus
supérieur, et que le mur vient comprimer horizontalement dans son
mouvement de recul, en les faisant refluer au-dessus de leur surface
libre.

La première solution (i5) correspond ainsi au phénomène que les
ingénieurs appellent hponssée des terres et, la secoode,à leur buttée
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10. Bornons-nous à la première, où le plan mené par l'origine dans
le massif et qui supporte, sur sa face tournée vers lesy positifs, c'est-
à-dire vers le haut du ralus, la pression principale (proprement dite) la
plus faible^ fait, du côté des y négatifs, avec la verticale descendante
émanée aussi de l'origine, le premier angle (16). Dans ces conditions,
si l'on mène à partir de ce plan, encore par l 'origine mais du côté de
la même verticale descendante (ou en tournant vers lesy positifs), un
nouveau plan faisant avec lui l'angle ^ — ^» la poussée qu'il subira de
la part du massif sera inclinée de l'angle maximum 9, vers le bas, par
rapport à sa composante normale (— oVG), ou, en d'autres termes, elle
aura une composante tangentielle (S, descendante, égale a (— x) tangcp.
Et si ce nouveau plan, avec la partie du massif si tuée à son arrière (du
côté des y négatifs), devient un murrugueuoc d'une épaisseur donnée,
remplaçant toute cette partie indéfinie de notre massif^ (a masse sablon-
neuse subsistante Çen avant) sera sur le point de glisser contre lut en
s'abaissant. La poussée qu'il éprouve sera donc celle qu'on aurait
besoin d'évaluer, pour apprécier la résistance du mur à l 'éboulement
de ce massif en talus, ainsi restant. Et, en effet, Févaloation s'en fera
simplement au moyen de la remarque suivante.

Les expressions (i) de N^, N^, T, où /; désigne s in îp , se démont ren t ,
au moyen des formules générales des pressions, sans spécifier l 'orien-
tation des .r et des y : elles restent les mêmes quand l'ensemble des
deux axes tourne en bloc d 'un angle quelconque, pourvu que, dans
chaque cas, y désigne bien le véritable azimut, compté à partir des x
choisis, de la pression (proprement dite) la plus forte. Or si l 'on
amène, par une telle rotation, cet axe des x suivant la face considérée
du mur, la normale à celui-ci deviendra l'axe des y positifs; de sorte
que, dans (i), T ne sera autre que s et, Ny, autre que ^. D'ailleurs,
la pression principale proprement dite la plus forte se trouvant incli-
née de T- — ç? en arrière de ces nouveaux x (provisoires), on aura

_ / T T o \
^^u^/

Les deux dernières formules (i), où k ===s inç^ deviendront
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donc
f ^ ====—p^ i—s in 2 ç>) l ==—/ îcos 2 ^ , <S1 == p cosy sin 9;

(17) ^ (Pou
^^tang..

On voit que la poussée $ sur le mur fai t bien, de haut en bas, l ' angle y
avec la normale à celui-ci prolongée hors du massif, ou que la terre
est bien sur le poin t d'y glisser en s'abaissant. La grandeur $ de cette
poussée par un i té d'aire est ^cosy, avec la valeur de p tirée de la
dernière (12) où l 'on a k === s in y. Il v ient donc

(18) ^^^n^001!-^.^.
SI 112 7

11. Soit / la profondeur, sous l'origine, du point Çx, y) où l 'on
évalue ainsi la poussée par unité d'aire, profondeur mesurée suivant la
ligne même de pente du, mur. Cette droite / fera, avec la verticale
descendante émanée de l 'origine, en tournant vers les x positifs (nor-
maux à la surface libre) un angle i excédent de ^ — ^ sur le premier

angle (16), ^ ^ — co ou — (y + œ). On aura donc

( 1 9 ) i== - — - -4- G->4-% ou a^=(y4- 21— 2&)) — 7T.
- - » - " " ' 2 •

II faut retrancher i de oj, pour avoir l'angle du mur (en fruit inté-
rieur} avec l'axe des x, axe sur lequel x est justement la projection
de /. Par suite, x == /cos(œ — Ï ) et l'expression (18) de $ devient

( 20) ^ == — j^cQ^ysioc . )Cos(r , ) — i )
s 1,027

Éliminons 2^ de celle-ci, de (i3) et de (i4), par la seconde (iq).
Nous aurons, d'une part, pour la poussée par un i té d'aire, ^ex-
pression

(2 ! I) ' cp ^— ïr / c o t y sln,c<Lcoslc^^
cos(y -4- û /—- 2^ ?
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d'autre part, au lieu de (i3), la proportion

cosûo sinco
v 3 ' i -j- si iio sin(<p + 2 ^ — 2ûtj) sin îp cos( 9 •+- 2z — 2^)

et, au lieu de (i4)» l'égalité

(28) sine») == s'm® c o s ( 9 - 4 - 2 î — c o )
= sin9[cos(9 -h aQ COSGJ -+- s i n ( c p -î- 21) s inœ],

revenant visiblement à la proportion

cosûi) ___ _ ____sin G)____
{<2 '. i — sin 9 sin (9 -l- 2 < f ) s i n 9 ces (9 + sz )

Ajoutons terme à terme, d'un côté, les deux rapports (22), après
les avoir respectivement multipliés haut et bas par le s inus et le
cosinus de ^ - 4 - 2 ? ' — 2 o > ; d^iin autre côté, les deux rapports (24)9
respectivement mult ipl iés de même, haut et bas, par s in(® + 2?) et
— cos(9 + 2î). Il viendra le nouveau rapport, égal aux deux (22),

sin (y -4- ^i— c«)) _ ___81» (y •+• 3 i—<"».))___
v sin (9 -+- li — 2c*)) 4- sin y 2 sin (9 -4- ^— o) cos(^— o ù ) '

et le nouveau rapport, égal aux deux (24),

sin (y 4- 21 — Gû) _ sin (9 •+- a z — a))
• • . s i n ( 9 4 - 2 6 " ) — s i n c p 2 s i n z ' c o s ( 9 + 0

/Égalons respectivement ceux-ci, pris sous leur dernière forme, aux
seconds (22) et (24). Nous aurons, entre quatre fractions, deux
égalités pouvant s'écrire, la première,

sin G») c o s ( ô > ) — i ) _ s i n ( c p - + - 2 / — G > )
si 09 cos((p "+- ^ i — 2 0 . ) ) 2 si .n (94- i—G.))

et, la seconde, en remplaçant, par la valeur de si,n(ç 4- ii — o>) quelle
donne elle-même, ce sinus dans (27), ou en en él iminant par (27)
sin(co + 2,1— CD),

, /., ^ ^cos^(r i )— l ) ^ _ ___sin^cos(9 -4" i )
cos(® -+- 2 1 — - 2 0 0 ) c o s ( 9 4- 2^') sirr(^r+-'z'---(oy*

^7î/2. Éc. Norm. (3 ) , XXXIV. — JANVIER 1917 . 3
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Enfin, multiplions les deux membres de (28) par ceux de la
nouvelle proportion obtenue en ajoutant terme à terme les deux
rapports (24), après les avoir mul t ip l iés eux-mêmes haut et bas^
respectivement, par sin(/f-4-"^) et — c o s ( c p - h i ) , ce qui donne le
nouveau rapport

(29)
sin ( o 4- i — fx) ) _ si n ( cp 4" i — G) )

s i i i (o>4-Q—sincpcos^ ' eoscpsiru"

puis en égalant au second rapport (24) le second (29). 11 v ien t , après
suppression des facteurs communs aux deux membres du résultat et
multiplication de ceux-ci par cosç,
/ « . cotco sin G) c o s ( û ) — / ) , ...(30) ———————:———— =:cos(œ •+• Q.

COS(îP -4- 21 — 200) •

12. L'expression (21) de la poussée l imite ^ sur l 'unité d/aire du
mur prend donc la forme extrêmement simple, due à Maurice Lévy,
(31) $==IUcos(<p -+-0.

On peut observer que ç -+ -? est l'angle de cette poussée ^ avec
l'horizon; car la normale au mur, menée vers l ' intérieur de celui-ci,
fait déjà sous rhorizon le même angle i que le mur avec la verticale
descendante; et, d'autre part, la poussée elle-même fait encore, sous
cette normale, l'angle maximum <p. D'après cela, la vraie poupée limite
égale la composante horizontale (Tune poussée fictive qui durait la direc-
tion même de la poussée réelle y mais /a valeur encore plus simple, II/, de
la pression exercée par un liquide de même poids spécifique que le massif \
à la profondeur verticale l sous sa surface libre horizontale.

IV. — Recherche, pour les massifs et les murs à profil rectiiïgne,
des solutions du problème de la poussée voisines de celle de
Ranhine et Maurice Lévy.

13. Barré de Saint-Venant, après avoir pris connaissance, en 1869,
de cette solution particulière da problème de la poussée des terres
dans le Mémoire alors manuscrit de Maurice Lévy, dont il était rappor"
teur à l'Académie des Sciences, eut l'idée d'en déduire une solution
approchée des cas voisins, où l'inclinaison du mur sur la verticale
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différerait un peu de celle que donne la formule (19), en ajoutant, aux
valeurs de N^., Ny et T obtenues, de petites corrections, dont on regar-
dèrent comme négligeables les carrés et produits (1). Et j^ai trouvé peu
après cette solution (2), à laquelle j 'ai donné en 1873 sa forme la plus
simple, avec des applications assez générales, à la fin du para-
graphe IX (p. 112 à i33) d'un Mémoire in t i tu lé « Essai théorique sur
l'équilibre des massifs pulvérulents, comparé à celui de massifs solides, et '
sur la poussée des terres sans cohésion », Mémoire publié au Tome XL
(1876) du Recueil des Savants étrangers de l'Académie royale des
Sciences y des Lettres et des Beaux-Arts de Belgique.

Les formules du Mémoire actuel permettent d'obtenir plus simple-
ment peut-être les mêmes résultats, du moins pour les massifs consi-
dérés ici, c'est-à-dire terminés supérieurement par un talus plan et que
soutientun mur également plan, dont la face contiguè à la masse sablon-
neuse fait avec la verticale descendante, en fruit intérieur, un angle //
assez peu différent du précédent i défini par (19). Nous appellerons S
la petite différence i — i ' ; de sorte que cette différence o sera positive
quand le mur effectif se trouvera plus voisin de la verticale descendante
que le mar idéal (à fruit intérieur) défini par (19), négatif dans le cas
contraire.

Comme on attribue au massif une profondeur telle que le sol rigide
sous-jacent n'apporte aucune perturbation appréciable, les condit ions du
phénomène seront analogues en tous les points d'une droite quelconque r
émanée, dans le plan des .xy, de l'origine 0 où se coupent le profil
supérieur et celui du mur. Par suite, l 'azimut ^ des éléments plans les
moins fortement pressés (ou de la pression principale la plus forte)

( 1 ) Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 14 février 1870, et
Journal de Mathématiques pures et appliquées, 2e série, t. XV (1(870); voir le n° 7 (la
Mémoire de B. de Saint-Venant.

(2) Mêmes Comptes rendus, 4 avril 1870, et Journal de Mathématiques, même

tome XV. Un certain paramètre Œ, défini par la relation •-1-'""' '7.2 ==|/i_^£12., m'a
i -4~ çr2 Y eos2 en)

beaucoup facilité les calculs dans celte Note, ainsi qu'à Barré de Saint-Venant dans un
dernier article (du même 4 avril 1870). Son emploi ici, à partir du n" 8, aurai t peut-être
abrégé certaines démonstrations, si l'idée m'en était venue quand j'ai rédigé, 46 ans
après, le Mémoire actuel.
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doit y être pareil sur toute la longueur et ne dépendre que (le l'angle
polaire ou azimut môme, Ô, de la droite /'.

D'ailleurs, très peu au-dessous de la surface l ibre où p == o et qui a
pour équation 6 == ^5 la distance du mur, qui s'y trouve comme inf in ie
relativement à x^ permet de supposer les circonstances indépendantes
dey, aux petites profondeurs x, ou d'y appliquer les formules du n° 9
et, en particulier, d'y prendre, d'après (i5),

G)7 4- G)^ _ _ _ ^ .

Telle sera donc la valeur de ^ à la limite supérieure 0 == ^ des angles
polaires 6. Et y^ sera aussi connu à la limite inférieure 0 = — co 4- i\
si, du moins, l'état ébouleux se réalise jusque contre le mur. Car à
l'approche de celui-ci, c'est-à-dire pour 0 voisin de —co-f - f , l 'é lément
plan soumis à la pression la plus faible fera, avec le profil descendant
du mur et à la sortie du massif, l 'angle ^ — 2. On aura donc, en dési-

4 '2

gnant alors par y^, pour plus de netteté, l 'azimut variable y au voisi-
nage du mûr,

(3a) (pour @=--(o-+-^ /) ^= :0—î -4 -£^^—û)—^+ . î .

Les valeurs de y, devenues un peu variables a^ec 0, seront donc
connues aux deux limites supérieure et inférieure de cet cingle polaire
(^surface libre et paroi).

44. Voyons ce que devient, dans ces condi t ions , la (brrnule ( îo)
(p. 11) où ^ dépendra de x et de y un iquemen t par l ' in termédiai re de
l'angle polaire 6. Celui-ci, défini par l 'équation tangO ==• ^, où x et y
ont les valeurs rcosQ et rs inO, a pour différentielle

. . '. dQ^^Q^^^^ ,
w /'

d'où
dQ __ s\nQ de _ cos^

, dx "'""" r ' dy """" '"^~?
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et, par suite, les différcntiations successives en œ et y de toute fonction
de 9 se feront par les deux formules syîiiboliques

ci -- s i n^ d J .̂ — CQS^ ^L '
(33) ~dx """"""" ~~7~~dQ' ~dy~~~ r d 6 '

Va les notations (4) (p. 8), on aura d'abord

dC d'/ ' dS d'/
(33^) ^=-~2S,n2%^ ^=:.cos^;

et ensuite, vu (33),

, ̂  ,. 008(27,— 0) d^ _ ̂ 'liiXr̂ l ^X(J4) 1) _ —————^————— ̂ , !, ._ —————^———— ^ ,

formules où, la dérivée de '/^ en 6 étant du premier ordre de petitesse,
les petites variations de l'arc 2y^ seront négligeables dans s in(2^ "- 0)
et dans cos(2^ — 9). L'arc /^ sera donc censé y prendre la première
valeur constante ( i5)(p. i3).

Le .numérateur de l'expression (10) de / ) , où, X==l . Icoso) et
Y == — IIs inoûy devient dès lors

(35) ^XE-YD^n5'"^^-0^.

Quant au dénominateur de la même expression, où ̂  pourra être
supposé constant sous les signes cosinus ou sinus, et où A^sera,
vu la destruction de termes en ± ces 9 sin 0,

sin0 d / sinO d-^\ cos-Q d ( ces 6 d^\ _ t d^j^
" " "T^^V'^T^^/^^T^^V 'd9) ~^^ ~^'

il deviendra presque immédiatement, h étant siny,

î^\ cos (2^— a6>) —sin^ ^^ . ^sin(a7,— ag) ̂
(^} ——————^—————^?+————^————^•

Le coefficient 'i du dernier terme (en €—) provient de ce que les

valeurs (34) de D et de E dépendent non seulement de 0, mais aussi
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. . . . dl) ' (-/E .de /•, par leur .dénommateur; ce qui ajoute a -,- — ^ -la portion

dD dr JE dr dE . dî) .— _. ——— =— —COS0-+- —sinyr̂ oy ^r dx dr dr

^^^n^-^cosg-cos^x-^s.ng]^81^^,-20^

et double exactement le coefficient de ce dernier terme (1 ).
Portons ces valeurs (35), (36) dans (10), où nous pourrons observer

que p diffère peu, par hypothèse, de sa valeur donnée par la
seconde (12) (p. i3), savoir

, o , ÏI^sinoj ïïr ces Q sine»)
(87) n==————————=:--——;————^—————.

/CSHÏâ% SUlCp 81112%

L'équation (10) sera donc sauf erreur relative négligeable, en y
faisant évanouir certains dénominateurs , divisant par 2sin(2y — 20)
et transposant,

^ cos (a ̂ - -20) — s incp flf2^ (" si no? SÎD 2 y s in(9 ,^ 4" eo—0)1(^7 ,
( ) â s i n ( 2 % — 2 0 ) " ^ T + |_1 4" sin ûj cos^sin (T^^^ ï/? := 0' "

Observons que siny est le cosinus de ̂  —- <p et que, par suite, le coeffi-
c ient de la dérivée seconde de y^ dans cette équation (38) devient , par
la décomposition du numérateur en un produi t ,

. /ÎT Q? A . /7T 03 ,\s,n^-^-e)sm^-^+6)
s i n ( 3 ^ — a 0 )

Nous supposerons donc, ci-après, le premier coefficient de l'équation
du second ordre (38) remplacé par cette fraction.

15. Cetteéquâtion différentielle (38) en % ne se trouve ainsi
démontrée que pour l'intérieur de rintervalle existant entre les deux
valeurs extrêmes de 6, notamment aux distances très sensibles de la

(1) H y a, dans A^, aux secondes dérivations, deux termes analogues; innais ils se
détruisent.
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paroi 0 = — OD -+- ?', mciis non près de celle-ci. Car Fhypothèse, que
nous avons faite, de ne chercher aux équations (7) et (10) que des
intégrales/ et /; voisines de la première valeur ( î5 )e t de (37) n'exige,
pour ces fonctions continues'/ et/?, une manière déterminée de varier,
jusqu'à des dérivées en 6 d'ordre quelconque, qu'aux assez grandes
distances des limites du champ où elles existent. Au contraire, très
près des l imi tesy rien n'empêcherait, par exemple, la dérivée seconde
de y^ de devenir quelque part in f in i e et, la dérivée première, d^y
modifier sa loi de variation en fonction de 9; caries écarts en résultant
sur ^ n'auraient pas, depuis ce point jusqu'à la limite voisine consi-
dérée, la place ou le champ suffisants pour devenir sensibles. Et les
valeurs ainsi modifiées localement de y et de p resteraient, comme il
est entendu, très peu différentes de la première (i5) et de (37).

Toutefois, la continuité des'deux fonctions y et p elles-mêmes devra
être partout sauvegardée, en raison de ce que l ' équ i l ib re d 'un coin de
terre in f in iment mince, compris de part et d'autre d'un plan quel-
conque 0== const. émané de l'origine ( o u , plutôt, de l'axe des ^),
exige l'égalité partout , sur ses deux faces, des deux composantes
normale et tangentielle de pression, ou, par suite, la parité de p et
de y.

Il suffira donc que p et y soient con t inus pour l'angle polaire
critique 9, voisin de --oj+f, et que /appellerai 9o, où changerait leur loi
de variation (1). Cette loi pourra d'ailleurs, quoi qu'elle devienne
au delà (ou mieux en deçà, pour parler p lus exactement), y être sup-
posée linéaire en 9, jusqu'à la paroi très voisine 0 = — co -}- t ' y avec
erreurs du second ordre censées toujours négligeables ici.

16. Cela posé, et sous le bénéfice des observations précédentes,
simplifions l'équation (38) ou, du moins, ses coefficients, en y comp-
tant les angles polaires 9 à partir de la direction 9 ==?'— OL> qu'à le mur
dans la solution Rankine-Lévy. Désignant par 9' le nouvel angle
polaire, excédent de 9 sur i—co ou, d'après (19)7 sur ^ — 2 - - 4 - y

( î ) Nous verrons bientôt qu 'un tel changement est possible seulement près du mur,
non sous la surface libre, où l'équation (38), dérivée de (9) , se trouvera vérifiée par
l'annulation des dérivées de Y.
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avec .̂ réduit à la première valeur constante (i5), nous aurons

(89) ' Q^i—^^Q'^^^l-^^-^Q',4 2 " "

Et l'équation (38) deviendra, par réiimination finale de cette valeur
de y^ au moyen de la seconde relation (19),

cos(<p~^) ^g^Z
cos^—â^)^1 0 ' ^

[ ^ si n y cos ( <p -4- "u — 2 ^) ) cQh (g + g — ̂  ) "| ^7 _
sin c*) cos ( ̂ j — i — Ô ' ) ces ( y —- '2 6^ ) J dQ'

Remplaçons-y encore cos(y + ii — 2<o) par sa valeur tirée de (3o) et
cette équation prendra sa forme la plus simple :

. , . C O S ( c p — ^ ) , . .,, d^y(40) ^-J^^dé
[ cosy cos(c«) — l) c o s ( 9 + « — 0 ' ) ^ dy
L '~ cos ( 9 — 2 ̂  ) cos ( o) — / — 0' ) " ̂ ^^^^^^^^^^^^^^^^ J 1W := OT

On remarquera que, pour O' très petit, c'est-à-dire au vois inage de
la valeur 9 = i — co, le premier coefficient y est réductible à s in0 '== 0',
et que, dans le second coefficient, les fractions —cos?—, -Jl°î ^1 cos^—a^) cos(o.) — i — Q ' )
c o s ( y + ^ — 0 ' ) i • . ..- . . . , , • . . deviennent respectivement

CUb \ Q? •-T" l j

cosy _ î . _
cos o -+- a ̂  sin o "~ TT'a^Taïï^ '"""I '"'" 2 lar^' ï^

i—0' lang(co — i ) , J + 0 / l a n g ( y + Q.

Ce second coefficient s'y réduit donc à

• ^Otang® 4- tang(û) —• ^) — tang(y -^ i)].

L'équation (4o) devient ainsi, après suppression du facteur commun
évanouissant ô7,

( près de ^=0) ^1 + [s langy + tang(a)- Q - tang(<p -r .)]^=o;

et il en résulte des valeurs finies pour le rapport des deux dérivées
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seconde et première de ^ dans le voisinage de 6'= o, c'est-à-dire aux
environs de la direction particulière 9 = i— oo du mur dans la solution
.Rankine-Lévy.

Mais nous aurons surtout à considérer l'équation (4o) aux petites
distances de la surface libre, c'est-à-dire pour 0' légèrement inférieur
à 7r -4- co — i, valeur annulant le dénominateur cosO == cos(co — i— 6')
et faisant évanouir, dans le second coefficient (entre crochets), le
premier terme i, en comparaison de l'autre terme qui contient ce
dénominateur et croît sans limite. L'équation y devient donc, après
division par son premier coefficient et transposition du second
terme,
( r ï • ^y. _ ces 9 cos(c,j — i) cos(9 -r- i— Q') ___î____ ^X
(^o fus) ^ — ^^_^ ^ s i n ^ cos(^-O') cos(o) — i— Q 1 ) dQ' *

Dans le coefficient actuel de —^ tous les facteurs sont essentiel-

lement positifs à la limite considérée 0'== î + o) — ?. En effet, d'après
les premières ( r5 ) et (19), savoir

_ fa/ -i- CO . __ / •3T Cp\ û.)'—— (i)
% - - — — ^ , ^=^_^^-__^__,

on y a, en laissant, pour le moment, décote le dénominateur évanouis-
sant positif cos(co — i — 6'),

&./-I-ÛL) /TT qA . /7T 03 \ a /—û)o > — 1 = — — — — — — J. , <p4 -<== - 4-- — — — — — ,
2 \4 2/ Vt 2/ 2

„, /7T Cp\ M'-h-û.» . „,0 ̂ u4"^^"^""' ?+^-^=~û/,
(p—^:

^y 4- rj.3 /TT (p^

~~T~~U~i.
Ainsi , d'une par^ ç -4- î~ ô7, angle aigu, d'autre part, co—?, y •+• ^

différences d'angles aigus, ont leurs cosinus posi t i fs ; et 0', somme de
deux angles aigus, a- bien son sinus également positif. Enf in , y — Ô' a
aussi son cosinus positif, car sa valeur absolue n'atteint oas^- On lei: " 3
reconnaît en ajoutant membre à membre les deux inégalités évi-

Ann. Éc. Norm., (3) , XXXIV.'— JANVIEB 7917. 4
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ÛL) -h ^ TC M
•————————- <^ — —1— •— y

2 4 3

7t 9 7T G)

4 "^4'""^"

Dès lors, si l'on appelle, pour abréger, yj la dérivée première de -y
en Wy et qu'on désigne par ^ le produit constante essentiellement f in i ,

'"oy-hc») /•/r <?'
COSCO COSûO COS

2 \4 ^) ^ [ / 7 r <p\ œ /~~û)1 . r /TT 9\ o'-^^l rc»)^-^) /TT o '
COS y + -L — ————— Sin -r 4- -L -h- ————— COS ————— -h 7 — -LU v 2 J L\4 a/ ^ J L 2 \4 ^/

produit d'ailleurs positif comme tous ses facteurs, l'équation (4o bis)
devient

(près de la surface libre) -4r == ———JÏ-;——— y/,' dQ' cosC^^- ^ — û ) ) 7 -

Prenons-en l'intégrale à partir d'une limite inférieure

^Ô^ Î+^ Î——Ê

déjà voisine de - •+• co — i, ou n'en différant que d 'un petit arc positif c
et correspondant, par conséquent, à de faibles profondeurs sous
la surface libre. Appelons yj, la valeur, quelle qu'elle soit, de y'
pour 6'== 9g. Posant alors

Q'= ̂  + Q" el, par suite, dff = dQ\

nous pourrons remplacer le cosinus de 9 '+- î - œ, devenu le sinus
de £ — Q", par ce petit arc lui-même £ — ô"; et-notre équation s'écrira
aisément

• (Ê-^^/rrf^^, oïl (£^ô / /)^7/+^^â?(£-^)=0.

Multipliée par <£ - ff)^-1, elle devient

^[X^s—^^l^o; (:roù x'(Ê-~•^)SJ-=const.,=:x,£lx.

On voit que, à part le cas où ̂  s'annulerait, %; grandit indéfîniment
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à mesure que 9" approche de £ ou que le point, considéré tend vers la sur-
face libre. Or, ainsi qu'il a été dit au n° 13 (p. 20), c'est, an contraire,
près de la surface libre, aux distances de celle-ci très petites par rapport
à la distance du mur, que les pressions doivent, a priori, le mieux se
distribuer comme si le mur n'existait pas, c'est-à-dire en fonction
uniquement des distances x à la surface et d'après la solution
Rankine-Levy qui fait y/ nul, ou ^ égal à la première valeur con-
stante (i5). D'ailleurs, nous ne cherchons ici que les solutions voi-
sines de celle-là et, par suite, ne comportant nulle part une variation
infiniment rapide de y^

16 bu. Nous devrons donc poser j\ = o. Or il est, dès lors, aisé de
voir que l'équation linéaire et homogène (4o)? du premier ordre par
rapport à y ' y obligera de poser aussi y/== o pour toutes les valeurs de 9'
auxquelles s'appliquera cette équation (4o), c'est-à-dire dans tout le
massif à l'exception, peut-être, d'un coin très réduit contigu au mur,
où 9 serait moindre que la valeur critique 9o annoncée ci-dessus
(n° 15, p. 23).

d"^
Observons, pour le reconnaître, que l'équation (4o) ̂  727 ̂  y/? si

on la divise par y' et par cos (?•••"" ) sin6', donne, comme valeur1 /- r C O S ( < p — 2 ^ )

cle-^—î une fonction trigonométrique déterminée F (9'), finie et cou-
Aï

tinue, sauf parfois pour les valeurs de 9' qui annuleraient ou sin9',
ou ces (y — 9'), ou quelqu'un des dénominateurs figurant dans le coef-
ficient entre crochets. Or sin 9' ne s'y annule que pour 6'== o, et nous
venons de voir (p. 24 )qu^aux environs de Q'=== o le quotient F (97) reste
fini et continu. Quanta cos(<p — 9'), il ne s'annule pas, l'angle 9 — 9'
y partant d'une valeur voisine de y pour décroître jusqu'à l'angle

,• /* • • a/-{- o /TT CP\négatif, mais aigu, - ——— ~ (^ - ̂ )-
Enfin pour toute valeur de 9' qui annulera i t quelque dénominateur

dans le coefficient entre crochets, le terme i de celui-ci s'évanouirait
comparativement au suivant et l'équation prendrait la forme (4o bu),
où le seul facteur du dénominateur pouvant s'annuler [outre sin 9^
et cos (9 — 9')] est ces (i — co 4- 9'), partout positif, sauf à la surface
libre où son annulation nous a contraint à prendre '// = o,
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• Ainsi Ffô'), valeur de—-^^-' ^st une fonction partout finie et con-
t inue dans l'intervalle à considérer.

Intégrons dès lors l 'équation d}ù^ ^F^), à partir de la plus petite
valeur {valeur critique 9 == 60 ou O' === 9^) à laquelle s'applique l 'équation
différentielle (4o); et soitc la valeur initiale dey/. Il v iendra évidem-
ment

(4-2) îog ^ == l'intégrale finie / ¥ { Q ' } d e ' .c ^Oo

Donc le rapporta? à logarithme toujours fini, ne devient nulle part
c

ni inf iniment petit, ni in f in iment grand. Et comme nous avons vu
que yj s'annule sous la surface libre, on est forcé de prendre c == o et
d'annuler ainsi y/ partout où s'applique Y équation différentiel le.

C'est donc seulement dans le coin contigu au mur ou pour 0 infé-
rieur a la valeur critique O y , quand ce coin existera, que l 'azimut y de
la pression principale la plus forte pourra être variable et différer de
la première valeur (i5'), relative à la solution Rankine-Lévy. D'ailleurs
pour peu que c fût sensible, on voit que les écarts de '/^ d'avec la
valeur (i5) le seraient aussi; et la solution obtenue ne se trouverai t
pas voisine de la solution Rankine-Lévy, contrairement à notre hypo-
thèse.

17. Mais demandons-nous comment se dé te rmineront l 'état méca-
nique dans ce coin exceptionnel (où 0<^ O^) et l 'angle polaire critique
lui-même 9o. Pour y distinguer l 'azimut^ de sa valeur cons tante (i5)
réalisée dans le gros du massif, nous l 'appellerons désormais y / (1),
en réservant ainsi la lettre^ seule à sa valeur inùiale^ toi le qu'elie est
à l'entrée du coin par le plan critique 0 == Oo. Dans Vélroù interval le du
coin qui s'étendra (en reculant) de 0 = 0(, à 9 = i' — co, son expression
sera linéaire à très peu près; et, si l'on appelle c une constante conve"

(\) Notation qui cessera donc de désigner la dérivée t— ou ̂  mais dénommera l'azi-
mut lui-même.
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nablement choisie, on aura

(43) ^=^+^(0-^).j't

Appelons de même p\ par analogie avec y/, la pression moyenne
fonction de 6 et de r, dans le même coin de terre étroit, pression qui
excédera celle, p^ donnée par (37) (p. 22) pour tout le reste du massif
(mais calculable quel que soitO), d'un petit terme s 'annulant encore à
la limite critique 6 = Oo, et que nous pourrons, comme pour yj, supposer
linéaire en 0 dans le voisinage. Comme nous savons que toute l'expres-
sion» doit être proportionnelle au rayon vecteur r (p. 12), nous aurons
donc, si A désigne une certaine constante,

( 4 4 ) ^:=^nAr(0—^).

Nous déterminerons O^ et cette constante A par la condition que les
deux formules (43), (44) vérif ient à l ' intérieur du coin sablonneux,
près de son entrée, c'est-à-dire pour 6 in f in iment peu inférieur à Oy ,
les deux équations d'équilibre (3) prises ainsi en y accentuant les
lettres p et y^ Ces équations (3) sont d'ailleurs satisfaites, même
pour 0 <^ Oç, par/? et )< pris seuls; de sorte qu'elles deviennent, en en
retranchant respectivement (3),

(45)

d{p'—p) ^ F(^cos2-/—/jços2^) ^(//sina^—psm^l ̂  ^
dx l |_ dx dy \ '

d ( p ' — p ) ̂  ^ r^^sin^—^sinay,) __ ^(//CQS^---/?cos2;()1 ̂  ^
dy [^ dx dy J

Cela posé, les trois différences

p ' — p y / /cosay/—7?cos2^, / / s i n a y ^ — / ? s i n 2 %

s'évanouissant, quel que soit r, à la limite considérée 0==0o? leurs déri-
vées en r s'y annulent ; d'où il sui tque les dérivations e n ^ e t en y pour-
ront se faire, dans (4^>). comme si ces différences dépendaient de x et
de y un iquement par l ' intermédiaire de l'angle polaire 0, c'est-à-dire
au moyen des formules (33) (p. 21). On yaura d'ailleurs, d'après (44),

pf-p=^îïrA{6~-9,),
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et, en tenant finalement compte aussi de (43),

p ' COS 2 y/ -— p COS 2 % == (/^— /?) COS 2 ̂ -h /^ (COS 2 ̂ / -— ÔOS 2 ̂ )

= (sensiblement) (-~IïrAcos2^ ----c/?sin2%) (0 — 0o)i

/ / s ^ l 2 7 / - — ^ s i n 2 % = = (y?7— /?)s ina^-+- /?(s in2i^— sm2^)
= (sensiblement) (—IIrAsina^ "+" c/?cos2%) (0 — 0o).

Les équations (45) seront alors, après une réduction immédiate,

I IAsin0 + I I A Â - s i n ( ( 9 — 2 ^ ) 4- ck p^ cos(@ — a%) =o,

—IIAcos0+IIAA-cos(0—2^) — ck -" si î i(0 — 2 % ) = o.

Multiplions-les respectivement soit par cosO, s i n û , soit par — s inO,
cosO; puis, chaque fois, ajoutons-les terme à terme. Résolues alors
par rapport à ——5 elles deviendront

.... TrrA / „ , - -A ' s in (a0 — a y )(^6) 1 — — — = : — c 0 t ( ' 2 0 — 2 Y ) ==————:————-î,———/——-
v / C? • Â"^ ï — Â ' C O S ( 2 0 - — 2 ^ )

L'égalité des second et troisième membres donnera, en nous sauve-
nant que 6 est ici 60 et que k = sincp,

: cos (20o—2^) _ siny si^(2^o---12^A)
S i n ( 2 0 o — ^ X ) i—81119008(200—2^)^

ou bien, par l'évanouissement des dénominateurs, avec réduction
immédiate et élimination de 2^ au moyen de (19),

s i n ( c p - 4 - 2 ^ — 2 & > — 2 0 o ) == sincp.

Or, ici, la différence 21 - 2sco — 260 des arcs des deux sinus est une
petite quantité, puisque l'angle polaire QQ du plan critique est voisin
de celui^ i— (o, du mur idéal de la solution Rankine-Lévy; en sorte
que l'égalité des deux sinus entraîne l ' annu la t ion de cette différence.
Il vient donc

(47) - , &o=^—û), , • 1 , • 1
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En d'autres termes, le plein critique 9 = 6^ séparant du gros du massif
(où y^== y) le coin exceptionnel contigu au mur, où l'azimut y^ veine,
coïncide forcément avec le mur idéal de la solution Rankine-Lévy.

L'angle critique Oy se trouvant ainsi déterminé, la première équa-
tion (46), oùcot (20o—27jes t lamémechosequecot^ —^\ =tangç,
prend la forme

HrAlIrA
cp

——=-tan^;

et elle donne, en tenant compte de la valeur (37) de p ,

c si nu) cos(co — i }
( Zi7 bis) A =——————:—————-v ' 7 / costpsmay^

On aura donc, d'après (43) et (44)? po^ exprimer les deux incon-
nues y/ etp' du problème, les formules

c „ ., , c si na) c o s C c o — 1 } „
(48) y1 =7-1- - (0—0o) , p ' = p — ——————r-^————^nr(e--0o)-' " / /- /" a ' "' / / coscpsina^

II y reste l 'unique arbitraire c, permettant de vérifier la condition (3 2)
de glissement du sable contre le mur.

V. — Cas d'un mur à plus grand fruit intérieur
que n'est celui de la solution Rankine-Lévy.

18. La nécessité, pour le plan cr i t ique 6 ==== 6o l imitant le coin
sablonneux contigu au mur effectif, de coïncider avec le mur idéal
9 = i — a) de la solution Rankine-Lévy, ne laisse aucune placé à ce coin
exceptionnel, et le rend par conséquent impossible, quand on donne
i^i, c'est-à-dire quand le fruit intérieur^ t angf , du mur effectif,
excède celui, tangi, du mur idéal- Le gros du massif, où y/ =v et
p ' =:jo, s'étend donc alors jusqu'au mur même; et la solution Rankine-
Lévy est une solution isolée. Autrement dit, il n'existe aucun ensemble
de petits termes correctifs qui, en s'adjoignant à cette solution, lui
rende possible de satisfaire à la condition du glissement, contre le
mur donné, de la couche sablonneuse contigue.

On en conclut naturellement que cette couche, préservée d'un ébou-
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lement immédiat par le frottement du mur, fera corps avec lu i s ' il com-
mence à s'ébranler, ou devra lui être fictivement ad jo in t e , comme un
solide qui lui serait lié aux premiers instants de la chute. La rupture
se fera donc dans le massif même et (si Fon y admet les lois s imples
d'état ébouleux des n08 12 à 15 jusquà la base du mur) suivant la
couche sablonneuse la plus proche possible, appuyée contre le bord
infér ieur du mur, sur laquelle le reste du massif tendra à glisser
ou à rouler de haut en bas, en exerçant sur elle une poussée inc l inée
sous sa normale de l'angle maximum sp.

On fait ainsi abstraction, comme il vient d'être di t , des perturba-
tions pouvant provenir du terrain sous-jcicent ou être dues à la base
même du mur. Et la couche de rupture est alors celle dont le prof i l
monte, à partir du bord inférieur de la face arrière du mur, en formant
l'angle constante en fruit intérieur, avec la verticale ascendante. La
poussée s'y calculera donc par la formule (3i) (p, 18); et le coin de
terre préservé de l 'éboulement par le contact du mur, au premier
instant de la chute, aura Fangle i' — i, avec sa pointe en bas.

VI. — Cas d'un mur à fruit intérieur plus modéré,
ou même d'un mur surplombant le massif.

19, Mais passons au cas, seul usuel, où l'angle ! du mur don né avec
la verticale (en fruit intérieur) est moindre que i. Nous appellerons
alors § la petite étendue angulaire i — f du coin exceptionnel, contigu
au mur, où l 'azimut variable y/ et la pression moyenne p ' seront
donnés à très peu près par (48).

Avant de nous occuper du calcul de l 'arbitraire c qui y subsiste,
cherchons de combien les petits termes en 0 — Q(, accroissent les
formules des trois pressions principales N^, Ny, T relatives aux axes,
pressions dont nous appellerons ici les valeurs totales N^, N' „ , T, en
con t inuan t à désigner par N^, Vy, T ces forces dans la so lu t ion Rau-
kine-Lévy.

Les formules générales (i) s'écriront évidemment

( 49 ) NI. = — p ' ( i 4- k ces 2 // ), N^—/?^! — Â-cosa^) ,
r :=:-//A-si n^.
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II faudra y remplacer //, y/ par leurs expressions (48) et calculer
aux seconds membres, en procédant comme au n° 17 avant les for-
mules (46), la partie l inéaire en 0 — 6^ puisque tout ce qui serait
d'un ordre de petitesse supérieur est censé négligeable dans notre
analyse.

Appelons respectivement

cette partie qu'il faudra joindre à N^, N^., T dans tout le petit coin
sablonneux d'angle S contigu au mur; et nous aurons aisément, en
remplaçant finalement le petit arc 9 — Q Q par son sinus, substi tut ion,
évidemment permise ici, dont nous reconnaîtrons bientôt l'avan-
tage :

^n^^ ̂ ^^ i ( ^ - 2 % ) ] I I r s i n ( 0 - 0 o ) ,
ces o sin a 7 ' ~

.„ , C Sirio) COS0,) i • / \ - inr • t r\ r\ \
(^>) ny•=• cos^ s inay IJ ̂  sln (T """ 2^^ïlrsm ̂  ~~~ 00)1

CSil lû)COS0o r / \ i rr * / /•> ^ \^== ————;——1 cos(ç — 2sy)1 l i rsin (0 — Q^.
C O S 9 S l t l 2 ^ L V T ^ / J l '

Ces formules deviennent très suggestives si l'on observe, d ^ u n e
part, que, d'après (19), ç — 27 == - — 260 , ou que

"* -A

f - 4 - s i n ( c p — 2 % ) , i — s i n ( < p — 2 ' ^ ) , c o s ( c p — 2 % )

valent respectivement

acos^o» asin 2^? 2 c o s 0 o S Î n @ o

et, d'autre part, que

r sin {0 — Qo ) =^. r sin 6 ces 6^ — /• ces 0 sin QQ •= y cos 6/0 — x sin ^o ;

car elles s'écrivent alors, en les condensant dans une formule
triple,
, t- . , . 2CÏÏ S i t l û ) COS 0o /(5i) (^,^.^)^ ^g^ ^cos^o^sin^o.cos^sIn^X.rcoseo-^singo);

^/z/i. ^c. 2Vorw., (3), XXXÏV.— FÉVRIER 1917. 5
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et, quelque notable que pusùe être la différence 0 — 0^, elles vérif ient
intuitivement les condit ions évidentes d 'équi l ibre

dn^ dt dt dti y
—— -4- — == 0, —— 4- ——L =: 0.cte dy cix ( Î Y

Par suite, enjoignant ces valeurs (5i) àN^, Ny, T qui sa t i s font déjà
aux équations totales (2) d'équilibre, on aura des expressions N^Ny. ,
F vérifiant celles-ci identiquement. On pourra disposer alors dn fac-
teur constant c de manière, par exemple, a rendre la poussée sur le
mur, pour 6 = Q y — ^ inclinée de l'angle cp sous la normale à ce mur
prolongée; et il ne restera plus finalement qu'a s'assurer du degré
d'approximation avec lequel se trouvera sa t is fa i te la condi t ion spéciale
exprimant que réquilibre-limile est atteint dans tout le coin d'angle es
ou que l'état du sable y devient ébouleux.

20. Considérons d'abord la pression qu'exerce le gros du massif sur
les divers éléments plans à profils émanés de l 'origine et d o n t l 'angle
polaire est 8 ou, les cosinus directeurs, ces 0, sin 0. Leur normale ,
tirée du côté des y positifs, a l 'angle polaire 0 •+• ï et les cosinus
directeurs ~ - s i n 0 , c o s û . Les deux composantes, suivant les a; et
lesj, de la pression y sont donc, d'après des formules élémentaires ,

— Ni. sin 6 •+. rcosô, —T à i n @ 4- N;.cos Q;

et elles donnent, par suite, respectivement, suivant la tangente a
l'élément plan et suivant sa normale prolongée, les deux forces,
tangentielle (H et normale (— ^),

(5s) ^^îiirJ^sin^+rcos^,
/ ^ N^N^. N.—N^.. (— X ) =: — -} ^ ^ — —^—± ces 2 ô + T sî n a 0.

Évaluons d'abord les valeurs partielles de ^ et de ( — >x) correspon-
dant aux parties principales N,,, N,, T de N;,, N;., F, qui sont,
d'après(49),

(53) - - /?( i+sin(pcos2%), ~.p(r — sin 9 cosayj, —/? s înç s iu '2^
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avec l'expression (.37) de p (p. 22), savoir

.lïrsino,) cosO Il/ 'sinc,) cos0 II/'cos (cp -4- £') cos0(54) /? ;=- — —:——:——— ••== —————-————:———- == —————•—-,———-— ?s m c p s i n a y sine? cos (9 -h 2 ^ — a c o ) cos 9 cos ( c o — / )

où le troisième membre se déduit du second grâce à la formule (19)
et le quatrième du troisième par l'emploi de la relation (3o).

Il vient, pour ces parties principales,

(55) ^ = = j o s i n < p sin 2 ( 0 — y J , — ^ =jp [ i — s i n 9 cos a (0—7)] .

Or la formule (19) donne

^^)^2(0~ôo)+ f î -?) ;
\ 2 /

ce qui ' transforme presque immédiatement ces expressions (55) en
celles-ci :

©==^>sin9 [cosy — asin (^— Q) sin (9-4-- 0y— 0)],

( 56 ) ^ r̂ — .̂ ;.. „ r c o s (û
L1^?-X==/?sin<p -' '^ ^ I I M 1 1 — a s i n (QQ—O') cos (9 -4- OQ— 0) •

Passons maintenant aux petites parties n^ n.yy t, données par (5i) ,
de N^, Ny, T, parties dans le facteur commun desquelles nous remet-
trons rsin(0 — O p ) à la place d e y c o s ô o — . ' r s i n O o et é l iminerons/ '
par les deux premiers membres de (54). Elles deviennent alors

(.57) (^, riy, £)=:—-ïcpsm^s'm(Q—QQ) cos 0 (cos2^, sin2^, cos 0e sin^o).
COSCP COsC'

Portées dans ($2), elles donnent , pour les valeurs partielles corres-
pondantes de s et de — .%, la formule double

(58) (^,-X)=2^si^9sm2(^-0)^^[cos(0o-~0^ - sin (0o- 0)].

Joignons-les respectivement à (56); et nous aurons comme expres-
sions définitives cherchées des deux composantes, tangentielle c. et
normale (—x), de la poussée exercée par le massif sur l 'uni té d'aire
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de l'élément plan,

^=/?sin(p coscp ~2sin(0o-0)fsin(9+^-0)-(;^°^l^^
/5û\ -1 L cosycosÊî 1 " " ' 'j

^ . cosç . . f , . ., cos^sm2^--^)"!—^=:/?sma). ——-'-—^sin^o--^ cos(co+0n—(9)-4-c——-—————- • •1 ) tangy v ° 'L " l ' c o s ® c o s 0 J

21. Exprimons, comme il a été indiqué ci-dessus, que, pour
0 = 6 o — S, c'est-à-dire contrele mur , cette pourisée f a i t 1'an^le donné ç
du frottement à la fois in tér ieur et extérieur avec la normale pro-
longée, ou que le rapport de ^ à — x est tang 9. Or, à part le facteur
c o m m u n p s ï n y, s et — x sont représentés par les deux accolades,
dont le premier terme a déjà, dans les deux fo rmules , le rapport tangy.
Il faudra et il suffira, par suite, que le second terme, en sin (0< , — 0),
offre le même rapport, ou qu'on ait, en faisant 0 == f^— §,

(60) sin ( 9 + ^) cos 9 cos ( ^o - ̂  ) ~ c ces ̂ , si n^cosj ^ s i n y
cos (9 + S ] cos<p cos ( QQ - rî) 4- c cos^sm2?"" =1= 1^^

proportion d'où l'on tire aisément

(61) ^cos9cos(0o-^c})
ces (y — f î ) c o s 0 o *

Par suite, c == i à la limite § = o.
Portons cette valeur (61) de c dans l'expression (5()) de s où l 'on

prendra pour 0 l 'azimut 0,— S du mur; puis remplaçons les deux pro-
duits

as în (9 + à) cos (y -- <î), 2 sinâ cosô

par s m 2 y + s i n 2 â et par sin^S; enfin, subst i tuons f inalement au
produite cosy, d'après le quatrième membre de (54), la va leur

^.^cos(9+^)cQs(^~j) ̂  ^ cog(y+^^^^(^ _ ̂
cos(û)-0 cSiTiT^^———'

Nous trouverons, pour la poussée ^ == ̂  exercée sur l'unité d'aire
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du mur,
/r cos ( © 4- ô ) ,.,- , ./ ., ces ( ex) — i ' ) 005(94-0) /1 ./ Q., \ c[< ̂  n cos îp ——1—--^- = 11 r cos(co 4- / •+- o) ——:———^—^- ——-——^ ( ).v / ^ " ~ T ç o s ( Q 3 — o ) N ' C O S ( û O — ^ — 0 ) C O S ( 9 — 0 )

II conviendra d'exprimer cette poussée $ en fonction des données
immédiates de la question, qui sont : i° l'angle o) fait sur l'horizon
par le talus sablonneux; 2° l'angle de frottement intérieur ç, constant
dans l'ensemble du massif; et 3° enfin, l'excédent §, sur l'angle
donné i' du mur avec la verticale descendante (en fruit intérieur), de
sa valeur singulière i définie par ( rg) : de sorte que l'on a, en défi-
nitive,

,. ., TT co ï / . sin&)\(62 bis) ^==— ^ - 4 - - — - — - - —co4- arcsin-—— 'v / 4 2i 2 \ sin cp/

On remplacera donc, dans le troisième membre de (C)2), § par cette
valeur.

22. Il nous reste à voir jusqu 'à quel po in t nos formules totales
de-Ny, N^, T, sommes respectives de leurs expressions (53) dans la
solution Rankine-Lévy etdes compléments (S^), vérifient, à l ' i n t é r i eu r
du coin sablonneux d'angle à, la relation spéciale à l'état ébouleux.

On sait que, dans tout mode d'équilibre (limite ou non) d'un élé-
ment de volume, avec distribution plane des pressions^ l'angle, que
j'appellerai y', fait en un point quelconque, avec la normale à l 'élément
plan qu'elle sollicite, pcir ia pression qui s'y trowe la plus oblique à cet
élément plan^ a le carré de son sinus donné par la formule

•- '̂̂ N^"-

(1) On reconnaît assez facilement, sons celte dernière forme, l 'identité de celle expres-
sion à KUr , où K aurait la première valeur ( i 'À3) donnée à la page ia6 de mon Mémoire
inséré en 1876 an Tome XL du Recueil des Scwants étrangers de F Académie roycde de
Belgique. Dans ce Mémoire, notre notation actuelle i' s'appelle i et il faut y faire égal à y
l'angle cpi du frottement extér ieur; enf in , un p rodui t écrit tan^ ( - — 2 ) — c o s t — — ,' 0 \ 4 a/ cos(i«> -4--4/)

i — s i n c p cos^ ,, , , , , ,ou———i--^—-——i——, y est, d après le bas de la page in et avec nos notations
, ,, . cos( y + ̂ -h 8)actuelles, ie rapport ————-,—?—•1 1 cos ( a) — i — o )
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Or nou-s aurons ici pourN7 , , N^,, F, en laissant d'abord arbitraire la
constante c, ou le coefficient du f ro t tement extérieur du massif contre
le mur, les trois produits du fac teur commun ( — j o s i n y ) par les
sommes respectives

i . / / , ^ cosQ,+ c o s 2 7 — - 2 c s i n ( 6 ^ — 0) ———L—cos2^& 81119 ' cos 9 cos0
1 T / 1 f\C Ç)

(64) -ï— " ̂  ̂  ~ 2c sîn(^- ^) ——^ sin^o,si ii 9 k- '' - \ cos 9 cos0
. , ,1 /,, COS 0n, sin 2 '/ — 2 c sm ( 0o — ô) —————sin 2 7— 2 c sin ( QQ — Q) 0 cos QQ sin 0,).

\ ' cos 9 cos 0

Substituons donc celles-ci à N^., N^., T 'dans (63); et, en divisant
par sil'rcp, nous trouverons presque immédia tement , après multipli-
cation haut et bas par cos2^ cos2 6,

sin2»^ _ cos2 9 cos2 Q — 2 c cos 9 cos Q côsôosin ( 0o— Q) cos( 2 0o— 27) -+- c^cos2^ sin^Sc,—" 0)
. s m 2 ^ [ c o s 9 cos ̂ — c s i t i 9 cos^ sin (6^—0) | 2

Elle se simplifie en observant que, d'après (19) (p. 16), 2^^— Û Y ,
c'est-à-dire 21 — 2oj — 2^, est le complément de cp, et en mu l t i p l i an t
en outre, dans le second membre, par cos2 y + sin2^ le dernier terme
du numérateur. Cela donne

(65) sin^y7 _ |" c cos y_cQs goSi n ( Q Q - - Q ) 1 2

sin^ " [ cos 9 cos ̂ ^ '̂̂ î co^o^u^ J

La fraction à termes posi t i fs dont le carré t e rmine cette formule a
son numérateur croissant à partir de zéro, quand la différence 0^ — 0
y varie de zéro à §, et le premier terme, coso cos6, de son dénomina-
teur, décroissant en même temps comme son facteur cosO qui varie de

COS0o=COS( î—û) )==r COS(û> — l) à COS(ô( i— Ô) = COS {h)—i -t-Ô);

ces deux circonstances font grandir la fraction, résultat auquel coo-
père encore la réduction de plus en plus grande du dénominateur due
au second terme de celui-ci, terme qui a sa va leur absolue croissante
comme sin(6o — 6). Ainsi le rapport de sinç' à s iny excède runi té
dans tout le coin sablonneux, et d 'autant plus qu'on est plus près
du mur.
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Pn voi t d'ailleurs que toute valeur f i n i e attribuée au facteur cons-
tant c ne fait varier ^/, dans le coin sab lonneux où Oy — 0 grandit de
zéro à 5, que d'un accroissement, toujours positif , de l'ordre de S2 et,
par conséquent , censé négligeable dans notre analyse. An degré
d'approximation poursuivi, on a donco^c- , c'est-à-dire que l'état
d'équilibre obtenu est à très peu près l ' équi l ib re- l imi te cherché du
massif homogène.

23. Remplaçons, dans (65), c par la valeur (61), qui fait égal à ç
rangle du f rot tement extérieur contre le m u r ; et il viendra immédia-
tement

( 66 ) ^01- ̂  i + f ______cos9cos(9o>-o) sin(^—^______ ~J 3 ^
sin^ç L00^0 ~ °) co^ —- ^ l l l? cos(0o— ô) s u i ( Ô o — 0) \

(contre le mur même, où 0 == 0^ — o, la fraction dont le carré figure
au second membre, et qui y prend sa plus forte valeur , acquiert haut
et bas le facteur c o m m u n C O S ( G ( ) — o), par la suppression duquel elle
devient tangâ. On a donc, en appe lan t <î> la plus forte va leur de y',
celle qu i se produit ainsi pour 0 == Q() -- 5,

/ / . . / , , , sinct/ ^ i i i < J P i o2
(07) (contre le m u r ) —:—— ou •——— == ——^ == i -4- — 4- . ..,si no? s i i i c p coso 2

résultat ext rêmement simple, permettant d'estimer le degré d'approxi-
mation obtenu dans l 'étude d ' un massif ayant l 'angle 9 de frottement.

24. Mais il est év iden t que nos formules donnent aussi, sans que
l'angle o du coin ait besoin d'être petit , l 'expression exacte de l'état
ébouleux en vue, pour un massif qui. ne serait pas entièrement homo-
gène et aurait précisément^ le long de chaque droite d'azimut Ô émanée
de U origine^ V angle de frottement intérieur ou de terre coulante ^
défini par la formule (66), angle croissant h l'approche du mur et dont
le maximum $ a, d'après (67), le sinus -I^ : le mar serait d'ailleurs
censé un peu poli, juste au degré nécessaire pour que l'angle de frot-
tement extérieur de ce massif hétérogène eût encore la valeur y,

, , , , , arc sin (s in<^ cosô)moindre que (& dans le rapport ————^———— -
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Un fait digne de remarque est la l e n t e u r extrême avec laquelle varie
en fonction de 0,à mesure qu'on s 'éloigne de la valeur critique 0 = = 0 o ,
le rapport de G à (— n^), c'est-à-dire l'obliquité des poussées que le
massif exerce sur les divers éléments plans du coin sablon-
neux émanés de l'origine. En o r d o n n a n t alors, dans les accolades
des seconds membres de (39), les deux coefficients totaux de
— 2sin (ôç — 9), suivant les puissances de (60 — 0), jusqu'aux termes
du premier degré inclusivement, on voit que ces deux coefficients
sont / /. \

sinç 4- (@^— Q) ^ cosy — —— ) et cosy -- (6/0— Q) s iny .

Comme c s'y réduit , sauf erreur négligeable, à sa valeur l imi te qu i ,
d'après (61), est i, le premier revient à sin<p [i — (Oo — 0 ) t a n g y ] et
son rapport au second est tang y, comme celui des premiers termes
des accolades. Le rapport de s à (— X) est donc invariable ou, plus
exactement, ne varie que de quantités de l 'ordre de ( O o — O)3 .

Aut rement dit, même en tenant compte des q u a n t i t é s de l 'ordre de
petitesse de (Oo — 6)2 ou comparables à S2, tous les éléments plans du
petit coin sablonneux émanés de l 'origine éprouvent défi pressions
d'égale obliquité; et, quand on passe d'un plan à l 'autre, la poussée
qu'i l subit tourne comme le plan lui-même, savoir de rfO.

Cependant, la pression la p l u s inclinée en chaque point, ou présentant
l'obliquité maxima mais variable y', tourne environ la moitié moins.
En effet, son azimut alors variable, partout égal à y/+ ( ^ — 2-)? ne

diffère pas sensiblement de y ' + (- — ° ) et a son accroissement, d'unr /- \4 2/

plan à l'autre, donné à peu près dans le coin sablonneux, diaprés (43)
(p. 29), par la formule ~rfô = "rfô.

Ce paradoxe apparent s 'explique en observant que, dans la solut ion
Rankine-Lévy prise à part, le rappor t de ^ à ( -—DTo) , fonction de 0
continue qui at teint , pour 0 == O o » sa valeur maxima tangy, ne pou-
vait varier, comme le m o n t r e n t d ' a i l l eurs les fo rmules correspon-
dantes (56), que de quan t i t é s de l'ordre de ( 9 ( » — 0 ) 2 dans tout le
voisinage. Donc, les termes complémenta i res (58) ne devaient intro-
duire dans s et(—^>), pour égaliser l 'obliquité co aux deux limites 0==0^,
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0 = = = 0 o — § , que des parties du même ordre; ce qu'ils font, grâce
au facteur commun s i n ^ ô o — ô ) . Mais il est tout de même curieux
que les accroissements insensibles de c/, quand on passe d'un plan à
Pautre, réduisent environ de moitié la rotation de la pression la plus
oblique, relativement à ce qu'elle aurait dû être dans un massif
homogène.

VII. — Introduction théorique de certains massifs, hétérogènes quant
à l'angle de frottement intérieur, mais dont l'état ébouleux
se calcule aisément, pour estimer par défaut et par excès
la poussée limite du massif homogène proposé.

25. Si l'on applique à un massif prat iquement homogène et ayant
un angle donné y de frot tement tant intérieur qu'extérieur (contre le
mur qui le soutient), les formules ci-dessus, pour des valeurs de S un
peu notables comme, par exemple, ï5° ou2oo(clonnantcos§=o,9659
et 0,9367 respectivement), sinç ne sera guère que les ̂  du sinus de
l'angle maximum <&, contre le mur, de frottement in té r ieur du massit
fictif wmv lequel ces formules seraient exactes. Donc, en réglant la
résistance du mur effectif sur ce qu'elle devrait être strictement pour
ce massif fictif, c'est-à-dire dans l'hypothèse de la poussée-limite (62),
le mur pécherait par défaut de solidité; car, y' étant supérieur à y, le
massif fictif a ses couches voisines du mur moins portées à s'ébouler
que celles du massif réel. Mais il sera, au contraire, plus résistant
qu'il n'est strictement nécessaire, si l 'on applique la même for-
mule (62) de poussée, en attribuant au maximum <3> de y" la valeur
donnée de l'angle constant de frottement intérieur du massif réel et,
par suite, à o, dans les formules, la valeur plus petite dont le sinus
serait alors sm<Dcosâ. Il est clair, en effet, que la poussée-limite (62)
serait alors celle d'un massif hétérogène fictif ayant ses frottements
tant intérieur qu'extérieur moindres que ceux du massif réel et, par
suite, moins résistant que celui-ci à Péboulemenfc. On aura donc ainsi
deux limites : l'une, par défaut, l'autre, par excès, comprenant entre
elles la résistance effective minima que devra posséder, pour tenir
bon, le mur de soutènement.

26. Mais il peut être désirable, en général, que les évaluations,
An^Éc. jNorm., (3), XXXIV.— FÉVRIER 1917. 6
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l 'une, par défaut, l'autre, par excès, de la poussée du massif homo-
gène donné contre le mur, soient effectuées toutes les deux dans des
hypothèses n'altérant pas la direction effective de cette poussée, c'est-
à-dire laissant à l'angle de frot tement extérieur, que l'on appelle d'or-
dinaire o,, sa vraie valeur donnée, laquelle est ici $ dans la seconde
évaluation (ou évaluation par excès). Car la poussée effective et les
deux limites considérées entre lesquelles on l ' intercale, rendues ainsi
pareilles en qualité ou ne pouvant plus différer que par la grandeur,
deviennent bien mieux comparables.

D'ailleurs, quand il s'agit, en particulier, d'un mur de . soutènement
renversable par rotation autour d'un axe connuy le moment de la
poussée par rapport à cet axe a plus d'importance que la poussée
même; et ce qu'il y a lieu de chercher alors dans les deux évalua-
tions, respectivement par défaut et par excès, de ce moment, c'est, afin
d'en réduire autant qu'on peut l'écart, l'évaluation lapins forte possible
par défaut, mais la plus faible par excès.

Or, dans la seconde évaluation, où $ est pris égal à l 'angle de frot-
tement du massif homogène donné, faire égal à y, comme le supposent
les formules (61), (62) et (67), l'angle ^ de frottement extérieur,
c'est prendre ^ plus petit que sa vraie valeur physique et abaisser
peut-être sans nécessité, dans la seconde évaluation, la résistance du
massif a Féboulement, ou trop surévaluer la limite par excès soit de la
poussée, soit de son moment, qu'il s'agit au contraire de réduire.

27. Il y a donc lieu, pour plusieurs raisons, de ne pas prendre tou-
jours ç^ == ç et, par suite, de ne pas attribuer toujours à c et à <1> les
formules (61), (67), mais plutôt de déterminer le coefficient con-
stant c de manière que le rapport de © à (— x), dans (5()), devienne
tango^ à la limite 9 = 9^ — o, l'angle de frottement extérieur o^ pou-
vant être quelconque au-dessous de e>.

Posons alors, au lieu de (67),
s in<ï ï r(68) ——— "=. —— .—: i/i -4- Unî û,
SHK? coss ' ' °

formule où s sera ainsi un angle auxiliaire, aigu et posi t i f , que l'on se
réserve de déterminer u l té r ieurement . La formule (65) d o n n e aisé-
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ment, en y faisant 0 == 0,—o et, par,suite, ^= $,

c co s 00 s i n o cos 9 s i n e
cos(0o— o) coso •— ccos^o s i n ô si no '"" cose^

relation d'où se tire l'expression de c, analogue à (61),

(69) c ~- cos ̂  cos ^ ̂  ""' Q ^ s i n £

cos ( o — e ) cos ÔQ si n <5 *

Et les deux équations (^9), divisées l 'âne par l'autre après mult ipl i-
cation de la seconde par tangç, donnent alors, après quelques réduc-
tions évidentes,

/ ^ ^^^.^^^^^(y — s ) COSV^'^^ -l- ô) — sinecos^']
î-an&9 cos (©"— c) cos y^ —TsTn^ia n g ©]~(^i(^Tsy^ (cp +â) + si n e sin ô] "

Remplaçons, dans les quanlUés entre crochets, les produi ts de
deux cosinus ou sinus par des derni-som-rnes ou des demi-différences;
puis introduisons les sinus ou cosinus de o q = £ . Il viendra faci lement

{ n i } tï\i^^ _ cos ( 9 — s ) —" a si n r5 si n ( 9 — e + rî)
sin y ^,;l)s^coi(-®-••:^

cos(y — s "h 2r3)
cose — sin y sin (9 — e ^"^y?

équation dont le troisième membre se déduit du second par les mêmes
procédés.

Telle me paraît être, sous les formes les plus simples, la relation
existant entre y, 5, s et ç,, ou, ce qui, revient au même, entre (D, à, <Ï)
ety , .

28. Prenons enfin égal à $, comme il semble parfois convenable de
le faire, l 'angle ̂  de frottement extérieur dans la seconde évaluation
(ou, évaluation par excès) de la poussée ; ce q u i , d'après (68), reviendra
à poser

, . sinç / t a n g ' c & j i V i^) s m î p i = = — — ^ î ou ——2— ::=:"————————.(7 coss \ sin y / cos^—sin 3 ^

Substituons au premier membre de cette dernière équation le carré
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du troisième membre de (71); et, après l 'évanouissement des déno-
minateurs, puis quelques réductions évidentes, une extraction exacte
de racine carré, suivie d 'une division par ces £, donnera finalement,
pour relier Œ», s. et § à $ ou ^ qui sont connus, l 'équation cherchée ( ^ )

- . Si 1 1 0 3 . .,
s i n ( c p -+- '20 — e) -=-•—— :=sm<l>.

COÎ!) £

La petitesse supposée des angles <Ï> — y, à, £ permet de conclure
l'égalité des deux arcs $, y +• aâ - £ de celle de leurs s inus.

On aura donc, vu d'ailleurs (6îî bis) et en faisant y < == <I> dans (72),
si il G) _ s in 9

(73 ) <? + 20 — s •= <ï>, co?( o-+- 'îâ ~ G) - + - % < ) ̂ -y]^î cos& — J^ "

Les deux dernières (73), multipliées membre à membre, donnent

„ ., siriûo
(74) C O S Ê C O S ( C ? + 2 Ô — - C , ) 4 - 2 ^ ï^^"^'

Remplaçons-y 9 + 2 $ par sa valeur <I> ^ £ résultant de la pre-
mière (73); et, en substituant au produit de deux cosinus la demi-
somme de deux cosinus, il viendra

(7.5) cos(<^— û) -+- ^ y+ae ) == ^ ——— —cos(<t> — G) •4- ^'/),

relation à second membre tout connu, qui permettra d'obtenir l'angle
cp —^ -4-^f4»^£ ou, par suite, l ' inconnue £. On en déduira y et S par
la troisième équation (73) et par (74), qui donneront

(76) si i i9== ^int l>coss, cos ( ç—&) -h a^H- a â ) = -y—7*

Après quoi, la première équation (73) fournira une vérification de
tous les calculs.

(r) Ces calculs mouLrent que, si l'on divise le troisième membre de (71^ élevé au
carré, par le dernier membre de (72), il vient identiquement

tari^oi __ (" sin y — cos s s in ( o — s ~h •>. 8 ) \ 'î

tan^'2^ ~~ [ coss "— sin 9 sin ( y — s -4" % ô ) J

et que ^ est le maximum de cpi.
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29. Évaluons maintenant (sans d'ailleurs faire tout de suite ç, == <&)
la poussée exercée sur le mur, et, d'abord, sa composante tangentielle,
que donnera la première formule (5c)) en y posant

0 := 0o — § == i — o.) —! o -= ( / — (»).

Nous aurons, vu la valeur (69) de c,

P S i 1 1 CO , . , . " > > - • / ^ / ^ • Mi(. =, — / — — — g coscp cos(cp — £ ) — si nô [2 s ni (9 + o)cos(y — e ) — asmecosô j j .

Puis traitons par une méthode suivie plus haut (p. 43) les trois termes
auxquels se réduit alors la quant i té entre accolades et qui deviennent
respectivement

(•OS ('2 (?"•—£) •4- COS£ C O S ( 2 Q + 2 0 — • £ 1 ) — C O S ( 2 C p — £ ) C O S ( ' 2 ( Î — — s ) — C Q S £
— — ^ , ^ , ^

Nous aurons, en réduisant,

ces (2 cp "4" 2 0 — e ) 4" cos(9,<5—-£ ' ) . cos( îp-4-2c5—e)77 ) to —:^sina'1——-—-———————————————=:,pcoscosmcp———-,———-—-/ ' ' ' 2 ces ( (?- -£) ' > cos( 9 — s )

On remarquera que dans le cas, traité d'abord, où l'angle de frot-
tement extérieur était y et ou le maximum $ de y' se trouvait donné
par la formule (67), notre angle actuel £ prend la valeur S. Et l'on
voit qu'alors la formule (77) se confond bien avec celle qui a été
obtenue pour ce cas au n° 21 (p. 37) et qui a donné

G C O S ( 9 - 4 - 0 )
y. ou •——— == // ces cp —————s"r -suico c o s ( 9 — o )

l întin, nous aurons aisément la poussée par unité d'aire, que nous
appellerons ^ afin de distinguer cette seconde évaluation, par excès,
de la première, (62), qui était par défaut. Comme l'angle de frottement
extérieur est ici <D, œ' égalera le quot ient de ^ par sin<I>, quoti'ent où
l'on voit que s'introduira le rapport ^^^ égal à cose, d'après la troi-
sième (7'3)- Nous aurons donc, en procédant comme pour la for"
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mule(62),
, . , -, COS(cp 4-20 — £)

(77 ̂ ) ^=pcos<p cose ^;^_^

Try / •/ J^ COS^:»--?7) COS(o 4- 2 r}-- s)=:ÏÏrcose cos(œ 4-^4- o) —————-—'— ——————-——v î ' cos^- -^—^ c o s ( y — - £ )

II n'y aura plus qu'à y mettre pour £, y et § leurs valeurs précédem-
ment obtenues (n° 28).

30. Appliquons nos formules au cas pratiquement le plus simple et
le plus important, celui d'un terre-plein horizontal, soutenu par un
mur vertical, où l'on a co === o, i ' == o.

Procédons d'abord à l'évaluation par défaut (62). La formule (62 bis)
y donne 5 == ^ — •ç? valeur très forte, même quand on prend y == 45°?

puisqu'elle atteint alors ^ ou 22°^ On peut donc prévoir que l'assi-
milation du massif homogène proposé à nos massifs hétérogènes
laissera beaucoup à désirer. La poussée (62) y est

/TC <P\ . /7T ÇD\tang - —-L sm - —-î-
/^ ^nr u ' 27 u 2 / ^rir ^^y -

^ ' cos f 3 ^—^ cos9( i4-2S] i»9)" Y 2 47

Pour (p == 45°, le coefficient de IIr y vaut

tang2 ( â2 0 ^ ) rz v 2 "̂  ! ==:(3— 2 \/2)== 0,1716 environ.
\ 2/ ^2 4- I

Évaluons maintenant <î\ La formule (7,5), où co == o et f===o, devient

C>4-2£ .=--7T — C> OU £ = : 2 — ^ " '
2 î

et l'on trouve ensuite

sine? == sin2^, ^ ̂  î -~- î -
4 2
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II résulte donc do troisième membre de (77 bis) que

(79) œ^nr81^0^ l a n g f ^ g V
sm(<î>-i-9) ^4 2 7

Pour (I) = 4,5° = ̂  il v i en t
4

sin,9 == ^ ou 9 =30°, sin($+y)=:— (cosy-t- sine?) m v 3 "tl^
\/2 ' 9.^/2

N

fW TV \/2 TTÏ '̂  \/'1 — V^ /-. •̂ ,(^ := H/- ^--—^l!/' ^ ==0,2989 Rr environ.

f/écîn:! des deux coefficients numériques par défaut et par excès,
0,1716, 0,2989, atteint 0,1273, c'est-à-dire presque ks trois quar t s
du plus petit de ces nombres.

Il resie évidemment le même, en valeur relative, quand on se borne
au cas, assez ordinaire dans les expériences de laboratoire, où le mur
se réduit à une mince paroi rigide, mobile autour d 'une de ses hori-
zontales, et où, par suite^ la poussée n'influe sur l'équilibre que par
sa composante normale <îcosç ou ^cos^, dès lors seule à considérer.
Appelons-la respectivement P et P'. Nous aurons

/ y . ,. ..r i — s i n y ,..̂  ».. sin^cos2^ /TT Q?\( .So ) P =; II r ————~l» , P/ == H r . ———~ ta n ff - — •Î- .
i + a s i n y s i n ( e > + ( p ) \ 4 - ' a /

II v ient donc, pour y === 45°,

( 8 î ) P^ lïr 3 ̂ 2v /a =: lïr ( 3 ̂  ̂  2) =: (o, r2 ï3 ) llr
\/9. \ 2 /

<*( : , pour €> == .^p0»

(8^) ' P^ II/' 3 ̂ y 3 ^ (o, 2113 ) II/-.
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VIII. — Solution pratique du problème de l'équilibre-limite, pour la
masse sablonneuse que soutient d'un côté une mince paroi
plane, mobile autour d'une de ses horizontales et maintenue,
par exemple, au moyen d'un fil dont la tension est donnée
à chaque instant.

31. Dans ce cas particulier, où l'on ne considère que le moment de
rotation de la poussée autour d'un axe horizontal déterminé et où,
par suite, la poussée n ' in tervient que par sa composante suivant une
direction connue, la l imi te supérieure de celle-ci la plus avantageuse,
c'est-à-dire la plus f a ib l e ou la moins écartée de la limite inférieure,
n'est généralement pas celle qu'on obt ient en prenant ^ égal à <&,
c'est-à-dire à l 'angle de f ro t tement intérieur connu du massif homo-
gène proposé, mais en laissant arbitraire entre zéro e t<& cet angle <^
du frot tement extérieur, de manière à pouvoir le choisir par la con-
di t ion même de rendre aussi petite que possible la composante unique
de poussée que l'on en a vue.

Quand il s'agit, no tamment , d'une paroi plane mince, et que l'axe
de rotation est dans son plan, ou que la composante à rendre mini-
mum est la composante normale çPcosy, , il est préférable d'y faire
9, = 9 que cpi == <3>, c'est-à-dire de prendre P'= ^cosç, en calculant œ
par la formule (62), et en déduisant cp de $ par la relation corréla-
tive (67) (p. 39), où l'on mettra encore pour cl) l'angle constant de
frottement du massif homogène proposé.

Dans le cas général d'un talus incl iné ou de o) >o, quelques tâton-
nements ou casais de valeurs de y conduiraient vite à la vraie valeur
de cet angle. Mais, dans le cas simple, spécialement examiné ici, d'un
terre-plein horizontal, avec mur vertical, où $= ^ -- î, l'équation (67)
donnera facilement

(^) sincp •== y(sin<Ï>+\/8 4- sin2^) sinî».

Si, par exemple, $ = 45°, on aura

siny==^t^i2r=o,64o39, ^=îy^^
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et l'on déduira da dernier membre de la formule (78)

/ o / \ î i»/ / n TT I — s i n o ,-„ o,35o6i , ^ .,,.(84) P^^ ces îp== II/'—————— =:ïlr——^- = 0,1077 Hr,i 4 - 2 s i n c p -2,2808

l i m i t e supérieure notablement moindre que (82) et dont l'excédent
sur la l imi t e inférieure (81) dépasse à peine les de -j- l'excédent ana-
logue de celle-ci (82).

32. On aurait une l imi te supérieure encore plus basse, en laissant y <
indéterminé dans les formules (5p) (p. 36), où nous faisons ici œ nul,
et, par suite, d'après (62 bis), S === ^ —• y - Nous prenons, en outre,

^ _ . __ ., ^ __ 7T 03 / _ . _ "K Cp
, — ^ ^ o ., ^ ^

Enfin 0 == o contre la paroi.
Les formules (Se)) deviennent , grâce à des réductions immédiates,

(85) © == ^p s i n y coscp, ( — ^ )==/^ ( i — s i n y ) ( i — --s ine?) .

Le rapport de ç' à (•— X) étant t angy i , on aura donc

tang^ _ c(ï-+- sirnp)
"la 0 ^ 9 2 — c s i n a ^

relation d'où se tirera la valeur de c,

2 tan^9i
{ ^ • c '"" tang-9 -+- s in^( tang(p 4- tang-epi)

Aprùs quoi, J/expression (85) de (— ^), c'est-à-dire P', deviendra,
tous calculs faits, en y remplaçant d'ailleurs p par sa dernière
valeur (54) (p. 35), réduite ici à ̂ ^

(87) P^ÏIr——. ^^——-.^ u / / i 4" sm cp -t- COSQÎ tan^cpi
Ânn. Kr. Nurm., ( 3 ) , X X K 1 V . — FEVRIER 1 9 1 7 . 7
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Appelons /-le rapport constant de P" à ïïr. On aura, tout à la fois,

,„, , . , ,-.. /-,-»- î î •+-si iio ,/i-i- s il 1 0
(87 bis) P' r= /dir et y == ———:—- 4- i / ———:—- tîuigcpi.' / ' A- i — s u i o y î — s i il ©

L'inverse du coefficient k grandit, comme on pouvai t le prévoir, soit
avec cp, soit avec © i .

33. Cherchons ce qu'est alors, pour 0 === o, c 'est-à-dire contre la
paroi verticale, le max imum $ de notre angle va r i ab l e y', m a x i m u m
évaluable par la formule (65), que l 'on reconnaî t a i s é m e n t deven i r ,
ici,
(88) gl^^+f ccos9 y.

, ^ s in2^ \ 2 — c s i i > < p /

Or, avec la valeur (86) de c, le produi t ccos<p et l'excès 2 — c s i n y
sont proportionnels à

c o s c p t a n g î p i , ( r 4-s iny) iangcp,

quantités dont le rapport est—:——-tangcpi.
La formule (88) donne donc en t re o, ©i et î> la re la t ion s imp le

(89) s in 2^ = ym^o -+- (î — s iny) 2 ( ang '^cp i .

yPar suite, en vue d 'obtenir la meil leure l imite supér ieure P' de la
poussée normale P, on y fera $ égal à l'angle effect i f de f r o t t e m e n t
du massif donné; et l'on déterminera ensuite y et 91, dans (8()), de
manière à rendre m i n i m u m l'expression (87) de P', ou max imum
l'inverse (87 bis) du coefficient k.

La formule (89), mult ipl iée par cos^ç, , devient a isément , en re t ran-
chant ensuite sin2^ cos2^ des deux membres,

.(90) (sin2^ — s in 2 ^) cos^îpi == (s inç — sm3^!)^

Comme $ sera constant dans cette é q u a t i o n , d i i îe rent ioos- la en y
faisant varier o et 9 ^ . I l v ien t presque auss i tô t

(90 bis) [ ( î — s i n e p ) 2 + (s î i i 2 ^-" - s in 2 ^) ' ) s i n < p i ^ / s i t i c p i
4- (sin 9 — si u2 ©î ) d sm 9 =- o ; ,
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ce qui m o n t r e que 9 et 91 grandissen t en même temps pour
s i n y << s i n 2 ® , , mais varient en sens inverses dès que s iny dépasse
s in 2 ^ ; ce qui aura l ieu ic i , où nous cherchons à rendre le plus grand
possible, pour chaque valeur de y , , l ' inverse de k et, par suite, s inç,
au dernier membre de (87 to).

Si ç,, est choisi a rb i t r a i r emen t entre zéro et <D, i l résultera pour y
de (90), en extrayant les racines carrées des deux membres et se
bo rnan t comme i l v ien t d'être d i t , à la plus forte valeur de sin y,
celle q u i excède sirrc^,

(90 sin y = si.n2^!^- coscpi^sin^l)— s i n ^ c p i .

34. Dans 'ces c o n d i t i o n s , ^ ^ et ^ var iant en sens contraires au
d e r n i e r membre de (87 bis)^ l ' inverse de k augmente a raison de <p,
grandissant , mais d i m i n u e par le f a i t de ^ déc ro i s san t ; et il atteindra le
m a x i m u m cherché au m o m e n t où s 'égaliseront ces deux elîets opposés
par l ' a n n u l a t i o n de sa d i i r é r e n t i e l l e totale.

Mais i l est p l u s s imp le d ^ é l i m i n e r d 'abord c & , de ce dernier membre
i /o / • \ 'i ( i t ' i i ^sin2^—sit ' i2^de (07 bis)^ en y subst i tuant a tan^^ sa valeur v-———-.——^ que

d o n n ( î ( 8 () ). 1 1 v i ( k n ( a i n s i

/ ., i i - 4 - s i n œ c o s ̂  \j^ in2 <1> — s i n2 cp( (if) \ M. —" __««« -̂_»«L -4— ,̂̂ ,,̂ ĵ. v - , . . . _ _ _ _ _ _ T .
• ';' ' /:• """" i --- sin o ( i — sin y }2 î

et l'on annu l e e n s u i t e la dérivée du second membre parrappor t à s î n y .
i i

Celte dérivée s 'obtient a isément en subst i tuant (i 4 - s in^y( i—sinç) 2 ^
à cosy, puis rédu isan t tous les termes de la dérivée trouvée, au déno-
m i n a t e u r pos i t i f (i —• s incp ) 2 ^ / ! — s i n ^ y ^sin^î^—sin^, et considérant
seu lement , pour l ' annu le r , le numéra teur total

( 9 3 ) a c o s 9 \/s ï 1 1 2 <!̂  — s l'n2 9 4- 2 ( s i nï <î> — s i n,2 9 ) — si ri 9 c o s2 <!>,

i den t ique à

2 cos^cos^ — cos2*^ 4- 2 ces2 9 — (a -+- sin y) cos^D.

Quand <p grandit dexéro à <!>, ce numérateur, dont les (rois termes varient
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évidemment en sens inverse de cp, décroît depuis 2 sinî»(i -h sin$)
jusqu'à — sin^cos2^; et i l est d'abord posit if , pu i s négatif, en s^annu-
lant pour la valeur intermédiaire qui donne

(g4) 2 cosy^/cos2^— cos2^ == ( 2 4- s ino) cos2^ — 2 cos2^

ou, par une élévation au carré suivie de la suppression du terme
4 cos^Ccos2^ — cos2^), puis du facteur cos2^, c o m m u n s aux deux
membres, et enfin de la subst i tut ion, à cos2^, de i — sin2 '? ,

(90) (a -+-s incp) 2 cos2^ — 4 ( i 4-s incp) ( î -- s i r^cp) =o.

35, L'expression (92) de l'inverse de k admet donc bien le maxi-
mum cherché; et celui-ci se produit pour la valeur de sincp, comprise
entre zéro et sin(D, qui satisfait à l'équation du troisième degré (Q5),
valeur dont notre transformation prouve l'existence.

Cette valeur est d'ailleurs unique. Posons, en effet, pour abréger,
s ino = u. La demi-dérivée en u du premier membre de (9-5) sera le
trinôme du second degré

Ô^2-!- (5 — s in 2 ^)^- — 2 sin2^,

négatif pour u = o et dont les deux racines sont, par suite, de signes
contraires.

Donc le premier membre de (p5), négatif (égal à — /^-s in 2^) pour
u nul, décroît d'abord, pour u > o, et puis grandit défini l ivement , n'y
passant ainsi qu 'une fois par zéro.

Cette même valeur donne, d'après (QÔ),

, „ / . , , , 4 cos2^! -4- sincp)(g5^) COS2^^^:-————î——-—————r-^' v } (a- ( -s incp) 2

expression rendant bien (93) identiquement égale à zéro.
Pour obtenir pratiquement la racine s iny , ou mieux y, remplaçons

d'abord, dans (^5 bis)^ cos2^ par — — ^ -; ce qui donne aisément

, ,., tang2^ î j r /TT çM
^ tanl^-^^C.+sin^-S^^g^^-î)]'
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ou bien
a^tang^

^/9+tan^(|-I)

et observons que le second membre de celle-ci ne croîtra que peu si
l'on remplace, au dénominateur , t a n g ( ^ — 9 ) par la tangente de

l'angle un peu plus petit ^ — — • On aura, de la sorte, une valeur
approchée de tango à peine supérieure à la vraie.

J'ai effect ivement reconnu ( ' ) , sur un certain nombre d'exemples,
comme on peut, du reste, le vérifier après coup sur la formule (96),
que cette valeur approchée est en excès de ^ seulement , sauf erreur
infér ieure à une demi-minute, pour toutes les valeurs de <3) usuelles,
comprises entre 19° et 48°. Donc la résolution de l'équation (93) se
fera, avec une approximation très suffisante, par la formule

(97) tang(9 4-^)=:
2\/2 tans€>

/ <> / 7T ^V^+tanê^-^

La valeur de o ainsi obtenue, ou vérifiant (96), dépassera sensible-
ment celle qui résulte de l'équation (83) ou qui correspond à 91 == ç ;
et elle différera, par suite, de <& notablement moins que celle-là. Pour
le reconnaître, il suffit de se souvenir que, ^ restant constant, 9 et ̂
varient, dans (90), en sens inverses, et de faire voir que la valeur
de y, correspondant à celle de 9 donnée par (95) ou (96) lui est sensi-
blement inférieure; ce qui exigera évidemment que çy soit plus grand
qu'il n'est au moment où il égale 9,. Et, en effet, la substitution du
second membre de (c)5bù) à cos2^, dans l'expression de tang^ qui
est, d'après (89),

^cos2® —cos2^/^§\ tang<0i=- '-———I—————?Ny / b 1 ' i— smç»

( 1 ) Dans un Mémoire de mars i884 inséré aux Annales des Ponts et Chaussée.1! (t. VU,
Mémoire n0 26, p. 45o).
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donne
, s t a n g c p i _ _____cos2^_____ __ i -j- s ine?

lange? ~ (2 + sillîp) ( i — s i n î p ) 3 -4- s i ne? '

rapport toujours fort au-dessous de l ' un i t é , puisqu ' i l grandit seulement
de - à ^ quand y croît de zéro à -•

36. L'expression (92) correspondante, maximum de l ' inverse de k,
devient de même, en remplaçant à la fin cos^tang^ par

sin a? \/( ï •4- sin 9 ) ( ï — sin 9 )
et réduisant,
, . i 2 (i •+• sin cp)2
( ï0u) — — —————^——————XJ————.

/: ( ï — s i n c p ) (a - ) - s in^)

D'où il résulte, pour le min imum demandé de /", la valeur

-!- T '~ s l n c P / J \ _ r fi— s i ncp^ / ï— sin cp \ •
2 i + s i n 9 \ ï •+• s i ncpy "~ 4 V -+" s inep / \ r+ sintp/

Les relations (87 &^) donneront donc, en définitive,

( 1 0 1 ) P^Â-nr, avec k =:^ tang2 (j - î) l '3+tan^^-îy],

où y sera défini par (96) et calculable à très peu près par (97) en fonc-
tion de l 'angle de f ro t tement intér ieur <t> donné .

J'ai effectué ce calcul de k pour un certain nombre de valeurs de <I>^
a l lant de 20° à 5o°, et je les ai comparées à celles du coefficient ana-
logue dans la formule (84), donnan t aussi pour P' l 'expression HIr,
mais où, d'après (84) et (83),

( 102 ) k == ^ ^_ ̂ ^, avec sin 9 = s^<-> (sin <I> + /8 + sin2^).

Par exemple, l 'angle $ ayant les valeurs respectives

30° 3o0 ^0° 5o°,
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j'ai trouvé, pour ces dernières valeurs (102") de A-,

Qo3) /c== 0,4704 o,3i39 0,2013 0,1209

et, pour les précédentes (101),

( to4) Â•=o, /1567 o,3o'2i 0 ,19-27 0 ,1153.

Celles-ci leur sont donc inférieures respect ivement de

( i o5 ) 0,0137 0 ,0118 0,0086 o,oo56.

J'ai comparé aussi, aux valeurs (102) de k, ob tenues clans l'hypo-
thèse y , = y, les coefficients, que j'appellerai /Co, propres à fourni r
dans la même hypothèse <?^ == o la l imite inférieure P de la composante
normale de poussée, et don t l'expression, d'après la première for-
mule (80), est
, ,,. , T — s incp
(lOÔ) /•0-rr——————r- ,i ~i- 9. smy

mais avec y pris égal à l 'angle de frot tement intérieur du massif
homogène proposé, c^est-à-dire fait aussi grand que l'était <ï> dans
les expressions ci-dessus de k. J'ai ainsi trouvé

(107) A'g=: 0,3907 o,25 o , ï 563 0,0924.

Les excédents, sur ces l imi tes inférieures, des limites supé-
rieures (io3) obtenues dans la même hypothèse ̂  = 9, sont respecti-
vement

( j 08 ) A- — Ay =: o, 0797 o, o639 o, o^ 5o o, o-285.

On remarquera que les y^ de ces différences k — À() seraient

o ,o i45 0 , 0 i i 6 0,0082 o,oo5i

ou ne différeraient des écarts (io5) existant entre les deux évaluations
par excès (io3) et (io4) que par le chiffre des dix-millièmes (et même
assez peu sur ce chiffre pour les angles de f ro t t ement intérieur surpas-
sant 20°). .
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Il est clair que le coefficient par lequel il faudra mul t ip l i e r ïïr, pour
avoir la composante normale de la poussée dans l'état d'équilibre-limite
étudié, aura, comme valeur théorique la meilleure qui nous soit actuel-
lement accessible^ la moyenne a r i t h m é t i q u e de l 'évaluation k^ par défaut
et de la plus petite évaluation par excès (101). Or celle-ci excédant k^
des YY environ de la différence k — hç obtenue sans sortir de l'hypo-
thèse ^ == ^ qui donne lieu aux calculs les plus simples, celte moyenne
arithmétique, que nous pouvons appeler K, sera très sens ib lement

(109) K=A-o^^( /c—Â'o) ,

avec ^o et k donnés respectivement, le premier, par la f o r m u l e (106),
le second, par la première (102), qui est toute pareille, mais où cp cesse
de désigner l'angle constant de frottement intérieur du massif proposé,
pour n'en devenir qu 'une partie, celle que définit la seconde re la t ion
(102) où c'est maintenant <I> qui représente l'angle de frot tement inté-
rieur donné du massif en vue.

Si l'on fait, par exemple, <Ï>==45°, ce coefficient figurant au dernier
membre de l'expression (8^.) ci-dessus de P" est 0,1577, en excédent
de o,o364 sur ce lu i o , i2i3 qui f igure dans l'expression (8ï) de P. Il
vient donc, dans (109),

/c — À'o== o,o364,
/i-O == 0 , ï 2 I 3 ;

d'où
K = o , i 3 6 a .

Or, dans le même cas, l 'équation (96), résolue soit par tâ tonnement ,
soit par la formule pratique (97), donnerait (en y posant <I> == 4.5°)
(D=^30l/; et l'expression (101) de k vaudrait ensuite o,i5o6,
La moyenne arithmétique de ce résultat et de k^ == o, i2i3 est o, i36o,
que la valeur K obtenue, o,i362, surpasse de 0,0002 seulement.

37. Quand le terre-plein et la paroi ne sont pas, le premier, hori-
zontal, la seconde, verticale; mais que, notamment, l'angle co du
talus sur l 'horizon est positif, il est toujours aisé d'exprimer, au
moyen des formules (.59)5 prises pour 0 == 0^ — § (c'est-à-dire contre
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la paro i ) , que le rapport de s à (—,3^) égale la tangente d 'un angle de
frottem.et.it extér ieur o, in fér ieur à <&, puis, S ayant la valeur (62 bis),
de dé t e rmine r le paramètre c en fonction de oj, i\ cp, o ^ .

On dégage même, sans trop de calculs, la relation existant entre les
deux cons t an t e s ^, 9,, d 'une part , et, d'autre part, le maximum <[> de c/,
que fera toujours connaître la formule (65) en y posant Ô = = = 0 ^ — S .
Mais i l ne semble pas aussi faci le de former, en t re cp et y ^ , ou entre y
et C^ l ' équat ion , ana logue à (9">) ou (96)7 qui expr imera i t le min i -
mum de la composante normale P' de poussée pour chaque valeur
donnée de ^). La déterminat ion directe de la moyenne KIIr entre cette
l imi te supérieure P'== k ' Ï l r , la plus faible que nous pussions obtenir,
e t ' I a l im i t e inférieure P =/C(JIr, supposerait donc, ce semble, de très
l a b o r i e u x calculs .

38. Voic i , du reste, les formules dont i l s'agit ici.
A la c o n d i t i o n de remplacer , vers la fin des équations (5()), les pro-

d u i t s 2 s i n o c o s 5 et 2 s in 2 ' ? par s i n a o et i — c o s 2 ^ il v i en t , après
avoi r isolé c,

csinocos^, _ ^i10^''^1!^^^^ sïn ̂  — CQS9 sin (9 — 9, )
' l f <J / 7:(ïî (ï̂ ^ [nTî T î'̂ ^ s in ( a r3 — yi)J

s i n cp i --" s i n y c o s ( 9 — y i •+" à 8 )
lîx t j ̂  <p [ s i n y ^ "•l- s i 1 1 ( ̂  cî — cp, ) ]

relat ion où. le troisième membre se dédui t du second en met tan t , à la,
place du p rodu i t 2 s i o . ô s i n ( ç — ^^ + o), la différence

ces (9 — 9 1 ) — c o s ( 9 — 9^4- a (5),

puis en eflectuant une réduction év iden te . Or la substitution du
troisième membre au premier, dans la fo rmule (65) où l 'on' fera
0 = 0^ — o, o'^^, donne à son tour, ! si l'on a soin d'observer
qye ^^ _ ^ est l 'excédent de y ~ ci -+• 2$ sur y et de développer le
s inus de cette différence,

. ., rs inîp i—sinqpcos(<p—cpi -4- 2o)"P
(,,,) sin^-=sm^4-[ ^(y_^^;———-J •

////.//.. Éc. Norm., (3) , XXXI V. — FEVHIBR 1 9 1 7 . ' 8
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Faisons évanouir le dénominateur et cette équation deviendra

(112) sin2^ sin2^—yi-+- 2o)=:sm 2 9-+-s i l^ 2 0l—asinç s incpi ces (9—91 -h2f î )»

Celle-ci elle-même, divisée par sir"r(o — y , + 20), prend aisément la
forme

. _ F sincp --• s i nep t ']2 2 S i n c p s i n y ï
(u3) sm-<P— ^g,^_,^._^J +- ^ c o s ( c p — 9 , + a â ) '

On remarquera qu'elle ne contient pas directement les deux con-
stantes OL>, i' de la question, mais seulement leur fonction S définie par
l'équation (62 bis) ( 1 )*

Divisant l 'équation ( i i ï ) par s in 2^, introduisons, au premier
membre, l'angle aigu et positif £ défini au n° 27 par la f o r m u l e (68).
Il viendra immédiatement

sin 8 s i n < P i — smœ ces (o -— épi + arî )
tan^e ou '—— == ——-•——————-——L———-w coss s i n y s in (9 — 91 + aô )

et, par l'évanouissement des dénominateurs,,

sinyï coss == s in® ces (9 —• yi4- 20 — s ) .

Divisons encore par ces £ et rappelons-nous la formule (68). Nous
aurons, pour exprimer le plus s implement possible les rapports de y
et de ^^ à leur maximum commun <I>, les deux formules

. ,. sin'33 sin ç>i , . ,
( l l 4 ) ——~==COS£, — — ^ - = = C O S ( Q 3 — © î + 20 — S ) .' ' sin<î) sin<l> " 1

On v^oit qu'elles ne donnent 9, = ç que pour s = o (2) .

39. Cherchons enfin la composante normale P" de la poussée $, en

(1) Favais déjà donné ces formules en 1884, au Tome Vil (p. 447) dos Âuncdes das
Ponts et Chaussées.

(2) On aurait tiré bien plus vite de (71 ) la deuxième formule ( î i 4 ) en remplaçant, dans
le dernier membre de (71), sincp par sa valeur évidente s in^cose et de plus, dans lo
premier membre, t a n g < p i par le rapport de s i n y ï à cosyi, puis faisant évanouir les
dénominateurs et réduisant,
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divisant la formule (77) de sa composante tangentielle G par la valeur
de tangç, , qui est, d'après (71) (p. 43),

si n cp cos ( cp -h 2 ô — £ )
cos s — si n cp sin ( cp -+- 2 ô — 2 )

Vu la première (i i4), et si l'on. remplace, comme au n° 21. (p . 37),
pcoscp par son expression en y, que Ion appelle d'ailleurs k' le coe'.F-

p/
iicient -̂  dont il s'agirait de déterminer le m i n i m u m , il. vient

( r î 5 ) A-^cos^+^o) GO^-f/)——c^——rî_sin<I)sin(^+2â-e)1.
' ' COS(û)—< /—Ô) C O S ( c p — Ê ) 1 - v l /J

L'angle ^ du frot tement extér ieur s'en trouve él iminé, comme il
l 'était de la formule (92) propre au cas d 'un terre-plein horizontal sou-
tenu par un mur vertical. Mais i l 'y figure les deux fonctions S et £
de y; ce q n i suffit pour rendre compliquée la dérivée de k1'; et l 'annu-
lat ion de cette dérivée doit condui re à une équation en y bien peu
abordable. Même en fa isant ^==0 ou supposant le mur vertical, d'où
i l résulte

^ TT 9 -h- ^t—?,) / , , . siûc»A^ "̂  «„ ^ J———————— ou ^' ̂  '^Q <,n:i ^——
4 2 \ s ïncp /

et
r ^ çp — (-,)'-+- ^>

, /.. „ ,, \q a / cose .. . ,,. , / ..,( 1 1 (,) ) f,' ̂  ————\J————^———./—————^ [ i _ sm 4) cos ( a/— oj -4- e )j,
/ /TT 9+û) / "+"C<A C O S ( ( P - — Ê ) 1 ' J

cas y —"I—————— Ï T /

\4 a /
<1

les calculs sont loin d'être simples ; car on a vu la peine qu'a donnée
le cas élémentaire du terre-plein horizontal où s 'annula ient a/ et co,
cas où, cependant, l 'inverse, qu'il fallait rendre maximum, du coef-
ficient k ' se réduisait à la formule (92).

40. Au contraire , l^aut re l imite supérieure, celle qui s'obtient dans
l'hypothèse (pi ==9 et qui. serait 'généralisée de (102), se trouvera
presque aussi facile à évaluer que la limite inférieure.

Celle-ci pourra s^écrire
p=:A-,nr=œcos(p,
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où ^ recevra la troisième expression (62); en sorte que l'on aura, pour
les massifs en pente,

( 1 1 7 ) P=^nr, avec A^coso cos^+^ô) cos^-^ eos(cp+o)
' ' COS(ûJ— • I—0) C O S ( C O — ô )

§ prenant d'ailleurs, en fonction de y, œ et f, la valeur (62 &?^) e t cp
étant l'angle constant, connu, de frottement in té r ieur du massif homo-
gène donné.

Quant à la l imite supérieure P'= kUr dont il s'agit ma in t enan t , k y
admettra la même formule que k^ ou sera encore le dernier membre
de (117), toujours avec S exprimé par (62 bis) ; mais y y sera choisi
d'après l 'équation (67), c'est-à-dire pris tel que

( 1 1 7 bis) smcp==sm<Ï»cos —^4- TC — 2 — i (—GJ-+- arcsin ̂ 11^ |,
L "4 2 2 \ S ïn<p /J

avec $ égal à l'angle connu de frottement intérieur donné, c'est-à-dire
à la valeur qu'avait o dans le calcul de ^>-

Quelques tâtonnements seront peut-être inévitables pour résoudre
l'équation (117 bis) en o. Mais on aura déjà une première approxi-
mation. probablement suffisante toujours , en reinpiaçant (D par <[>
même, dans le second membre de (117 his\

40 bis. Il est, à la vérité, peu supposable que la différence k—k^
des deux évaluations, par défaut et par excès, ainsi obtenues pour le
coefficient pratique K de la formule KII rde la composante normale
de la poussée, cont inue à être environ, dans le rapport de n à 9, à
l'excédent analogue k' — k^ que l'on aura i t en calculant /•/ par la con-
dition de choisir l'angle 9^ de frottement extérieur qu i réduirai t le
plus possible cette différence k'— ^,.

Le coefficient ̂  du dernier terme de la formule (109) devrait donc

être remplacé par une fraction (toujours moindre que ^\ variable avec (D
\ 2 j

et avec f. iMais comme cependant, du moins pour i1 == o ou une paroi
verticale, S tend vers zéro à mesure que grandit la déclivité (x) du talus,
ce qui réduit de plus en plus le champ où <?' s'écarte de ç et, sans doute,
l'amplitude même <&-y de l'hétérogénéité de nos massifs théoriques,
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les changements de cette fraction (à valeur ini t ia le -9-) n'auraient, sur
le meilleur coefficient pratique K à choisir, qu 'une inf luence de plus
en plus effacée. On pourra donc, dans l'état actuel de nos conna is -
sances, appliquer à K, même pour les massifs en pente, la for-
mule (109), en évaluant k^ et k comme il v i en t d'être dit, ou sans
sortir de l'hypothèse o, = <p.

Il n'y aura pas, en opérant ainsi, d'erreur notable à craindre, du
moins quand il s'agit d 'un mur vertical, ou que if = o ; car la fraction
variable considérée, à laquel le il est na tu re l d'attribuer une al lure
simple, une variation constamment de même sens, à mesure que
grandit la déclivité co du talus, tend alors vers zéro et doit, par consé-
quent, se maintenir constamment au-dessous de sa valeur in i t ia le -9-'

, 2 3

41. Voici comment j'ai reconnu que sa valeur finale, correspondant
à o-» i n f i n i m e n t peu infér ieur à l 'angle de frottement ou, de terre cou-
lante^ est zéro.

Représentons-nous notre massif homogène, d'un angle donné de
frot tement intérieur, avec mur vertical; et .attribuons à l'angle 00, sur
l 'horixon, de sa surface libre, angle é gaiement connu, une différence a
déterminée, mais extrêmement fcdble^ d'avec cet angle de frottement.

Notre l imite infér ieure k^ du coefficient K le concernant se formera
donc en prenant pour y et y, l'angle de frottement donné, et en por-
tant l'expression (62) de à' (p. 37) dans la formule qui définit^, et
qui est

P _gcos9^(_
n/ ~"' ffr"KQ ————— -———- ————— ——————ç————-———— .

II faudra poser d 'ai l leurs, en appelant a la petite différence y — CD, ici
connue,

sin&) == s in ( tp — a) = sincp —a coscp;

d'où il résultera successive ment

/ sincit,) . , ,sino:) ou •——— == ï — a cot®, sin-co == ï — 2 a cotcp,smç» " T '
sin2 ( - — ÇA)' ) == ï — sinW == 2 a cotç, o./ == •7T- '- — 6,/ ) == ï — sin2 &/ ==: 2 a cet 9, oi/ == — — \j^ a col y ;
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.et enfin 9 d'après (62 bis),

(118) <$ ==: i / î cot y — - = (sensiblement) i/-cot,9.
y^ 2 îâ /̂ 2

Par suite,

cos(ep ±S) •=. cosœ q= < î s i n y = = = = (ces 9) ( irpâtangc^rr^coscp) ( ï =n

II vient donc, en observant que la petite différence a = cp — œ est
négligeable à côté de o, ou que CD peut, dans (62), remplacer y sans
erreur sensible,

, , . ["cosûo cos(ûL> + ô ) ' 1 2 « r /—-———ï(iiQ) A-o= —^.^_^.— = cos2^ | i— 2\ /2atanga)J.

De plus, la formule (67) donne

. . . . / ' ^ \ . ô2 . / ô2 , \sin <P == ( si n cp ) 14- — ) == si n y 4- ces y — tang cp == s ï n ( œ 4- — ta n g y ),

c'est-à-dire, vu (118),

e» = 9 4- -j tango = = ( p 4 - ^ = = ¥ 4 - - ( y ~ ^ ) ,

et, en retranchant co des deux membres,
»•' / "

( X 20 ) ^ '— û) == - ( (? — în) ) OU 9 — û) == - ( <Ï) — &) ).
4 * 3

42. La limite inférieure k^ de K étant ainsi exprimée par le dernier
membre de (119)? la limite supérieure À, que nous tirons également
de l'hypothèse cp^ == 9, s'obtiendra par les mêmes formules, mais où
ce sera <t>, devenu différent et que nous appellerons C^, qu'on fera
égal à l'angle de frottement intérieur donné. Et il lui correspondra
de nouvelles valeurs, y', a', à', k, de <p, a, S, ̂ , reliées à o et à ^'de la
même manière que ç, a, S, ̂  le sont à o et à $ par les formules ci-
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dessus (')• On aura, notamment, à raison de la dernière (120),

( î 2 î ) a' ou q/--^ 1 (^ - û)) = 1 a, §'= i/^ cotV == yl a cofc^,

. /c == (cas2 G)) (i — 2 yWtangco) == (cos^œ) ( i — — y/2 a langcoj.
\ V/ 5 /

Enfin, la comparaison de la formule (119) de "k^ à celle-ci de k
montre que

( ( 22 ) k ~" Ao == f ï — 4=^ 2 \/2 a tangco == (o, îï ï 1 1 ) ̂ atang-c.),
^'o \ ^57

rapport de l'ordre de petitesse de s/a.

43. Voyons maintenant ce que sera la limite supérieure k' la plus
petite possible, exprimée par le min imum du second membre de (116).
La parité des deux'équations qui définissent £ et le complément de oY,
savoir

sincp /TC A sin^
( l 23) ^^"sî^5 ^^"'^^iîn^'

montre que, vu les petitesses de 9 - œ et de $ - y, £ s^xprimera
en 9 et <I> comme î - ̂ f s'est exprimé ci-dessus (p. 61) en o- et y.
Il faudra donc taire tout à la fois, dans (ï 16),

(^4) Ï — o / ^ ^ C ? — ^ ) 0 0 1 ? ^ S=\ /2 (^—?)COl^ .

Or <& doit être, ici, pris égal à l^ngle de frottement donné et la diffé-
rence 4> - co vaut précisément notre petite constante a. La variable
indépendante y, forcément comprise entre œ et <î, ne changera
qu'extrêmement peu.

(i) Aiicune confusion ne peut résulter de la notation ^ employée ici pour désigner la
nouvelle valeur coûtante de cp ainsi envisagée, qui n'a rien de commun avec 1 angle
variable ^ (fonction de 9) du frottement intérieur de nos coins sablonneux hétérogènes
contigus au mur de soutènement.
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Aussi, après avoir substitué cotco à coty et à cot<& dans (1-24), intro-
duisons une variable auxiliaire a plus commode que y, et destinée à
varier de zéro à ̂  en posant

( i a 5 ) \ / cp—(« j =:\/a sin^., </<^ — cp == ̂  cos^.

Les deux relations (124) deviendront

( 126 ) o/-= - — \ / 2 a cotco sinpi, £ == ^/a a co t a) cos ̂ ..

Portons ces valeurs de o/ et de s dans la formule Cn6), en observant
que a, y — c e , <I>—<p sont négligeables devant y'a : ce qui permet, en
particulier, de remplacer o par œ. Le sinus de l'arc f? — y "t"G) -4- ^"^

^ * \ 4 ^ â 1 /

et les cosinus des deux arcs ( ~ — 5~Ï-̂  — ^^ et ^00^ — CO'+Ê^
\4 3 2 / v /

vaudront respectivement

/ . /a——— . \ r ,_____ ,
cos \ u ± i / ^ cotoj sin^J, sin [&) 4"</2a cot(»)(sin^ — cospQJ,

ou bien

cos^j qr(sin^)i/- cotûj sin^ =: (cos&ï ) ( i q= i/^ tangû)sin^),

(siriûj) [i 4- cotco\ /2a cote») (sin^.— côspt.)].

D'ailleurs, on trouve de même

cos ( © — £ ) = = ces cp •+ £s in9:=(cos(?) (14- s t a n g c p ) ==(coso)) (14- e tango).

Enfin, cosc se réduit à l'unité, sauf erreur négligeable de l'ordre de a ;
et le facteur

i — sm<Ï» cos(û/— û) 4-s) ou i — sino)cos(ô^ — G) 4-s),

prend successivement les formes

•— sin2^) [i 4- cotco^/aa col o) ( s ï n j j L — cos^)]
^cos2^ [i — \/2a tango) (sin^—cos^)].

I •— SlÛ'Cx)
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La formule (i 16) devient donc, par l ' e f fec tua t ion , comme à l 'o rd ina i re ,
du produit des facteurs voisins de l 'uni té ,

( i 27 ) /c'rr-cos2 G;) ( i — 2 \/2 a l;in^) si n fJ.}.

Ou voit que la p l u s pet i te valeur de k' se produi t pour p. == ^
ou pour s> == c[)^ et qu'elle est

( 128 ) /-/ =: ces2 c») ( i — 2 \/a a la 11 '̂ o> ),

Elle se confôud avec la l i m i t e infér ieure /^ donnée par (i K)).
On a donc / • / —^•==0 , sauf erreur négl igeable a côté de y % ; et ,

vu (1:22), il v ient b ien
/ , .. /<-/.o(129) 11 n i —....--—— —. o.

Pour prévoir que la l i m i t e /•o d o n n e r a i t ici une poussée beaucoup
plus approchée que la l imi te A", i l a u r a i t sufli d'observer que l 'angle
effec t i f de f ro t t ement est accru non seu lemen t très peu [ m o i n s que du
q u a r t de a, d 'après ("120) |, mais aussi clans un coin d'hétérogénéité très
pelii^ en devenant , p o u r /*(.,, ç/ au l ieu de ç, tandis qu'en devenant
(pou r /' ) <!) an l i e u de ^, avec le <1> donnée i l se trouve abaissé dénis /oui
le massif, et , presque pa r tou t , du c inquième de a d'après la pre-
mière ( ï 2 i ) , c'est-à-dire au moins au tan t en moyenne , s inon même
beaucoup p l u s , qu ' i l ava i t été très localement surélevé pour/ 'o .

On r e c o n n a î t sur la fo rmule (71) (p. 43) que? pour [M a l l a n t de
zéro a ^i ou y de QJ) à <!?, 'pi ne s'écarte pas de <1> dans un rap-
port appréciable (non plus, du reste, que o) ( < ) .

( 1 ) Pour iroiivcr '̂ 4 varubic, il f a u L poutiscr le calcul de la formulo ( ; i j jusqu'aux
termes de l'ordre do petitesse de 91— c»), ou de <!> — co == a ou, par conséqueni, de s2.
A cet effet, mulliplîalU la formule ( 7 t ) par siny et observant que y i — <o, y — co sont 1res
petits, remplaçons tangyi par tan^o) 4- lt/,,1,., 0- cl siny par (sino)) [ï 4-(<? — ù>) coto/J
Nous aurons

îp^ — oj ( sin (•> ) cos (ç -4- '2 8 — £ ) [ i -4- ( ® "- 10 ; co t co 1( l ' S o i lan^-(,o -+- î—-— •— ———-—————-———————————t—————————'
cos2^ s^ . ,. / ^ „, ,.. , . , -," - ( — — — gin o) i;ji) ( cp .4- a o — £ ) 1 i -4- ( cp — co ) col (•) j

Afin. Èc. Korni^ (3), XXXIV. — MAHS K)i7. 9
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IX. — Rappel sommaire d'assez nombreuses vérifications expérimentales
de la théorie.

44. Une grande partie du Mémoire de 1884 cité plus haut {Annales
des Ponts et Chaussées, t. VU, n15 2(3 : Complément à de précédentes notes
sur la poussée des terres, p. 443 à 481) a été consacrée (n08 I I I , IV et
IV bis) à la discussion et au calcul d 'un assez grand nombre d'expé-
riences soignées, faites à diverses époques par M. l ' ingénieur en chef
Gobin, par Georges Howard Darvin et, plus anciennement , par le l ieu-
tenant-colonel Aude, sur l 'équil ibre-l imite de massifs composés ou de
sable (soit gros, soit f in) , ou de terre sablonneuse plus ou m o i n s
tassée, massifs à surface supérieure plane tantôt hor izonta le , t an tô t
montante à pentes diverses, ou même plongeante, qui se d é t e n d a i e n t
en awnt par la rotation d'une paroi verticale mince, mobile au tour
d'un axe horizontal pris tantôt dans son plan, tantôt au devant du
massif, et maintenue jusqu'au moment de 1/éboulement par une force
graduellement décroissante, connue à chaque instant.

M. Gobin a trouvé par mesure directe i,4o comme densité et 34°
comme angle de frottement intérieur, pour le sable sur lequel ont

D'autre part, d'après (6^), c .+ao-e a la valeur eu + (î..-o/-..A q,,o l'on

peut écrire co+ p, si Ion appelle ? le petit excès de î - c./ sur E^excès évaluable parles

formules (i'26)^de même que y-. co l'est par la première (i-25). Alors le cosinus et !e
sinus de ç + 2 o — £ deviennent respectivement

(coso)) ( i - ? langco - ̂ \ et (sinco) ( t 4- B c-Hœ - £) .
x 2 / \ '2 /

Endiï, au second membre de (i3o), lo numérateur devient

sin œ cos o^ i - p tang (u — ̂  4- ( cp -- co ; cot ru j ,

et le dénominateur prend aisément la forme (cos^co) (i - y), si l'on pose

62

Y === P tango) — 1- iang2co 4- (o — on tariû-oj -4- -—il—.
" 1 * '2 COS2^

Or, au facteur i - ̂  du dénominateur, on peut substituer un facteur (i-y) 1 ou
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porlé ses observations, tandis que cet angle, pour les deux sables très
purs et très secs, l 'uu dit gros, l 'autre exirajîn, expérimentés autrefois
par Aude, é t a i t dans les deux cas 33° |, l'a pen te du talus na tu re l y
ayant été jugée égale à |; mais les densi tés correspondantes, malgré
l 'égal i té de ces angles et la quasi-parité constatée des poussées obte-
nues , o n t paru va lo i r respectivement i , / i7 et i,35. Quan t à la terre

i -r y -T-y2 an mi inéra leur , cl, après elïectuation des calculs, le second membre de (i3o)
d e v i e n t s impie mont

, [ • p—— £2 G — — r . ) •1]
^ co ) i _ J — — — — 4 - , ——î———;——— .

|_ y .cos^o) costosnuo |

La formule f i 3 o ) donne donc

c?i — ro =:= (o -„-.. c)) — .̂  ( y — 2,2 j tans(.).

ITeinpIaçons y — f o , p, s par leurs valeurs

y. sin2;-'., \/'>. y. co t . f f j ('sili ̂  — cos ;j.), \/'.j>a C()TO) cos;j.;
(*( , il viondra

tpi — (o = 'AO cos (A s in ;x,
O U , VII fl9.'")),

I
( ' i 3 f , , ) ^ ( y i — o ) ̂  /f0 — y ) ( c p

'->.

Ainsi, la cle/H!'-d(ff'(flre/icc - f f p i — o ) ) e.v^ moy'eiiîîG proportionnelle entre les (ïeu^

intervalles pitrileU ^ — c? /?/ cp — (Q, dont Ift. ,'îonï.niQ est ^ -— (») ou a,

yuand y Vri de ro à ^5 celie demi-difrérence ~ ( o j — ( o ) commence donc par

dépasser y •" oj, pour (lôvenir égale ù cp — c») au milieu de l ' intervalle lolal, où 91 a l t e i n t
son t t laxin i i i in ^ et pour décroître ensnilô jusqu'à zéro.

Le rn min ium k ' correspond à

.̂ === — , cp === <'Ï.>, . Oj = :̂ (.0;

le f ro t to inenL inlér icnr v ost donc le p lus^ ' ra ïu l possit)le: mais le f rol toment extérieur, le
[)liis pe t iL possible.

yuant a la l imitô supérieure particulière /", poiir laquel le 01== y, la formule ( i 3 i ) y
donne \/(ft --" (o == ^\/^ — <p, c'est-à-dire, d'après (i2.5),

î 5lan^ ̂  = '2, 4' — o == - ( ® • - o) ) et ^ — o) == -; ( © --- (.0 ),

connne l ' ind iqna i t , du reste, la première équation ( i ' 2 t ) ou la première (o-o).
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sablonneuse, p lus ou moins tassée, sur laquelle Georges Hovard
Darwin a fait ses observations, l 'angle de f r o t t e m e n t i n t é r i e u r parais-
sait y être envi ron 45° i? q u a n d sa densi té a t t e igna i t i,55, et 4û° {
lorsque, le tassement n'y étant p r o d u i t que par le poids même de la
terre (versée peu à peu sans choc), la dens i t é s'y réduisai t à i ,/io el
se mont ra i t ainsi, très s e n s i b l e m e n i , p r o p o r t i o n n e l l e au s inus de
l'angle de frottement.

Dans tous ces cas, les résultats d 'expérience on t con l i r rné auss i com-
plètement qu'on pouvait l'espérer l 'exacti tude des formules précé-
dentes et, en particulier, l 'expression pra t ique (109) du coef f ic ien t K,
rapport de P à tir pour une paroi verticale m i n c e se renversant par
rotation autour d'une de ses horizontales.

45. J'avais, du reste, mais d 'une manière un peu moins précise,
déjà fait l 'application des formules (102) et(To(i) , remplacées par l eu r
moyenne ari thmétique, aux observations de G.-l t . Darwin et de
M. Gobin, dans deux articles an té r i eu r s des mêmes Annales ( t . VI ,
novembre i883, p. 4<)4 a 5oç) et 5io a "524).

Tant dans le second de ces articles que dans le Mémoi re de 1884
(n° IV bis'), j'avais eu. aussi à mettre en j e u la composante tangent ie l l e
de la poussée, prise égale au produit de la composante normale par la
tangente de l'angle donné de f ro t t ement i n t é r i e u r , pour des observa-
t i o n s où l'axe horizontal de rotation se t rouva i t en a v a n t de la paroi et
faisait in terveni r cette composante t a n g e n t i e l l e dans l ' équa t ion de
l 'équilibre, comme il arrive, par exemple, q u a n d la paroi est un m u r
vertical d'épaisseur constante (de bas en l i an t ) , se renversant par
rotation autour de l'arête inférieure de sa face v i s ib le . L'accord s'y
est encore montré constamment en t re la théorie ci-dessus et les
résultats observés, quoique certaines formules empir iques r é s u m a n t
des observations d'Aude présentent des discordances, mais pour des
particularités accessoires où ces formules empi r iques peuven t être
regardées soit comme extrapolées, soit comme révélant des circon-
stances complexes dont la-théorie fa i t abstraction. Tel est, en particu-
lier, le cas où celle-ci m'a condu i t (n° 1.8, p. 3^) a supposer e n t r a î n é
en bloc avec le mur un coin de terre contigu ayant sa po in te en bas,
coin que retenait sensiblement, dans sa chute, fe ' f rot tement des. deux
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loues fixes de la caisse d'expériences, joues dont nous abstrayons
ici l 'existence.

Il y a même certaines observations de M. Gobin qui ont eu pour
obje t la composante tangentiel le seule de la poussée : ce sont celles où
i l mesurait la force nécessaire pour soulever un mince p l a t eau ver t ical ,
immergé jusqu'à une certaine profondeur dans le sable en repos. Elles
o n t assez bien confirmé l ' a ss imi la t ion approximative de ce phénomène
a lin éboulemont par d é t e n t e h o r i z o n t a l e , malgré les nuances qui l 'en
d i s t i n g u e n t .

Les Mémoires cités des Annales des Ponts et Chaussées a v a i e n t été
précédés, dans le même recue i l , d ' u n au t r e (n° 29), au Tome I I I ( j u i n
18(S'2, p. 625 a 643) : « Sur la détermination de F épaisseur minimum que
doit avoir un mur verticale d'une hauteur et d'une densité données^ pour
con/enir un massif terreux, sans cohésion, dont la surface supérieure
est horizontale ». .l'y avais déjà i n d i q u é les l imites supér ieures de la
poussée qu 'on obt ien t , en employant les équa t ions (89 ) et (90), mais
sans en dé^a^er l 'équat ion du m i n i m u m (<p) ou (qd). Et M. l ' ingé-
n i e u r des Ponts et Chaussées F l a m a n t s 'était servi de mes formules pour
e x p l i q u e r comment ava i t pu teni r , d u r a n t la c o n s t r u c t i o n d ' un pavage
eu bois de Relent Street à Londres, con t ra i rement à ce q u ' i n d i q u a i e n t
les fo rmules de poussée alors admises en Angleterre, u n m u r provi-
soire ex t rêmement léger de s o u t è n e m e n t , composé de s imples pavés
de bo is superposés.

4(). J ' examine enf in , dans les deux Mémoires ci-dessus t r a i t a n t des
expériences de M. Gob in , un p h é n o m è n e p l u s complexe, qu 'observai t
cet i n g é n i e u r en é l o i g n a n t du massif sab lonneux (supposé de niveau) ,
pa rune pe t i te t r ans l a t i on hor izonta le / la paroi ver t icale qui le soutenai t
et eu provoquant a ins i la rupture d u terre-plein s u i v a n t u n e surface
c y l i n d r i q u e montante. , issue du bas de la paroi et v e n a n t dessiner, à la
surface l i b re , une fracture rect i l igne d o n t la distance cons t an t e à la
paroi se m e s u r a i t a i sément . On en déduisa i t la pente moyenne de la
surface de r ap tu re ; car, ^rûce à la peti te translation de toute la paroi,
la f rac ture par ta i t presque du fond , et non pas d 'un n i v e a u sensi-
b l e m e n t p lus élevé, comme il serait arrivé pour un éhoulement du à
u n e s i m p l e ro ta t ion de la paroi au tour de son arête infér ieure . Le rap-
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port de la distance existant entre la l igne superficielle de fracture et la
paroi, à la lianleur de celle-ci au n iveau du sol sablonneux, pouvait
donc être confondu avec l ' inc l ina i son moyenne de la surface de
rupture comparativement à la verticale.

Il est évident qu'alors, sur tous les éléments du profil de rupture, ou
plutôt de la fcdlle produite, la couche sab lonneuse sous-jacente, restée
en place, exerce une pression faisant , avec la normale au profil dir igée
vers le haut, un angle aigu partout é^al à l 'angle de f ro t tement inté-
rieur, angle constant pour le massif proposé, mais qu i , pour nos
massifs partiellement hétérogènes théoriques, est ç dans la part ie
homogène, extérieure au coin sablonneux d'angle § contigu à la paroi
et ayant sa pointe en haut, mais ̂  dans ce coin même, et alors décrois-
sant, à partir du mur ou du fond, de <D à 9.

Pour chacun des deux massifs théoriques hétérogènes entre lesquels
peut être censé s^intercaler le massif proposé, et dans chacun desquels
le plan de séparation des deux parties homogène et hétérogène fai t
l'angle S = ̂  — - avec la verticale descendant du haut de la paroi, j 'a i
formé, grâce à la connaissance de ^ donnée, par (66), pour tout coin
élémentaire d'ouverture rfô compris entre les deux angles polaires 0
et 0 -+- cl^y l'expression de y' en fonct ion de l ' angle 0, à tangente
valant J ? expression à laquelle se relie s imp lemen t , en chaque point

(.2?,;y) du profil, le Coefficient angula i re — — ^ d u profil l u i - m ê m e . De

là résulte, entre — € y et -^ l 'équat ion di f férent ie l le de ce profil,
concave vers le haut dans sa partie infér ieure qui en est à peu près
la moi t ié , rectiligne dans sa moitié supér ieure , équa t i on v is ib lement
réductible à une équation l inéaire sans second membre, mais d o n t
l'intégration complète abou t i r a i t peut-être d i f f i c i l ement ( f ) .

Un simple aperçu auquel je me suis borné a t t r i b u e a la moi t i é infé-
r ieure courbe une pente moyenne mo indre de quelques degrés que la

(1) J'étudie cette équation au Chapitre IV d'un Mémoire encore médit, complémentaire
de celui-ci et où j'ai résumé d'assez longues recherches sur l'état ébouleux, d'un carac-
tère plus particulièrement spéculatif, ou non encore susceptibles d'applications aussi
précises que celles auxquelles est consacré le présent travail.
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pente de la moitié supérieure rect i l igne la. surplomb an t. presque, et
dont l 'angle avec la verticale ascendante est ^~ ?? comme celui (pé-
tait avec la verticale descendante le plan même de séparation des deux
parties homogène et hétérogène du massif théorique considéré.

L'accord avec les résultats d'observation n'y est, à un examen at ten-
tif, pas moins satisfaisant que pour les autres éléments de la quest ion.

X. — Sur le principe de maximum dû à Coulomb et sur son utilisation
pour un calcul approché de la poussée-limite, dans l'hypothèse
d'une forme plane de la surface de rupture.

47. On peut dégager, de la théorie de l 'équil ibre-l imitc des masses
sablonneuses , la propr ié té su ivante de max imum, qui, est comme
l'expression développée du p r i n c i p e du. Prisme de plus grande poussée^
émis et si, i n g é n i e u s e m e n t u t i l i s é par Coulomb en i^^3 (Savants étran-
gers de l 'Académie des Sciences de Paris, t. VII, p. 35q) : la poussée
exercée effectivement sur la paroi mobile, au moment où l'éboulement
commence, s ' y exercerait de même si le massif pulvérulent se terminait
à la surface de rupture qui, issue du bas de Ici paroi, monte alors', en
s ' e n éloignant, jusqu'à la surface libre ; et elle est lapins forte des pous-
sées qui ont lieu à l'étal d^k/uilib ré-limite y quand le massif se trouve borné
ainsi inférieuremerit par une surface rugueuse fixe quelconque, allant
du bas du mur Ce') est-à-dire de la paroi mobile) à la surface libre.

Observons, pour le démonî re r , q u e , dans le cas d'un massif i n d é f i n i
derr ière la paroi mobi le , et passé à Vêlai éboideux où s'y trouvent
partout vérifiées par les pressions, outre les condi t ions ordinaires
d'équilibre, la relation caractér is t ique (63), la surface de rupture en
ques t ion , que j 'appellerai S, éprouve sur toute son étendue des pres-
sions inc l inées , par rapport à la normale , d 'un angle égal à l 'angle
même, <p ou ̂ , du f rot tement in té r ieur des couches à travers lesquelles
e l l e passe. Donc, le môme mode d'équilibre-limifce subsisterait, c'est-
à-dire serait encore possible, si le prisme de terre qui se détache
restait seul pulvérulent et s 'éboulait en glissant contre la masse sous"
jacente, supposée, au contraire^ devenue solide. Et la poussée de la
paroi, contre le massif , ,dont nous appellerons ici $ la résultante inclinée
de l'angle ^ sur la normale à la paroi, se composera avec la pression
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totale, que nous appel le rons ^, de cette masse sous-jacenLe dans
l 'étendue S, pour équi l ibrer le poids du massif sablonneux superposé;
en sorte que l'on pourra, si la surface S est, par exemple, un plan
d'inclinaison donnée, appl iquer , s u i v a n t les deux sens horizontal et
vertical, le pr incipe des q u a n t i t é s de mouvement au calcul de la
poussée ^et de la pression ^R, dont les direct ions seront alors connues
et dont les deux équat ions ainsi posées détermineront les grandeurs.

Or soit S7 toute autre surface menée dans le massif, au-dessus ou
au-dessous de S (ou même traversant S), mais toujours d e p u i s le bas
de la paroi jusqu'à la surface libre. Les pressions exercées sur ses
divers éléments, dans le mode effectif d'équilibre déjà considéré,
feront évidemment avec la normale à ces éléments certains angles, y,
généralement plus petits que l'angle maximum 9 ou ^ ' .

Si donc la partie du massif située au-dessous de S'devenait sol ide et
acquérait, en même temps, le degré précis de poli nécessaire pour
que l'angle de son frottement contre le sable se réduisit partout aux
valeurs Y? ce même mode d'équilibre-limite subsisterait, serait encore
possible, dans la masse supér ieure à S', restée, par hypothèse, pulvé-
rulente : par conséquent, la poussée contre la paroi mobile serait encore
celle, îP, qui s'y exerce lors d'un commencement de renversement.
Mais il n'en sera plus nécessairement de même si l 'on rest i tue a la
partie du massif infér ieure à S', devenue ainsi solide et fixe, son degré
naturel de rugosité, correspondant à l 'angle <p ou ^ ' de f r o t t e m e n t contre
le sable voisin situé au-dessus; car alors elle pourra retenir davantage
celui-ci et, par suite, réduire la poussée contre la paroi a u n e force
moindre que (S. C'est dire que la solidification de la surface S' a f f a i b l i r a
la poussée-limite, s'il lui arrive de la changer.

Ainsi , la surface de r u p t u r e effective S est bien, de toutes les sur-
faces imaginables montant depuis le bas de la paroi jusqu 'à la surface
libre, celle sur laquelle le glissement du massif sablonneux superposé
laisse le poids de ce massif exercer la plus forte poussée 9 contre la
paroi mobile.

En résumé ou plus simplement, toute paroi rugueuse fixe allant du
bas du mur à la surface libre, et que l'on suppose introduite dans le
massif pulvérulent censé d'abord de profondeur indéfinie, ou bien
s'éloigne assez vite du mur pour ne pasy modifier l'équilibre-limite et la
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poussée du massif, ou bien, si elle en est plus proche, crée des frotte-
ments supplémentaires , des résistances à, l ' éboulement , qu i r édu i sen t la
poussée ̂ . On conçoit donc que celle-ci, en l'absence d 'une telle paroi,
soit la plus grande des poussées-l imite auxquelles donne lieu sa pré-
sence, savoir, celle qui se produit quand la paroi at teint la rapidité
d'éloignement où cesse d'être sensible son efïet sur l'état éhouleux
près du mur . Au delà , la poussée sur le mur commencerai t à décroître
si les grains de sable s'éboulaient dans une région aussi lo inta ine ,
comme on le suppose quand on app l ique la méthode de Coulomb a un
plan de rup tu re s'y t r o u v a n t hypotliéûquement situé. Mais de fa i t , ils
v res ten t f ixes; et cette appl ica t ion est purement fictive, c'est-à-dire
que l 'état p u l v é r u l e n t de la masse sablonneuse suffit pour y ma in t en i r
l ' é q u i l i b r e comme le ferai t l 'état sol ide .

48. Théoriquement^ la surface S et le m a x i m u m $ doivent pouvoir
s 'obtenir par la règle u s u e l l e des maxima et des minima, consistant
à expr imer que la f o n c t i o n œ n ' éprouve , dans le voisinage d 'une telle
va leur , que des variations du second ordre de petitesse. Imaginons ,
en ef fe t , que l 'on trace toutes les surfaces cy l indr iques S' peu
di f fé ren tes de 'S , surfaces passant au-dessus ou .au-dessous de S à
des distances que nous regarderons comme du premier ordre de
peti tesse; et, concevons réalisé l 'état d 'équi l ihre- l imi te pour le massif
censé s 'étendre i n d é f i n i m e n t en dessous. Toutes ces surfaces voisines
de S y suppor t en t des pressions ayant l 'ob l iqui té maxima 9 on c/,
u des 'd i l lerences près du second ordre; car elles font, par raison de
c o n t i n u i t é , des angles du premier ordre avec les éléments plans de
d i r ec t i on peu d i f f é r en t e qu i , aux mêmes points, subissentdes pressions
i n c l i n é e s de l'angle 9 ou c/ sur l e u r normale , et cet angle ç ou 9', é tant
m a x i m u m , reste sensiblement le même pour tous les é l émen t s p l ans
d ' u n e or ien ta t ion vois ine . I l s u i t donc de là que, à des infiniment peiùs
pw du second ordre, le mode d ' é q u i l i b r e - l i m i t e et la poussée <e, qui
on t l i e u quand le massif est i n f e r i e u r e m e n t indélïni ou q u a n d il se
t e r m i n e à la surface S, on t l i eu aussi quand i l se te rmine à des surfaces
i n f i n i m e n t voisines que lconques S^ au-dessous desquelles on le con-
cevrait solidiiïé.

Par conséquent ,1 la poussée n'éprouve, d 'un de ces cas à Fautre, que
Ann. Éc. Norm., (à), KKXIV. - MARS H)!;. 1 0
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des variat ions du second ordre de peti tesse. Et si en f in , d 'une part,
on suppose, comme i l arrive toujours , dans la prat ique, aux murs de
sou t ènemen t , la paroi m o b i l e assez peu inc l inée sur la ver t icale pour
qu 'une des deux surfaces de r u p t u r e lo i soit con t inué ; si, d'autre part,
on at t r ibue successivement au massif, comme l i m i t e infér ieure , toutes
les surfaces de rup tu re qui s'y p r o d u i s e n t q u a n d i l est bo rné , à par t i r
du bas de la paroi, par des surfaces d'abord presque ver t ica les , mais
ensui te de moins en moins r ap idemen t m o n t a n t e s , la poussée^, contre
la paroi, du coin de terre qui se détache, cessera de croî t re et vérif iera
la condi t ion ordinaire (de quasi- invariabil i té) des maxima et des
minima, au moment où la surface de rupture atteindra la posi t ion
effective S qu'elle a dans le massif i n d é f i n i . Or tel, est b ien , au f o n d , le
principe du prisme de plus grande poussée.

49. Seulement sa mise en oeuvre, qui consiste à calculer les
poussées correspondant à des surfaces de rup ture quelconques,
ail-dessous desquelles il y aura i t sol idif icat ion du massif, eL à chercher
ensuite leur maximum, serait év idemmen t plus compl iquée que l 'inté-
gration même des équations de l ' éqn i l ib re - l imi te du massif indéfini
proposé; puisqu'el le exigerait l 'étude de ce que dev ien t cet équ i l ib re
quand on i n t r o d u i t une paroi de p lus , la surface même supposée de
rup tu re ( ') . Aussi n'est-ce qu 'en recourant à l 'hypothèse, a rb i t ra i re
a priori et inexacte, d ' u n e forme p lane de cette surlace, que Coulomb
a pu tirer parti de la propriété de maximum dont i l avai t eu l ' i n t u i -
t ion (2). Or la poussée la plus forte déterminée dans une suppos i t ion

( 1 ) De fai t , une telle solidificalion, si elle survenai t au-dessus de la surface S (déter-
minée pour le massif in tér ieurement i n d é f i n i ) , obligerait , la surface effective de rupture
du massif restante à se relever, et i n f lue ra i t ainsi sur l 'équil ibre-l irni le, en réduisant la
poussée $. iVIais elle serait vra isemblablement sans inf luence sensible, comme on vient de
dire, si elle n 'a t te ignai t que des parties du massif situées au-dessous de S, puisqu 'une
solidification ficlive de leur to ta l i lo é q u i v a u t , pour le massif part iel s i tué au-dessus de S,
à in t rodui re la condi t ion de glissement de ce massif contre la surface S, condition
satisfaite d'elle-même dans le massif proposé i n d é f i n i i n f é r i e i i r e înôn t .

( 2 ) Coulomb a, d'ailleurs, pressenti que la surface de r u p t u r e devai t avoir une conca-
vité sensible, comme on le v o i t par le n" XV de son Mémoire (p. 367 à, 3G9). Mais la
tentat ive qu'il y fait pour en déterminer la forme est viciée par rhypothèso d'une division
du massif en couches verl icales sur le point de glisser les unes contre les autres, hypo-
thèse q u i implique, pour la surface rie r up tu re , l 'inclinaison tan^y sur l'horixon et, par
conséquent , une forme p lane ,
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aussi, restrictive n'est plus qu'une sorte de maximum relatif, n'attei-
gnant pas le maximum absolu demandé et constituant seulement une
approximation par défaut de la poussée vraie, c'est-à-dire une
approximation qui manque de sécurité.

C'est ce que reconnaissait déjà Coulomb au n° XIV de son Mémoire
(p. 365 et 36a), où il se décidait (au risque de dépasser très notable-
ment le but) à négliger le frottement du mur pour renforcer des résul-
tats déduits de l'hypothèse d'une rupture plane. 11 ne faudra donc
recourir à celle-ci que sous réserve et dans les cas où la théorie nou-
velle, plus complète, de l 'équi l ibre- l imite se heurterait à des diffi-
cultés d'intégration insurmontables.

50. Mais alors on pourra l 'employer, en, raison de la faible variabi-
lité de la poussée aux environs du maximum. En elîet, la surface de
rupture S no devant avoir, en général , q u e des courbures modérées,
un plan mené par l'arête infér ieure de la paroi, de manière à a l le r couper
cette surface de rupture vers le mi l ieu de sa hauteur, ou. un peu
au-dessus, ne s'en écartera considérablement nulle part et sera
presque, lors de 1 /équi l ib re - l imi te du massif, dans le cas de toutes les
surfaces cont inues vois ines de S, sur lesquel les l ' i nc l ina i son t a n g Y
des pressions par rapport à leurs normales a t te in t la valeur tan g y à
des écarts près du second ordre, y dés ignant l 'angle de frottement
in tér ieur du massif homogène proposé. La moyenne des valeurs
de tang y sur un tel plan, si l'on appel je a insi le rapport de la compo-
sante tangentiel le de la pression totale ^ qu'y exerce (à travers le
plan) la matière sablonneuse sous-jacente, à sa composante normale,
doit donc être peu inférieure à tangy; et, si l'on calcule alors la
poussée $ comme on le fait d'après Coulomb et Poncelet, dans la
supposit ion que ce rapport égale tangç, la valeur o b t e n u e pour (P ne
peut évidemment pas se trouver beaucoup plus fa ib le que la vraie.

Ainsi l'hypothèse d 'une rupture p lane , lorsqu'on se contente de
lui demander une approximation par dé fau t de la poussée, constitue
une précieuse ressource (p).

( 1 ) On peut voir, pour plus do délaili-i a ee sujet, le dernier deâ Momoires cités
ci-dessus ( 1 1 ° 38) dûs Annales des Pô/ils et Cliaussécs (t. Vît, p. î\-]{\ à 48 ï ). Par
exemple, pour le sable expérimenté par M. Gobin, où l'on avait o === S/j0? et dans le cas
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51. En résume^ le principe de Coulomb est justifié quand on admet
celui de la nouvelle théorie y savoir : l'établissement presque instantané de
Fêtât ébouleux dans tout le coin de terre qui se détache et un peu
au delà. Réciproquement, le pr incipe de Coulomb, i m p l i q u a n t rhypo-
thèse qu'il se produise, des le commencemen t du renversement, deux
surfaces de rupture, l 'une contigue ou presque c o n t i n u e à la paroi
mobile, l'autre s'en éloignant, et, toutes les deux, a l l a n t depuis le bas
de la paroi jusqu'à la surface libre, condui t à supposer que l'état
ébouleux existe ou se propage rapidement dans la masse sablonneuse,
jusqu'aux limites de son extension acceptées dans la nouvelle théor ie .
Il oblige même à admettre explicitement la réal isat ion d'un tel étal
ébouleux dans tout le prisme qui se détache, quand , pour dé te rminer
la position du centre de poussée, on suppose des surfaces de r u p i n r e
(au moins ébauchées) produites à toutes les hauteurs au-dessus de
celle qui s'éloigne le plus de la paroi en par tant de son arête in fé-
rieure.

// y a. donc par fait accord entre la base de F ancienne t/léone et celle
de la nowelle ( ').

ordinaire d 'un terro-plein horizontal contenu par une paroi verticale, ou noire for-
mule ('109) donne I v = = o , % 3 [ , l 'hypothèse d 'une surface plane de rupt ' ire condui t a
prendre O^A^S ou -A o^11'011 on moins, tandis que l'expérience a indîqr"'1que

/ T. ^ \tang2 ( -j — - j x o,8o/i = 0,9,89.7 x 0,804 — 0,^7.

L'angle du plan ainsi calculé de r u p t u r e avec la verticale ascendante a été .Wi.'î', au
lieu de 3o°57' environ que j^ai obtenu pour la corde du profil concave de la surface
effective de rupture, en assimilant à un arc de cercle sa moitié infér ieure courbe :
l'expérience avait donné à M. Gobin %3°%';>/ seulement) valeur dont l 'abaissement peut
bien tenir un peu au frottemeni, négligé ici, des deux jonen fixes do la caisse d'expé-
riences, mais doit surtout être apparent et dû à co que le frottoment du fond de la caisse
aura empêché la faille de partir d'aussi bas ot lu i aura sans doute, par la supposition,
quelle en partait^ fait attribuer plus de pente qu'elle n'en avait réellement, à en juger
par son écart superficiel d'avec la paroi mobile.

( I ) Diverses parties du présent Mémoire ont été résumées dans six Notes insérées aux
Comptes renduf» des séances clé l'Académie des Sciences (t. 164!, 3o avril, 7 et i 4 raai,
4 et i 8 j u i n 1917, p. 657, 698, 75'"), 873, 9^9; t 16?>, % juillet 1917, p. 5).
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Remarque sur l'emploi de l'équation (10) (p. î i ) pour déterminer, à p a r t i r
d^une solution particulière donnée d'un problème d'état ébouleux.
l'orientation approchée des pressions principales dans les solutions

52. Le Chapitre IV de ce Mémoire (p. 18 à 3i), basé sur remploi de
l 'équation (10) pour obteni r par app rox ima t ion les solutions du pro-
blème de l'état ébouleux voisines de la solut ion Rankine-Lévy, montre
que cette équation (10), d'où la pression moyenne? n'est pas é l i m i n é e ,
sera néanmoins très propre à (aire connaî t re , par un calcul d'approxi-
mat ion , l'amnut ^ de la pression p r inc ipa le la plus for te , dans les
solutions (lui se fronceront voisines d'une solution particulière donnée.
Car, dans toutes ces so lu t ions vois ines , la fonct ion p propre à la
so lu t i on part iculière connue cons t i tuera une v a l e u r , approchée du
premier membre de (10) et, par conséquent, du rappor t du numé-
rateur 2( 'XE •—Y.I)), fonction l inéa i re des dérivées premières de y ,
au dé iwmina teu r --"7- -- — ---1 A A . » y , fonct ion analogue des dérivéesdy da: - / ^ ' ' " • ^
secondes. Et l'on aura a ins i , du moins en tant qu'approchée, requa-
lion du second ordre aux dérivées partielles cherchée en va in au
Chapitre I I pour le cas général , ou parei l le équation n'existe pas.

Par exemple, si. la solut ion particulière donnée dont i l s'agit est la
solution Rankine-Lévy, et que ^ y désigne la. première valeur con-
stante (ï5), p l 'expression correspondante de la pression moyenne ,
^ l'a/.imut dans une solut ion voisine, partout peu d i f f é r e n t de y et à
dérivées partielles en oc et y petites ̂ \\ résultera des formules C== cosay/,
S '== sin 2^', pour les deux dernières (4)?

i>- s^ , c^ F-r^+s^tf ,—— «- u — - - --j"- |^ '—,;— 5 g^ ..— \ j •—_•-— ~^~ 0 5
dx dy dx dy

avec S et C désormais constants, c'est-à-dire réductibles à cos'2^, sin ir/.
On aura, par suite,

^) \.<m ̂  c (d^ - d^\ -> • 1 1 d'l'/il '
dy "' dx "" \cfy2 d^) ̂  '">" J^Sy'7
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et l 'équation (10), ou mieux (9), divisée par 7^ deviendra

W cfë'-^-')-.S-^-/,A,,/V " ) cix1 j dx cl y " "

-4(XC+YS)^+(XS~YC^1p L dx ' ^y 1
aïï Vcly' . , cl'/' . ,

^_ —— /-. CQS ( 2 y -}- o) ) 4- -— SI ( 1 ( 2 •/ -+- ûp [_dx " ' cly • /' •))

équat ion aux dérivées partielles l i n é a i r e , en // seul, mais à coef-
ficients variables comme l'inverse de p dans les termes affectés des
dérivées premières de y/.

Si actuellement, on suppose // fonction un iquement de 0, les for-
mules du n° 14 transformeront cette équation en celle-ci,

( i33) cos (27^ — 20) — À" û^y/ 2 sin ( 2 y — a Q) d'/'
" P 1 ~ d ¥ ~^ ———^———— -^

_ ail sin ('2 y -h ri) — û) d ' / 1

— -y — ^ - ^ - ^

que l'on reconnaît immédiatement revenir à (38).

Complément à Ici Noie des peines 66 et 6^.

53. Quand la déclivité co du ta lus est supposée vois ine à la fois de^
et de î\ ou que les formules (124), (126) sont applicables, l'hypo-
thèse de verticali té du mur fait presque a n n u l e r o et, v i s ib lement ,
l 'équilibre du massif exige un angle de f ro t t emen t extér ieur o, t rès
voisin de co, ou une différence 9, — co comparable à < D — ù ) = a et
négligeable devant \/a.

Dès lors, l'expression de y^ — co s 'obtient presque sans calculs, en
partant de la seconde formule (î i4)qui exprime de la manière la plus
concise les rapports mutuels de ç, ^ eKD^). Remplaçons-y, d ' u n e

( l ) A l'occasion de la seconde formule (u4), oîi ligure si iialurellemônt l'angle e,
observons que cet angle &, dont le cosinus est le rapport ̂ 9 5 définit , en quelque sorte,
l'amplitude de l'hétérogénéité de nos massifs ficlifs, c'est-à-dire l'écart relatif de (p à <1>,
tandis que l'angle 3 représente le chcimp ou le nège de la même hétérogénéité.
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part , ail p remier membre , ^ par co + (y^ — co) et <I> par co -4- a ; ce qui ,
changeant s i n ç i et s in<I> en

( s i n G j ' ) [ i -1- (^ i — f ' ) ) co tw] , ( s i n r x ) ) ( r -+ a cotr , ) ) ,

donne , pour leur q u o t i e n t ,

(134) i + ( y i - - ^ — a) c o l o » .

D'autre part, subst i tuons dans le second membre, d'après ((>2 lns\
le complément de o/ — o.) à ç + ^ o ; et appliquons les formules (126;,
qui donneront au même second inembre la forme

ços [ (ç^ — r,)) -i- ^/9, 5< c o L ^ > (ces [j. — s in ̂ .) j.

Or l'égalité à (i34) de ce cosinus montre que l'arc en est comparable
^ ^^^"a"—"'^ Des lors, la part ie < p < — o) de l'arc en
ques t ion , partie comparable à y , ~ <t> ou à <I> — cpn est d 'un ordre de
petitesse supérieur et d isparai t , par suite, devan t l ' a n t r e partie. Le
second membre se trouve ainsi réduit à,

c o s [' ̂ :^^^ ( s i n ̂  — c o s ̂  ) ] =: i. — a c o l w ( s i n [M — (::; < ) s ̂ . )2.

Comparons-le au premier membre (î3/i). Il viendra bien, par la sup-
pression du terme commun i et, puis, par celle du f a c t e u r c o m m u n
coto.», la formule cherchée

(135) oi— r/) ==^ [ t — (s in^ — cos^)2] --= '2acos^s in^ .


