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SUR LES GROUPES

DES

TRANSFORMATIONS SEMBLABLES ARITHMETIQUES

DE CERTAINES

FORMES QUADRATIOUES QUATERNATRES INDEFINIES

ET SUR LES

FONCTIONS HYPERABELIENNES CORRESPONDANTES,

Par M. Groress GIRAUD.

1. Le groupe des transformations semblables d’une forme quadra-’
tique quaternaire du type

2 2 2 2
ui 4w} — ui— uj

est isomorphe au groupe formé des substitutions droztes

= at+Db H__omvi—ﬁ

=T CEi+d T +0
et gauches .

- an+0 _x+fB

T T en+d T Y+

Les groupés-dz'scontinus de substitutions de cette sorte, sil'on a,
pour toutes leurs substitutions,

ad — be = ad — By =1, '

ont été nommés par M. Picard groupes hyperabeliens (*). On obtient

(1) PxcArp, Sur les fonctions h _yperabélzennes (./our/zal de Mat/zematzques pul "es et .
appliquées, 4¢ série, t. I, 1885). ! Co ’
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en particulier des groupes hyperabéliens en supposant que la forme
quadratique dont on part est i coefficients entiers et en ne retenant
que ses transformations semblables arithmétiques, ¢’est-a-dire & coef-
ficients entiers.

Ces formes quaternaires peuvent se diviser en trois catégories :

1° Celles qui ne peuvent pas représenter zéro; ce cas a été étudié
par M. Picard : le polyédre fondamental du groupe hyperabélien cor-
respondant n’a aucun point commun avec la frontiere du domaine
fondamental (domaine ou & et n ont leurs coefficients de 7 positifs);
nous ne reviendrons pas sur ce cas.

2° Celles qui peuvent représenter zéro, mais qui, égalées & zéro,
sont les équations en coordonnées homogénes de quadriques sans
génératrices rectilignes rationnelles, ¢’est-a-dire sans génératrices
dont les deux équations soient a coefficients entiers. Le polyédre fon-
damental du groupe hyperabélien correspondant posséde un nombre
fini de points réels ; il n’a, sur la frontiére du domaine fondamental,
aucun point imaginaire. Des cas particuliers de formes de cette sorte
ont été étudiés par M. Bourget et par M. Cotty (*).

3° Celles de ces formes qui, égalées a zéro, sont les équations de qua-
driques pourvues de génératrices rationnelles; le polyédre fonda-
mental du groupe hyperabélien correspondant touche la frontiére du
domaine fondamental le long d’un nombre fini de portions de variétés
4 deux dimensions, comprenant un nombre fini de points réels. Un de
ces groupes appartient & une catégorie considérée & un autre point
de vue par M. Picard dans son Mémoire cité, la catégorie des groupes
ou chacune des deux variables complexes subit indépendamment de
lautre les transformations d’un groupe fuchsien : si chacun de ces
groupes fuchsiens se réduit au groupe arithmétique, on a en effet le
groupe hyperabélien correspondant a la forme x,x, -+ 2,2;. Si I'on
admet les substitutions semblables de déterminant moins un, ce groupe

() BourGeT, Sur une classe particuliére de groupes hyperabéliens (Annales de la
Faculté des Sciences de Toulouse, 1898, et Théses de la Faculté des Sciences de Paris,
1898).— CotTy, Les fonctions abéliennes et la théorie des nombres (Annales de la Faculté
des Sciences de Toulouse, 1912, et Théses de la Faculté des Sciences de Paris, 1913).
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hyperabélien comprend aussi des substitutions gauches, obtenues en
faisant suivre une des substitutions droites que nous venons d’indi-
quer de la substitution gauche

[

=1, H=:¢.

Dans les trois cas, le polyédre fondamental, qu'on peut construire
par la méthode de réduction continuelle, n’a qu'un nombre fini de
faces.

Enfin, dans les trois cas, trois fonctions hyperabéliennes quelconques
correspondant au groupe considéré sont lices par une relation alge-
brigue. Ce fait a été reconnu pour le premier cas d'une maniére géné-
rale par M. Picard; M. Bourget et M. Cotty I’ont également reconnu
pour les formes qu’ils ont considérées et qui appartiennent au
deuxiéme cas.

2. Soit donc f(x,, ., z,, x,) une forme quaternaire, décompo-
sable en deux carrés positifs et deux négatifs, et soient A son discri-
minant et F(A, u, v, ) sa forme adjointe. La forme définie dont,
conformément a la méthode d’Hermite, nous ferons la réduction
continuelle est

g 7’“"+p‘3F+v”F+7—‘)F
Ooh 0w %oy T Mom
(1) §°($hw2;$37$a)=— [J'!"A ﬂf(£1,x2,xs,x5)

-+ 2 norme (Azy + pz,+ vx;+ wx,),

ou
(2) F(A, v, ) =o,
or oF JF JoF
(3) 7\0-0-}T+p~0°a‘p+Jo'dT)‘+Tfod_7r'<o~

Nous convenons de distinguer toujours deux nombres imaginaires
conjugués au moyen de I'indice zéro donné a I'un d’eux.

3. Revenons d’abord sur ce qui correspond a {la condition (3) dans
J’espace hyperabélien; c’est un calcul qu’a déja fait M. Picard.
Nous pouvons par une transformation linéaire sur @,, ., @s, x,
Ann. Ec. Norm., (3), XXXII. — Ocrosre 1916. 39
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mettre f sous la forme
2 X1 X+ 2X, X5

alors, par la substitution adjointe, F devient

2 AIl + 2 MN;
sl nous posons
oM N
[ “‘\ 2 = ‘/X 1
la condition (2) prouve que
by MN _ I
T=—73 =%

la condition (3) devient alors

Ally 4+ A T 4+- MN, + M,N < o,
ou bten '
AAG(E—Ey) (n—ny) <o.

Nous avons donc¢, dans I'espace hyperabélien ot les coordonnées
sont £ et n, un domaine composé de points ou les coefficients de ¢
dans & et 1 sont de méme signe ; nous ne considérerons que les sub-
stitutions qui changent en lui-méme le domaine ou ces coefficients
sont tous deux positifs : ce sera le domaine fondamental.

4. On sait que, parles substitutions semblables de /, £ et subissent
des transformations hyperabéliennes droites

; =_ai+b _wn+p e be— 0B — By —
(4) E=gra H= ) (ad — be = a0 — By =1),
ou gauches

- 17 ~+ b af +3 .
(5) inﬂ_ﬁ—-—d_’ l[:;;—-——_*_xa (ad—bc=0d — By=1).

Aux premiéres correspondent des substitutions semblables de f de
déterminant '

' S
3] o 0

do o —dy cy d ¢ o B o

be  ad —by a b a ) 0 o 0 o
—df . —cfp do —co o o —d —c | -7 0 —a 0
| 0B af —ba  aa o o b a o 7y o «a

= (ad — be)? (a6 — By)*=1.
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Aux substitutions gauches, au contraire, correspondent des substi-
tutions semblables de déterminant moins un. Comme toutes les sub-
stitutions gauches d’un groupe s’obtiennent en faisant suivre, ou
préccder, I'une d’elles de toutes les substitutions droites successi-
vement, nous nous bornerons tout d’abord dans la réduction conti-
nuelle aux substitutions droites.

I suffit pour cela de se borner aux substitutions semblables de
déterminant un : celles d’entre elles qui conservent le domaine fon-
damental donnent des substitutions hyperabéliennes droites.

5. Supposons que la forme @ soit réduite pour certaines valeurs
de A, i, v, ©; et supposons que les points de la quadrique (2) pour
lesquels elle est réduite alent pour point d’accumulation un certain
point réel de la méme quadrique. Les conditions de réduction étant
celles de MM. Korkine et Zolotareff, nous allons démontrer que ce
point a pour coordonnées (o, 0, 0, 1), ¢’est-a-dire que F n’a pas de
terme en w*.

En effet, décomposons ¢ en carrés de cette facon :

9= (@& 2 Ty &y 3 Xyt €14 2%)°

- P (Xy - € 3%y + &0, T4 )2 pa( @y + &5, 2, )P+ 1y 27

Nous avons
D do do Jo Jdo >
v \Nday d.rz’ 0z dx,

2% D (zy, 22, 23, 24)

>3\
= tipapapni| 7 ) B

Or, pour le point réel, o est carré parfait; donc si 4, i, v, = tendent
vers les coordonnées de ce point (coordonnées supposées choisies
complétement, sans facteur commun arbitraire), le discriminant tend
vers zéro; donc p, tend vers zéro. Done, pour ce point réel, ¢ ne
dépend plus que de x,, c’est-a-dire que

A=o.

Si nous recommencons a faire tendre A, u, v, © vers les coordonnées
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du point réel, nous voyons que

. D(ﬁi i d@)

2 23—
0z, 0z, Oz,
23 D(‘z‘za X3, .2'5)

e Y )

e étant positif; mais le premier membre tend encore vers zéro; il en
est donc de méme de p, @, ; et comme

3\3
P‘:sti<z> &

i, tend aussi vers zéro. Donc, pour le point réel, ¢ ne dépend pas non
plus de z,, et 'on a

K =o.
On démontrerait de méme que
Y = 0.

Le point réel est donc bien (o, 0,0, 1). Comme 1l est rationnel, cela
prouve que F et f peuvent représenter zéro.

6. Supposons maintenant que les points pour lesquels ¢ est réduite
aient pour point d’accumulation un point imaginaire de la surface

A d—F—P—J.@—i—V ﬁ-&—ngg—-—o
o T T gy Som T

Nous allons voir que la quadrique (2) admet la génératrice recti-

ligne rationnelle
A=p=o,

et que le point imaginaire est sur cette génératrice.
En effet, pour ce point imaginaire, o se réduit une somme de deux
carrés, ce qui nous montre tout d’abord que, pour ce point,

A=p=o.
Soit

& b
—
f(xh Lo, X3, xl.),: z Z A j X Z 4,

i=1 j=1



FORMES QUATERNAIRES ET FONCTIONS HYPERABELIENNES. 30()

et soit A; ; le eoefficient de F qui correspond  a, ;. Si(o,0,v, =) sont
les coordonnées de notre point, on a

AV +2A;,vT 4+ AT —o,
As,s”% -+ 2 Ax,b’-'o'”-'o -+ An,u‘ﬂ'z = o,
Az +  Ag (VT +vT) + Ay Ty = 03

comme vT,—Y,T n’est pas nul, ces trois équations entrainent
Ay = A=A =o.

Donc laquadrique (2) admetbien lagénératrice rationnelle A=p.=o;
par suite / = o admet aussi des génératrices rationnelles.

7. Ceci nous entraine a distinguer dans quel cas une quadrique qui
a des points rationnels a aussi des génératrices rationnelles.

Si la quadrique passe par un point rationnel, nous pouvons, par une
substitution linéaire & coefficients entiers et de déterminant un faire
en sorte que ce point soit (o0, 0, 0, 1); I’équation devient alors

(azy+ bxy—+ cxy) 24 + fi (21, 9, 23) = 0.

Une nouvelle transformation portant sur «,, x,, «, seuls permet de
ramener cette équation a la forme

dzy &, ~+ f2( 21, Ty, 23) = 0,

ou d est le plus grand commun diviseur de a, b, c. Mettons en évidence
les termes ou figure «,, I’équation devient

(7) F(z1, @y 23, 2,) = 21 (@23+ b2+ cx3+ dxy) + Y(22, 73) = O,

équation ol a, b, ¢ n’ont pas le méme sens que plus haut.

Supposons que la quadrique ait une génératrice rationnelle;
prenouns sur cette génératrice un point rationnel, et mettons I’équation
de la quadrique sous la forme (7), le point rationnel venant
en (0, 0, 0, 1).

Par le point (0,0, 0, 1) de la quadrique (7) passe une génératrice
rationnelle; les équations de cette génératrice ne contiennent évi-
demment pas «,. D’autre part, on ne peut pas, des équations de la
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génératrice, tirer x, et z; en fonction de z,, sinon en substituant les
valeurs trouvées dans I’équation (7), il v aurait un terme en 2, 2, non
identiquement nul. Alors on peut, par exemple, tirer de ces équa-
tions x, et x, en fonction de x,; la valeur de z, est forcément

Ty = 0,
car si ‘
x, = hz,, h £ o,
on pourrait avoir x, et 2, en fonction de x,. Les équations de la géné-

ratrice sont done
.1’1: O, 1‘3: DC(,ZJ;_,7

ou « est rationnel; par suite
b1, a)=o0;

donc ¢ (2., @,) peut représenter zéro.
Réciproquement, si cette forme peut représenter zéro, et si o et p
sont les racines de I’équation

"P(I)x) = 0,

les deux génératrices qui passent par le point (o, o, o, 1), savoir

Z,==o0, XLy == ALy,

et
x,=o0, Xy = P2,

sont toutes deux rationnelles. Comme elles sont de systemes différents,
cela nous montre en méme temps que, si I'un des systémes de géné-
ratrices compte une génératrice rationnelle, 'autre en comprend éga-
lement une.

Montrons maintenant que, si la quadriqué contient des génératrices
ratiotinelles, il en passe une par chaque point rationnel. Si, en effet, ce
poiﬁt rationnel (&, &, &,, &) est tel que

1=0,

A

il est surla génératrice rationnelle

R

2, =0,

)3
£
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Si maintenant

3157 0,

il est sur la génératrice rationnelle

Fy— ;G-‘! I+ b2[7
=1

(8) -1'3:%—'-1'1‘*—635,
1

T, = =

¢

3

<

& zi+ by,
1

ou z est un paramétre ; b, et b; sont des nombres rationnels tels que
d{(bﬂv b3) == 0;

b, est pris de facon & annuler le coefficient de 2, zapreés substitution des
valeurs (8) dans I’équation (7 ): cela donne pour lui aussi une valeur
rationnelle.

Donc les deux génératrices qui passent par un point rationnel sont
rationnelles.

De plus, la condition nécessaire et suffisante pour que la qua-
drique (7) ait des génératrices rationnelles est que la forme ¢ (z,, ;)
puisse représenter zéro.

Quant & reconnaitre si [’on peut mettre I’équation de la quadrique
sous la forme (7), c’est-a-dire si la quadrique contient des points
rationnels, cela peut se faire au moyen d’une méthode, convenant i
un probléme beaucoup plus général, donnée par M. Jordan (*).

8. Litudions maintenant le groupe des substitutions semblables de
la formule (7) qui n’altérent pas le point (o, o0, 0, 1). Nous formerons
ensuite le polyédre fondamental correspondant dans I'espace hyper-
abélien.

Solent

(9) Xi=aux + bizy + cixy+ di, (i=r,2,3,4)

(1) JorpaN, Théorie arithmétique des formes quadratiques (Journal de ¥ Ecole
Polytechnique, cahier LI, 1882).
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les formules de transformation. I est tout d’abord évident que

di=d,=d;=—o, d, ==

comme nous pouvons changer les signes de tous les coefficients a
la fois sans changer la substitution hyperabéliennne correspondante,
nous prendrons

Ensuite, si nous considérons les termes qui contiennent a,, nous

trouvons

- by=c,=o, ay—=d,=1.
Par suite
(10)

s Xg: l)zxz"- sz;;,
| X3=0,2,+ ¢34

est une transformation semblable de la forme {(«,, x,), de détermi-
nant ur, si, comme nous le supposons, le déterminant de la transfor-
mation (9) est lui-méme égale a un.

Sila forme ¢ ne peut pas représenter zéro, la transformation (ro)
est donc une puissance d’une certaine transformation fixe.

Si la forme ¢ peut représenter zéro, il faut prendre seulement

by—c,=— o, p=Cy =1

comme on veut que le domaine fondamental soit conservé, il faut

méme se borner au cas ol
bz —=C3=1I.

Donnons-nous maintenant une transformation (10) de la forme {,
et cherchons a déterminer a,, a,, a,, b,, ¢, de maniére a avoir une
transformation telle que (9). Si a, et a, sont regardés comme donnés,
on trouve a,, b,, ¢, par I'identification des termes restants : ce sont
des fractions de dénominateur d; ces fractions se réduiront & des
entiers seulement dans le cas ou a, et @, satisfont & certaines con-
gruences de module d; ces congruences peuvent n’étre compatibles
que si b,, ¢,, by, c, satisfont eux-mémes a certaines congruences sui-
vant le méme module; ces derniéres congrucnces sont en particulier

satisfaites si
by=cy=1, by=cy,=o0 (modd),
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comme le montre le cas particulier de la transformation unité. Il y a
donc des transformations (10) pour lesquelles ces conditions sont
remplies; et, comme le produit de deux de ces transformations en est
une troisiéme, toutes ces transformations (10) utiles sont des puis-
sances de I'une d’entre elles.

Supposons maintenant que nous ayons une transformation (g) cor-
respondant & une transformation (10) donnée; nous aurons toutes les
autres en faisant suivre ou précéder celle-ci d’une autre ou

(r1) by—cy,=1, by,—=c,=o.

Nous allons déterminer toutes ces derniéres transformations; cette
détermination est indépendante du fait que Y peut ou non représenter
zéro. Nous avons déja remarqué que si 'on regarde a, et @, comme
donnés, les valeurs de a,, b,, ¢, en résultent et sont des fractions de
dénominateur d; il s’agit de choisir a, et @, de maniére que ces frac-
tions se réduisent a des entiers : c’est possible, car le but est atteint
en particulier si a, et a, sont divisibles par d. Or le produit de deux
des transformations dont nous nous occupons en ce moment en est
une troisiémej; et si, dans les facteurs, a, et @, ont respectivement les
valeurs a,, a, et a;, a;, ils auront dans le produit les valeurs a; + «;
et «, + a,. Donc, toutes les valeurs possibles de a, sont des multiples
de I'une d’entre elles «,, & laquelle correspond pour a, la valeur a ;
sia, = o, toutes les valeurs possibles de a, sont des multiples de 'une

n"

d’elles a’; alors tous les systemes possibles de valeurs de a, et de «,

sont donnés par les formules
(12) 3

ot o et B sont des entiers arbitraires; @, et a; peuvent étre supposés
positifs : ce sont des diviseurs de 4.

Nous voyons done que, si ¢ peut représenter zéro, toutes les trans-
formations semblables de point double (o, o, 0, 1) sont des produi(s
de puissances de deux d’entre elles, d’ailleurs permutables, satis-
faisant aux conditions (r1). Si ¥ ne peut pas représenter zéro il faut
faire précéder (ou suivre) ces produits d'une puissancearbitraire d'une
troisieme substitution.

Ann. Ec. Norm., (3), XXXIIl. — OctoBre 1916. 4o
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Que sont les substitutions hyperabéliennes correspondantes ? Si

Ylag, ) = (Azy+ Buay) (A s+ Blay),

nous pouvons poser
__ Azy+ Bay |  Aay+ By,

o e—
x, ’ &4 ’

3
alors, aux substitutions qui satisfont aux conditions (11) répondent
des transformations
(13) E=i4+A, H=a+/#I,

" et & étant certaines constantes. Quant aux autres transformations,

qui existent si ¢ ne peut pas représenter zéro, elles sont des puis-
sances d’une transformation

(14) Eo=hE 41, H=/kn+ K,
ou A, k, A, k" sont des constantes; A et £ sont positifs, et de plus
hk=1.

Le polyédre fondamental se détermine immédiatement : les trans-
formations (13) permettent toujours de faire en sorte que

Ty Ty l
&y, 2y

Xy L3,
— 2

"
- < dy,
Z, L1y

a, et a; étant les entiers des formules (12); si ¢ ne peut pas repré-
senter zéro, on aura pu s’arranger préalablement, au moyen de la
transformation (14), pour que

lz<—;;{'—°<./.',

1
&—2Col

en supposant ~< k. Tel est le polyédre fondamental.

En quels points ce polyedre atteint-il 1a frontiére du domaine fonda-
mental ? En nous bornant aux points & I'infini, nous trouvons le seul
point (o0, 0, 0,1) s’il n’y a pas de génératrices rationnelles; il faut v
ajouter une portion des deux génératrices qui passent par ce point, si
elles sont rationnelles.
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9. Supposons maintenant que nous considérons une quadrique
pourvue de génératrices rationnelles; étudions le groupe des substi-
tutions semblables arithmétiques qui font revenir sur elle-méme une
génératrice rationnelle donnée.

Par un changement linéaire de variables, a coefficients entiers et
de déterminant ur, on peut mettre la génératrice donnée sous la
forme '

(15) Xy = &y= 0,

et la quadrique donnée sous la forme

(16)  flay, &y, 2y, &) = 2 (@@ + b2y + c2y+ d,) + 2, (b s+ ¢’ 2y) = o.
Pour £ et v, nous pourrons prendre les valeurs

s R
3 1 == — ———
2y x,

ey
[l

Une des transformations cherchées étant donnée par les for-
mules (g), on voit que
a=d,—=cy=dy==03
par suite,
aby— a, by ==1;

mais, comme le signe du coefficient de Z dans £ ne doit pas changer,

ayby—a,by=r.

En identifiant les coefficients de x, x,, z, x,, €, 2,, x.2,, nous trou-

vons que
q » N/ .
(a,c + a,¢’)e;+ a,de, = c,

(hbyc+ byc')ey+ bide, = ¢,
(a ¢+ a,c )dy+ aydd, = d,
(bie + byc")dy+ bydd, = o;
donc
a,¢'—bc —(ayc+ asc' Y+ (byc -+ byc'Ye
3= — Cp == o d )
__b}c—&-b.g;’
7 o=
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k] A\
d’ott
eyd,—c,dy=1.

Ces valeurs de ¢,, ¢,, d,, d, seront entiéres si «,, a,, b,, b, satisfont
a certaines congruences suivant le module ¢’d, et en particulier si

1, a,=b,=o0 (mod c'd).

f
i

(17) a = by

Restent & déterminer «4, a,, b,, b,; nous les obtiendrons en identi-

o

= .

fiant les termes restants, qui sont en 7}, x, x,, x} :

((lIC"‘l— flg(,")(l:;—l-aldab :A,
(18) (bic 4+ byc"Yaz~+ bida,+ (ajc + asc’) by+ a,db, =B,
(byc + byc")by+ b, dbi=0GC;

A, B, C sont des fonctions de a,, a., b,, b, dont les coefficients ne
contiennent aucun dénominateur. Les déterminants formés avec les
coefficients des inconnues ont pour plus grand commun diviseur ¢'d¢,
¢ étant le plus grand commun diviseur de ¢, ¢/, d. Comme les mineurs
de ces déterminants sont tous divisibles par & (et méme par 62), nous
trouvons que A, B, C, donc «,, a,, b,, b,, doivent satisfaire a certaines
congruences suivant le module ¢'d; ces congruences sont en parti-
culier satisfaites par lesrelations (17), auxquelles répond la transfor-
mation unité.

¢ subit donc les transformations d’un certain sous-groupe a con-
gruences du groupe fuchsien arithmétique.

I nous reste, suivant le procédé déja employé, 4 voir comment
toutes les transformations qui changent & de la méme facon se
déduisent de I'une d’elles : il est clair qu’elles s’en déduisent en fai-
sant suivre ou précéder celle-ci d’une substitution ou

ay=by=1, a,—= Db, = o,
et oll par conséquent

c;=d, =1, ¢, = dy—=—o.

Nous avons les coefficients restants au moyen des équations

¢ a,+ da, =0,
c'a, “+ ¢ by+ db,= o,
c' by = 0.
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ay, @y, by, b, sont donc donnés par les formules

O)I [

- C,
az=2»x by=o, ba::.——-l—a-,

A

[l

|

~
Qi O

2

<D .. . .
ou ¢ est le plus grand commun diviseur de ¢, ¢, d, et A un entier arbi-
traire; ce sont des puissances de la transformation

- d
==, H:Tl-i"'g'

Les transformations générales du groupe sont données par les for-
mules

— _ bit+a ab,+ b a,+ c'a,
&L = eE—— H=n— .
b.¢ + ay a,

Pour former le polyédre fondamental, on peut d’abord disposer

de a,, b,, a,, b, de maniére 2 amener £ dans le polygone fondamental
9 2 p >

du sous-groupe du groupe fuchsien arithmétique dont nous avons

parlé; ensuite on disposera de @, de maniére & amener la partie réelle

<. T ., cd

de v a étre inférieure en valeur absolue a 5"

Remarquons que la quantité dont augmente n est entiére, car des
relations (18) on tire, en éliminant a, et b,

aby+ba,+c'ay b+ b'b,+c'by— b a,
J

a, b,

et a, et b, sont premiers entre eux.

10. Arrivons maintenant alaformation du polyédre fondamental du
groupe de toutes les transformations semblables de la forme donnée
qui correspondent & des substitutions hyperabéliennes. Nous nous
bornerons méme d’abord au cas des substitutions droites.

Nous dirons que deux points rationnels de la quadrique f=o
appartienent & la méme classe s’ils sont transformés I'un de l'autre
par une substitution du groupe. 8’1l y a des génératrices rationnelles,
nous dirons de méme que deux d’entre elles appartiennent & la méme
classe si elles sont transformées I’'une de 'autre par une substitution
du groupe.
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Le nombre des classes de points rationnels est fini. En effet, si1 deux
points appartiennent 4 la méme classe, on peut mettre la quadrique
sous la méme forme (7), en amenant i volonté 'un ou 'autre de ces
points en (0,0, 0, 1); et réciproquement si, en amenant I'un ou 'autre
de ces points en (o0,0,0, 1), on peut avoir la méme forme (7), ces
points appartiennent & la méme classe. Ainsi les valeurs de a, b, ¢, d
et les coefficients de ¢ caractérisent une classe de points rationnels.
Or, le discriminant de fest égal 3 — d*¢, ¢ étant le discriminant de ¢.
Il y a donc un nombre fini de valeurs de & possibles. Puis a, b, ¢

peuvent étre supposés tous inférieurs a

d ! .
:‘ en valeur absolue : ils

n’auront donc aussi qu'un nombre fini de valeurs possibles. Enfin,
¢y peut étre une forme réduite : pour chaque valeur de d, cela fait
également un nombre fini de formes ¢ possibles : notre assertion est
donc justifiée.

On peut démontrer d’une maniére analogue que le nombre des

classes de génératrices rationnelles qui existent sur une quadrique
donnée est fini.

11. Nousformerons le polyédre fondamental parla réduction conti-
nuelle de la forme ¢ de la formule (1). Les conditions de réduction
adoptées sont celles de MM. Korkine et Zolotareff, complétées toutefois
par certaines conditions supplémentaires destinées i rendre la réduite
unique.

Si on écrit ¢, en le décomposant en carrés,

(19) o= (&1 e12@a+ &35+ £1,,2,)% + Po (Lo + &9 3Ly + 2,424 )
A+ Py (Zs+ &g, 25) 4 g 2,

les géomeétres russes ont d’abord montré (') que, parmi les formes
équivalentes & ¢, il y en a une qui est telle que ., soit le plus petit
nombre représenté par la forme, ., le plus petit qui soit représenté
par la somme des trois derniers carrés, p.; le plus petit qui soit repré-
senté par la somme des deux derniers. Amenant en outre les ¢ a la

(1) KoRKINE 6t ZOLOTAREFF, Sur les formes quadratiques (Mathematische Annalern,
t. VI, 1873, p. 366).
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plus petite valeur absolue possible, MM. Korkine et Zolotareff ont
montré que ces coefficients satisfont alors aux conditions

3 3 23 1 P
(20) a2 ’L,;Hl H:sizf’-z, P-.:th — ;<5i,j£‘l_ ;5

telles sont les conditions de réduction qu’ils ont données. Mais ces
conditions peuvent étve remplies par plusieurs formes équivalentes
4 9, en nombre fini. Nous avons pour but d’ajouter d’autres conditions
telles que la forme ¢ soit une de celles dont MM. Korkine et Zolotareff
ont d’abord montré l'existence; sauf dans des cas exceptionnels, on
pourra encore faire sur ces formes uniquement les substitutions qui
consistent & changer les signes de deux des variables ; nous choisirons
enfin parmi les formes qui en résultent.

Voyons d’abord comment nous pourrons faire en sorte que g.,, p,
Wy, W, soient bien les nombres dont il vient d’étre question. D’aprés
les conditions (20),

D)

(3 . (3
M3z (Z) s iz 74

\

1412(3)

/

3

.

Done, s1 02y,

~

et, si z, est entier,
I &£y, | ._; I.
Mais alors

,"r:; -+ 53,4"‘"’4‘.2 | ;I?3| - é;

donce
[25]5= + 3
et, z, étantentier,
|| <
On trouve de méme
I L'y ; 2, l Ty | -S— 3

Ainsi, u, sera le minimum de ¢ s'il est inférieur ou égal a tous les
nombres représentés par ¢ pour

lmkizla l‘r?i:'s lx‘_’ ‘:‘\;27 ‘(L‘,lég
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De méme, w., sera le minimum de la somme des trois dernicrs termes
s’il est au plus égal & tous les nombres représentés par cette somme

pour
I*T.'»I;lx [‘ri*l'::.[? I‘T‘-’!“q

Enfin, pour la somme des deux derniers termes, il suffit de prendre
Sl s, PR

comme il est classique.
Cela fait un nombre fini d’inégalités & ajouter aux inégalités (20).
Comme nous pouvons encore changer les signes de deux variables,
nous pouvons profiter de cette faculté rendre ¢, , et ¢, positifs. Si

LR I . .
cela donnait & quelques-uns des autres ¢ la valeur — =, on voit facile-

ment qu’'on pourrait les ramener dans les limites indiquées, sans
déranger ¢, , ni €, .

La forme réduite est bien déterminée par ces conditions, sauf dans
certains cas limites. On peut évidemment, dans chacun des cas
limites, en nombre fini, qui peuvent se présenter, écrire d’autres sys-
témes d’inégalités en nombre fini rendant encore la réduite unique.
Ces cas ne se présenteront pas dans ce qui suivra.

12. Prenons d’abord le cas ol la quadrique f=o a des points
rationnels, mais pas de génératrices rationnelles.

L’essentiel est de démontrer qu’il est inutile, pour trouver les faces
du polyédre fondamental, de donner a A, w., v, © des valeurs telles que
le coefficient de x7 dans ¢ [formule (1)] tombe au-dessous d’une
certaine limite fixe : on va voir qu’on peut maintenir ce coefficient égal

. I , . .. .
au moins 4 1> A étant le discriminant de /.

Tout d’abord si ce coefficient tombe au-dessous de ur, / n’a pas de
terme en «?. Par un changement de variables portant uniquement
SUr &,, &y, L,;, NOUS pouvons mettrefsous la forme

(21) [y, @y, @3y 1) = (2a2,+ 202+ 2¢x3+ da,) 2, + U (2, 25);

pour plus de commodité, nous supposons que les coefficients des
termes rectangles sont pairs. La transformation adjointe n’a pas
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changé A, ni par suite le coefficient de =} dans o, qui est 22*; la forme
adjointe devient

(22) F(A v, 7)=A(AX+2Bp+ 2Gv--—2a<31r)—cz‘2 ¥ (p, v),

¢ étant le discriminant de ¢, et W sa forme adjointe. Le discriminant
de fest

A =— a%0.
Nous supposerons, comme il est légitime, qu'on a non seulement
(23) ‘ F(), py v, ) =o0,

mais encore

oF oF JF oF
A —_— —_— Y —— _———
(24) %o on T dp. TGy TR = 4A.

Interprétons ces’ conditions; nous allons supposer, comme il est
encore légitime, que A est réel et positif; nous désignerons par & p.
et 5 la partie réelle et le coeflicient de ¢ dans v, et de méme pour les
autres lettres. La condition (23) entraine en particulier
(25) AR+ 2BARp + 2CARY — 2002 R

— W (R, Rv) + a?¥ (I, Hv) = o.

et la condition (24) s’écrit aussi

(26) AN+ 2BAARA p +2CARv—2addR
— W (Qp, Rv) — W (S, 3v) =—2A;
elle équivaut donc a

(27) qr(sp,sv);—&:_.a,

a®
Si nous mettons ¢ sous la forme (19), nous trouvons que

‘I

{J‘1=2)\2, 51’2:—{&.;7 51,;;:€R‘7:3
B+

= a AR+ 2BAR 2GR v — ¥ (R, &),
EE RS WPy 2 aon ;

Ann. Fe. Norm., (3), XXXIlI. — Ocrosre 1916. 41




3an GEORGES GIRAUD.

en outre, dans lasomme des termes restants, les coefficients des termes
ol figure #, ou @, ne dépendent que de & &, e‘R%a 3u, 5v; et I'on voit
tout de suite que

Pa(y €233 ) 4 pazi == (2, w3) +2(dpx+ dvas)?;

donc
’ [ Plg==— 0,
et, par suite,
A @
o= Y EN

, . 9 r . 2, - I
Pour réduire g, 2A* étant inférieur & x hous pouvons :

1° Réduire la forme (., ;) + 2(5 2, + sva;)*;
2° Remplir les conditions relatives aux ¢, sans nous inquiéter des .

Les transformations adjointes de celles-ci ne modifient pas A. De
plus, nous remarquerons que f garde la forme (21), a, b, ¢, d ety étant
modifiés. '

Je dis que o est maintenant réduite; en effet, comme ., = 222,

p-.;%;;l<(1-2;

i, est en effet supérieur & un, puisque Y ne peut pas représenter zéro;
cela entraine

Pe<<— 5:
et, par suite,
Pa = P,
car cette inégalité équivaut a
27\22 a_u
, —0
ce qui est. De méme,
Ba > Py
car
' — 40
P << 5[' <—29,
¥

puisque — 82 2. Ces inégalités permettent de démontrer que les con-
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ditions de réduction sont toutes satisfaites : p, est évidemment le plus
petit des nombres représentés par la forme p, (@, + &5,,2,)* + @, 23
i, est le plus petit de ceux que représente la forme

oo+ €2 325+ €24 %4 )2 + P-:z(xaj"i" 83,4 Ty Vo 2l

si x,7= o0, cela résulte de P'inégalité w,> v.,; et si x, = o, cela vient
de ce que Y(x,, z,) + 2(5p@, -+ s5va,)? est réduite. Enfin, comme
Wo >y, W, est le plus petit nombre représenté par o. Donc o est
réduite. '

Ce qui précéde montre alors qu'on peut, sans que o cesse d’étre
) - . . . v
réduite, faire varier A en laissant fixes ﬁ%, &30 3, 3v, pourvu que

2A* ne dépasse pas ZI-; cela fournit un moyen de prolonger dans la

région 2A* < %les faces du polyédre qui atteignent cette région.
Donc il est inutile, dans la réduction continuelle, de considérer les

valeurs de A, u, v, = telles que le coefficient de 7} soit inférieur a %;
ce coefficient étant limité ainsi inférieurement, les raisonnements
s’achévent & la maniére habituelle : le polyédre a un nombre fini de
faces.

La maniere dont ge prolongent les faces du polyédre dans la
région :z?\”<Ai montre que ce polyédre atteint dans cette région la

frontiere du domaine fondamental seulement au point A = . =v =o,
= =1. Comme les substitutions réductrices laissent fixe ce point, on
voit que, dans cette région, le polyédre fondamental est le méme que
celui des substitutions qui ont ce point pour point double. Enfin, le
polyédre fondamendal n’a qu’un nombre fini de ces points réels : un et
un seul pour chaque classe de points rationnels. Il n’y a pas d’autres
points sur la frontiére du domaine fondamental.

13. Arrivons au cas ou la quadrique possede des génératrices ration-
nelles.
Nous allons prouver encore qu’il est inutile de donnera A, g, v, =

des valeurs telles que le coefficient de «} dans ¢ s’abaisse au-dessous

L V3
dczA
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On montrera comme précédemment que, si cela arrive, on peut, par
une substitution qui n’altére pas A, mettre f sous la forme (21). Mais
les opérations que nous avons decrltes ensuite pour achever de
réduire o peuvent ne plus réussir : en effet, la supposition que ., est
supérieur a4 un est indispensable dans le raisonnement que nous
avons fait; orici, w, peut descendre au-dessous de n’importe quelle
limite.

Cette circonstance ne peut, il est vrai, se produire si / est dépourvue
de terme en «; : s’il subsiste un terme en x; dans / aprés les trans-
formations indiquées, on peut affirmer que o est réduite; les considé-
rations développées précédemment permettent d’étre assuré que les
formes f équivalentes a la forme donnée pour lesquelles cette circon-
stance se présente sont en nombre fini : l'inégalité w,> p,, sur
laquelle nous nous étions appuyés, subsiste ici, bien que & puisse
prendre la valeur moins un, a cause de lanouvelle limitation g/—i- adoptée
pour 2 A%,

Passons donc au cas ol f, mis sous la forme (21), n’a pas de terme
en x;; nous poserons alors

(28) U= (28 23+ ¢ ;) 2,
b’ et ¢’ étant des entiers; la condition (25) devient
(29) CBp(cAp—ab dv) == b

cette condition permet d’exprimer facilement 5v en fonction de 5p.;
la condition (21) permet de méme d’exprimer &= et 3w en fonctions

de A, &, &v, 5. Nous trouvons alors pour w.,, w,, ..., &, les valeurs
suivantes :
IJ.,.’:Q){B, 51’223{%’ E,-;_-Jl)
S 2bd'¢c — b2c' — b2d be! ‘Q{J
T 2ab’? b'z Y
b v a 22 1 i Y
—i-ykﬁ‘;‘\——é—bﬁcﬁ—( CRE—20'R 1->
¢! 2b ¢ — bc a
}Lz: 2(9“)2, 52,3: :2—57» 52,4_—- 2b'2 -+ 2b, J{%‘ Z—c‘n ‘-)-’
b/fl b {J. _ a..

Sk S A
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Il peut arriver tout d’abord que
P (2 81920 )2 + a3

ne soit pas une forme réduite : alors nous laréduirons, par une substi-
tution sur @, et x,; en méme temps, nous ferons une substitution
sur x, et x,, destinée & remettre f sous une forme telle que (21);
la nouvelle forme ¢ sera certainement du type (28), et plus on aura

Pa<< P33

car la nouvelle valeur de u, est plus petite que 'ancienne valeur de 222,

V3 V3 v

2
ou que —-x> ou que ——; et p, =

m est plus grand que N La nouvelle
2 v

. c . V3 .
valeur de 2A* est aussi inférieure & SQ—A- Nous augmentons ensuite

chaque variable x; de multiples des variables d’indice plus grand, et
nous changeons au besoin les signes de deux d’entre ces variables, de
maniére 4 satisfaire aux conditions relatives aux e.

Comparons alors w., et u,; on a

Be @ s P
o b7 T Apy’

cela ne suffit pas & assurer que
pa( s+ 8542 )2+ pux}
soit une forme réduite; toutefois cela montre que

‘ 3
>

par suite, la substitution réductrice se trcuve parmi un nombre fini de
substitutions, que 1’on peut écrire dés que 1'on connait A; on achevera
ensuite, i la maniére habituelle, de remplir les conditions relatives
aux ¢. Alors ¢ sera elle-méme réduite. Il faut remarquer qu’on n’aura
eu besoin de cette derniére transformation, qui éloigne f du type (21),
que si

pa<<Ap, < \/TE;
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d’autre part, les nouvelles valeurs de u, et de w, sont comprises entre
la plus grande et la plus petite des anciennes; donc

2
Pea > = >
D

)?

<

et de méme
H3>> P

on trouve alors immédiatement que ¢ est réduite; et elle ne cesse pas
de l’étre sil’on fait varier A* et (3 1.)* en maintenant leur rapport ainsi

i a ? 4 L3 e’ 5 A2 affel .
que & - et & 5 égaux a des nombres fixes, jusqu’a ce que 22* atfeigne

7\  —
la valeur lz

D’autre part, si, aprées la réduction, f est encore de la forme (2r),

on pourra faire croitre 2(3.)* jusqu’a un, puis 2A* jusqu’a {—2: © ne
cesse pas d’étre réduite.

V3
' %A
forme réduite déduite de celle-la uniquement par des variations des

Ainsi, a toute forme ¢ réduite telle que p, <= correspond une

parameétres, et ol p, = gK: Jestresté le méme. Donc, il est inutile de

considérer les cas ou w, s’abaisse au-dessous de cette limite, et les
raisonnements s’achévent 4 la maniére ordinaire.

Le polyédre a un nombre fini de faces et atteint la frontiere du do-
maine fondamental suivant un nombre finj de portions de variétés i
deux dimensions, comprenant un nombre fini de points réels.

14. Dans ce qui précéde, on s’est borné aux substitutions de déter-
minant un, et par suite aux transformations hyperabéliennes droites.
Si nous admettons les substitutions de déterminant moins un et les
transformations hyperabéliennes gauches, il suffira de modifier lége-
rement les conditions de réduouon : nous rendrons positifs ¢, ., &,
ete, ,, au lieu de nous borner aux deux premiers : la réduite est de nou-
veau unique, sauf, comme toujours, dans des cas limites sans impgr-
tance. Il n'y a absolument rien & changer & nos conclusions sur le
polyédre fondamental.
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15. Nous avons maintenant i ¢tudier la nature des singularités
des fonctions théta-hyperabéliennes aux points du contour dn
polyédre fondamental qui sont sur la limite du domaine fondamental.

Nous supposons que notre quadrique est mise sous la forme (7); un
des polyedres fondamentaux a sur son contour le point

X T LT Xy =0, Ly== 13

si § peut représenter zéro, ce polyédre contient aussi une portion des
deux génératrices rationnelles qui se coupent en ce point.
Nous ne laisserons pas ¥ sous une forme entiérement quelconque;
mais si
b(rs, 23) = (Azs+ Bay) (Al a,+ B'ay), AB'— A’'B > o,

nous ferons un changement de variables tel que
AZo, A= o, BZo, B'Zo.

Pour cela, nous choisirons deux nombres entiers o ety premiers entre

eux tels que
Ao+ByZo, Ao+ B'yzo,

ce qui est possible d’une infinité de maniéres; si alors B et ¢ sont des

entiers tels que
ad — By =1,

nous prendrons I’entier A assez grand pour que

A(B+12a)+B (d+2y)Zo,
A'(B+ra)+ B(d+)y)loy

ceci fait, les conditions imposées aux coefficients seront remplies si
'on remplace x, et , par des variables y, et y; telles que

Xy = 0L Yy -+ (3 - ).OE)‘)’:;«

Zy== y¥s+ (6 — A7) ¥s.
En rétablissant la notation de la formule (7), nous posons alors

Azy+ Bz, Az + B,
—_— —_———

Z ’ F1

£ —
L=
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il est clair que les coefficients de ¢ dans & et dans 0 seront positifs si

les coefficients de 7 dans —z— et dans :—ﬁ sont aussi positifs; il suffit
1 1

méme que 'un de ceux-ci le soit, pourvu qu’il soit assez grand.

Nous savons que, dans la série théta, on prend comme variables
deux fonctions homographiques &' et " de £ et de v, de maniére que
le domaine fondamental se compose du systéme des intérieurs de deux
cercles. Si &, n,, £, 7, sont les transformés de &, v, &, n' par la
n'*™® substitution du groupe, la série est

"N
O(,n) = 3R (&, 1,) [T)L(C“—:‘:‘)l] ’

ou R(&, n") est une fonction rationnelle bornée dans le domaine
fondamental, et ou P'entier £ est au moins égal & deux. Ceci s’écrit
encore

' ”(E;n'f‘;z)- LT I)(Envnu) G I)(&, 'fl) K
@(‘_, ’))'—‘"’R(Clnnn) [I)(E,H ﬂ/z)} ) D(E’,n) —l [D(E”nl).. °

Le dernier facteur ne dépend pas de n ct peul se mettre en facteur
commun; il est rationnel. Le produit des deux premiers facteurs est
une fonction rationnelle de £ et de v, ot ’on a remplacé ces variables
par &, et 1. Le facteur intermédiaire est égal 4 un pour les transfor-
mations droites qui ont le point double #,= z,=x, =0, x,=1.
Parmi celles-ci, se trouvent celles qui consistent 4 augmenter x, et ,
chacune d’un multiple de dx,, x, se transformant de maniére a repro-
duire la forme donnée. Cela nous montre que, si%"et Zs ont leurs

x,
coefficients de ¢ positifs,

2iT

—+ o0 - oo .
0z oy — | P& ) % U (aryr B
w1 etw=[gEgs] B % A |
o= ==

Il peut arriver que les coefficients de ¢ dans et danb = ne soient

pas positifs dans tout le polyédre fondamental des substltutlons qui
conservent le point (o, o, 0, 1) (§ 8). Mais, si laforme ¢ ne peut pas
représenter zéro, on pourra trouver un nombre fini de changements
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. . < . x
de variables tels que, dans toute partie de ce polyedre, les variables —13
1
2. , s . . . . ..
et ;’ de I'un d’cux au moins aient leurs coefficients de 7 positifs; on
L

peut méme, si I'on veut, utiliser des changements de variables &
coefficients fractionnaires. Si la forme { peut représenter zéro, on
arrive au méme résultat, bien que les parties imaginaires de Z et de v
soient quelconques dans ce polyédre, grice d ce que les facteurs de
décomposition de ¢ sont i coefficients entiers.

Donc, les fonctions hyperabéliennes se comportent, méme aua voisi-
nage des points singuliers, comme des fonctions rationnelles de deux
variables convenablement choisies. Done, #rois d’entre elles sont liées
par une relation algébrigue.

Comme le point (o0, 0, 0, 1) ct les points des deux génératrices,
rationnelles ou non, qui s’y coupent sont des points singuliers de ces
fonctions; comme, d’autre part, les transformés par le groupe d’un
point réel forment un ensemble dense dans tout le domaine réel, on
voit que le prolongement analytique de ces fonctions hyperabéliennes
s’arréte dla frontiére du domaine fondamental; ces fonctions sont done
uniformes partout ou elles existent.

Ann. Ec. Norm., (3), XXXIII. — Novemsre 1916, 42



