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LES

PROBLEMES DE CANTOR ET DE DU BOIS-REYMOND

DANS LA

THEORIE DES SERIES DE POLYNOMES DE LEGENDRE,

Par M. Micuer PLANCHEREL.

Etant donné un systéme de fonctions g,(x)(n =1, 2,3, ...) ortho-
gonales et normées dans un intervalle (a, &), ¢’est-a-dire telles que

b

b
f [on(z)]tde =1, f om(Z) 9u(z)dz =0 (m # n),

@

on peut se poser & son sujet les deux problémes suivants :

1. Probleme de Cantor. — Peut-il exister deux séries diffé-
rentes Zan%(x), ancp,l(a:) (a,5£b,) convergeant vers la méme
fonction f(x); en d’autres termes, existe-t- une série 2";1?"(00)

convergeant vers zéro dans tout I'intervalle (a, ) sans que c,=o0?

2. Probléme de du Bois-Reymond. — Si la série Eango,, () converge
dans (a, b) vers la fonction (), peut-on en conclure que

3
/ Sf(z) cpn(x)dx: Ap,

au cas ol toutes ces intégrales ont un sens?
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Le premier probléme concerne l'unicité du développement d’une
fonction arbitraire en série de fonctions orthogonales; le second n’est
autre que celui de la lgitimité de U'intégration terme & terme d’un tel
développement. 1l ne se pose pas si I'unicité n’existe pas, et il peut
étre utile de remarquer que nous connaissons, en effet, des systémes
orthogonaux pour lesquels I'unicité du développement n’a pas lieu. Tel
est le cas du systéme suivant de M. Haar, systéme orthogonal normé
pour l'intervalle (o, 1),

a(o)=0,  ola)=1, o<wsi
n—2 1
o,(0) =0, on(z) =2 ', 0<$§2n—-1
n-2 (n=2,3,4,...)
. 1 I b b b 9
cPﬂ(‘”):'—_'z * i on-1 <.Z‘_f_ on—2
I
on(2)=0, o2 <zZit

pour lequel la série (')
n—2

01(2) 4+ 9a(2) + 2295 (2) +... -2 2 g, (x) +...

converge vers zéro dans tout I'intervalle (o, 1).

Ces problémes se sont présentés pour la premiére fois dans la théorie
des séries trigonométriques et c’est surtout & G. Cantor et 4 P. du Bois-
Reymond que nous y devons leur résolution. Les belles recherches de
MM. U. Dini (*) et A. Haar (*) les résolvent dans le cas des systémes
orthogonaux formés par les fonctions de Sturm-Liouville, solutions de
’équation différentielle

d du
T [p(x) }I—E] +g(z)u +ru=o,

ol I’on suppose p(x) > o dans tout U'intervalle aZ 2 < b. Les méthodes

(1) G FaBer, Ueber die Orthogonalfunktionen des Herrn Haar [Jahresbericht der
deutschen Mathematiker Vercinigung, Bd. XIX, 1910 (p. 104-112), p. 111].

(2) U. D, Sugli sviluppi in serie per la rappresentazione analitica delle funzioni di
una variabile reale (Pisa, FF. Nistri; 1g171).

(*) A. llaAR, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensysteme (zweile Milleilung)
( Mathematische Annalen, Bd. LXXI, 1911, p. 38~53).
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d’ailleurs différentes de ces deux savants, permettraient probablement,
sans exiger de modifications par trop profondes dans lesraisonnements,
de résoudre ces deux problémes dans certains cas ou p() s’annule aux
extrémités de l'intervalle, comme dans le cas de I’équation différentielle
des polynomes de Legendre. Nous préférons cependant suivre une voie
différente qui conserve une analogie plus étroite avec la méthode donnée
par M. O. Holder (') pour les séries trigonométriques. Elle revient a
faire correspondre & toute équation différentielle du second ordre,
adjointe 4 elle-méme, une surface de révolution sur laquelle on peut
définir d’'une maniére géométrique tres simple un parameire généralisé
de Beltrami jouant, pour les systémes orthogonaux de fonctions résul-
tant de cette équation, le méme role que la dérivée seconde généralisée
pour les fonctions trigonométriques. Nous appliquerons ici cette
méthode & I'équation différentielle des polynomes de Legendre dont
la surface de révolution correspondante est la sphere.

La modification apportée par M. Holder dans les raisonnements de
ses prédécesseurs repose sur la remarque que le quotient

Dy f(as ) = LLZH +/</a;_m — 5 f(2)

reste compris dans un intervalle entre les bornes inférieure et supé-

ricure de la dérivée seconde généralisée lim D, f(«; 2) dans cet inter-
) VE=1]

valle. Notre premier but sera donc de trouver pour les polynomes de
Legendre une expression jouantle méme role que le quotient précédent
et possédant des propriétés d’extrémum analogues. Pour cela, nous
aurons avantage & considérer non pas l'intervalle (—1, + 1), mais la
sphére-unité sur laquelle toutes nos formules s’interpretent plus
facilement.

(%,9), (¥, 4¢) étant les coordonnées polaires de deux points sur la
sphére-unité, o leur distance sphérique et F (5, ¢) une fonction quel-
conque du point (3, ), nous formerons I’expression
(T, 0)ds' —F(7,0),

= 1
A, l<(.’i,cp;/L):;-(TS /
W=

(*) 0. HoLpeR, Zur Theorie der trigonometrischen Reihen [ Mathematische Annalen,
Bd. XXIV, 1884 (p. 181~2106), p. 182].
Ann, Lc. Norm., (3), XXXI. — Mar 191/. 29



226 M. PLANCHEREL.
dans laquelle I'intégrale est prise le long du petit cercle de centre (3, ¢)
et de rayon sphérique 4, s’ désignant 'élément d’arc au point (37, ¢°)
. . . . A (F, 03/
et s(A) = 2w sink le périmétre du petit cercle. Le quotlent—ﬁ——(i—‘——l)

. 2
sin? —
2

est I'analogue cherché de D, /(x; 2). Nous appellerons paramétre gené-
ralisé de Beltrami sur la sphére et nous noterons par AJF(S, ¢) sa
limite pour 42 = o; cette dénomination est due au fait que AJF est égal
au second paramétre de Beltrami

1 d< ,dF) 1 0*F

sinT 07

A F(5,0)= Sin:—d§ m%?

lorsque F(2, ¢) posséde une différentielle totale du second ordre. Les
propriétés d’extrémum données par le théoréme VI nous permettront
de montrer que toute solution continue de I’équation AJF = o est une
fonction potentielle sur la sphére; clles nous permettront encore
d’établir le théoréme fondamental suivant, analogue d’un théoréeme

de Riemann :

Etant donnée une suite quelconque de constantes a,, ty, ..., @y, ...,

. a .
telles que lim —= = o, la fonction
n=w \//
A

F(3) —_——-2 CE] P,(cosT)

n=1
est une fonction continue sur la sphére, pour laquelle, sauf peul-éire

-
pourS=o0,3=m,

mAFE0

li

/: . l
'=0 gin =
2

et telle que, en tout point de convergence de Z a,P,(cos%),

F(&):Z a, Pn(CosT).

n=1

‘On déduit facilement de la le théoréme d’unicité suivant, relatif au
probléme de Cantor:
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Pour que la serie Z a,P,(x) convergevers zéro en tout point de L'inter-

valle (— 1, +1), al’exception au plus des points d’un ensemble réductible,
il faut et il suffit que tous les coefficients a, sotent nuls.

La premiére démonstration de ce théoréme est due & M. Dini (') qui
y est arrivé par unc méthode exigeant des calculs trés laborieux. Le
théoreme d’unicité et le théoréme donné plus haut permettentd’aborder
le probléme de du Bois-Reymond de la méme maniére que dans le cas
des séries trigonométriques et de lui donner la solution suivante :

©

I. Stle sérz'eza,,Pn () converge en tout point delintervalle (— 1, +1),
n=0
a lexception au plus des points d’un ensemble réductible, vers une fonc-
ton f(x) bornée dans cet intervalle, on a

22 (T ) o) der.

n—

-1

II. Etant donnée une suite quelconque de constantes a,, a,, ..., a,, ...,
la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une fonction som-
mable [ (x) telle que

2N

ap= —

2

41
+1f f(2)P,(z)dx (n=o0,71,2,...)

w0 x
ro. ~ .
estque la série Y a, / P, (x) dx converge dans tout l'intervalle(— 1, +1)
vt

vers f :f(:r;) (1;(2)

Nous avons besoin dans le cours de ce travail de quelques théorémes

(1) U. Dixt, Sulla unicita degli sviluppi delle funzioni di una wvariabile in serie di
Junzioni X, (Annali di Matematica pura ed applicata, serie 2*, L. VI, 1874, p. 216-
225).

() Les résultats du présent travail ont 616 annoncés dans ma Note : Les problémes
de Cantor et de du Bois-Reymond, dans la théorie des séries de polynomes de Legendre
[ Comptes rendus de I’ Académie des Sciences (Paris), t. CLV, 2° semestre 1912, p. 897-

900).
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relatifs 4 I'ordre de grandeur des coefficients d’une série de polynomes
de Legendre; comme ils ne manquent pas d’intérét en cux-mémes,
nous croyons faciliter la lecture en consacrant le Chapitre I a leur
démonstration.

CHAPITRE I.

L'ORDRE DE GRANDEUR DES COEFFICIENTS D'UNE SERIE DE POLYNOMES
DE LEGENDRE.

.. . ;e XY
L. Une condition nécesscure de conyvergence de la se/'zeZ(LnPn(w). —

Soit P,(z) le polynome de Legendre d’ordre »

Pu(2) = oy 7

oty —_
P m(w 1) (n=o, 1,2, .. )

Les relations connues
+1 2 -+ 1
(1) / [Pr(z)]?do = ——i f P,(z)P,(x)dxr=0 (m 5 n)
i 20— 1 - " g

270 - 1

montrent que les fonctions \/ >

P,(x) forment un systéme ortho-

gonal normé pour 'intervalle (— 1, + 1). Notons le th¢oréme suivant,
analogue d’un théoréme classique de Cantor sur les séries trigono-
métriques :

Tutorime . — Pour que la série zan P.(x) converge en tout point de

Pintervalle (— 1, + 1), & I"exception au plus des points d’un ensemble de

ay

mesure nulle, il est nécessaire que lim —= = o.

n;::w\/z
La premiére démonstration de ce théoréme est due & M. Dini (*);
elle consistait 2 le déduire du théoréme de Cantor en utilisant les for-
mules asymptotiques que nous donnons plus loin. La démonstration

(1) U. DinNt, Sopra le serie di funzioni sferiche ( Annali di Matematica pura ed appli-
cata, serie 2*, t. VI, 1874, p. 112-140, 208~215).
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suivante, plus directe, prend pour point de départ le théoreme gé-
néral (') :

Si les fonctions f,(x) forment une suite bornée de fonctions, bornées
dans Utntervalle (a, 3), telles que

B
[fo(e)]PdxZc?>0 (n=o, 1,2, ...),
v

la relation lim «,, = o est une condition nécessaire pour la convergence de

n=—w
la série 2 o, fu(2) en tout point de (e, ), a lexception au plus des points

d’un ensemble de mesure nulle.

Pour appliquer ce théoréme, nous aurons besoin de la formule
asymptotique (*)

Y ey 2 | N, T o:(n,%)e
(2) Pa(cos7) = \/nnsin":f | cos [('L_"_ 2)"' 4] B |

[o<niZim—m, |a(n,3)|<M(n), n=0,1,2, ...]

valable dans tout intervalle (0, ® — %), n> o et dans laquelle (2, 5)
est une fonction bornée de S et de n dans cet intervalle. Il suffit de
prendre

So(2)=\nP,(z), o= —1 ¢, =1—c¢ (0o <e<1),

pour voir au moyen de cette formule que la suite f,(x) remplit les
conditions du théoréme et pour e¢n conclure que pour la convergence

de Y a,P,(v) = Z%fn(og) dans (—1+4¢,1—¢), il est nécessaire
123

. a , . . P , . ,
que lim =2 = o. ¢ étant arbitrairement petit, il en résulte bien le théo-
nI=co n

réme I.

2. Les coefficients de Legendre d’une fonction sommable. — f(x) étant

(1) M. PLANCHEREL, Sétze iber Systeme beschréankter Orthogonalfunktionen ( Mathe-

matische Annalen, Bd. LXVIII, 1910, p. 270-278).
(2) Poir, par exemple, E. HeiNg, Handbuch der Kugelfunktionen (Berlin, Reimer), Bd. I,

1878, p. 178.
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une fonction sommable (intégrable au sens de Lebesgue) dans
Iintervalle (— 1, +1), nous pouvons former les expressions sui-
vantes :

+1
a,=— 2ll:—lf S(z)Pp(x)dx (n=o0,1,2,...),
—1

que nous appellerons les coefficients de Legendre de [(z). La sé-

rie Z a,P,(x), abstraction faite desa convergence ou de sa divergence,
n=0

sera la série de Legendre de f(x) et f(x) sera dite la génératrice de
cette série. L'inégalité connue

(3) IPa(2)|Sr (—122l+1)

entraine immédiatement

41
s2n 41 ;
Ia/zl:; 2 /. lf(.l')ld.t.
v

Une estimation plus précisede 'ordre de grandeur de a, est donnée
par le théoréme suivant :

Tutorime II. — S¢ la fonction [ (x) est sommable dans [inter-
valle (— 1, + 1) et st {'on pose

o1
an="E0 [ f(2) Pa() da,
-1

2 O e
ona
. a
lim -2 = o.

n=w

Tout revient & démontrer que

n=cw

+1
limf f(2) Py (z)dz=0.
—1

Or, f(«) étant sommable, on a

—14+E

iiz_r_nof |f(2) |da = o. n_n;f 1f(2)|de =0 (e>0).
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Nous pouvons done, ¢ > o étant pris arbitrairement petit, déter-
miner ¢ = ¢(¢) par la condition

<[:1+E+f1_15> | f(2) | de < 8;

par suite, d’aprés (3), pour toute valeur de n,

(f_:m*fl_ie)f(w)m(x)dx

D’autre part, la formule asymptotique (2) montre que, dans l'inter-

< d.

valle (—1+¢, 1 —¢), P,(x) tend uniformément vers zéro avec ;';; par
suite,
1—¢E
]imf S(x)P,(z)dx = o,
n=mowd g4 ¢

et & partir d’une valeur N = N(g, 3), nous aurons

E./(w) I’,,(x)‘da: <0 (nzN).

—~1+¢

' )

Par conséquent, pour »ZN,

< 20.

'fﬁ_f(w) P,(zx)dzx

ce qui démontre le théoréme.

1l est d’ailleurs impossible d’obtenir une relation asymptotique plus
serrée pour 'ordre de grandeur de @,. On peut, en effet, montrer, en
s’appuyant sur un critere de M. Lebesgue ('), qu’il n’existe pas de fonc-
tion non décroissante o(n), telle que lim o (n) = et pour laguelle la

relation lim a, cf—(n—n—) = o ait lieu, quelle que soit la fonction sommable f(x).
n=ow

La comparaison du théortme I et du théoréme II ainsi complété

(1) H. Lusescur, Sur les intégrales singuliéres [dnnales de la Faculté des Sciences
de U'Université de Toulouse, 3° série, . I, 1909 (p. 25-117), p. 52].
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montre qu’rl existe certainement des fonctions sommables dont la série de
Legendre diverge sur un ensemble de points de U'tntervalle (— 1, + 1) de
mesure non nulle. 1’existence de ces fonctions est connue depuis long-
temps. M. Darboux (‘) en a donné le premier exemple, que voici. La

fonction f(x) =
Legendre

- (0 < p < 1) estsommable; ses coeflicients de

l-———J‘

n-—

an—+1 (TP, (x)dx _ T(i—p) (2n+1)T(n+p)
2 f1 (1—z) — L(p) 22l(n+2—p)

ont pour valeur asymptotique, d’aprés la formule de Stirling,

w1¢21'—1(l +an)7 lim 8”:20.

ap= 3
l([)) nw=w

On a donc, pour p2 27

lim ——":..-w lim =2 =o.
ne=ow \/ﬂ ne=ow N

La série de Legendre de dlvergo done nécessairement sur un

(r—
3
ensemble de mesure non nulle de I'intervalle (— 1, + 1) lorsquep;z-

3. Les coefficients de Legendre d’une fonction de carré sommable. —
Lorsque f(x) est de carré sommable dans U'intervalle (— 1, + 1), les
formules (1) permettent de vérifier I'identité

+1
P 2“/}
IR or)—E aPy(a) | do= [ L/(a)J‘dx Yy e L
=0
dans laquelle a, représente encore le coefficient de Legendre de /()
relativement 2 P,(«). Le premier membre de cette identité étant Z o,

(1) G. DarBoux, Mémoire sur l'approxzimation des fonctions de trés grands nombres,
et sur une classe étendue de développements en séries [ Journal de Mathématiques pures
et appliquées, 3¢ série, t. IV, 1878 (p. 5-56, 377-416), p. 393]. — Cf. encors L. Frignr,
Ueber die Laplacesche Reihe [ Mathematische Annalen, Bd. LXVII, 1909 (p. 76-109),
p. 100].
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il en découle I'inégalité

n

Yo% teriee

p=0

@

-
La serle3 - est donc convergente; son terme général tend par
Il_‘O

’ . 1 . - a .

conséquent vers zéro avec —- Par suite, lim —2—= = o, c’est-a-
n n=w\/20 4+ 1

dire lim 2 \7— = 0. On peut donc énoncer le théoréme suivant :

n=— @ n

Tutorkme IlI. — Si la fonction f(x) est decarré sommable dans Uinter-
valle (— 1, + 1) et st ['on pose

. -+ 1
fl/zzzﬁ;—i[ f(x)[’,,(z)(/x,
J_y

ona
o a
lim =2 == o.
n = w Vi
Cethéoréme peut, comme le précédent, étre complété parlaremarque
qu’i n’existe pas de fonction non décroissante o (n), telle que lim g (n) =o
n=—ow

pour laguelle la relation lim a, 1) — o wit liew quelle que soit la fonc-

n=w n
tion f(x) de carré sommable. C'est une conséquence immédiate d’un
autre théoréme de M. Lebesgue (*).

Si f(x) est de carré sommable dans le voisinage des points —1
et -1 et simplement sommable dans le resie de I'intervalle, plus
précisément si les intégrales suivantes

3 B 1
[y da, [ 1@ e, A[f(x)]“‘dx (—1<a<f<n)

existent, nous décomposerons

12 {‘5 a1 :
an=<f -/ )2 P ds
- B

"

p— !
- aIL + all + all«

(1) Loc. cit., p. 55.
Ann. Ee. Norm., (3), XXXI. — Mar 1g14. 30
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Le théoréme III appliqué aux fonctions de carré sommable f,(x)
et /. (x) définies par

file)=f(z) (—1zz<a), filz)=o (—1zz2 B),
Ji(z)=o ((aszZ1), fila)y=[f(z) (B<zi+),
montre que —= et 2 tendent vers zéro avec —- D’autre part, 'emploi

\/n \/n
dans lintervalle («, ) de la formule asymptotique (2) raméne la

recherche de la limite de 22 N 2 3 celle d’une intégrale
n

p
J(cosT) sin ‘Scos [<n+ —;—)3—-— -;ﬂ ds (o< <P <),

o
limite qui est nulle d’aprés un théoréme classique de Riemann, vrai
encore pour les fonctions sommables (*). Par suite, donc’llyrg\—/—; =o.
On peut en conclure que si les coefficients de Legendre a, d'une fonction
ne vérifient pas la relation lim—(—l;—’Z =o, cette fonction n’est pas de carré

n=m

sommable dans le voisinage de U'un au moins des points — 1, + 1. La
réciproque n’est naturellement pas vraie; ainsi la fonction

I I < 3
—zp \277'~%
n’est pas de carré intégrable dans le voisinage de x =1 et cependant

ses coefficients de Legendre sont tels que <= tend vers zéro avcc ~

\/n

4. L'intégration terme a terme d’une série de Legendre. — De méme
qu’une série de Fourier, une série de Legendre peut étre intégrée
terme a terme. C’est ce qu’indique le théoréme suivant de M. Dini :

Tutorenme IV. — Si la fonction f(x) est sommable dans ['inier-

() Zoir, par exemple, H. Lepescur, Legons sur les series trigonométriques (Paris,
Gauthier-Villars, 1906), p. 61.
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valle (— 1, + 1) et st l’on pose

ot 1
= “”"H/ f(z) Py(2)dx

2 J_,

o
X
la série Za,, [ P.(x) dx ‘converge uniformément dans tout !’inter-

n=0 -1

valle (— 1, + 1) versfff(a:) dz.

X :
/ S (x)dx est une fonction continue & variation bornée; elle peut

vy

donc se développer en série de Legendre

f:f(x) d.r.:i baPu(z),  bp= 2’12+1£j1(lx pn(x)f_r/(‘g)da

1

n=1J0

(—1izit),

uniformément convergente dans (—1, +1) (*). Intégrons b, par
partie

» ° =l -+1 X
bn= 2n2+ : [/\—1-/(8) d£[1 P"(E) dg:l x=-1 - - ng—i— 1[1 dxf(x)\/jl Pu(g) dz.

La relation

P, () _ AP, (x)
dx dx

(4) (27 +1)P(e) =2

montre, puisque P, (—1)=P,_,(—1)=(—1)"*", que

(an +1) ' P,(&)dt =Py (2) — Pry ().

-1
Par conséquent,

-+1

an—4+ Y ot o -
bn= 2 / JS (&) dé/ P, (&) de — ;‘/ S(@) [P (@) — Py (z)]dz;
—1 —1 ~1

(1) Foir, par exemple, C. JorvaN, Cours d'.nalyse, t. 1l (Paris, Gauthier-Villars,
1894), p. 252-254.



236 M. PLANCHEREL.

et, en tenant compte des relations d’orthogonalité (1) pour m = o,

I QAp—1 Apy
by=—a,— s a b, = —=& — - n—=r1, 2,3, ...).
(] 0 3 19 n on —1 2/l+5 ( bl k]

Il vient donc

v _ - I . Ap—1 ) 41
[ dx_<ao— ja P 3 (et — ;) Paa).
n=1

La somme des n -+ 2 premiers termes du second membre peut s’écrire

n

N @, Qa1 A p-y
ay(Py+ P ——(Pypy —Py) — =P,— P
0( o+ 1)+> 2V+l( V1 l) 2/2+5 n 2ll-—l—5 n=+1s

v=1

c’est-a-dire

n

" au - an+
Z avf Py(z) dz — [ZT—% Pn(a")"*‘ ;ﬁg l’n+1(-7'f):|-

V=1 -

Mais, comme en vertu du théoréme II et de I'inégalité (3), le dernier

. , , 1 9.
crochettend uniformément vers zéro avec— dans l'intervalle (— 1, +1),

il résulte immédiatement de la convergence uniforme deZb,, P,(x)

versf'f(w) dzx celle deZa,,fA P,(2)dxvers la méme fonction.
-1 -1

Le théoréme IV nous donne la condition nécessaire suivante pour
qu'une série de polynomes de Legendre posséde une génératrice :

]

Pour que la série des polynomes de Legendre Za,, P,(x) posséde une

nz==(

o«
. x
génératrice sommable [ (x) il est nécessaire que la série ¥ a, f P.(x)dx
-1

n=0

T
converge (uniformément) dans U'intervalle (— 1, + 1) vers | f(z)dx.
—1

Nous verrons plus loin (théoréme XII) que cette condition néces-
saire est aussi suffisante. Bornons-nous, pour I'instant, & noter deux
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conditions nécessaires a 'existence de la génératrice et plus simples
que la précédente :

A . . (7 . ) . .
1° Il est nécessaire que lim (I—l" = 0. Ceci résulte du théoreme II.

n=w
a,.-. a 2
2° Il est nécessaire que la série E ( L ) con-
an—+1\2n —1 an +3

verge, car

f_lf(r)dx }_‘ W Pulz)

0

étant de carré sommable, la série ¥ TT_ converge.

CHAPITRE II.

LE SECOND PARAMETRE GENERALISE DE BELTRAMI SUR LA SPHERE.

5. Sa défn/a'on — Introduisons sur la surface sphérique de
rayon 1:x*+y*+ z*=1 les coordonnées polaires T, o par les for-
mules

x =sinZ cosg, y=sinTsino, 5= COsT (oZFZm,0Z¢Zl2m).

L’axe des z est donc pris comme axe polaire, T est la distance (sphé-
rique) polaire et ¢ la longitude. (5,9) et (3, ¢") étant deux points de
la surface, leur distance sphérique w est donnée par

5 CosSw=C0sT cosT' 4+ sinTsinF cos(ov — ¢’).
o4
¢lément d’ai u poi 5, 9") a pour valeur
L’élément d’a re au p( nt J
(6) do' = sin% d7' do'.

Pour trouver sur la sphére une expression qui joue le méme role et
posséde les mémes propriétés que le quotient

Fla ) j—f(w—-’l) —a /() _ _l%[_f(.r + h) 4+ f(x — 1) __f(x)]

h? 2

sur un intervalle, nous formerons, F(%, ¢) étant une fonction continue
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sur la sphére, 'expression

Mw&mm=gﬁfzwyme—m&w

expression dans laquelle I'intégrale est prise le long du petit cercle de

centre (3, ¢) et de rayon sphérique 4, ds’ désignant 1’élément d’arc au

point (¥,0") et s(h) = " ds'=amsink le périmeétre de ce petit
w=h

cercle. On voit que A,F(S, o;4) est simplement la différence entre la
valeur moyenne de F sur le petit cercle w = /A et la valeur de la méme
fonction au centre (9, ¢) de ce petit cercle. Si nous menons par le
point (%, ¢) un grand cercle quelconque G et si nous notons ¢’ I'angle
de C avec le grand cercle joignant (9,9) a (%',9") nous aurons
ds' = sinkd}’ et I'expression donnée pour A,F(5,¢;4) prendra la
forme '

(7) MFE =1 [ F(E, e ay—F(3, 6

Yw=h

Le quotientw Sz )+ fla—h)—af(z)

est’analogue cherché de .
h

sin? —
2

S’il tend vers une limite finie lorsque A tend vers zéro, nous appel-
lerons cette limite le (second) paraméire généralisé de Beltrami et nous
la noterons

,  AR(T, 0
(8) A F(Z, 9) = lim 22 05 1),

b= . (2
p=0 sin?=
2

La raison de cette dénomination est la suivante. Soit C’ le grand cercle
passant par le point (5, ¢) et orthogonal & C; soient s, s, les distances

sphériques du point (%,2") aux cercles C’ et C. En affectant ces
distances d’un signe convenable, on a

s;=sinw cos{’, sy=sinw sin{/’.
Notons encore
F(%, ¢') = (s, 55)-

Si la différentielle totale du second ordre de u(s,,s,) existe au
point s,=s, =0, auquel cas nous conviendrons de dire que F(%, ¢)
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posséde au point (5, ¢) une différentielle totale du second ordre, nous
aurons dans le voisinage de s, = s,= o

w(S$y, $3) = u(0, 0) +

[() u(c:, 0)3 - d u(o, 0) :I

! 0s,
1 [ 02 u(o, o) 0*u(o, o) 02 u(o0,0) ,
Sy l: 0s? Si+ 2 05, 95, 1T 0s? s§]

—+ (e18} + 2655,85,+ ¢357 ).
avec

lim e =o, lim e,=o, lim e;=o.
$4==0, $o=0 §,==0, 83=0 §1=0,8=0

On aura donc, dans le voisinage du point (3, ),

F(¥, o) =F(7, ¢) +sinw [——(—1—0—) cosy’ + (Hz_{()_g,_o)
1 2

sin Hb':l

cos*d/

0% u(o, 0) iy 97 u(0,0) oo
O ds, cosd/sind’' + —()—Sz—sm Y -—l—s:l

N $in2ey l’d'—’ u(0, 0)

2 dJsi
+
lim max1ml1m|a| =o.
w=0 o0SViem
De la résulte que

. A F(5, 05 k) 0*u(o,0) | 0*u(o, 0)
== 9w " ot

sS1n= —
2

Or, cette dernitre expression n’est autre chose que la valeur A, F(S,0)
du paramétre du second ordre de Beltrami sur la sphére (). En fone-
tion des coordonnées Z, ¢, A,F s’exprime par

o ] J _OF 1 0tF
(9) A F (5, 9)= sinz ().7< ()3> * Sty do?

Nous avons ainsi obtenu le théoréme suivant :

Tuisorime V. — En tout point (3, 9) o la fonction F (S, ¢) posséde une

(%) Poir, par exemple, E. Prcarn, Traité d’'Analyse (Paris, Gauthier-Villars), t. II,
1905, p. 539-540.
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différentielle totale du second ordre, le paramétre géneralisé de Bel-

trami AL F (S, o) existe et est égal au parametre du second ordre A, F(3,9).

L’équation aux dérivées partielles des fonctions sphériques étant
précisément

(10) A, P,(cosw) +~n(n—+1)P,(cosw) =o,
nous concluons immédiatement que
(11) AP, (cosw)=—n(n+1)P,(cosw).

En particulier, pour » = o,1,

. [A) 1
(12) Aj(const.)=o, A}cosw=—2c0sw, A;smz—;—:;A;(r———cosm:cosm.

Nous pouvons encore obtenir ces formules en partant de la formule
d’addition des fonctions sphériques. En prenant pour le cercle C le
méridien passant par (2, ¢), cette formule s’écrit (')

(13) Pn(cosT)=P,(cosT)P,(cosn) —1—2 ansPrs(cosT) Pys(cosw) cossd’,

§=1

a,; étant une constante et P,, une fonction dont les valeurs explicites
sont sans intérét pour nous. L’intégration de (13) le long du petit
cercle w = A donne, |/ variant de 0 & 2,

27
(14) Ay Py (c0sZ; ) = == [ P,(cosT)ydl — P, (cos%)
0

=—P,(cosT) [1 — P,(cosh)].

Il nous suffit donc de chercher la limite de I—T—I-)l—(—c/{ihl- La substi-
sin% —

2

() Voir, par exemple, Heing, loc. cit., p. 312: — Joroan, loc. cit., p. 245-256. —
R. FrIcKE, Analytisch-funktionentheoretische Porlesungen (Leipzig, Teubner, 1900), p. 45.
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tution & = cos /4 donne

_ P" cos _ p" £ Pn - Pn : ’ .
I : (2/L l):ll ('G):Q ('?——E (&):2l)"(.n) (£<ﬂ<l)-
sin® -2—(1——5_)

La limite cherchée est donc 2P, (1). Or, la formule (4) donne, pour
x=1,
P () —PL_ () =2n 41

et, comme P; (1) =o0, P\ (1) =1, elle donne par récurrence”

Py = 22ED,

Par conséquent
13) ]imx—l’,,(coslz)

=n(n-+1).
h=0

.. h
sin? —
2

%

et ]’on retrouve bien

AR P, (cosT)=—n(n-+1)P,(cos%).

6. Propriétés d’extrémum du parameétre généralisé. — De la défi-
nition de A, F(%,2;/4) résulte immédiatement qu’en tout point ou F(%, 9)
est minimum, A, F(%,9;%) est Zo lorsque 4 est suffisamment petit;
par suite, si AJF (5, ¢)existe en ce point, sa valeur est certainementZo.
De méme, si F(%, ) est maximum au point (%, 9), pour % suffisamment
petit A, F(5,z5h) estZo et AJF(%,9)Z0, au cas ol cette expression
existe.

Soit f(5,7) une fonction continue dans un domaine sphérique
simplement connexe Q, nulle sur le contour I' de ce domaine et telle
qu’en tout point intéricur du domaine A} £ (%, ) > o. Il est facile de
montrer qu’en tout pointintérieur de Q, /' (5, o) est < o. Appelons, en
effet, M le maximum de / dans le domaine. Si M était > o, il existerait
a lintérienr de Q un point (5, 1) ot f(%,n) =M, c’est-d-dire ou fest
maximum. En un tel point, on aurait A} /(%,n)Zo, contrairement &
hypothése faite que A} £ est > o & l'intérieur du domaine. On ne peut
donc avoir M > o; comme, sur le contour I', festnulle, onadoncM=o.
De plus, en aucun point intérieur de £, /' ne peut étre nulle, car pour

Ann. Ee. Norm., (3), XXXI. — Ju 1914. 31
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la méme raison ‘que plus haut A} f serait So en ce point. On a donc
bien f(S, 9)<Co en tout point intérieur de Q.

Considérons maintenant une fonction G (¥, ¢') continue dans unc
calotte sphérique de centre (S, ¢) et de rayon sphérique 4. Supposons
de plus que A¥G(%, ") existe en tout point intérieur de la calot(e ety
vérifie I'inégalité A¥G(S,¢')>o. Nous allons voir que, dans ces
conditions,

= x It /
G(Z9)< py ,.,=/,G(3’ o)ydy'.
Formons en effet la fonction potentielle H(S', 2) prenant i la frontiére
de la calotte les mémes valeurs que G(5', o) et réguliére a 'intéricur
de 1?1 calotte (*). La fonction f(%,¢')=G(%, q/).——ll(%’, o) est
continue dans la calotte, elle s’annule sur la frontiére w = /% et a
Iintérieur de la calotte

A f=AG—ATH=A{G—AH=A!G>o.
Par conséquent, pour w <4, f(5',9") <o, ¢'est-a-dire
G(¥, ¢y < H(F, 0').
En particulier donc, pour w = o,
(7, 9) < (5, 9).

Or, en vertu du théoréme de la moyenne relatif aux fonctions poten-
tielles sur la sphére,

H(%, 0)= ﬁ H(Y, o) dy/,

w=h

et, comme pour © = /A, H(Z, ¢") et G (5, 9") sont égales, on en conclut

G(, <P)<;’Ef G(, o) dy'.
w

=l

(1) Par fonction potentielle L (J',¢'), nous entendons une solulion de I'équation
A, H (5, 9')= o. Une fonction potentielle est dite réguliére dans un domaine lorsqu'elle
est bornée dans ce domaine et posséde en tout point intérieur du domaine une différen-
tielle totale du second ordre continue. Au sujet des propriélés des fonctions potenticlles
sur une surface et du probléme de Dirichlet relalif & ces fonctions, on pourra consulter
E. Prcarn, Traite d’dnalyse (Paris, Gauthier-Villars), t. 1I, 1905, p. §38-540.
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=

Si nous avions supposé qu’a 'intérieur de la calotte AXG était <o,
nous aurions obtenu inversement

G(Zo)>=— [ G, o) ay.
w=h

Nous sommes maintenant & méme de démontrer le théoréme suivant,
trés important par ses conséquences :

Tuiorime VI. — St la fonction F (3, 9) est continue dans un domaine
sphérique Q simplement connexe et posséde a U'intérieur du domaine un
parameélre généralisé A5F borné

mIALF (3, 9) SM;

alors, en tout point interieur de ) et pour toute valeur de h | < g) asses

petite pour que la calotte de centre (3, 9) et de rayon sphérique h soit
tout enticre dans S,
m AR (S, 0;0) . M
cosh ™ . =Cosh
sin ;‘

4

Considérons, en effet, la fonction suivante du point (&', ¢'):

_ AT (3, 05 1) iz @

-
2

GE, o )=F(, o')—F (3, 0)+ | C ¢

sin? —

2

dans laquelle £ répond aux conditions posées par le théoréme et ou G

est une constante quelconque. Cette fonction du point (%, ¢") est

continue dans la calotte w =4 ; elle s’annule au centre (5, ¢) de cette
calotte et 'on a, en se rappelant la définition de A, F (5, 9, 4),

I

. . L h
;:I-t'- (l("‘li cpl)f/"‘l)lzcslllz';'

W=k

Prenons d’abord la constante C positive. L’expression précédente est
alors positive, et comme G (5, ¢) = o, nous aurons

G0 <s= [ Gy
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Nous en concluons qu'il existed I'intérieur de la calotte w £/ au moins
un point (3,, 9,) pour lequel A5G(%,,9,) est Zo, sans quoi, d’apres
des inégalités établies plus haut, I'inégalité obtenue ne pourrait avoir
lieu. Appelons 4, la distance sphérique des points (3, 9) et (3, 9,).
De A¥G(%,,9,)Z o résulte, d’apreés (12),

AT (3, 0; 1)

N AF (S, 9)+} C— A cosh,Z0;
sin? —
2
d’ol, puisque 0SA, <k < g, successivement
AF(S, 05h) 1 S < M
h =COS/L;A2[ S @1)+C=cosh+c'

sin? —
2

Comme C peut étre pris aussi voisin de zéro que I’on veut, on voit que
AF (T, 9;h) o M

sin? h  =cosh

2
drons d’abord

- Si nous prenons ensuite C négatif, nous obtien-

G(, 0)> # G(, o) d

“ w=Ah

s,

et nous en déduirons I'existence d’un point (8,, 9,) intérieur a la
calotte, pour lequel A¥G(3,,9,)S0. Nous obtiendrions ainsi I'inéga-
lité

AF(T, 95 0), m

. Fcosh
S1n '2'

+ C,

et comme G < o peut &tre pris aussi voisin de zéro que I’on veut, il en
AF (T, 0950)

. = cosh
Sit E

résulte

» ce qui achéve la démonstration. Le corol-

laire suivant est immédiat.

CoroLLAIRE. — S7 dans un domaine sphérique Q, ALT existe et est bor-

’ . AF (S ,/t . , ; P . .
née, le quotient AN 01 1) 4, uniformément borné dans ce domaine,
sin? ;

lorsque h tend vers zéro.
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7. L'égquation A5F = o. — Si 4 'intérieur du domaine Q la fonc-
tion F vérifie la relation AF(S,9)=o0, on aura, dans ce domaine,
d’aprés le théoreme précédent, pour /4 suffisamment petit,

AF (5, @5 1) =o;

par suite, en tout point intérieur de Q,

F(3,9)=-= [ F(, ¢)ay,
w=5L

c'est-a-dire F(5,0) est en tout point intérieur de Q égal & sa valeur
moyenne prise sur un cercle décrit autour de lui comme centre avec
un rayon arbitraire. De cette propriété on déduit comme dans la
théorie du potentiel que les extréma de F dans la calotte oS4 se
trouvent & la frontiére » = A. Si donc nous construisons la fonction
potentielle ¥ réguli¢re dans la calotte et prenant pour w =~4% les
mémes valeurs que F, la fonction F — F’ vérifiant encore I’6quation
A% (F —TF)=o a I'intérieur de la calotte a nécessairement ses extréma
a la frontiere w = A; comme elle est nulle le long de cette frontiére,
on conclut F — F'==o0 pour w <4, d’ol1 le théoréme suivant :

Tutortme VII. — Toute fonction F (3, @) continue dans un domaine
sphérique et vérifiant en tout point intérieur du domaine [!’équation
ATF = o est une fonction polentielle, régulicre dans ce domaine, c’est-
a-dire une solution de 'équation A,F = o ayant une différentielle totale
du second ordre continue a U'intérieur du domaine.

De méme que le théoréme précédent est I'analogue d’un théoréme
de Holder, celui-ci est ’'analogue d’un théoréme classique de Schwartz
sur les fonctions continues d’une variable dont la dérivée seconde
généralisée est nulle dans un intervalle. Si, en particulier, le
domaine Q comprend toute la sphére, comme la seule fonction poten-
tielle régulicre sur toute la sphére est une constante ('), on obtient le
théoréme suivant :

Tugorime VIII. — Si la foncuwon F (5, v) est continue sur toute la

(1) Co théoréme est 'analogue sur la sphére du théordme d'aprés lequel la seule fone-
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sphére et si elle vérifie en tout point de la spheére Uéquation ATF = o, clle
se réduit a une constante.

f(S, 9) étant une fonction continue possédant dans un domaine
sphérique une différentielle totale du second ordre continue, I'inté-
gration de I’équation A,F = f dans le domaine Q avec données aux
frontiéres est possible (') et bien déterminée, et le théoréme VII a le
corollaire suivant, dont la démonstration est immédiate :

CoroLLaRE. — Toute jfonction F(S, 9) continue dans un domaine
sphérique et vérifiant en tout point intérieur du domaine [’équation
A*F = f, ot f est une fonction possédant une dyfférentielle totale seconde
continue dans le domaine, est une solution de l'équation A,¥ = f, régu-
liere dans le domazine.

CHAPITRE TII.

o0

LA striE F(5) = — 2;—(”——“—":3]),,(0059).

ne=1

8. Un théoréme fondamental sur A¥F(3). — La méthode qu’emploic
Riemann dans son Mémoire célébre sur la théorie des séries trigono-

métriques () est fondée sur la remarque que les fonclions cosnx,

. . , . s . d*u 2
sin nz sont des solutions de I'équation différentielle 7;;: = — n*u.

Riemann associe en effet & toute série trigonométrique

f(z) =Z(a” cosnx + b, sinnz)
' 1

tion harmonique réguliére dans tout le plan est une constante. #oir, par exemple,
J. HApAMARD, Legons sur la propagation des ondes et les cyuations de I'Hydrodyna-
mique (Paris, Hermann, 1903), p. 48-53.

(1) Poir, par exemple, J. HADAMARD, loc. cit., p. 50.

(%) B. Riemany, Ueber die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonometrische
Reihe [ Gesammelte mathematische W erke ; Leipzig, Teubner, 1892 (p. 227-265), p. 246].
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une fonction

1 .
F(x):_‘ZE (apcosnz + b, sinnx)
1

et le théoreme fondamental de son Mémoire consiste & prouver que la
dérivée seconde généralisée de F(z) est égale i /() en tout point de
convergence de f(x). Si nous remarquons que P,(cos%) vérifie
I'équation

AP, (cosT)=—n(n+1)P,(cosT),
nous serons tout naturellement conduit, en suivantl’idée de Riemann,

a faire correspondre i toute série Z a,P,(cos T) une fonction
1

Ny —_ Y all 5
F(3)= Z———n(ll+l)P,,(cos )

et & examiner si le parametre généralisé A F(5) est égal a

D anP,(cos )

1

aux points de convergence de cette série (*). C'est évidemment vrai
lorsque cette derniére série est uniformément convergente; le théo-
réme suivant, qui est bien ’analogue du théoréme de Riemann énoncé
plus haut, donne la réponse :

Tigorime IX. — Ftant donnée une suite de constantes quelconques a,,,
n
telles que (*)
. a
(16) lim =% = o,
n==w n
la fonction
w
Y a
I (% :-—z — _P,(cosT 0i%in
(17) () YO n(C08T) (023Zm)

n=1

est continue sur la sphére. En tout point de la sphére, sauf peut-étre aux

(1) Cette méme idée de Riemann est 4 la base des travaux cilds de MM. Haar et Dini
. .« . .
(%) Et non pas l:m-;'—‘ = o, comme le dit, par erreur, ma Note des Comptes rendus.
(3
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pbles I =o0, S=m,
lim——-————-—A’F(J; h_

h= . (2
*=0 sin-—
2

. ;. -
et en tout point de convergence de la serie z a,P,(cos %),

AjF(3) =Y anPu(cosT).

n=1

Les formules (2) et (16) font voir que la série (17) est absolument
et uniformément convergente dans tout I'intervalle o= 35w, F(5)est,
par conséquent, une fonction continue sur toute la 5phcre. On déduit
de la formule (14) que

—DP,(cosh)

AF(3; h)__ZanPn(COS’) n(n 1)

n=1

[l suffit donc de démontrer que, sauf peut-étre pour S =o0, 3 =m,

)

1—P,(cosh)

lim » a,P,(cosY) =o0
h=0 . h
=1 n(n+1)sm;
et que, lorsque 2 a,P,(cosT) converge,
N ey 1—DP,(cosh -
}1m ) a,LP,,(coss)-#—z- :Za,,[’"(cos%).
=0 n(n+x)sin’; n=1

Si nous remarquons qu’en vertu de (2) etde (16), a,P,(cos S) tend
vers zéro avec ,—lL pour ¥ =£o0, =, la transformation d’Abel, appliquée

aux séries qui constituent le premier membre de ces deux relations,
nous montre qu'il suffit pour les établir de faire voir, pour la premicre,

que (')

(h)—-—i 1—P,(cosh) _ . ZII,,(h

h
=1 IZ(II.—I—I)SII]— sin 5 =1

(1) Poir, par exemple, RIEMANN, loc. cit., p. 246-248; H. LEBESGUE, Lecons sur les
séries trigonomdétrigues, p. 39-40 et 112-113; E. Picarp, 7raité d’Analyse, t. 1, 1901,
p- 261-264.
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estune fonction bornée de £ dans le voisinage de 2= o et, pour la
seconde, que

— P (c _p
S(h)= Z,' P,(cosh) 1—Pui (cosh)

I 2 .
Sm2 n(n41)  (n41)(n—+2) sin

7 Els,,w)l

est 6galement une fonction bornée de % dans le voisinage de 2 = o.

9. Etude de R(h) et de S(h). — Ce paragraphe est consacré i
établir que R(%) et S(4) sont des fonctions bornées de 4 dans le voi-
sinage de £ = o et &4 achever ainsi la démonstration du théoréme IX.

. - 1 ’
m, étant un nombre entier tel que m, = 7 <m, 1, nous décompose-
rons d’abord

my

Dra(m) =X ()] + ? | ()|

n==1 n==1 n=ay -1

et remarquerons que le théoréme VI en relation avec les formules (11)
et (14) montre que

(18) ry () - 1 — P, (cosh) < 1
./ /) cosh
sin? = n(n—r)sin?—

2 2
Par suite,
/) . A
"y gin — _sin =
>|/,(/1)| my - °< I S
! cosh h cosh
5”1- n==1

est une fonction bornée de 4 dans le voisinage de 2 = o. D autre part,

r, ()| S ————= découle
de | ,,(1)|__n(n+ 5 lécoul
) S a2 2 - 1 2 1 2k
I Z L7 ()1 A 2 n(r41) " . hmy+1 Tk
i = p. Mg1 sm-—,,,l,u S — sin —
2 2 2 2

qui est bornée. On voit donc que R,(%) est bornée au voisinage de
h=o.

Anu. Ee, Norm., (3), XXXI. — Jux 1914. 32



250 M. PLANCHEREL.
Etudions maintenant S(%). La formule de Mehler (*)
4 COS <n —+ %) bdy

2
P,(cosh :—f o< hinsn=o0,1,2,...),
n( ) nJy V2(cosy — cosh) ( ’

dont

Y
I—Ef/, COb;dq}
T mJ, \a(cosd— cosh)

est un cas particulier, donne

5 f" £y (L) d
n(n+1)(n+2)J, V2(cosy— cosh)

t(y)= sinny [(lt + 2.) sin%— — nsin %E:‘

S/z(h) -

avec

’ 3
—cosny [(n + 2) cosg — n.cos ——}J -+ 2 COos %

Etudions ¢,({) dans le voisinage de ¢ = o. Effcctuons pour cela la
— id = «in 2 . AP ag

W= — — N ) A 3
substitution ¢ = * et développons sing, sin =, cosg, ... en sérics

entiéres. En nous arrétant aux premiers termes de ces séries alternées,
) . T

a termes décroissants lorsque o << ~> nous aurons

3 (PZ (P/r £y CPG

—I—EICPH oSO =1 —+ sin L =
I~ B OSe == AT T Bl AT

-

sincp:cp—

W

Les grandeurs ¢,, ¢,, ... sont des fonctions de o, n telles que, quel que
. . . T
soit n et quel que soit ¢ compris entre o et 3

0<eg <, 0<<ey<<1, <o<cp;-72—r, 11:1,2,3,....)-

On en déduit

t:(%) =<P‘[,—'5 + P02 (B + Po) + 0" (7 + Py) + 9% (3 -+ Pm)J,

(*) Meuver, Notiz iber die Dirichletschen Integralausdriicke fir dic Kugelfunktion
P, (cosT) und iiber eine analoge l'ormel fiir die Cylinderfunktion J (x) ( Mathematische
Annalen, Bd. V, 1872, p. 141-144); woir aussi, HeiNg, loc. cit., p. 44.
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’ I ’
B, ¢ étant des constantes, Py, ..., P;, des polynomes en - de degrés

respectifs 4, ..., 10, sans termes indépendants de n et i coefficients
fonctions bornées de ¢ et de ». Pour n trés grand, P,, ..., P, sont,

, N . T s . ,
par conséquent, quel que soit ¢ dans (0, ;> » aussl petits qu’on veut.
On pourra donc trouver un entier N et une quantité positive «, tels
que tn< > > o pouro <l g=S ——, lorsque nZN. Par conséquent, pour

toute valeur n ZN et pour toute valeur o << 4 S 2—,5, on aura t,(J) > o.

Par suite,

(19) siy>o.  pour  o<AfZ N

n,= no(A) étant un nombre entier tel que
_an
(20) Iyl i < Ny-+,

nous supposerons A assez pelit pour que 2z, > N; nous décomposerons

ny

Q Ql
3 |s,, ny| = 3 + +2‘ | sa(h)]
n=z ne==1 '\ B (P |
et étudierons séparément ces trois sommes, en montrant que le quo-
. . o h . .
tient de chacune d’clles par sin® > est une fonction bornée de / dans le

voisinage de 2 = o. Nous aurons ainsi achevé la démonstration relative
a S(h).
Quant 4 la premiére somme, comme N est un nombre constant
/i
indépendant de A et que lim —— S ()
fi==0

sin?

=0, on voit immédiatement que

. /) , ,
son quotient par sin® — tend vers zéro avec A4; clle est donc bornée
dans le voisinage de 4 = o.

A cause du choix (20) de n,, pour N<nZn,, A vérifie la relation

ol h<L Zg et, par conséquent (19), s,(h) est > o pour toutes les
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valeurs de n comprises entre N et . Il en résulte

ny ny n,
2 lsa(AY = X sulh) = N () = e ()] = Py (h) = Fagar (1)
n=N+4-1 n=N-+1 n=N-+1

etde (18) découle le résultat cherché pour cette somme. Enfin, lorsque

n>ng,

tfﬂ . . : ll[l’/l((?()S/K)"“ ])”_H((;()S/()]—-I—?,[['),,(C(}S/L)—' lil'
2‘ l.s,l(/l)l~ Z‘ ! n(n-+1)(n-+2) k

n=ny,+1 n=ng+1
t— Py, (cosh)
n(n—1)(n-+2)

o | Pa(cosh) — P, (cosh) -
= Z‘ I (r—+1)(n-+2) 2 >-i

n=ng+1 n== g1

=J,(R) + Jy(h).

De la formule de Mehler on déduit

[P.(cosh) —DP, (cosh)|
¢
2

AN sin(n + 1) bsin
_ 4

, 4. /'" dy
= di| < - sin—
T|Jy Va(cosy — cosh) T 2., Va(cosdy —cosh)

< Msin {-:,

M étant une constante positive indépendante de 4 et de n. Par suite,

. h
M sin 2

& 1
2-4 (n=1)(n+2) 7 ne-+1

ny 41

2 . h
— i sin—-
o 2

Ji(A)EM sin-gE

D’autre part, comme

1 — P,(cosh)|Z2,

. “ I _ P _ 2\
J"'(h)=42n(n+l)(ll+‘2)W (1) (g~ 2) \2<;‘ZT_[> '

ng-4-1

> done

1l résulte immédiatement de ces inégalités que M) ot 221
sin";‘ sin”;

aussi S(4) sont bornées dans le voisinage de A& = o.
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CHAPITRE IV.

LES PROBLEMES DE CANTOR ET DE DU BOIS-REYMOND.

10. Le théoréme d’unicité. — Tous les préliminaires nécessaires
la résolution des deux problemes qui font 'objet de ce travail sont
maintenant terminés, ¢t nous pouvons établir le théortme d’unicité
suivant :

Tutorime X. — Pour que la série 2 a,P,(x) converge vers zéro en

tout point de Uintervalle (— 1, +1), a exception aw plus des points
d’un ensemble réductible, il faut el il suffit que tous les coefficients a,
sotent nuls.

Soit I cet ensemble réductible ; ¢’est un ensemble dénombrable,
nulle part dense. Sa mesure est done nulle, et du fait de la convergence

de } a, P, (x) dans le complémeniaire de B relatif & (—1, +1), on a

nécessairement, d’apres le théoréme I, Tim = \—/—— On peut, par consé-

ne=w \/ N

quent, former effectivement la série (1 /) '
(lll

e (2 A1)

ne=1

() = P, (cosT)

et lui appliquer le théoreme 1X. Appelons E I'ensemble réductible de
Vintervalle (o, ©) qui résulte de E par la substitution o = cos3, et
complémentaire de I Uensemble des points de (o0, ™) qui n’appar-

tiennent pas & . En ces derniers points 2 a,P,(cos) converge vers

=0

zéro ; par conséqucnt.,

A F(%) :Z an Py (cosT) = — a,.

ne==1

Soit 8 un point isolé de E dillérent de o, =, et (o, B), e <3, le plus
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grand intervalle d’extrémité droite 8 ne contenant aucun point de E &
son intérieur. Pour « << ¥ < B, on aura donc A} F(9) = — a,; par con-
séquent aussi, en vertu du corollaire du paragraphe 7, AF(S)=—a,,
c’est-a-dire, puisque F(%) est indépendant de @, d’aprés (9),

1 d /.. EIQE —
m% sSin ()3 = 0-

L’intégration de cette équation donne

SRRy

F(7) =a, logsinT + c; log tang = + ¢, (a<<T<PB),

¢, et ¢, étant deux constantes d’'intégration. Nous écrirons encore

~

. g
F(Z)=(a,log2 + ¢,) + (as+ ¢;) log smg “+ (@ —cy) logcos-2--

Si (B,v), B<y, est de méme le plus grand intervalle d’extrémité
gauche B ne contenant aucun point de E i son intérieur, F(%) vérifie
encore I'équation A, F(5) = — a, pour B < T <vy; par suite, dans cet
intervalle,

7

) ! [

F(Z)=(a,log2 + ¢},) + (a,+ ¢}) log sin P (ay— c}) log cos 5 B<o<y),
/ 1o ye ’ . ..

¢, etc, étant deux nouvelles constantes d’intégration. Mais, comme,
d’apres le théoreme IX, au point B,

. (51 7

lim éﬁ_]__(.:_._l_}_ == 0,

h

h=0 . 2
S —
2

il est facile de voir, en utilisant les développements donnés au para-
graphe 5 et en remarquant que F(%) continue posscde dans les zones
<9< B, B <Y<y unedifférentielle (otale seconde continue, que
cette relation a pour conséquence

OF(B—o)_ dF(B+o)
07 - 07

et par suite ¢, = ¢;. La continuité de F(%) au point § entraine ensuite
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c,=¢,. F(3) est par conséquent représentée par la méme expression
analytique dans tout I'intervalle « << S <. Si I’ensemble E est formé
d’un nombre fini de points, on obtient immédiatement pour o << S <=

N .3 g
F(7)=a,log2 + ¢+ (ag+¢,) log sin—~ —+ (ag—c,)log cos -

Ce résultat s’étend par un procédé connun (*) au cas général d’un
ensemble réductible quelconque. Comme F(S) est encore continue
pour 3 =o, 3=m, il est nécessaire que @, + ¢, =0, @,— ¢, = o, d’ol
a,=c¢,= 0, de sorte que F() ne peut étre qu’une constante

F(Z) =c,.
L’intégration terme & terme dans (o, 7) de la série uniformément

convergente (17), multipliée préalablement par sinJ, donne, en tenant
compte des relations (1) pour m = o,

AT
/ () sinD do = o.
0
Par conséquent, ¢, = o et F(7) estidentiquementnulle pour 0SS,

Multipliant (17) par P,(cosZ)sin3 el intégrant entre o et w, nous
aurons donc

7T
. . a 2
o::f F(T)P,(cosT)sinT dT = — n ,
A 2n~+1 n(n—+r)

et par suite a, = o.

11. Le probléme de du Bois-Reymond. — Alors que le théoréme
précédent est une réponse au problétme de Cantor, le suivant résout
partiellement l¢ probléeme de du Bois-Reymond :

1 \ 3 - [ . 9.
Tukorime XI. — Si la série Z a,P,(x) converge en tout point de U'in-
nes0

tervalle (-1, +1), @ l'exception au plus des points d’un ensemble réduc-

() Poir, par exemple, 1. LEBESGUE, Lecons sur les séries trigonométriques, p. 122.
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tible, vers une fonction f(z), bornée dans cet intervalle, on a ()
on 41 !
a, = —Tf S(x)P, () dx (n==o0,1,2,...).
—1

. . . . a - L.
Ici encore, d’apres le théoréme I, lim—= = o par suile la série uni-

n= o \/./7

formément convergente

)

Sy ——§ D 31
F(Z) = 2‘ n(”+])P"(COSJ)
n=1

est une fonction continue sur toute la sphire. ds’ = sino do dy’ dési-
gnant I'élément d’aire au point (¥, ¢’), on vérific facilement au moyen
des formules (13) et (14) que

(21) A2</. dp P, (cosZ") da's /1>
0 (:)gp

" . 0
=—anP,(cosT)[1— l’,,(cos/z)]f clp/ P, (cosm)sinw do
0 ]

== dp / AP, (cosTs ) do' (oZrim),
0 =

v (ﬂ_..:_‘p

et par suite, en vertu de la convergence uniforme de la série (17),

9

(22) A2<f dp F(S’)dc’;h)
0 wip

N - e 1—P,(cosh) " P e

= 2“2 a, P”((,OS.J)———N—(T_:—)———"{ (/pl P, (cosm) sinm dw
n=1 .

:[ do [ AF(F;0)do'.

v Jolp

(1) La condition f () bornée dans l'intervalle (— 1, -~ 1) pourrait étre remplacée par
la suivante, plus générale : La fonction f () est de carré sommable dans le voisinage des
points — 1 et +1, simplement sommable dans le reste de Uintervalle (— 1, + 1) et telle
que Uensemble des points dans le voisinage desquels elle n'est pas bornée soit un ensemble
réductible. Quelques changements insignifiants dans la démonstration donnée conduisent &
cetle extension. La restriction f(z) de carré sommable dans le voisinage des poinls =t 1

, . by
tient 4 ce quo la méthode de démonstration employée exige que Lon ail lim —= = o,
n==w /N

bn Gtant le nitme coefficient de Legendre de f'().
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1o
Jt
3

De I’équation différentielle (9) résulte par intégration

r e .
/ n’pf P,(cosw)sine dw
] 0

,
sinr P, (cosr) —f P,(cosr)cosrdr
0

2
n(n—+1) <n(/z+-|)’

par conséquent la série

o g p
2 / dp [ P,(cosm)rinw day
n:l‘ 0 Yo

est absolumcnt- convergente, ce qui assure pour o < 9 < = la conver-
gence de la scrie

w0 ” P
? - .
Z‘ a, l’,;(coss)f clpf P, (cosw)sinw dw.
0 0

no=
p
Le théoréme IX appliqué a f clpf F(5)ds’ considérée comme
) (n)'::;p

fonction de 3, 9, donne done, d’aprés (22),

o a e,
(23)  lim | a’pf = LUCATOp
he=x0dy wsSp L

sin? —
2

:A;f dp F(5")da'
0 wip

“ Y ]
— QTEZ a, l’,,(cos?.a‘)‘/ tlpf P,(cosw)sine dw
0 0

n==1

»

o 2 "

Sl v o<z <mozrin,
0 Jolp

n=1

Or, remarquons qu’en tout point n’appartenant pas & lensemble
réductible BE(%), d’aprés le théoréme 1X,

(24) A;F(":):Za”l’"(-cos%) =f(cosT)— a,;

n=1

Ann. Ec. Norm., (3), XXXI. -~ Jun 1914 33
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B étant un point isolé de E, 5= o, = et (2, B) le plus grand intervalle
d’extrémité droite § ne contenant & son intérieur aucun point de E,
prenons 7>>o0 assez petit pour que o +r< @ — 7. Le corollaire du

paragraphe 6 montre alors, A*F étant d’apres (24) bornée danslazone

;. < <@ AzF(s;Il) -f N s b é
sphérique o +7rS932f —r, que — est uniformément bornée

sin? —
2

en A dans cet intervalle. Un théoréme de M. Lebesgue sur l'intégration
des suites uniformément bornées de fonctions (') permet de conclure

- (s JE2Y
lim/ dp [ AL g, '_f do [ lim éﬁ_'izh—‘lda'
0 w ‘p w >

k=0 sm2 Sph=0 sin? =
—f dpf [f(cos:i’)——a,,]da
(a<<ot—1Z ﬁ——r<@)

De la comparaison de cette relation avec la formule (23) résulte

; | ! — : ' > 08T '
(25) /o (P m\ f(cosj Clﬂ' zanf dpf: I,L((OS-J )dd'

(a<a—+rz3spf—r<pB).

Nous allons maintenant exprimer d’une autre maniere le premier
membre de (25). f(x) étant une fonction bornée, nous pouvons
former les coefficients '

2n -1
1},‘:

f—Hf(x)P,,(x)dx (n=o0,1,2,...)

de la série de Legendre dont elle est la génératrice. .Le théoréme III

b . | ; . s
montre que lim —='= o et le théoréme IV amene facilement & conclure

Hm =%

que la série Z b,P,(cosT) peut étre intégrée terme a terme dans toute

(1) H. LeBeseur, Legons sur les séries trigonométriques, p. 14.
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calotte sphérique et qu’en particulicr

d; (cosT') do' = b"f dof >, (cosT')d
(36) ;u(r ./ 2 L,  (cosT') ds’

n=0
<

nA

I:

ll’\
Il/\

(02Fzm, 0

Notons ), =a,— b, et remarquons que lim—;é_—_—o; (25) et (206)
n=—wo /

montrent que

Z”nf flpf P,(cosTF)ds' =0 (a<a—+ris3ip—r<pB).

La fonction

w (/L !
II(J r)__‘—zm ({Pf <, "(COS-J )(10'

. a, ev2m [ e ..
= 2: —P,(c0sT) = dof P,(cosw)sinw dw
n(n--r) A L .
n=1

est pour > o une fonction continue du point (S, ) sur la sphére.
Par conséquent, en vertu du théoréme IX et de la relation précédente,

ATH(S, ,-)=_-f‘i d(f Pody = — 2E&(r=—sinr) oy
(A)-—’

3 78
(oc<oz+1’" IB—r<p),
c’est-a-dire, d’aprés le corollaire de ce méme théoréme,
AH(Z, r) =—a,(r).

En intégrant cette équation, nous obtenons donce, ¢, (r) et c,(r) étant
deux fonctions arbitraires de r,

,.

H(Z, 1)._oco(1)10"sms+cl(r)lofflanf* + ¢y (r)
(a<a+rssif-—r<p).

L1 série Z (‘l “ x)P (cosS) étant absolument convergente,

L f dp f P, (cos)do’
" J, oo )
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ayant pour limite g lorsque 7 tend vers zéro et étant uniformément

borné en r, n
A .
P am(r—sinr) T
I__ dpf >, (cosT)dd' | S — f dp do' = “‘”—75““‘—<'§’

la série qui déﬁnit I (%, r) est uniformément convergente en r. Par
conséquent, pour toute valeur de 3,

> e
limH(Z, r) 521@(/1—1— )In(cus ).

r=0
n=\

Par suite, pour a < 5 < B,

I

) 2087).
ot Pa(c0s3)

. e T 7 T~
}I_—T; [ao(z-)log sinT +¢,(r)log tang—z- ~+- c,(r)J =3 Z
Les limites de ¢,(r) et de c,(r) pour r = o existent donc. Notons-les

TEC ’TEC T
—— et —==- Celle de o, (7) est za;. Donc

hd %

2 Z(—'?_I’-L!—_I) P,(cosT) =ajlogsinT + C, log lang —+ Uy (a<T<p)-
n=1 .

Une relation de ce genre, avec peut-étre d’autres valeurs pour les
constantes C, a lieu dans tout intervalle ne contenant aucun point
de E & son intérieur. En s’appuyant, comme dans le paragraphe 10,
sur la relation

w©

. 1 O a - -
lim '—TA’ Z;l-al—’i———) 2, (cosT);h )= o,
h=0 sin ; n=1

donnée par le théoréme IX, on établit d’abord que les constantes C, et C,
ont mémes valeurs dans tous ces intervalles. La continuité de la série
sur toute la sphére a ensuite comme conséquence a, = (i, = o. L'in-

tégration dans (o, ©) de 2 P,(cosS)sinS montre encore que

n(n+ )
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C,= o, de sorte que

s ’

a e
ZTH-—I)P”(COS‘J)-O (0255m);

n=1

d’ou résulte immédiatement @, = o. On a donc a,= b,, c’est-a-dire
. -+1 .
2n -+ 1 :
a,= _E—f f(z2)P,(z) de.
—1

Une conséquence immédiate du théoréme X en relation avec le
théoréme IV est donnée par le théoréme suivant :

Tuiorime XI1. — Etant donnée une suile de constantes quelconques a,,
@y oovy Gy, .., la condition necessaire et suffisante pour qu'il existe une
- fonction sommable [(x), telle que
on+1 [T}

a=—F— flz)P,(x)dx,

-1

x
est que la série 2.4“" f P,(x)dx converge dans tout Uintervalle
1

{ n=0

(—1sxs+1) vm-sf f(ac Ydz.
La néeessité de la f,ondmon est démontrée par le théoreme IV. La
suffisance résulte du théoréme d’unicité. Soit, en effet,

20 -1
2

f P (x)dx.

bp=
-1

D’apres le théoréme IV

f S(x) dv__Zb,lf ‘o (z) dx (—1ZxZ).
n=0
On aura donc, dans tout I'intervalle (—1, + 1),

z(aﬂ——b,,)f P,(z)dz =o.

n=0
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Pourzx =1, cette relation donne a, — b,=o0. Or, dela convergencede

la séric Z(zn[ P,(x)dx résulte celle de la série Za / P,(2)dzx.
La suite

folz)=nyn [ D) de

remplit les conditions exigées par le théoréme général énoncé au
paragraphe 1. On le voit facilement au moyen des formules (4) et(2).
b,
On a donc nécessairement lim = =o. Comme, d’autre part, lim— =o,
nmmnVn n=w N
il vient, en utilisant la formule (2),
i (= ba()

n=cw n

=0,

sauf peut-étre pour 2 = £ 1. Par conséquent, en notant a, = a, — b,,
on aura, en vertu de calculs déji faits au paragraphe 4, pour

-1l +1,

] x |
— : ) — ! a,.. .
T aln ! n(‘”) o= <a° >p0 +Z <2”’i —-1 1 2 ILIH—’r-' 3) PIL (L)

n=0 —1

Le théoréme d’unicité nous donne donc

! ’ !
' @, Qpoy Ay

3 an—1  an+3

:O,

c'est-a-dire, puisque ¢; = a,— b, = o,

ap,=o0 ou a,=b, (n=o0, 1,2,....).



