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LES

PROBLÈMES DE CANTOR ET DE DU BOIS-REYMOND
DANS LA

THÉORIE DES SÉRIES DE POLYNOMES DE LEGENDRE,

PAK M. MICHEL PLANCHEREL.

Étant donné un système de fonctions Çra(;r) (/? = i, 2,3,. . .) ortho-
gonales et normées dans un intervalle (a, &), c'est-à-dire telles que

^ ./.
/ [ûp„(^)] î^rf^=J, ^ , y^(.r)y^(^)rf^=o [m^n),

^a "fi

on peut se poser à son sujet les deux problèmes suivants :

1. Problême de Canlor. — Peut-il exister deux séries diffé-
rentes y.^/f'r/^), ^^9/t(^) (^^^) convergeant vers la même

fonction/^); en d'autres termes, existe-t-il une série ^^9»(^)
convergeant vers zéro dans tout l'intervalle (a,&) sans que c,,== o?

2. Problême de du Bois'-Reymond. — Si la série V a^{x) converge
dans (a, b) vers la fonction/(^), peut-on en conclure que

^
\ fW^n.Wdx=an,

J d

au cas où toutes ces intégrales ont un sens?



2.24 M- PLANCHEREL.

Le premier problème concerne l'unicité du développement d'une
fonction arbitraire en série de fonctions orthogonales; le second n'est
autre que celui de la légitimité de l'intégration terme à terme d'un tel
développement. Il ne se pose pas si l 'unicité n'existe pas, et il peut
être ut i le de remarquer que nous connaissons, en effet, des systèmes
orthogonaux pour lesquels l'unicité du développement n'a pas lieu. Tel
est le cas du système suivant de M. Haar, système orthogonal norme
pour l'intervalle (o, i),

îpi(o)=o, 9i(^)=i, o<^i

^ <- !
<^(o)==o, (p^(^)==2 î , o<^=^"rr

n-ï ^ ^ (n= 2, 3, 4î • " • ) î

<p^)=-2 2 , ^rT<^^i

¥n(^)=0, ^=ï<sc^

pour lequel la série (1 )
i 2LZ-!

cpi(^)4-9iï(^)-^•2 i?3(^)-^•• * •^2 12 9^(^)+--

converge vers zéro dans tout l'intervalle (ûy i).
Ces problèmes se sont présentés pour la première fois dans la théorie

des séries trigonométriques et c'est surtout à G. Cantor et à P. du Bois-
Reymond que nous y devons leur résolution. Les belles recherches de
MM. U. Dini (2) et A. Haar (3) les résolvent dans le cas des systèmes
orthogonaux formés par les fonctions de Sturm-Liouville, solutions de
l'équation différentielle

^;^^)Ê]4-^tr)^u=o?

où l'on suppose p{x) > o dans tout l'intervalle a^ûc^ &. Les méthodes

(1) G FA.BEU, Ueber die Ort/iogonalfuuktionen des lîerrn Haar {Jcihresïericht der
(îeutschen Mathematiker rereinigung, Bd. XIX, 1910 (p. io/r-n'2), p. in].

(2) U. DÏNI, Sugli sviluppi in série per la rappresentazione analitica délie fu/izioni di
ma variahîle reale (Pisa, FF. Nisiri; 1911).

( â ) A. HAAR, Zur Théorie der orthogonaleti FunJfïwnensysteme (xweile Mil lei lung)
( Mathematische Ânnalen^ Bd. LXXÏ, 1911, p. 38-53).
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d'ailleurs différentes de ces deux savants, permettraient probablement,
sans exiger de modifications par trop profondes dans les raisonnements,
de résoudre ces deux problèmes dans certains cas où pÇoc) s'annule aux
extrémités de lÏntervalle, comme dans le cas de l'équation différentielle
des polynômes de Legendre. Nous préférons cependant suivre âne voie
différente qui conserve une analogie plus étroite avec la méthode donnée
par M. 0. Hôlder ( ^ ) pour les séries trigonométriques. Elle revient à
faire correspondre à toute équation différentielle du second ordre,
adjointe à elle-même, une surface de révolution sur laquelle on peut
définir d'une manière géométr ique très simp\e un paramétre généralisé
de Beltrami jouant, pour les systèmes orthogonaux de fonctions résul-
tant de cette équation, le même rôle que la dérivée seconde généralisée
pour les fonctions trigonométriques. Nous appliquerons ici cette
méthode à l'équation différentiel le des polynômes de Legendre dont
la surface de révolution correspondante est la sphère.

La modification apportée par M. Hôlder dans les raisonnements de
ses prédécesseurs repose sur la remarque que le quotient

IV(.r;//)=
f(^ + k} +/(^— A) — 2/0)
''——————-^

reste compris dans un intervalle entre les bornes inférieure et supé-
rieure de la dérivée seconde généralisée lim D,/(.'r;À) dans cet inter-

fi „= 0

valle. Notre premier but sera donc de trouver pour les polynômes de
Legendre une expression jouant le même rôle que le quotient précédent
et possédant d(-s propriétés d'extrémum analogues. Pour cela/nous
aurons avantage à considérer non pas l 'intervalle (—i, + i), mais la
sphère-unité sur laquelle toutes nos formules s'interprètent plus
facilement.

(2r, <&), (&', 9') étant les coordonnées polaires de deux points sur la
sphère-unité, o leur distance sphérique et 'F(&, y) une fonction quel-
conque du point (2r, 9), nous formerons l'expression

A, F(^ ?; A) = ̂ ^^(^9/)^-F(^<p),

(i)0. HÔLIÏRR, Zur Théorie cler trigonometrisahen Reihen [Mathematische Ânnalen,
Bd. XXÏV, i834 (p. ï8ï-2i6), p. i3<].

Ann. Éc. Norm., (3), XXXI. - MAÏ 1 9 1 4 . ^
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dans laquelle l'intégrale est prise le long du petit cercle de centre j3, ç)
et de rayon sphérique h, d s ' désignant l'élément d'arc au point (&', y')

. i r < • ^F^O:/^)et ^(A) == 2îî sinA le périmètre du petit cercle. Le quotient————^—
sur -

est l'analogue cherché de D,/^; À). Nous appellerons/^ra/n^ géné-
ralisé de Beltrami sur la sphère et nous noterons par A;F(2r, ç) sa
limite pour h === o ; cette dénomination est due au fait que A^ F est égal
au second paramètre deBellrami

ï à / ^ àF \ i à^ F
A.F(^9)=^^^^)^^^

lorsque F(&, y) possède une différentielle totale du second ordre. Les
propriétés d'extrémum données par le théorème VI nous permettront
de montrer que toute solution cont inue de l'équation A^F = o est une
fonction potentielle sur la sphère; elles nous permettront encore
d'établir le théorème fondamental suivant, analogue d'un théorème
de Riemann :

Étant donnée une suite quelconque de constantes a^ a^ ..., a^ ....
telles que lim •̂  = o, la fonction

n=oo \/ri

^^—i^^1^0^
7ÎÏ-S1

est une fonction continue sur la sphère, pour laquelle, sauf peut-être
pour^ ==== o, & == TC,

I^A^AI^,
/^o . h"~" sin-2

et telle que, en tout point de convergence <^e^<^P^(cos5),
00

A;F(2r)=:^^P^(cos^).^ K \^ ) — / , ^n ^ n\

nssï

On déduit facilement de là le théorème d'unicité suivant, relatif au
problème de Cantor :
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Pour que la série ̂ . a^ P^ (^) converge vers zéro en tout point de l'inter-

valle (— i, 4-1), à l'exception au plus des points d'un ensemble réductible,
il faut et il suffit que tous les coefficients a^ soient nuls.

La première démonstration de ce théorème est due à M. Dini (^qui
y est arrivé par une méthode exigeant des calculs très laborieux. Le
théorème d'unicité elle théorème donné plus haut permettent d'aborder
le problème de du Bois-B.eymond de la même manière que dans le cas
des séries trigonornétriques et de l u i donner la solution suivante :

I. Si la série^a^^ (oc) converge en tout point de F intervalle (—1,4-1),
/( == 0

à l'exception au plus des points d'un ensemble réductible, vers une fonc-
tion f(x) bornée dans cet intervalle, on a

a,,=^±l r4"/^)!^)^.
2 J^

II. Étant donnée une suite quelconque de constantes a^, a^ ..., a^, ...,
la condition nécessaire et suffisante pour quil existe une fonction som-
mable f(x) telle que

a^^±l Ç f{x)l\{x)cix ( ^ = 0 , 1 , 2 , . . . )2 J^i
M r/'»>"-

estque la sériel a^ \ P^(^)Ar converge dans touti'intervalle (— i, +i)
»/._ i

n^fi -
/*•*'

vers f /(«^) doc (2 ).
J-1

Nous avons besoin dans le cours de ce travail de quelques théorèmes

( !) U.DINI, Sulla unicità degli svituppi délie funzioni di una variahile in série di
funzioni Xn (Àimall dl Matematica pura ed applicata^ serio 2", t. VI, 1874, p. 2i6-
2a5).

( î ) Les résultats du présent travail ont été annoncés dans ma Note : Les problèmes
de Cantor et de du Bois-Refmond, dans la théorie des séries de polynômes de Legendre.
[Comptes rendw de l'académie des Sciences (Paris), t. CLV, ^ semestre 1912, p. 897-
900),.
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relatifs à l'ordre de grandeur des coefficients d 'une série de polynômes
de Legendre; comme ils ne manquent pas d'intérêt en eux-mêmes,
nous croyons faciliter la lecture en consacrant le Chapitre 1 à leur
démonstration.

CHAPITRE I.

L'ORDRE DE GRANDEUR DES COEFFICIENTS D'UNE SÉRIE DE POLYNOMES

DE LEGENDRE.

i. Une condition, nécessaire de convergence de la série^.a^nÇoc\ —
Soit P^(^) le polynôme de Legendre d'ordre n

P^):=^^(^,). (, ,=o, I ,2,__).

Les relations connues

/"+1 a r^{
(0 ; [P^)P^=———- / P/,^)P,(.r)^=o (m^én)J-i 2 H - ^ i j_^

montrent que les fonctions i/^-^P,^,^) forment un système ortho-
gonal norme pour l'intervalle (— i , + i). Notons le théorème suivant,
analogue d'un théorème classique de Canlor sur les séries trigono-
métriques :

THÉORÈME I. — Pour que lu série ̂ .cc^nÇx) converge en tout point de

l'intervalle (—- i,4- i), à l'exception au plus des points d'un ensemble de

mesure nulle, il est nécessaire gué lim-^: == o.
n^^yn

La première démonstration de ce théorème est due à M. Dini ( f ) ;
elle consistait à le déduire du théorème de Cantor en util isant les for-
mules asyrnptotiques que nous donnons plus loin. La démonstration

( a ) U. DINI, Sopra le .ferle difunziûni sferiche ( AnnaU dl Matematicapwa ed appli-
cata, série 2", t. VI, 1874, p. x ï a - i 4 o , 2o8-âi5).
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suivante, plus directe, prend pour point de départ le théorème gé-
néral ( 1 ) :

Si les fondions fnÇ^') forment une suite bornée de fonctions, bornées
dans F intervalle (a, (3), telles que

^
\ U^W^ dx'ï.cei>Q (^=0, Ï , 2, ...),

*- a

la relation llm a,, =•- o est une condilion nécessaire pour la convergence de

la sériel a^(;r) en tout point ̂ (a, p), à [exception au plus des points

d'un ensemble de mesure nulle.

Pour appliquer ce théorème, nous aurons besoin de la formule
asymptotique (2)

— — — — ^ ( ^ S r ) j

(,) ^(^^-V.^^
[o<Y)^^—yi, |a(n, &)| <M(YI), ^==0, i, 2, .. .]

valable dans tout intervalle (Y], TC - Y]), Y] > o et dans laquelle a(/î. &)
est une fonction bornée de & et de n dans cet intervalle. Il suffit de
prendre

/,,(^)=\/7iP,,(^), a==-i4-^ (3=:i-Ê (o <£<i),

pourvo i r au moyen de cette formule que la sui te fn{^} remplit les
conditions du théorème et pour en conclure que pour la convergence
deVa,P,/^)==y^A(^) dans ( -1 -^ £, i-£), il est nécessaire^ '\ / ^à ̂  ^

qne lim^ = o. s étant arbitrairement petit, il en résulte bien le théo-
n==«î \/ri

rème I.

2. Les coefficients de Legendre d'une fonction.sommable. -/(^) étant

(1 ) M-PLANCHEREL, Satze uber SfSteme heschrànkter OnhogOHalfunktionen {Mathe-
mcttische Annalen, Bd.LXVIIÏ, 1 9 1 0 , p. '270-278),

(2) yolr, par exemple, E. HEINE, Handbuch der Kugelfunktionen (Berlin, Reimer), Bd. I,
1878, p. 178.
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une fonction sommable (intégrable au sens de Lebesgue) dans
l'intervalle ( - — l y •+-1), nous pouvons former les expressions sui-
vantes :

û^^2-^—— I ^ f(x)Pn{^)d^ ( /Z=0, I, 2, . . .),
2 ^-l

que nous appellerons les coefficients de Legendre de ,/(^). La sé-
00

rieVa^P^Ç^), abstraction faite de sa convergence ou de sa divergence,
;ri=;0

sera la .yen^ rf^ Legendre de /*(^) et /(^) sera dite la génératrice de
cette série. L'inégalité connue

(3) |P,,(^)1^ (-i^4-x)

entraîne immédiatement

, , ̂  2 n -+- ï /^+ 1 1 /./ . i ,KJ5;—-—— / \/{x\\dx.2 ./-i

Une estimation plus précise de l'ordre de grandeur de<^ est donnée
par le théorème suivant :

THÉOE^ÈME II. — S i Ici fonction fÇ^) est sommable dans V inter-
valle (-— i, + i) et si Fon pose

.a^= a^——î. j ,/(,r) V^x')d.x,

on a
lirn ̂  ̂  o.

n^w n

Tout revient à démontrer que
^+1

lim f f(^) P,i(.^)^==o.
- n sx us J_ ^

Oi:,/(*r) étant sommable, on a
,.~1-4"S .1

lim y |/(^)|^==o. l im \ \/{x}\dx-^.o (e>o) .s= o»/^i î=o»/^g
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Nous pouvons donc, S >o étant pris arbitrairement petit, déter-
miner £ == £(S) par la condition

/ /.--l+S ^ \

\ +/ 1/ (^)1^<^;
\ J ̂ . l ^l - E /

par suite, d'après (3), pour toute valeur de n,

a-i+e .1 \

+/ /(^)Pn(^)^ <Ô.
l ^i-e/

D'autre part, la formule asymptotique (2) montre que, dans l'inter-
valle (— i -+- £, i — £), Pn(^) tend uniformément vers zéro avec I-; par
suite,

/ ,1-E

lim f /(^) Prt(^) ̂ == o,
ra =: <» i/_ ^ ̂ , g

et à partir d'une valeur N == N(c, §), nous aurons
^i-e
/ /(.z")P,,(^)^ <ô ( / î ^ N ) .

J ̂  l + e

Par conséquent, pour /z^N,

f 1 /(^)P,.(^)^ <2Ô.
<7«.i

ce qui démontre le théorème.
11 est d'ailleurs impossible d'obtenir une relation asymptotique plus

serrée pour l'ordre de grandeur de a^. On peut, en effet, montrer, en
s'appuyant sur un critère de M. Lebesgue (1), qxl'iln existe pas de fonc-
tion non décroissante ç(n), telle que l imç(Tî) ==co et pour laquelle la

nss. «

relation lim a,^ •^ === o ait lieu, quelle que soit la/onction sommciblefioc).
n =s oo ^

La comparaison du théorème I et du théorème II ainsi complété

(1 ) H. LiîBB8(iUH;,tSWles intégrales singulières [Annales de la Faculté des Sciences
de l'Université de Toulouse^ 3e série, t ï, 1909(1}. 25-117), p. 5%].
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montre qu'il existe certainement des fonctions sommables dont la série de
Legendre diverge sur un ensemble de points de V intervalle ( — i, -1- i) de
mesure non nulle. L'existence de ces fonctions est connue depuis long-
temps. M. Darboux (*) en a donné le premier exemple, que voici. La

fonction/(a-) = _',^ ,(o <p <i) estsommable; ses coefficients de

Legendre
— a^+i r^'p Accise _ r ( i — / ? ) (a / t4 - i ) r (« -4-^ )a " - — 2 J L . (i -xY ~~ r(^) u/\r(/(+2-/')

ont pour valeur asymptotique, d'après la formule de Stirling,

a^2" /'r(l-^)^-1(.+^), lim^-o.
l ( ^ ) ^=00

3On a donc, pour/?^ , ?

Hin^^oo, lim^=o.
n= oo un /?="•» ^

La série de Legendre de - diverge donc nécessairement sur un

ensemble de mesure non nulle de l'intervalle (— i, + i) lorsque p^^

3. Les coefficients de Legendre dune fonction de carré sammable, —
Lorsque/(^) est de carré sommable dans l ' intervalle ( — 1 5 4 - i), les
formules (i) permettent de vérifier l ' identité

4-1 r n "F y4"1 ^ ->a2
f \f^}^a^,W\d^ [/(^P^-liT-^7'J^ L /-o J 1 ^0

dans laquelle dp représente encore le coefficient de Legendre de/(;r)
relativement à P/(.xî). Le premier membre de cette identité étant ^o,

(1) G. DABBOUX, Mémoire sur l'approximation des fonctions de très grands nombre!?,
et sur une classe étendue de développement en sériefi [Journal, de Mathématiques pures
et appliquées, 3e série, t. IV, 1878 (p . 5-56, 377-4ï<>), p. 393]. — Cf. encore L. PEÏÉR,
Ueber die Laplacesche Relhe [Mathematîscîiû Âimalen, Bd. LXVIÏ, 1909 (p. 76- ïo9)î
p. 100].
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il en découle l 'inégalité

V <laï :£ f [/(^)2]^.
^-rf 2/> -4- I -J_, l-/ ' / J

/>=0
OS

La sériel. —~1— est donc convergente; son terme général tend par
/,t=o

conséquent vers zéro avec ï-- Par suite, lim —=^=== == o, c'est-à-
n n = w \/2 /l -h 1

dire lim — == o. On peut donc énoncer le théorème suivant :
/ï== se V/l

THÉORÈME III. — '̂ /a fonction /(.^) estdecarré sommable dans Vinter-
valle (— ï , 4" ï) et si l'on pose

a,, == lîn—^ \ f( x) Pn ( x ) dx,2 .^i
o/^ a

,. ^nlirn —= = o.
n = co \//z

Ce théorème peut, comme le précédent, être complété parla remarque
quT/ n'existe pas de fonction non décroissante cp(/î), ^/fe ̂ e limîp(^)===oo

n==: o»

oour laquelle la relation lim a,̂  '—i === o a^ ̂ ^ quelle que soit la fonc-
n-.w \/n

tion /(^) ^e carre sommable. C'est une conséquence immédiate d'un
autre théorème de M. Lebesgue (1).

Siy(.r) est de carré sommable dans le voisinage des points — ï
et 4- x et simplement sommable dans le reste de l'intervalle, plus
précisément si les intégrales suivantes

^[/(.r)]^, f \f^)\dx, f [/(x^dx (-i<a<p<i)
^-i Jy. .^p

existent, nous décomposerons

a01 r^ r l \ 2 / 1 4 - 1 ./ , n , , ,a^== ^ + ——-—— f{^}Ï\,{x}€lœ
, - l ^a ^p / 2

== a;, •4- a;, + <•

(1) ,Z.oc. c^., p. 55,
^^. £'c. 2Vorm^ (3), XXXI. — MAI 1914 . 30
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Le théorème III appliqué aux fonctions de carré sommable f^{oc)
et/a ( x ) définies par

/^)==/(^) (—i^<a), /s(^)=o (-i5^5 (3 ) ,

/^)=o ( a^^ i ) , /2(^)=/(^) ((3<^-H),

montre que ̂  et^ tendent vers zéro avec i- D'autre part, l'emploi
\//i \/n n

dans l'intervalle (a, (3) de la formule asymptotique (2) ramène la
//

recherche de la limite de -à à celle d'une intégrale
\ln

Ç /(cos2^)slI^ i2^cos^^+- i)s— î1 ̂  (o <^< p^< TT),

limite qui est nulle d'après un théorème classique de RJemann, vrai
encore pour les fonctions sommables (1). Par suite, donc lim-^= == o.1 n=sw\/n
On peut en conclure que si les coefficients de Legendre a^ d'une fonction
ne vérifient pas la relation \wa—=o, cette fonction n'est pas de carré

n^»\/n
sommable dcins le voisinage de l'un au moins des points — i, + ï. La
réciproque n'est naturellement pas vraie; ainsi la fonction

• i /_r^ 3\
( i_^)^ ^ 2 = ^ ^ 4 7

n'est pas de carré intégrable dans le voisinage de x == i et cependant
ses coefficients de Legendre sont tels que — tend vers zéro avec -•y/i n

4. L'intégration terme à terme d'une série de Legendre» — De même
qu'une série de Fourier, une série de Legendre peut être intégrée
terme à terme. C'est ce qu'indique le théorème suivant de M. Dini :

THÉORÈME IV. — Si la fonction /(^) est sommable dans l'inter"

( l ) Voir^ par exemple, H. LtSBEâGUE, Leçons sur les séries trigonométrique$ (Paris,
Grauthier-Villars, i9û6)/ p. 61.
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valle ( -— i, -+• i) et si l'on pose

a^^^r'f^P^dx
2 ^'— i

r^'la série Y^/z \ ^n.{^)dx converge uniformément dans tout Uinter-
TI==O ''/""1

wlle (— i, + t) vers f f{x)dx.
fj_ ^

f^X

\ fÇx) dx est une fonction continue à variation bornée; elle peut
» / — i

donc se développer en série de Legendre

r/(^) dx^ /^P.(^), b^ ^——f^d^ PnWff^)^
"" 1 n = 0

( — T ^ ^ + l ) ,

uniformément convergente dans ( - i ,+ i ) (1). Intégrons bn par
partie

^^^\^f^^fi\^d^- 9-^tiy>"^/(^p.(s)^.
La relation

M> / ^ ^P^-^C^) ^^>«-l(^) .(4) (an+.)P,^)=——^——-——^——

montre, puisque P/^, (- x) = P/,-. (- i) = ( - i)"^, que

(^ ̂  i) F1 ?„(£) ̂  == P,^, (A-) - ?„_, (a?).
"—l

Par conséquent,

&,= în+l r 1 /{•£,) d's, r 1 P,,(^) dî,-l- r'fw [v,^w- P.->(^)]^;2 j_i ^-i ''^-t
( ') roir, par exompio, U. JOUDAN, Cotir.f d'Analyse, t. Il (Paris, Gaattiier-Villars,

1894), p. a59.-a54.
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et, en tenant compte des relations cTorthogonalité (i ) pour m = o,

, I , Cïn-i ^ra-t-1 t _ T 9 'Î ^b,=a,-^ ^^-^-^^ ( / î - 1 , 2 , ^ . . . ) .

Il vient donc

C' ci ^ ^ /' • I \o V / "n-l a"^ \u ( v\j^ fW^==(a,-^a^P^^^^^-^-^)V,^}.
1 n'== 1

La somme des TI-+- 2 premiers termes du second membre peut s'écrire

ffo(p^p^i^(p--p-)-i?ïl3p'-.-^p-
V==l

c'est-à-dire

i ̂ f^) ̂  - [îî^?^-) -+- îîîhp- o] •
V=l 1 1

Mais, comme en vertu du théorème II et de l'inégalité (3), le dernier
crochet tend uniformément vers zéro avec ̂  dans l ' intervalle (—1,4-1) ,

il résulte immédiatement de la convergence uniforme de^^I\(.r)
y'*^' .. r^'

vers ^ f{x} ocelle dej^a,, ^ P^(,^)^vers la même fonct ion.
«7». i ./-̂  i

Le théorème IV nous donne la condition nécessaire suivante pour
qu'une série de polynômes de Legendre possède une génératrice :

w

Pour que la série des polynômes de Legendre ̂ ^/J\(^) possède une
ri •=s 0

w />ï-'
génératrice somrncthie f(oc) il est nécessaire que la série ^^0^ ^ P^(*r)âî*r

»y _ ï
n^-O *

/».'"

converge (^uniformément) dans l'intervalle (— ï, -{- ï) vers \ f(x)dx.
J.^.i

Nous verrons plus loin (théorème XII) que celte condition néces-
saire est aussi suffisante. Bornons-nous, pour l'instant, à noter deux
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conditions nécessaires à l'existence de la génératrice et plus simples
que la précédente :

i° II est nécessaire que lim ̂  = o. Ceci résulte du théorème II.
/l == 00 /< . N ,

2° II est nécessaire que la série ̂  ̂ ^ \^~- i """ 2^3} con"
verge, car

r/(;y)^=^M\(^)^-i o
étant de carré sommable, la série V —2L— converge.

CHAPITRE II.
LE SECOND PARAMÈTRE GÉNÉRALISÉ DE BELTRAMI SUR LA SPÏÏÊRE.

5. Sa définition. — Introduisons sur la surface sphérique de
rayon i :.r2 4-y•2+-s2^ i les coordonnées polaires &, ç par les for-
mules

x :=; sin2rcoscp, y === s i t » ^ s iny , s == cosSr (o^Sr5'3T, o^ cp ^ 2 T r ) .

L'axe des 5 est donc pris comme axe polaire, S- est la distance (sphé-
rique) polaire et y la longitude. (5, 9) et (&', ̂ } étant deux points de
la surface, leur distance sphérique co est donnée par
(5) cos&)=CôsS^cos2r /-+• s in3 's in^cos(cp — îp 7 ) .

L'élément d'aire au point (S-\ ç') a pour valeur
(6) ch'^ w^' d^' dçû'.

Pour trouver sur la sphère une expression qui joue le même rôle et
possède les mêmes propriétés que le quotient

f^^h)^-f{x—h)—2f(x) _a r/(.r+A)+/(^ -A) _^^1— — — — — — — — — — ^ — — — — ^ _ ^ ^ ^ ^ ^. ;j

sur un intervalle, nous formerons, F(&, 9) étant une fonction continue
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sur la sphère, l'expression

A, F(2r, cp; h) = —— Ç F(^, cp1) d^ - F?, 9),
"V/ ^0>=/i

expression dans laquelle l'intégrale est prise le long du petit cercle de
centre (S", y) et de rayon sphérique A, cU désignant l'élément d'arc au
point (5', <j/) et sÇK) •= f ds'= 2T:sinÀ le périmètre de ce petit

^(ossA

cercle. On voit que A^PCS", cp ; À) est simplement la différence entre la
valeur moyenne de F sur le petit cercle OD == h et la valeur de la même
fonction au centre (&,cp) de ce petit cercle. Si nous menons par le
point (2r, y) un grand cercle quelconque C et si nous notons ̂  l'angle
de G avec le grand cercle jo ignant (S^y) à (S', 9') nous aurons
^y== sinhd'y et l'expression donnée pour ÀaF(5 ' ,ç ;À) prendra la
forme
(7) A2F(Sr , y ; A ) = — / F(^ a/) ̂ - F(^ y).ï

' </7 (x> ••=; h•<? T(> , /,. ,

Le quotientAÎF(:wi) est l'analogue cherché ̂ f^W^-^.
sm" —

2

S'il tend vers une limite finie lorsque h tend vers zéro, nous appel-
lerons cette limite le (second) paramétre généralisé de Beltrami et nous
la noterons
(8) AÎF^yî^limMI^i^.

Â a a o siri2"
2

La raison de cette dénomination est la suivante. Soit (7 le grand cercle
passant par le point (£r, y) et orthogonal à G; soient ̂ , ̂  les distances
sphériques du point (â',^) aux cercles G' et G. En affectant ces
distances d'un signe convenable, on a

Notons encore
^i== sino> cos^\ ^2== si,n&) sin^'-

F^,^)^^,,,).

Si la différentielle totale du second ordre de u{s,,s^ existe au
point .^==.^==0, auquel cas nous conviendrons de dire que F(&,o)
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possède au point (S", cp) une différentielle totale du second ordre, nous
aurons dans le voisinage de s^= s^= o

. . , , r à u ( o , o ) à ^(o, o) 1
u{s^ ^2) =^(o, o) 4- —————-.îiH- ————^

| O^i <7.?2 J

r [""^^(o^) < à ^ u f o ^ o ) à^u(o, o) ,1+ ii [ — ^ ' - + 3 -À-'-'2 -1- —ssï—'n
-h (<?i^ -+- 3<?2.?i^4- e'3.îj ).

avec
l im ^i == o, lim e^=-o, lim ^3==o.

A-I==O, .Va'==0 »'!=== 0, .s'a ==0 j"i==0, .y2==0

On aura donc, dans le voisinage du point (&, 9),

in/r / /'. m / r ^ • [ à u ( o . O ) ,, ^ ^ < ( 0 , 0 ) . , ,~|F(S-\ y') =F(&, ç) 4- sino) ————^cos4/4- ———•—'-sm^
L ^'^i ^2 J

sin2^ rrf5 ^(o, o) . ,,
-h———— ———'————^COSâd;/

2 L ^'ï
^^/(o^) ,, . ,, ^2 a(o, o) . - , , n^^-^ijr^^^—^t-81^^^

l im maximum | £ | == o.
û,)==o oS^ 'SaTc

De là résulte que

,_A,F(^, 9 ; /Q _ ^ a ( o , o) , ^ a (o ,Q)
1 * IIJI ———————,——— — ———r—;——— "+"". ———^—s——— •
/.=0 ^2^ ^{ ^1

à

Or, cette dernière expression n'est autre chose que la valeur Aa F (S,®)
du paramètre du second ordre de Beltrami sur la sphère (*). En fonc-
tion des coordonnées S", y, A^F s'exprime par

. , . r— ^ f à ( . ^ f)F\ i d^(9) A,l-(^9)=^^^(sm^)+^^^.

Nous avons ainsi obtenu le théorème suivant :

THÉORÈME V. — En tout pointa, y ) où la fonction F(&, ̂ possède une

(1) Foir, par exemple, E- PICARD, Traité d'Analyse (Paris, Gauthier-Villars), t. II,
1905, p. 539-540.
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différentielle totale du second ordre^ le paramètre généralisé de Bel-
trami^FÇ^y y) existeetest égal au paramétre du second ordre AaFÇSr,^).

L'équation aux dérivées partielles des fonctions sphériques étant
précisément

(10) As P^(cosco) •+- n(n -l- r ) P^(cosc>)) = o,

nous concluons immédiatement que

(11) A ^ P ^ ( C O S C O ) =—^( / î -4-ï)P, , (COSûô).

En particulier, pour n === o, i,

(12) A^(const.)===o, A^ ces c«)==—a cosc»), A ^ s i n 2 — ==-A^( i—cos&))===cosû) .?i &

Nous pouvons encore obtenir ces formules en partant de la formule
d'addition des fonctions sphériques. En prenant pour le cercle C le
méridien passant par (9-, cp\ cette formule s'écrit (* )

Ïl

(x3 ) P^(cos^)=P/,(cos^)P/,(côSo))+^a^P,,,(cos^)P^(cosc<))cos.y^,
,y-=l

a^ étant une constante et I\^ une fonction dont les valeurs explicites
sont sans intérêt pour nous. L'intégration de (x3) le long du petit
cercle œ = h donne, ' y variant de o à 211:,

/.2ÎT

( i4) A , P , , ( c o s & ; A ) = = — / P^cosy^-P^côs^)
^ T C . / Q

==-P^COS^)[I-P, ,(COSÀ)].

Il nous suffit donc de chercher la limite de i^p^cos l ) . ̂  substi-
- -, hsm^—̂

(1) Voir, par exemple, HEINE, lue. cit., p. 3 i ^ / — JORDAN, loc, cit., p. 245-a56. —
R.FRÏCKE, Ânaiftisch -funktioaentheûretische Forlesungen (Leipzig, Teubner, 1900), p. 45.
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tution S == cosA donne

i- IV(cos/Q_ i-l\(g) ,P^(r)-l\(Q
—————-^———— __ ————^ = ̂  ————^————— = 2 P ;, ( 7, ) ( Ç < m < 1 ).

sin^ ^(i-O <;

La l imite cherchée est donc 2!̂  (i). Or, la formule (4) donne, pour
x== i,

1^+1(1)—Pn- i ( l )= 2 / 1 + 1

et, comme P,(i) ==•0, P^( i ) === i, elle donne par récurrence7

P ^ T ^ — ^-i-Oi ^ ^ i j — ——^——.
Par conséquent
/ ^ \ ,. ï — P/,(COS/<)( 1 0 ) lim ————-——' =:n(n -+-1).

A=»-o . « Às m2 --ss
et l'on retrouve bien

A^ P/,(cosS-) •=— ^(/t -4- x ) P,,(cos&).

6. Propriétés d'extrémum du paramètre généralisé. — De la défi-
nition de A^ F(5-, o;A) résulte immédiatement qu'en tout point où F(5, ç)
est minimum, AaF(S- ,ç ;A) est^o lorsque A est suffisamment petit;
par suite, si A^F(£, y) existe en ce point, sa valeur est certainement^o.
De même, si F(&, ^) est maximum au point (5, y), pour A suffisamment
petit AJ^â, ç;Â) es t^o et A!;F(S-,9)5o, au cas où cette expression
existe.

Soity(â,y) une fonction cont inue dans un domaine sphérique
simplement connexe û, nul le sur le contour T de ce domaine et telle
qu'en tout point intérieur du domaine A^/(S-, ç) > o. Il est facile de
montrer qu'en tout point intérieur de û, /(&, cp) est<o. Appelons, en
effet, M le maximum de/dans le domaine. Si M était >o, ilexisterait
à l'intérieur de û un point (S, -/]) où /('S, T]) == M, c'est-à-dire où/est
maximum. En un tel point, on aura i t A;/(^T])^O, contrairement à
l'hypothèse faite que A^/est >o à l'intérieur du domaine. On ne peut
donc avoir M > o; comme, sur le contour r,/est nul le , on a donc M=o.
De plus, en aucun point intérieur de Û,/ ne peut être nulle, car pour

Ànn, Êc. Norm,, (3), XXXI. -- JUIN 1914. 3î
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la même raison 'que plus haut A^/ serait 5o en ce point. On a donc
bien/(&, (p)<^o en tout point intérieur de û.

Considérons maintenant une fonction G(y, cp') continue dans une
calotte sphérique de centre (S", y) et de rayon sphérique h. Supposons
de plus que AÎG(3"', y') existe en tout point intérieur de la calotte et y
vérifie l'inégalité A^G(&', y') ^> o. Nous allons voir que, dans ces
conditions,

G(^ y )<— f G^^^d^.
'"'7T*^)=A

Formons en effet la fonction potentielle H(.y, 9') prenant à la frontière
de la calotte les mêmes valeurs que G(5', y') et régulière a l'intérieur
de la calotte (1). La fonction /(5\ y') = G(^\ ̂ ) - 11(5', y') est
continue dans la calotte, elle s'annule sur la frontière eu == A et à
l'intérieur de la calotte

A^/== A^G — A^H — AÏ G — AJ1 = A^ G > o.

Par conséquent, pour c^ <^ À, /(S-^ cp') < o, c'est-à-dire
Gp^^HC^).

En particulier donc, pour co === o,
G ( ^ y ) < H ( ^ 9 ) .

Or, en vertu du théorème de la moyenne relatif aux fonctions poten-
tielles sur la sphère,

H ( ^ y ) = - — f H(^<p^4/,2'7r'^)^

et, comme pour co === À, H (à', ç') et G (5'', y') sont égales, on en conclut

G^^<^f G(^<p')^

( 1 ) Par fonction potentielle H (2^,^), nous entendons une solulion de Inéquation
As H (2r', (p^ss o. Une fonction potentielle est dite régulière dans un domaine lorsqu'elle
est bornée dans ce domaine et possède en tout point intérieur du domaine une différen-
tielle totale du second ordre continue. Au sujet des propriétés des fonctions potentielles
sur une surface et du problème de Diriûhlet relatif à ces fonctions, on pourra consulter
E. PICARD, Traité d 'Ànalf^e (Paris, Gauthier-Villa rs), t. II, 1906, p. 538-54o.
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Si nous avions supposé qu'à l'intérieur de la calotte A^G était <o,
nous aurions obtenu inversement

G ( ^ < p ) > — f G(^,</)^.
-"t ^(ù=/l

Nous sommes maintenant à même de démontrer le théorème suivant ,
très important par ses conséquences :

TÏÏÉOKÈME VI. — Si la/onction F(Sr, y) est continue dans un domaine
sphérique û simplement connexe et possède à l'intérieur du domaine un
paramètre généralisé A^F borné

m^F(^9)^M;

alors, en tout point intérieur de û et pour toute valeur de h ( <^ 7T ) assez
\ rl / .

petite pour que la calotte de centre (9, y) et de rayon sphérique h soit
tout entière dans (î,

^_m._^^,V{3, y; h) ^ M ^
cos/z =: . « A = cosAsni2 -

2

Considérons, en effet, la fonction suivante du point (S-', <p^) :

G(^)=F(^ ̂ -V(3, y)+ fc- AÎF(sr- y !l'1] sin^,

L si"2î J
dans laquelle À répond aux condit ions posées par le théorème et où G
est une constante quelconque. Cette fonction du point (S"', ç') est
continue dans la calotte œ $ À ; elle s'annule au centre (2r, y) de cette

* calotte et l'on a, en se rappelant la définition de AaF(&, y, A),

^f^^^^^^C^^

Prenons d'abord la constante C positive. L'expression précédente est
alors positive, et comme G (S", y) == o, nous aurons

G ( ^ y ) < — l G(2r^)^.
- " • " •^(OsÂ
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Nous en concluons qu'il existe à l'intérieur de la calotte co$ h au moins
un pointa, y.^ pour lequel A;G(^,<p.) est ^o, sans quoi, d'après
des inégalités établies plus haut, l'inégalité obtenue ne pourrait avoir
lieu. Appelons^, la distance sphérique des points (9-,'p) et (&, ,y , ) .
De A; G(S- , , îp , )^o résulte, d'après (ï 2),

A^^^J-.rC-^^^^lcos^o;

L ^ J
d'où, puisque o^ ,<A<^ successivement

A1F(&4^$<^^F^^)+C-^+C•
sin2 —2

Comme C peut être pris aussi voisin de zéro que l'on veut, on voit que
A2F(Sr , (p ;A)< M g^ ^yg prenons ensuite G négatif, nous obticn-

. .A ^cos/tsin2-
2

drons d'abord
G ( 2 r , y ) > — f G^y')^'

""^(i>=/t

et nous en déduirons l'existence d'un point (Sa» 72) intérieur à la
calotte, pour lequel A: G(^,?2)^o. Nous obtiendrions ainsi l'inéga-
lité

A,F(S-,cp; h) > m F
————————-———• „. ———r "+" \Jf. . A "" ces Asu)-—a

et comme C < o peut être pris aussi voisin de zéro que l'on veut, il en
résulte ̂ (^^.J^ ce qui achève la démonstration. Le corol-I C & U A t t . ^ = ç^y^ 1

Slll2 --
2

laire suivant est immédiat.

COROLLAIRE. — Si dans un domaine sphérique û, A^ F existe et est bor-
née, le quotient A2F(^?; /0 est uniformément borné dans ce domaine,

si il2 -̂

lorsque h tend vers zéro.
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7. L'équation A^F = o. — Si à l'intérieur du domaine û la fonc-
tion F vérifie la relation A^F(£r, y) == o, on aura, dans ce domaine,
d'après le théorème précédent, pour h suffisamment petit,

A2F(2r, 9; A) =o;

par suite, en tout point intérieur de û,

F p , c p ) = — f FC^)^/,
2l'y^ù=h

c'est-à-dire F(5,îp) est en tout point intérieur de û égal à sa valeur
moyenne prise sur un cercle décrit autour de lui comme centre avec
un rayon arbitraire. De cette propriété on déduit comme dans la
théorie du potentiel que les extréma de F dans la calotte co^A se
trouvent à la frontière œ == //. Si donc nous construisons la fonction
potentielle F' régulière dans la calotte et prenant pour 00== À les
mêmes valeurs que F, la fonction F — F' vérifiant encore l'équation
A * ( F — F / ) = = o à l 'intérieur de la csdotte a nécessairement ses extréma
à la frontière a» == h ; comme elle est nul le le long de cette frontière,
on conclut F — F'==o pour o>^A, d'où le théorème suivant :

THÉORÈME VII. — Toute fonction F(2r, y) continue dans un domaine
sphérique et vérifiant en tout point intérieur du domaine Inéquation
A* F == o est une fonction potentielle^ régulière dans ce domaine^ cest^
à-dire une solution de. l'équation As F == o ayant une différentielle totale
du second ordre continue à l'intérieur du domaine.

De même que le théorème précédent est l'analogue d'un théorème
deHôlder, celui-ci est l'analogue d'un théorème classique de Schwartz
sur les fonctions continues d'une variable dont la dérivée seconde
généralisée est nulle dans un intervalle. Si, en particulier, le
domaine Û comprend toute la sphère, comme la seule fonction poten-
tielle régulière sur toute la sphère est une constante ('), on obtient le
théorème suivant :

THÉORÈME VII ï. — Ri la fonction F(&, y) est continue sur toute la

(1) Ce théorème est l'analogue sur la sphère du théorème d'après lequel la seule fonc-
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sphère et si elle vérifie en tout point de la sphère F équation A^ F -= o, elle
se réduit à une constante.

/(&, y) étant une fonction cont inue possédant dans un domaine
sphérique une différentielle totale du second ordre continue, l'inté-
gration de l'équation À2F==/ dans le domaine Q avec données aux
frontières est possible (1) et bien déterminée, et le théorème VII a le
corollaire suivant, dont la démonstration est immédiate :

COROLLAIRE. — Toute fonction F(S", 9) continue dans un domaine
sphérique et vérifiant en tout point intérieur du domaine l'équation
A* F ==/, où f est une fonction possédant une différentielle totale seconde
continue dans le domaine, est une solution de F équation A^F ===/, régu-
lière dans le domaine.

CHAPITRE HL

LA SÉRIE F<&) - - ̂ ^^P,(COS&).

8. Un théorème fondamental sur AÎF(&). — La méthode qu'emploie
Biemann dans son Mémoire célèbre sur la théorie des séries trigono-
métriques (2) est fondée sur là remarque que les fondions cosn.r,

d^ usin nx sont des solutions de l'équation différentielle -772== — n^u.
Riemann associe en effet à toute série trigonométrique

00

f{x) =='V(â^ cosn.x -h bn sinn^)

tion harmonique régulière dans tout le plan est une constante. 1^oir, par exemple,
J. HADAMARD, Leçons sur la propagation des ûruîes et les équations (le l ' H fdro dyna-
mique (Paris, Hermann, igoS), p. 48-53.

( 1 ) Toir^ par exemple, J. HADAMAKD, loc. cit.^ p. 5o.
(2) B. RIEMANN, Ueber die Darstfdlharkeit einar Fanktion durch eine trigûnometrisclie

Reihe [Gesammelte mathernatisc/ie ^<î/"/œ; Leipzig, Teubner, 189% (p, %%7""a65), p, ^4^]-
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une fonction

F(^)==—^ —^ (<^cos/2^ 4- ,̂ sin/i^)
i

et le théorème fondamental de son Mémoire consiste à prouver que la
dérivée seconde généralisée de F(.^) est égale à/(^) en tout point de
convergence de /(^). Si nous remarquons que P^(cosS-) vérifie
l'équation

A^P^cosS-) ==•— n(/i4- i) P/,(cos2r),

nous serons tout naturel lementcondui t , en suivant l'idée de Riemann,
90

à faire correspondre à toute série ̂  a^(cos à) une fonction
i

^^——S^fTT)^^5)

et à examiner si le paramètre généralisé A^F(&) est égal à
00

^<aA(cos2Q
i

aux po in t s de convergence de cette série (1). C'est évidemment vrai
lorsque cette dernière série est uniformément convergente; le théo-
rème suivant, qui est bien l 'analogue du théorème de Riemann énoncé
plus haut, donne la réponse :

THÉORÈME IX. — Etant donnée une suite de constantes quelconques a^,
telles que (2 )
( 1 6 ) Hm^=o ,

n ̂  « \jn

la fonction.
00

(17) F(&)=~^^^l\(cos&) (O^TT)
n ss 1

est continue sur la sphère. En tout point de la sphère, sauf peut-être aux

( 1 ) Cette moitié id^e de Rietnaini erit, à la base des Ira vaux cilAs de MM. Haar et Dini
( 2 ) Et non pas l im—^ =; o, comme le d i t , par erreur, ma Note des Comptes rendus,
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pôles 2r == o, Sr === 'K,

liœ. '̂̂ o
/'=0 sin

2̂

^ en tout point de convergence de la série ̂  a^P^(cos S"),
00

AÎFp)=]^<U\(cos£0.
/i=i

Les formules (2) et (16) font voir que la série (17) est absolument
et uniformément convergente dans tout l 'intervalle o$£r^Tc. F(&)est ,
par conséquent, une fonction continue sur toute la sphère. On déduit
de la formule (i4) que

A,F^t)=i..P.(^)l-=^*>.
n==l

II suffit donc de démontrer que, sauf peut-être pour 5 == o, 2r == rr,

lim^^P^cos^-l^^^
A-^=l / i(/î+i)sm-

A

et que, lorsque ^a^P^(cosS-) converge,
00 ' »

limV^P^cosS)-^^^--^^!*^^-^.
/,..... A és»à , . 1 .. • ,. a 'l' 'a111""A=0^^ i /i(n-4-i)sin2- n=i

Si nous remarquons qu'en vertu de (2) et de (16), a,J\(cos 5) tend
vers zéro avec- ï-pour S-^O.TT, la transformation d'Abel, appliquée
aux séries qui constituent le premier membre de ces deux relations,
nous montre qu'il suffit pour les établir de faire voir, pour la première,
que( 1)

«(^il-''-'00^ —.iî 'i
n=si \fi{n + ï) sin - sin-"^=si

| 2 2

( ï ) roir, par exeœple, RIEMAN^, loc. cit., p. 246-'?48; IL LKBESGL'E, Leçons .mr les
séries trigonométriques ̂  p. 3()-4o et x ï % - n 3 ; E. PICAIH), Traité d'Analyse^ t. I, 1901^
p. ^6i"î64.
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estime fonction bornée de h dans le voisinage de À == o et, pour la
seconde, que

s(A)=-42
sm'-^i

r — P ^ ( C O S À ) ï—l\+i (cOS/ l )
n ( /z -+- ï ) ( n + ï ) ( /A ~l- a ) ^-^Si^7^

sur —/i=t

est également une fonction bornée de A dans le voisinage de h == o.

9. Etude de R (A) et de S(À). — Ce paragraphe est consacré à
établir que B(À) et S (A) sont des fonct ions bornées de h dans le voi-
sinage de h == o et à achever ainsi la démonstration du théorème IX.
rriQ étant un nombre entier tel que m^ ̂  j <^ m^ "4- i , nous décompose-
rons d'abord

00 ^O 00

^|/-,,(A)|=^|/»(/OJ4- ^ |^(/<.)1
n •= / / /n+1

et remarquerons que le théorème VI en relation avec les formules (n)
et (i4) montre que

(18)

Par suite,

r^
sin^

i-P^cos/z)
. , . . ,// "-' cos//-

/(t ( /z "4- ï ) s i n " —
' ' 2

. À . //
s in - , sin -

S 1 ̂ (^ 1 ^ ^o———— < (~ + 1 ) ———
ï ^

. A cos/<
sin- n^i

2

est une fonction bornée de h dans le voisinage de h == o. D'autre part,
d^ 1^(^)1^ —^—^ découleI n \ / l "" ^ ( ,̂  ̂  ̂

9. ï 3 A^ l'-.w 2A, ̂  n ( ft -ï- ï ï '""'" , h m« 4- r " . /ï.. A
Si 1 1 — ^•:1:-.-: ///<)4-l sin — ,//<,.4 ï sin — s iii --

2 • à a

qui est bornée. On voit donc que II^(À) est bornée au voisinage de
À==o. .

.^/^. À*. TVorw^ (3), XXXI. — Jum i[)i4. ^
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Étudions maintenant S (À). La formule de Meliler ( ^ )

^cos(n-{- -) ̂ d^
I\(COS/Q= - / x ' • ( o< / z5 îT ;^= :0 , I , '3!, . . . ) ,

71 Jo v 2 ^ 0 5 ^ — C O S Â )

dont
/, COS^'<Àp

_ 2 r _ _ _ _ _ _ _ 2 , , — —
Tr JQ \/'2 ( COS 4' — COS /Q

est un cas particulier, donne

, ^}=—————— Ç' ^A îLfÏ̂ —
t /^ / / l ( / Z + l ) ( / Z + 8 ) ^ ^ ( C O S ^ — C O S / O

avec

^(^) == sin/^ (^ +• 2) sin T — /î sin —T

r 4^ 3^i ^— ces /^+ ( n -4- 2 ) cos J- — n ces —L •+• 2 cos - -
L 2 2 J 2

Étudions ^(^) dans le voisinage de ^ === <>- Effectuons pour cela la
substitution ^ = ̂  et développons sin y, sin^") cosy, ... en séries
entières. En nous arrêtant aux premiers termes de ces séries alternées,
à termes décroissants lorsque o <; y5 ^? nous aurons

cp3 s, o5 œ2 cp^ s^o8 . ç
sm9=cp-^+^ cos9=ï-^+^~^ s l n^= =••- t

Les grandeurs £1, s^ ... sont des fonctions de y, n telles que, quel que
soit n et quel que soit y compris entre o et -y

/ 7T \
o< £ i < î , o<£a< i, ... ( o <y5 -? n :=r, 2, 3, . . .. •

\ 2 j

On en déduit

tn(1} = T4 [- ̂  I\+ y^P ̂  Pa) + ^(y -4- Pg) + ̂ (8 ̂  P,o) |,
\11/ L12 J

( 1 ) MiSHLKa, Notiz ûber die Dirichletschen. ïntegralciusdrûckG fur dia Kugelfunkuoii
P^(cosS') iM//<^ ûber eine analoge Formel fur die Cylinâerfunktwn J ( x ) ( Mathematische
Annalen^ Bd. V, 1872, p. i4 i- ï44); ^oir aussi, HEINK, /€>6*. cà.y p. 44-
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p, y, S étant des constantes, P,., ..., P^ des polynômes en -r- de degrés
respectifs 4, ..., 10, sans termes indépendants de n et à coefficients
fonctions bornées de cp et de n. Pour n très grand, P,., ..., P^ sont,
par conséquent, quel que soit y dans ( o, ^ j ? aussi petits qu'on veut.
On pourra donc trouver un entier N et une quant i té positive a, tels
que ^ ( 9 ) > o pour o < 9$ ̂ , lorsque n^N. Par conséquent, pour

\ n / 2

toute valeur /i ?N et pour toute valeur o < ̂  5 ̂  on aura ^(f^) > o.
Par suite,
(19) ^ ( A ) > o , pour o < A 5 a - 5 /^N.

/iy== no(Â) étant un nombre entier tel que

/ . ^ ocTr
(20) ^^•^ < ̂ o - i - 1,

nous supposerons À assez petit pour que /?o^> N ; nous décomposerons

i,\^w\=(j,^^\^w\
n s1..-. 1 \ n = l N - 1 - 1 M(, -•(•-1. /

et étudierons séparément ces trois sommes, en montrant que le quo-
tient de chacune d'elles par sin2 ^ est une fonction bornée de h dans le
voisinage de k === o. Nous aurons ainsi achevé la démonstration relative
à S(Â).

Quant à la première somme, comme N est un nombre constant
indépendant de h et que Vim—^ == o, on voit immédiatement que

^o^^
2

son quotient par sin2-^ tend vers zéro avec À; elle est donc bornée
A 8

dans le voisinage de h == o.
A cause du choix (20) de n^y pour N <^^^^o? ^ vérifie la relation

o< ;Â<^— et, par conséquent (19), ^(A) est ^>o pour toutes les
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valeurs de n comprises entre N et n^ II en résulte

2 I^WI^ 2 ̂ ^ ^ [^.(^Q~^.i(^Q]=^-M(A)-/^^
n = N -+- 1

e tde ( i8 ) découle le résultat cherché pour celle somme. Enfin, lorsque
/À>/^,

2; i^)i- 2
/î == Un -(- 1 H == /Z() 4- 1

ft [ Vn ( COS A ) - I\4.l ( COS A ) ] + 2 [ I\ ( COS A ) ~ 1 ]

/; ( /?. 4- 1 ) ( /À + 2 )

P , , ( C O S Â ) —• l\4-î ( C O R À )< V -̂ i01
- Zj /( ̂  4- i ) ( /z -h a )

ffi:=Wo-|- 1

= J i ( A ) + J â ( ^ ) .

De la formule de Mehier on déduit

|p^(coë/<)-I\,,,,(cos^)|

.sir^^.!)^..!^ ^4 . h F1 M> ,, . h.. . s 1 1 1 — i -_____-1____ • < '̂ VI s 1 1 1 _
^ ' 2 ,./o ^^"^^" r̂̂ sT) ^ 1 " <2- / —===^======^ < - - S l l l — /

^ Jo \/a ( ces ̂  — c/os /^ ) TT ^ J^

^. Y^ | i—l\(cos/Q
/ z ( / À +l) (/^ ~h2)

M étant une constante positive indépendante de h et de n. Par suite,

. h^. sm •
M sm - ,,,, .a ?, M , . h•< —— h sin"-"T / 7 -. <- X/l' " /^ ̂  I 2 ^ '21VI / • /(-Ji (À ) 5. M. sin -- 7 -———————r == ———— < —— h sin —

' v / - 2 J.J (/<• + i ) (/z + a) /to -h I aTT 2
Uo 4-1

D'autre part, comme [ i ~ P,/,(cosÂ)[<; 2,

(M

T ^ \ ^ f "V _______Ï______ _ 2 ^ 2 ̂  "\, a^va — .t j ï l1^4 2j ,î(^ +1) (n 4- 9.) "~ (7ï7T7T(7^^ ""^Yoi;

Il résulte immédiatement de ces inégalités que -li-̂ - et t " - ^ / ? donc
SUF— sm-

aussi S (A) sont bornées dans le voisinage de h == o,
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CHAPITRE IV.

LES PROBLÈMES DE CANTOK ET DE DU BOIS-REYMONU.

10. Le théorème d^unicité. — Tous les prél iminaires nécessaires à
la résolution des deux problèmes qui font l'objet de ce travail sont
maintenant terminés, et nous pouvons établir le théorème d'unicité
suivant :

THÉOKÈME X. — Pour que la série ^^P/i(^) converge vers zéro en
tout point de. V Intervalle (— i, •+• i), à l'exception au plus des points
d'un ensemble réductible, il faut et il suffit que tous les coefficients a^
soient nuls.

Soit E cet ensemble réductible;; c'est un ensemble dônombrable,
nulle part dense. Sa mesure est donc nul le , et ( lu fait de la convergence
de Y <^1\(^) dans le complémentaire de E re la t i f à (—i , -+-1), on a

nécessairement, d'après le théorème I, lirn-^:" On peut, par consé-
n •:.--. w \j n.

quent, former effectivement la série (17)

^^--i^^T)1'^—)
n „•= 1

et lui appliquer le théorème IX. Appelons E l'ensemble réductible de
l'intervalle (o, 'n:) (lui résulte de E par la substitution ;r==cos5', et
complémentaire de E l 'ensemble des points de (o, TC) qui n'appar-

ÛO

t iennent pas à E. En ces derniers points ̂  a^P^(cos&) converge vers
n -ssi ()

zéro ; par conséquent,
as

A;F(S7) =^^P/,(cos^)=~a,.
n'^i

Soit ? un point isolé de Ë différent de o, TC, et (a, p), a < f^ le plus
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grand intervalle d'extrémité droite ? ne contenant aucun point de E à
son intérieur. Pour a<^3"<; p, on aura donc AÎF(S') == — Oo ; par con-
séquent aussi, en vertu du corollaire du paragraphe 7, ^F(^)-== — O o ,
c'est-à-dire, puisque F(&) est indépendant de y, d'après (9),

i ^ / . ^à¥\
—.—=- -^ SU] 5"-y- ==— (2o-sinS- à^\ à^ )

L'intégration de cette équation donne
^F(Sr) ==ao l ogs ia^+Ci log taog- +€2 (a<Sr< (3),
À

Ci et Ça étant deux constantes d'intégration. Nous écrirons encore
& S'1^(3') =: (ao loga H- €2) + (ao-t- C i ) log" sin1- -+- ( ao— ^) log cos--*
'» 2!

Si (P» "y)? P < ^ Y » ^^t de même le p l u s grand intervalle d'extrémité
gauche [3 ne contenant aucun point de E à son intérieur, F(S") vérifie
encore l'équation A^F^â) = — a^ pour [î <^ & <^ y ; par suite, dans cet
intervalle,

F(2r) == (ao loga + €3) +• (ûto"+~ ^'i) î^ sin r •+" ( ^o— ^i) log œs^ ((3 < ̂  < y),
jû -A

c^ et ci, étant deux nouvelles constantes d'intégration. Mais, comme,
d'après le théorème IX, au point (3,

,. A ,F (S7 :Â)j im ————'- == o,
A==() . II.s i n —

2

il est facile de voir, en utilisant les développements donnés au para-
graphe 5 et en remarquant que F(&) continue possède dans les zones
a < 2- < (3, (S < 2r < y une di f férent ie l le totale seconde continue, que
cette relation a pour conséquence

^ F ( ( 3 — o ) _ ( ) F ( P + Q )
r^ - <»

et par suite c^ == c^ La continuité de F(&) au po in t ^ entraîne ensuite
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c^ === c^. F(S") est par conséquent représentée par la même expression
analytique dans tout l ' intervalle a << £r <; y. Si l 'ensemble E est formé
d'un nombre fini de points, on obtient immédiatement pour o<^2r<^7:

3' 3'F(3r) = = a o l o g 2 -h- c^-+- (ao-+- C i ) logs in- -h ( < 2 o — Ci ) logcos-"

Ce résultat s'étend par un procédé connu (1) au cas général d'un
ensemble réductible quelconque. Gomme F(&) est encore continue
pour 5 = o, S" = -ÎT, il est nécessaire que a^ + c^ === Oy Oy — ̂  = o, d'où
a^ == c^ == o, de sorte que F(S') ne peut être qu ' une constante

' Vft)=:c,.

L'intégration terme à terme dans (o, Te) de la série uniformément
convergente (17)? multipliée préalablementparsinS' , donne, en tenant
compte des relations (i) pour m = o,

^
\ F(^)sin^<;fô-=:o.

t/O

Par conséquent, €3== ô et F(&) est ident iquement nulle pour o?&5'n:.
Mult ipl iant (17) par I\(cosS-)sinS' et intégrant entre o et TT, nous
aurons donc

0-= ( F(^)P»(cos^)sin^^=-—^— - % — — ,J^ ^ ^ / ^ / ^^ -4. j[ ,^(^ ̂ . ,)

et par suite a^= o.

11. Le problème de du Kois-Reymond. — Alors que le théorème
précédent est une réponse au problème de Cantor, le suivant résout
partiellement le problème de du Bois-Beymond :

00

THÉORÈME XI. — Si la série ^. Ci^^(x) converge en tout point de Vin-
/3!=;0

terwile ("" i, -+" ï), à V exception au plus des points d'un ensemble réduc"

( 1 ) Voir^ par exemple, H- LEBESGUIÎ, Leçons sur les séries trigonométriques^ p. 12%.
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tible, vers une fonction /(.»), éowe'e rfrm^ cet intervalle, on a () )

^^ 2 / t+ l r' '/(^) Pn(a-) dx {n = o, i, a, ...).
2 «/—i

Ici encore, d'après le théorème I, Vim0- == o; par suite la scricum-
A » == 00 \/ /À

fermement convergente

^--i;^^0850
n=l

est une fonction continue sur toute la sphère, cfo' = sino» </oj rf'.j/ dési-
gnant l'élément d'aire au point (5', y'), on vérifie facilement au moyen
des formules (i3) et (i4) que

(ai) A./ /' r/p C P,,(cos&'),/o-';/()
\JQ •^O^p /

•=—3TrP,(co^)[ï-P,/(cos/Q:ir ^pf P,,(cosr.))sinûïrf&)
./o ^o

== r Jp f A^P/^cos^; /<) ̂ / (o:îr:î7r),
Jo ^ M ^ F

et par suite, en vertu de la convergence uni forme de la série (17),

(29.) A / f ^ d p f F(^)^; / / )
\J(i ^^êp /

= 2^^ ̂  P»(cos&) -î-̂ Î p '̂ </p^"F ?„ (cos.>) sin., A>
yt!=s 1

=: ̂  4 f A^FC^; / / )^ .
</'o '•'<<)êp

(i) La condition/(.y) bornée dans rintervalle (— ï , + i ) pourrait être remplacée par
la suivante, plus générale : La fonction f{.x) est de carré sornmable dcmff le voisinage desf
points— ï et +ï , simplement fsornrnabie d<m.f le re/ite do V'intervalle (— t , "+-1 ) 6t telle
que l'ensemble des points dans le voisinage desquels elle n'est pas bornée soit un ensemble
réductible. Qoelques changements insignifiants dans la démonstration donnée conduisent à
cette extension. La restriction f{x} de carré sommable dans le voisinage des points ± ï

, ,. ^/tient à ce que la méthode de démonstration employée exige que Ion ait lim -7= == o,n s;"; ta y n

bn étant le n^"^ coefficient de Legendre de/(^).
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De l'équation différentielle (9) résulte par intégration
/-P . • ir'' r?

f <r/p P,, ( cos œ ) si n c») c/co
../o JQ

sin/'P,,(cos/") — f P/,(cosr) cosrc/r
^ (\ 1 ^ .

/<0+l) | ^ /< ( /AH- l)'

par conséquent la série
/,p

,7. ^ <'/? ^ P/, ( cos ̂  ) " i il a) ^c.j
* n «•''n

est absolument convergente, ce qui assure pour o < S- < T. la conver-
gence de la série

v« r'' r9
^ 0.,^ P,t(cosS') 1 c/p f P,t(cosû>)) sinû,)^c*).

n^ï J{) Jo

Le théorème IX appliqué à f dp f F(&')^/ considérée comme
J {) J (ù ̂  p

fonction de S'y y, donne donc, d'après (22),

/ ^ r / t / < /, f A2F(^; /n , ,(a3) l i in / do I ——"—-—-r/(7
/^oJo J^$p gi^â^

2

==AÎ r dp f ¥ ^ ' ) c { a '
«^0 ^>êp

60 „/- ^p
= 2 TiV a,, P/, (cos2r) ^ c/p f P,» ( cos G) ) sîn ù) âfœ

-^^ t/() *7o
/l==l

=:Va,,f <:/p r P^(cos^)^ (ô<^<7r, o^r^Tr).
'AM »y/i «-/<»><o/ o «-' <»> ̂ p

Or, remarquons qu'en tout point n'appartenant pas à l'ensemble
réductible E(&), d'après le théorème IX,

(24) AÎF(^)=^a„P„(cos2r)=/(cos2r)—ao;
nas î

J/ityl. Éc, Kor/fi., (3), XX,KL • " JCIN 191 ̂ 33



^8 M. PLANCHEREL.

[3 étant un point isolé de Ë, ̂  o, TT et (a, (3) le plus grand intervalle
d'extrémité droite ? ne contenant à son intérieur aucun point de E,
prenons r>o assez petit pour que a -+ - r<p — r. Le corollaire du
paragraphe 6 montre alors, A^F étant d'après (24) bornée dans la zone
sphérique a+r5&$[3-r , que A2F(S^^) est uniformément bornée. ,Asm- —2
en h dans cet intervalle. Un théorème de M. Lebesgue sur l'intégration
des suites uniformément bornées de fonctions ( f ) permet de conclure

r" r w^i^r^r i,,w^
/^o^o J^gp g^^ Jo ^^p^0 sin2-

2 2

=: r cfp f [/(cos^)—^]^
^o <<) ̂  P

(a<a+r^ ï [3—r<P).

De la comparaison de cette relation avec la formule (a3) résulte

(25)
r ^ p f /(cos^)^===^a,, f dp G I\(cos^)^

•^0 ^ ^ ^ P ^s=o 0 - ^ ^ P

(a<a^rë3- ï (3—r<P) .

Nous allons maintenant exprimer d'une autre manière le premier
membre de (^S). /(<^) étant une fonction bornée, nous pouvons
former les coefficients

^^ÎH^l Ç /(^)P,(^)^ (n=:o,i, 2,..,)/^^Lti r/(^p^)^
2 */-. 1

de la série de Legendre dont elle est la génératrice. Le théorème III
montre que lim— == o et le théorème IV amène facilement à conclure

n==oo \1 n

que la série V 6,,P^(cos2r) peut être intégrée terme à terme dans toute

( 1 ) H. LBBESGUE, Leçons sur les séries trigonométriques^ p. i4*
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calotte sphérique et qu'en particulier

f^ f ̂  f /(cos^/a^V^f dp f I\(cos.^)^
\2{•> ) ' '̂0 ^^^p ^0 ^tû^O

— l n ï= 0 -— r

(0^57T, o5r$7T) .

Notons a^==a^-—b^ et remarquons que l im-^==o ; (aS) et (26)
/i == x> y /^

montrent que
co ^.

V<y f/p ^ P^cos^rfi/n-ro (a < a 4- r ̂  ̂  (3 — r < (3 ).
^o ° "^P

La fonction

^^-^-n^f'^f. ^(cosy)^'-'î ^-/ n ( ̂  + i
nssi 0 11/ (A) ̂

. ,271 r'' ^p

/.(^.n—005-7^ '^S/tf^.i)1'"^055'^./ rfP/'' P"(coscù):sin&)rfu

est pour r^>o une fonction continue du point (5, o) sur la sphère.
Par conséquent, en vertu du théorème IX et de la relation précédente,

A;H(&,r)=-^pp F P.^-2^-51^-^)
' Jç. »-//,^'5 /r^ ^>^ /'

(a<a4-/^^^(3-r<P),

c'est-à-dire, d'après le corollaîre de ce même théorème,

AJÏ(^r)=-ao(r).

En intégrant cette équation, nous obtenons donc, c<( r ) etc^r) étant
deux fonctions arbitraires de r,

3'
H(Sr, / - )==ao(r ) lôgsin2r + Ci (r)log lang^ 4-C2(r)

( a < a •+" r 5 ̂  5. ,3 -- r < (3).

La série y an—. I\(cos&) étant absolument convergente,i { n ^ t ) -

- f ' d p Ç I\(cosy)r/a'
/ ^0 ^Û)<P
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r •. 7tayant pour limite -3 lorsque r tend vers zéro et étant uniformément
borné en / , n

i r 1 , r ,, . r . , . , , . r r ' r C 27r(/--~sin/ ') TT„ / dç \ ï\(cos.^)^ , „ / ^/p / da^ ————i———-<3<?»
«-•'n ^MSo *^n •^oSp^0 ^O^P [ ^O - ^ ^P

la série qui définit I I(&,r) est uniformément convergente en r. Par
conséquent, pour toute valeur de &,

I^H(&,.)=^J;^^I>»(cos&).
TISSi

Par suite, pour a < 5 < p,
^ eo ^

lim ao(r) logsin^+ci(r) logtang^+^(r) =-î V —^—I^(cos^).
j"===o L "" J - '""'̂  l t t \ 'v "r ) /

^ «"
ra as 1

Les limites de <^(r) et de ^(r) p o u r r = = o existent donc. Notons-les
^ et 7y^• Celle de ao(r) est j^. Donc

2 a1 ! 2r
^^^^ P^cosSQ = a'o log sinS* + C, log taûg^ -h €2 (^ < 3' < [3).

Une relation de ce genre, avec peut-être d'autres valeurs pour les
constantes C, a lieu dans tout intervalle ne contenant aucun point
de E à son intérieur. En s'appuyant, comme dans le paragraphe 10,
sur la relation

/ » • " \

i^-^^ST.^^^008^71)-0'sin - \n=i
•u

donnée par le théorème IX, on établit d'abord que les constantes Ci et C^
ont mêmes valeurs dans tous ces intervalles. La cont inu i té de la série
sur toute la sphère a ensuite comme conséquence a^== G, = o. L'in-
tégration dans (o, TC) de ^^^—p^(cosâ)sin5 montre encore que
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Ça == o, de sorte que

ÈTT^1^05^0 (°^^
yi==l

d'où résulte immédiatement d^ == ô. On a donc a^== b^, c'est-à-dire
/»4-1

Ctn-==. ^ n l j /(.2?)I\,0)<^.
^-1

Une conséquence immédiate du théorème X en relation avec le
théorème IV est donnée par le théorème suivant :

TIÏÉOHÊME XII. — Étant donnée une suite de constantes quelconques a^,
a^y ..., a,^ ..., la condition nécessaire et suffisante pour qiC il existe une

• fonction sommablefÇx), telle que

On,=:--———— ^ /(;r) Vn{x)clx,
<-'— i

r^
est que Ici série ^ ci-n \ Pn (^) ̂  converge dans tout Vintervalle

J^i• \ n == 0

^ -r

(— I<.y54- i) vers \ fÇoc^dx.
J —\

La nécessité de la condition est démontrée par le théorème IV. La
suffisance résulte du théorème d'unicité. Soit, en effet,

^^1^__! r"1 /(.r)P,(.z.)<te.
^-1

D'après le théorème IV

Ff{x)dx=^bnf V^dx (~i^5i).
^l ^0 ^l

On aura donc, dans tout l 'intervalle ( — 1 , 4 - i)y
60 /,.r
y (<^-- /^,) ^ P,, ( x) dx == o.
^o '~1
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P o u r ^ = = i , cette relation donne a^ " &o== o. Or, de la convergence de

^
.1' /, .r

la série V^ Vn^dx résulte celle de la série Va^ ^ P^(.2;)<te.^1 „. i ' f^
La suite

_ ^
f^{^)-=z:n\/n P^^)^

^o

remplit les conditions exigées par le théorème général énoncé au
paragraphe 1. On le voit facilement au moyen des formules (4) et (a).
On a donc nécessairement lim -^—= o. Comme, diantre part, l im^ == o,

n=^n\jn / »==oo n

il vient, en utilisant la formule (2),

lim (firA^^
yis oo ^

sauf peut-être pour x == ± i. Par conséquent, en notant a!,, == a, - ̂ ,
on aura, en vertu de calculs déjà faits au paragraphe 4, pour
--KX-hi,

o=2^^(.)^=(.^^',)P,(.)^(^_^)P^^
7is=;o ns;l

Le théorème d'unicité nous donne donc

^ ^ = o , ^±-^A_^o,3 2 n — i 2 n + 3

c'est-à-dire, puisque Oç = ^o — ^o "-̂  o,
^==0 on a^=^ (^=o, ï,a,,^),


