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SUR

UNE INTEGRALE DOUBLE,

Psr M. DIDON,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE RENNES.

L.
X, désignant la fonction de Legendre, définie par le développement

(1) (1-——zax—*—a’)”}f:Za"Xn(x

I'intégrale double
[ [RlalXelr) gy,
Vi—z =y —x‘~)

dans laquelle les variables @ et y sont limitées par la condition
x® 4+ y*21, est nulle, toutes les fois que n et 2’ sont différents. La pro-
position est évidente, si I’'un des nombres », n' ou tous les deux sont
impairs; je supposerai donc n = 2m, ' = am'. Calculons donc I'in-

tégrale
f f T flx dy,
yi1—a?—

dans laquelle les variables satisfont encore a l'inégalité a®—+ y*=1
(condition que je ne répéterai plus pour les intégrales quivont suivre),
et ol p désigne un nombre entier positif. Si I'on integre d’abord, par
rapport 4y, elle devient

1.3.5.. (2p—1) [
i 2.4.6...2p —
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Xm(Z) (1t —2a*)dx,
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et, par conséquent, d’aprés une propriété hien connue des fonctions de
Legendre, elle est nulle si p est inférieur & m, et égale, dans le cas ol
p=m,i

1.3.5... (2m —1)

(__I)mzﬂ(2m-+_—1)(2m.+3)...(4m+ 1)

Le théoreme annoncé se trouve donc démontré, et 'on voit de plus
que »

f —)&m:(—i)—x—imﬁy) drxdy=(—1)"27 L3
Joi—zr—y2 : 2

.(2m—1) I

5. ]
4.6 .am fm+-1

De cette derniere égalité on conclut

ff(l—zax+ a‘)—%(x-—- zby'—i—b’)"é dz dy
\/I—-—x’—-—_y’

m=-=
3.5...(2m—1) 1

2 4:6...2m 4m 41

h I

=ar 2 (— 1) (ab)m

m=o
am (*% —L
== (t+a') ?*da,
« /0

si l'on pose yab = «.

Considérons plus généralement le développement suivant :

(2) (x-—zax+a'*>““‘;=E“""~(x),

- ol u représente un nombre entier positif quelconque.
En différentiant u fois, par rapport 2 @, I'égalité (1), on est conduit
ala formule
d-X,(z)

1.3.5. . . (2p—1)a* (1— 2ax + a“)“"_% *V at ————=
BN T L dat

qui, comparée a (2), donnera

X X (2)

P"(“):..a.&..(zy._r) dat

P, () est un polyndme du degré n en o, dont tous les termes ont
des degrés d8 méme parité, on en conclut I'égalité

(3) fanmP»I-(m(n——w—w)““% dzdy = o,



SUR UNE INTEGRALE DOUBLE. 91

st 'un des nombres 7, »’ ou tous les deux sont impairs. Mais je dis
qu’elle a aussi lieu dans le cas ou, n et n/ étant égaux aux deux nom-
bres pairs 2m et 2m', m et m’ sont différents. Pour établir cette pro-
position, je calcule :

[sz,,.(x) y? (1 — 2t —y* )”—% dzdy;

p est un nombre entier positif. En intégrant d’abord par rapport 3 v, on
obtient

w

P‘Jm(x)(l - .Z"")P'H"‘ d.Z'.

1.35 . (e2p—1)1.3.5...(2p—1) [T
2.4.6...(2p—+2pu) I_l

L’intégrale définie, qui entre dans cette expression, est égale &

1 f—*_l(ly'xﬂm-l—p(x)

(1 — &2 )P+ dr,

1.3.5. (ap—1)J_, dzx*
ou A
(___ l)p. -1 ) de (l — x2.)[!+p. )
35 (g, ) g 4
w — 2 \P
par conséquent, comme ﬁl_.(‘_.dx_“':_)"_i est du degré 2p + u, elle estnulle

sip est inférieur a m, et si p = m elle est égale 2

2(— 1) o .23 . {2m+2yp)
1.3.5...(2p.—1) 1.3.5. .. (fm +2p +1)

On déduit de la que I'égalité (3) a lieu dans tous les cas olt # et n’ sont
différents, et, en outre, que

f Pon(z) Pan () (1 — 2 — y"l,"”% dzdy”

LS(2p4+)(op+3). . (2p.+2m—1) 1

=2m(—1) 2.4.6...2m hm—+op + 1

Par conséquent on a

ff(x—-—zax—i—a’)"“";”(l—~2by+b’)~""""'(1-—xz—-y’)“_;“dxdy

* me== 4 @ &

_ - i 2 +1)(2p+3)...(2p+2m—1) o
=an }4 (—1)"(ab) 2.4.6....2m bm+2p+1°

m==0

12,
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?

Lasomme précédente, quand on y faityab = «, peut s'écrire succes-

sivement

m=-+=

27 “ A(epwt+1)(2pn+3)...(2p+2m —1)
Flfo‘ da E (—I)%“1'"+‘P( = v ) y2.4.6,..2m( ’
27

o« !
f o (14 o) g
o

P

Il est & remarquer que I'on suppose, dans la sommation précédente,
« plus petit que r.

II.
On connait le développement suivant :
all
—log (1 — 2ax + a?) =2 2 ™ cos(narccosz).
cos (narc cosz)

Pour abréger, je représenterai la fonction " par R, (x),

de sorte que ’on aura

(4) ~—10g(|——zax+a’)=22£¢"1’l:'(x)-

En différentiant p. fois, par rapport i «, cette égalité, on obtient

"

(2a)y.2.3...(p—1)(i—2ax + @)+ =2 Za" fl__:%%ﬂ7
ou bien '

(1—2az +aiye= 1.2.3. (;;. — r)zv—lzan ill(,/l——‘;—x;(ﬂa
ou enfin

(r—-—za'x—l—a‘)—i*:Za"Q,,(x},
si 'on pose
Qul(z)= ‘ L Rere(2),

1.2.3.. . (p—1)2s dz

Je vais démontrer que l'intégrale

(4) [ [z 0ur)t — a1 pry=dady
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est nulle toutes les fois que n et »’ sont différents, et j'en trouverai la
valeur dans le cas de n = n’. Comme Q, (x) est un polyndme du degré n,
dont les degrés des divers termes sont de méme parité, I'intégrale
précédente sera évidemment nulle, si I'un des nombtes 2, »’ ou tous
deux sont impairs. On n’a donc qu'a considérer le cas de n = am,
n' = 2m’. Calculons

f Q?m (.Z‘ )y”P(l —_—? — :)f" )p.—l dx (l}.,

ol p désigne un nombre entier positif. Intégrant d’abord par rapport
a y, on transforme cette expression en

” 2.4.6.. . 2 (p—1) i
(9.p+1)(2p+3)...(2p+2p.—1)

an (.Z‘ ) (l —2* )P*‘(*“‘:? dx. )

La derniere intégrale définie étant égale a

1 I vt 1 lwcos[(z m —- p.)arc cosx] — e Y dw
1.2.3.. . (p—1)2F 2m + daxt : "
ou encore a
(_ ! )IL 1 - “\[’-f“‘h—-'.l“
A cos[(2m~p)arc cosa] dv(1— 2" 7 da,
1.2.3...(p—1)2*" am—p )| ,

on voit immédiatement, d’apres une propriété bien connue des fone-
tions cos(n arccosa), que, si p est inférieur & m, cette intégrale est
nulle, et qu’elle est égale, sip=m, &

) 3 (—(—-1) 71')0+2‘__1_(2,;,+,,_+x)(2m,+(J,—}-z)...(zm—f—zy.~1).
1.2.9. .(p—I 2=

On conclut de la que I'intégrale (4) est nulle toutes les fois que »
et n’ sont différents, et que Pon a

-/.fQ'm sz(r)(r——x‘-—v Y=t dx dy

(— 1) (mA41)(m=+2)...(m -+ p—1}
1.2.3.. (p—1) 2m -+ .

=T
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Eu particulier, si p =1,

/‘/‘sm narccosz) sin(n’ alccos})dxdr—o
X - 3

V!——.z“ yi—jp?

n étant différent de »’, ou bien
fj sin(no)sin(rn’' ¢’')dodo’ = o,

les variables ¢ et ¢ étant assujetlies a vérifier I'inégalité

cos?® + cos’e’ <.

L’intégrale double

f (1—2ax + @) (1—2by + b*)~# (1 — x*— yr )" dax dy

est égale a |
m=-=
kil migpym (M) (M 2) . (Mg —1)
r.2.3 (e—1) Z (—rab) 2m - &

Cette quantité, si I'on pose (ab)’ = «, peut étre écrite successi-
vement

. dv—i m=+a i} e
1.2.3..o(p.—1) da*—! Z (—1) 2m - 1.
' m=-4x
. dP'_’ — vt (\/ )Qm—i-(t
1.2.3... (p—1) da+— (va) E (= om+

Si . est impair, la somme infinie qui entre dans cette derniére expres-

sion sera égale, au signe pres, 3 arc tanga, diminué des £

~ premiers

termes du développement de cet are tang. suivant la pmssanw, crois-
sante de ya; si g est pair, cette somme sera égale, au signe pres, &

1. « , .« ey A . .
5 log (1 + ), diminué de la moitié des ;’f — 1 premiers termes du dé-

veloppement de log (1 + «) suivant les puissances croissantes de c.
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III.

Alnsi, en résumé, on vient de trouver la valeur de l'intégrale double

B_

. .
(5) ff(!——zax-i-a’) 2(!——2()ﬁy‘+b’) 2(1—x’—y’)* ! dzdy,

dans le cas ol p. est un nombre entier positif quelconque, et ol @ et b
sont moindres que I'unité, et on a reconnu que cette valeur ne dépend
que du produit ab. Ce dernier résultat est une conséquence des pro-
positions que J’ai établies dans le tome V de ce Journal, relativement
aux polynémes V 4 un nombre quelconque de variables. Les fonctions
Vo, wt,me,... & p variables proviennent du développement

*

(6) (1—2ax—2by—2¢z—...+ @+ b*+¢*) “=Za" b ¢"..Vo st .

Considérons les fonctions Vo0, , Vi o.0,.sVa 0,0,.00+ s Viroo0,...» dans
lesquelles les premiers indices forment la suite naturelle des nombres,
et les autres sont nuls; la-somme qui leur correspond est 2a" Vo0, .-
Quand on I'a extraite de Za™d™¢™ ... V,y e, OUs les termes qui
restent contiennent évidemment en facleur ou &, ou c,.... Done, si,
dans I’égalité (6), on fait b = o0, c = o,... il vient

I3

(1—2ax 4+ a*) " =2d" Va0, .,

et la fonction V,, 4, ne dépend que de x et est le coefficient de a”

*

dans le développement de (1 — 2ax + a*) " suivant les puissances
croissantes de a; de méme, V, . ,, . sera le coefficient de o™ dans le
—t
développement de (+ — 20y + b*) ", ou celui de @™ dans le dévelop-
b
pement de (1 — 2ay -+ a*) " suivant les puissances croissantes de a.
~ Or, j’ai démontré généralement que

fff. .. V,,,,,,,/,,,,//.__ Vn, W, dx d_}"tlZ~ ce T=0,
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quand m + m' 4+ m" +... est différent de n + 0"+ 0" +..; done, si
m et m' sont différents, ona

f[f...Vm,o,o... Vo,ir,o., dxdydz. .. =o.

En d’autres termes, si I'on pose

>

(1—2az + @) "=Za*8,(x),

fff.‘.S,l(x)S,,,(y)clxdydz...::o,

les variables étant limitées par la condition a* + y* + z° .5,
quand n%n. | |

Si l'on integre le premier membre de 1'égalité précédente par rap-
port aux variables autres que a et y, et si 'on supprime un facteur
constant, cette égalité se transforme en la suivante :

00 aura

*

ff “ o Sn(x>snl<)“) (;__ xz ____}.2);:"1 dx d)_____ 0.'

On en déduit immédiatement que l'intégrale (5) ne dépend que
de ab. . .

I serait intéressant de calculer plus généralement Uintégrale mul-
tiple

b
fff...(:——2ax-—zby—-2cz'-—...+a’+bz+c2+...) ’

»

X(1—2dax—2by—acz—...+a"+ 0"+ c?) "dxdydz. . .;

mais cette question semble difficile a résoudre.



