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SUR

UNE INTÉGRALE DOUBLE,
PAB M. DIDON,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE RENNES.

I.

X,/ désignant la fonction de Legendre, définie par le développement

(i) (i—^a^+^f'^V^X^^),

rintéçrale double • . .
ffX(^x/,<r)
JJ^T^^^'^'

dans laquelle les variables x et y sont limitées par la condition
x'21 -i"j2^!, est nulle, toutes les fois que n et ri sont différents. La pro-
position est évidente, si l'un des nombres n, n! ou tous les deux sont
impairs; je supposerai donc n== 2m, n' = ̂ m^ Calculons donc l'in-
tégrale

r r X2/n(^)r3^ , ,'~^^^
J J y i — x^ — y ' 1

dans laquelle les variables satisfont encore à l 'inégalité .x^+j2^
(condition que je ne répéterai plus pour les intégrales qui vont suivre),
et où p désigne un nombre entier positif. Si Ton intègre d'abord, par
rapport à,y, elle devient

îlÊ^L l̂̂ ^ ,
2.4.6. . .2? J_,
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QO SUR XTHE INTÉGRALE DOUBLE.

et, par conséquent, d'après une propriété bien connue des fonctions de
Legendre, elle est nulle si p est inférieur à m, et égale, dans le cas ou
p -==. m, à

. ^w^ i . 3 .5 , . . ( am-^ ï )
(2m-4-i)(2w+3).. .(4^4-1)

Le théorème annoncé se trouve donc démontré, et Fon voit de plus
que

r C^^AÛ d. dy = (-, )"•.. L-î ^L^ -__,
J J ^ / i — ^ — y a 2 .4 -6 . am 4 m 4 ~ ï

De cette dernière égalité on conclut

F fO "~ ̂ aoc^ a1)^''1^ — iby^- b'1)" i , . ^
J J ! ^ ,\ ^I —— ^.2__^2

W==-t-a0 ^

V^ / , / ,. i. 3 .5 . . . ( i m — i ) î
=r27T > —IO T^&2 ' / ^————.-—————————' "7——————LÀ • 2 4.^. • • ̂ ^ 4^ ^- *

m ===0

=^r-(,+,.)-i^,
«/a

si l'on pose \/ab =: a.
Considérons plus généralement le développement suivant :

(s) (i —a^^+^r^'î =V a"P«(^),

où ^ représente un nombre entier positif quelconque.
En différentiant^ fois, par rapport à oc, l'égalité ( i ) , on est conduil

à la formule

i ,3.5...(3^-ï)^(i-2^-+- ̂ p-'^Va"^-1^
^Lj dx^

qui, comparée a (2) , donnera
P (.c\——_____, ï d^Xn^(^)

^ - "^ i.3.5.7^r=T) ^T""~'

P^(^) est un polynôme du degré n en y , dont tous les termes on!
des degrés dé même parité, on en conclut l'égalité

(3) J^^^îp^w^-^-^r^^^
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si t^un des nombres n, n' ou tous les deux sont impairs. Mais je dis
qu'elle a aussi lieu dans le cas où, n et ri étant égaux aux deux nom-
bres pairs im et aw', m et m! sont différents. Pour établir cette pro-
position, je calcule

f /?.>/»( .r ) 7 ^ ( 1 — ^—y2^""? dxdy;

p est un nombre entier positif. En intégrant d'abord par rapport à y, on
obtient

1 . 3 5 . (2p—i ) i .3 .5 . . . (2a- - ï ) r-^ft—————— \ f-—————^—— \^——i / P./« ^(i—^-^rfr.
2.4.0. . - (2J9-4-2^.) »/.-.,

L'intégrale définie, qui entre dans cette expression, est égale à

___L_^ r-^^x^M ^
r.3.5...(2^-i),L, — — d ^ — — ( i ~ ^ ^ 1 ^ ,

ou à
__^i^__ r ^ Y ^ .^(i—^^
i:3.5...(2^-i)J_, ^/^l^J———^———^î

par conséquent, comme ——'j^2 t^ est du degré sp + ̂ ., elle es tnuHe
sïp est inférieur à w, et si p = m elle est égale à

a ( -- » y" i . 2 . 3 . . . { 2 m -+- 2 ̂  )
i . 3.5,.. ( 2 [j. — i") i .3.5... (4-w -4- 2^. + n ) "

On déduit de là que régalité(3) a lieu dans tous les cas où n et n^sont
différents, et, en outre, que

rr p.. {x} i\,n ( r ) ( i - ̂  ~ ̂ 'y-^ dxdf
== 27T (- 1 )- (2^ •+- x) (^M ̂  3) . .. (2^ + 2Â^ -Ij ï

2 . 4 « 6 . . . 2 W 4^-^.%^-^,i"

Par conséquent on a

r r ( ï— 2a^-+- a2^SA""^(I—a^4-6'^I^ i(I—.ï^~^f~^^

^ ^,Jy^,). (,̂ )- ĉ îKiî  .._^^^^^^^^^^
^j 2.4 b . . . . 2m 4^ '-(- %^,-+- ï

1 . WSSSO' 1 / • 1 ^ 1 . 1 ! . . 1 , ! 1 , ! ! , ! '

Ï2. 1 . '
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La somme précédente, quand on y h\t\jab == a, peut s'écrire succes-
sivement

^ r ̂ T(- •^- ̂ +•"If.:̂ ;;;J;r3"̂
WE == 0

^^'^(ï+^r^^.
Il est à remarquer que l'on suppose/dans la sommation précédente;,

G(. plus petit que r .

II.

On connaîtie développement suivant :

— Iog(i-- iax^ a^^^y a- cos(7îarccos^).

Pour abréger, JQ représenterai la fonction coiI-ÎLa^^s^i ̂  ̂  f^^
de sorte que l'on aura

( 4 ) — l o ^ ï — a a ^ + r t ^ ^ a y ^ K n ^ ) .

En différentiant ^ fois, par rapport a x, cette égalité, on obtient

(20)^. 2.3. •^~i) {i-^ax ̂ q^ ̂ ^y g^l^^l,
^ dx^

ou bien

(1-3^^4- a2}-^ = ————--x_____-. V ̂  ̂ 1^^ (tr)
; ï^^^.(p.-l)2^Z, ^———'

ou enfin
(ï—s^^+^^^y^Q^^),

si l'on pose
Q.(^)=——-—^—~^ . •

1 . 2 . 3 . . .(^-,i)^-t .̂i.

Je vais démontrer que l'intégrale

(4) Jj0.(^)0^(r)(1-^
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est nulle toutes les fois que n et n' sont différents, et j 'en trouverai la
valeur dans le cas de n = ri\ Comme ÇL(;r) est un polynôme du degré n,
dont les degrés des divers termes sont de même parité, l'intégrale
précédente sera évidemment nulle, si l 'un des nombres n, n1 ou' tous
deux sont impairs. On n'a donc qu'à considérer le cas de n = ^m,
n' == 2m'. Calculons

f 1 Q^ ( ̂  ) r^ ( i — ^2 - r2 )^ ' dx dr,

où p désigne un nombre entier positif. Intégrant d'abord par rapport
à y, on transforme cette expression en

• , _-4^^.^^^^—r^^^^^r^d^
( 2 p - + - l ) ( ^ p +.3). . .(2^-4- 2^—l )J_ i / s /

La dernière intégrale définie étant égale à

i < r^'^cosf^w.+^arccos.r] ^w-;-.^ .̂̂ ^^^ ^^^j^ ^ „,....„ ....... - ̂ ^ ^ _ (i^^ ^ ^^

ou encore à

/_ \,A /"î "+-1 . • . (
. . — — ^ Z ' — — — — ———— ( cos[(2w+ajarccos.z-1 d ^ ( i — x ^ " ' ^ ' 2 dx,
1 , 2 . 3 . . .(^-"i)^^-1 2m+fJ-JL., Lv, l / " ,

on voit immédiatement, d'après une propriété bien connue des fonc-
tions cos(/î arccos^), que, si. p est inférieur à w, cette intégrale est
nulle, et qu'elle est égale, si p == m, à

/ _ . \nt ̂
^^±^L^.^ ^nz. 4^+1) (2 m ̂  u + 2) . . . (2m. +2^-1) .

On conclut de là que, l'intégrale (4) est nulle toutes les fois que n
et ri sont différents, et que l'on a

^fQ^(^)Q^(r)( l-^wr2^
(—ï)" ' (/^ 4- ï ) (m -+, a ) . . , [m •4"^ ~ »)

_^^^^^^.^-^—- — ^m-h^. " " " ' " ^ ,, . .
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En particulier, si p. == i,

/^/^sin(/ îarccos^) s inf / î 'arc cosr) , ,
1 / ——————\.,,.,,. •,......—————————————^ ———————Ï^^^^.^J. (f^ ([y -^ Q

J J v'11—^2 ^ V'i—,r2

^ étant différent de n\ ou bien

J j sm(ncû) sin(/^/ 9') ̂  do' == o,

le? variables y et y' étant assujetties à vérifier l'inégalité

cos2^ -+- cos'cp^ ï -
L'intégrale double

j j ( ï — 2 ax 4- a2 )-^ ( ï -r. 2 éy 4- fr2 ) -^ ( ï — ^2 — y2 )lA-l ̂  rf>-

est égale a

— ^ . — — V (-i}^^)-^^^!^^^^^
î .2 .3 . . . ( ^—i ) Z^ l ' { î ^m^u. —————i

m == o l

Cette quantité, si l'on pose (aè)2 == ^, peut être écrite successi-
vement

, ! . m-s. -^ y»
_ TC a^""1 Y^ ^w+ii.—i
i.a.ârTTî"^^^ ria^1 2j ^"^"^m+u5

1 1 . w -s: o 1 ' t

- , n— d^- T^r' '"Vf-1)" ̂ ^1l .2 .3. . . ( /x—^jûfa• t -<r v a•^ ^ i ^ •s^rr//:'
. - , L- w = o J

Si ^ est impair, la somme infinie qui entre dans cette dernière expres-
sion sera égale, au signe près, à arc tanga, diminué des ^-^L premiers

2 •

termes di^développemeni de cet arc lang, suivant la puissance crois-
sante de \/(K; si y.est pair, cette somme sera égale, au signe près, à

^log(i + a:), diminué de la moitié des ^ — ï premiers termes du dé-

veloppement de log (î +• a) suivant les .puissances croissantes de K.
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III.

Ainsi, en résumé, on vient de trouver la valeur de l ' intégrale double

r r -î -tA iî-i
(5) j (î—îa^-^cc2] a(I—26y•4-6^ 9•^_^_^yÀ dxdy,

dans le cas où [i est un nombre entier positif quelconque, et où a et b
sont moindres que l 'uni té , et on a reconnu que cette valeur ne dépend
que du produit ab. Ce dernier résultat est une conséquence des pro-
positions que j 'ai établies dans le tome V de ce Journal, relativement
aux polynômes V a lin nombre quelconque de variables. Les fonctions
Vw.m',^.,.. à p. variables proviennent du développement

—ï
(6) ( r — %a.r.— 267— ^cz—...-+- alt-^bî+^} " == Sa'^l^ c<..V^/,^.,,.

Considérons les fonctions Vo. 0,0. . . .» Vi ,o .o . . . . »V2 ,o ,o , . . » - -»V^o ,o , . . » dans
lesquelles les premiers indices forment la sui te naturelle des nombres,
et les autres sont nuls ; la somme qui leur correspond est i^V^o o
Quand on l'a extraite de Sa^&^c^... V//,,,^^_, tous les termes qu i
restent contiennent évidemment en facîeur ou b, ou c,.... Donc, si,
dans l'égalité (6), on f a i t ^ = o , c = = o , * * , il vient

»,1A

{i — a ̂ .r -+- ̂ ) ' ==: 2 < "̂ V^, o, o,.,.,

et la fonction V,^o,o,.,. ne dépend que de x et est le coefficient de a^1

,~Jt
dans le développement de (i -— ^ax + a2) v' suivant les puissances
croissantes de a; de même, Vy,m/,o,... sera le coefficient de b^ dans le

^ ! 1 1

développement de ( i — ^by -+• b^ ) \ ou celui de a^ dans le dévelop-
^

pemènt de ( i — ^ a y ^ r a2) 7' suivant les puissances croissantes de a.
Or, j'ai démontré généralement que

f J f • " . , Vm,^//^... ̂ n,n',^...d^dydz... ===o^
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quand m + m' + nf +... est différent de n •+- n' 4- n" •+•... ; donc, si
m et m^ sont différents, on a

\ j j • • • V^o.o... N ^ m ' ^ . ^ d x d y d z . . . ==o.

En d'autres termes, si l'on pose
1 1 1 ! ! -!î'

(î—2ax^art)?'==lanSn(^)^

on aura
^ ̂  ... Sn(^)S^(y)d^ctydz... =:o,

les variables étant limitées par la condition or -4- y2 + z2 +.. '. < i ,
quand n ̂ n'.

Si l'on intègre le premier membre de l'égalité précédente par rap-
port aux variables autres que x et y, et si Fon supprime un facteur
constant, cette égalité se transforme en la suivante :

• r r ! ! ! ! ^-r ' / ^
f j . . .Sn(^ )S . / (7 ) ( l—^-y 2 ) ? • dxdr=o.

On en déduit immédiatement que l'intégrale (5) ne dépend que
de ab. ! ! • ! ! 1 ! 1

l\ serait intéressant de calculer plus généralement l'intégrale mul-
iipîe 1 1 ^ , ! ! : ! ! ; 1

j J j • - ( î—2a^—26y--2^-" . . .+a24-62-^61 24-. . . ) '
1 ' ! —^

X (ï — ïa!x — a y y — 2 c ' z — . . . + a'î+ h'91 + e^ ) ' d x d y d z . . . $

mais cette question semble difficile à résoudre.


