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SUR UN EXEMPLE SIMPLE
D UNE

ÉQUATION SINGULIÈRE DE FREDHOLM
OU LA NATURE ANALYTIQUE DE LA SOLUTION DÉPEND DU SECOND MEMBRE.

PAK M. EMILE PICARD.

Il est aujourd'hui classique que la s o l u t i o n de l 'équation de
Fredhohn

r''
«(,z-) .+- / / K(.r,j')//.(j--)rf/==/(,r)

v <t

est, en temps que fonction du paramètre X, une fonction méromorphe
dans tout le plan de la variable complexe À; les pôles ne dépendent
d'ailleurs pas du second membre /(.^)? et sont les racines d'une cer-
taine fonct ion entière D(À) qui joue un rôle essentiel dans la théorie.

Ce beau. résultât suppose que le noyau ne présente pas certaines sin-
gularités. Je me propose de donner ici un exemple extrêmement
simple, où se présentent des circonstances toutes différentes, et où la
nature analytique de la solution., regardée comme fonction de\^ dépendra
essentiellement de la fonction fÇï) qui est dans le second membre.

J'ai rencontré inc idemment cet exemple dans une autre recherche.
La voie suivie nous donnera d'abord une équation du typedeFredholm
où il y aura trois variables indépendantes, et il sera facile, en particu-
larisant certaine fonct ion, d'avoir un exemple avec une seule variable.
J'ai résumé cet article dans les Comptes rendus (3o octobre 1910 et
9 janvier 1911).

Ann. Éc. Norm.j ( 3 ) y XXVHL —JUILLET 1 9 1 1 . !\Q
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I.

1. Je pars de l'équation à trois variables
. , / . (Pu (Pu <^\

( i) Aa = À M (^u == —— -i- "T— -+- —7 ?
' \ àx1 oy 0^ /

où A est une constante réelle ou complexe; les trois variables x ^ y , z
sont, bien entendu, réelles, et u pourra être une fonction complexe de
ces variables réelles.

Supposons qu'il existe unefonc t ion u ( x , y , z ) sa t isfaisant à (i) et
telle que |u|, — ^ — t , ^ restent dans tout l'espace infér ieurs à un1 ' ' àx ày ôz l

nombre fixe,
Envisageons d'autre part la fonction

(. == Ç [:^== (x - S)2 4- (r - •ny + Çz - ï)2],

qui^ regardée comme fonction de ^ rj, *(, satisfait à l 'équation
fPv à2^ (P^ _
J^ 4" 1w + 'J^ ~~ t'1'

En appliquant laformule deGreen aux fonctions u(^, ̂ rO? ^(S?^/C)
dans l'espace compris entre une sphère de très grand rayon et u n e
petite sphère de centre (x, y, ^), on est immédiatement conduit à la
relation
(2) [ ^ u { x , y , z ) — ( i — X ) J j j ^u^n, 0^;rWÇ=o,

l'intégrale triple étant étendue à tout l'espace, comme toutes les inté-
grales qui vont suivre.

2. On monire facilement que c'est seulement jw^r X réel et négatif^
que peut exister une solution de (i), non nulle identiquement, et
ayant les propriétés indiquées pour son module et celui de ses dérivées
premières.

Supposons en effet que A ne soit pas un nombre réel et négatif.
Désignons par \/À la détermination de la racine carrée de À, dont la
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partie réelle est positive, et posons
e-rv^À

(, =3 ———^——,

qui satisfait à A^== À^. L'application de la formule de Green, dans les
mêmes conditions que plus haut, donne immédiatement

[^u{y,y,z')-= o,

ce qui démontre la remarque énoncée.
D'ailleurs, si À est réel et négatif, il y aura certainement des solu-

tions jouissant des propriétés indiquées. Telle est par exemple
u{x, y, z) =: sïnax. sin 6y.sinc,s,

les constantes réelles a, b, c satisfaisant à la relation
a^b^c^—^.

3. Prenons maintenant l'équation

(3) A^/rr k^u + (f{œ,y,z\

(ûÇx,y,3) étant une fonction bornée dans toull'espace. S'il existe pour
cette équation une solution u de module limité, ainsi que ses dérivées
du premier ordre, la formule de Green donne encore le résultat

(4) «(^y.s) =- i^fff^r?(^ '^ç) ̂  ̂ d^
et réciproquement d'ailleurs, on sait que l'on peut passer de (4) à (3)
(généralisation delà formule de Poisson pour le potentiel newton ien) ;
mais il faut cependant, comme pour le cas de Poisson, faire sur la
fonction ç quelque autre hypothèse que la continuité, admettre par
exemple l'existence des dérivées premières de ç. Supposons, pour le
moment, remplie cette condition-

On peut de l 'équation (3) déduire une équation intégrale. Envisa-
geons en effet les deux équations

^«=.$(^,7,^),

Aï^^ (^=-^--
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L'application de la formule de Green, toujours dans les mêmes con-
ditions, nous donne

47:^(;r, j, G) -= f f f"—— ^('^ ̂  S) ^cl-n (K - f f ^Ç<Ï>(^ ̂  Ç) ̂  d-n dÇ.

En remplaçant <I> par /f2^"^ o, on a
4^/(.y,J,5)

=Çt~^)fff^^r^Ç)Ç^dr^/^rff^
»/ »/ «y / ,y j ,j i

En posant /c2 == À et (A n'étant pas supposé réel et négat i f ) en dési-
gnant par \/I la même valeur du radical, q u e plus haut, nous avons le
résultat suivant :

L'équation intégrale en u

(5 ) 4 nu (.r, y, ^) ~ (i - }.) Ç ( ( u\^ rs^ Ç) ̂ ^ ̂  ,/Ç

^^yyç^(^ ̂  ç) ̂ ^ ̂ ç
admet comme solution

(6) /,(^^^)^_ ̂ yy ^f^ç(^,^ç)^^,/^
(^e résu l ta t suppose que la fonct ion . 9(^,7, .^) est bornée dans tout

l'espace, et a des dérivées premières.

4. Nous arrivons enfin à réqua t ion fonc t ionne l l e

(E) ^^y^)~^yyyç^^^,ç^^^^=/(^y,,,),
qui. s'est présentée à nous, mais sans second membre, au début de ce
travail. Nous venons de la rencontrer au paragraphe précédent,
f{x,y, z ) ayant la forme

" (7 ) f^f^)^-^fff^o^r^)^dn^ ,

9 étant bornée et ayant des dérivées du premier ordre. Ces hypothèses
maintenues, nous déduisons de (7) " "

9(.r,7,s)=A/—/,
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..ce qui va nous permettre de transformer la formule (6). Elle devient
en effet

ï r r r e-''A y/^/' /^y /la/' \''^^--^fff—iU^^^^-^^^
qui, à l 'a ide de la formule de Green, se transforme de suite en

r _ } (^ r /'* p--r\/\
(8) ^(^y^)=/(^j^)+^- I j e——f^^^d^d•^d^

La formule (8) nous donne donc la solution de (E). Il a fallu tou-
tefois faire sur f(x, y, s) l'hypothèse que/étai t de la forme (7) avec
les condit ions ind iquées pour <p. Les conditions imposées à/sont, peu
restrictives, et l'on est na ture l lement conduit à penser que (8) donnera
la solut ion de (E), pour À non réel négatif, sous la seule condition
que/(.z*,y, z) soit une fonction cont inue bornée dans tout l'espace.
C'est ce que nous a l lons facilement é tabl i r .

5. Il suffira de faire une vér i f i ca t ion , en subst i tuant l'expression (8)
dans l 'équation (E). On trouve ainsi, de suite, en posant
/^=:(£ /~.^•)<M-(rJ /-J)2+(Ç /--^)^ p^^^+^^r/)2-^----^)2,

qu'on doit avoir iden t iquement

(9 )
r _ } , r* /' /•"* [ /;»~/-'A /»-/-'1~^~.UJ I— - ̂ v^'ï/) ç/) ̂ cw ̂
~ (i^)2/' • •y6-? ̂ r^yi'1 n d'^lr' ̂  ̂  d'ft'dv ̂ 0;

la seconde intégrale est une intégrale sextuple. Dans celle-ci, on aura
d'abord à calculer l 'intégrale triple

fff^^"^
étendue nécessairement à tout l'espace. C'est une fonction Ade (,r—^/),
y — T]' et z — ' Ç , dont on pourrait calculer directement la valeur, mais
qui va dans un ins tan t résulter de notre analyse même. L'identité à
vérifier (9) devient alors
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Cette identité sera certainement vérifiée, si / satisfait aux condi-
tions très larges dites plus haut, en particulier si / est bornée et a des
dérivées continues des trois premiers ordres. Or (a, b, c) étant un
point déterminé pris d'ailleurs arbitrairement, supposons qu'on ait

/(^ ̂ /, V} = W- ay+ (r/- by -+- w~ cYY,
à l ' intérieur d'une sphère de centre (a, b, c) et d 'un petit rayon /; et
qu'on ait à l'extérieur/^: o; les conditions indiquées seront remplies.
Quant à (.z-, y, z) donnons-lui une pos i t ion arbitraire. Il faut que la
différence

fE^l—^ ( i — X ) A
/•/ "'"" 4,7:

soit nulle, quels que soient x , y , z et ^ Y]', ^; car autrement elle
aura i t un signe constant dans le voisinage de ^ = a, r\ = b, 'Q = c, et
la condition (10) ne serait pas vérifiée. Il s'ensuit que les hypothèses
faites sur f(x, y , z) n'ont aucune inf luence sur la vérification. Nous
voyons de plus qu'on a

^f^~r-^_^^^^^^

- ^ r'{^l) '

II résulte de l'analyse précédente que, sous la seule condition que la
fonction fÇx, y, s) soil continue et bornée dans loul l'espace, l'équation
fonctionnelle

(E) u(^y, z)^ i^yyy^ ̂  Ç)Ç^^K/Ç=/(^J, „.),

l'intégrale triple étant étendue à tout l'espace et r2 désignant

^-^^(y^^y+{z^çy,
admet la solution

(S) u(^ j, z) =/(.r, j, s) + IZ^ffC^f^ ̂  ç) ̂  ̂  ,/ç

pour À non réel et négatif^ \A étant la déterminât! on du radical ayant sa
partie réelle positive.

ÏL

6. On doit considérer, d'après ce qui précède, que l'on ala solution
de (E), quand on a tracé dans le plan du paramètre complexe À une
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coupure formée par la partie négative de l'axe réel. La solution (S)
est dans ces conditions une fonct ion holomorphe de"^, mais on doit
tout naturellement se demander ce qui arrive quand on cherche à faire
l'extension analytique à travers Ici coupure.

Des circonstances très différentes peuvent se présenter, comme
nous l'avons dit au début. La fonction /(-^y, ^)? dans le second
membre de (E),joue ici un rôle importante comme vont nous le mon-
trer des exemples variés. Mais pour avoir une équation encore plus
simple que l 'équation (E), nous allons la réduire à une équat ion à
une seule variable, en supposantque/(^,j, s) ne dépende que dex.

Il est facile en ef fe t de voir ce que devient alors l 'équation, si l'on
suppose que u comme/ ne dépend que de x. Il s'agit donc de calculer
une intégrale de la forme

/•* /'* y»/.,-/•//•
——-f^^cl^d^.

L'intégrale étant étendue à tout l'espace, on peut évidemment rempla-
cer d'abord Y] —y et Ç — ^ respectivement par T] et "(, et l'on a à calculer

f C t^f^)^dr^ [.î2==(^-S)2-^^2+Ç2].

On obtient de suite l'intégrale double
/* f ^-A'A//—""(t

étendue à l o u f c l e plan ('/]/() (en se servant des coordonnées polaires);
sa valeur est égale à

^-l.r-Slv^
2 TC

\A

ou l . r—'^l désigne, su ivan t l'usage, la valeur absolue de x — ^ L'inté-
grale chercixée est donc égale à

' ff-'.'r-WT^-w /,-;.r-i;|v/X
W —————-./(O^

^-oo \M

Nous avons donc finalement le résultat suivant :
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L'équation fonctionnelle

(E) y^^LZz! f e^-^u^)c^^f{x)
3 ^-oo

a pour solution
j ̂  ), y»-4"60 e-\.r~^

( 1 1 ) ^)^/(^)+^ / — — y ( ^ .1 J- „ VA

ce qui L'est qu'un cas part icul ier du résultat (lu paragraphe précédent.

7. Nous allons donner à /(.'^) diverses valeurs. Soit d'abord
f(x) •== cos(/z.z') (A == consî..).

.Le calcul est immédiat, et l'expression (i ( ) devient
ï ̂  /^

^•(^) ̂  ^-^F008^^'11)*
Prenons maintenant

/(,r)= ^ cos(//.r)y(/,)^,
«/„

/-»»

en supposant que l ' intégrale ^ | < p ( A ) | ^ A a i t un sens. La solu t ion de
•^o

l 'équation fonctionnelle (E) sera alors

( 1 2 ) u(^)= j ^-^9(/<)cos(A,z1)^.

Donnons un exemple où la coupure (part ie négative de l'axe réel
dans le plan des X) est u n e coupure na ture l le , et où par conséquent la
fonction u, regardée connne f o n c t i o n de A, ne peu t se prolonger ana-
lytiquement au delà de cet axe.

11 en sera ainsi si o (A) est une fonction non analytique de A entre
o et — ce. Ce résultat se démontre aisément en posant

h^t, À :=—?/,
l'intégrale devenant

r *(/)i^ ^dt
en posant

<^) ̂  L^l cosC.rv/Ï) 9(v/^).
2 \ j t
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Si <&(^) n'est pas analytique de t=o à ^==co, l ' intégrale 1 regardée
comme fonction de V admet la coupure (o, 4-co) comme coupure
essentielle. En effet, si le prolongement analytique était possible dans
le voisinage d'un point /o de l'axe réel, la différence l imite des valeurs
que prend 1 en t^ -h ii et ^ — zs, £ étant une quantité positive tendant
vers zéro, serait une fonction analyt ique de ^o. Or il est bien connu
que cette différence est égale à

27T^J&(^),

d'où la conclusion énoncée, quel admet la coupure essentielle (0,4- co),
et, par suite, que F expression ( î 2 ) admet le segment (— co, o) comme
coupure essentielle an delà de laquelle le prolongement analytique est
impossible,

8. Nous avons pris un cas en quelque sorte extrême» Si Pon pose
J\x) =iA/,cos(/^^) ,

la série S |A^| étant convergente, et les h^ étant des quant i tés positives
telles que

lim À/.=:œ,

on aura
I 4- À 2

u{x) = 2A/, ^ ̂  ̂  COS(À,^),

et la fonct ion u de X est méromorphc dans tout le plan, avec les pôles
X = •— h^ Les choses se passent ici comme dans le cas de Fredholm.

9. Considérons encore le cas intéressant de
...//

/(.r) = j ç(^) cos(A.r) dh (o < a < b);

on aura
i { y ) = j ^-^(p(A)cos(/^)^.u ( . r }

Si y (À) n'est pas analytique entre a et &, l'intervalle ( — b ' 1 , — a2)
donne dans le plan de À une coupure essentielle; ceci est analogue à
ce que nous avons eu plus Imut.

Prenons au contraire le cas où ç(^) est holomorphe autour de
Ànn. Éc. Norm^ (3), XXVIÏI. — JUIM.JST 1 9 1 1 . 41
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chaque valeur réelle enire a et &, de sorte que dans le plan d 'une
variable complexe À, 9(À) sera holomorphe dans un domaine com-
prenant le segment réel (a, A).

Posons encore

nous avons l'intégrale

r ji-t-i ̂ (v^)^8^^)^
^ ^V yÇ

II est facile de voir ce que devient cette fonction deÀ' [pour laquelle
la coupure (a2,62) n'est plus une coupure essentielle] quandX' tourne
autour de a2 est égale a2. La détermination i n i t i a l e étant, par exemple,
celle qui correspond au plan, avec la coupure, la valeur de la fonction,
après une circulation de À' autour de a\ est égale à la détermination
ini t ia le augmentée de

2l7^^ r——y(v /^ /)côs(^v/À7).

Si l'on revient à la variable A, la fonction, quand À aura tourné
autour de —a2 en restant dans une région B à contour simple compre-
nant la coupure ( — a1, — f/2), mais ne comprenant pas l 'origine, se
trouvera augmentée de

^ y — ^ . ——„«. / — — .
9. TT i -•-===: o \ y— L) cos(^' y— À},

V / - À

où \ / — À est la déterminat ion qui est positive, quand À est entre — a2

et — &'.
Si y(À) était une fonction entière dans tout le plan, on pourrait

sortir de la région R; alors le po in t A == o peut être un point critique
algébrique, qui vient s'ajouteraux deux points singuliers — a1 et •— f/2.

On pourrait évidemment combiner les divers cas que nous avons
signalés. Il serait possible d'en indiquer d'autres encore, mais nous
avons suffisamment montré par ces exemples combien l'équation
fonctionnelle étudiée diffère de celle de Fredholm, quant à la nature
des singularités de la solution regardée comme fonction du paramètre.

10. Dans notre exemple, les limites ont été — oc et 4- 'x», et le noyau
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était
e-î^-^l.

On peut évidemment ramener les limites à être o et î, en posant
î

^^eTTT'

On a alors à considérer le noyau-i...-,..[,-.]i^,^-^^-
et l 'équation fonct ionnel le devient

u ( x ) 4- ̂  f K (,r, y ) ^ (j) ^y ==/( ̂  ).
^o

11. Je termine en remarquant que dans une question très élémen-
taire, on aurait pu trouver une intégrale du type de celle qui nous a
occupé.

Prenons l 'équation
o ^-^<--/(..),
À étant une constante, et /(^') étant bornée entre — oo et -4-30.

Cherchons (À n'étant pas une constante négative) l'intégrale de
cette équation restant toujours finie.

On part de l ' intégrale générale A^^ -(-B^^-^ où \/X a toujours
sa partie réelle positive, e tPon applique la méthode de la variation des
constantes. On est ainsi conduit aux valeurs

A^r-AO^^+a,.A. SV/À
B^r/a)^-^.

./-„ 2 ^À

On a donc l'intégrale générale de (î) avec les deux constantes arbi-
traires v, et p :

^Ïu= e^-'-1 r' /(^ e-^S ̂  + J + e-^-' \ - Ç f^) e^ rfç + ̂ 1.
L^-l"^ J '- ^—oe J
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a et (3 doivent être nuls pour que u reste toujours moindre qu'un
nombre fixe; nous avons alors.

^ ^r

^ u^e^' f(Ç)e-^d^e^\ /O)^^,
^+ t0 ^'^ CG

et il est aisé de voir, en appl iquant le théorème de la moyenne, que u
ainsi déterminé reste borné. On peut encore écrire

r' r'"60
2 a \A = \ /(Ç e~^A ̂  + / /( ̂ ) ̂ (-^v/ï ̂

</^û0 .n/^,

et enfin
4^

2^=-/ /(^6-r••l•-^//l^,
l/.—OO

ce qui conduit au noyau et aux l imites rencontrés plus haut.


