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SUR

CERTAINS ENSEMBLES DE TABLEAUX
ET LEUR APPLICATION

A LA THÉORIE DES NOMBRES,

PAR M. A. CHATELET,
Ancien Elevé de l 'Ecole Normale supér ieure .

INTRODUCTION.

Quoique les méthodes de la théorie des nombres paraissent encore
bien vagues et imprécises, on peut néanmoins signaler dans cette
partie de la Science l'existence d 'un petit nombre d'idées générales
qui, semblent extrêmement fécondes, tan tpar leurs applications actuel-
lement connues que par celles qu'on pourrait probablement encore
en déduire. Il en est notamment ainsi pour ce qui concerne l 'étude
arithmétique des irrat ionnelles.

On sait tout le parti qu'on a pu tirer de l 'élégante démonstration de
Lejeune-Dirichlet pour l 'approximation des incommensurables par des
fractions. E l le s'étend sans difficultés à l'approximation simultanée de
plus ieurs i r rat ionnel les réelles ou même imaginaires. Sous celte der-
nière forme, elle a servi de point de départ à son auteur pour l'édifica-
t ion de la théorie des formes quadratiques à coefficients complexes
( Werke, t. I, p. 535-6i8; Journ. de Crelle, Band 24). 11 semble bien
encore que la môme démonstration est l'origine du célèbre théorème
arithmétique de Minkowsld qui est le pivot de la Géométrie der
Zahlen.
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Pour r a p p i T ) K i m a t i o n des i n c o m m e n s u r a h f e s et, l ; t r éduc t i on des
formes binaires i n d é f i n i e s q u a d r a t i q u e s , i l e x i s t e u n e a u t r e méthode
beaucoup plus anc ienne , et. s u p é r i e u r e * a c e r t a i n s p o i n t s de vue : le
développement, en fract ion con t inue . Tan dis q u e le- procède de
Dirichlel no conduit , pour a i n s i d i re , qu'à des théorèmes d 'exis tence ,
lîti^oritlinie des fract ions c o n t i n u e s cons t i tue un procédé de calcul
elïeclif. Mal l ieureuseinent , i l semble beaucoup moins fécond; d ' u n e
appl ica t ion très simple aux i r r a t i o n n e l l e s du d e u x i è m e de^'ré, i l ne
paraît pas s 'étendre aux i r r a t i o n n e l l e s a lgébr iques de de^'ré supé-
r ieur ,

Ent iny on do i t a Hernu te u n e méthode r e m a r q u a b l e basée sur l ' in t ro-
ducl ion de paraînètres c o n t i n u s dans ce r t a ines formes ( luadra t iqnes
définies. Elle est intermédiaire entre les deux- méthodes précédentes et,
eu possède les avantages; aussi extensible que le procédé d e D i r i c h I e i ,
elle conduit , comme le développement en f r a c t i o n c o n t i n u e , a des
moyens pratiques de calcul.

L Dans ce travail , tout en essayant de im1 servir de ra isonnements
analogues à celui de Dir ichle t , j 'ai sur tout repris l'idée e s sen t i e l l e
d'Hermite, c'est-à-dire r introducl ion de param^tr^s canlimw fwsififs.
Toutefois^ au l i eu de considérer s e u l e m e n t les formes qiuulraliques

/ ;.-.. /;
r^i;̂

/-.-î

je me suis servi des fonctions homogènes d'ordre o)

y^^^l^f ^)'i-î^
i •- \

et plus spécialement (le la fonct ion
i

/ t . . n \ hî

/=]im( ̂ iy\^\ ,, — v ^ /
dont Mi-nkowski a donné une représentation simple au moyen de paral-
lélépipèdes.
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2. Pour rassembler divers résultats qu'on peut en déduire, il m'a
semblé commode d'introduire la notation des tableaux ou systèmes
linéaires. De tels symboles ont en effet l'avantage de représenter des
êtres mathématiques assez divers : système de formes linéaires, forme
bilinéaire, forme décomposable, substitution linéaire ( ^ ) , etc. J'ai
adopté les définitions ordinaires des opérations qui correspondent aux
opérations sur les substitutions. J'ai repris une définit ion de l'équiva-
lence, indiquée pour la première fois par Hermite dans son célèbre
Mémoire sur la transformation des fonct ions abéliennes, et reprise
ensuite par M. Jordan, puis par d'autres auteurs, qui en ont étudié
également une généralisation. La définition pr imit ive d'Hermite
m'a paru convenir, beaucoup mieux que ses généralisations, au but
arithmétique poursu iv i .

La méthode i n d i q u é e précédemment m'a permis alors de donner
une définition générale de l 'ensemble des tableaux réduits équivalents
à un tableau donné, le mot réduit ayant ia même signification que dans
la théorie arithmétique des formes (Chap. I, § '.1. et 4).

3. Quoique peut-être intéressante en soi, cette not ion des tableaux
réduits introdui te a priori pourrait sembler inuti le, si elle ne se ratta-
chait à des sujets connus. J'ai essayé de justifier celte in t roduc t ion le
plus complètement possible dans le cas des tableaux du deuxième
ordre et j 'ai montré les identi tés ou les relations que présentent les
divers ensembles de tableaux réduits (pour les différentes valeurs
de OJ) avec l'algorithme des fractions continues, la réduction conti-
nuel le d'Hermite, la chaîne des parallélogrammes extrêmes ou la sui te
des solutions primit ives de Minkowski, etc. (Chap. II).

Dans le cas du troisième ordre, j 'ai trouvé moins d'analogies avec
des théories connues, et j'ai s implement cherché à montrer l'existence
et l 'enchaînement dos tableaux réduits (Chap. III) ; j'ai été condu i t
a ins i à des condi t ions de réduction déjà signalées par Minkowski
(Annales de F École Normale, 1896) et à une sorte de généralisation
de la notion de quotient à une unité près, ou de partie entière.

( l ) On peut encore citer, à un autre point de vue, la représentation de nombres hyper-
complexes par des tableaux ou des matrices.
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Au point de vue général, l ' i n t r o d u c t i o n de co t t e n o t i o n m'a p a r u
aussi jus t i f iée par son app l i ca t ion re l a t ivement s imple au cas des
nombres algébriques. Les tableaux, r é d u i t s se d é d u i s e n t alors d 'un
nombre fini d'entre eux, ce qui const i tue un a lgor i thme p é r i o d i q u e
(Chap. I, § 5). Cette périodici té est d 'a i l leurs di i leronte s u i v a n t les
cas; elle peut se représenter dans le cas du d e u x i è m e ordre, et dans
le cas du t ro is ième ordre à deux colonnes imagina i res conjuguées
par le pavage d 'une d ro i t e au moyen de se rments égaux, d a n s le cas
du troisième ordre réel par le pavage d ' u n p lan an moyen de la t rans la-
tion d 'un polygone, et ainsi de s u i t e »

4. Pour les entiers algébriques du deuxième degré, on sait que le
théorème de Lagrange - dont la p ropr ié té précédente n'est, q u ' u n e
extension — permet de t rouver les s o l u t i o n s de l ' équa t ion de Pel l -
Fermât, les un i tés d'un ordre a lgébr ique du d e u x i è m e degré ou encore
les subs t i t u t i ons automorpbes d ' une forme i n d é f i n i e à c o e f f i c i e n t s
ent iers . Il en est de môme de l ' a lgor i thme précédent pour les i r ra-
t ionnelles de degré que lconque . C'est ce q u e J 'ai é t a b l i r igoureuse-
ment et de façon déta i l lée pour les ordres des deux i ème et t r o i s i è m e
degrés (Chap* IV, § 2, 3, 4); la démonstrat ion générale s'en d é d u i t
d'a i 11 eurs i m m éd ia (e m en t,

Pour mettre mieux en évidence les diverses propriétés et analogies
de ces problèmes, j 'ai été ameiw a é tabl i r une correspondance cuire
les entiers d 'un ordre algébrique et les tableaux à termes entiers de
certains groupes abéliens (Chap. 1, § 3; Chap* IV, § :1 et 2). Cet te
correspondance permet de ramener les calculs sur les nombres aigé"
briques à des calculs bien déterminés sur certains systèmes d'entiers,
Sans doute il n'y a pas là un fait nouveau, et, ainsi que l'a f a i t remar-
quer M'. Poincarô dans la Préface des Œuvres de Laguem^ l ' in t ro-
duction des tableaux dans cette question, (somme dans beaucoup
d'autres, ne constitue à proprement parler qu 'une notat ion nouvelle.
Je me permettrai de faire remarquer cependant que cette notat ion
conduit à des procédés de calcul uniques — tandis qu'il n'en est
pas de même des procédés basés plus ou moins sur les fonc t ions
symétriques — et, en générale conduit au m i n i m u m de calculs.
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5. Enfin, j'ai consacré un paragraphe (Chap. I, § 3) à une exposi-
tion sommaire de la théorie des modules de points , dont j'ai fait un
usage constant dans la suite. Dedekind s'est servi des modules dé-
nombres pour l'étude des corps algébriques et Minkowski a beaucoup
utilisé, sous le nom de Zcililengitter (grille de nombres ou réseau de
parallélépipèdes), une not ion géométrique qui est un cas particulier
de ce que j 'ai désigné sous le nom de module type. 11 m'a semblé
intéressant de rapprocher ces deux not ions, en considérant un module
au sens de Dedekind comme la projection sur un axe des points d 'un
zahlengitter.

Je tiens à remercier part icul ièrement ici M. Picîird, qui a bien
voulu s'intéresser a ce travail et m'aider de ses conseils, et M. Borel,
qui a contr ibué pour une large part à l ' o r ien ta t ion de mes
recherches. Qu'il me soit permis surtout d 'exprimer toute la recon-
naissance que je dois à mon regretté maître, M. Jules Tannery, chez
qui j 'ai toujours trouvé un accueil si afïable et âne aide si con-
stante. En dédiant ce travail à sa mémoire, je ne fais qu'acquitter
une faible par t ie de la dette que j'ai contractée envers lu i .

CHAPITRE I.

OPÉRATIONS SUR LES TABLEAUX.

I. -— Calcul et équivalence des tableaux.

1. On désigne sous le nom de tableau^ de matrice^ ou de système
linéaire d'ordre / i , un système de n1 nombres rangés en carré :

ci\ a\ ... a'[,
/,! /,2 ^ït
U i.) (.1 t> • . • M' •) y

cil nï a •u^ a,^ ,* . . u^,

Dans celte étude, j 'emploierai de préférence la dénomination
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lahleau^), et je représentera i un tel système par u n e seule let tre A.
Je supposerai essent iel lement , sauf m e n t i o n du contraire , que le dé-
terminant formé par les /r nombres ~ que je représenterai par la
notat ion A(A) — est différent de zéro.

On peut considérer un tel tableau comme représentant un système
de n formes l inéaires indépendantes,

( i ) ^/= a\ .y, + ct{ .y'a -h. . . 4" (^ x,, [ i — ( i, ^, . .., // )'],

ou une substitution l inéaire dé f in i e par les mêmes formules on encore
une forme bil inéaire à 2/z variables,

/, ;•::-. n j :..:. ti

y^^ S^'/^'
h •^ 1 t =:. î

2. On d é f i n i t ( 2) la somme (somme des éléments) et le p r o d u i t
( l ignes par colonnes) de deux tab leaux de même ordre. L ' add i t ion
est associative et commutat ivey la mu l t i p l i ca t i on esl associative et
d is t r ibu t ive par rapport à l ' add i t ion . Elle rfest, pas en général com-
mutative, et il y a lieu de d i s t i ngue r les produi ts a d r o i t e et, a gauche,
La substi tution l inéa i re représentée par le p r o d u i t A :< B de deux
tableaux est le produi t des s u b s t i t u t i o n s représentées par A et IL
Le système de formes représenté par ce même p r o d u i t est le ré-
sultat de la substitution représentée par A. sur le système représenté
par B.

Un tableau est appelé système simple et représenté par \m\ lorsque
tous ses termes sont nuls , à l 'exception des termes de la diagonale
principale, ceux-ci é tant tous égaux àw. Ou obtient le produit [m] x A.
ou A x \m\ ou plus simplement mA en mu l t i p l i an t par m tous les
termes de A.

Le système simple [i] joue donc le rôle de l 'unité et, pou r cette

( 1 ) Je réserverai lo mot matrice pour les tableaux rectangulaires dont on peut déduire
des tableaux carrés par suppression de lignes ou de eolonnes.

( 2 ) U existe un assez ^rand nombre d'éludés systématiques sur le calcul des tableaux
(PKOIÎKNII.JS, LAGÎJERRE, KIU)NECKEH, elc.). raî surtout suivî los notations de LAGUKIUUÎ
( ORwres, t. 1, p % % r , ou Journal da l'École Potyuîcîmiquc, LXIP Cahier^
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raison, j'appellerai tableau inverse ( ' ) de A, et je représenterai par
la notat ion A~1 ou (A)-1 le tableau défini par l 'une des égalités équiva-
lentes :

A-1 x A =[1:1 ou AxA^^E i ] .

Son existence résulte de l'hypothèse A(A)=^= o.

3. Entre les divers systèmes, opérations et nombres définis, il
existe des relations simples qui peuvent se résumer par les for-
mules :

A ( A x B ) = A ( A ) x A ( B ) ,
A(f /72] ) -= : m",
. , , „ iA(A^) A ( A ) 5

(A x P> x ... x L)-1 = L-1 x ... x B-1 x A--S
(A-^-^A;

[/n}-^ [?] =[m•^p]^
[m] x [ p ] "^[^L

f/n] x A -==- A x [/n] = wA,

([,„,])-.= [^ ,

m et p désignant des nombres quelconques e tn l'ordre commun de
tous les tableaux. Ces formules et les propriétés dqà énoncées permet-
tent d'étendre aux tableaux les règles de calcul des nombres ordinaires
et des égalités ou équat ions numériques, en tenant compte toutefois
de la non-commulativi té du produit.

4. Je ne m'occuperai que des tableaux ayant /• colonnes à termes
réels et s couples de colonnes à termes correspondants imaginaires
conjugués (r+ ̂ s= n, r ou s pouvant être nuls). Dans ces condi"

( 1 ) CeLle dénomination n'a pas été adoptée par Laguerre, qui envisage seulement,
sous le noïTO de taUeaa réciproque, le tableau formé avec les mineurs d'un tableau
donné.
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tions, la forme du /?"•""' ordre dccomposable ())
/' ̂  n(a) <^^>^+•••-^-<^)

^^ :̂;̂ ;̂ -;̂ t̂ L ;̂-̂ Ï
^< > (7-^ • •., ̂ , tous posif.ifs - ' ' "' /''

/ = /•

m '-̂ "i»';-,.-.....- ̂ ,,i"̂ ',yi .,„,„ „....,. „,„,,,.,,î " 1 ' • l•" î-^/•^| '"+^^7
/ ;=: 1y :•;•-1

^̂ ĉ:̂ ;̂ .:;;;̂ :;::11;-
K.. plus, ce«o fbnc i , ̂  ̂  " :̂llmï '""f181"8 c0'""^1--
"""o'n^-ecnticM-irtir FllP^^^^
"--.,.enJ::;.'t̂ ^

r̂̂ r;1;̂ ;:;;̂y—— ̂ L t^ • ;,,î  ̂ r i- ̂ -../— <.,
;" ̂ nne ou la ioncUon d'Her;, : ; :, : l;'"c ;;"• ̂ Kjul• '•! ^ll(•ln^
la substitulicn roprcspnfco „,,. A J • "; H t f ' 1 < > S t•wuh^ ('<1

associées a Ïi. I I(i(>l"<><l s"r 1;1 forlm> <>" ^» <<)»';(.«•«»)

d r̂̂ ^1::;̂ -̂;:;;0;-- sonf/- ̂  rcols .., do,U ,o
^^ si le d . ( e r r n -n J, i umm()i/ulain' (;'); il <-s(, dif, ,nodu-

^^nt est, égal a ,- x . Le produit do deux tabl.,,,,,

. % ̂ .̂ r.̂ ^^ lf8fonnos rléRO"•p"-- (,̂ .̂̂ ^~
a.-bUra.cs. LY.t.Hio en ;̂1: h , ; 1 ^'ÏÏ1';:1""1.^ la fo"<îlio" ̂  à ^"""^ .
ST<WPF (^^. Twiwse, 1903 ). I !• <»TWAN(;,,Kn fW,,. GStUn^; ,8f,(;) cl

^ '̂̂ ÏX;/^^^^ '-/^ ot ̂  /--^^.^ ̂
1.1 ) . MimœwsK, a éladié dep,,,., m; r; ̂ li ,n ^"'f c.rellc• L 411 0" 0/1'?^•
metw(ler zahî^ °" ̂ -L ̂  rÏ ^p(^dM va'e"••8 diver>^ ̂  " «--

——— al crï pouvoir auribuer8an8 ----"^a. . ̂ ,0.....,,..,.
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unimodulaires, l'inverse d'un tableau unimodulaire, sont encore
unimodulaires.

Deux tableaux A et B sont dits équivalents si l 'un est le produit à
gaucher l'autre par un tableau unimodulaire — (proprement équi-
valents, si le tableau est modulaire)

A==I x B, A(^)==d=ï.

La propriété est réciproque ; le système de formes, la forme et la
fonction d 'Hermite associés à A et B sont équivalents au sens ordi-
naire du mot. Cette notion de l 'équivalence, transportée ainsi de la
théorie des formes, a été introduite pour la première fois par Hermite
dans son célèbre Mémoire sur la transformation des fonctions abé-
liennes (1). Elle a été reprise par M. Jordan qui a étudié aussi le
produit simultané à droite et à gauche d'un tableau par des tableaux
modulaires (2).

6. Appelons, toujours conformément à la théorie des formes,
système (et classe) de tableaux, l 'ensemble des tableaux équivalents
(et proprement équivalents) à un tableau donné. Deux tableaux quel-
conques d 'un système sont équivalents entre eux.

Pour chercher si deux tableaux sont équivalents ou proprement
équivalents, il y a lieu de distinguer, dans un système ou une classe,
des tableaux réduits analogues aux formes ou aux suites de formes
réduites imaginées par Gauss et Hermite.

7. Je reviendrai ultérieurement sur les conditions que doivent
vérifier de tels tableaux réduits. Pour le cas de tableaux à termes
entiers, le problème est résolu par la proposition bien connue énoncée
par Hermite (3).

( 1 ) Comptes rendus^ t. XL, i855. HEKMITE a défini, à proprement parler, l'équivalence
à droite, mais elle correspond à une équivalence à gauche pour les tableaux A-1, B-1.

(2) Journal de l'École Polytecîmu^ae, 48e Cahier, 1880; 51 e Cahier, 1882. Pour
d'autres définitions plus générales de la notion d'équivalence, cf. FROBENIUS, Journal
de Crelle, t. 84', 1878; KRONKCKHH, Vorl. ûher Deierini/iantentIiGorie, p. 83-366.

(3) Journal (le Crcite, t. /t'I, p. 192. Ce théorème a donné lieu à un grand nombre
d'applications. Cf. notamment STIEÏ/HES, Annales de Toulouse^ 1890. —SMITH, Procee-
dingfî of thé London Math. Soc.^ 1873. — MLNKOWSKI, Geom. der Za/tl.^ p. 172 ; Dioph.
Âpp.^ p. 67 et 90. — Huiiwrrz, Gott. Nach., 1897; etc.

Ann. Éc. Norm., (3), XXVIII. — MARS 1 9 1 1 . l5
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THÉORÈME. — Un tableau à larmes entiers est équivalent à un tableau et

un seul de la forme ( [\ )

(4)

a. .,// */ / / 1

o.. (t \ < a}

(^)

dont les termes sont entiers et vérifient les condition}! (/i bis).

Tout tableau de la forme (4) vérifiant les c o n d i t i o n s (4 bis) peut
donc être considéré comme un tableau r é d u i t ( ( ) , puisqu' i l en ex i s t e
un et un seul dans tout système de tableaux a termes en t i e r s* On peul ,
évidemment trouver d'autres condi t ions de réduc t ion ; on peut notam-
ment considérer, au l i en des inégalités (.4 bi^)^ des inéga l i tés de la
forme

^f//!'^^

ou encore fa i re dans (4) un cliansement convenab le de lignes et
colonnes, el en p a r t i c u l i e r remplacer la forme (4) et- les condi-
t ions (4 bis") par

o a y

o^a^,<a;;
,, < ^rf^l ̂  ,.n~i0 ̂  ̂ n ï << a/^ i

^ ,̂ (,<• ^ <-.„,„ «.̂ ,

0 < fi't-i ̂  ^ft-^ï<„> ^ « ^ <.̂  ^^ „?,

(5 bis)
0 -, (T: <<r^,

o<aî .

( 1 ) Je montrerai ixiLéneurernent qifil. y a lien (rasyïijeUir les tableaux réduits à une
condition supplémentaire qui est précisément vérifiée pour des tableaux de la forme (4).
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On peut utiliser les mêmes conditions de réduction pourles tableaux
à termes rationnels. Il suffît d'appliquer le théorème aux tableaux
formés par les numérateurs après réduction au même dénominateur
des termes des tableaux du système.

II. — Théorie des modules.

8. Avant de cont inuer l'étude arithmétique des tableaux, je vais
indiquer sommairement ses relations avec la théorie des modules. La
notion de module de nombres'à été in t rodui te par Dedekind ( { ) en vue
de la théorie des entiers des corps algébriques et des idéaux. Elle a
tait depuis l'objet d 'un certain nombre de travaux (2) et H. Minkowski
a beaucoup ut i l isé sous le nom de grille de nombres (Zahlengitter) une
représentation géométrique de systèmes de modules f in is . Cette not ion
peut s'étendre à des domaines plus généraux (3) que celui des nombres
réels ou imaginaires, mais je m'occuperai seulement ici des modules
de nombres ou plutôt de points (4) .

9. Etant donné un tableau A d'ordre n [A(A) ̂  o], dont les termes
sont rt'J et un point d'un espace à n dimensions ( a ) (/?<, p ^ , ...,/^),
les n équations

p,=:x^a{-+-^a[-h.. .+^^ [^=(1 ,2 , .. ., /Q]

( 1 ) Bulletin des Sciences matliéinatiquef^ t. X et XI, ou dans LEJEUNE-DIRICHLET, Za/i-
icntheorie^ 4e édition, suppL XI.

(2) Cf. notamment STEINITZ, Mal.//. Ann.^ t. LIÎ, 1899. — FROBÉNIUS, Journal à(î
Crellc, t. 78-79.

( 3 ) Voir^ par exemple, ,1.~W. KÔNIG, TIleoric der Alg. Grossen^ Leipzig, 1903. —
KRONECKEB, Verl'e, t. ï-î[. — MOLK, T/ièso de la Faculté de Paris, i8<S3.

( 4 ) L'exposé qui suit est en grande partie nouveau, ainsi que plusieurs énonces
qui généralisent des propriétés établies indépendamment par divers auteurs (Minkowski,
Hurwiiz, Dedekind, etc.) dans des questions assez différentes (bases des corps et des
idéaux, minimum d'un système de formes, unités, etc.).

(!;) Je désignerai en général par n le nombre de dimensions de l'espace. Il est à
remarquer que dans ecUe géométrie Forigine ou point nul et les axes jouent un rôle
essentiel. L'introduction de coordonnées relatives est un changement d'axes qui n^altère
pas F origine.
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ont un et un seul système de solutions qui seront. ditc?s les coordonnées
relatives du point par rapport à A. D'autre part, on appellera somme
ou différence de deux points Ç p ^ p ' ^ .. ̂ pn\ <//i? <7a? ' • • ? <//<) 1^ po in t
(/?,4-<7o . . . ,^+y^) ou (/^ ~ <7^ • • . , / ^ — y / , ) . Les nombres 7^
peuvent d'ailleurs désigner indi f féremment les coordonnées absolues
ou relatives.

Ceci posé, on appelle modale de points un ensemble de poin ts tels
que la somme ou la différence de deux d'entre eux a p p a r t i e n n e encore
à l'ensemble. On peut transporter aux modules la no t ion (Visomorphùme
mériédriaiie et lioloêdricfue de la théorie des groupes, la correspondance
étant invariante pour l 'addition et la soustraction.

10. On aura évidemment à rechercher si les points du module
^appartiennent pas à un espace de d imension inférieures à n; on est
ainsi amené à appeler dimension du module le nombre n '— k, tel qu'il ,
existe k et pas plus de k mêmes relations l inéaires, ..liomo^'cne.s et
indépendantes entre les coordonnées do chacun de ses points :

t}p, + Vjp., 4- . . . + V;pn == 0 [T^ ( î , 9., . . ., /•);)

(un des déterminants d'ordre k de la matrice des A non nul) .
On peut faire correspondre aux points d'un module de d imen-

sion n—k des points d 'un espace de dimension n — A" et formant nn
nouveau module, ce qu'on peut énoncer de façon précise. : ui'ï mo-
dule ôTL de dimension n '— k est isomorphe fioloédn.(fuernent d ' u n
module x de même dimension, maù dans un espace également de dimen-
sion n -— k. Il suffit par exemple de prendre pour <x l'ensemble des
points (j^, /^,.... pn^k)^ 1^ déterminant correspondant des A étant
supposé non nul (').

Si un module M est de dimension n, on pourra 'toujours trouver,
d 'une infini té de façons, n points du module (o^, c^, . . . , a,,),
( p i , p^ •. . , (în), . » ^ (À^ À ^ , . —,^) tels que le tableau A, qu'on peut

( 1 ) Comme exemple do tels modules on peut citer les points ayant pour coordonnées
les logarithmes des valeurs absolues des conjugués des unités d'un corps algébriquo.
C'est un module de dimension r 4"- s — i dans un espace de dimension /• 4- .y.
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appeler tableau du module

ai a^ ... a/t
. _ Pi i3, . . . (3,
A — 5

À, }., . . . A,

ait un déterminant non nul. Ce tableau est part icul ièrement intéres-
sant, car tout point ayant des entiers comme coordonnées relatives par
rapport à A appartient à OÏL. Cette même remarque montre qu'on ne
peut pas construire les points de OÏL par addition et soustraction à partir
de moins de n d'entre eux.

11. Tous les points dont les coordonnées relatives par rapport \\ un
tableau A (qui peut cire égal à 11 ]) sont des nombres entiers, consti-
tuent un module de dimension n et A est un tableau de ce module .
Un tel module sera dit, suivant une locut ion de Dedekind, tordre 72,
ou encore module type. On peut le rattacher à la définition générale
par le théorème suivant :

THÉORÈME. —- La condition nécessaire et suffisante pour qu un module
de dimension n soit d'ordre n est que les inégalités

(6) \pi\i^ l/^l^, .... \pn\=^

où £ est un nombre positif quelconque, soient vérifiées seulement par (m
nombre fini de points du module,

Pour démont re r cette propriété, on peu t d'abord remarquer que
toute l i m i t a t i o n supérieure, en valeur absolue, des coordonnées d'un
p o i n t ent ra îne une l i m i t a t i o n de ses coordonnées relatives et récipro-
quement ; ceci prouve que les condi t ions sont nécessaires. En les
supposant remplies, et en appelant A un tableau quelconque du
module OR, on construira un tableau B de OÏL avec n points ayant pour
coordonnées relatives par rapport à A :

(/,/!, 0,0, . . .), ((;!, ^, 0, . . .), . . ., (S^ ̂  . . .,^),
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avec les cond i t i ons

o ^ ('i <C (f\ o '_ n'i -< // i . . . o "!; ,s"i •< ^i,
o ̂  (ï 'a < i\i . . « o '": -v;i< ̂ i

e t ? T i , ^, ..., ^ , / é t an t les p lus petits possibles. On vér i f i e qu'on P011!'
fa i re un tel choix et qu'il en résulte que Ions les points île ^IL o n t pour
coordonnées relatives par rappori a B des nombres en t i e r s (1).

12. Le tableau B dont on a a ins i mont ré l 'existence e<(, d i t une base
de module; comme A. est arbitraire, on peut toujours prendre pour
première ligne de ,B les coordonnées (a,, a^, ..., a^) d 'un poin t de t)îl»,
pourvu qu/aucun des poin ts (^ lî ^> • ^ ^ . ) , X é lan t un e n t i e r , n 'ap-
part ienne à £)ïl.

D'après cette dernière remarque, i l y a u n e i n f i n i t é de bases a
un module type. Elles se déduisent d 'une seule en vertu de la pro-
priété :

ïnEORÈNE. — L'ensemble de ioutes les ôaw d'un înodide ty/n'! coîuUtïM
un système de lableaux ér/iwa/en/ff eninî aux.

Entre une base B et un tableau du module A, on a, en elîet une rela-
tion de la forme A, == ï x ,B, S é t an t a termes ent iers , et. les propriétés
des équations l inéaires d o n n e n t i m m é d i a t e m e n t A ( 2 ) — : ± » comme
condition nécessaire et suffisante pour que A soit une base.

13. On peut maintenant chercher à comparer les modules aux
modules types. Un module X/ de d imens ion n sera dh/iru ou infini
suivant que l'on pourra t rouver ou non u n module type -;)iV d'ordre n1

à qui JIL soit isomorphe. Dans le premier cas, comme on peut évidem-
ment construire Î)]L à partir de n/ points, d'après une remarque précé-
dente (u° 10), on devra avoij^ r i ' ^ n .

( i ) Pour les détails do eûtie démonâtration, ww par exemple des (lémonstraiiong ana-
logues : HuHwrr/, Gôtt, Nw'h^ JH<); ; MÏNKÛWSIH, Dhp/t. / / p p . , Chap. 11!̂  ^ \Â ôt 1.̂
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On peut étendre à tout module fini la construction et la notion
d'ordre des modules types en montrant l'existence d'un modale type
isomorphe hoioédriquement à OR. Si l'isomorphisme OÏL, OÏL" n'est pas
déjà hoioédrique, au point nul de OÏL correspondent des points de OlV
formant un nouveau module de dimension k, isomorphe hoioédrique-
ment à un module type ^/ d'ordre k (n° 10). En prenant une base
de OÏL' dont l 'un des mineurs d'ordre k soit une base de ^/, le mineur
complémentai re sera une base d'un module type Dio d'ordre n' — k === m,
isomorphe hoioédriquement à OÏL (m^n).

Le module ainsi trouvé est unique, à un isomorphisme hoioédrique
près. Son ordre sera dit l'ordre de OÏL, et à ses points de base corres-
pondront m points de OÏL Ça\, a1^ . . . , ̂ ) tels que tout point de OÏL
aura des coordonnées de la forme

^, a) -r- ^^ a] 4- . . . 4- x,n a ' j 1 \ j == (1 ,2 , .. ., n )]

(x^ /r^, ..., x^ é tan t des ent iers quelconques).
Enfin et , pour a ins i dire, r éc ip roquement , à tout module type cX

d'ordre m formé par les po in t s (p,, /^, .. ' , p , n ) ^ on peut faire corres-
pondre le module OÏL de d imens ion n (n<^m) formé par les points
( /? i , / ^? . . . , pn\ L' isornorphisme est hoioédrique si entre les w pre-
mières coordonnées des points de base de 2f^ i l n 'existe aucune relation
linéaire et homogène à coefficients entiers. Pour n == î le module OÏL est
un module de nombres.

14. Je vais, en terminant , exposer quelques principes de la divisi-
b i l i t é des modules types; les propriétés du numéro précédent en
permettent l 'extension aux modules finis. Un module OÏL dont tous
les points appart iennent à un module Jlo est dit un sous-module, ou
suivant Dedelund un multiple de JL, -Jt. é tant lui-même un diviseur
de OÏL.

La dimension de OÏL est infér ieure ou égale à celle de (JL et l'applica-
tion du théorème du n° 11 montre que si pA.» est un module type, OÏL en est
un aussi. En out re , s'ils sont tous deux de même dimension et par suite
de même ordre, toute base M. de OÏL se déduit d 'une base A de ^ par
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une égalité de la forme

M^:S x A, A ( S ) ^ o ,

S étant un tableau a coeff ic ients en t ie rs .
Considérons encore deux modules (ypes 4.,, ^ do hases A et IL

Leurs p o i n t s c o m m u n s (qui p e u v e n t se rédu i re au seul p o i n t n u l ) ,
forment un module Ï Ï Ï L , sous -modu le c o m m u n de A et ^l, et t o u t sous-
m o d u l e c o m m u n de nZ> et KÎ) est un sous-module de DÎL. De même, ( o u f .
module , ayant A et ni» comme sous-modules, adme t c o m m e sous-
module (ô, obtenu en c o m b i u a n t par a d d i t i o n et s o u s t r a c t i o n les
points de 4, et de ii^ Kn a p p l i q u a n t le p r inc ipe précédent , u n ca lcul
s imple sur les tableaux A et B m o n î r e que : Si l ' u n des lableau.v ;)}L
ou (fâ efît d'ordre r^ l'autre l ' e s l a ' i s s i r?/, pour qUil en soit ainsi\ il faut e(
il suffit cfue l ' o n ait

A:=:Sx B, A (i)^o,

S étant un tableau à terrneff ralionn.cis,

15. Los raisonnements précédents sont encore valables pour des
points à coordonnées réelles ou imag ina i r e s , à c o n d i t i o n qu 'on puisse
trouver un tableau A, du module tel que les coordonnées re la t ives , par

"rapport à A, des points du module soient réelles, ( restée q u i est v é r i f i é
no tamment dans le cas où chaque po in t a r coordonnées réelles
et s couples de coordonnées imagina i res conjuguées» Les bases et
les tableaux des divers modules sont alors do la forme ind iquée
au n° 4. Les inégalités (6) du théorème f o n d a m e n t a l se réduisent
à r ^ r s - ^ n — s inégalités dis t inctes .

III. — Groupes abéliens de tableaux.

16. En plus des systèmes simples, j 'aurai souvent à ut i l iser des
tableaux dont les termes de la diagonale principale seront seuls d i f f é -
rents de zéro, mais non nécessairement é^aux. Pour abréger, j 'appel-
lerai un tel tableau tableau élémentaire et je le représenterai en général
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par la lettre E, accentuée ou non , soit par la notation (1) [a,, a^, ...,a^]
ou plas simplement [o^-J, a,, . . . » a^ étant les termes de la diagonale
principale. Les opérations entre tableaux élémentaires sont très
simples et Pon a les règles évidentes :

[0 -+- [p.] = [a,+ p.], [a,] x [(3.] = K(3,1,

A([a,]) =:ai,oî2, .. .,a,,, [a/]-^ — ;
L-^J

la multiplication est dans ce cas commutative.
Je n'aurai à considérer que la multiplication à droite d'un tableau

quelconque A par un tableau élémentaire [a/]. Elle a pour effet de mul-
tiplier par v,i les termes de la colonne de rang i. Le module ^ ayant
pour base A x [a^-J se déduit de même du module <A> de base A en
multipliant par a^ la i1^6 coordonnée de chaque point. Pour cette
raison, je dirai que la multiplication à droite d'un tableau A par un
tableau E est une dilatation, à condition toutefois qu'aux colonnes
réelles ou imaginaires conjuguées de A correspondent des nombres
réels ou imaginaires conjugués de E.

Dans une dilatation, la forme du ^iemc ordre associée à A est multi-
pliée par A(E) et, réciproquement, le tableau auquel est associée une
forme du n1^6 ordre décomposable en facteurs linéaires n'est défini
qu'à une dilatation près de déterminant i. Les formes du système
associé sont multipliées respectivement par a/ et, dans la fonction
dTIermite, il y a seulement changement des paramètres À^, ;j.y. Enfin
une même dilatation transforme (2) un système de tableaux en un
autre système.

17. Dans un tableau T, on peut mettre en évidence un tableau élé-
mentaire en introduisant les éléments doubles de la substitution dé-
finie par T. On est ainsi conduit à la proposition précise : Si I1'équation
en À n'a ni racine double ni racine nulle, T peut se mettre sous la forme

(7) T=Ax[^ ]xA- 1 .

( 1 ) KRONJECKER (F'orl. ûber Det., p. 38o) emploie une notation analogue.
( 2) lien serait d'ailleurs ainsi pour tout produit à droite par un tableau quelconque

mais déterminé.
Afin. te, Norm., (3), XXVÏIL — MAIIS 1 9 1 1 . ^
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Les nombres À^ sont les racines de l'écfuaiion en À ely leur ordre étant
choisie A. est défini à une dil.ciUition Drès et son détcrnnnwit nest pus
nul,

En supposant a priori A(A) ̂  o, réquation (7) est en ellet équiva-
lente à l'équation

(7Z./.Q T x A " A x |;V|.

En désignant par a^ et œ[ les termes de T et de A, y celle-ci est. elle-
même équivalente au système de n2 équat ions en a et A

a;a{•+-a?a{+... l+•^?^=^?.y |7-:(j(,2, ,.., n) ;/:::=: ( r , 2, ...,/Q].

Ces équations, groupées par mêmes valeurs de^y montrent , par élimi-
nation des ocj, que À, doit annuler le polynôme en À

/(À) =A(T-[).]).

Réciproquement, à chaque zéro simple A/^ de/correspond un et un
seul 'système de valeurs de a^ aî, . . . , o^ définies à un (acteur près
[./^(^A) n'est pas nul , et par suite au moinsun m i n e u r d e A f T — |"Al)1.
On détermine a ins i A à une d i l a t a t i on près et A(A) n'est pas n u l ,
car s'il existait/^ relat ions

u^a^+ u^[-^...+ ^^r:::o \k :::::: ( t , a, .. ^ fi)\ u^/^

^, À^, ..., \ vérifieraient l 'équation de degré n — i
fi i „... }a j /. .ï ^

1 //! ltî * - .̂...-.î ^

non identiquement nulle, ce qui est absurde.

18. La condition du théomne n'est évidemment pas nécessaire;
mais étant donné un tableau mis sous la forme (7), le début du rai-
sonnement montre que les ^ sont les racines de l'équation en \. En
outre, en précisant la discussion du système d'équations, on trouve
aisément que, si ^== À^, leur valeur commune est racine double de
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l'équation en 'X et le tableau A n'est plus déterminé qu'à un produit
près à droite par un tableau renfermant, outre les termes de la diago-
nale principale, deux termes, de valeurs quelconques, occupant des
positions symétriques par rapport à cette diagonale (ligne et colonne
de rang k, K et k\ À'). On obtiendrait des résultats analogues pour le
cas de 72^3 valeurs de \ égales entre elles. Dans le cas particulier où
elles sont toutes égales à un même nombre p on a manifestement

T^Ax^jxA-^Lp] ,

et réciproquement tout système simple peut être mis sous la forme (7)
en prenant pour A un tableau quelconque.

19. Pour abréger le langage, je dirai que A, défini à une di la ta t ion
près, est un opérateur et que [X;] est le tableau élémentaire de tout
tableau T mis sous la forme (7). Le calcul de tableaux de même opé-
rateur se ramène au calcul de leurs tableaux élémentaires par suite des
égalités immédiates (1)

AEA-1 -t- AE'A.-1 == A x (E + E')A-1,
(AEA-^xCAE^A-^Ax (EE^A-S

(AEi-^-^AE-^A-1,

d'où l'on déduit Fégalité plus générale, R désignant une fonction
rationnelle quelconque,

RCAEA-SAE'A-1, ...)= A x R(E, E', ...)xA-1.

En particulier O)/^) étant le premier membre de l'équation en X
de T, on a l'égalité

/(T^AxL/a^xA-^o.

Le calcul des tableaux de même opérateur serait susceptible d'an

( 1 ) Des égalités analogues auraient encore lieu pour des formes plas générales des E.
Cf. FROBENIUS) tournai de Crelle^ t. 84, 1878.

( 2 ) Cette propriété bien connue n'est ainsi démontrée que pour des tableaux pouvant
se mettre sous la forme (^). La démonstration serait rendue générale en se servant de
l'égalité (7 bis). Pour les conséquences je renvoie à LAGUERRE {loc. cit.).
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assez grand nombre d 'appl icat ions ^'ôorn6(,ri<|iies ou a lgébriques. Je
signale simplement l 'appl icaf ion à la Iransiorinalion deTschi rnhausen .
Une équation entière

f{x) =• x114- a\ x ' 1 " " " 1 4 - a^r^'^-h . . . -l-1" ( ï , i . '"= 0

peut toujours s'écrire sous forme d'une équation en X (l 'un tableau T,
par exemple

• ai — m î

• S!

Pour appliquer àyia transformation y == ç(^)? il Btiiïit de calculer
le tableau

T=y(T),

et l'équation en X de ce nouveau tableau

ACr-CyD-o
est l 'équation cherchée. Cette méthode de calcul ne d i f î e r e pas d ' a i l -
leurs essentiellement de l ' ingénieuse méthode donnée par I le rmi ie (r),

20. Des tableaux de même opérateur const i tueni , d'après ce q u i
précède, un ensemble d 'é léments à m n i t i p l i c a l i o n con imu la t i ve . On
peut montrer , sauf quelques restriclions, que c^esl le seni moyen
d'oblenir de tels ensembles de tableaux. C'est ce qui résulte de la pro
priété : Etant donné un tableau. T dont 1 ' éf.fu.alion, en X n a pci$ f/e f'cî-cifu'
double, tout tableau S, ( A (S) •̂  o ), permutable ayec T, peut être cona!»
déré comme ayant le même opérateur que T.

En effet, T étant mis sous la forme T==AEA;"\ l'hypothèse! en-
t ra îne les égalités

STS-1=T ou (SA) x E x (SA^^AEA""1.

( 1 ) Comptes rendue, Paris, 1859. Cf. aussi V exposé de celte méthode par WKBEB
{Lehrbuch der ^tgeira^ t. I, p. &ïi).
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Or, l'opérateur de T étanfc défini à une dilatation près, on doit avoir

SArr rAxE' ou S = A x E^ x A-1.

Donc, si dans un groupe abélien de tableaux il y en a au moins ( ')
un dont l'équation en X n'ait pas de racine double, tous les tableaux
du groupe seront de la forme

T=AEA-S T^AE^A-1,

les tableaux élémentaires E, E' , . . . formant un groupe nécessairement
abélien. Réciproquement, un tel ensemble est un groupe abélien de
tableaux. Il en est de même de l'ensemble suivant, où S désigne
un tableau quelconque [A(S) •=/=. o],

2T2-1, 2TZ-1, ...,

l'opérateur commun de ce nouveau groupe étanfc SA à une dilatation
pres.

IV. •— Méthode générale de réduction des tableaux.

21. Des tableaux d'un système pourront être dits réduits lorsqu'ils
vérifieront certaines condi t ions données a priori. Toutefois, pour
qu'elles soient bien des conditions de réduction (au sens attaché à ce
mot dans la théorie ar i thmét ique des formes), il faut évidemment que :

i° II existe toujours au moins un, et en général un ensemble de
tableaux réduits équivalents à un tableau donné ;

2° Ces conditions soient indépendantes du tableau choisi pour
définir le système.

S'il en est ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour que deux
tableaux A et B soient équivalents est bien que les ensembles de.
tableaux réduits équivalents respectivement à A etB soient identiques.

( 1 ) Celle condition, de même que celle du Ihéorèmo précédent, n'est évidemment pas
nécessaire. Elle sera vérifiée pour les groupes de tableaux à termes entiers dont je
m'occuperai ultérieurement (Chap. IV).
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Ce seront également des cond i t ions do réduc t ion pour le système de
formes associées. M-aispour qu ' i l en so iL do même de h forme associée
d^ordre n, comme le tableau correspondant n'est d é f i n i qu'à, une d i l a -
tation près (n0 16), il f a u t encore que :

3° Les conditions de réduction soient invar iantes pour u n e dilata-
tion, c'est-à-dire qu'à une di la ta t ion edectuée sur un système corres-
ponde la même dilatation sur l 'enscmhie des tableaux réduits .

Il suffirait s t r ictement de supposer cette troisième propriété vér i f iée
seulement pour les dilatat ions de déterminant i. Je fa supposerai
entièrement nécessaire, ce (pi revient à admettre que les cond i t i ons
de réduction ne portent que sur les rapports mutuels des coefficients
de <I>.

On peut évidemment imaginer une in f in i t é de méthodes de réduc-
tion vérifiant les trois propriétés précédentes ; je vais en exposer une
qui n'est qifune extension de la réduction continuelle d<f'Henni'te ( < ) .
Grâce à l'introduction d'un nombre û) supposé seulement supérieur
à ï y la définition de ce mode de réduction renferme une certaine
latitude qui permet d'en déduire, comme cas particulier^ des algo-
rithmes indiqués par divers auteurs (2).

22. Fixons d'abord les notat ions ; étant donné un tableau T, je
désignerai pa r^ , ^, ..., ^ les formes l inéaires correspondant aux
colonnes réelles et T)^ Y]^ T]^ r^^ ..., ̂  y^ les formes correspondant
aux couples de colonnes imaginaires conjuguées. La fonction d'Hermite
F associée à T peut s'écrire

(ù

F(,Z4, ̂  * - , ̂ ) == -SÂ? 11 î,i ̂  +1^ (^^y)\

Je supposerai œ^ï et j'envisagerai aussi la fonction limite
ï

/(^^ .<.^)= Ïim F^

( l ) ^HISRMITE, loe. cit. Voir aussi une application do cette méthode : GIIAHVÏÎ, Âfirudc.s
de l'École 'Normale^ î88o.

(2) Cf. en particulier MiNKowstn, Gcom, der Zableu^ p. 147; MatÏh .Ann.^ t, LïV
1901 ; Annales de l'Ecole Nôrmaiff^ 1896*
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qui est égale au plus grand des nombres

^ll^lh ' " , ^r\ M? ^ll^ll? • • • ? ^|"^|.

Si l'on suppose que les indéterminées x ^ x ^ , ..., oc^ ne peuvent
prendre que des valeurs entières, on peut considérer ^, Ça, ...,
Y ] , , ï]i, ... , Y]^, T^, comme les coordonnées d'un point du module ^

i
ayant T pour base, et F, F'0 e t /comme des fonctions des points du
module. Je rappelle dans ce cas que, d'après le théorème arithmé-

. / 1tique de Minkowsld UF"^ const. p o u r œ ^ i est Inéquation à9 une sur/ace

nulle part concave), il existe au moins un point du module tel que l'on
ait

F^ o^^À,...7.,^...^|A(T)|,

ê^ étant une constante finie, fonction seulement de co et de r et s.
J'aurai à revenir sur ce théorème dont je donnerai une démonstration
dans certains cas particuliers.

23. Je supposerai, pour simplifier, qu'il n'existe aucune relation
linéaire et homogène à coefficients entiers entre les termes d'une
même colonne de T. Dans ces conditions, le module s est isomorphe
hoioédriquement à tout module obtenu en supprimant une ou plu-
sieurs coordonnées à chacun de ses points (n° 13). Ceci posé, consi-
dérons d'abord le cas s=o, r=n, c'est-à-dire tous les termes de T
réels ; dans ce cas, il existe au moins un tableau U du module vérifiant
les condit ions :

A. ï° II existe un système de valeurs des \ tel que la fonction d'Hermite
correspondante soit minimum pour le point constituant la première ligne
de U ;

2° II existe un système de valeurs des À {ne vérifiant pas nécessaire-
ment la condition précédente) tel que la fonction d'Hermite prenne les
mêmes valeurs pour les n points de U, et que cette valeur soit inférieure
ou égale à la valeur pour les autres points de ^, sauf peut-être pour les
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points du sous-module de dimension ri — î , contenant les n — î premiers
points de U (1).

Ces condi t ions ne dépendan t (pie des rapports mu tue l s des À, on
peut supposer A^, par exemple, é^'al a 'î. Soit alors un premier système
de valeurs des À : ^, 4, ..., ï; il y a au moins un p o i n t du module
(a^, a^, ..., a^) différent de (o, o, .*. , o) ou F (pour les valeurs ^-) est
min imum. En effet, II étant pos i t i f et sn fdsamment ^ rand , i l y a des
po in t s de ^ vérifiant l 'inégalité

F(.z'i,.r^ . . » ,^ ) <n,

mais il y a seulement un nombre f i n i de ces points, car cette inégal i té
entraîne a fortiori la l imi t a t ion des coordonnées (roir n° i l )

î î
ÎT^ ÎÏ^ -.1I ï 1 < lllx î v \ <-"' •:*' î '•- | ..1" •i1!'/»»

1 '^l | =: "-T-? | ^r | .-s •-7"" î f * • ? | î;//. | -' il. *
h ^

Le premier point de U ainsi déterminé, nous allons démontrer l'exis-
tence des autres par récurrence. Supposons qu'on ai t pu t rouver
p— î points du module

(a^aJ, ...,^), (aî,a|, ...,a;;), ..., «, a^ ^^^},

qui, avec le point précédent, fo rment un système déf in issant un sous-
module çf de d imens ion /^ et vér if iant la deux ième c o n d i t i o n (A) ;
si p<^n, on peut trouver un ( p -h if'^ point . En edet, la fonction
d'Hermite ayant une même valeur ç ( A < , \, ..., x ) pour les p points
trouvés, les équations aux X,

<p(Ài, ?4, ..., î ) :̂  I)f| oc) 1^= ÏÂfl (%? l^^:;.. .= 2)^| a? ̂

ont un système de solutions positives : l\, Ç ..., î; commet </.?,
elles en ont une infinité et, par variation continue du système de solu-
tions, on peut l'amener du système initial (^, l^ .... ï ) à un sys-
tème (/p ^, ..., î), où l 'un des paramètres au inoins, ^ par exemple,

( 1 ) Go sous-ïïiodulô renferme par suilo tous les points do ̂  qui fonnoni avec Ïôâ ^ _ i
premiers un labloau de déierminant nul. Sur la nécessité de eeUô rostnetion^ 'voir lô cas
du troisième ordre (Chap* ÏU).
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soit inférieur à un nombre donné s- On peut alors disposer de £ de
façon que, dans cette variation, les p points aient cessé d'être des
minima de F. Il suffit pour cela que l'expression

o(^ /;, . . ., i) = [ î\a\ j -4-1 ̂  j^+. . -h [ a, |-

ne soit plus minimum, relativement aux points de G n'appartenant pas
à Q\ Or ^ étant d'ordre/? (n0 14) on peut trouver un pointa, ̂  •••^/O
de ^ n'appartenant pas à ̂  vérifiant les n — i inégalités

l^|aj| (^A-),

car elles sont vérifiées par un nombre infini (1) de points de G et un
nombre fini de points de î^. I I suffît alors de choisir £ tel que

l ̂ /c i^-4- i ̂ r^< i ̂ i. 1e 0- i -1 ̂  h
pour qu'on ait a fortiori l'inégalité

| Ww-^\ ̂  ]-+...+ 1 £, ]-< | l\a\ 1^+1 ^ a^ 1-+. . .+1 ̂  1-.

Il y a donc un système de valeurs des paramètres pour lequel 9 cesse
d'être min imum. Comme y est une fonction cont inue des ^, pour ce
système, elle est égale à la valeur de la fonction d'IIermite pour un
certain point de ÎB n'appartenant pas à ^ / , soit (a^ , a^ , ..., a^"1'1 )
qui est le/? -4- i""1110 point cherché.

On a ainsi démontré l'existence d'un tableau U correspondant à un
système de paramètres (^, 4, ..., i). On peut d'abord trouver plusieurs
tableaux correspondant à ce système et notamment tous les tableaux
[ ± r , ± ï , ..., ± i '] x U ; on pourrait par suite supposer les termes
de la première colonne de U positifs. D'autre part, en faisant varier
ces paramètres, on peut obtenir un ensemble de tableaux U qui seront
ainsi classés suivant les valeurs correspondantes des paramètres, c'est-
à-dire dans un espace à n — ï dimensions.

24. Supposons maintenant s-=^- o; un procédé tout à fait analogue

( l) Ceci en verLu de Fhypothèso faite au début du paragraphe et de l'isomorphisme
qui en résulte. Ces n — ï inégalités entraînent | ̂  | > | a^. (, autrement (a^ 04, ..., a/1,) ne
serait pas minimum.

Ann. Éc. JVorm., (3), XXVIlï. — MAiiy 1 9 1 1 . 17
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au précédent montre l 'existence de r 4-.y po in t s de (? déf in issant un
sous-module G'd'ordre et de dimension r + s et vér i f ian t les c o n d i t i o n s
précédentes. Il leur correspond au inoins un système de valeurs des A
et des ^ et une valeur Ço ^ hi fonct ion d 'Hermite . On peut alors
déterminer un r 4- s + i^0 point de s, non de (^ rendant la f o n c t i o n
d'Hermite m i n i m u m , pour les valeurs précédentes des paramètres et
par comparaison aux valeurs de la f o n c t i o n aux autres p o i n t s de ^
n'appartenant pas à ^/. En opérant de même sur les r + ^ + i pomts
obtenus, et a ins i de sui te de proche en proche, on d é t e r m i n e encore un
tableau U de s vérifiant les cond i t ions :

B. i° Sa première li^ne est formée par un point qui est un minimum
de F ;

2° // existe un système de valeurs des paramètres À et p- tel que lu jonc-
tion F correspondante ait la même valeur pour les r ' j- s premiers points
du tableau^ cette valeur étant minimum pur comparaison aux valeurs
de F pour les points de G n'appartenant pus au sous-module (̂  défini par
les r 4- s — ï. premiers points ;

30 f^ (^ ̂  ^ .4, f^y'ème ^y^ r(^zd la fonction F, correspondante aiw
valeurs précédentes des paramètres, minima par comparaison au.v
valeurs de F pour les points de G n appartenant pas nu sous-module ç^ dé/tm
par les r 4- s -h k — ï premiers points ; cette condition étant veri/lée pour
À = = ( l , 2, . . . , S}.

25.'Les tableaux U ainsi définis vér i f îen t les condit ions ï % 2°, 3° d u
début de ce paragraphe. En effe t , en remplaçant ï par un t ab leau
équivalent, on ne change pas ^ qui entre seul dans les condit ions (A)
et (B), et, d'autre part, une dilatation fa i t e sur T change les paramétres
de F, mais laisse invariants ses m i n i m a . Toutefois ces tableaux U ne
sont pas nécessairement équivalents à T, mais de la forme ST [S à
termes entiers, A(ï;) 7^ o]. Le* tableau S-^IJ est donc équivalent à T;
il en est de même de S U = ^ ' V ; S étant équivalent à S""1 (à termes
rat ionnels) et de la forme (4) (mirn^^). De p lus , le tableau Y est
unique quand U est donné, et l'ensemble des tableaux Y peut consti-
tuer' un ensemble de tableaux réduits.

Cet ensemble dépend a priori du nombre o.» ; on vérifie sans diffi-
culté que sa définition subsiste pour œ == co, en uti l isant dans ce'cas,
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la fonction limite f. On peut constater, en particulier, que pour le
cas d'un tableau T à termes entiers, un tableau équivalent de la
forme (4) vérifie les conditions (A) pour co = co (1 ).

26. Considérons, comme cas particulièrement remarquable, un
tableau T ayant pour termes d'une colonne des entiers algébriques
d'un même corps et pour termes des autres colonnes les entiers
conjugués. Soit U un tableau déduit de T, vérifiant les conditions (A)
ou (B). En supposant le produit des paramètres égal à i et en appli-
quant le théorème de Minkowski (2) à la valeur commune ou à la plus
grande valeur de la fonction F pour les n points de U, on a l'inégalité

[F]^ ̂  x \ / |A(T) | = H,

et, a fortiori^ les inégalités

^ K I S H , ^|a^H, ^1^1^ H.

Mais si nous considérons la forme d'ordre n associée à U, on peut
l'écrire, le produit des paramètres étant i,

i=zn.

€»=]^^(a^i+a^2-h...-4-af,^).
/'=!

Les inégalités précédentes entraînent une limite supérieure pour les
valeurs absolues des coefficients de <D et ces coefficients étant des
entiers rationnels, il n'y a qu'un nombre fini de formes <& associées
aux divers tableaux U. Donc ces tableaux U, et par suite les tableaux
réduits équivalents à T (de fa forme SU), se déduisent tous, par des
dilatations, d'un nombre fini d'entre eux.

De cette propriété résulte une certaine périodicité pour les valeurs

(r) Les tableaux à termes entiers rentrent précisément dans le cas d'exception écarté
au n0 î3. Je reviendrai sur ce cas pour le deuxième ordre.

( â ) L'inégalité n'est pas à vrai dire une conséquence immédiate du théorème deMin-
kowski sous sa forme habituelle à cause des restrictions apportées aux minima dans (A)
et (B), ii faudrait modifier légèrement l'énoncé et la démonstration. Pour plus de préci-
sion, 'voir le Chapitre IV de ce travail.
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des paramètres correspondant aux tableaux réduits of, pour les tableaux
modulaires, quotients deux ;i deux des tableaux réduits; j'ai précisé
celte périodicité pour les cas particuliers du deuxième et du troisième
ordre (Chap. IV). Une périodicité analogue a été établie depuis long-
temps pour le cas du deuxième ordre. M. Charvc, d'après Hermite,
en a signaléjme pour le cas du troisième ordre.

^ Eiifiri, si l'on remarque que dans la constante II n'entre que
l'expression (A(T)| qui, à une puissance près, est le discriminant du
corps des a, on constate que la démonstration conduit encore au
célèbre théorème d'ilermile sur le nombre limité d'irrationnalités
distinctes ()), théorème repris ensuite par Minkowski ( î ) dans la
recherche des corps d'un discriminant donné.

CHAPITIŒ U.
HÉDUCTION DES ÏAliLKAUX DU DHUX1ÈME OtIDIlE.

I. — Suite des tableaux réiïuits,

\. Je vais m'occuper dans ce Chapitre de Ja réduction des tahleauK
d ordre 2 de la forme (;>)

ni {t ft'

^ h h' •

La forme associée est une forme quadratique

<1» :=-(</,%• -)- h y} (rt'.r 4. l,iy^

Elle est défîmes les deux colonnes du tableau sont à termes ima"i-
"aircs conjugués. Dans ce cas la méthode de réduction rcondifionsB)
c^^lu,t pour $ aux conditions bien connues de Gauss. Posons on

a^a».\-ia.i, &:.=//,+/^,.

( 1 ) Lettre à M. liorchardi, Journal do Cmlk, t. 53; OEuvro,, t. I, p h^
) Gwrn. dsr Xa/d., §41,42,43. La (lôinoiisiralion qu'on déduirait dos itrincinoa

precodonts serait on somme identique ù collo ̂  Minkowski I '
(^ hur les matières do ce Chapitre, cf. Comptes rendue a8 juin 1909, C juin 1910 .
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La fonction d'Hermite renferme un seul paramètre qu'on peut sup-
poser égal à i, et peut s'écrire

tu

F -==. [(a,x -4- ^ojy2-}- {a,x 4- b.yY-Y.

Il est indifférent d'employer une valeur quelconque de co et pour
que le tableau U

Oo-h lc<i OQ— ic(.i
Pô 4-^i 6o—î(3i

U.

vérifie les conditions (B), il faut et il suffit que les expressions
(ao)2^- (^-i)2, (Po)2-^ (p i ) 2 soient des minima delà forme quadratique:
{a^x +^oy)2 -+- (<^^ -+- ^y)2? ̂  première par comparaison à tous les
points du module <s, la deuxième par comparaison aux mêmes points,
exception faite des points [(a^ -h- ioL^x, (a^ —- ia^x]. On en déduit
d'abord sans difficulté que U est équivalent à T (c/*. un raisonnement
analogue au n° 5 de ce Chapitre) et ensuite qu'il faut et suffit qu'on
a i t ( 1 )

iÊrtiPi^ o^JêrtlÊi^<i.'0 •_____ ________

y.Q + i^\ \= * ' ^ = ̂  \^o + iy^ ) ̂  2

Sous cette forme, on reconnaît la définition bien connue du domaine
fondamental du groupe modulaire qui conduit aux conditions de
Gauss pour <t>.

2. Dans le cas où les termes de T sont réels, la forme associée est
indéfinie. On peut représenter les points du module ^ ayant T pour
base par les sommets d'un réseau de parallélogrammes dans le plan.
Les inégalités (6) sur les modules types expriment le fait évident qu'il
n'y a qu 'un nombre fini de ces sommets à l ' intérieur d 'un parallélo-
gramme de centre 0 et de côtés parallèles à Ox, Oy.

Pour la réduction ( 2 ) de T, je me servirai de la fonction limite /

( 1 ) Co résultat est en somme la propriété du parallélogramme réduit dans le réseau
de périodes d'une fonction elliptique.

( 2 ) Cf. pour une rédaction analogue MINKOWSKI, Arilmetischc Théorie élues Linien-
pacirs (Geom. cler Za/il.y § 4o). J'ai cru ut i le de donner une exposition différente de
celle de Minkowski, surtout en vue de la comparaison des diverses méthodes et de leur
extension au troisième ordre.
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(pour la valeur œ==co) et je supposerai le p r o d u i t des paramètres
égal à i. Celte fonct ion que Je représenterai \w f\(^, p), (^ ^) étant
un point de ?î, est alors é^ale au plus grand des deux nombres

Comme on a /1(^ ^ /) ==/).(— Ç, -^), au point de vue de la valeur
de /il suffit de considérer, et je considérerai dans la suite seulement
les points de S dont la première coordonnée est posi t ive.

3. Cette convention étant faite, le mémo raisonnement que pour le
n10"'16 ordre (Chap. 1, n0 23) montre qu'à une valeur de A correspond au
inoins un point (c^ o^) de e rendant F minimum (oc>"o). Si le
ïmnimum est atteint pour deux points (a, a'), (p, p'j), je dirai qu'il y
a un seul minimum proprement dit ou deux minima selon les conven-
tions suivantes :

En supposant, par exemple :

^(a,^):1:^.

^(p,?7) ^^Ip7!; (a,<^), ((î,^) minima simultanés.À

[fy|>M
/x((3, (ÎQ ==^j3 < ou ; ((^ ffJ) m i n i m ï f m proprement <iU*

IP 7 1= |^1 , ^>o

En adoptant ces conventionSy il existe au plus deux minima pro-
prement dits pour une valeur du paramètre,

Pour rechercher tous les points de ^ qui sont des minima de J\ on
pourra se servir de la propriété : La condition nécessaire et su^fjiswtfî
pour (]Uô (a, û</) sou un minimum proprement dû de f pour certaines
valeurs de X, est qu'il n'existe aucun point ('$, ^) de s vérifiant les ine"
gcdités

o<^a, Î M,

sauf (o, o) et, s'il exùtey le pointa, — a/). Dans ce dernier cas^ il faut
en outre que vJ soit positif.
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La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, sup-
posons-la vérifiée, et soit d'abord oL^Loy a'^o. On peut toujours
déterminer un point (p, R') de s par les conditions

o ̂  (3 < a, | (^ 1 le plus petit possible,

car, suivant que le module formé par les nombres ± Ç est du deuxième
ou du premier ordre, l ' inégalité |$[ <; a ou l'égalité ^ == o auneinf ini té
de solutions, et l'on peut choisir parmi elles ({3, p'). S'il j a ambi-
guïté, on choisira celui des points dont la première coordonnée est la
plus petite, ou dont les deux coordonnées sont positives. On déter-
minera de même (y, y') tel qu'on ait

o < y, | y ' | < | a' |, y le plus petit possible.

Considérons alors les valeurs A ^ , Xa définies par les égalités

^0=^1, ^|a-|=V/;

(a, a") est seul min imum pour les valeurs de ^ intérieures, au sens
étroit, à l'intervalle \^ X^ et ne l'est pas pour les valeurs exté-
rieures. C'est ce qu'on vérifie aisément en remarquant que les points
de s peuvent se répartir en trois catégories :

(A)
(B)
(C)

^ 1 1 1 \ ï 1 ̂
l^y><^

^mp^M,
et en étudiant/^, ^) pour chacane d'elles.

Si a == o, a'^o, on ne peut déterminer que le point (y, y) et la
valeur À^. Le point (oc, a') est seul minimum pour les valeurs de À
intérieures à (co, Àg). Si 0-7^0, y/==o, les valeurs de X seront inté-
rieures à ("Xo o).

4. La démonstration précédente montrerait encore que (?, ^) est un
minimum proprement dit de/pour des valeurs de ^immédiatement
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supérieures à X , , et pour À === X , , les points (a, a'), (?, p') sont m i n i m a
simultanés. On peut dire pour cet te raison que (p, f^) est le minmuun
suivant (%, a/); (y, y') serait de même le m i n i m u m précédant. Si ^ ••/-: o
on peut de même déterminer un m i n i m u m , suivant (p, [î') et si y' 7^ o
un m i n i m u m précédant (y, y'), et a ins i de suite, ce qui montre com-
ment se succèdent les minima de^(^, S^) lorsque Avar i e d 'une façon
continue.

D'autre part, si X est intérieur à un intervalle t intérieur a (o, co), il.
n^y a qu'un nombre fini de points rendant f\ m i n i m u m . Car un tel
point devrait vérifier des inégalités de la forme

M^^)^. A(^)^Kh
et a fortiori

a^i, l^l^^l,

( e ^ , e[), (^2^2) étant des points de ç; tels ((lie l 'intervalle
comprenne I. Par suite, en faisant croître et décroître i n d é f i n i m e n t
les bornes de I, on obt iendra tous les min ima de^ rangés en une îfdUe
ordonnée dans les deux sens su ivant les valeurs croissantes et décrois-
santes de X. Elle sera aussi o rdonnéey d'après co qui précédey par
rapport aux valeurs décroissantes et croissantes de a et aux -valeurs
croissantes et décroissantes de [ o & ' l . Elle peut d 'a i l leurs être l imitée
dans un sens, ou dans les deux,

5. En fa i s an t une légère modification aux condi t ions générales (A)
(nécessitée par l ' introduction des min ima proprement dits), nous
désignerons par U et nous appellerons tableau réc/uù tout tableau
constitué par deux minima successifs, le point de la 'première l igne
précédant le point de la deuxième, soit

n - a af

""p ^

Ses termes vérifient a priori les inégalités

a>o, |3>o, a>(3, |p'|>[a'|,
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d'où il résulte que A (U) n'est pas nul. En procédant comme pour le
théorème sur les points minima, on démontre que la condition néces-
saire et suffisante pour quun tableau U du module ̂  vérifiant les inéga-
lités précédentes soit réduite est que tout point ( < ) (?, p) de ^ vérifie au
moins l'une des ijiégalitès

m>a ou m>i^i.
Ce théorème permet de prouver l'importante propriété, qui justifie

la dénomination de réduit appliquée à U :
Tout tableau U formé de deux minima successifs est équivalent à T.

En effet, U étant un tableau du module [A (U)7^o], une base de G
est de la forme S~1 xU, S étant à termes entiers^et S""1 défini à une
équivalence près. On peut donc supposer S~1 de la forme (4) (voir
Chap. I, n° 7) et poser

P .
T=

a^ a^

b, b\
d

?L l
d d

x
OL a.

P (̂

p , f/, q, d é tant des entiers vérifiant les conditions

(S à termes entiers) (/?, d, q) > o,M, _1
d21 ~~ d

P_ ̂  P_^
d ~ a d

Comme on ne peut avoir simultanément, puisque (a, a") est un
min imum,

a>|a a'\>\a'\•-=f-\^\•=^\yJ\,
p ï
d"=^ d 1 [ y i

il faut <7== ï . Mais alors, si d était supérieur à ï , on aurait

4 a + ; P $ £ - a.
d d ' ~ \ d

^ ^(a+p)<a,

P . ' .
d -^ d^ |a / l+~|p / |5 l ( [a / l4 - |p / l )< |P / | ,d ^ d d "-' 2

inégalités impossibles. Donc d = i , p1 = o et U est confondu avec P,
c'est-à-dire avec une base de ^.

( 1 ) Sauf le point 0,0.
Afin. Éc. Norm., (3), XXVÏIÏ. — MARS 1911. l8
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6. J'ai ainsi montré la formation des (aMcanx réduits a partir do la
suite des minima. On peut, se proposer do chercher les conditions (pic
doivent, vériner les ternies d'un tableau équi valent, a T pour qu'il soif.
réduit.. On trouve la propriété suivante :

La condùimi. nécessaire et sufjisnnte pour c/if'un (ahU-au U équivalent.
à un tableau T soit minuit, yuc, ou bien .w termes vérifient les con-
ditions

(•)
(«>o),

0>

ou bien il soit de l'une des formes

(2)
a o
P ^ cl si p-2,

,.,. .,, ao ::; S '.::. "• ?.-1 „.... ^

f^-o;

(3) a a'
o ^

cl sî a
p7--=

t . - »'
~>. ' y

r^'x».
Démontrons par excmpio les condilions (i); d'après l'ordre adopté

pour les lignes du (aLlean, on a nécessairement ^ > r -^ ^ r Do
/^ '̂ '̂  ? pf ""N, i * *..'f^,.r

plus, v/ et p' sont de signes contraires, sinon le point, de p'f-.:..-. a ,-^
iC'r0''"^?^ <Jiïrérent (IU l)f)"•t.""l. vériderait les mé^ilités : Y<a,'

Réciproqneinont, les conditions étant remplies, comme 1 1 e.st une
^asc de e, tout point de s a des coordonnées de Ja forme, x, y étant
entiers : (,=,̂ ^ ^==^+y^ Une discussion'simple
montre que, suivant les cas, on a

-vy > o,
a;y<o,
se == o,
M>i,

|.ro( -l-ji3( .-;a+.|3>a,
|.^•a'-,^p /|â[^[-^-|(3 /l>|p/|,

lyl>i, l^a/-.^-Jp/l>l|3'|,
y==o, |,r«4-yp|>a,

c'est-à-dire au moins une des inégalités |Sj > a, \^\ > [S'
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7. On peut déduire de ce résultat une limite supérieure du mini-
mum de/x(^^), qui n'est qu'un cas particulier du théorème de
Minkowski sur le minimum des formes linéaires ( { ) . Soit donc /une
valeur arbitraire de \, (a, a7) le minimum correspondant, et supposons
par exemple /^(a, a/) == /a. Considérons le tableau réduit U ayant
ce point pour première ligne, la valeur absolue de A (U) est

| A ( U ) | = 1 ̂ - ̂  \ = a] ̂  \ -h (31 ̂  1,
on en déduit

a\^\<\^U)\ ou Za^|<lA(U)l.

En tenant compte de ce que a est minimum et par suite ^x< j \ ̂ r \
et que d'autre part U est équivalent à T\ on trouve finalement

(4) //(a,a^v/|A(T)|,

ce qu'on peut énoncer : dans ^ il existe au moins deux points
(4-^,4-^), ( — ? , — - ' ^ ) vérifiant, quel que soit \ les inégalités
simultanées

).|^\/rAoTn, ^|^|^|A(Ï)!.

11 ne saurait y avoir égalité que si l'un des termes de U était nul.

8. Du classement des minima on déduit le rangement des tableaux
réduits (2) en une suite ordonnée dans les deux sens. Deux tableaux
consécutifs, U, U^ ont une ligne commune (la deuxième de U et la
première de U'):

U-7 / ir-^ al

'"a a'' u ~"P r

Réciproquement, d'ailleurs, une suite de tableaux ordonnée dans les
deux sens, tous équivalents à un tableau T et vérifiant les condi-

( 1 ) Pour la démonstration générale de ce ihéorème, voir MÏNKOWSKI, Geom. âer Za/il.
—• IliLBERT (dans Minkowski), Dioph. App., Chap. I. — HURWITZ, Gou. Nach., 1897.

( 2 ) La saite des tableaux réd ails coïncide en somme avec la suite des parallélogrammes
extrêmes de Minkowski Çloc. cit.).
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lions (i), les extrêmes,s'il y en a, étant de l 'une des formes (2) ou (3)
et deux tableaux consécutifs ayant une ligne commune, coïncide
nécessairement avec la suile des tableaux réduits équivalents a T.
C'est une conséquence immédia te des propriétés des tableaux réduits
et de la suite des m i n i m a .

La suite des tableaux réduits (et par suite celle des minima) peut
être limitée à droite. Elle se termine nécessairement par un tableau (1)
de la forme (3) et, pour qu'il en soit ainsi, on vérifie aisément qu ' i l
faut et suffît que le rapport j des termes de la première colonne de T
sou rationnel. De même, si la suite est limitée à gauche, elle l'est par

a'un tableau de la forme (2), et il faut et il suffit, pour cola, que p soit
rationnel.

Si les deux rapports sont rationnels, la suite est l imitée dans les
deux sens et comprend un nombre limité de termes.

II. — Enchaînement des tableaux réduits.

9. Deux tableaux réduits consécutifs sont équivalents U = E U ' ; si
IT est donné, vérifiant les conditions (i) ou (3)y U est déterminé de
façon unique. Or le tableau équivalent a U'

^ î ^n/-^"'^ ^"+-^
?<. U •—— y

ï o a a'

çu
où q est ̂ partie entière de — —,-» vérifie les conditions (ï) ou (2) ; il est
par conséquent identique à U et l'on a

^r/ l ^ 7 =^ '+-Pi
^ 1 0 1 , /ss^-hPS

( 1 ) On peut remarquer que ce tableau extrême a une définition invariante pour unô
dilatation et peut être considéré comme constituant à lui seul un ensemble de tableaux
réduits.
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ce qui montre que q est aussi ̂ partie entière de /- On peut donc ainsi
déterminer S soit à partir de U, soit à partir de V, et en procédant de
proche en proche trouver un tableau quelconque de la suite. On peut
remarquer l'analogie de cet algorithme avec celui des fractions conti-
nues. D'une façon plus précise, considérons les tableaux successifs
de la suite

^-n ^_n 0-1 aL.1 C^Q ^ Oi ^ O/, C^

' " ' p_, RI/ t > " (3-i PL/ po P ô 5 Pi ^ "" P. ^ " "

/3/

—et — r—^ sont respectivement les n^63 quotients complets des déve-
Rn ^-n

loppements en fraction con t inue de ^ et — r±'-) réciproquement c-2
PO ^'o rû

et —ê;0 sont les ^mnes quotients complets de a— et — p ? - On peutOÎQ p—/& ^/t
encore poser, en désignant par ^ la partie entière commune de
^etde^

^ (3/-i

l SSS /t

^o __ TT //^ I'
3, " 1 1 ^ i o^

ao ^o _ TT //^- ^ ^ ^ _v ^^ ^
Pô P o l J L ^ o/ P. ^ "^ ^ P;̂

(5)
ao ao — TT ( ° ^ a-n a-n—^ ^ an alt

po po ' "11^ "^^P-. p^~^ P. P.'

10. Je rappelle d'abord quelques propriétés des tableaux uni-
modulaires 2^ et2L^, bien connues dans la théorie des fractions con-
tinues. S,, et S^, de même que ï.n et S_^,, ont une colonne commune,
de sorte qu'on peut poser

^ v TT^' IN^ vrt p^ y -TIY0 I V1'—1 p-(6) ^il\. .r^ Q^ —lll ~J-Q^ Q-,/
Les termes de £„ comme ceux de S_^ augmentent indéfiniment avec
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n. Si l'on considère la suite des fract ions —i elles sont tou tes supé-
V//

rieures à x ; l 'une (Pentre elles est comprise entre les deux précédentes
et rintervallo de deux fractions consécutives d i m i n u e i n d é f i n i m e n t ( f ) .

p
11, en est de même des fractions j—? sauf cette dil lerence qu'elles sont

v1-1-11-^
comprises entre o e t— i . Ces propriétés sont vraies quels que soient
les nombres q supposés entiers. En outre, si nous supposons que ces
nombres sont donnés par les égali tés (5), on peut aff i rmer que ~°

Pest toujours compris entre deux fractions successives ~ et par suite
v^,-/ P

est leur limite commune, de même pour — et --"-*Pô v—/ï.

IL Ceci posé, étant donné un système de tableaux/la considération
des tableaux réduits permet de définir une suite d 'ent iers q (quotients
incomplets) ordonnée dans les deux sens et en générai i l l imi tée . Cette
suite ne change pas pour une même di la ta t ion effectuée sur les
tableaux du système. 'Réciproquement, considérons une suite à deux
sens d'entiers positifs et numérotés à partir d 'un in te rva l l e arbi-
traire

. . ., r'/..,7/., . . ., <7'-"ïi '/o» (h^ (!^ • • * i f! ifs ' ' • "

Définissons ̂  et S.̂  par les égalités (6); des propriétés rappelées,
il résulte q u e — ? T— ont respectivement des limites ^ l' (l^> î ,

Vw. V -n '
o>/> — i). Si la su i te d'entiers provient d'un système de tableaux,
le tableau réduit correspondant à q^ est nécessairementy à une dila-
tation près,

Ï Ï

( l) Ces propriétés et la suivanio résuUont des égalités immédiaies :

p^ ^ ̂ ^H ̂  ̂ i. j^ _ £_! ..-.. -4- —1_ r A f v 1 ) - ïrQ/z-H ^ y^^i+o^.-.i' , o/. o^-.i "^Q^y^-i l ^-'—^
p, ̂  4- P.-,

^ _ ^_J^_____
f^» ^ ^ft ^

^n Tr* ^" \f.ft-l••l
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Or un tel tableau est réduit [conditions (i)] et d'autre part en posant
Uo = ̂ n Vn ou Uo = S-n U_^, on constate aisément que les termes de
U^ et de U-^ donnés par des équations linéaires vérifient les condi-
tions (i) de réduction. Ce qui montre qu'une suite à deux sens d'en-
tiers positifs quelconques peut être considérée comme la suite des quotients
incomplets d'un certain système de tableaux défini à une dilatation
près.

Le même résultat est encore vrai pour une suite d'entiers limitée
dans un sens (ou dans deux), à condition toutefois que l'entier terminal
soit supérieur à i. Les nombres /ou // sont alors définis par des éga-
lités.

12. Les mêmes propriétés des tableaux modulaires permettent
d'étendre aux tableaux la propriété des quotients incomplets des
développements en fraction continue de deux nombres équivalents.
On a alors la propriété suivante : La condition nécessaire et suffisante
pour que les suites de quotients incomplets supposées illimitées à droite^
de deux systèmes de tableaux coïncident a partir d'un certain rang à
droite, est que Von puisse trouver des tableaux T et T de chaque système
ayant les termes des premières colonnes proportionnels ( ^ ) .

En numérotant les quotients incomplets à partir d'un terme com-
mun, la démonstration précédente montre que la proportionnalité
est bien vérifiée pour Uo, Uy. Réciproquement, considérons deux
tableaux :

T-^ al ^_a °
b b' ' b i •

En supposant par exemple^ > 2, T est un tableau réduit, et soit
T, le n^ tableau de la suite, F == S/X-

En posant aussi T = S^T,,, on a

T/ _ <xlt ^ T — a/î or:tt
1 11—— r» -V ' n—— Q ft,f '

P/. ^,t P/î Pn

(1) On aurait évidemment la môme propriété pour la coïncidence à gauche et les
deuxièmes colonnes.
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^+1\-, , Q.-/--ë')+?„-,Q,,-,(-^}-M\-, ^_Q^-^^ - ^ 1 > 1 / , , // ^ v ^7 "
P.- (L(-^-.P, ' "/"^" Q,,,(-~j;)-.P«

^f

Si l'on suppose ^ assez grand pour que '-p soit extérieur aux inler-
P P P Pvallcs—-^ ïr2 — ——^ —9 ces égalités prouvent que T^ est réduit ,
V/t."--2 V/î v/'/"~ï V//. . ,

ce qui, démontre le théorème pour les tableaux par t icul iers 1, T envi-
sagés. L'intervention d'un système aux i l i a i r e de comparaison permet
de l'étendrc à tous les cas.

13. Cette propriété conduit à un procédé méthodique pour recher-
cher un premier tableau réduit U équivalent à T,

T ^ a <l..^ ^

on peut d'abord rendre ̂ > 2 en mul t ip l ian t T par un des tableaux
unimodulaires de la forme

db r o o i i »
, j> ? "ô rfc ( 1 0 o i

II suffî t ensuite de chercher la suite des tableaux réduits déduite
de

Cl 0

b /

et les tableaux unimodulaires S,, Syy ..., 2^ correspondants. Pour n
suffisamment grand, S;1! sera réduit, et de ce premier tableau on
déduira, par l'algorithme indiqué précédemment, la suite de tous les
tableaux réduits.

III. — Comparaison entre les diverses méthodes de réduction,

14. J'ai employé dans ce qui précède la fonction limite / pour
définir les tableaux réduits- II est remarquable de constater qu'en



SUR CERTAINS ENSEMBLES DE TABLEiUX, ETC. l45

employant la fonction F, on est conduit à la même suite de tableaux,
à des exceptions isolées près. En changeant un peu la signification
des paramètres de la fonction d'Hermite, posons

Ï^.y^^aœ+by^+^a'x+b'y^,

ou, plus brièvement,

F^^^içr+^r
A toute valeur du paramètre correspond un minimum (a, c^)

de F et, d'après la propriété du n° 3, Chapitre II, c'est aussi un
minimum proprement dû de f^ puisqu'il n'existe aucun point de ^
vérifiant les inégalités [ Ç [ < a, | ^1 < | a']. En outre, dans la variation
de À, lesminima de F se succèdent dans le même ordre que ceux de f. En
effet, si (a, a/) est un minimum de F pour la valeur / et si (ji, (^ ) est
un minimum antérieur de/((ï> a, | j S ' j < [a ' I ' ) , l'inégalité

|(3|"+ ̂ I^I^Zia^+^la^It v

entraînea fortiori

}.[p|^-|^[a)>},|a^4--|a/[(l) pour À > / ,

ce qui prouve que (jî, j^) ne saurait être un minimum de F posté-
rieur a (a, a^).

15. La suite des minima de F est donc intérieure à la suite § de/,
c'est-à-dire s'en déduit seulement par suppression de certains
termes (1), s'il y a lieu. On peut donner quelques propriétés générales
sur la distribution des termes de § minima de F.

I. Dans tout tableau réduit, ait moins un des deux points qui le con- ^ ^ y.
sdtuent est un minimum de F. Remarquons d'abord que, d'après la /^^ '
propriété précédente, pour que (a, a'), minimum de f, le soit aussi /<* ; .^Vû

( l ) Cette proprié té j us tifio le choix de/pour définir la suite des tableaux réduits.
Ann. Éc. Norm., (3), XXVIII. — AVRIL 1911. ^



I/gG A» CHATKLKT..

de. F pour la valeur À, i l faut et i l suffi t qu'on ai t

F^a^^F).^^),

(// ,//) étant un. point quelconque de .s. Ceci posé, (a, a') et ([ï, f^)
étant deux points d'un tableau réduit et par sui te consécutifs dans rS
et (<7, ^ /), (b, / / ) des i)oints quelconques de à respectivement an té -
rieurs et postérieurs aux deux premiers , il existe au moins une valeur
de X (e l le qu 'on ait s i m u l t a n é m e n t

Fi^a^Fx^Z/), Fx^p^F)^,^).

En tenant compte des inégali tés

H>^ IN+'H^
M+m^l, l̂ M,

d'où l'on1 déduit, puisque coSï ,

1 ^ 1^: 1 ̂  ̂  -h | (3' |^, J a (^: | (3 j^ 4« 1 a |̂

on trouve qu'il suffit de prendre, pour valeur de À, i/ • - 1 1 / < > - Pour cette
valeur, celui des deux points (a, oc'), ((Ï, j^) pour lequel F), est le plus
petit est év idemment un m i n i m u m de F.

• H. La deuxième li^ne d'un tableau rédsdl e$t nécessairement un mini-

mum de Fy si Ici paru e entière de ̂  ^est-à-dira le quotient incomplet

summt le tableau est supérieur à i. Supposons ^ :? 2, un calcul analogue
au précédent montre que l 'un des points (?, ^ / ) , (a — p, %' — p') est
un min imum de F)., et comme ce ne peut être le deuxième qui , d'après
l'hypothèse, n'est pas un point de la suite ̂  la propriété est démontrée,
On aurait évidennnent une propriété analogue pour la première l igne
d'un tableau et le quot ient incomplet précédent.

16. En rapprochant les deux propriétés ainsi démontrées, on en
déduit que tout point (^ ^') de -^ non minimum de F est isolée c'est-
à-dire qu-e les points précédant et suivant (a, a'), (^y') sont des
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minima. En outre il est nécessaire que la partie entière commune de ^
v 1

et — •L soit égale a ï .

De ces diverses propriétés on déduit l'extension à la suite des
minima de F de la deuxième propriété du n° 5 : de aoc minima successif's
de Y forment un tableau équivalent a T. On pourrait d'ailleurs démon-
trer ce résultat directement, ce qui a été fait par Hermite dans le
cas co == 2.

On peut enfin indiquer une condition suffisante, d'un emploi peu
commode, pour que ([3, ^f) ne soit pas minimum de F. En appelant
toujours (a, a'), (y, y') les termes précédant et suivant dans .s et en
déterminant Ai par la condition

F),/a, a') ==?>,(-/ , /) ,

il faut et il suffit que ((3?^) ne soit pas un minimum pour cette
valeur ^i, c'est-à-dire qu'on ait

F),(p,p')>F^,a').

En explicitant F on trouve, tous calculs faits, la condition

( l^ l-H^D^—laT [PT—la^
(7) [a|-~(|a|-|p[)- < 1 0 ^ - 1 ( 3 1 - J

qui devient pour (Q = i

(7&^) j^al+lpa^sljS^I.

On peut encore écrire cette condition en introduisant les rapports
a (̂

:^m, -^=n.

( ̂  ^-1 )o) _ i 7;̂  — ( jn — i )^
/ ^ — i < m^ — i '

L'étude de la variation des fonctions constituant chacun des membres
montre qu'il existe effectivement des nombres /7ze tn( i^m< 2, i <^)
vérifiant cette inégalité et que, par suite, il peut exister pour certains
tableaux des minima de/non minima de F.



î48 A. CiîATELET.

IP .J^ indiquc /pour tx^r ï ïurH^^unel i i ï l i t esupér i rn i rcd l îmin

déterminons (a, a'), (p, [i^de façon que À soit compris entre

i/l^' De l ' identité

(Àlal^^l^l^^lpl--! -^Ipr)

= 2(lapr+l (3^ |^)4-^1 a |'̂  1 ^ 1 ^ (Alp^-^l^l^,

on déduit dans ce cas l'inégalité

^]al^+^a^^^lP1^44lP /^ ( ï)s^l^l ( l ï+

L'un des facteurs du premier membre^ et afoniori le m i n i l n i i i n de F),,
est donc inférieur (1) ou égal à \j'i\ àÇÏ)^.

IV. — Suite de Minkowski et approximations.

18. Minkowski a indiqué (2), sous le noni de Kelte (îer prim'Uwftn
Losungen, un algorithme qui peut constituer une méthode de réduc-
tion des tableaux du deuxième ordre. Je montrerai ( lu 'el le sérail
identique à l 'application de la méthode générale pour o.) = i. Toutefois,
sous la forme ind iquée par Minkowski» l^a lgor i l lune aTavanhts^^l'1*0

lié aux questions d'approximations par des fract ions.
Findique d'abord quelques conséquences des propriétés des

tableaux réduits. L'égalité donnant le déterminant de U et par suite
celui de T

| A ( T ) | = = I A ( ( J ) | =|^|+| pa'|,
peut s'écrire

ÏMDl^ 10£ ( af

\W\ " p + J? '

(r) MINKOWBKI a indiqué dos lîmiles supérieurôs plus petites, suivant les différentes
valeurs de tô. HÏÎRMITK avait indiqué, dans le cas 0.) ̂  a, une limîtô qui peat être ofTeetî-
Yômenfc attointe*

( 2 ) Mat/i. Ânn^ t LÏV", 190?, p. 91, w.Diûp. Àpp., Chap.IÏ, § S, 9, 10, là.
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Si q désigne le quotient incomplet qui suit U, cette relation entraîne
la limitation ( f ) dej^'j ,

q<[^<<l+2•

D'autre part, en appliquant à la même égalité la relation bien connue
entre les moyennes géométrique et arithmétique, on trouve

[ a^ j x | ̂  \ ̂ I A ( T ) 1 2 ou 1 a^ | x | (3^ 1 5 I A ( T ) 1 2 .

Il en résulte que les coordonnées d'au moins l'un des points d'un
tableau réduit vérifient V inégalité

(8) ,^ <v^_

19. Cette propriété prouve l'existence d'une infinité de solutions de
cette inégalité (8) qu'on peut encore écrire, en mettant en évidence les
indéterminées entières x^ y,

l i a a'
b Vcix -+• by \ x [ a1 x + b ' y \ $(S bis)

La suite cleMinkowski est l 'ensemble des solutions de cette inégal i té ,
pour lesquelles x ety sont premiers entre eux (solutions primitives),
ces points étant rangés par ordre de grandeur croissante et décrois-
sante de | î; | = \ax 4- by\.

Je vais montrer que la suite de ces solutions primitives coïncide avec Ici
suite des mini ma de la fonction d'Hermite

F == \\ ax + by \ -\- y[ a! x -4- V' y\.

Prouvons d'abord qu^une solution a == ax^ •+• by^, a' == a! x^ -h //j/^,
(a ^> o) est une ligne d'un tableau réduit. Les entiers x ^ y ^ étant pre-

(1) HKRMITE a indiqué une propriété analogue {OElwres^ t. f , p. io3).
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miers, on peut trouver ̂ y,» tels que le (ahleau

^— lrl JI
"' ±: ̂  4- /.^ ±: ̂  4- /Vî

soit unimodulairo quoi que soit: ( , . Tous les tableaux

v. ^r »— a a/

" x " ~ ±p+-^ ^p^-h^7

sont équivalents à T. Déterminons / de façon qu'on ait o <^ ? 4- icc <^y^
et posons

(3i =(3 4-^, (S^p^-h^'.

L'un des deux tableaux
a G(! a a'

(3, ^ a^^ a'^^'

est alors réduit, car on a d'une part
a ^ <%
J Ç ^ 1 5 ^—^>i;

d'autre part, en explicitant la valeur du délerminant de S X T et on ^o
servant de l'hypothèse, on trouve l ' inégal i té

Pî . p,

qui entraîne l 'une des inégalités

ou

Pour ^ compléter la démonstration, cherchons dans quel cas un
minimum (p,^) de/n 'est pas solution de (8). Il faut et il suffit
qu'on ait

[ (3p/1 > lAî U ou 9.\ (3^1 > ) ̂  J 4- | ̂  \.
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C'est précisément la condition nécessaire et suffîsantepourque (?, ?')
ne soit pas minimum de F [condition (7 bis\ n° 16].

20. L'inégalité (8 bis) donne une limite supérieure du minimum
de la forme indéfinie représentée par le premier membre. En se
plaçant à ce seul point de vue, on peut, en précisant la méthode, indi-
quer des limites plus petites et retrouver certains des résultats de
MM. Korkine et Zolotarev (1).

Soient deux tableaux réduits consécutifs U et IT; (a, a/), ((3, ^),
(y, y') les points qui les consti tuent et q le quotient incomplet inter-
médiaire. La relation homographique ^ == q -+- 1 peut s'écrire en
introduisant les points doubles

ïzl
ï-9'

- ^ ŷ -o
1
y

e'=9-
e^
4 '

Ceci montre que c- et c sont séparés par 9, par suite c- -h r- et p + J-

sont séparés par 0 + - == \jq1 -t- 4- Or on peut écrire ces nombres en
mettant en évidence A(T)

^=|A(T)
-; 4-

l ï

P2 P^-iAmi-^_y—r^n7 r + ̂ —l^^1)!!^-!—T71*
4- y ^ P ^

P -h

L'un de ces deux nombres étant supérieur à S^V^2-!-^ ^ l'autre

(ï) .Mr̂ /z. Ann., l.yï, î8j3.
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inférieur, il en résulte que, parmi les trois q u a n t i t é s

I^I^L^Ill^ l^ l^ litÏL ï i^l ^MH ï
-j^[" § y^ JpJ • - 3 p?7 • ] y J " " Q yîP

l 'une au. moins est positive ou n u l l e , et Pune au moins négative ou
nul le (1 ). Donc parmi les trois nombres [aa/j, j ^ p ' l , \^Y\y l'un iïu moins
est supérieur ou égal et l 'un au moins inférieur ou éfi'al a 1"11,.̂ ^^^/,/^^4

On peut donc aff irmer l'existence (l 'une in f în i t c (le points (le ^ (néces-
sairement minima de/) vér i f iant l ' inégalité

,^ ,JA(T) |^\--^r-
S'il existe une i n f i n i t é de quot ien ts incomplets é^aux à 2, on peut

remplacer \/5 par \/8, et ainsi de suite. On pourrait encore app l ique r
le procédé précédent à la relation lK)nH)graphique q u i l ie deux quot ients
complets non nécessairement consécutifs, on t rouverai t a insi d'autres
l imites supérieures pour \^\ dans le cas où les quot ien ts incomple t s
ne sont pas tous identiques,

21, Les résultats précédents peuvent s^ in terpréfer comme approxi-
mations de l ' i rrat ionnelle^ par des fractions, si la suite des tableaux
réduits se termine à gauche par le tableau
mations de l ' i rrat ionnelle^ par des fractions, si la suite des tableaux

a Q
b ï '

L'inégalité (8 bis} pent en effet s'écrire dans ce cas

b ^ ^ i
€t y = ^ y»

Les fractions ̂  sont d'ailleurs les réduites du développement en frac"*/

( 1 ) roir lino démonstration analogue de M.E. BOREL, Analyse (ïrithmêtique du co/uinu
(Journal de LiowiUe^ ï9o3).
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tion continue d e — L a l imite plus petite du numéro précédent conduit

à l'approximation d'Hurwitz ( ^ ) ——:• Enfin la l imitation de \^'\ indi-
y'v5

quée au n0 18 prouve que si les quotients incomplets du développe-
ment de - sont limités (2) , on a, quelle que soit la fraction -?

b x A
- —— - > ——5ci y y-

A étant un certain nombre fixe. Si les quotients incomplets augmen-
tent indéfiniment, mais assez len tement (3) pour que le rapport 7 •

1 n-,^

tende vers zéro, quel que soit le nombre positif Y], il y a une inf in i té
de fractions vérifiant l ' inégalité

b ...... L < ̂
a y y--

quel que soit £, mais seulement un nombre fini vé r iûan t

| b x\ A
< •2-t-Y] •

A, et Y] étant des nombres positifs déterminés.

V. — Réduction continuelle d'Hermite.

22. l lermite (/oc. eu.) a fait ime appl ica t ion de la méthode générale
« de l ' introduction des paramètres.. . » à la réduction des formes quadra-
tiques b ina i re s indéfinies. Cette méthode peut évidemment s 'appliquer
aux tableaux; mais, c o n t r r i i r e m c n t aux méthodes indiquées aux para-
graphes III et IV, elle nécessite, en plus des minima de/, l ' introduction
d'autres points du module. Ceci t ient à ce que, au lieu de déterminer

(i) Math. Ann.., t. XXXÏX, 1 8 9 1 .
(s s) C'est préciséineiiL ce (\\\\ se produil pour des irrationnolleri da deuxième degré.

i
( : ' ' ) C'Oril ce ( { 1 1 1 yc pusse pour certaines fonctiony homo^raphiqiics (le c " . Cf. Comptes

rendu v, '21 mars, a inai 1 9 1 0 .
Ann. Éc. Norm., (3) , XX.VIII. — ÀVJEUL 1 9 1 1 . 20
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des points (a, a'), (p, f^) tels que Aa2 + ̂  el Xp2 4-^ soient

miniina s imul tanés , on les dé te rmine de façon que ces (expressions
soient !es coefficients extrêmes d'une forme

^{ax^^yY+^'x+^yY,

r édu i t e au sens de Gauss. Dans ce cas, l 'un des coonicients s eu l emen t
est en général un m i n i m u m de la forme.

Je vais d'abord ind iquer comment on peut complé te r la, sui te des
tableaux rédui ts précédemment définie;, par l ' i n t r o d u c t i o n de t ab leaux
intermédia i res et en dédu i r e une fo rma t ion m é t h o d i q u e de tous les
tableaux d'un système. J ' indiquerai ensu i t e la r e l a t i o n avec la m é t h o d e
de réduction continuelle (/).

23. Entre deux tableaux réduits consécutifs lly U\ le quot ient
incomplet intermédiaire y étant supposé supérieur à r, on intercalera
des tableaux réduits intermédiaires ̂  analogues aux réduites intermé-
diaires de Serret, et de la forme

a^A'Q ^—A-fy
t.J^ l • [/•^(i,^...^-i),|.

Je d i ra i que- la suite a i n s i ob tenue est la ^uiie conrptcfc des t a b l e a u x
rédui t s , en y d i s t inguan t les t a b l e a u x r édu i t s prind^au.v et in te rmé-
diaires . Dans le cas d ' un q u o t i e n t i ncomple t é^al a i, i l n'y a pas de
rédui t in te rmédia i re e ty dans le cas où tous les q u o t i e n t s incomplets
sont égaux à ï , la su i te complète coïncide avec la suite des t ab leaux
rédui ts principaux.

Les tableaux U^fon t part ie d u système de tab leaux; on peut en effet
les déduire de U ou de ir par les égalités

U = x k x ÏJ/,, 14 := q """"'Â ï x IF.
ô I X 0

( 1 ) An sujet de ces propriétés, wir une Noio aux Complet rc/^/uv, G juin lyio,



Leurs termes vérifient les conditions

(r bis)

aa>o. . >i,

y 1

^<-1-
Réciproquement, si un tableau V équivcilent à T vérifie ces conditions,
on constate sans difficulté qu'on peut déterminer des nombres positifs
/• et y—/• tels que U et U' déterminés par les égalités précédentes
vér i f ien t les conditions (i) et aient une l igne commune, c'est-à-dire
soient réduits principaux consécutifs.

24. Deux tableaux Y, V'de la suite complète ont une ligne commune.
Le tableau ©, que j 'appellerai semi-récîuù., formé par les deux lignes
non communes de V et V, appar t ien t encore au système- On le dédui t
on eiïet de V par l 'une ou Paulre des égalités

6= I ï x V7, 0== ï î xV,
1 0 0 1

su ivan t que V est in te rmédia i re ou principal. En se servant de ces
égalités, soit pour dé te rminer 0, soit pour déterminer V, on trouve
que la condit ion nécessaire et suffisante pour qu 'un tableau du
système soit senri-réduit est que ses termes vérifient les inégalités

( ï ter) /

cia > o, j > r ,

a'
0<-^<I.

"Enfin de chaque tableau semi-réduit on peut déduire une infinité
de tableaux T du système par l'égalité

" ( ' " ' ) x ' ''xi-n \ I O/ 0 I
i—.l

OU
i i ( \ i\^ i i ( \ iV^ i i / ï iy-^ .

T =: X X . . . X X X X X ©.
1 0 \ 0 I / ï 0 \ 0 I / ï 0 \0 l /



ï5G A. rjîATELET.

Les nombres ( f i sont. des ent iers p o s i t i f s en nombre // q u e l c o n q u e ;
p est également un nombre p o s i t i f on mil ( i l n 'y f i d ' a i l l e u r s i n t é r ê t .
a tenir compte de p qne s'il n'y a aucun entier y). Les termes d 'un
tableau T a ins i ob tenu vérifient le système d ' inégali tés

a>o. J>.,

O")
^

D'autre part, en su ivan t la méthode i n d i q u é e au n° '13 du paragraphe 11
pour t rouver u n t a b l e a u r é d u i t é q u i v a l e n t a u n t a b l e a u donné , on
d é m o n t r e que tout t ab leau du système au si^'ne près et a l 'ordre près
des l ignes, c'est-à-dire à une mul t ip l i ca t ion près p a r F u u des tableaux,

• i o o î
o rfc î î o '

peut être ohleiiu de la façon précédente à partir d'un certain tableau M,
et ceci d'une seule manière. On obt ient donc ainsi un classement et
nne formation méthodique de tous les tableaux d'un système.

25. (considérons maintenant un tableau réduif ou semi-réduit et la
forme quadratique associée d'IIermite :

F(;r,y) :::•: (l^+ -a'^ L^-f- 2 (lay/ | • l p^) .ry ̂  h^ ̂  ^ ̂ fî}}-^

Je vais chercher s'il existe des valeurs de A telles que Fune des deux
formes F(.^y}, V ( y , : / ; ) soit rédui te au sens do (xauss. Supposons par
exemple U r é d u i l i n l e r m é d i a i r e ; ( j n e l <( ne soit A, on a ( cond i t ion s (î /^-v)|

^,^^/^^^^p/^

V(x,y) n'est jamais réduite et, pour que F(y,^) le soit^ il1 faut et il
su f f i t que À vérifie les inégalités

- (^ ̂  } ^\ < ̂  ()^ + - a' y\ < ̂  4~ \ ̂ \
\ A / \ A / À
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Ces inégalités sont équivalentes après simplification à

( ^ a^^-^)2 (^-^y2-^
w ( a + p ) 2 — ^ 2 - > ^ ^ — ( a — p ) 2 '

En tenant compte des condi t ions (i bis\ on peut vérifier les inéga-
lités

o<a^—(p / +a / ) 2 <(a / —[3 / ) s —a / ^ ,
(a+^—a^a2---^—?)2:^,

qui prouvent l 'existence de l ' i n t e rva l l e trouvé pour À2,

26. En faisant une discussion analogue pour les différents cas qu i
peuvent se présenter, on about i t aux résultats résumés dans le tableau
suivant :

Si le tableau est : Forme réduite. Inégalités.

Intermédiaire.............................. F (' y^ .r) ( q )
Principale la première li^ne n'étant pas un

minimum de F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ïd. (q )
Principale la deuxième liû;ne n'étant pas un

minimum de F. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . F (,T, r ) (9 bi.v)

|F(,^-) si ^<^———\
Pnn cîpal^ 1 es d eu x 1 1 çnes é l a n t d es mî n i m a d e P. -/ ^ . , r ' ( < ) ter )

(F(.r,.r) si ^>y^| "
Semi-réduit, décluil. de deux tableaux principaux,

la ligno coininune n'étant pas un minimum
de F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . kl. (•(>•

les inégalités (9), (9 bis), (9 ter), (9"') étant :

i^ ^-(P^T ^. («.'-^'Y—^-
(9) (a+^-^ < A • - ..-(a-p)-'

/Q/,,^ ^-(p'+^)^ (^-^)»-_^
(9^") (^p)._p. < Â < p._(,_p). '

6's—fp'-^-a') : i -, (a'— (3')'— a'2

0^ (.+P^-^ >Â2>^-(.-p)^

/c.n ^-(^-P')' ̂  ,̂  («'-fiT-a^
'9 / (o,_j3)-2_p. - • - ^ — ( o î - f S ) 2 '

Dans tous les autres cas, les formes F('o,',y), F(y,a?) ne peuvent être
réduites.



î fîS A * CilATELET.

27. On est ainsi amené à intercaler, dans la suile complète, (les
tableaux semi-rédniîs entre chaque couple de tableaux principaux
successifs (s'ils existent) dont la li^'ne commune n'est pas un
rnininnim de V. On constate alors que (es d i f férents intervalles de
variationdo \2 définis pour chacun de r^s j a l ï l p a l î x soi»! r.onn^'iîs < » !
« pavont » (ont inliu'vallc inl^rionr a (o, x^.

On oblicnl donc ainsi la proprHUc s n i v î t n f f 1 :N /A / y / / 7 ^ c/i crois'sct/il.
on décroisse/iil à partir (V inie vn /w/* inifialfï A(), pour vliacune de ,v ,̂v
fvffnfrs i l eï'isif' tinr forme r^dnilc

F(^', j) ":r /. (a./ ' -h ̂ j ')'"• ••-}- " ( • a ' , / - 1 1 - 1 { • • 1 • • y' r ' r ' - ,

À^uwdent^ <( la forme (nier mile <ww/w à 'V r'/ /c/ s n i l r des faDI^m.r.
c% i%^

', -~ à l'ordre. pr(^ des l/ff/f(^ es.t niefdiffiie à l(( sn/ifi co/n/ïlele^ ^pres

addition', ^ i l y ((. Ucn, de ccrUfuifî udff.cfm.r sefHi-'mIfiffs.
Celte propriété précise la relation entre la méthode de rédnetiotî

employée précédetïïment et la réduction continuelle. La façon doni elle
a été établie permettrait ménie de retrouver un ccriain nombre de
propriétés de la réduction continuelle.

28. (le résultat donne encore nn procédé; pour trouver une forme
définie réduite équivalente a une forme donnée, ou, ce qui revient au
même, un tableau équivalent a un tableau 1' a colonnes imaginaires
conjuguées (voir n0 I, Cb. II ;. Il suffit de former la suite complète des
tableaux réduits équivalents an tableau a termes réels (voir n10 1 3 }

m a^ ^'i
^ ^ ^#

Ou cherchera ensuite, parmi les intervalles définis par les inéga-
lités (9), celui qui contient la valeur À == i.

Ceci explique pourquoi on représente quelquefois T par le module
(!(* points réels ^, de base T(. Toutefois ce module présente une difîe-
renée essentielle avec; le module qu'on employerait pour la réduction
du tableau réel T,. Une dilatation fa i te sur T ne fait subiry aux points
de s^ qu'une homothétie et, une rotation par rapporta l'origine. Par
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suite on peut prendre, comme unique parallélogramme réduit , celui
qui a les plus peti ts côtés; cette condition, invariante pour une dila-
tat ion sur T, ne le serait plus pour une dilatation opérée sur T\(1).

CHAPITRE III.
HÉDUCTION DES TABLEAUX DU TROISIÈME OIIUHE.

PREMIERE PARTIE.

TABLEAUX A TERMES RÉELS.

I. — Ensemble des minima.

.1. Je vais m'occuper dans cette première Partie des tableaux du
troisième ordre à termes réels de la forme

a, a a '
T =.- /; // b " .

a c ' c"

La forme associée est une tonne ternaire du trois ième ordre, décom-
posable

<!» == [ax 4" by 4- cz ) ( a ' x + b ' y -{- o' z) (^' x + V y -j- c^-s).

On peut représenter les points du module G ayant T pour base par les
sommets d'un réseau de parallélépipèdes.

Je me servirai encore de la fonction l imite/"(pour la valeur eu = ce),
en supposant le produit des paramètres A,'//, À" égal à i. Cette fonc-
t ion, que je représenterai par /).,//,r( ̂  ̂  ^//) ou /?, (S, ̂ , ̂ /), est égale

(1; Ces considérations s'étendent sans difficulté au cas des tableaux d'ordre n. On peut
ernpioyei" des considérations analogues pour la recherche du nombre d'unités différentes
d'un corps (voir Chap. IV).
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au plus grand clés trois nombres

Enfin, je no considérerai que les points de p; doni la première coor-
donnée est positive.

2. Il sera commode d'avoir une représentation géométrique d'un
système de paramètres A, //, À". Je le représenterai par un point M d'un
plan ayant pour dislances ("en grandeur et si^ne} a trois droi tes con-
courantes faisant entre elles des angles de^? (voir//^. r et o ) : lo^'A,
logX\ logA^. Comme on a

lo^}. -h lo^// ...r- loî  .— o ( 7, ).\ /.// ) „> <:»,

cette représentation est possible et est univoque. On tel plan avec ce
système de repères sera dit plan d^ A. Pour éviter l'ambiguïté. À., A', A"
seront dits les pam/rwlre$ de^. (an lien des coordonnées),An contraire,
i.xn point de (^sera toujours représenté par ses trois coordonnées.

3. Pour simplifier l'exposé, je supposerai dans ce qui suif, comme
je l'avais déjà lait pour le cas général, qu'il n 'ex is te aucune relation
linéaire, homogène a coeiïicients entiers entre les termes d'une même
colonne de T. Dans ce cas, il ne peut exister deux points de ^ ayant
leur première coordonnée positive et deux coordonnées de même ran^
de même valeur absolue.

A. chaque point P du plan des A correspond, au moins un point de ^
pour lequel/est minimum, il n'y aura pas lieu, d'après la propriété
précédenle, de distinguer de minimum proprement dit et pour un
point P, il y aura au plus trois minima simultanés.

4. Un peut démontrer la même propriété que dans le cas du deuxième
ordre ; La condition nécessaire el suffisante poar quun poi.fU C^a',^)
de ç; (a ^> o) sotl un minimum de j\ pour cerKdm points du plan des )̂
est (fuil n existe aucun point (!$, ̂ ,p/) de 'G Den/iant les iné^alùés

o<^ m;:;i^b iri^i^i
sauf le point nul (oy o, o).
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Pour montrer que la condition est suffisante, je considérerai le
point P, dont les paramètres sont solutions des équations

/.a •=-. V | y , ' 1 = /." 1 ̂  \, À// /// =--= ï .

Un p o i n t que lconque de ^vér i f i e au moins l'une des inégalités

^ 1 > ^ olt l ^ l^a ' l , ou \^\>\y"\,

et par suite au inoins l 'une des inégali tés

À | ^ [ > 7.y. -=f, (a, a', a^), // | ̂  | > }/| y/| =/p(^ a', a"),

// '[^[^/[^[^^(a,^,^).

On a donc, que l que soit ( 'E, ^, l^),

./^(U^):^/?^,^,^),

ce qui montre qu'au poin t P, (a, a', a") est m i n i m u m et même est le
seul m i n i m u m .

Ce m i n i m u m (a, ̂ , y/') est obtenu par un choix entre un nombre
lim de po in t s de ç; par raison de continuité, il reste donc m i n i m u m
p o u r les points vois ins de P et, par sui te , dans un domaine du plan
des A don t je vais me proposer de déterminer les l imi te s ( 1 ) .

5. J ' indique d'abord une remarque géométr ique essentielle pour la
suite. Les points ayant pour paramètres

^^^), (^^), (it.i'^ç\ / r \ f /'^i i f 1 1 1 1 . \ ï // - /// / \ i i i îi / \p / /, i C j , 1 H., —> i L j, ( II., L i, — j,
/ \ t " j \ i" /

o ù / est une variable supé r i eu re à i, constituent trois demi-droites
issues du po in t M^/,/ ' , /") et perpendiculaires aux axes de coordon-
nées (voir//^. î ). Je les désignerai par MX, iVIy, M,^.

Ceci |)osé, le po in t P ayant pour paramètres (7, l\ If), pour tout point
de la demi-dro i te P./;, on a

// | y i \ == // /1 a^ | > Aa

( î ) Pour le cas du deuxième ordre, la délerminalion analogue avait été faiLe dans la
deinonsli'dtion moine du Uîcorcrne.

Afin. É€. Norm^ ( 3 ) , .KX.VUI.~- AVIUL 1 9 1 1 . 2 E
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el, par su i t e ,
A. cHATiai-rr.

/(^,^^^p=7'|^ /|:•:' l•:•//'|^' '].

Delerminons le point ('^,f^, f^') f i t1 o |);n* les rondilions

|p / |<|^ / | , ( ^• ' '1 < | y." |, |3>o cl tininimmn,

et considérons le sosnn^t ^A (le P./ '< l< '»t in i pîiï ' l'inc^alili'*

(PA. ) / / l a ' l - - / / |^" |<7^.

Du choix (hi poini (13, [ y , ̂ ) il rcsullt1 < ( ( i ' (Uï |)()ii(l (luciconqnc
de © vérifie an inoins une des inégalités

\cf}>\^f^ ou |ri>K|. on | Ï | ? : p.

Donc/(^,^, ̂ /) esl snperieiire a l'iïn îcn nnyins des iloitthî'es AB,

A'Ia' j , A^a^ do sorte qu'en ioni poinide PA on a

/(U\r)>/(^,^),

et (a, a', a"} est m i n i m u m . Au contraire, en tout point de A,x prolon-
gement de PA,on a

f{^^^')<f{a^^1),
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et (a, a', a^) n'est plus min imum. Au point A, (0,0', a/), (??? '? ^ / /)
sont minima simultanés.

On déterminerait de même B et G sur Py, P^ correspondant aux
points (Y^T^T")? (°? â',^) définis par les conditions

o < y < ̂  [ 7" | < 1 y/'' ], | y \ minhïmm,
o < ô < a, I 0/ | < | y ' 1, | ^71 miniîïiiïm.

Cherchons m a i n t e n a n t les points de l 'angle (Py,P^) appartenant
au domaine de (a, y/, a"). Pour (ont po in t de cet angle, on a

/(a,^^)=:}.a,

et pour tout point extérieur au parallélogramme construi t sur PC, PB,
(a, y/, a") n'est p lus m i n i m u m , car on a au moins une des inégalités

^>/(,^/./) 0 ( 1 ÂûO/^,^,^).

On peut aniriner en outre ( lu 'en tout p o i n t de la demi-bande
(PJ, PB, B^), un m i n i m u m de /'doit nécessairement vérifier les iné-
galités

o<c<y, | ^ | < 1 / | *

Choisissons, parm i les poin ts véritlan t ces cond i tions, celui ,
(.7;i, x^ j/,), dont la troisième coordonnée est minimum en valeur
absolue; on aura nécessairement

En tout point de la demi-bande s i tué entre PB et la droite I \P( paral-
lèle à BP d'équation

(hi\) Aa =-: V \ x\ |,

(a, a', %" ) est m i n i n ï u m . 11 peut se faire que le parallélogramme a ins i
défini coïncide avec le précédent Çœ\ = S"), sinon l'on a

Ki<m, i/ X^OM.
Déterminons sur Pi ,1, un po in t Ji par les équations

(JQ Xa=A / | ^ l=^ / / f ^ | .
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La demi-bande (P, :;, P),I(, , I I^) Jouit des mornes propr iétés que la
d(uni-l)ande précédente: on la l imitera j)ai' une droi te P./L en cher-
chant un point (.^, .<>, .^) Ici que

o < .r^ < a, [ . f:' [, | < | -r'i |, [ , /\ | m i n i m n m,

et ainsi de suite. On al)ontira ntu'cssaircnwnt ; i î î |)oin( ( o , o \ o " ) , ra î "
(ous les poinis (.z',-^?^) vcrilioni los iiK'^alilcs

^<^ I.^Kly'l, I.^TI^I,

e( sont par suile en nonibre f in i»
Dono tous les poinis do l'ariisic (^v^ 1^) appar f rnant au dofna in t* d(»

(a, y/, y/') soni coîtipri^ enirc* PB, Pd, of une (^u'iaiup li^iH' In'isi'*^
BI(.II ly, . . C doni, les côtés soni alternaiivcMncnt ))aralli ll( ïs a PC e(. IÎP*
On detc.tri'niîKïrait de mérne les [)oinls des angles (' 1^, l^^ ), ( l̂ r, l\r ) ^'i
le domaine total est un polygone d'un seul (enant eufourai i t \\

6. Les points (^/y/y'), (Y,Y',Y"}, ("o^,^) (^ les d i f )ere i i (s |)oiuf,s
(x,.//, x" ) sorit aussi dt^ miuirna poury'ef leurs doîuai îK^ soiii con-
tinus a celui de (a, a/, yf ). Il en résulte que les sonnuels du polygone,
domaine de (0,0', a^), sout de trois natures ;

î °Les [)oiuts A, li, (I (angles sortants^ |)our lesqu^ds il y a deux
mioima simultanés, la valeur dey" étant donnée par deux coordonnées
de (a, c/J, a'7);

2° Les points J ̂  .L,... (angles rentrants) pour lesquels il y a deux
minima simultanés, la valeur de/étant donnée par deux coordonnées
de (^, x ^ x " ) ; ce sont par suite des sommets de la première nature
pour le domaine de (a?, x\'^f)^

3° Les points 1^ ly, Lp .., (au moins trois ) pour lesquels il y a trois
minima simultanés; ils sont de même nature pour les domaines des
minima voisins*

On voit ainsi comments'erïchainentles domaines des divers minima.
Il reste à montrer, comme pour te deuxième ordrey qu'il suffit d'un
nombre fini de ces domaines pour couvrir uncairo limitée quelcon((ue.
Pour cela, enfermons cette aire à l'intérieur d'un hexagone H formé
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par les droites (P,j, P,3}, (l\.j, ?,,/•), (P,,/;, P,y); P., P,, P;^ élant
des points convenablement choisis de paramètres (^, ̂ , /, ), (l^, ̂ , ̂ ),
(4?A^: î ) ' ^ 0 1 * ^^^^'^^ ulï I^oi ' i t ' ( ^ f . , ^ ^ ^ ) du module vériliant les
inégal il es

^i>~. K|< ̂  |<|<—( i ( i v^

A rint,erieur de l'angle (I\y? I^f^) <* ! ' I^111 ^«il-o à l'inlérieur de !t,
on a

• /(^i^i»^; ):-:Â^i.

Soienî, de même deux points (^, (t'.^ (i'^ ), ( a ^ ^ ( L ^ ( f \ ) de ('• lels (lîï'à
l'inleriedi' d î ^ II on ail

./ï ^.î? nt-^ ̂  ) >::= ^ | fï'^ I» ,/'( ^ro rft?, ^ f<"^ ) À [ ^1 I-

I^onr (îii'iiin poini (a, a/, a^) diï module soif , minimum a l'inférieur
de H, il est, alors nécessaire (j iron ait

^<^ 1 ^ 1 < 1 ^ 1 , M<K|.

Il n'y a doneî in 'nn nombre fini de minima iniérieurs a H. En aug-
men tan t II indeliniment dans tous les sens, on obtient l'ensemble de
ions les minima de f, e lasseSy dans un plan, suivant les grandeurs
des nombres

.1 ï ^
(j) {n'a nié l.i'es (Je P).

II. Ensemble des tableaux réduits*

7. ( c o n f o r m é m e n t aux cond i t i ons générales (A) (\), à chaque som-
met 1 c o m m u n à trois domaines nous ferons correspondre un tableau U

0) Sur les propriélés (lu paragraphe 11, cf. MINKOWSKI, Ann. de l'École Normale,
1896. On trouve précisément dans cet article les condilions de réduction citées plus loin.
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consti tué par les trois minima simultanés en ce point

a a a
,0 0 / ,0 //p p j.^

Par analogie avec le deuxième ordre, nous prendrons pour première,
deuxième cl troisième li^'ne les points pour lesquels la valeur de / 'est
obtenue pour la premiers, deuxième et t rois ième coordonnée. Les
termes de I) verilioni, alors ( ( p r i o r i les iiK'^'aliIrs

(0 (^,p,y)>o, a:,-^ |?' |>|^| |yT:-K
a>7 |^|>|/| 1/ |>- |^

.Dans le cas on A(T!} n'esl pas nul, U es( nn (aldean dd iuodul<» cl
sera (lil. rêdtdt. Si Af t !1 )^- <>, li sc^ra di). n'dnil de r/w.mwr' ^ww:
d'âpres la niiclltodc ^cncra!^ il ('(Hiviendraif d(* !(* r (»I ï } | ) la^( tr par 1 1 1 1
(ableaii a dcicriiiinaiil non nul ayani avec ) < » premier deux lignes
communes. Pour la symétrie des iiolatiuns, je considérerai, en même
(emps (jne loul îah lean reddil de deuxième espèce, un premier,
deuxième el troisième (al)lean /rdidis (nl/oinf^ :

y'\ ^i ^\ y' ^ y' ^ v! y ! 1

v'i"-111^ y ^ v,^^ ^ ^, v,- , . . , f5 y y.
Y Y' '/f 7 '/ / 7, y, /;

(;es (al) leanx devront vérifier les ine^aliles ( i), avoir un détermi-
nant, non nul, el ces eondUions étant remplies, %iJà' , [^'1 seront
choisis les pins pet i ts possibles. K(an( donnée rti}'po(hese du n0 3, ils
son(, ainsi bien détermines.

8. Considérons des latdeaux II, V, , V^ on V;, formes de (rois points
du module el vmliaiit les inégalités 0). 1 1 résulte pres<(ue immédia-
tement des définitions que :

1° Pourvue IJ soil rëduU de première ou de deuxième espèce^ U f(ml
et il suffit que U>atpoirU (1 ) de ç, 'wri/ia l'une au •moins des iné^alïiéH

\î,\>^, ou \'c!\>\^\, ou |^|>|/|;

(1 ) SauC le point (o, o, <>;,
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'.>° /^/r ^/w V i soif / / / / premier r é d u i t adjoinf ( 1 ) , ^7 /*<w/ ^/ il suffit
mu' fonf /)oint (te ^ / i 7 / p p ^ r l e n n n / /)HS an sons-module 011 de dirnen-
sian '.» eonle.mnil ( ^, ^ /, ̂ ' ), (7, y', y ;, vérifie //H/HÎ (in moins des iné-
^alUes

on on

/an dû (Hifia co/f traire il. exisie un poinl de ;)Tb (a , yJ a " } Den/lanf simul-
tanément les in.e^flilés

<> -•"""'' a •<^ ^i

Nous sonnncs ï t i a i t i ( < u i î t n ( en nwsnre (l'^lcndre an îroisicine ordrp.
la proprieiod'^juivainnce (\(^ (a l ) lca( ix roduils (propriéî^ ( jui ne paraît
pas s ' ^ f c n d t ' c * au / / i ( f l t t < > ordr^ ) : 7r^// tableau réduit de première eapèce
ei /oui Uthlean réduil adjoint à un (al^leau de deif.rieme espèce sont ér/ui-
çalenis à T.

Supposons par exemple [ î d^ i^rc in i î ' î^1 < ks[ ) ( l tco, il y a u iK1 hase T7

i\^ ^ ( ) < » la formo S ̂ l l, S ( clani, dp la forme (/i) (<; l ïa| ) . I, n0 7).

, ^i ^i ^i
.::/./ // oxl1:)^..^, h\ V\,

( ( ( i
„ , Ct e\ ('\p' ^ r

""77 71 7l

P. p\p" — y, y' > - 1 1 1 1 1 ' 1 1 - ^ ^1- ^^(.ani des enl.iers verifiani les condUious

{H/r
"7^

i,-, ̂ , £l̂

£!//

LL
- a ^

..- • L
- ..< d

'/'
<l

I ^

et te l s^ en oulrc^ que S soii à lermes enliers. Le même procédé que
pour le d e u x i è m e ordre permef de rnonirer que p, el ^ soi ï l égaux à i.

Si r/est dif réreul de i , supposons d'abord l'une au moins des iTac-

( 1 ) On a évidoininenî, des conditions analogues pour le (leuxiènie el le iroisiènie ad-
joint,.
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tions ^ p ^ ^ par exemple la première, inférieure a ^. On devrait

alors avoir

p " d—^
TT •:r "aïT" on

suivant que r /est pair ou impair. On en déduirait ou

// '/ ^— ^ ••-I- —p !-1 .7 .'• - 1 1 1 - 1 - 1 1 - , 1 1 ^ 4- ••- à -1-^• -,y <••" a
// ^ ^ / '.î^ 9. 1 ^/ ' <

OU
d — \ il —" f i»„„..,..,. .^ „•;„ . „ „ „ . „ „ p ,,{,, ,.,,,,^ ,^- ^

;>- a 2 d • r/ ' ' ^
et de rnê nie

I^KI^I, I^Kly'l,
et ce cas est impossible. Supposons alors

y
77

on peni disposer de T de façon ( jue les deux systèmes de (rois
i p " (/' i i ^ n' i

// /
l P ( ! r /''nombres -r? -5 -,; — "̂

</ r/ <;r <'/nomores^-? ^ 5 ^; — ^, -,-...... .̂, - ^ n^ présentent aucun des ar-

rangements de signe présentés par les termes des colonnes de (î. On
aurait encore dans ce cas

|c,|-: ^a+^P+^y <^44^.=:^

et de même
l^ilO/l.

Ce cas est donc encore impossible; donc^==ï et T est identique
a U ( < ) .

On peut taire une démonstration analogue ponr le troisième rédu i t
adjoint, en remarquantque les inégali tés \c, \ < a, \c\ < |^[, \a\ \ < |y; (

( 1 ) Cf. pour des dérnonBlrations analogues : tîï;ftwrr%, Gûtt, ^ctafi^ 1897; MINKOWSKI,
2) ,̂ App. {Adaptation eines ZahUîn^iUe.r}, etc.
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sont encore impossibles^ car (^, c\, c ' [ ) n'appartient pas au mo-
dule DIL ( - -=f^ o ) ' Dans le cas du premier et du deuxième adjoint, on
utiliserait des égalités de la forme

r </ /// p
d 7l "d d ° °

T-=, -y ^v,, r=£ g ^.y,.
P ^ 00 ° ~i ~r ° -îcl ci d

9. Considérons maintenant un tableau U-ou V équivalent à T et
dont les termes vérifient les inégalités (i).

I. Pour qui un tel tableau soit réduit de première espèce^ il faut et il
suffit que ses termes présentent l'un des arrangements de signe ( ^ ) ( A.i ),
(Ay), (A.;,), (B,), (B^) et vérifient les systèmes de conditions correspon-
dantes :

-+" £ Tj •+- £ 'f\ "{- £ Y)

( A i ) + •—s y3, (As) + — Ê --•/î, ( A y ) -h £ ~y^;
4- £ — YÎ -t- — £ r; ~f- — e — yj

a<p+y ( l^3 / |<|a / | -+- | / |
a^l/j ou l^l»^^7 " î (3>y ou \^\•>\a'f\'

( [y. |<l^[+lP-| ^

s 3 / ( y>(3 ou |/|>M5

-l- £ •/] -h £ Y3

(BO-h — £ -/î, (Bâ)+ — £ —•n;
4- — £ — 'f\ -4- £ — -H

(Bi ) iy>(3, ou l^l>|y /|, ou [p^l^l;
(B,) J p > y, ou | -/ l > l a' \, ou [ a" \ > \ ̂  [.

II. Pour y a un tel tableau soit le premier^ deuxième ou troisième
réduit adjoint d'un tableau de deuxième espèce^ il faut et il suffit que ses

(1) Danscos conditions les lettres e, •f\ désignent îo double signe ±: sans qu'il y ait do
relation entro les signes ainsi désignés*

Ann. Éc. Norm., (3), X X V Î Ï Ï . — AV^ÏL K)ÏI. 23
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termes présentent l'un des arran^cmerKs de signe ( A , ) , (A,») on (A;,) et
vérifient les conditions :

a>fJ4-/ 1 ^ 0 1 ^ 1 + 1 / 1
^ [>( / | ou M>1^ v â/ (3>y ou |(^|>K

/ |>K1+1H

., ^ ^ ̂  ̂  -r- { | (^ ( ..„..> | (A j «r j ^ i
^ ^ h ^ l ^ f ^ f /.,.. 1 ,.//l^ r ^ l ^ (^â) ),.... , , /o / , , . , , . / / , ?

(A^) ? 1 ' ' ' ' i l 'v " \'f>^ ou ly-l»^)

1 1 est d'abord impossible que deux lignes de U ou de V : (a, r/, a"),
(p, p^ p") aieni les rneîries signes, siuon \(> point d(\ ^ (a — p, y/ — S',
a" — p"), distinct da i)oint nul, vérifierait les inégalités

| a ~ pi < a, 1 a /~ ̂ < [ p^, | a^- ̂ | < max. (| ̂ |, | ̂ j) < | /|,

La considération du po in t de ?;(? 4-^ 1--1" a, ?'+ y' — a', p^-f- y" --.- a"),
distinct dfi point nul , puisque A ( U ) ^ o , niontre de inéine q u e tou t
tableau V ou U ne peut présenter que Fun des cinq arran^enH^Us de
signes indiqués.

Considérons l'un des arrangements de signes (.B,); le înôme raison-
nement appliqué au point (a - [ï + y, a^-p^.^y^ a^ — ̂  4-y"),
dont les valeurs absolues des coordonnées sont : (^--"y—S,
(p-j+la^-ly'l, jy-^lp'j-ja'J), montre ((ue les conditions (H,)
sont nécessaires pour tout tableau (J ou V. De même, pour l'un des
arrangements A,, la considération du point (y . — (Si — y, y: — ^ — y',
yf ̂  ̂ / _ y^ montre que la deuxième condition (A^) est nécessaire
pour tout tableau (J ou V, tandis que, en se servant du point
((3 4-y, p^-y', ^.^.y^ on. montre que la première condition (A,)
est nécessaire seulement pour tout tableau U. (Ce point appartient
en effet au sous-module ^n.)

Reci.proqu(îmenl, soitun tableau équivalent a T, de la, forme (B,) et
vérifiant les conditions (B,). Tout point de s a des coordonnées de la
fbnne :

xoi 4-7(3 4- ^7, ^/4-7^4- ,5/, x^ .....i-jp'-h ̂ f,

et une discussion simple montre que, su ivant , les cas, on a, quels que
soient x, y , s, les valeurs (o, o, i), (o, • î , o) ( r , o, o) exceptées,

| ̂ 'a 4-1" jp 4- ^y | > ̂  ou | ̂ a1 .....h j^ .-.s • z y' | > [ ̂  |,
OU j .z'^4y^4-/îîy' |>[/| .
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Un ('.cl, tableau est donc réduit de première espèce. Il en est de même
de la f o r m e et des c o n d i t i o n s (A.i).

I l est donc nécessaire qirun premier tableau réduit adjo in t V\ soit de
la forme (A,) et vér i f ie les c o n d i t i o n s (A^ ); le même ra isonnement que
pour les tableaux de première espèce montre que ces condi t ions sont
suflîsantes. En outre , le tableau réduit de deuxième espèce auquel est

1 j o i n t V estadj<
(3+y f^/ ^+/

P ^ ^

y / /
La démonstration précédente s'étend évidemment, par un simple

changement de lettres, a la forme (IL) et aux tonnes (A^), (A.;().
En rapprocban t les di fleren ts résultats obtenus pour les premier,
deuxième et troisième adjoints, on trouve que tout tableau réduit de
deuxiêfne eifpêca fn'ése/iUî un des (.irrcifigeïïKïrils de si^ne

w
et vérifia len égalités

(C)

-}- £ •(}

-h £ — ' ( }

+ — £ ' ( }

a =: (3 "4- y,
a^f^-h/,
a'^^'^f.

i(L Ces différentes cond i t ions permettent de trouver un ré-
sul ta t i m p o r t a n t pour la valeur de À(IJ) ou de A(V) qui , d'après le
de rn ie r théorème du n° 8, est aussi égale à A(T). Considérons, par
exemple, le cas ( B ^ ) ; les six termes du développement de A(U) ont
pour signe £T], sauf le terme friy'a/. Mais, d'après les conditions (B<) ,
on a une des trois inégalités

| p/^ | < [ y/a^ | < | y ^ a " |, ou | ̂ /f a \ < | ̂ ^ [ < | ̂ 'f |,
ou |p/a / /|<|(3/p / / l<|a/(3 / /|.

Le déterminant a donc pour signe £T] et est supérieur en Valeur
absolue à son terme principal v ^ ' ^ ' . On trouve le même résultat pour
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le cas (A,), caries six tenues sont de signe do ET], a l 'exception de
"P'Y' (Iui vérifie l 'une des inégalités

^'Yl < j PP'YI -i-1 yPV) < 1 rv'a'H- | yp^'

1 ̂ 'Y 1 < 1 W" •/' | + | •/,3" •/' 1 < j ̂ 'Y 1 + | yy" P'

Enfin, pour le cas (A'J, en supposant par exemple K|»Y'j,

on

on a

ou

| A (V) | > | se, |3'-/' j + | fi/a', | - ) - | y(3"a', | - [ a, 6'y (

> 1 ̂  P'7" I + | (SP'Y | 4- | yp"-/ | - | a, p"/ |

I A ( V ) | > 1 a, (3' /1 -i- ( (3 + y - a > ) | p" y' | > | ( p 4- -/ ) p ' /1.

En remarquant, que p + y est, nn (ernie du tableau réduit auquel est,
adjoint, V, on peut énoncer le résultat, général : Dans tout. (abimu
réduit de première on de deuxième esmke, on a

(a) |aP'/|<|A(T)[.

i'L Cette inégalité permet encore de t rouve r u n e l i m i t e supér ieure
du min imum de/pour un p o i n t q u e l c o n q u e M de paramètres A,)/, A".
Supposons, par exemple,

fM(a,a',a")-.7.ff.,

et choisissons un sommet, ï du domaine de M, tel que M soit intérieur
à l'angle ( \y', •\z"). En désignant par (p, ̂ , [r), fy, y', y') k,s autres
miruma au point I, on conclut, de la condition précédente

^ ÎÀ ' I^ I , ^<//|/|.

Mais, d'autre part, on peut écrire l'inégalité (--i)

|^'(3'.?/'p")<lA(T)|,
d'où l'on déduit ( < )

/n(oî, a', v.") < i/j^(Ï)~[.

C^Pour plus amples développements aur ce s,,jot, voir la question analogue pour lo

ST.6 ( lap- "' n" 7)' n C3t " rômarqller t^^e la W616 n>a été domoruréeclans le cas présent quo pour un module n'ayant pas do point sur les axes de coordonnées.



SUIl CKBTAÏNS ENSEMBLES DE TABLEAUX, ETC. 178

III. — Enchaînement des tableaux réduits.

12. Les poin ts I du, p lan des A, auxquels nous avons fait corres-
pondre des t ab l eaux réduits , forment un réseau de points , reliés par
des lignes brisées (1) (voir yîyf. 5). On peu t donc dire aussi que
l 'ensemble des t a b l e a u x réduits a été ordonné en un réseau de lableaax.
De chaque p o i n t 1 pa r len t f rois l ignes brisées don t le ( l e u x i è r n e soimnet
après 1 est n n nouveau p o i n t du réseau. On o b t i e n t a ins i trois
poin ts L, L', V" qu 'on peut appe le r voisins de 1 et, pur su i te ;» trois
t a 1 ) 1 e a 11 x. vo is ins d ' u n ( a 1 ) 1 e a u d o n î i é.

La l i^ne br i sé( k IL séparanf les d o î n a i n e s de deux points m i n i r n a ,
les deux. t a b l e a u x 11 et l^ o u i deux . po in ts c o m m u n s , le p remier
po in t de U, par e x e m p l e , n ' a p p a r t e n a n t p l u s à LF. Kn ouh'e, I I / a y a n t
entre 1 et L un sommet de la n a t u r e A, B o n (î p o u r l ' u n des domaines ,
de la n a t u r e J j » o u r l ' a u t r e , l ' u n des p o i n t s c o m m u n s a I I e( l i ' o e ^ > u I ) e ,
le môme r a n ^ d a n s les deux, ( a l ) l e - a /uXy l'a,ulre o c c u p a n t des ran^'s ( l i f -
te rents.

lit. A f i n de n'avoir que des t ab l eaux é q u i v a l e n t s en t r e eux, on
peut conveni r de remplacer chaque tableau de deux ième espèce U par
ses trois adjoints V ^ V a , V : t . Le tableau Vi sera considéré comme le
voisin de ce lu i des voisins de (J qu i ne cont ient pas le premier point
de celui-ci ; de menu1 pour Vy et V;p En outre V, , V^ Y^ seront voisins
entre e u x » Ceci rev ien t , au point de vue de la représen ta t ion géomé-
t r ique , a remplacer chaque po in t 1 correspondant à un (ab leau (J de
deuxième espèce, par un petit t r iangle dont les sommets correspon-
dra ient respectivement a Y^ V^, V;{ .

Deux tableaux voisins de ce nouveau réseau, s u i v a n t qu ' i l s corres-
pondent à des points diilereuts ou à un môme point , sont liés par une
égalité de Lune des deux formes

m. l ± î m ±.1 l
U =.; o î o x [F ou V = î. o — î, x V7,

Ï 0 0 0 0 ï

(1) Pour des olassemônts analogues, 'voir CHAHVE, Annales de Ï École Normale, 1880.
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ou par des égalités analogues obtenues par une per rnu la l ion conve-
nable de lignes et de colonnes dans les tableaux unimodula i ros .

14. Uresie à indiquer un algorithme pour trouver la tonne du tableau
unimodula i re et déterminer les entiers /, m et le double signe. Consi-
dérons d'abord le cas de deux tableaux correspondants à des points
différents. Ayant choisi la ligne de U qui n 'appar t ient pas à U^ on
déterminera la ligne qui doit occuper la môme position dans U et IT
par les conditions (i)*

J'emploierai alors les notat ions générales suivantes :u^ u.^ u.^ l igne
ayant la même position dans U et (Y; ^, py, ç.^ l i g n e commune
à U et IF; a^a^a^ .r^/^^ autres lignes de U et de IF. Les
indices seront supposés les mêmes pour les termes d 'une même
colonne et lixés par les conditions

^iï a^ r» diagonale principale (le U,
^i, Pa, ^•3 » U'.

Les inégalités (x) peuvent alors s'écrire

|^|>| ̂ 1>|^|,
(3)

( //i | > | ai |,
, 1 ^i 1 > I ^ I;

(3 lus)
I^IX^I;

I ̂ ï | < ) fh |.
(3 1er) < |^[<| ̂ |,

I •̂  | > I ̂  I"

D'après l'égalité ({'ui lie U et U^ on doit avoir

(4 ) q^ "^/= ^/+ /w/— ai ( ^ ~ î , 9,, B).

Il s'agit de déterminer / etm de façon que 0' soit réduit de première
espèce ou réduit adjoint. D'après ce qui précède, ce problème est
possible et d'une seule façon.

15. Premier cas : ^. ̂  <o, ^- ̂  > o- — Les signes des u, y , a
î)! ^3 ^i fg u ' '

sont respectivement

^lî £2» W ^i, ^2,. — SES; m^ —m^ ±.riËs;

il y a ambiguïté pour le signe de 03, ce signe étant ±:yj,£;, suivant
que U est d'une forme (A,,) ou (B). Le tableau U' est nécessairement
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(l 'une forme (A) (première espèce ou adjoint), et les signes des x
sont

Ê^I, — e ' Ê a , —Ê'e.-n

e/ étant dé t e rminé de façon que les termes de la première colonne
de IT soient positifs. En désignant par C un signe à déterminer, écri-
vons les égalités (4) sous la forme

( 5 ) s," xi = 'n ai — lui 4- rn e t'/.

En mul t ip l ian t les deux premières égalités (5) p a r s , et — £^, on
obtient

£ /^ l^ | := la, | - / l / /J+m[p, | ,

s/ e" | .̂  1 ^ | a^ 1 4- <? | Uî \ — rn \ ̂  |.

De ces égalités on conclut que / et m do ivent être de môme signe,
et m posi t i f et non uul pour que les inégalités Ç3ler) soient vérifiées.
La troisième égalité (5) mul t ip l iée par — £^ P611^ ^lors s'écrire

^ ̂  [ .r;, | •r:r: q: 1 031 4- l \ ih \ "4- ̂  1 ̂  J,

ce qui prouve que € € '— + î ou € == E^ D'autre part, U' étant d'une
forme (A), eu plus des condit ions (5^r), ou doit avoir |^j>|^|
ou J^ > |^J. Donc // e^ nécessaire f/ue l el m (lïo^ m > o) vert/lent
les conditions

o < | Oi [ — /1 //î [ 4" m | ^i 1 < [ ^ i |,
o < | ag j 4- /1 (^ \ — rn | t'a | < [ ̂  |,

(6) ( la, l~/ iaj"h^|^|>|cj
^ ou
( 1 «à 1 4- / 1 ^21 — rn 1 ̂  1 > 1 ^21 •

En ut i l i san t une remarque 'déjà faite sur l 'unici té de la solution,
pour montrer que ces conditions (6) sont suffisantes, il suffît de
montrer qu'elles sont vérifiées par un et un seul système de valeurs
entières de / et m. C'est ce qui résulte de considérations géométriques
simples. Les nombres / j ^ J — m J ^ J , —l\u^\+m\v^\ sont les coor-
données des sommets d'un réseau de parallélogrammes. Les condi-
tions (6) exprimerït, en supposant / et m déterminés, que le
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point ([a, ], 1^,>|) <^ ^ l ' i n t é r i e u r ( l ' un certain hexagone ( ') abcdej
(voir //g*. 2), à côtes para l lè les aux axes { l e coordonnées, et re la t i f an
sommet A. Ju réseau. Les divers hexagones re la t i fs à tous les po in ts

(lu réseau et dédui t s de l ' un d ' eux par t ransla t ion recouvrent le piau
sans trou n i d i i p l i c a t u r e , le po in t ([a, , |a^[) est donc a l ' i n t é r i e u r d 'un
seul d'entre eux qu i d o n n e l ' u n i q u e s o l u t i o n (les iné^al i lés (G),

On pourrai t employer cette mé t l î ode^éomé( r i ( j ue ou une discussion
directe pour Irouver une méthode a r i t hmé t ique (le recherche de / et m.
. r ind iquera i se/ulement la méthode suivante : en se, servantdes m i n e u r s
de U ou des lermes de l.J"1'1, on peut. d'a.bord dé te rminer L e t -M tels
(lue

( n ai == L //i 4- M's FI ^ i [ ai [ -= 1.1 ni [ 4- M [ pi |
{'na^ = L HI 4- M e (^ ' ( j a y, \ = — L [ ^g [ — M ] ̂  |

On cherchera ensuhedeux ent iers /< et/^, lels que |L~ ^ | et[M.'Jrm^ |
soient i n f é r i e u r s à 7 et les en t i e r s / e t m seront donnés par l 'une des
trois (ormules :

/i — p
?//•^—p

4 — p ( A — p — i
y < y

m^—p — i ( mi— p

P) La construelioa do col lioxagono ôsfc iiidifiiiéc sur la Ogiiro.
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p élant un entier positif ou nul et inférieur à la plus petite des parties
entières de

2 | ̂ l | 2 | <>a |

I ^l | -- 1 ̂ r 1 ^|"-| ^2|

16. Deuxième cas : -^••-•^ < o « —••^ <^o. — Les signes des u, des ^
^1 t'3 ' t ' 1 î '2 ÏD

et des ^ sont respectivement

£ l , £;;, £3; £ £ i » — £ Ê 2 » - — £ £ 3 ; Tj£i , ±: W^ ^=.^£3,

en prenant le signe supér ieur ou infér ieur suivant que U est d'une
forme (A) ou (B). Le tableau 'HT peut être a priori de l ' u n e de ces deux
formes, mais n'est pas ad jo in t , car le lableau formé par les points
(^, u^ //;,), (^, ^? ^1)^ (^i '"" £p^ H^ ~~ £î '^ ^^ — £^;0 ne P1'^00^ Pas

1/arran^ement dc^ signes (C). Suivant que U est d 'une forme (A) ou (B),
nous écrirons les égali tés (4) sous la forme

( rj ) ^ aîi ::= •(} cii— IuL 4~ m e p/,

( <S ) e^ a^ == •/] a/ + lu, — m £ <•'/.

Une discussion analogue à celle du cas précédent montre qu'on doit
avoir, suivant la forme de U,

^ïo, w=o»
l>,-^î. m^î.

e/^ étant le signe de oc^ ^^ est égal à =q= i suivant que U et U' sont de
même forme ou de forme différente. Enfin, il est nécessaire que letm
vérifient l'un des systèmes de conditions ( le double signe étant déter-
în'inô, comme plus haut, par la forme de U)

(9)

{^bis)

o > ±; | ai | — l\ iii | -+- rn \ (^ [ > — [ Ui |,

I ( ^ 2 1 — | ^ 2 1 < I < ^ 2 1 — ^1 ̂  1 ~ m 1 ^ 1 < 1 t^ I î

ô < ±: [ ̂ i | — l\ u^ \ + ̂  | PI 1 < | ̂ i |,
o < | as | — /[ ^ 2 1 — rn\ (^ 1 < [ t^ |i

dr [ ai 1 — ^| ^i | 4- m\ c'i | < | ^i |,
ou

\a^\ — l\ ih \—ïn\ ̂ |>| u.i\.
Afin. Àc. Norm., (3), XXVIÏÏ. — AYHIL 1911. ^
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Suivant que / et m vérifient les c o n d i t i o n s (9) ou (c) bu}, le
tab leau IP sera d'une fo rme (A) ou (B).

Employons toujours la même représentation géométr ique; les condi-
tions (9) exprinient que le point (±:|a,|, a^) est in té r ieur à un cer ta in
rectangle abcd{\w\fig. 3) et les condit ions (9 bis) expr iment que ce

i^. :-î.
\y

point est i n t é r i e u r à un cer ta in hexagone Kch^gh adjacent au rectangle,
L'ensemble de ces deux figures cons t i tue un octogone h.ab(^f^h, et
les divers octogones re la t i f s à toutes les valeurs de / e t m recouvrent le
plan sans trou n i dupl ica ture . Le po in t (:±|^[, |a,|) est donc à Finte"
rieur d 'un seul d'entre eux qui donne la solut ion u n i q u e de l ' un des
systèmes d ' inégali tés (9) ou (9 bis).

La méthode ari thmétique indiquée dans le premier cas se simplifie
dans le cas présent. On détermine encore les entiers L, M et les
entiers /, et m^ Les entiers cherchés sont alors un des sept systèmes
de nombres :

^i
//'^

{,^î

mi
II -hï<'i
///

^

n'i^ '
n •
m^ m,

17. Troisième cas : .̂. ̂  > o. - Les signes des u, des v et des a
sont respectivement :

^ ^ £3; ai, r^ m.' ÊÊ2, ÊÊ»; '̂ 3 î
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U est de l 'une des formes A, soit de première espèce, soit réduit adjoint .
Le tableau U' peut être a priori de l 'une des deux formes (A), (B),
mais n'est- pas rédui t adjoint. Nous écrirons les égalités (4) sous la
forme
(10) E" X i = •f[ a/ -t- lu/ — ni £ ('/ ;

on ( rouve celte fois les inégalités
m il i, 1^1 m,

et en désignant par s , r e ^ le signe de oc, on a € € = i. Enfin, il est neces'
saire nue l cl /n vérifient lun des ^y^lèrnes de conditions

00

(n IHS)

/ [ ^i | -h /n\ ^i | >— | «i |,ii — ^i >-— ^
o > | ay, [ — l\u^\ ~— m | ('a | > -- | Uî \ ;

S o > - - | 0] 1 — / 1 / / 1 | -+- m \ \\ \ > — | //-i |,

( o < | r/a | - " /! " ï \ — ^1 ^ 1 < 1 ̂  I-

Suivant que / et m vérifient les inégalités (n) ou (n bis) le
tableau IT sera d'une forme (A) ou (B)-

En considérant encore le réseau de parallélogrammes ayant pour
sommets les points {l\u,\ - m\v, |, l\u,\ +m\^), les conditions (11)
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et (i i te) expriment que le po in t (~ |^, |, \a^ |) est i n t é r i e u r à un cer-
tain hexagone, tonné de deux rectangles cor respondant respective-
men t à chaque système de conditions (vou\/^'. 4)'- -L^ hexagones
pavent le plan sans trou n i d u p l i c a t u r e , ce qui niontre que les condi-
t ions précédentes sont suffisantes.

En déterminant encore L, M et les entiers /,, m^, les ent iers cherchés
sont alors l 'un des six systèmes de nombres

II /i + S /i -h 1 /i , /; — î /, ....h ï ,

Wi w.i m^ — y / / / . i — - î w . , — y / / / - i — 2 .

Dans le cas par t icul ier où U est r édu i t de première espèce su ivant
qu'on a

ûi , <r,
"7" >ï ou - <ï,r î ^ î

on a
/ =::: o, m =: î e î [J^ est d 'n n c form e ( B ),
/ = ï , /n-=î et l)' est d'une forme (A).

18. Pour deux tableaux vois ins correspondant à un même po in t I,
on est ramené au premier cas é t u d i é . Par exemple , pour passer d ' u n
premier à un deuxième ad jo in t , i l sn l Ï i tde poser

^=a, pi :::::: y, ^,=:a^

^=^, ^=.f, ^-:^[,

(/3—a', ^-r^/, a^^a\,

on se trouve bien dans les condi t ions de si^ne du premier cas. L'iné-
galité / ^ / > | ^ [ i-rest pas nécessairement vérifiée, mais on peut
remarquerquÏI n'a pas été la i t usage de cette inégalité pour le cas en
question,

^). Il est à remarquer que, dans les trois cas et quelle que soit la
méthode employée, il suffUpour calculer / et m de connaître les termes
de deux colonnes convenablement choisies. On peut rapprocher ce
fai t de ce que, dans la réduction des tableaux du deuxième ordre, le
quotient incomplet ne dépend que des rapports des termes d'une
colonne.
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On peut fac i l ement appl iquer l 'algorithme précédent à chaque cas
par t i cu l i e r . «Pal i n d i q u é dans le tableau ci-dessous les différents cas qui
peuvent se présenter et, pour chacun d'eux, les valeurs de u^, u^-— p i , ̂
et les formes particulières des équations (5), (7), (8) et (10).

a a' a"

Le tableau pr imi t i f est p (^ (3^ La ligne nouvelle est x^ x\ oc".
y / f

Pour les doubles signes le signe -h correspond au. cas où le
tableau obtenu est d 'une forme (A), le signe — au cas où il est
d 'une forme (B).

Valeur de x.

±(—a4-/Y-(--wp)
à~, (-— a -+-l^ -4- wy )

p— /a-4-wy
P-h/Y-h^i'a
Y—/a-i-wp
Y4-/P-4-WX

a -+" /p—wy
^ —/y —/np
P ̂  /y, --». //zy

p—b^-im
—Y"4-/P-4-W^

±(_^4,/a~//z?)

a 4- /y — m P
^^^^.rn-(

—P+/Y H-//ZX
±(—p-f~/a—/nY)

Y —Zp -^/mx
Y-4-/a —mjB

a •+• /p "— W,Y
a — /y — m P
p-4-.^Y4-.^a

±(p4-^—//?Y)
Y—/a-t-w.P
Y-+-/p-4-ma

a-l-'/Y—^P
a — /p — wy
p — /a -+- ̂ zy
p^./y-.l-wa
Y-h^p-^-wa

±:(Y+/a—w.p)

Li^nc Colonne
supprimée. Condition, u^ u^—

i^
Ai on A^,,„„ i

\
'yn<'

i
• Kî

a"- ^
A a on A g

3»,>e
i»

/ 1

,„.
' ,»H1<*

^ Ag on A à

,,. ^ -r>P f^P-

^tli(! ^

3111, .

, t p>ï T;T-
' ' (1<Y p',p-

^rn<-

3"'*'

P > Y -r'ÎY-
P < Y p'J-î-

T>P (1',?-
Y < P Y'; Y-

P>T - / ' ÎY-
Èt<Y fi',?--

Y<p Y; Y-

Y'
Y'K^"
p"

ï'

Y;

^//

yj
y:
%"
7."

yj
y/

yw

1
1
â"

.̂-•'

.̂>•'•1'
<-'

^-:'
<"
>!?''

*̂ .,̂

<•€'
>
<\y

>'<.-"'
'>-«•-̂ '

>-•"̂ '
>
<l^

y/
%'
a^
a"

y/
a'

[y

Y'
Y'
K"

T'
T
a"
a^

a'
y/
^

a, a'—

Y;Y'-
%, a"-
p',(i"-

a/ a'-—

Y:Y-
fi', ̂ "-
a,ct".-.

Y" -Y^-»
1 7 i

a, a' —

^r-
a,a"—

Y; Y'-
a, r/—
a,^"-
p',p"~

<7.,a'—

Y';Y'-
fl',p"-
a,a"—

v,, t',.

P'; P
Y \ Y
Yi Y'
a" a'

P^"
-a',a"

Y' .Y
P Ï P
Y. Y' {

- % ' ; % ' {
a', a"

M"

[^P
Y'; Y
a^ a'

Y> Y'
a', a"
P^"
Y', Y
P;P
<a'

Y. Y'p- r
a', z"

P; P
Y'' Y
Y, Y'
a^'
a', a"

^V

Cas. inutiîc.

3,nc

l*"'
'2""

I1 1 1 '
^me

Ie''

9/"0

^»>1C .

It'"11

^mc

• <'»'

-2""'

1 e r

^ine

'^«K;

Ier

a"10

l61-
^ux.

Ier

^rne

I"1'

^/^
,<T

^ mo

i cr'

^"<!

^ 2

3
'i

r
9.

i
3
'}.
>iï
f
i
%
2

3
i

3

\ l

( -2

3
a
ï
3
•2

I

'2

3
3
i
Ï

a

Tubicau
oh le nu.

A 3 ou BI
A a ou B s;
A:{ ouA^
A 2 013 BI

AÏ 011 A 2

AS OU BS;

A 3 ou A ̂
AI OU BZ

Ai on Bi
A.-i ou Bâ
Ai ou A^
Ag 011 BI

A a ou A 3
Ai ou BI
Ai ou A/!
A 2 ou BS
A^ouBi
Ai ou Bg
A 3 ou A 3
Ai ou Bg
Ai ou A'i
A a O u B a
AaôuA^
A.-i ou Ba
A .2 ou Ag
Ai ou BI
Ag ou A 3
A^ouBi
A i ou A\
A y OU BI
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Les entiers / et m y sont positifs ou nuls , / p o u v a n t except ionnel lement
être égal à — i. On voit sur ces résultats que tout tableau rédui t de
deuxième espèce a pour voisins des tableaux de première espèce.

Il y aurait lieu, comme pour le deuxième ordre, d 'étudier l 'ensemble
•des couples d'entiers / et m, et de rapprocher la méthode suivie
d'autres méthodes de réduction possibles. Pour le cas 00=2 et après
introduction de tableaux réduits intermédiaires, on serait probable-
ment amené aux ensembles de tableaux étudiés par M. Cbarve.

K n f î n , J'ai supposé qu' i l n^ex i s la i t a u c u n e relation l i néa i r e , homo-
gène, à coefficients entiers entre les termes d 'une colonne de T. A. part
quelques modifications relatives à la, forme des domaines des m i n i m a ,
les considérations précédentes s 'étendraient encore, 'en général, aux
cas particuliers non envisagés.

.DEUXIEME PARTIE.

TABLEAUX AYANT Vmï. COLONNE A Tt'MKS IÎÉELS 1-71' Ï)ÏUJX COLONNKS

A TERMES IMAGÎNAUU';S CON.ÎUaïJÉS.

20. Soient ma in t enan t des tableaux de la forme

a a' ci' a a y •4- ia\ a y — ia\
T =: b b' T' := h / / , 4- lb\ Y, — lb\.

c c ' c' c C'Q 4- i'c\ Cy — l€\

La forme associée est une forme ternaire indécomposable, produit
d'une forme linéaire par une forme quadrat ique définie, somme de
deux carrés. On peut1 représenter les points du modale ^ ayant T pour
base par les points réels du module ^, ayant pour base

a O'Q ({\
T,= b b1, b^

c <4 c\

II y a lieu. de faire la même restriction que pour le deuxième ordre
(Chap* II, n0 28) au sujet des dilatations opérées sur G et ç^.
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Dans la fonction limite/d'IIermite, il n'y a plus que deux para-
mètres arbitraires ^, -[- et, pour un point (î;, ^, ^) de ^, cette fonction
que je représenterai par /^(^ , ^), est égale au plus grand des deux
nombres :

7J? Î •x . j^Â I C 3 P À^

21. Je supposerai encore qu'il n'existe aucune relation linéaire,
homogène à coefficients entiers, entre les termes d'une même colonne
de T et je ne considérerai que les points de ^ ayant leur première coor-
donnée positive. A chaque valeur de À correspond au, moins un mini-
mum de/, mais i l peut se faire qu'il en existe plusieurs ayant même
valeur absolue pour la deuxième coordonnée. En faisant une conven-
tion analogue à celle déjà faite, dans le cas du deuxième ordre pour
les minima proprement dits (Chap. II, n° 3), d'après l'hypothèse pré-
cédente, à une valeur de X correspond au plus deux mini ma simultanés
proprement dits .

Pour rechercher les points de ^ minima, on peut encore se servir de
la propriété : La condition nécessaire et suffisante pour que (a, a', a')
de ^ soit un minimum proprement dit de f est qu'il n'existe aucun
point (Ç, ̂ , ̂ /) de ^ vérifiant simultanément les inégalités

o<^a, |̂ M,

sauf le point nul (c>, o, o).
On peut taire la même démonstration que dans le cas du deuxième

ordre (Chap. II, n0 3) en introduisant encore des minima (fJ,^?^
dsï^T7) précédant et suivant le point donné, et des valeurs "X,, \.
On est condui t aussi de la même façon à l'existence d'une suite des
m i n i m a , qui , d'après l'hypothèse faite, est illimitée dans les deux sens.

Ï' 1 < 1 ^1 1

(ï

22. Deux m i n i m a successifs de la sui te constituent une matrice,
que j'appellerai réduite :

a a7 (y!

(3 fV P'.
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Ses termes vér i f ient aprwrilcs inégalités

(12 ) a>o, p > o , a > p , M<| f^ l ,

ce q u i prouve que l'un des m i n e u r s n'est pas n u l . D'après les condi-
tions ( B), une te l le matrice pour ra i t donc const i tuer les deux premières
lignes d 'un tableau rédui t .

On peu t encore démont re r , an s u j e t des matrices, des théorèmes
analogues à ceux énoncés pour les tab leaux rédui t s du deuxième
ordre : i ° Pour (fuune matrice de ç: vérifiant les c()fiditi()ns précédentes ( i 2)
soit réduite, il faut et il KufJU que /ou/ point (E , ^, ^) de ç: vrr^e au
moins l'une des inégalités

\l >a ou I^M^l.

2° Si une matrice eu réduite, ses deux poinis sont des points de base
du sous-module OÏL de dimension 9. (pi elle définit.

Il f a u t entendre par là que, si l'on considère, dans un espace de
dimens ion 2, un m o d u l e type Jll/ isomorphe l » o l o é d r i ( j u e m e n t à M.,
les correspondants des deux points de la matrice c o n s t i t u e n t une base
de M/. En f in on peut i n d i q u e r comme inéga l i t é nécessaire, en p ins
d e s c o n ( 1 i (, i o n s ( 12 ),

(.3) M.(^)<^\a 7 2

11 suiïit, pour le montrer , de considérer le point de ^IL de coor-
données ( a — p, a'— (ii', a7 — p^). De plus , on a a ins i les seules condi-
t ions nécessaires, qu'on peut exprimer par des inégal i tés entre les
termes de la matrice. En effet, en procédant comme pour le cas du
deuxième ordre, on montre que les inégalités (12) et (i3) entraînent
les condit ions de la propriété î° précédente pour tous les points de Jll/.

23. Da classement des minima on déduit le rangement des matrices
réduites en une suite doublement illimitée. On peut se proposer de
déduire toutes les matrices de la suite d'un certain nombre d'entre
elles. Ce problème peut se ramener au problème analogue traité pour
les tableaux du troisième ordre à-termes réels, en ut i l i sant les résultats
suivants :
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I. Etant donné dans s un point minimum, le point correspondant
de ^ est aussi un minimum.

II. Etant donnée une matrice réduite dans <^, la matrice correspon-
dante dans £, peut être déduite d'un certain tableau réduit de <^i (de
première ou de deuxième espèce) en supprimant la troisième ligne de
ce tableau.

Ces propriétés sont des conséquences d'une remarque tout à fait
analogue à celle qui a servi à montrer qu'un minimum de F était
aussi un minimum de /(Chap. II, n° 14).

24. Pour avoir une suite de tableaux réduits, il faut ajouter une
troisième ligne à chaque matrice rédui te . On pourrait faire cette addi-
t ion de façon qu'au tableau V a ins i obtenu corresponde dans <^ un
tableau V< réduit de première espèce ou adjoint à un tableau de
deuxième espèce. Celle add i t i on , d'après ce qui précède, est possible
et d 'une seule façon. En outre , d'après les relations qui l i en t respecti-
vement T, ï\ — ïi, 'V\ — V, V ^ , le tableau V est équivalent à T.

On peut encore appl iquer la méthode générale (conditions B). La
valeur f ê t a n t déterminée par l'équation /a = - jp ' l , onpeu tdé t e rmine r
un p o i n t u, u\ n! de G n'appartenant pas au sous-module OÏL et tel que
fiÇu, u ' ) soit m i n i m u m . En cas d'ambiguïté, on ferait un choix comme
pour un n u n i m u m ordina i re (n0 21). On obtient ainsi un tableau
U[ A(TI) 7^ o| et, étant donné un tel tableau, on vérifie aisément qu'il
est nécessaire que tout point de ^ n 'appartenant pas à ^)lL ne vérifie pas
simultanément les inégalités

j ^ [ < max(a, (3, a), | ̂  | < max(| ̂  |, [ ̂  |, | u' |).

De cette propriété on déduit , en appliquant le même raisonnement
qu'au Chapitre III, n° 8, que U est équivalent à T.

Le tableau U est donc aussi équivalent au tableau V, de sorte qu'ils
sont liés par une égalité de la forme

ï o o
U == o i ô x V.

l m ±1

Aïm. Èc, Norm^ (3), XXVIiï. — AVRIL 1 9 1 1 . 24
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En cherchant à délerîniner / e t m, on sérail c o n d u i t h un algori thme
analogue à celui indiqué pour l 'enchaîneinenL des tableaux à termes
réels, mais on aura i t dans le plan des variables complexes un pavage
formé par des polygones curvilignes limités par des arcs de cercle.

CHAPITRE IV.
OUDHES i/KiSTIEHS ALGÉliUÎQliI-.S.

I. ~- Groupes abéliens de tableaux à termes entiers.

1. Je vais d'abord donner une app l i ca t i on des pr inc ipes i n d i q u é s
au Chapitre I, paragraphe Ml, à Fétude des entiers des corps algé-
br iques , ou des ordres d'ejitiers^). Considérons u n tableau Ta termes
entiers (2); son équation en À est d'ordre n, à c o e f f i c i e n t s en t i e r s , le
coefficient de ')\.n é tant l 'unité. Supposons celte é q u a t i o n i r r é d u c t i b l e ,
on peut mettre T sous la forme

T^Ax|:^,?.,, ,..,V| x A-1 ;

5^, As, . . , , À,^ sont des enucrs (d^éhriques conjugués d'ordre //, et
A(T) == À ^ \^.. .7^ est leur norme commune. Les rapports mutue l s
des termes de la première co lonne de A. sont des fonct ions ra t ion-
nelles de À^ à coefilicients entiers, c'est-à-dire des nombres algé-
briques du corps K(À^) . Les rapports mutuels des termes des autres
colonnes sont les nombres a lgébr iques conjugués* On peu t , en par-
t i c u l i e r , disposer de la d i l a t a t i o n arbi t raire de laçon q u e les termes
de A soient des entiers conjugués et je supposerai qu'il en est
toujours ainsi. Réciproquement, si l 'on suppose A c o n r i U y X, est u n e
fonc t ion rationnelle entière, à coefficients entiers, des rapports des
termes de la colonne de rang i de A.

2. Etant donné un tel tableau T, considérons l 'ensemble de tous les

( 1) Ordrïuiiig (Dedokindj ou Zahiring. Cf. UiLBi^vr, fa/ire^bf'ric/it..., ï^-ï^^, p. u'i;.
Pour l<i bibliographie des ordres (rentiers algébriques je renvoie y co dernier IravaH.

(2) Sur les malièrœ du paragraphe I, <?/, uno Note aux Comptes rendus y a i novembre
1910.
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tableaux à termes entiers dont le produi t par T soit commutatif. Ils
admet tent tous pour opérateur l'opérateur de T, soi t A. Le produit de
deux d'entre eux appar t i en t à l 'ensemble qui constitue par suite un
groupe cihélicft G. Mais, en plus, la somme de deux tableaux de G appar-
tient encore à G qui est donc aussi un module de tableaux.

En désignant par cp une fonction rationnelle à coefficients entiers,
tout tableau de la forme y(ï) appartient donc à G, réciproquement tout
tableau T de G est de cette forme. En effet, À^ et X, étant respective-
ment des racines lambdaïques de T et T, À^. est une fonct ion ration-
ne l l e des rapports des termes de la z1^ colonne de A, qui sont
eux-mêmes des fonctions rationnelles de Â^. L'égalité X^.==ç(X^)
entraîne alors l'égalité T===9(T). Pour obtenir tous les tableaux
de G, i l suf f i t donc de chercher tous les tableaux de la forme ^(T).
D'après une remarque du n0 19, Chapitre I, il suffit de prendre pour cp
toutes les fonctions de la forme

^+a/^~h...4-a„.^T / ^- ï;

r/o, a^ . » . , On i sont des fractions et l'on peut constater aisément que
leurs dénomina teurs sont limités.

3. Cette génération montre entre le groupe G et les modules types
une relation que je vais essayer de préciser davantage. En dési-
g n a n t par fX',, À^ ..., À^ j le tableau élémentaire d'un tableau quel-
conque de G, les nombres V^ À^, ..., X^ définissent des points d'un
espace à n d imens ions qui const i tuent un module (J. L'équation en À
de ï n'ayant pas de racine double, Q est de dimension n; il est aussi
d'ordre n, car les inégalités

1^ <£, |^|<£, ..., 1 ^ 1 <£

ent ra înent des l imi tes supérieures pour les fonctions symétriques
élémentaires de '̂p ..., \/, ces fonctions étant des nombres entiers,
les inégalités n'ont qu'un nombre fini de solutions.

g est donc un module type, et d'après l'hypothèse de l'irréductibilité
de l 'équation en 1, de T, il y a isomorphisme hoîoédrique entre ç et le
module de tableaux G. D'après cette même hypothèse, il y a aussi
isomorphisme hoîoédrique entre Q et le module de nombres 311-
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constitué par les premières coordonnées des poin ts de ( ] . Ce module
est fonné d 'entiers algébriques d 'un corps; il cou l ieu t Ions les
entiers ra t ionnels (correspondant, aux systèmes s imples dans G),
c'est donc un ordre d'entiers. OÏL et G sont aussi isomorphes hoioédri-
quement, considérés soit comme modules, soit comme groupes. Pour
pouvoir considérer également ({ comme un groupe, i l serait nécessaire
de définir comm.e p r o d u i t de deux points ( a , , . . .y a,/), ( p i , ..., p,/) le
point (a,^, a^,..., a,J^). Cette c o n v e n t i o n étant fa i t e , on peut
t rausporterâux modules dépe in t s les d é f i n i t i o n s données p a r ' D e d e k i n d
pour certains modules de nombres et n o t a m m e n l l a no t ion d ' idéa l ( f ) .
En adoptant la dénomina t ion de L Kôuig, (f, G et M sont des domaines
holoïdes.

4. Béciproquement, considérons un ordre d'entiers algébriques ;)(l.
En fa i san t correspondre à chacun des entiers de M/le po in t de* l'espace
à n dimensions ayant pour coordonnées ce nombre et, ses n — i entiers
conjugués, on obtient un module type de points (/ . isomorphe hoioédr i -
quement à 3\t, Eu faisant correspondre à chaque point (A^ A y , . . . > A ^ )
de Q le tableau élémen lai re E == ( A ^ A^ .. . , A / / ) , l e s ta l ) leanx H f o r m ( » n t
encore un d o m a i n e holoïde, de même que tous les iahleaux AEA/ '^
A é tant un tableau quelconque.

Pour que tous les tableaux AEA:1'1 soient à lennc$ m-l/ers^ il faut et ii
mfjit (fw A yoù, à une dilatation prèfî, une base d'un idéal da (^ ou
encore que les termes de la première colonne de A consti tuent, a. un
(acteur près, u n e hase d 'un idéal de ^IL, D'après u n e remarque déjà
fa i te , si AEA"11 est à coeiïlcients entiers, on 'peut supposer A. fo rmé
d'entiers algébriques conjugués

a \ a, ... œ,

A :

Ceci posé, nous devons chercher la condition pour que^ quel que soit

( 1 ) Un idéal de Q est un sous-module «JU do dimension a do {J, tel que le produU ^m
point de (À) par un point quelconque de Q appartienne à <A^
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le point (^ i , As, . . . , ̂ ) de (f, on ait n2 égalités de la forme

ay)^=a^^4-^)^+...-^-a^^ [ ^= (1 ,2 , . . ., n), y== (i, 2, . . ., ̂ )],

'̂ étant des entiers. Pour cela, il faut et il suffit que, quels que
soient les entiers X, , X^, ..., X^, on puisse trouver des entiers Yg ,
Yy, ..., Y,.̂  tels qu'on ai t

^(a^Xi+^X2+...+^X,,)=aiYi+...+a;,Y/,.

En employant le langage de la théorie des modules, il faut et il suffit
que le produi t d 'un point quelconque de <j par un point du sous-
module A. ayant A. pour base soit un point de Jlo, c'est-à-dire que «A,
soit un idéal de ff»

5. La, démonstration, mont re en outre que, si. c/L est encore un idéal
d/un ordre ;)l"c/ admet tan t r)ri comme sous-ordre (ou multiple, d'après
Dedekind) , Pensemble G de tous les tableaux à termes en t ie r s ayant A
pour opérateur admet , parmi ses tableaux élémentaires, tous ceux qui
sont consti tués par les points de <')lV et par suite n'est pas isomorphe
bo ioéd r iquemen t a ï)ïi. Au contraire, si rjt n'est idéal dans aucun ordre
diviseur de M., ces tableaux élémentaires sont const i tues par les seuls
points de 01L. I l en est no tamment a ins i si i)n est l 'ensemble de tous les
entiers du corps, ou si cA-, coïncide avec ÔIL.

Enf in , on dédui t immédia tement de ces considérations une propriété
indiquée par Dedekind. Etant donné un tableau A du module ç,
ce tableau est la base d'un idéal d'un certain ordre (j^, sous-module
de (;. En effet, cet ordre ç^ est constitué par les tableaux élémentaires
du groupe G^ de tous les tableaux à termes entiers ayant A pour
opérateur.

II. —- Unités des ordres d'entiers algébriques.

6. Je me contenterai, dans cette étude, d'appliquer les notations
précédentes à la recherche des unités des corps ou des ordres algé-
briques, en me servant de l'équivalence et de la réduction des tableaux
étudiés dans les Chapitres précédents. J'indiquerai succinctement une
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méthode générale, et j 'en ferai ensui te rapplication au deux ième et
au troisième ordre,

Soit un ordre ({ et un groupe G de tableaux, isomorphe holoé"
driquement à ç, formé de tous les tableaux à termes ent iers ayant
un même opérateur A (par exemple une base de (/). D'après une
remarque déjà faite au Chapitre 1 (n° 20) qu i résulte aussi de la pro-
priété démontrée précédemment (n° 4), on peut, remplacer A par
tout tableau équivalent, et en part iculier le supposer réduit [condi-
tions (A) ou (B)|. Mais, d'autre part, A ayant, pour termes des lignes,
des entiers algébriques conjugués et, pour termes des colonnes, des
entiers d'un même corps, les tableaux réduits, en nombre i n f i n i ,
équivalents à A, se déduisent par dilatations d 'un nombre f i n i d'entre
eux. On peut donc trouver une infinité de tableaux un imodu la i r e s S,
auxquels correspondent des tableaux élémentaires lî tels qu'on ait

JS X A := A, x .'B ou 2 •= A EA"""1.

Un tel tableau S appartient à Gy et il lui correspond un point de (f
dont là norme est A(S)==±: i . Ce point, correspondant au tableau
élémentaire E, est donc une unité de ({.

7. Réciproquement, E étant un tableau é lémenta i re const i tué par
une unité de g, le tableau S == AEA"""1 est un imodu la i r e . Donc A et AE
sont équivalents ( A E = = S x A ) , mais les condi t ions de réduct ion
étan t invariantes pour une d i la ta t ion , A étant réduit , A(î l 'est égale-
menL (L'opération A. x B est bien une dilatation, car aux termes réels
ou imaginaires conjugués de E correspondent des colonnes réelles ou
imaginaires conjuguées de A,) Donc, on trouvera, tous les tableaux
modulaires de G, et les unités de y, en, formant l'ensemble des
tableaux réduits équivalents à A, et en cherchant ceux qui sont
égaux entre eux à une dilatation près ( 1 )*

8. Cette recherche des tableaux modulaires conduit à la résolution

( 1 ) On pourrait déduire de ceUô méthode le théorème de Diriehiet sur Iô ïumïbre
d'entiers distinct/s;-



SUR CERTAINS ENSEMBLES DE TABLEAUX, 1ÎTC. l u i

d'un certain nombre d'autres problèmes. Tout tableau de G peut se
mettre sous la forme

T == [^JTi-h |>â]Ï2+.. .+ [^]ï•/u *-r t?

^, ^, ..., ,̂  é tant des entiers et 1\, T,, ..., î\ correspondant aux
points (l 'une base de g. La recherche des tableaux est équivalente à. la
résolut ion de l 'équation diophantique A ( T ) = ± i ena^^, ...,.z^.
En désignant par [<,a^ . . . , a^ j le tableau élémentaire de T^ cette
équat ion peu t s'écrire, d'après les règles de calcul indiquées au Cha-
pitre ï,

i s; n

J0_(^"fi-+- a", ,x,-+....+c'wx„) ==± i.
f £:-:: 1

Le premier membre est la forme <1»(/r^^, ..., ̂ ) associée à u n tableau
de base de (^ cl. olle (^t à coefficients entiers. En changeant la base
de ( { , on remplace le plumier membre de cette équation par une forme
équivalente.

î). Considérons maintenant , au lieu de la forme à indéterminées
entières associée au tableau de base de Q, la forme à indéterminées
entières associée au tableau A (opérateur de G), soit ^(y^y^...,^)-
lin. mul t ip l i an t A à gauche par S on effectue sur W la substitution
modulaire représentée par £, et/comme A est simplement dilaté et
que A(E) == i, W n'est pas changée. Réciproquement, toute substitu-
t ion laissant W invariante, définit un tableau £ tel que SA ==- AE. Donc
les tableauûc modulaires de G définissent les substitutions semblables
(^llermite') ou automorphes de la forme W.

Contrairement à ce qui se passe pour le problème précédent, si l'on
change d'opérateur A, on ne remplace pas nécessairement W par une
forme équivalente. Le problème des substitutions automorphes peut
donc être identique pour des formes non équivalentes ( ^ ) (classes de
formes de même discriminant pour le deuxième degré). D'après la
propriété rappelée deDedekind (n°5), on peut d'ailleurs considérer W
comme une forme quelconque du ^i('>t"e ordre décomposable.-

(1) La méthode suivie ponnet d'ailleurs de préciser les rolaLions entre ces formes*
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10. Enfin on peut énoncer la réciproque du pr inc ipe rappelé sur les
tableaux à termes algébriques. Si deux tableaux équivalents a un
tableau A se déduisent l 'un de l 'autre par une di la ta t ion, les rapports
mutuels des termes des colonnes de A sont des nombres algébriques
conjugués. En effet, pour un certain tableau de la forme U = = = S A ,
on a UE == S'U; par suite AEA-1 == îr^S et A. est l'opérateur d'un
tableau à termes entiers.

IÎI. — Ordres du deuxième degré.

11. Soit un tableau A du deuxième ordre ayant pour termes des
couples d'entiers réels conjugués de deux corps conjugués du deuxième
degré. La forme associée peut s^écrire

^(.r,7) := (O,T + b y ) (a'.x 4- ^7) = a^-{- r.ry 4- «''y2,

u, P, w étant des entiers rationnels, et l'on a Inéga l i t é bien connue

| A ( A ) [ î l = : p 2 - - / ^ ^ ( y • .

Soit encore un tableau U rédui t équivalent à A et la fo rme associée

^,1-=: p . r ' i '+ ' (fxy •4- rr'^ (oc .'y •+• (3j) (a1' x 4- (^j).

On peut dé toont rer , dans ce cas pa r t i cu l i e r , l 'existence de l imites
supérieures p o u r / ^ y , r , soit en se servant do l 'égalité qui donne
[^(A)!2 en fonction de//, y,r, soit en se servant des inégalités établies
au Chapitre II (n0' 5 et 7) :

a > p > ô, 1 ̂  1 < [ (^ |, j <^ |< 1 A ( A ) |-

En écrivant la forme ̂  :

^=(},a^+^.y)^a^r^y|3^Y ^^[^l,

on déduit, des inégalités précédentes, que ses coefficients sont respec-
tivement inférieurs à ceux de la tonne

1 A ( A ) 1 . ( ^ 4 - J ) 2 .
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12. Considérons alors n + i tableaux réduits consécutifs équiva-
lents à A :

Un U,, ..., [L, (L

tels que U^.n == U, x E et qu'il n'existe pas d'autres groupes de deux
tableaux parmi I C S / À + ï vérifiant la même propriété. Ceci posé, la
suite des tableaux réduits est manifes tement

..., U,E--2, U,E-1, ..., U,,E-1, Ui, U,, ..., U^ UiE, [LJî, ..., (J/,E, UiE2, ...,

en verlu de l'invariance des conditions de réduction pour une dilata-
tion. En outre, pour que deux tableaux de la suite

U/FA [J/.E//

ne diilerent que par une dilatation, il faut que i==j, sinon on aurait

U^U/E'

ce qui est contraire à l'hypothèse.
Il en résulte que, si dans un tableau A, -/' et <— sont les racines réelles

d'une môme équation du deuxième de^ré à coefficients entiers, la suite
des quotients incomplets déduite du tableau est périodique, et réci-
proquement, en vertu de la remarqu(ï du n° 10. En rapprochant ces
propriétés des résultats du Chapitre II (§ II), on en déduit le théorème
de La^range sur le développement en fraction continue d'une irration-
nelle quadratique et la définition d'un ordre du deuxième degré par
une période de nombres entiers. Les résultais des paragraphes III et Y
conduisent à la périodicité de la réduction continuelle.

13. Désignons encore par G le groupe abélien de tous les tableaux
à termes entiers ayant A pour opérateur, et (j* l'ordre de points iso-
morphe. D'après ce qui précède, et d'après les principes généraux du
paragraphe II, les unités de ^ sont données par tous les tableaux élé-
mentaires ±: lî^, n étant un entier positif ('), et les tableaux modu-
laires de G sont tous donnés par la formule ± (AEA"1)^.

( l) Dans la méthode de réduction employée, on n'obtient que les tableaux E ayant le
premier terme positif, d'où la nécessité du signe ±.

Ânn. Éc. Norm^ (3), XXVIII. -- MAI 1 9 1 1 . 2^
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On a la .même règle pour les subs t i tu t ions automorphes de ^. Pour
trouver les solutions de

< I » ( ^ , y ) ^ i ,

<D étant' associée au tableau de base de (f, on peut poser, en appelant
T et T les tableaux de G correspondant aux deux po in t s de cette
base :

AEA-^rr^iT+yiT^

Toutes les solut ions (X, Y) seront données par la formule

(^iT+j ' iT^^^^XT-i-YT^

14. Appl iquons par exemple ces résultats à l'ordre M,- formé par les
entiers du corps K(</5), dy^i (mod 4) et sans facteur carré. On peut
alors prendre pour base de 91L (î,\/Tl) et pour base de cf le tableau

Ï Ï
A _„.

" ̂ .Ï - ̂ d *

Prenons ce tableau, comme opérateur commun des tableaux de G.
En désignant par 5 la partie entière de J3, le tableau ( . lm

\jd — o — /̂(./,,.»,« ()
est rédui t . Déterminons la suite des quotients incomplets, on ob t i en t
une période y , , r / ^ , . . . , y,/, et posons

V,-.- ^ ï .„. ̂  l ..,, .^ f/" l

ï o i ? > ï o

Les tableaux modulaires de (1 sont de la forme ( 1 ) S^. On a d'ail-
leurs

^ x { yï et y-- ^ ±yn

yid ^ ±.y^î .̂

Les unités de Ç sont constituées parles ra(dnes lambdaïquesde y,
c'est-à-dire (^Ay^^^rpy//^). <îl(^.y/<) représente l'ensemble
'des systèmes de solutions de 1/équatioïï (équation de Pell-Fermat)

.̂ ._ ̂ =±:ï.

(r) On suppose pour cela que ïa période <yi, q^ .,., qn n'esl pas décompo8at)Ie.
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Enfin S^ représente les subst i tut ions automorphes de la forme
^(^-oy)^y.

IV. — Ordres du troisième degré.

15. Considérons d'abord un tableau du troisième ordre A ayant pour
termes des lignes des systèmes d'entiers conjugués réels de trois corps
conjugués du troisième ordre. La forme associée W ( x ^ y ) a ses coef-
ficients entiers, en se servant des inéga l i t é s ( i ) et (2) du Chapitre III
(n01' 7 et 10), on montre, comme pour le deux ième degré, que ces coef-
ficients sont inférieurs à ceux de la forme |ACA) | x {x +y +,^):î.

Si 0 et {Y sont deux tableaux réduits de première espèce (d'après
la démonstra t ion précédente et la propriété générale du, n° 6, il existe
de tels tableaux) équ iva len t s à A tels que U^IV x [0, 0', O^j; 0, 0\ O^es t
une uirité de ( { , mais 0 est posi t i f . Ceci posé, en ayan t égard à. ce q u e
tout tableau de deuxième espèce est voisin d'au moins un tab leau de
première espèce, on peut étendre la, propriété de la construction des
tableaux à partir d/un nombre fini (l'entre eux, a l'ensemble des
tableaux rédui ts de première et de deuxième espèce, les di la ta t ions
étant les uni tés de (f.

16. Soit Ui un premier tableau réduit correspondant à un poin t ! ,
du plan des À, Adjoignons à U^ ceux de ses voisins qui sont distincts
entre eux et dis t incts de l.̂  à un produit près par une uni té de ç(1)*
On obt ien t un premier ensemble (Pi de tableaux (en nombre au plus
égal, à 4)- ï^ ^\ on déduit de même un ensemble (Pa et ainsi de suite.
On abouti t f i n a l e m e n t à un ensemble Î1 d 'un nombre f i n i de tableaux,
distincts entre eux, et tels que tout tableau voisin d^un tableau de ^,
ou appartient à ÎV ou est égal au produit d/un tableau de <S par une
unité. A cet ensemble correspond un ensemble ^ de points 1 du plan
des À; deux points quelconques de ^ sont réunis par une ligne brisée
dont les sommets de deux en deux appartiennent à ^, les autres som-
mets étant des points J.

(r) Ce n'est pas à proprement parler une unité de Çi\ maïs le tableau élémentaire déHni
par cette unité*
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Désignons par U,, IL, .... U^ les tableaux de $ et soit E === [0, 0', fr]
un tableau élémentaire correspondant à une un i té quelconque de {{
(0 ;> o). Les tableaux V^ x E, IL x E, ..., U^ X E forment un nouvel
ensemble $ de tableaux réduits d i s t i n c t s entre eux et distincts des
précédents. L'ensemble de points ^ / correspondant se dédui t de ^ par
une translation définie par ses projections sur M.r, My,M^ :

l og [0 | , Jo^|, lo^|.

En faisant varier E, les divers ensembles y, y,... trouvés cons t i tuent
l'ensemble de tous les tableaux réduits, ïl suff î t pour le voir de procé-
der par clieminernenty en mont ran t qu'on obt ient a i n s i les voisins de
tableaux de (?, puis les vois ins de ces vois ins et ainsi de suite. En
outre, pour que deux tableaux U/ x E, Vj X E' se déduisen t Tun de
rautre par une dilatation, i l est nécessaire que i ~. J , sinon on aura i t
U( == Uy x E", ce qui est contraire à la déf in i t ion de $.

i7. Considérons donc l'ensemble de tous les tableaux élémentaires
correspondant aux un i t é s de ({ :

((9//,^), ou 0>o.

Il forme évidemment un groupe auquel correspond dans le plan
des X un groupe de translations. Toutes les t r ans la t ions de ce groupe,
appliquées à l 'ensemble ^ dépein ts , d o n n e n t l 'ensemble des points 1
du p lan , et chacun de ces points n'est obtenu qu 'une fois.

Les deux premières coordonnées de ces t ranslal ionSy

^logl^l, ^logl^l,

constituent un module de points. Ce module est de dimension 2,
car on peut manifestement trouver deux translatiûns (^, l[y l\)^ (^, ̂ , ̂ )
non parallèles et par suite un tableau a déterminant non nul :

t, t\

II est» de plus, d'ordre ̂  car les inégalités

m<n, M<II,
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entraînent les limitations pour 8, 6', 0^:
-" T

e-{l<\e\<el\ e•-îï<\ef\<eî\ e î < \ 6" [ < e ;

elles n'ont par suite qu'un nombre fini de solutions. Donc toute trans-
lation a des coordonnées de la forme

xt^yt^ xt\-}-yt'^ ^i4-j4»

x, y étant des entiers et (l^y t[, t ' [ ) — (^? l\, ̂ ) des translations conve-
nablement choisies qui constituent une base de l^ensemble des trans-
lations.

11 en résulte que toutes les unités de ç sont données par tous les
tableaux élémentaires : dzE^E", m Qtn étant des entiers, positifs, néga-
tifs ou nuls, et E < , E^ les tableaux correspondant aux translations
de base; on peut d'ailleurs les remplacer par :

Vf —•ppj^/ §<"' — 'pp'Vf,rj ^ — ju ^ î  ̂ , Bj ̂  — ,i.ĵ  ..ï-j ̂  ,

Pf V^P^ ^ ^>ï*^^"t ^n tableau modulaire. De même les tableaux modu-
laires de G ou les substitutions automorphes de W sont :

±I^2Ï (^==AEiA-S ^=AE2À-1).

18. Je vais appliquer ces résultats à un exemple(1). Considérons
l 'équation du t rois ième degré

X" — X* — 2 .T -4- 1 =: 0.

Soit a la plus peti te de ses racines positives, y/ sa racine négative
et cyf la troisième racine. Posons

ï T I

A= a ^ ^/

On peut prendre A pour opérateur d'un groupe G qui sera isomorphe
de l'ordre (J ayant également A pour base. Les tableaux de G corres-

( 1 ) Col exemple a été utilisé par M. CHAKVE [loc. cit.) et repris par MINKOWSKI (Ànn.
École Normale, 1896), I/ordre Ç est formé de tous les entiers du corps K(a), et ce
corps est abélien.
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pondant aux points de base de (,' sont :
1 0 0

0 l 0,

0 0 I
A X [a, x', K " ] x A--

A x [i — a2, i — ce'2, i - oc"2] x A-1

Ceci posé, on constate aisément, en prenant des valeurs appro-
chées ( ) de a, oc', a", que A est réduit de première espèce, c l - nue
1 un de ses voisins est le tableau réduit de deuxième espèce :

Les tableaux voisins de A et A. sont identiques à l'un d'eux, a une
dilata u,n près, Qu'ensemble des points 1 .se déduit par translation
ucl, J , (voir/^. 5). Les domaines de chaque minimum son( é^'aux

entre eux ; on peut remarquer en outre que chacun d'eux présente une.
symetnc ternaire, qui résulle de ce que le corps ogt abélien.

^1) On peut preridro pour ces valeurs approchôos, a==o,/ ; î »'-_i ,-;
C est en ut.hsant coâ valeurs qu'ont él6 consiraîtos los figures (5) ot(i)t,a5, a"= i.fjo.
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On peut engendrer le groupe de translations au moyen des deux
translations qui font passer de 1 aux deux voisins de 1^ c'est-à-dire F
et Y ' . A ces translations correspondent les unités

[ î^-a2 , î—a^ i-^2], [a,^,<"|.

Les tableaux correspondants de G étant précisément ceux indiqués
comme bases, tout tableau modulaire de G est de la forme

^mp représente aussi, les subs t i tu t ions automorphes de la forme

W ( ,z*, y,.^) == ^-'3 — j3 4- s3 4- ̂ y —" y ' 2 ^ — ^ ̂  — ^ ̂  z — 2j^ x •+- 2 z^y + ^y^,

el le système (±':r,̂  dhy/^, ±:^,^) est la solution générale de l'équa-
tion W(x,y,z) === ± ï .

19. Considérons enfin un tableau A, du troisième ordre, ayant une
colonne réelle et deux colonnes imaginaires conjuguées, et tel que
a^a!, a ' — b^ //, / /—c^c\ c ' soient des systèmes d'entiers conjugués de
trois corps conjugués du troisième degré. Soit un tableau U réduit
(au sens du n° 24, Chap. lit) équivalent à A. Je n'ai pas démontré
directement l 'existence d'une l imi te supérieure du produit al^l.^/],
mais elle résulte du deuxième théorème arithmétique deMinkowski(1)
sur les systèmes de Strahidistances minima. En posant

f/(^,}-\z) =:max-(/ la^ -l- [Sj-+- uz\, ~| (y! x + (3^-h u' z\\.

/ a — — l ^ l ,
\ll

//(^^y? -s) (îst une Strahidistance, et /(i, o, o) =/(o, i, o)=m,

(i) G'corn. (îer Zahlen^ Ctiap. V, p. 53.
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f(o, o, i )==m, , constituent un système de Strahidislances minima.
On a, d'après le théorème rappelé,

allS'I.I^I^/^m^KIA^J)),

K étant un coefficient n u m é r i q u e qu'il est inut i le d'expliciter. On
vérifie immédiatement que chaque terme du développement d e A ( U )
est au plus égal à a j ^ I . ) ^ ' ) , de sorte que les coefficients de la (orme
W(x,y, z ) associée à U sont inférieurs à ceux de

K , X ] A ( U ) 1 X (,:y+J4^)^

La méthode générale de recherche des unités est donc encore appli-
cable.

20. Comme pour le deuxième ordre, la suite des tableaux réduits
est

..., UĴ  U,E-S —, U/.E-1, tJ,, 14, ..., U,,, U,E, ..,, l̂ E, [.JiE\ ...,

et les unités de ^ ont pour coordonnées les termes de tous les tableaux
élémentaires ±W\ n é t an t un ent ier positif , négatif ou nu l .

On en dédu i t les mômes résultats que dans le cas du deuxième
ordre pour les tableaux, un imodu la i r e s de G, les subst i tu t ions aulo-
morphes d'une forme W, ou les solutions de l 'équation diopliantique

< I > ( ^ , y , s ) = = ± i .

21. Appliquons encore ces résultats à un exemple. Considérons
l'équation du troisième degré

,r3— x — i := o.

Elle a une racine réelle a et deux racines imaginaires conjuguées
a^ a'. Considérons le tableau

X ï T

A ==; oc af a' *

a2 ^ï a72

On peut le prendre comme opérateur d'un groupe Qy isomorphe d'un
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ordre de p o i n t s <j ayant, pour base A. Les tableaux de G correspondants
aux points de base de (j* sont. :

1 0 0 0 1 0 0 0 1

0 * Û , 0 0 1 , 1 1 0 .

0 0 1 Ï I 0 0 I Î

Ceci posé, on constate aisément que les tableaux (1)

ï i T a 2 — ! a ' 2 — ] ^—i

V :-::: a2 — î a ' 2—! a ^ — ï , U, =z i — a2 -h a i — a ^ - l - a ' i—a71-^!7

a a' a' t î î

sont réduits consécutifs, les points

(a, a/, a7), ( f , î , î ) , (a^-i, ^2 - î , a"^----î),

(i ..„.„,.. ̂ ^ a, î — a^-h a', î ~ a77"!- ̂ 7)

étant des n l i n i m a successifs, lyautre part, (J^ se dédui t de U par une
d i l a t a t i o n

U\ := LJ x [a^- î , a.'î — ï , o^— î ];

aux puissances de cette dilatation correspondent les un i tés de y et les
t ab l eaux modulaires do G- :

/~i o A " ±^ ±j^, ±z^
=h( 1 0 0 ) =±:.G,, ±:.T/,±:^ ±:J,.

\ 0 1 0 / ±: y,, ± y/,, ±: ,5/, r±: Xn ± Z^

Les formes (I> et ̂  sont ident iques à

,j.» -4«. y;î 4- ^ît 4- a .z'2^ —y'2 x — ^y + x^ — 3 .zy-;,

et les nombres (±:;/;^, ±:y,^ ±: z^) consti tuent la solution générale de
l 'équation <I> (x\y,z) == -h T . Ces solutions sont successivementy pour

( 1 ) On peut fa i re colle consf.alal.ion en employant des valeurs approchées des racines,
par exemple pour a : ï , 3^5; pour r/ : — 0,66 -+" i 0,57.

Afin. Éc. Norm., (3) , X X V I I I . — MAT i f ) i i , 20
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n positif :

( — 1 , 0 , 1 ) , ( i , i , — j ) , ( o , - _ ^ i ) ^ ( _ ^ ^ o ^ ( a , o , — ï ) , ( — a , ~ « , 2 ) ,

et pour^ négatif :

( o » ï , o ) , ( 0 , 0 , 1 ) , ( î , i , o ) , ( o , ï , ï ) , ( ï , r , i ) , ( 1 , 2 , 1 ) , . . . .

La loi do f o r m a t i o n de ces suites est évidente.


