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SUR

CERTAINS ENSEMBLES DE TABLEAUX

ET LEUR APPLICATION

A LA THEORIE DES NOMBRES,

Par M. A. CHATELET,

Ancicn Eléve de I'Ecole Normale supérieure.

o

INTRODUCTION.

Quoique les méthodes de la (héorie des nombres paraissent encore
bien vagues et imprécises, on peul néanmoins signaler dans cette
partie de la Science I'existence d’un petit nombre d’idées générales
qui semblent extrémement fécondes, tant par leurs applications actuel-
lement connues que par celles qu'on pourrait probablement encore
en déduire. II en est notamment ainsi pour ce qui concerne I'étude
arithmétique des irrationnelles.

On sait tout le parti qu’on a pu tirer de I’élégante démonstration de
Lejeune-Dirichlet pour approximation des incommensurables par des
fractions. Elle s’étend sans difficultés & 'approximation simultanée de
plusicurs irrationnelles réelles ou méme imaginaires. Sous celte der-
nitre forme, elle a servi de point de départ & son auteur pour I'édifica-
tion de la théorie des formes quadratiques & coefficients complexes
(Werke, t. I, p. 535-618; Journ. de Crelle, Band 24). 1l semble bien
encore que la méme démonstration est I'origine du célebre théoréme
arithmetique de Minkowski qui est le pivot de la Geometrie der
Zahlen.
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Pour approximation des incommensurables et L réduction dex
formes binaires indéfinies quadratiques, il existe une autre méthode
heaucoup plus ancienne, el supéricure i certains points de vue : le
développement en fraction continue. Tandis que le procdadé de
Dirichlet ne conduit, pour ainsi dire, qua des théorémes d’existence,
Paigorithme des fractions continues constitue un proeidé de caleal
ellectif. Malheureusement, il semble beaucoup moins fécond; d'une
application tres simple aux iveationnelles da deaxicme degré, il ne
parait pas s’¢tendre aux ireationnelles algébriques de degre supdé-
rieur,

Enfin, on doit & Hermite une méthode remarquable basée sur lintro-
duction de parametres continus dans certaines formes quadratiques
définies. Elle estintermédiaive entre les deux méthodes precédentes et
en possede les avantages; aussi extensible que e procedé de Dirichlet,
elle conduit, comme le développement en fraction continue, @ des
moyens pratiques de caleul.

1. Dans ce (ravail, tout en essayant de me servir de raisonnements
analogues & celui de Divichlet, jai surtout repris Pidée essenticlle
d'Hermite, ¢’est-a-dire Vintroduction de paraméires continus positifs.
Toutefois, au lieu de considérer seulement les formes quadratiques

loon
Dicis
i1
je me suis servi des fonctions homogines d ordre o
I I N G
7

et plus spécialement de la fonetion

1
oo
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./':::‘lim Zl;"]"::ilh))
)
i

dont Minkowski a donné une représentation simple au moyen de paral-
lelépipedes.
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2. Pour rassembler divers résultats qu’on peut en déduire, il m’a
semblé commode d’introduire la notation des tableaux ou systémes
linéaires. De tels symboles ont en effet 'avantage de représenter des
étres mathématiques assez divers : systeme de formes linéaires, forme
bilinéaire, forme décomposable, substitution linéaire ('), etc. J’ai
adopté les définitions ordinaires des opérations qui correspondent aux
opérations sur les substitutions. J'ai repris une définition de I'équiva-
lence, indiquée pour la premiére fois par Hermite dans son célebre
Mémoire sur la transformation des fonctions abéliennes, et reprise
ensuite par M. Jordan, puis par d’autres auteurs, qui en ont étudié
¢galement une généralisation. La définition primitive d’Hermite
m’a paru convenir, beaucoup mieux que ses généralisations, au but
arithmétique poursuivi.

La méthode indiquée précédemment m’a permis alors de donner
une définition générale de Uensemble des tableaux réduits équivalents
a un tableau donné, le mot rédurt ayantla méme signification que dans
la théorie arithmétique des formes (Chap. I, § 1 et 4).

3. Quoique peut-ctre inléressante en soi, cette notion des (ableaux
réduits introduite @ priori pourrait sembler inutile, si clle ne se ratta-
chait & des sujets connus. J'ai essay¢ de justifier celte introduction le
plus complétement possible dans le cas des tableaux du deuxiéme
ordre et j’ai montre les identités ou les relations que présentent les
divers ensembles de tableaux réduits (pour les différentes valeurs
de w) avec algorithme des fractions continues, la réduction conti-
nuelle d'lHermite, la chaine des parallélogrammes extrémes ou la suite
des solutions primitives de Minkowski, ete. (Chap. 1I).

Dans le cas du (roisicme ordre, j’ai trouvé moins d’analogies avec
des théories connues, et j’ai simplement cherché a montrer 'existence
et I'enchainement des tableaux réduits (Chap. III); jai ¢té conduit
ainsi & des conditions de réduction déja signalées par Minkowski
(Annales de U Ecole Normale, 1896) et & une sorte de généralisation
de la notion de quotient & une unité pres, ou de partie entiére.

(1) On peut encore citer, & un autre point de vue, la représentation de nombres hyper-
complexes par des tableaux ou des matrices.
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Au point de vue général, Uintroduction de celte notion m’a paru
aussi justifiée par son application relativement simple au cas des
nombres algébriques. Les tableaux réduils se déduisent alors dun
nombre fini d’entre eux, ce qui constitue un algorithme périodique
(Chap. I, § 5). Cette périodicité est dailleurs dillérente suivant les
cas; elle peut se représenter dans le cas du deuxieme ordre, el dans
le cas du troisieme ordre & deux colonnes imaginaires conjuguées
par le pavage d'une droite au moyen de segments égaux, dans le cas
du troisitme ordre réel par le pavage d’un plan au moyen de la transla-
tion d’un polygone, et ainsi de suite.

4. Pour les entiers algeébriques du deuxicme degre, on sait que le
théoréme de Lagrange — dont la propri¢(é précédente n’est qu'une
extension — permet de trouver les solutions de 'équation de Pell-
Fermat, les unités d'un ordre algéhrique du deuxicme degré ouencore
les substitutions automorphes d'une forme indéfinie & coeflicients
entiers. Il en est de méme de Palgorithme précédent pour les irra-
tionnelles de degré quelconque. Gest ee que "ai ¢labli rigoureuse-
ment et de facon detaillée pour les ordres des deuxicme et (roisicme
degrés (Chap. 1V, § 2, 3, 4); la démonstration générale s’en déduit
d’ailleurs immédiatement.

Pour mettre micux en évidence les diverses propriétés et analogies
de ces problémes, jai été amené a élablir une correspondanee entre
les entiers d'un ordre algébrique el les tableaux i termes entiers de
certains groupes abéliens (Chap. 1, § 35 Chap. 1V, § 1 ¢t 2). Cette
correspondance permet de ramencer les caleuls sur les nombres algé-
briques a des caleuls bien délerminés sur certains systémes d’entiers.
Sans doute il n’y a pas lia un fait nouveau, et, ainsi que 'a fait remar-
quer M. Poincaré dans la Préface des OEugres de Laguerre, Pintro-
duction des tableaux dans cette question, comme dans beaucoup
d’autres, ne conslitue & proprement parler qu'une notation nouvelle.
Je me permettrai de faire remarquer cependant que cette notation
conduit & des procédés de caleul uniques — tandis qu'il n’en est
pas de méme des procédés basés plus ou moins sur les fonctions
symétriques — et, en général, conduit au minimum de caleuls.
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5. Enfin, j’ai consacré un paragraphe (Chap. I, § 3) & une exposi-
tion sommaire de la théorie des modules de points, dont jai fait un
usage constant dans la suite. Dedekind s’est servi des modules de
nombres pour I'étude des corps algébriques et Minkowski a beaucoup
utilisé, sous le nom de Zaklengitter (grille de nombres ou réseau de
parallélépipédes), une notion géométrique qui est un cas particulier
de ce que j’ai désigné sous le nom de module type. 11 m’a semblé
intéressant de rapprocher ces deux notions, en considérantun module
au sens de Dedekind comme la projection sur un axe des points d’un
zahlengitter.

Je tiens 4 remercier particuliérement ici M. Picard, qui a bien
voulu s’intéresser & ce travail et m’aider de ses conscils, et M. Borel,
qui a contribué pour une large part & Dorientation de mes
recherches. Qu’il me soit permis surtout d’exprimer toute la recon-
naissance que je dois & mon regretté maitre, M. Jules Tannery, chez
qui j'ai toujours trouvé un accueil si aflfable et une aide si con-
stante. En dédiant ce travail & sa mémoire, je ne fais qu'acquitter

Y

ane faible partie de la dette que j'ai contractée envers lui.

CHAPITRE 1.

OPERATIONS SUR LES TABLEAUX.

I. — Calcul et équivalence des tableaux.

I. On désigne sous le nom de tableau, de matrice, ou de systéme
linéaire I’ordre n, un systéme de ~* nombres rangés en carré :

al a} ... af,
ay, ai ... a3,

e
a, ad ... ap.

Dans cette étude, jemploierai de préférence la dénomination
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tableaw ("), et je représente i un (el systéme par une seule leltre A.
Je supposerai essenticllement, sauf mention du contraive, que le de-
terminant formé par les n* nombres — que je représenterai par la
notation A(A) — est different de zéro.

On peut considérer un tel tableau comme représentant un systeme
de n formes lin¢aires indépendantes,

(1) b= dlay 4 dhag oAb, [ (0, ),
ou une substitation lingaire définie par les mémes formules ou encore
une forme bilinéaire & 22 variables,

h==n
P=2
bt

Pean
z k.
[

2. On définit (*) la somme (somme des ¢léments) et le produif
(lignes par colonnes) de deux tableaux de meéme ordre. Lladdition
est associative et commutative, fa mualtiplication esl associative el
distributive par rapport & Paddition. Elle n’est pas en général com-
mutative, et il y alieu de distinguer les produaits @ droite et i gauche.
La substitution linéaire représentée par le produit A = B de deux
tableaux est le produit des substitutions représentées par A el B.
Le systeme de formes représenté par ce méme produit est le re-
sultat de la substitution représentée par A sur le systéme représenté
par B.

Un tableau est appelé systéme simple el veprésenté par [m| lorsque
tous ses termes sont nuls, i Pexception des termes de Ja diagonale
principale, ceux-ci étant tous ¢gaux az. On obtientle produit|m| - A
ou A ><[m] ou plus simplement mA en multipliant par m tous les
termes de A.

Le systéme simple [1] joue donc le role de unité ct, pour cette

(1) Je résecverai le mot matrice pour les tableaux rectangulaires dont on peut déduire
des tableaux carrés par suppression de lignes ou de colonnes.

(*) Il existe un assez grand nombre d’6tudes systématiques sur le caleul des tableaux
(Frosextus, Lacuerre, Knonecker, cle.). JVai surtout suivi les notations de Lacurnns
(OFugres, t. 1, p 221, ou Journal de I Ecole Polytechnique, LXIL® Cahier ).
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raison, j'appellerai tableau inverse (') de A, et je représenterai par
la notation A~*ou (A)~'le tableau défini par I'une des é¢galités équiva-
lentes : _

A< A= 1] ou Ax AT =[]

Son existence résulte de hypothese A(A) = o.

3. Entre les divers systemes, opérations et nombres définis, il
existe des relations simples qui peuvent se résumer par les for-
mules :

A(A < B)=A(A) < A(B),
A([m])=m",
1

>3

(AXBx...xL)y'=L"'x<...<x B1x A1,
(A=H)—1=A;

Lm]+[p]l=[m=+rpl
[m] > [p]=[mp],
[m] < A=A x[m]=mA,

- . I
([m])y'= 'j;z ‘I;
m et p désignant des nombres quelconques et n 'ordre commun de
tous les tableaux. Ces formules et les proprié¢tés déja énoncées permet-
tent d’¢tendre aux tableaux lesrégles de calcul des nombres ordinaires
et des égalités ou ¢quations numériques, en tenant compte toutefois
de la non-commulativité du produit.

4. Je ne m’occuperai que des tableaux ayant » colonnes & termes
réels et s couples de colonnes & termes correspondants imaginaires
conjugués (r—+ 2s=n, r ou s pouvant étre nuls). Dans ces condi-

(1) Celte dénomination n’a pas 616 adoplée par Laguerre, qui envisage seulement,
sous le nom de tableau réciproque, le tableau formé avec les mineurs d'un tableau
donné.
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tions, la forme du 2" ordre décomposable (')

in
(2) [} e I I (). .. dlxy)

FEs |
a tous ses cocfficients réels. Il en est de méme de la fenction homo-
gtne d'ordre o renfermant 7 s paramé(res arbitraires A, Ay, ..o Agy
ey eas « o ey Mg LOUS pOSILLS

iy s
\ ; : N . .
(3) ¢ == E W ahioy .. ahia, | - 2 prlaieg - . abiae, |7,
i=1 sl

ol la premibre somme est ¢tendue aux colonnes a termes réels et Ta
deuxitme aux couples de colonnes & {ermes imaginaires conjugués,
En plus, cette fonction est définte positive et devient une forme si o est
un nombre entier pair. Blle a ¢té¢ introduite (pour la valeurm == 2) par
Hermite qui en a donné des applications eélebres (*).

Comme j"aurai souvent & utiliser le systeme (1), la forme (2) et la
fonction (3), je les désignerai pour abréger par systéme, forme et
Jonction d’Hermile associés au tableau. De méme que pour le systéme,
laforme oula fonction d’Hermite associces a A = Bsontles résultats de
la substitution representée par A effectuce sur la forme ou la fonetion
assoeices & B.

5. Un tableau dont tous les termes sont des entiers roels et dont le
déterminant est égal & == 1 est dit wnimodulaire (*); il est dit. modu-
laire si le délerminant est égal & + 1. Le produit de deux tableaux

(1) Henmrre a particulicrement éludié les formes décomposables (Journal de Crelle,
t. 47, 1854; t. B7, 1857) en se servant préecisément de la fonction (3) & paramdtres
arbitraires. L’étude en a 616 reprise par M. FenvwANeren (Diss. Gottingue, 1896) et
Srovre (Aun. Toulouse, 1903).

(%) Voir les Lettres & Jacobi (Journal de Crelle, t. 40) et Sur Uintroduction de
variables continues dans la théorie des nombres (Journal de Crelle, U. 41, ou Ofupres,
t. T). Minkowsk1 a étudié depuis Ta méme fonction pour des valeurs diverses de o ( Geo-
metrie der Zahlen ou dnnales de ' Ecole Normale, 1896).

(%) Jai era pouvoir attribuer sans inconvénient aux tableaux ce qualificatif des substi-
tutions.
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unimodulaires, l'inverse d’un tableau unimodulaire, sont encore
unimodulaires.

Deux tableaux A et B sont dits équivalents si 'un est le produit &
gauche de I'autre par un tableau unimodulaire — (proprement équi-
valents, si le tableau est modulaire)

A=XxB, AS)y==1.

La propriété est réciproque; le systéme de formes, la forme et la
fonction d’Hermite associés 4 A et B sont équivalents au sens ordi-
naire du mot. Cette notion de I’¢quivalence, transportée ainsi de la
théorie des formes, a été introduite pour la premiere fois par Hermite
dans son célébre Mémoire sur la transformation des fonctions abé-
liennes ('). Elle a été reprise par M. Jordan qui a étudié aussi le
produit simultané a droite et & gauche d’un tableau par des tableaux
modulaires (*).

6. Appelons, toujours conformément a la théorie des formes,
systéme (et classe) de tableaux, I’ensemble des tableaux équivalents
(et proprement équivalents) a un tableau donné. Deux tableaux quel-
conques d’un systéme sont équivalents entre eux.

Pour chercher si deux tableaux sont équivalents ou proprement
¢quivalents, il y a lieu de distinguer, dans un systéme ou une classe,
des tableaux réduits analogues aux formes ou aux suites de formes
réduites imaginées par Gauss et Hermite.

7. Je reviendrai ultérieurement sur les conditions que doivent
vérifier de tels tableaux réduits. Pour le cas de tableaux 4 termes
enticrs, le probléme estrésolu par la proposition bien connue énoncée
par Hermite (*).

(1) Comptes rendus, t. XL, 1855. HErmrte a défini, a proprement parler, I'équivalence
& droite, mais elle correspond & une équivalence & gauche pour les tableaux A—t, B—1.

(%) Journal de [’Ficole Polytechnique, 48° Cahier, 1880; 51° Cahier, 1882. Pour
d’autres définitions plus générales de la notion d'équivalence, ¢f. FrosemNius, Journal
de Crelle, t. 84, 1878; KroNkcker, Porl. iber Determinantentheorie, p. 83-366.

(3) Journal de Crelle, L. &L, p. 192. Ce théoreme a donné lieu & un grand nombre
d’applications. Cf. notamment SrieLTIES, Annales de Toulouse, 189o. — Smrtn, Procee-
dings of the London Math. Soc., 1873. — Mixkowsk1, Geom. der Zall., p. 172; Dioph.
App., p. 67 et go. — Hurwirz, Gott. Nach., 1897; elc.

Ann, Ee¢. Norm., (3), XXVIII, — Mags rgr11. 19
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TutoriMe. — Un tableaw a termes enliers est équisalent @ un tableaw et
un seul de le forme (4)

al o o ... o,
p ay, ay o ... 0,
(4)
e e . ,
1 2 3 n
( ((/L (l/L (/Il (Ill ”
Colal=al o _al<<al o al T
=y =y 3% T
\ o= al ... o0 an =lal,
(4 bis) l e e e ,
. no1_- m-1
( o al ant,
- n
\ 0« (1”,

dont les termes sont entiers et vérifient les conditions (4 bis).

Tout tableau de la forme (4) vérifiant les conditions (4 bis) peul
done étre considéré comme un tableau réduit ('), puisqu’il en existe
un et un seul dans tout systeme de tableaux i termes entiers. On peut
¢videmment trouver d’autres conditions de réduetion; on peut notam-
ment considérer, au licu des inégalités (4 bis), des inégalités de la
forme

N
l”:'s//l :‘“;’v
ou encore faire dans (4) un changement convenable de lignes et

colonnes, el en particulier remplacer la forme (4) et les condi-
tions (4 bis) par

1 2 n

Cll (lx e ((l,

2 n

O (% e a,

(5) } 2 27

0O 0 ... dns

oZar < al ... coe 0Tl < all,
ofapl<arl ... olatl'<<alll,
(5 bis) Cee e ey
0 i <Zal,
o<<al.

(*) Je monlrerai ulléricurement qu’il y a licu d’assujetlir les tableaux réduits 4 une
condition supplémentaire qui est précisément vérifiée pour des tableaux de la forme (/).
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On peututiliser les mémes conditions de réduction pourles tableaux
a termes rationnels. Il suffit d’appliquer le théoréme aux tableaux
formés par les numérateurs aprés réduction au méme dénominateur
des termes des tableaux du systeme.

II. — Théorie des modules.

8. Avant de continuer '¢tude arithmétique des tableaux, je vais
indiquer sommairement ses relations avec la théorie des modules. La
notion de module de nombres a ¢té introduite par Dedekind (') en vue
de la théorie des entiers des corps algébriques ct des idéaux. Elle a
fait depuis l'objet d’un certain nombre de travaux (*) et 1. Minkowski
a beaucoup utilisé sous le nom de grille de nombres (Zahlengitter) une
représentation géométrique de systemes de modules finis. Cette notion
peut s’étendre & des domaines plus généraux (*) que celui des nombres
réels ou imaginaires, mais je m’occuperai seulement ici des modules
de nombres ou plutot de points (*).

9. Ltantdonné un tableau A d’ordre » [A(A) = o], dont les termes
sont «/ et un point d'un espace & n dimensions (°) (py, Pas s Pu)>
les 72 ¢quations

pi=xydh + ayal . 4z, [i=(1,2,...,n)]

(Y) Bulletin des Sciences mathématiques, L. X et XI, ou dans LEIEUNE-DiricuLET, Zal-
lentheorie, 4¢ édition, suppl. XI.

(2) Cf. notamment StewNirz, Math. Ann., t. LI, 1899. — Fropinivs, Journal de
Crelle, t. T8-79.

(3) Poir, par exemple, J.-W. KoNiG, Zheorie der Alg. Grissen, Leipzig, 1903. —
Krontecker, Perke, t. I-1I. — Mowk, These de la Faculté de Paris, 1883.

(%) L'exposé qui suit est en grande partie nouveau, ainsi que plusieurs énoncés
qui généralisent des propriétés élablies indépendamment par divers auteurs (Minkowski,
Hurwitz, Dedekind, clc.) dans des questions assez différentes (bases des corps et des
idéaux, minimum d’un systéme de formes, unilés, cte.).

(%) Je désignerai cn général par n le nombre de dimensions de l'espace. 11 est &
remarquer que dans cetle géomélrie 'origine ou point nul el les axes jouent un réle
essentiel. L’introduction de coordonnées relatives est un changement d’axes qui n’altére
pas lorigine.
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ont un et un seul systeme de solutions quiserontdites les coordonnées
relatives du point par rapport & A. D’autre part, on appellera somme
ou différence de deux points (pyy pay - Pu)s (Gis Gar - --5 ¢) le point
(Pi+GuseesPa+¢a) 00 (Py—= GuseeesPu— Gu) Les nombres p,
peuvent d’ailleurs désigner indifléeremment les coordonnées absolues
ou relatives.

Ceci pos¢, on appelle module de points un ensemble de points (els
que la somme ou la différence de deux d’entre cuxapparticnne encore
a ensemble. Onpeut transporter aux modules la notion d’isomorphisme
meriédrique et holoédrigue de la théorie des groupes, la correspondance
¢tant invariante pour addition et la soustraction.

10. On aura évidemment & rechercher si les points du module
n’appartiennent pas & un espace de dimension inféricure i 2; on est
ainsi amen¢ a appeler dimension du module le nombre n— £, tel qu'il
existe £ et pas plus de £ mémes relations linéaires, homogines et
indépendantes entre les coordonnées de chacun de ses points :

Wpi2ipy -t ook M pyr=o0 [£=(r,9,..., k)]

(un des déterminants d’ordre £ de la matrice des A non nul).

On peut faire correspondre aux points d’un module de dimen-
sion n— £ des points d’un espace de dimension 2 — k et formant un
nouveau module, ce qu'on peut énoncer de facon précise : un mo-
dule 2 de dimension n — k est isomorphe holoédriguement d’un
module 3% de méme dimension, mais dans un espace également de dimen-
ston n — k. 11 suffit par exemple de prendre pour 9% I'ensemble des
points (py, pay -+, Pu—i), le déterminant correspondant des A ¢lant
supposé non nul (').

Si un module on est de dimension n, on pourra toujours trouver,
d’une infinité de facons, n points du module (o, o, ..., ,),
BusBas oo s Ba)s ooy (Myy Ay, veny ) tels que le tableau A, qu’on peut

(1) Comme exemple de tels modules on peut citer les poinls ayant pour coordonnées
les logarithmes des valeurs absolues des conjugués des unités d’un corps algébrique.
(est un module de dimension r 4+ s — t dans un espace de dimension r —- s.
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appeler tableau du module

oy 22} %n
6
1 }32 rjn
:\ = 3
Mo s Yon

ait un déterminant non nul. Ce tableau est particuliérement intéres-
sant, car tout point ayant des entiers comme coordonnées relatives par
rapport & A appartient & o, Cette méme remarque montre qu’on ne
peut pas construire les points de o par addition et soustraction a partir
de moins de » d’entre eux.

11. Tous les points dont les coordonnées relatives par rapport 2 un
tableau A (qui peut ¢étre égal a [1]) sont des nombres entiers, consti-
tuent un module de dimension » et A est un tableau de ce module.
Un tel module sera dit, suivant une locution de Dedckind, d’ordre n,
ou encore module type. On peut le rattacher & la définition générale
par le théoréme suivant :

Turorive. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’un module
de dimension n soit d’ ordre n est que les inégalités

(6) |pilse, [p2]Ze, cees |palZe,

ot & est un nombre positif quelconque, soient verifices seulement par un
nombre fint de points du module.

Pour démontrer cette proprié¢té, on peut d’abord remarquer que
toute limitation supérieure, en valeur absolue, des coordonnées d’un
point entraine une limitation de ses coordonnées relatives et récipro-
(quement; ceci prouve que les conditions sont nécessaires. En les
supposant remplies, et en appelant A un tableau quelconque du
module 9, on construira un tableau B de o1t avec = points ayant pour
coordonnées relatives par rapport a A :

(Uy,0,0, 0 2.)y (915,920, <o)y ey (S1ySay o v ey Su)s
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avee les conditions

R Rl (2B R S L caly / SN S B PR /O
05y < 0y 0 8y 0y,

........ ,

O < Sny

el e, ¢4y .0 8, Clant les plus petits possibles. On vérilie qu’on peual
faire un tel choix et qu’il en résulte que tous les points de oiC ont pour
coordonnées relatives par rapport a B des nombres entiers (*).

12. Le tableau B dont on a ainsi montré Vexistence est dit une base
de module; comme A est arbitraire, on peut toujours prendre pour
premitre ligne de B les coordonnées (2, o, ..., 2,) d’'un point de o,

. oy % 41 ~ H ’
pourvu qu'aucun des points (—)T'a e o -/i>, A Clant un entier, nap-

partienne i on..

D’apres cette dernitre remarque, il y @ une infinit¢ de bases
un module type. Elles se déduisent d'une seule en vertu de la pro-
pri¢é

Tutorine. ~ L'ensemble de toutes les bases d'un module type constitue
un systeme de tableawx équivalents entre ewe.

Entre une base B et un tableau du module A, on a en effet une rela-
tion de la forme A == ¥ > B, X ¢lant & (ermes entiers, et les propri¢tés
des équations lincéaires donnent immédiatement A(Y) =1 comme
condilion nécessaire et suffisante pour que A soit une hase.

13. On peut maintenant chercher & comparer les modules aux
modules types. Un module av de dimension 2 sera dit fini ou infini
suivant que 'on pourra trouver ou non un module type o’ d’ordre 7’
& qui ou soit isomorphe. Dans le premier cas, comme on peut évidem-
ment construire oL & partic de 2" points, d’apris une remarque préce-
dente (n° 10), on devra avoif ' n.

(1) Pour les détails de cette démonstration, woir par exemple des démonstrations ana-
logues : Munwirz, Gott. Nuch., 18q7; Minkowskr, Dioph. App., Chap. 111, § 14 et 13,
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On peut étendre & tout module fini la construction et la notion
d’ordre des modules types en montrant I’existence d'un module type
isomorphe holoédriquement & oi. Si I'isomorphisme oL, on’ n’est pas
déja holoédrique, au point nul de o correspondent des points de o’
formant un nouveau module de dimension £, isomorphe holoédrique-
ment & un module type 9¢" d’ordre £ (n° 10). En prenant une base
de o’ dont 'un des mineurs d’ordre % soit une base de 9%/, le mineur
complémentaire seraune base d’un module type 5t d’'ordre n' — £ =m,
isomorphe holoédriquement & o (m =2 n).

Le module ainsi trouvé est unique, & un isomorphisme holoédrique
prés. Son ordre sera dit I'ordre de or, et & ses points de base corres-
pondront m points de o (<, &, ..., ) tels que tout point de o
aura des coordonnées de la forme

Zya) A X A A2 a)t [/ =(,2,...,0)]
(2, 4, ..., x, ¢tant des entiers quelconques).

Enfin et, pour ainsi dire, réciproquement, & tout module type ot
d’ordre m formé par les points (py, pa, .- ., pn), on peut faire corres-
pondre le module o de dimension n (2 <m) formé par les points
(P> Pas -+ - pu)- Lisomorphisme est holoédrique si entre les m pre-
micres coordonnées des points de base de 9% il n’existe aucune relation
lincaire et homogene a cocfficients entiers. Pour n =1 le module o est '
un module de nombres.

14. Je vais, en terminant, exposer quelques principes de la divisi-
hilité des modules types; les propriétés du numéro précédent en
permettent I'extension aux modules finis. Un module o dont tous
les points appartiennent & un module & est dit un sous-module, ou
suivant Dedekind un multiple de 2., A étant lui-méme un diviseur
de or.

La dimension de o est inférieure ou égale a celle de & et 'applica-
tion du théoréme dun® L1 montre que si A est unmodule type, o en est
un aussi. En outre, s’ils sonttous deux de méme dimension et par suite
de méme ordre, toute base M de o se déduit d’une base A de & par
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une égalité de la forme

M==8 <A, A(S) Ao,

S étant un tableau & coeflicients enticrs.

Considérons encore deux modules types ., b de bases A el B.
Leurs points communs (qui peavent se réduire an seul point nul),
forment un module o1¢, sous-module commun de A et w, el toul sous-
moduale commun de A et est un sous-module de oiw. De méme, tout,
module, ayant A el w comme sous-modules, admet comme sous-
module @, obtenu en combinant par addition et soustraction les
points de & el de w. Bn appliquant le principe précédent, un caleal
simple sur les tableaux A et B montre que 2S¢ Lun des tableawe o
ouwest d'ordre n,Uautre Uest assi et, pour qu’il en soit ainst, il faut et
il suffic que Uon aut

A= X B, A(X) o,

Y étant un tableaw a termes rationnels.

15. Les raisonnements précédents sont encore valables pour des
points & coordonnées réelles ow imaginaires, & condition qu’on puisse
trouver un tableau A da module tel que les coordonnées relatives, par

rapporta A, des points du module soient réelles. (CCestee qui est verifie

notamment dans le cas olt chaque point a » coordonnées reelles
et s couples de coordonnées imaginaires conjuguées. Les bases el
les tableaux des divers modules sont alors de la forme indiquée
au n® 4. Les intgalités (6) du théorcme fondamental se réduisent
A r+s=n—ys intgalités distinctes.

III. — Groupes abéliens de tableaux.

16. En plus des systémes simples, j'aurai souvent a utiliser des
tableaux dont les termes de la diagonale principale seront sculs diffe-
rents de zéro, mais non nécessairement ¢gaux. Pour abréger, jappel-
lerai un tel tableau tableau élémentaire et je le représenterai en général
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par la lettre E, accentuée ou non, soit parlanotation (') [e,, %, ..., %,]
ou plus simplement [«;], o, ..., «, étant les termes de la diagonale
principale. Les opérations entre tableaux élémentaires sont trés
simples et I'on a les régles évidentes:

[a:]+ [Bel=T[e:+ B:],  [o] < [Bi] =[],
A([o]) = oy, ttay + oy Ay, [/ t'= [LJ,

%

la multiplication est dans ce cas commutative.

Je n’aurai & considérer que la multiplication a droite d’un tableau
quelconque A par un tableau élémentaire [«,]. Elle a pour effet de mul-
tiplier par e; les termes de la colonne de rang . Le module  ayant
pour base A x [«;] se déduit de méme du module & de base A en
multipliant par «; la 71" coordonnée de chaque point. Pour cette
raison, je dirai que la multiplication & droite d’un tableau A par un
tableau E est une dilatation, 2 condition toutefois qu’aux colonnes
réelles ou imaginaires conjuguées de A correspondent des nombres
réels ou imaginaires conjugués de E.

Dans une dilatation, la forme du i ordre associée 4 A est multi-
pliée par A(E) et, réciproquement, le tableau auquel est associée une
forme du ri‘me ordre décomposable en facteurs linéaires n’est défini
qu'a une dilatation prés de déterminant 1. Les formes du systéme
associé sont multipliées respectivement par o; et, dans la fonction
d’Hermite, il y a seculement changement des parameétres A;, ;. Enfin
une méme dilatation transforme (*) un systéme de tableaux en un
autre systéme.

17. Dans un tableau T, on peut mettre en évidence un tableau élé-
mentaire en introduisant les ¢léments doubles de la substitution dé-
finie par T. On est ainsi conduit & la proposition précise : Si [’équation
en A n’a ni racine double ni racine nulle, T peut se mettre sous la _forme

(7) T=A[}]x A"

(1) Kroneckir (¥Forl. iiber Det., p. 380) emploie une notation analogue.
(%) Il en serait d’ailleurs ainsi pour tout produit & droite par un tableau quelconque
mais déterminé.

Ann, Ee. Norm., (3), XXVIIL. — Maxs 1911, 16



122 A. CHATELET.

Les nombres \; sont les racines de ['équation en 'k el, leur ordre clant
choisi, A est défini a une dilatation pres et son déterminant n’est pas
nul.

En supposant @ preiori A(A) = o, I'équation (7) est en effet équiva-
lente & I'équation

(7 bés) T A=A |2

En désignant par af et of les termes de T et de A, celle-ci est elle-
méme ¢quivalente au systéme de »* équations en o et A

alodh 4+ atol ... atol=all, [6== (a2, ooyn); fo= (2, oo, n)]

Ges ¢quations, groupées par mémes valeurs de /, montrent, par ¢limi-
nation des a;, que A; doit annuler le polynome en A

S =A(T —[L]).

Réciproquement, i chaque zéro simple A, de / correspond un et un
scul systtme de valeurs de of, of, ..., o définies & un facteur pros
[ /7 (M) n'est pas nul, et par suite au moins un mineur de A(T -~ [A])].
On détermine ainsi A & une dilatation prés et A(A) n’est pas nul,
car s’il existait » relations

u,o:f—i- ok 4wy a0 [ (o, oo, n); w0,

hys Aoy o ooy Ay vérilicraient 'équation de degré no— 1

1 9 2 no1 n
ay~— 4 a «q oy
S0
1 . 2 n-1 y n ’
Gpeay Opq e Wy ==L ay
iy Uy ‘oo Uy oy Uy

non identiquement nulle, ce qui est absurde.

18. La condition du théoréme n’est évidemment pas nécessaire;
mais ¢tant donné un tableau mis sous la forme (7), le début du rai-
sonnement montre que les A; sont les racines de I'équation en A. En
outre, en précisant la discussion du systétme d’équations, on trouve
aisément que, si A,== Ay, leur valeur commune est racine double de
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I'équation en A et le tableau A n’est plus déterminé qu’a un produit
prés A droite par un tableau renfermant, outre les termes de la diago-
nale principale, deux termes, de valeurs quelconques, occupant des
positions symétriques par rapport & cette diagonale (ligne et colonne
de rang %, £ et &, k). On obtiendrait des résultats analogues pour le
cas de n2 3 valeurs de A égales entre elles. Dans le cas particulier ou
elles sont toutes égales & un méme nombre p on a manifestement

T=Ax[p]x A= =[p],

et réciproquement tout systéme simple peut étre mis sous la forme (7)
en prenant pour A un tableau quelconque.

19. Pour abréger le langage, je dirai que A, défini i une dilatation
prés, est un opérateur et que [A;] est le tableau élémentaire de tout
tableau T mis sous la forme (7). Le calcul de tableaux de méme opé-
rateur se rameéne au calcul de leurs tableaux élémentaires par suite des
égalités immédiates (')

AEA=1+ AE'A—1= A < (E -+ E')A-1,
(AEA-?) < (AE’A—1) = A < (EE/)A—,
(AEA-1)—1= AE-1A—,

d’ou I'on déduit I'égalité plus générale, R désignant une fonction
rationnelle quelconque,

R(AEA-1, AE'A~%, ...)=A X< R(E,E, ...) < AL

En particulier (*) f(A) étant le premier membre de I’équation en A
de T, on a I’égalité

ST =A< [f(A)] xA-'=o.

Le calcul des tableaux de méme opérateur serait susceptible d’un

(1) Des égalités analogues auraient encore lieu pour des formes plus générales des L.
Cf. Frosen1vus, Journal de Crelle, t. 84, 1878.

(2) Cette propriété bien connue n’est ainsi démontrée que pour des tableaux pouvant
se mettre sous la forme (7). La démonstration serait rendue générale en se servant de
I'é6galité (7 bis). Pour les conséquences je renvoie a4 LAGUERRE (loc. cit.).



124 A. CHATELET.

assez grand nombre d'applications géométriques ou algébriques. Je
signale simplement 'application & la transformation deTschirnhausen.
Une équation enliére

Slr)y =2 -y e @t e 1T 0

peut toujours s’éerire sous forme d’une équation en A d'un tableau T,
par exemple

_— X 1 5 - o
—_—y —_— I cen 0
— 0 —_— ... [} = 0.
— 0 i e — @

Pour appliquer & £ la transformation y = ¢(x), il suffit de calculer
le tableau

et I'équation en A de ce nouveau tablean
AT —[y]) =0

est I'équation cherchée. Cette méthode de calcul ne differe pas d’ail-
leurs essentiellement de Uingénicuse méthode donnée par Hermite (*).

20. Des tableaux de méme opérateur constituent, d'apres ce qui
préciéde, un ensemble d’¢léments & multiplication commutative. On
peut montrer, saufl quelques restrictions, que ¢’est le seul moyen
d'obtenir de tels ensembles de tableaux. (Cest ce qui résulte de la pro-
priéé Etant donné un tableaw'T dont | ‘Cquation en 'k n'a pas de racine
double, tout tableau S, |A(S) o, permutable avec T, peut ltre consi-
déré comme ayant le méme opérateur que T.

En effet, T é¢tant mis sous la forme T=AEA~', I'hypothése en-
traine les égalités ‘

STS='=T ou  (SA)3<E s (SA)~1=: AEA-1.

() Comples rendus, Paris, 1859. Cf. aussi l'exposé de celte méthode par Wenkr
(Lekrbuch der Algebra, t. 1, p. 211).
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Or, 'opérateur de T étant défini & une dilatation prés, on doit avoir
SA=AXFE ou S=A <E < A-1

Donc, si dans un groupe abelien de tableaux il y en a au moins (')
un dont I’équation en A n’ait pas de racine double, tous les tableaux
du groupe seront de la forme

T =AEA-1, T'=AE'A-, R

les tableaux élémentaires E, E, ... formant un groupe nécessairement
abélien. Réciproquement, un tel ensemble est un groupe abélien de
tableaux. Il en est de méme de l'ensemble suivant, o X désigne
un tableau quelconque [A(Z) =~ o],

ST3-, 313, ..,
Popérateur commun de ce nouveau groupe é¢tant TA & une dilatation
pres.

IV. — Méthode générale de réduction des tableaux.

21. Des tableaux d’un systéme pourront étre dits réduits lorsqu’ils
vérifieront certaines conditions données @ priori. Toutefois, pour
qu’elles soient bien des conditions de réduction (au sens attaché a ce
mot dans la théorie arithmétique des formes), il faut évidemment que :

1° Il existe toujours au moins un, ct en général un ensemble de
tableaux réduits équivalents & un tableau donné;

2° Ces conditions soient indépendantes du tableau choisi pour
définir le systéme.

S’il en est ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour que deux
tableaux A et B soient équivalents est bien que les ensembles de.
tableaux réduits équivalents respectivement a A etBsoient identiques.

(*) Cetle eondilion, de méme que celle du théoréeme précédent, n’est évidemment pas
nécessaire. Elle sera vérifiée pour les groupes de tableaux & termes entiers dont je
m’occuperai ultéricurement (Chap. IV).
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Ce scront également des conditions de réduction pour le systéme de
formes associées. Mais pour qu'il en soit de méme de la forme associée
d’ordre n, comme le tableau correspondant n’est défini qu’s une dila-

tation prés (ne 16), il faut encore que :

3° Les conditions de réduction soient invariantes pour une dilata-
. I

tion, ¢’est-a-dire qu'h une dilatation elfectuée sur un systéme corres-

ponde la méme dilatation sur ensemble des tableaux réduits,

Il suffirait strictement de supposer cette (roisicme propriété vérifice
seulement pour les dilatations de déterminant 1. Je la supposerai
enticrement nécessaire, ce qui revient a admettre que les conditions
de réduction ne portent que sur les rapports mutuels des coefficients
de .

On peut évidemment imaginer une infinité de méthodes de réduc-
tion vériliant les trois propriétés précédentes s je vais en exposer une
qui n’est qu’une extension de la réduction continuclle d’Hermite (*).
Grace & Uintroduction d’'un nombre o supposé seulement supérieur
a 1, la définition de ce mode de réduction renferme une certaine
latitude qui permet d’en déduire, comme cas particuliers, des algo-
rithmes indiqués par divers auteurs (*).

22. Fixons d’abord les notations; étant donné un tableau 7T, je
désignerai par £, k., ..., E.les formes lindaires correspondant aux
colonnes réelles et 1y, 1y, Ny My - -+, 15, 7, les formes correspondant
aux couples de colonnes imaginaires conjuguées. La fonction d’Hermite
F associée a T peut s’¢crire

[
Fay, @y oony @) == 00 E;]0 4 E(J.;!’(-n,:/];)”.
Je supposerai w= 1 et j’envisagerai aussi la fonction limite
1

Sy, gy o ou z,) == lim F9,
0 =@

(1) Henmire, loc, cit. Poir aussi une application de cette méthode : Cuanve, dnnales
de U'licole Normale, 1880.

(%) Cf. en particulier Minkowskr, Geom. der Zahlen, p. 147; Math. Adnn., t. LIV
1901; Annales de I’Ecole Normale, 1896,
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qui est égale au plus grand des nombres
MG o A S P70 P PR tes| s |-

Si 'on suppose que les indéterminées x,, «,, ..., 2, ne peuvent
prendre que des valeurs entiéres, on peut considérer &,, &, ...,

Nys Nis -++» Ns» Ny comme les coordonnées d’un point du module &
1

ayant T pour base, et F, F‘—"—et/ comme des fonctions des points du
module. Je rappelle dans ce cas que, d’aprés le théoréme arithmeé-

1
tique de Minkowski <F"’ = const. pour w 21 est’équation d’une surface

nulle part concave), il existe au moins un point du module tel que ’on
ait

Fo< 8p\Trta. - drpt. - 2| A(T) |,

o, 6tant une constante finie, fonction seulement de o et de r ets.
J’aurai a revenir sur ce théoréme dont je donnerai une démonstration
dans certains cas particuliers.

23. Je supposerai, pour simplifier, qu’il n’existe aucune relation
linéaire et homogene a coefficients entiers entre les termes d’une
méme colonne de T. Dans ces conditions, le module & est isomorphe
holoédriquement & tout module obtenu en supprimant une ou plu-
sicurs coordonnées i chacun de ses points (n° 13). Ceci posé, consi-
dérons d’abord le cas s =0, r=n, ¢’est-a-dire tous les termes de T
réels ; dans ce cas, il existe au moins un tableau U du module vérifiant
les conditions :

A. 1° Il exciste un systéme de valeurs des '\ tel que la fonction d’Hermite
correspondante soit minimum pour le point constituant la premiére ligne
de U;

2° Il existe un systéme de valeurs des '\ (ne vérifiant pas nécessaire-
ment la condition précédente) tel que la fonction d’Hermite prenne les
mémes valeurs pour les n points de U, el que cette valeur soit inférieure
ou égale & la valeur pour les autres points de G, sauf peut-étre pour les
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points du sous-module de dimension n — 1, contenant les n -~ 1 premiers

points de U ().

Ces conditions ne dépendant que des rapports mutuels des A, on
peut supposer A,, par exemple, égalia 1. Soit alors un premier systéme
de valeurs des A : 4, 4,, ..., 1; il y a an moins un point du module
(e, a2, ..o, o) différent de (o, o, ..., 0) ot F (pour les valeurs ;) est
minimum. En effet, 11 étant positif et softisamment grand, il y a des
points de & vériliant Uinégalite

(g, auy .oy an) < M,

mais il y a seulement un nombre fini de ces points, car cette incégalité
entraine « fortiori la limitation des coordonnées (voir n® 11)

1 1

. B

RN R e B [
1

= l-l

1
) RED [Eul H™ -

Le premier point de U ainsi déterming, nous allons démontrer Uexis-
tence des autres par récurrence. Supposons qu’on ait pu trouver
p— 1t points du module

b 2 2% . 3 i
(e, o, ooyan), (adyed, oo, o)), ooy (o al, ... al),

qui, avee le point précédent, forment un systéme définissant un sous-
module & de dimension p et vérifiant la deuxieme condition (A);
si p<n, on peat trouver un (p -+ 1) point. En effet, la fonetion
d’Hermite ayant une méme valeur o (A, Ay, ..., 1) pour les p points
trouvés, les équations aux 2;

G (hiy Ay ey 1) =2 AP o) |0 XA o2 (@ L B0P el @
ont un systtme de solutions positives : /;, £,, ..., 1; comme p <n,
elles en ont une infinité et, par variation continue du systéme de solu-

tions, on peut I'amener du systéme initial (4, Z;, ..., 1) & un sys-
teme (£;, 4;, ..., 1), ot 'un des paramdtres au moins, §; par exemple,

(1) Ge sous-module renforme par suile tous les points de © qui forment avec les 72 — 1
premiors un tableau de déterminant nul. Sur la néeessilé de cette restriction, voir le cas
du troisicme ordre (Chap. III).
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soit inférieur & un nombre donné e. On peut alors disposer de ¢ de
facon que, dans cette variation, les p points aient cessé d’étre des
minima de F. Il suffit pour cela que I’expression

ol Ly ooy ) = Dl oot | Bt oo [ |2

ne soit plus minimum, relativement aux pocnts de ¢ n’appartenant pas
@ &.0r & étant d’ordre p (n° 14)on peut trouver un point(&,, £,, ..., %,)
de & n’appartenant pas a & vérifiant les » — 1 inégalités

Sl 2le] (i 0,

car elles sont vérifiées par un nombre infini (*) de points de & et un
nombre fini de points de &'. 1l suffit alors de choisir ¢ tel que

Iez';k |m+ lé’n lm< l E:Z}L. lw+ I a'll w,
pour qu’on ait @ fortior: I'inégalité
GG+ L& [+ L <[fai[o+ [ Ll [0+ o+ e[

Il yadonc un systeme de valeurs des paramétres pour lequel o cesse
d’étre minimum. Comme ¢ est une fonction continue des A, pour ce
systeme, elle est égale 4 la valeur de la fonction d’Hermite pour un
certain point de @ n’appartenant pas & @', soit (af*™', af™', ..., 2"
qui est le p + 1i®m® point cherché.

On a ainsi démontré I'existence d’un tableau U correspondant & un
systeme de paramétres (4, 4,, ..., 1). On peut d’abord trouver plusieurs
tableaux correspondant & ce systéme et notamment tous les tableaux
[£=7r1, &=1,..., &= 1] > Uj; on pourrait par suite supposer les termes
de la premicre colonne de U positifs. D’autre part, en faisant varier
ces paramétres, on peut oblenir un ensemble de tableaux U qui seront
ainsi classés suivant les valeurs correspondantes des parameétres, ¢’est-
a-dire dans un espace & n — 1 dimensions.

24. Supposons maintenant s = o; un procédé tout a fait analogue

(1) Ceci en vertu de I'hypothése faite au début du paragraphe et de l'isomorphisme
qui en résulte. Ces n — 1 inégalités entrainent | £z | > | «l |, autrement («}, i, ..., «}) ne
serait pas minimum.

Ann. Lie. Norm., (3), XXVIIl. — Mars 1911. 17
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au précédent mon(re Pexistence de s points de @ définissant un
sous-module &' d'ordre ¢t de dimension r + s et vérifiant les conditions
précédentes. Il leur correspond au moins un systéme de valeurs des &
et des p et unc valeur g, de la fonction d’Hermite. On peut alors
déterminer un 7 + s 4 1™ point de @, non de &, rendant la fonction
d’Hermite minimum, pour les valeurs précédentes des parameétres el
par comparaison aux valeurs de la fonction aux autres points de @
n’appartenant pas & &. En opérant de méme sur les r s -1 poinls
obtenus, et ainsi de suite de proche en proche, on détermine encore un
tableau U de & vérifiant les conditions :

B. 1° Sa premicre ligne est formée par un point qui est un minimum
de T

2° 1l existe un systéme de valeurs des paramétres h et . tel que la fonc-
tion ¥ correspondante ait la méme valeur pour les r - s premiers poinls
du tableau, cette valeur étant minimum par comparaison auwx valeurs
de ¥ pour les points de & n’appartenant pas aw sous-module @, défint par
les r 4+ s — 1 premiers points ;

30 Le (r—s-+ k)" point rend la fonction ¥, correspondante auwr
valeurs précédentes des paramétres, minima par comparaison .
valeurs de F pour les points de & 0’ appartenant pas au sous-module & défini
parles r -+ s -k — 1 premiers points ; cette condition etant vérifice pour

k=(1,2,...,5).

25. Les tableaux U ainsi définis vérifient les conditions 10, 2°, 32 du
début de ce paragraphe. En effet, en remplacant T par un tableau
équivalent, on ne change pas @ qui entre seul dans les conditions (A)
el (B), et, d’autre part, une dilatation faite sur T change les paramdtres
de ¥, mais laisse invariants ses minima. Toutefois ces tableaux U ne
sont pas nécessairement équivalents a T, mais de la forme XT [2
termes entiers, A(X) =~ o]. Le tableau £-'U est done ¢quivalent aT;
il en est de méme de SU==V; S étant équivalent & ' (i termes
rationnels) et de la forme (4) (woirn® 6). De plus, le tableau V est
unique quand U est donné, et 'ensemble des tableaux V peut consti-
tuer un ensemble de tableaux réduits.

Cel ensemble dépend a priori du nombre w; on vérilie sans diffi-
culté que sa déflinition subsiste pour w = =, en utilisant dans ce cas
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la fonction limite . On peut constater, en particulier, que pour le
cas d'un tableau T & termes entiers, un tableau équivalent de la
forme (4) vérifie les conditions (A) pour w = (').

26. Considérons, comme cas particuliérement remarquable, un
tableau T ayant pour termes d'une colonne des entiers algébriques
d’'un méme corps et pour termes des autres colonnes les entiers
conjugués. Soit U un tableau déduit de T, vérifiant les conditions (A)
ou (B). En supposant le produit des paramétres égal & 1 et en appli-
quant le théoréme de Minkowski () & la valeur commune ou a la plus
grande valeur de la fonction F pour les ~ points de U, on a 'inégalité

1
[Flesde < [A(T)|=H,
et, a fortiori, les inégalités
Mo |SH, M| |SH, ..., |l SH.

Mais si nous considérons la forme d’ordre » associée & U, on peut
Iécrire, le produit des parameétres étant 1,

i=n

(D:I Ili(a‘;x,—!—af_;xg—{—...+aflm,t).

i=1

Les inégalités précédentes entrainent une limite supérieure pour les
valeurs absolues des coefficients de @ et ces coefficients étant des
entiers rationnels, il n’y a qu’un nombre f{ini de formes @ associées
aux divers tableaux U. Donc ces tableaux U, et par suite les tableaux
réduits équivalents a T (de la forme SU), se déduisent tous, par des
dilatations, d’un nombre fini d’entre eux.

De cette propriéte résulte une certaine périodicite pour les valeurs

(1) Les tableaux & termes entiers rentrent précisément dans le cas d'exception écarté
au n° 23. Je reviendrai sur ce cas pour le deuxieme ordre.

(*) L’inégalité n’est pas & vrai dire une conséquence immédiate du théoreme de Min-
kowski sous sa forme habituelle 4 cause des restrictions apportées aux minima dans (A)
et (B), il faudrait modifier 1égérement I'énoncé et la démonstration. Pour plus de préci-
sion, woir le Chapitre 1V de ce travail.



132 A. CHATELET.

des paramétres correspondant aux tableaux réduits et pour les ableaux
modulaires, quotients deux i deux des tableaux redutls; jlat precisé
cette périodicite pour les cas particuliers du deuxieme et du troisicme
ordre (Chap. IV). Une périodicite analogue a été établie depuis long-
temps pour le cas du deuxitme ordre. M. Charve, d'apres Hermite,
en a signalé_une pour le cas du troisicme ordre.

Enfin, si I'on remarque que dans la constante II n’entre que
Pexpression [A(T)] qui, & une puissance pres, est le diseriminant du
corps des e, on constate que la démonstration conduit encore au
célobre théoreme d'Hermite sur le nombre Hmité dCirrationnalités
distinctes ('), théoréme repris ensuite par Minkowski (*) dans la
recherche des corps d’an diseriminant donné.

CHAPITRIE (1.

REDUCTION DES TABLEAUX DU DEUXIEME ORDRE.

I. — Suite des tableaux réduits.

1. Je vais m’oceuper dans ce Chapitre de la réduction des tableaux
d'ordre 2 de la forme (")

La forme associ¢e est une forme quadratique
O == (aw - by) (a -+ b'y).

Elle est définie si les deux colonnes du tableau sont & termes imagi-
naires conjugués. Dans ce cas la méthode de réduction (conditions B)
conduit pour ® aux conditions bien connues de Gauss. Posons en
eflet

@ ==y L b= b= iby.
Ly 0 1

(1) Lettre & M. Borchardt, Journal de Crelle, t. 53; Glures, 1.1, p. 413.

(%) Geom. der Zahl., § 41, 42, 43. La déwonstration qu'on déduirait des principes
précédents serait en somme identique & celle do Minkowski.

(*) Sur les matiéres de co Chapitre, ¢f. Comptes rendus, 28 juin 1909, 6 juin 1910,
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La fonction d’Hermite renferme un seul parameétre qu’on peut sup-
poser égal & 1, et peut s’écrire

[

F=[(ayz + by¥)+ (a,z + bly)"]?.

Il est indifférent d’employer une valeur quelconque de et pour
que le tableau U
U= o+ L:c(, Oty — z:ocl
Bo+ i3y Bo—1iBy

vérifie les conditions (B), il faut et il suffit que les expressions
(220 )* 4 (20 )*, (By)* + (B,)* soient des minima dela forme quadratique:
(ay2 +b,y)* + (a,x + b,y)*, la premiére par comparaison i teus les
points du module &, la deuxiéme par comparaison aux mémes points,
exception faite des points [(oy + T2, ), (%, — ta,)z]. On en déduit
d’abord sans difficulté que U est équivalent & T (¢f. un raisonnement
analogue au n° 5 de ce Chapitre) et ensuite qu’il faut et suffit qu’on

ait (') Oéﬁ<pﬂ_”‘£&><i-

oy 4+ Loy 2

Bo+ By

21
o+ Loty

="

Sous cette forme,on reconnait la définition bien connue du domaine
fondamental du groupe modulaire qui conduit aux conditions de
Gauss pour @.

2. Dans le cas ou les termes de T sont réels, la forme associée est
indéfinie. On peut représenter les points du module & ayant T pour
base par les sommets d’un réseau de parallélogrammes dans le plan.
Les inégalités (6)sur les modules types expriment le fait évident qu’il
n’y a qu’un nombre fini de ces sommels & I'intérieur d’un parallélo-
gramme de centre O et de cotés paralleles 4 Oz, Oy.

Pour la réduction (*) de T, je me servirai de la fonction limite f

(') Ce résultat est en somme la propriété du parallélogramme réduit dans le réseau
de périodes d’unoe foncetion elliptique.

(2) CJ. pour unc réduction analogue MINKowsKl, «ritmetische Theoric eines Linien-
paars (Geom. der Zahl., § 43). Jai cru utile de donner une exposition différente de
celle de Minkowski, surtout en vue de la comparaison des diverses méthodes et de leur
extension au troisiéme ordre.
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(pour la valeur w =) et je supposerai le produit des parametres
égal i 1. Cette fonction que je représenterai par £4(%,5), (5,%) étant

un point de &, est alors ¢gale au plus grand des deux nombres

de 7 il suffit de considérer, et je considérerai dans la suite seulement
les points de @ dont la premitre coordonnée est positive.,

3. Cette convention étant faite, le méme raisonnement que pour le
ni#me opdre (Chap. 1, n° 23) montre qu'h une valeur de A correspond au
moins un point («, «’) de @ rendant ¥ minimum (z>o0). Sile
minimum est atteint pour deax points (=, «’), (B, ), je dirai qu’ily
a un seul minimum proprement dit ou deux minima selon les conven-
tions suivantes :

En supposant, par exemple :

Sile, a') =D
5B, By = %Hﬂ’l; (a,a), (B, ') minima simultanés.

8> o
SR B =125 ou ; (ety &'y minimium proprement dit.

Iﬁ’llea’l, >0

En adoptant ces conventions, il existe au plus deux minima pro-
prement dits pour une valeur du paramétre.

Pour rechercher tous les points de @ qui sont des minima de /, on
pourra s¢ servir de la propriété @ La condition nécessaire et suffisante
pour que (o, &'y soit un minimum proprement dit de f pour certaines
valeurs de 'k, est qu'tl n’existe aucun point (5, &) de © vérifiant les iné-
galites

o<Efa, |E|Z]e],

sauf (0, 0) et, s'il existe, le point (o, — a). Dans ce dernier cas, il faut
en outre que o $oit positif.
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La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, sup-
posons-la vérifiée, et soit d’abord « =~ o0, '~ 0. On peut toujours
déterminer un point (3, ") de & par les conditions

0SB <a, |pB'|!leplus petit possible,

car, suivant que le module formé par les nombres == £ est du deuxiéme
ou du premier ordre, I'inégalité |5] < o oul’égalité £ = o auneinfinité
de solutions, et 'on peut choisir parmi elles (3, §’). S’il y a ambi-
guité, on choisira celui des points dont la premiére coordonnée est la
plus petite, ou dont les deux coordonnées sont positives. On déter-
minera de méme (v, ') tel qu’on ait

o<, |7 1<<le'|, y le plus petit possible.
Considérons alors les valeurs A, A, définies par les égalités

I 1, ,
Xia:x[ﬁ’[, Tz]a[:)..zy;

(o, &) est seul minimum pour les valeurs de A intérieures, au sens
étroit, & lintervalle A,, A, et ne l'est pas pour les valeurs exté-
rieures. C'est ce qu’on vérifie aisément en remarquant que les points
de @ peuvent se répartir en trois catégories :

(A) €] 2, [E']2]],
(B) [E]2y > o,
(€) [E 2B >]e],

et en étudiant £, (&, &) pour chacune d’elles.

Si @ =o0, «'s£ 0, on ne peut déterminer que le point (v, ") et la
valeur A,. Le point (e, a’) est seul minimum pour les valeurs de A
intérieures & (o, A,). Si e 540, o’=o0, les valeurs de A seront inté-

rieures & (A,, o).

4. Ladémonstration précédente montrerait encore que (8, f°) est un
minimum proprement dit de /pour des valeurs de A immédiatement
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supérieures i A,, et pour A = A,, les points («, '), (§, ') sont minima
simultanés. On peut dire pour cette raison que (f, B) est le minimum
suivant (o, o'); (v, v') serait de méme le minimum précédant. Sif:/-o
on peut de méme déterminer un minimum suivant (B, ') etsiy’ /o
un minimum précédant (v, ¥7), etainsi de suite, ce qui montre com-
ment se suceddent les minima de f3(&, &) lorsque A varie d'une fagon
continue.

D’autre part, si A est intéricur & un intervalle Iintéricur a (o, =), il
n’y a qu'un nombre fini de points rendant /5 minimum. Car un tel
point devrait vérifier des inégalités de la forme

- PR,
Si(e, “’)':;7&‘31: _/‘).({Z, “I):‘il("z l’
et a fortiort

aie, la|<|dl,

(PO ,
(ei,e)), (ey,e,) étantdes points de @ tels que'intervalle \/'f(—ll—’ < \/ :_i
comprenne I. Par suite, en faisant croitre et décroitre indéfiniment
les bornes de I, on obtiendra (ous les minima de f rangés en une suite
ordonnée dans les dewx sens suivant les valeurs croissantes el déerois-

santes de A. Blle sera aussi ordonnée, d"apres ce qui préecde, par
rapport aux valeurs décroissantes et croissantes de o et aux valeurs
croissantes et décroissantes de |o'[. Elle peat d’ailleurs étre limitée,
dans un sens, ou dans les deux.

5. En faisant une légére modification aux conditions générales (A)
(nécessitée par introduction des minima proprement dits), nous
désignerons par U et nous appellerons tableaw réduit tout tableau
constitué par deux minima successifs, le point de la ‘premicre ligne
précédant le point de la deuxiéme, soit

o o

U= ¢ o

Ses termes veérifient « priori les inégalités

a>o0, B>o0, a>fp, |p>]d],
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d’ou il résulte que A (U) n’est pas nul. En procédant comme pour le
théoréme sur les points minima, on démontre que /a condition néces-
saire et suffisante pour qu'un tableaw U du module &, verifiant les inéga-
lités précédentes soit réduit, est que tout point (') (&, ') de & vértfie au
moins {'une des inégalites

[E]|>e  ou [E|>]p]

Ce théoréme permet de prouver I'importante propriété, qui justifie
la dénomination de réduit appliquée a U :

Tout tableau U formé de deuxr minima successifs est équivalent a T.
En effet, U étant un tableau du module [A (U)=£ 0], une base de &
est de la forme S—' U, S étant & termes entiersjet S~* défini & une
équivalence prés. On peut donc supposer S-' de la forme (4) (voir
Chap. I, n°7) et poser

4

e ay d oxa o
= L= ,
bbby pg B E

d d

P P's 9, d étant des entiers vérifiant les conditions

Z—Z = ;} (S a termes entiers) (p,d,q)>o, i b

Comme on ne peut avoir simultanément, puisque («, &) est un

minimum,

I ! !
a>|a]:§a:—q—a, ]oc’[>[a’|:g[a’|:g|cz[,

il faut ¢ = 1. Mais alors, si 4 était supérieur a 1, on aurait

<

14
I—Z— o +éﬁ §§(a+ﬁ)<o¢,

! I
ol =|Ga + 56

A | 2|11+ S1etstaw 18D <18,

"
oo

inégalités impossibles. Donc d =1, p’ = o et U est confondu avec T,
c¢’est-a-dire avec une base de @.

(1) Sauf le point o,0.

Ann. Ee. Norm., (3), XXVIIIl. — Mans 1g11. 18
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6. Jai ainsi montré la formation des tableaux réduits & partir de la
suile des minima. On peut se proposer de chercher les conditions que
doivent vérifier les termes d'un tableau équivalent & T pour qu’il soit
réduit. On trouve Ja propri¢té suivante :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’un tableaw U éyuivalent
a un tableaw T solt rédwit est que, ow bien ses termes verifient les con-
ditions
% . ~
Tg e | (fl - ()),
() /

o
0> o T ]

ou bicn 1l soit de Uune des formes

) 0B 7,;’
(2) . o )
c c et si ﬁ::::ii, Bl o;
1 Lo
(3 “ o R
. ( o1 . 'I
> b ¢t si (—6;7 o &, Bl = o.

Démontrons par exemple les conditions (1); d'apres Pordre adopté

Tae 1 . ‘ v . . o !
pour les lignes du ableau, on a nécessairement @ >, & < 1. De
5 i
plus, o et B’ sont de signes contraires, sinon le point de @ (v - o - 8,

Y'=a'—f"), différent du point nul, vérifierait les inégalites : v <2,
Iy | <[P

Réciproquement, les conditions étant remplies, comme U est une
base de &, tout point de & a des coordonnées de la forme, a, y Gtant
entiers : (§=waxa+ yf, ¥=wa' +yp). Une discussion simple
montre que, suivant les cas, on a

Zy >0, |z +-yB| Zat+f > a,
xy <0, [wol -y Bl 2] e [ | BT > f |
s=0, |y|>1, ey >8]

@] =1, y=o0, |za+4-yp|>a,

¢’est-a-dire au moins une des inégalités |5 > o, [&']| > [P
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7. On peut déduire de ce résultat une limite supérieure du mini-

mum de £(% %), qui n'est qu'un cas particulier du théoréme de

Minkowski sur le minimum des formes linéaires ('). Soit donc /une

valeurarbitraire de A, («, «") le minimum correspondant, et supposons

par exemple f;(a, o) ={«. Considérons le tableau réduit U ayant
ce point pour premiére ligne, la valeur absolue de A (U) est

[A(U) [ =] — B/ | =2|B' | + Bl o',
on en déduit

«|@'|<|A(U)|  ou za;[@'|<;A(U)1.

En tenant compte de ce que o est minimum et par suite /o< % |81
et que d’autre part U est équivalent 2 T, on trouve finalement

(4) Jilo, o) VAT,

ce qu'on peut énoncer : dans & il existe au moins deux points
(+5 +8&), (—E& —%&) vérifiant, quel que soit A, les inégalités
simultanées

HESVTAMTL 1€ SVIAD]:

Il ne saurait y avoir égalité que sil’un des termes de U était nul.

8. Du classement des minima on déduit le rangement des tableaux
réduits (*) en une suite ordonnée dans les deux sens. Deux tableaux
consécutifs, U, U’, ont une ligne commune (la deuxiéme de U et la
premiére de U'):

: I

U’:ﬁ B,.

Réciproquement, d’ailleurs, une suite de tableaux ordonnée dans les
deux sens, tous c¢quivalents & un tableau T et vérifiant les condi-

vt 7
o o

1?

(1) Pour la démonstration générale de ce théoréme, voir MiNkowsk1, Geom. der Zall.
— Iwsert (dans Minkowski), Dioph. App., Chap. I. — Hurwrrz, Gott. Nach., 1897.

(2) La suite des tableaux réduils coincide en somme avec la suite des parallélogrammes
extrémes de Minkowski (loc. cit.).
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tions (1), les extrémes, s’ily en a, ¢tant de I'une des formes (2) ou(3)
et deux tableaux consécutifs ayant une ligne commune, coincide
nécessairement avec la suite des tableaux réduits ¢quivalents & T.
(’est une conséquence immédiate des propriétés des tableaux réduits
et de la suite des minima.

La suite des tableaux réduits (et par suite celle des minima) peut
étre limitée a drotte. Elle se termine nécessairement par un tableau (1)
de la forme (3) et, pour qu'il en soit ainsi, on vérifie aisément qu’il

. . a .y ,
faut et suffit que le rapport A des termes de la premicre colonne de'T

sout rationnel. De méme, si la suite est lmitde @ gauche, elle Uest par
!

un tableau de la forme (2), et il faut et il suffit, pour cela, que %—, S0t
rationnel.

Si les deux rapports sont rationnels, la suite est limitée dans les
deux sens et comprend un nombre limité de termes.

II. — Enchainement des tabléaux réduits.

9. Deux tableaux réduits consécutifs sont équivalents U == XU'; si

U’ est donné, vérifiant les conditions (1) ou (3), U est déterminé de
facon unique. Or le tableau équivalent i U’
q 1 ,_gai-B ogqd

x Uz ,
1o o o

/
ol g est la partie entiére de — E,: vérifie les conditions (1) ou (2); il est
A o
par conséquent identique a U et I'on a

q 1 X 7 =qo -+,
1 o ('l Y A / !
/=qd -+,

2=

(1) On peut remarquer que ce tableau extréme a une définilion invariante pour une
dilatation et peut étre considéré comme constituant A lui seul un engemble de tablcaux
réduits.
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ce qui montre que g est aussi la partie enticre de % On peut donc ainsi

déterminer X soit & partir de U, soit & partir de U’, et en procédant de
proche en proche trouver un tableau quelconque de la suite. On peut
remarquer I'analogie de cet algorithme avec celui des fractions conti-
nues. D’une fa@on plus précise, considérons les tableaux successifs

de la suite

! 7 ! ' !
Oep o, ooy ol ooy oy ooy o o, o
Lr e

B ﬁ—lz ﬁf.u’ U ﬁ—l ﬁl—x ' 60 ,0 ’ 61 gl ’ Y @n n

—et — ﬁ‘” sont respectivement les 2* quotients complets des déve-

ﬁn -n.
By,

loppements en fraction continue de BO et — ot réciproquement p
0

et — 2o sont les nimes quotxents complets de 7= et — ﬁ"

/
0 —n II-

éncore poser, en désignant par ¢; la partie cnticre commune de

On peut

oy
— , L et de 2=t
@1’—1
, i=n , ,
oo oc:, _ (qi I) o % cx:, _3 x % a;ly
@0 ﬁo =1 I o @ll n ﬁll n
(5)
' i=—n+t r !
oy o I I oc_n o Op O,
’ - ( ' " == E—‘n x : .
@0 Bo o ﬁ-—n —-n 5n n
\ =

10. Je rappelle d’abord quelques propriétés des tableaux uni-
modulaires X, et £_,, bien connues dans la théorie des fractions con-
tinues. %, et Z,,,,de méme que =_,etE_,,,, ontune colonne commune,
de sorte qu’on peut poser

(6) E,,::-‘ (g ! :Pn Pn—z, —'—n-—[l Ii)“—n+1 P—n.
I 0 Qn Qn-—1 ""(/ O—n—H Q—n

Les termes de %, comme ceux de X_, augmentent indéfiniment avec
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. <1 . . P .
n. Sil'on considere la suite des fractions > elles sont toutes supé-

<~
rieures & 1;1'une d’entre elles est comprise entre les deux précédentes
et U'intervalle de deux fractions consécutives diminue indéfiniment (*).

N . | L \ i
1l en est de méme des fractions W—’f, sauf celte dilférence qu’elles sont
w~ Il

comprises entre o et — 1. Ges propriétés sont vraies quels que soient
les nombres ¢ supposés entiers. En outre, si nous supposons que ces
’ . v (74
nombres sont donnés par les égalités (5), on peut affirmer que Z°
3 v 20
. . \ . . P .
est toujours compris entre deux fractions successives ?,)_{_: el par swte
i e
/ »
. ]
2 ot 2.

(j() () n

-

est leur limite commune, de méme pour

11. Ceci posé, étant donné un systéme de tableaux, la considération
des tableaux réduits permet de définir une suite d’entiers ¢ (quotients
incomplets) ordonnée dans les deux sens et en général illimitee. Cette
suite ne change pas pour une méme dilatation effectuce sur les
tableaux du systéme. Réciproquement, considérons une suite a deux
sens d’entiers positifs et numérotés & partic d'un intervalle arbi-
traire

Gy Genn ey ety oy Gia Yur eeey Yuy e

Définissons X, et X, par les égalités (6); des propriétés rappelées,
il résulte (lllt:%, g——:—: ont respectivement des limites 4, & (L > 1,
0> 1> —1). Si la suite d’enticrs provient d'un systéme de tableaux,
le tableau réduit correspondant 4 ¢, est nécessaivement, 4 une dila-
tation pres,

(1) Ces propriélés ot la suivante résultont des 6galilés immédiates :

| - P, Uniq =+ Py P, Py s e !
= , P L .
Qe 1 Qnqna1-+ Qn-1 Qu Qn-1 QnQn-1

\ /4
Py P
:j‘_‘[ _ n [3”. n-1
o9
Qn 'B"I -t QIL' 1

n
n

[A(2)==1],

[
20
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Or un tel tableau est réduit [conditions (1)] et d’autre part en posant
U,=2%,U,oul,=2Z%_,U_, on constate aisément que les termes de
U, et de U_, donnés par des équations linéaires vérifient les condi-
tions (1) de réduction. Ce qui montre qu’une sutte a deux sens d’en-
tiers positifs quelconques peut étre considerée comme la suite des quotients
incomplets d’un certain systéme de tableaux défini a une dilatation
pres.

Le méme résultat est encore vrai pour une suite d’entiers limitée
dans un sens (ou dans deux), 4 condition toutefois que I’entier terminal
soit supérieur & 1. Les nombres Zou /" sont alors définis par des éga-
lités.

12. Les mémes propriétés des tableaux modulaires permettent
d’étendre aux tableaux la propriété des quotients incomplets des
développements en fraction continue de deux nombres équivalents.
On a alors la propriété suivante : La condition nécessaire et suffesante
pour que les suiles de quotients incomplets supposées illimitées a droute,
de deux systémes de tableaux coincident & partir d’un certain rang d
drotte, est que I on puisse trouver des tableaux T et I’ de chaque systéme
ayant les termes des premicres colonnes proportionnels ().

En numérotant les quotients incomplets a partir d’un terme com-
mun, la démonstration précédente montre que la proportionnalité
est bien vérifiée pour U,, U,. Réciproquement, considérons deux
tableaux :

_a o a o

T= T = .
b v’ b 1

a ’ . o
En supposant par exemple = > 2, T’ est un tableau réduit, et soit
PP ! picy
T’ le n*" tableau de la suite, T' =X, T),.
En posant aussi T=X,T,, on a
!
A Y

gy P —
I,= o 2 T,= )
Bn. Op 6n n

(1) On aurait évidemment la méme propriété pour la coincidence a gauche el les
deuxi¢mes colonnes.
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et ,
a' «
o Qll-—l <"‘ ‘/‘}“7) -+ l)u—-l o Qn- 2 ("' ’[ﬂ) -+ Pn—'z
N B% = a ’ T 7’1 = a ’
’ Q” (— 7}_’> + P " Q.n ("- 7)7) -+ I,

7
. 1 a . P .
Si I'on suppose n assez grand pour que 7 soit extérieur aux inter-
an Pn I)n‘—l l)ll ’ e g ’ M
A, ot st 28 ees égalites prouvent que T, est réduit
0. 0. " 0.0, ces ¢ga I tq n by
ce qui démontre le théoreme pour les tableaux particuliers T, T’ envi-
sagés. L'intervention d’un systeme auxiliaire de comparaison permet

de I'étendre 4 tous les cas.

2

valles

13. Cette propriété conduit & un procédé méthodique pour recher-
cher un premier tableau réduit U équivalent a T,

poe @ a
b b’
a * v ol
on peut d’abord mndrcz > 2 en multipliant T par un des tableaux
unimodulaires de la forme
=10 0 1 11
2 b -
o zkx 10 0 1

Il suffit ensuite de chercher la suite des tableaux réduits déduite

de

a o
2

L
et les tableaux unimodulaires £,, ¥,, ..., ¥, correspondants. Pour »
suffisamment grand, .'T sera réduit, et de ce premier tableau on
déduira, par I'algorithme indiqué précédemment, la suite de tous les
tableaux réduits.

IIT. — Comparaison entre les diverses méthodes de réduction.

14. Jai employé dans ce qui préctde la fonction limite f pour
définir les tableaux réduits. 11 est remarquable de constater qu’en
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employant la fonction F, on est conduit & la méme suite de tableaux,
a des exceptions isolées prés. En changeant un peu la signification
des paramétres de la fonction ’Hermite, posons

Fi(z,y) =)az+ by [P+ 3|a'z + 'y [,

ou, plus briévement,

Fu(§, 8V =251+ 7 1£'1°

A toute valeur du paramétre correspond un minimum (o, o)
de F et, d’aprés la propriété du n° 3, Chapitre II, cest aussi un
minimum proprement dil de f, puisqu'il n’existe aucun point de @
vérifiant les inégalités || <<ea, |5'| <|a'|. En outre, dans la variation
de A, les munima de ¥ se succédent dans le méme ordre que ceux de f. En
effet, si (2, ") est un minimum de F pour la valeur /et si (8, ") est
un minimum antérieur de /(B> o, |p'| < |o']), Iinégalité

4B o+ 718 2o+ 7| o [0
entraine a fortiori
B+ 1B P> Malo3la o powr 2>,
ce qui prouve que (B, §’) ne saurait étre un minimum de F posté-
rieur a («, o).

15. La suite des minima de F est donc intérieure 4 la suite s de f,
¢’est-d-dire s’en déduit seulement par suppression de certains
termes ('), s'il y a lieu. On peut donner quelques propriétés générales
sur la distribution des termes de s minima de F.

1. Dans tout tableau réduit, aw moins un des deux points qui le con- X ¥
stituent est un minimum de F. Remarquons d’abord que, d’aprés la s

ey ;4 .. . . LAY

propriété précédente, pour que (a, '), minimum de f, le soit aussi /= A
a %\‘TJ

(1) Cette propri6té justifio le choix de f pour'déﬁnir la suite des tahleaux réduits.
Ann. Ee. Norm., (3), XXVIII, — AveiL 1911. 19
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de F pour la valeur %, il faut et il sulfit qu’on ait
I (o, 0 ) S 1, (g e,

(u, ) étant un point quelconque de s. Geei posé, (z, 2') et (B, B)
¢tant deux points d'un (ableau réduit et par suite conséeutifs dans 8
et (a, ), (b, 0"y des points quelconques de 8 respectivement anté-
rieurs el postéricurs aux deux premiers, il existe au moins une valeur
de & telle qu’on ait simultanément

By, o) B (b, b, (B, )5 B ().

n tenant compte des inégalités

loe| > b, B+ ]| a,

a1 8] L]
d’ou 'on déduit, puisque w21,

’ Ii'lm}'. l o |m —j [ ﬁl In)) I o lm - | (5 lm e l o [m’

9. i - / (5/ o ,

on trouve qu’il suffit de prendre, pour valeur de 2, Vel Pour cette

valeur, celui des deux points (=, U',),’ (B, B') pour lequel Iy est le plus
petit est évidemment un minimum de F.

II. La deuxiéme ligne d’un tableaw rédudl est nécessairement un mini-
T . . . o v e . .
mum de ¥, st la partie enlicre de 7 C est-a-dire e quotient m(:()mp/(f{

e
l)

g [ \ 1 (22 .
sutpant le tableau est supérieur a 1. Supposons - = 2, un caleul analogue
, A 3 :

au précédent montre que 'un des points ({ﬁf@'), (o~ B,/ — B') est
un minimum de F,, et comme ce ne peut étre le deuxitme qui, d’aprés
Ihypothése, n’est pas un point de la suite s, la propriété est démontrée.
On aurait évidemment une propriété analogue pour la premiére ligne
d’un tableau et le quotient incomplet précédent.

16. En rapprochant les deux propriétés ainsi démontrées, on en
déduit que tout point (B, ") de s non minimum de F est isolé, ¢’est-
a-dire que les points précédant et suivant («,a’), (v,v') sont des
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minima. En outre il est nécessaire que la parzie enticre commune de %
e~ 5 soit égale a 1.

De ces diverses propriétés on déduit 'extension a la suite des
minima de F de la deuxi¢me propriété du n° 5 : deux minima successifs
de ¥ forment un tableaw équivalent @ T. On pourrait d’ailleurs démon-
trer ce résultat directement, ce qui a été fait par Hermite dans le
cas w = 2.

On peut enfin indiquer une condition suffisante, d'un emploi peu
commode, pour que (8, B') ne soit pas minimum de F. En appelant
toujours (e, 2'), (y,y") les termes précédant et suivant dans s et en
déterminant A, par la condition

By, (e, e ) =1,(7,7'),

il faut et il suffit que (B, ) ne soit pas un minimum pour cette
valeur A,, ¢’est-d-dire qu’on ait

B, (B, L) >1h,(, o).
En explicitant F on trouve, tous calculs faits, la condition

(o | =B o= B0 —] e
= (a|—=180" ~ T«P=]gF’

qui devient pour & =1

(7 bis) [Bro| + B[ < 2[ BB
On peut encore ¢erire cette condition en introduisant les rapports
it =y — £ —

positifs : z=m, — 5 =n,

(n+1»—1 me— (m —1)®
n® —1 me —i

L’étude de la variation des fonctions constituant chacun des membres
montre qu’il existe effectivement des nombres metn(1Sm < 2, 1< n)
vérifiant cette inégalité et que, par suite, il peut exister pour certains
tableaux des minima de / non minima de F.
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17.Vindique, pourterminer, une lumite supéricureduminimumdely;

al

(O]
déterminons (o, '), (B, B) de facon que A soit compris entre
ﬁl
E

H

[0

- De U'identité

(Mats 311 (B 1o £161)
= (] |0+ | far [°) + (2 2= §

o lm> ('/_ | [rﬂ lm - :;_ | lrj/ Im>’

on déduit dans ce cas I'inégalité
(7-1 o]+ )Ll o' | (7-1 plo-r ;I p' I"’> So(lap! |74 [ por [7) Lo ACTH [
N 0

L'un des facteurs du premier membre, et a fortord le minimum de 1,
est done inférieur (1) ou égal & y2[ A(T)[.

IV. — Suite de Minkowski et approximations.

18. Minkowski a indiqué (*), sous le nom de Keue der primitiven
Losungen, un algorithme qui peut constituer une méthode de réduc-
tion des tableaux du deuxi¢me ordre. Je montrerai qu'elle serail

sous la forme indiquée par Minkowski, algorithme a Pavantage d"étre
li¢ aux questions d’approximations par des fractions.

JVindique d’abord quelques conséquences des propriétes  des
tableaux réduits. L’¢galité donnant le déterminant de U el par suite
celui de T

[A(T) [ =]A(U) | =]af' |+,
peut s’¢erire
[ACT)|
BT —

o

4,

s

(1) Minkowskr a indiqué des limites supbrieurcs plus petites, suivant les différentes
valeurs de w. Hermrre avait indiqué, dans lo cas o = 2, une limite qui peut étre offecti-
vement atleinte.

(*) Math. dnn., t. LIV, 1901, p. 9r, ou Diop. App., Chap.11, § 8, 9, 10, 12.
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Si ¢ désigne le quotient incomplet qui suit U, cette relation entraine
la limitation (') de |BB'],

|A(T) |
9< e[ <9+

D’autre part, en appliquant & la méme égalité la relation bien connue
entre les moyennes géométrique et arithmétique, on trouve

P e PRI A e

Il en résulte que les coordonnées d’au moins l’un des points d’un
tableau réduit verifient l'inégalite o

() gz < 2D L

19. Cette propriété prouve 'existence d’une infinité de solutions de
cette inégalité (8) qu’on peut encore écrire, en mettant en évidence les

indéterminées entiéres x, y,
a a

(8 bis) [a$—kby|x[a’x+b’y[§—b2—b—-

La suite de Minkowski est 'ensemble dessolutions de cette inégalité,
pour lesquelles @ et y sont premiers entre eux (solutions primitives),
ces points étant rangés par ordre de grandeur croissante et décrois-
sante de |§| = |az + by|.

Je vais montrer que la suite de ces solutions primitives coincide avec la
suite des minima de la fonction d’Hermite

l*‘:).]ax+by[+)i[a’x+b’y].

Prouvons d’abord qu’une solution o =az,+ by,, o’ =a'xz, +b'y,,
(2> o0) est une ligne d’un tableau réduit. Les entiers «,, y, étant pre-

(1) Heryute a indiqué une propriété analogue (OFuvres, t. I, p. 103).
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miers, on peut trouver a,, y, lels que le tablean

. &€ X1

e
Eay -ty Ry - Ly,

soit unimodulaire quel que soit . Tous les tableaux

!

., o o

L}{]’:»F Y ,
ELa-ta Pt

sont équivalents AT, Déterminons ¢ de facon qu’on ait o < B + ta < «,
et posons
fi==f+te, pi=p4-ta

L’un des deux tableaux

a o o 4

b B A
est alors réduait, car on a d’une part
u -

ﬁ: 1, ; o _(j.; el

d’autre part, en explicitant la valear du déterminant de X< T et en se
servant de Phypotheése, on trouve inégalité

By By
o

o S

‘

qui entraine Uune des inégalités

-
2 o
ou
,____a',m(jll,'-,) a"‘“ﬁl |
a0 o

Pour compléter la démonstration, cherchons dans quel cas un
minimum (B,8") de / n’est pas solution de (8). Il faut et il suffit
qu’on ait

ep > LADL 0w appp > o (e .
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C’est précisément la condition nécessaire et suffisante pour que (8, #')
ne soit pas minimum de F [condition (7 bis), n° 16].

20. L’inégalité (8 2is) donne une limite supérieure du minimum
de la forme indéfinie représentée par le premier membre. En se
placant a ce seul point de vue, on peut, en précisant la méthode, indi-
quer des limites plus petites et retrouver certains des résultats de
MM. Korkine et Zolotarev (*).

Soient deux tableaux réduits consécutifs U et U'; (u, '), (B, §),
(v, ') les points qui les constituent et ¢ le quotient incomplet inter-
-g = ¢+ £ peut s’écrire en

g

médiaire. La relation homographique

introduisant les points doubles

2 g2

B

. . I YA TP
sont séparés par ) + 5 = Vg* -+ 4. Or on peut écrire ces nombres en

Ceci montre que et% sont séparés par 0, par suite %—1— g et—i -+ %

mettant en évidence A(T)

1 I ) | 1
Z E___. m ;-2-_5—67 E 1 ] —W .
o p B 7

L’un de ces deux nombres étant supérieur a 8= yg* + 4 et l'autre

(Y) Math. Ann., t. VI, 1873.
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inférieur, il en résulte que, parmi les trois quantités

| JACD] « 1F] AT |4 ACT)

Tal © 0o B v R

' (IR

0(,

3 0
I'une au moins est positive ou nulle, et Pune au moins négative ou
nulle (*). Done parmi les trois nombres |«a’[, |BB'[, [vy'[, I'unaumoins

) . AT
vaf QIO . O (e > 1N ¢ : 1OV horgl d ..L_.___..
est supéricur ou égal et 'un an moins inféricur ou égal & NrEn

On peutdoneaffirmer existence d'une infinité de points de @ (néces-
sairement minima de /) vérifiant Pinégalité

NG

Vi

81l existe une infinité de quotients incomplets ¢gaux a2, on peut

l&e'] -

remplacer 5 par V8, et ainsi de suite. On pourrait encore appliquer
le procédé précédentala relationhomographique quilie deux quotients
complets non nécessairement conséeutifs, on trouverait ainsi d’autres
limites supérieures pour |58'| dans le cas ot les quotients incomplets
ne sont pas tous identiques.

21. Les résultats précédents peuvent s'interpréfer comme approxi-
. . . b ) . . .
mations de Uirrationnelle = par des fractions, si la suite des tableaux
réduits se termine & gauche par le tableau

a o

b
L’inégalité (8 bis) peut en effet s’éerire dans ce cas

b x

@ ¥

PR

=577

. . @2 . , . ) .
Les fractions 5 sont d’ailleurs les réduites du développement en frac-

(*) Poir une démonstration analogue de M. E. Borkwr, dnalyse arithmétique du continu
(Journal de Liouyille, 1903).
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: : b . . , coedent condui
tion continue de —- La limite plus petite du numéro précédent conduit
N . . . 1 . .. . | T
4 I'approximation d’Hurwitz (*) == Enfin la limitation de | 33| indi-
Yo
quée au n° 18 prouve que si les quotients incomplets du développe-
b P . . .o
ment de ~ sont limités (*), on a, quelle que soit la fraction 7

b x

A étant un certain nombre fixe. Si les quotients incomplets augmen-
. e . 7, )1
tent indéfiniment, mais assez lentement (*) pour que le rapport (T’/L
- n—1

tende vers zéro, quel que soit le nombre positif 7, il y a une infinité

de fractions vérifiant 'inégalité

b

«

< —3

2
l)/

quel que soit &, mais seulement un nombre fini vérifiant

A

et
a2
yE

b Z

« }’

<

A et étant des nombres positifs déterminés.

V. — Réduction continuelle d'Hermite.

22. Hermite (loc. cie.) a fait une application de la méthode générale
«delintroduction des parameétres... » alaréduction des formes quadra-
tiques binaires indélinies. Cette méthode peut évidemment s’appliquer
aux tableaux; mais, contrairement aux méthodes indiquées aux para-
graphes Il et IV, elle nécessite, en plus des minima de /, 'introduction
d’autres points du module. Ceci tient a ce que, au licu de déterminer

(1) Math. dnn.,t. XXXIX, 1891.
(%) Cest précisément ce qui se produil pour des irrationuelles du deuxiéme degré.
1
(%) Gest et qui se passe pour cerlaines fonetions homographiques de er. Cf. Comptes
rendus, 21 mars, 2 mai rgto.

Ann. Ec. Norm., (3), XXVII. — AvgiL 1911, 20
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des points (z, o), (B, p') tels que Ao* {-o:"-' el AR+ )l(i soient

minima simultanés, on les détermine de facon que ces expressions
soient les coeflicients extrémes d’une forme

réduite au sens de Gauss. Dans ce cas, 'un des cocfficients seulement
est en général un minimum de la forme.

Je vais d’abord indiquer comment on peut compléter Ta saite des
tableaux réduits précédemment définie, par Vintroduction de tableaux
intermédiaires et en déduire une formation méthodique de fous les
tableaux d'un systéme. 'indiquerai ensuite la relation avee Ta méthode
de réduction continuelle (*).

23. Entre deux tableaux réduits conséeutifs U, U le quotient
incomplet intermédiaire ¢ ¢tant supposé supéricur v 1, on intercalera
des tableaux réduits intermédiaires, analogues aux réduites intermdé-
diaires de Serret, et de la forme

. le o)
U= * rj/lp * ﬁ{l(“ [ A=y oy g 1))
Je dirai que lasaite ainsi obtenue est la sudte compléte des tableaux
réduits, en y distinguant les tableaux réduits principawr ot interme-
diaires. Dans le cas d'un quotient incomplel égal a1, il n'y a pas de
réduit intermédiaire et, dans le cas o tous les quotients incomplets
sont égaux 4 1, la suile compléte coineide avee la suite des tableaux
réduits principaux.

Les tableaux Ui font partie du systéme de tableaux; on peut en effel
les déduire de U ou de U’ par les égalités
1k q—k 1

U == Pt U/,., Upo= x U'.
o I I o

(1) Ausujet do ces propriétés, woir une Nole aux Comples rendus, 6 juin 1g1o,



Leurs termes vérifient les conditions

\ % > 0. % >1,
(v bis) ‘ :/
’ p?<———1.

Réciproquement, siun tableau V équivalent T vérifie ces conditions,
on constate sans difficulté qu’on peut déterminer des nombres positifs
ket q—Fk tels que U et U déterminés par les égalités précédentes
veritient les conditions (1) et aient une ligne commune, ¢’est-a-dire
soient réduits principaux consécutifs.

24. Deux tableaux V, V'de lasuite complcte ont une ligne commune.
Le tableau O, que jappellerai semi-réduit, formé par les deux lignes
non communes de Vet V', appartient encore au systeme. On le déduit
en effet de V' par 'une ou autre des ¢galités

0o=" "%V, e="'"xv,
I 0 [O2 |
suivant que V' est intermédiaire ou principal. En se servant de ces
ogalités, soit pour déterminer O, soit pour déterminer V, on trouve
que la condition nécessaire et suffisante pour qu'un tableau du
systéme soit senri-réduit est que ses termes vérifient les inégalités

a
sa>o, -b->l,
[ v
(1 ter) { o
’ O<Z7<I.

Enfin de chaque tableau semi-réduit on peut déduire une infinité
de tableaux T du systeme par I'égalité

I:I;!(q" ;)x; [:><®

0o

I [ A I 1 I 1\%—1 1 1 1 1\ Pt
T:= < XX < = x < 0.
1 o 0 1 I o o 1 1 o o 1
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Les nombres ¢, sont des entiers positifs en nomhre 7 quelconque;
p est également un nombre positif ou nul (il 0’y a d'ailleurs intéret
4 tenir comple de p que s'il 0’y a aucun entier ). Les termes «"un
tableau T ainsi obtenu vérifient le systéme d'inégalités

>0, - >1,

(Il\')

Dautre part, ensuivant la méthode indiquée au n® 13 du paragraphe 11
pour trouver un tableau rédoit ¢quivalent & un (ableau donné, on
démontre que tout tableau du systéme au signe pres el i Pordre pres
des Tignes, ¢’est-a-dire & une multiplication pres par l'un des tableaux

- O 8] I

o =1 I o

peut étre obtenu de fa facon précédentea partiv d'un certain tableau ),
el ceci dune seale maniere. On obtient done ainsi un elassement et
une formation méthodique de tous les tableaux d’un systéme.

25. Considérons maintenant un tableau réduit ou semi-raduit et la
forme quadratique associée d"Hermite :

; \ b ! P N y ! ' "l [ aL 2

F(a, )= (/.a,” + 5 a");r* b 2 (/.aa' b fj(j’) ay -t (/.(5" e (.‘a')}

\ ' ' b :

Je vais chercher s'il existe des valeuars de 2 telles que Pune des deux
formes F(x,y ), F(y,x) soit réduite au sens de Gauss. Supposons par
exemple Uréduitintermédiaire; quel quesoit 2, ona|conditions (1 bis)|
I

Jot e
o - 3

T L
o't /.(:‘l' -t 7 5%,

F(a,y) west jamais réduite et, pour que F(y,x) le soit, il faut et il
suffit que A verilie les inégalités

— (}.(j” o+ % :’Z) < z(‘/.a(i o+ :}a’(j') < B+ ;-(3’*.
0 () .
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Ces inégalités sont équivalentes apreés simplification 4

1/2_(@I+ al)g
(2 +3)—e

(“/__ 5/)2_ ol?

Pl
N

(9)
En tenant compte des conditions (1 7s), on peut vérifier les inéga-
lités
oL at— (B +da )< (a — B )2 — ',
(a+BrP—a*>a'— (a—f)>o0,

qui prouvent I'existence de I'intervalle trouvé pour A%,
26. En faisant une discussion analogue pour les diflérents cas qui

peuventse présenter, on aboatit aux résultats résumés dans le tableau
suivant :

Si le tableau est : Forme réduite. Inégalités.
Intermédiaire. .. .......oo viieinieiiiiiannn F(y, x) (9)
Principal, la premiére ligne n’élant pas un

minimum de F ..ol Id. (9)
Principal, la deuxicme ligne n’élant pas un
minimum de F......ooo ool F(xr,y) (9 bis)
/ -
S F(e,y) si 2L g:%f
Principal, les deux lignes élant des minima de I :,2: 1:2 . (9 ter)
? F(r,x) si 22> %»‘:’_’r?_‘ ‘
Semi-réduit, déduil de deux tableaux principaux, s
la ligne commune n’étant pas un minimum
de Foooviniiini e Id. (o

les inégalités (9), (g bis), (g ter), (9') étant :

.'2/2—-(5/-!— a/)e _ (C(/—ﬁl)'z—a/"’

(9) (a_J‘__@)ﬂ_a:A <A< aa__(a__ﬁ)z’
) 6/3“(@1_*_&/)2 . (al___f)/)?___ﬁIQ

(g bis) e <<
(o4 p)—p? gr— (e —p)*

@l @l AV A By g2

(g ter) ‘—er{‘g)%_%>/.2> %—_—f;)—_—-g%—;
. R Ot RN G et
(9") —pr—p " S = (a—pr

Dans tous les autres cas, les formes F(x,y ), F(y,z) ne peuvent étre
réduites.
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27. On est ainsi amené @ intercaler, dans la suite complete, des
tableaux semi-véduits entre chaque couple de (ableaux principaux
suceessifs  (8'ils existent) dont la ligne commune n'est pas un
minimum de Ko On constate alors que les différents intervalles de
vaviation de A* définis pour chiacun de ces (ableanx sont contigus el
«pavent » toul intervalle intérienr a (o,2).

On obtient done ainsi la propriété suivante : S22 varie en eroissant
ou décrotssant @ partir d'une valeur initiale ., pour chacune deses
valears il eviste une [orme réduite

'4‘(’1,’ .y = -/.(Z.l' fe i’j'ry )

| B
L

= i
dquivalente « la forme d’ Hermite associce a U et la suite des tableae
o o o . . . . . . \ ,
o a lordre pres des lignes —— est identique « la surte compléte, apres
addition, s'itly a licu, de cortains tableawe seni-réduits.

Cette propricté pracise la relation entee Ta méthode de réduction
employée précédemment et fa réduction continnelle. La facon dont elle
a ¢té ctablie permettrait. méme de vetrouver un certain nombre de
propri¢tés de la réduction continuelle.

28. Ce resultal donne encore un procédé pour trouver une forme
définie réduite équivalente a une forme donnée, on, ce qui revient au
méme, un tableau équivalent & un tableau T 4 colonnes imaginaires
conjugudes (voir n® 1, Cho 1)L 1 suffit de former Ta suite compléte des
tableaux réduits Gquivalents au tablean i termes réels (voir n° 13)

'l‘ . gy (ll‘
by Iy

On cherchera ensuite, parmi les intervalles délinis par les inéga-
lites (g), celui qui contient la valeur 2. == 1.

Ceci explique pourquoi on représente quelquefois T par le module
de points réels @, de base T,. Toutefois ce module présente une diffé-
rence essentielle avee le module qu’on employerait pour la rédaction
du tableau réel T,. Une dilatation faite sur T ne fait subir, aux points
de @, qu'une homothétie et une rotation par rapport i Porigine. Par
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suite on peut prendre, comme unique parallélogramme réduit, celui
qui a les plus petits cotés; cette condition, invariante pour une dila-
tation sur T, ne le serait plus pour une dilatation opérée sur T,(").

CHAPITRE 11I.

REDUCTION DES TABLEAUX DU TROISIEME ORDRE.

PREMIERE PARTIE.

TABLEAUX A TERMES REELS.

I. — Ensemble des minima.

[. Je vais m’occuper dans cette premiere Partie des tableaux du
troisicme ordre i termes réels de laforme

! r

a d a
T=1~0 0 b
c ¢

La forme associée est une forme ternaire du troisi¢me ordre, décom-
posable

D= (ax+by +c3)(daw-+0y-+cs3)(ad"w+b"y-+c"s3).
Y ) J )

On peuat représenter les points du module @ ayant T pour base par les
sommets d'un réseau de parallélépipedes.

Je me servirai encore de lafonction limite £ (pour la valeur w = =),
en supposant le produit des parametres A, 2, A" ¢égal & 1. Cette fone-
tion, que je représenterai par f 550 (5,5,67) ou £ (5,8, £"), est égale

(1) Ces considérations s’étendent sans difficulté au cas des tableaux d’ordre n. On peut
employer des considérations analogues pour la recherche du nombre d'unités différentes
d’'un corps (woir Chap. 1V ).
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au plus grand des trois nombres
7|:-,7 7‘,|£/l~ 7.1/]::-‘//,‘

Enfin, je ne considérerai que les points de @ dont la premiére coor-
donnée est positive.

2. 1l sera commode d'avoir une représentation géométrique d'un
systtme de paramétres 2, 2/, A7 Je le représenterai par un point Md’un
plan ayant pour distances (en grandear el signe) i trois drotles con-

v o. 2T . . . ~ -
courantes faisant entre elles des angles de == (voir fig. 1 el h) log?.,

logn’, logd". Commne on a
logd + logd +logr" _ o (2,2, 0") =~ 0,

cette reprosentation est possible el est univoque. Un (el plan avee ce
systéme de reperes sera dit plan des k. Pour éviter Pambiguite, A, 2/, 2"
seront dits les parametres de M (au licu des coordonnées ). Au contraire,

un point de @sera (oujours représenté par ses trois coordonnées.

3. Pour simplifier lexposé, je supposerai dans ce qui suil, comme
je Vavais déjacfait pour le cas général, qu'il n’existe aucane relation
linéaire, homogene i coeflicients entiers entre les termes d'une méme
colonne de T. Dans ce cas, il ne peut exister deax points de ¢ ayant
leur premiere coordonnée positive et deux coordonnées de méme rang
de meme valear absolue.

A chaque point P du plan des 2 correspond au moins un point de @
pour lequel fest minimum. 1 0’y awra pas Liea, dapres la propricte
précedente, de distinguer de minimum proprement dit et pour un
point P, il y aura au plus trois minima simultanés.

4. On peut démontrer laméme propriéee que dans le cas du deuxicme
ordre : La condition nécessaire et suffisante pour qiun point (o, o, 2")
de @ (o> 0) soit un minimum de [, pour certains points du plan des A,

v e,y
Lz

est quiil n'existe aucun point (5,%',5") de & vérifiant les inégalités
o<éla, |E|T1)] 0]

sauf le point nul (0,0, o).
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Pour montrer que la condition est suffisante, je considérerai le
point P, dont les paramétres sont solutions des équations

e e l = 7.”] "], 21N =1,
Un point quelconque de & vérifie au moins 'une des inégalités
B e B 4 U - > Y B

et par suite au moins 'une des inégalités

[

L= ta=/fp (a2, a"), MY >0 2| = Lo, o a"),
WL >0 2] = Sy oy o).
On a donc, quel que soit (£, 2,5"),

.fl'(‘z’ 5/’ A

ce (qui montre qu’au point P, (z, «', «”) est minimum ¢t méme est le
seul minimum.

Ce minimum (z, 2, 2”) est obtenu par un choix entre un nombre
fini de points de &3 par raison de continuité, il reste donc minimum
pour les points voisins de P e(, par suite, dans un domaine du plan
des 7 dont je vais me proposer de déterminer les limites (*).

5. Vindique d’abord une remarque géométrique essentielle pour la
suite. Les points ayant pour paramétres

Lo v v
<F’ I, U z), (/z, ) 1”t>, (u, le, F)’

ou / est une variable supérieure 4 1, constituent trois demi-droites
issues du point M(/, £, 0") el perpendiculaires aux axes de coordon-
nées (voir fig. 1). Je les désignerai par Ma, My, Ms.

Ceci posé, le point P ayant pour parameétres (£, £, ("), pour tout point
de la demi-droite Pz, on a

W o | =0 o | >t

(1) Pour le cas du deuxicme ordre, la délermination analogue avail été faite dans la
démonstration méme du théoreme.
Ann. Fe. Norm., (3), XXVII. — AvriL 1911, 21
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ef, par suite,

VICR A = A A A
Déterminons Te point (8,567, 8”) de ¢ par les conditions
[B'] << ||, |5 <2 ]a"], 5 0 el minimu,
et considérons e segment PA de P deéfing par Uinégalite

(PA) P X P Ry I

Du choix du point (B, f/, ) il résulte qu’un point queleconque
de & vérifie au moins une des inégalités

E A PR TR 2 P NPT A X
Done f(5,%,5) est sapérieure & Pun au moins des nombres 2,

Fig. 1.

1%
i
; 4
! ;
I
1
!
]
1
!
i
i
|-
/l'
s
7
B
g

Wle[, W e|, de sorte qu’en tout point de PA on a
JSE ) = (e, dly o),

el (=, o', 2”) est minimam. Au contraire, en tout point de Az prolon-
gement de PA, on a
SB BB = (e, oy a),
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et (o, o/, o”) n'est plus minimum. Au point A, («,a’, a"), (§,5,5")
sont minima simultanés.

On déterminerait de meme B et G sur Py, Pz correspondant aux
N ’ ” NN, N, I ., .
points (v,¥sv")s (2, 2,2") définis par les conditions

ol y<za |7 "], || minimum,
|0

<=
o< <y, <], [6"| minimum.
Cherchons maintenant les points de Iangle (Py, Pz) appartenant

au domaine de (z, 2/, 2"). Pour tout point de cet angle, on a
Sz, 'y 2") =D,

¢t pour tout point extérieur au parallélogramme construit sur PG, PB,
(@,2',2") West plus minimum, car on a au moins une des inégalités

]
/s

[

122> [0 7") ou 12> [

1 a7
LB

On peut allirmer en outre qu'en tout point de la demi-bande
(Pz, PB, Bz), un minimum de /doit nécessairement vérifier les ine-
galites

0 << <<z, [Z]<I7'l.

Choisissons, parmi les points vériliant ces conditions, celui,
(&), a)), dont la (roisieme coordonnée est minimum en valeur
absolue; on aura nécessairement

[ ]=]9"]-

in tout point de la demi-bande situé entre PB et la droite I, P, paral-
lele a BP d’équation

(1,1 1o =1 2,

(2,2, 2") est minimum. Il peut se faire que le parallélogramme ainsi
3 o . . . ) ’ ’ ) U INY/2 . )
défini coincide avec le précédent (2, =8"), sinon l'on a

[0 <9, [V > > ]
Déterminons sur Py I, un point J, par les équations

(1) ha=N|a!|=1"] x|
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La demi-bande (P, =, P, 1,0, 5) jouit des mémes propriétés que la
demi-bande précédentes on la limitera par une droite Pyl, en cher-

chant un point (i, £, r,) tel que
0Ty g, [y ] =<2t [ minimuam,

N

. . . . ’ . . NN,
et ainsi de suaite. On aboutira nécessarrement au pomnl (0,97, 07), car

tous les points (27, 2”) verifient Tes inégalités
B P A N P B P

et sont par suite en nombre fini.

Done tous les points de Pangle (Py, Pz) appartenant au domaine de
(o, o/, o) sont compris entre PB, PG, ot une certaine ligne hrisée
BLJ,L...Cdontles cotés sont alternativement paralleles i PG et BP.
On déterminerait de méme les points des angles (Pz, Py, (P, Py ¢l
le domaine total est un polygone d’an seul (enant entourant P.

6. Les points (B, 85, 087), (v, ¥, 1), (2,57, 8"y el les dilférents points
(o, 'y "y sont aussi des minima pour /et lears domaines sont con-
tigus i celui de (z, 2/, 2" ). 11 en résulte que les sommets du polygone,

domaine de (2,2, 2”), sont de (rois natures :

1° Les points A, B, G (angles sortants) pour lesquels il y a doux
minima simultands, la valeur de /¢tant donnée par deux coordonndes
de (a,a,2");

2° Les points gy, 1y, .. (angles rentrants) pour lesquels il y a deux
minima simultanés, la valeur de /étant donnée par deux coordonnées
de (, o/, «"); ce sont par suite des sommets de la premiere nature
pour le domaine de (2, 2, 4" );

30 Les points 1, 1y, I, ... (au moins trais) pour lesquels il y a (rois
minima simultanés; ils sont de méme nature pour les domaines deos
minima voisins.

On voitainsi comment s enchainent les domaines des divers minima.
Il reste & montrer, comme pour le deuxicme ordre, qu’il suffit d’un
nombre finide ces domaines pour couvrir uneaive limitée quelconque.
Pour cela, eafermons cette aire 4 Uintérieur d'un hexagone H formé
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par les droites (P y, Pyz), (Pyz, Puor), (Pye, Pyy)s Py, Py, P, élant
des points convenablement choisis de pavamétees (4, 0, 1), (L, 1, 1),
(1,1, ;). Soit alors un point («@,, «,, ') du module vérifiant les
inégalilés

—

= || = ! [
(1 >~ = 7 T — 44
1 [17 1 - //l y
A Pintéricur de Pangle (P, y, Py z) el par suite & Pintérieur de I,
on a
s SCa ay dy ) =y

Soient de méme deax points (ay, ay, ), (a,, dy,ah) de @ tels qu’a
intériear de I on ait

S, oy dyy ==y ], Sy ey h .

Pour quan point (e, %/, o”) du moduale soit minimum i Uintériear

de H, il est alors necoessaire qulon ait
o iy, | e | = | ety ], || = | ey |-

o'y adone qu’un nombre [ini de minima intérieurs o H. Kn aug-
mentant I indélintment dans tous les sens, on obtient 'ensemble de
tous les mminima de f, classés, dans un plan, suivant les grandeurs
des nombres

1 1 1
oz o |3 [ oo o |* | oo’ o [*
2

p il d (parametres de P).

II. .- Ensemble des tableaux réduits.

7. Conformément aux conditions générales (A) (), & chaque som-
met T commun A trois domaines nous ferons correspondre un tableau U

(1) Sur Jes propriétés du paragraphe II, ¢f. Minkowski, Ann. de l'Fcole Normale,
1896. On Lrouve précisément dans cet article les condilions de réduction citées plus loin.
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constitue par les trois minima simultanés en ee point 1 :

o o o
[P R

” ]) iJ i
Y "

77 7

Yar analogic avee le deuxicme ordre, nous prendrons pour premicre,
deuxieme et troisitme ligne les points pour lesquels Ta valeur de f est
obtenue pour la premicre, deuxitme et (roisicme coordonnee. Les
termes de U vérilient alors « priord les inégaliteés

SR

'
.

it
4
i

(1) (o By ) oo
I Gy 247 ) Oy - . P L .
A 0 e A B

Dans le cas oit ACU) n'est pas nul, U est un tableaa du moduale of
sera it réduit. ST AU ) o, U sera dit rédudt de dewrvicme espeee;
dapres la méthode générale, il conviendrait de e remplacer par un

tableau & déterminant non nul ayant avee le premier deux lignes
communes. Pour la symétrie des notations, je considérerai, en meme
temps que toul tableau reduit de deuxicme espece, un premier,
deaxieme el troisicme lableau réduits adjorints

oy w, o a o 2 a7
Vi p pop, V. B0 By OB, V, 5 5 B

. oyl ot . ot o . oyl .

Y A 7 A

Ges tableaux devront vérifier les inégalités (1), avoir un détermi-
nant non nul, et ces conditions ¢tant remplies, =, ]{5’,

2| seront
choisis les plus petits possibles. Etant donnée Phypothese du n® 3, ils
sontainsi bien détermines.

8. Gonsidérons des tableaux U, Vi, V, ou V, formés de trois points
da module et vériliant les incgalités (o). (1 vésalte presque immédia-
tement des définitions que :

1 Pour que U soil réduit de premiére ow de dewnicme espéce, i faut
et ol suffit que tout pornt (1) de ¢ vérifie ' une au moins des inégalités

2] >, ou [ = | ou 2" 2| 9" |5

(*) Saul le point (o, 0, 0.
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20 Pour que N | sort un premier réduit adjoint (V), il faul et i swffic
que tout point de & n'appartenant pas aiw sous-module 9% de dimen-
ston o conlenant (5,538, (voy's "), eérifie Uune au moins des ine-
galitds

[E) e, ou P2 =6, ou [2 ) =" s

tandis qu’ aw contraire il existe un pornt de W (o, %' oy vérifiant simul-
tanément les inégalites

e T ' B |4 N PO P P

Nous sommes maintenant en mesare d’étendre au troisicme ordre
la propriéte déquivalence des tableaux réduits (propriété qui ne parait
pas s'élendre au i ogrdreey s Toul tableaw rédut de premicre espéee
et tout tableaw réduit adjornt a un tableau de dewxicme espéee sont équi-
palents a'l'.

Supposons par exemple U de premitre espeee, il y a une base 'l
de @ de fa forme S PU S tant de la forme (4) (Chap. 1, n® 7).

Posons

\i

J’
l/ 2 "
!

(A AN | T

o "

N T
2 " ,// r 1 1 !
o ol

popsp g - el détant des entiers vérifiant les conditions

,p' 1

/la— Aiad o1

of® ) f/’ /)” 1 /)7 ol ) (l’ d -
AR

el tels, en outre, que S soil & (ermes entiers. Le méme procédé que
- _ P9 p .
pour le deuxicme ordre permet de montrer que 5 et £ sont égaux i 1.
d d =

Siod est différent de 1, supposons d’abord 'une au moins des frac-

(1) On a évidemment des conditions analogues pour le¢ deuxiémeo et le troisieme ad-
joint.
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tions

" ! ) O 0 o
ANVAT par exemple Ta premicre, inféricure a4 - On devrait
d|d P

alors avoir

‘ /’” - (l -1
plod—o T
Lo ol ’ , ’
o od , g1 d—
a7

suivant que d est pair ou impair. On en déduirait ou

I !
e |2 L Ly
Lol = VAR R ///' Y A T
ou
o -1 o — ¢ I
lel <= e vy By
et de méme
Pedl<<IB'l, e l=<1y]

et ce cas est impossible. Supposons alors

s
B

"
/)

174

) )

on peut disposer de T de facon que les deux systémes de (rois
" ! Y !
/ (/ I /l l/ 1 ‘'
ombres &, L, - — L, L, = pe présentent aucun des ar-
WOMDYCS ‘o G2 a5 = a0 d i l ‘ ‘ 4
angements de signe présentés par les termes des colonnes de UL On
aurait encore dans ce cas

] = Al A I
et de méme
el <IB'l, Il <y

Ce cas est done encore impossible; done d =1 et T est identique
au().

On peut faire une démonstration analogue pour le troisitme réduit
r 10y ) v ap ‘ N ey o » ) 7% 2 ..”
adjoint, en remarquant que les inégalites e, | < o, |, | <|P'], ¢/ | <Y,

(1) C/[. pour des démonstrations analogues : Herwrrz, Gott. Nach., 1897 ; MiNkowsK,
Diop. App. (Adaptation eines Zahlengitter), ete.
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sont encore impossibles, car (e,, ¢|, ¢}) n’appartient pas au mo-
r . .. ..
dule o <Zl = o>- Dans le cas du premicer et du deuxi¢me adjoint, on
utiliserait des égalités de la forme

L r
d d d d o 0
e L P pr g
"= o 7 d,<V1, l_d 7 dez.
Vi P q
o (o] Cl d [e] d

9. Considérons maintenant un tablcau U-ou V équivalent & T et
dont les termes vérifient les inégalités (1).

[. Pour qu’un tel tableau soit réduit de premicre espece, il faul et il
suffit que ses Lermes présentent I un des arrangements de signe () (A,),
(Ay), (Ay), (BY), (By) et vérifient les systémes de conditions correspon-
dantes :

-+ € f - € kil -+~ 3 )
(Ay) + —ce 7, (Ay) +- —e —m, (Ay) = & —;
-+ e —m 4 — 7 “+ —& —
a <P+ j/l< o |+
" B+ | IBI<lElly
lg>7 ou |B'|>]a|

Dllal>1y] ou |a|>]|p"]
(1rI<le’|+]6]

Adl,se on [y]>]e)

—+ € N -+ € 0
(B1)+ — & N, (B2)+ —& —N;

+ —& — -+ e —mn

(]{1)37>ﬁ, ou Ia’[>[y’l’ ou [B"]>a"];
(]32) ;@>'/, ou l./l|>lall7 ou [a//|>|@//[.

1. Pour qilun tel tableaw soit le premier, deuxicme ou troisicme
réduit adjoint d’un tableau de deuxiéme espéce, il faut et il suffit que ses

(1) Dansces conditions les lettres e, o désignent Ie double signe == sans qu'il y ait de
relation entre les signes ainsi désignés. '

Ann. Iic. Norm., (3), XXVIIL. — AvmiL 1911, 22
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termes présentent U'un des arrangements designe (A ), (A,) ou (Ay) et
verifient les coniditions :

‘ a>p+7 ,
Ha'l>17] ou |o]>]¢
N E I
(A")('/:;.(j ou [ =]a]

S 'j”>'|“'|"'l~l'/’}

(B=>vy ou AN

(A/1) (A'_,)

Il est d’abord impossible que deux lignes de Uoude Vi (2,2, 27),

(B, ', B") aient les mémes signes, sinon le point de @ (z — B, 2" — @,
o’ — (), distinet da point nul, vérifierait les incgalités
o —Bl<a, |a'—@<|p), "B <max (2] B 2]/

4

La considération dupoint dea (B a4y — o, B4y — o/, 74 y" - 2"),
distinet du point nul, puisque A(U) =/ 0, montre de méme que tout
tableau V ou U ne peut présenter que Pun des cing arrangements de
signes indiqués.

Considérons I'un des arrangements de signes (B,); le méme raison-
nement appliqué au point (o~ B +y, o — B -+, &' — " +v"),
dont les valeurs absolues des  coordonnées sont @ (o -y —f,
[B/]+ 1| = ¥ 1Y+ 1B7] = |2"]), montre que les conditions (By)
sont nécessaires pour tout tableau U ou V. De méme, pour un des
arrangements A, la considération du point (o vy, o B -+,
2" — B — ") montre que la deuxicme condition (A,) est nécessaire
pour tout tableau U ou V, tandis que, en se servant du point
(B4, B+ B+ "), on montre que la premicre condition (A,)
est néeessaire seulement pour tout tableau U. (Ge point appartient
en effet au sous-module are.)

Réeiproquement, soitun tableau ¢quivalent i T, de la forme (B,) et
vérifiant les conditions (B,). Tout point de @ a des coordonnées de la
forme :

Zo A= yB A5y, wo Ay sy, wa by B sy,

el une discussion simple montre que, suivant les cas, on a, quels que
soient x, y, 5, les valeurs (0,0, 1), (0, 1,0) (1,0, 0) exceptées,

latyf syl >a  ou |wa b yEay =],

ou |wa -y B sy | =y e
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Un tel tableaw est done réduit de premitre espéce. Il en est de méme
de Ta forme et des conditions (A)).

Il estdone nécessaire qu'un premier tableau réduit adjoint V, soit de
laforme (A,) et vérilie les conditions (A] ); le méme raisonnement que
pour les tableaux de premiere espéee montre que ces conditions sont
suflisantes. En outre, le tableau rédutt de deuxiéme espece auquel est
adjoint 'V est

Py By By
B £ B’

!

v / 7

La démonstration précédente s'étend évidemment, par un simple
changement de lettres, & la forme (B,) et aux formes (A,), (Ay).
En rapprochant les dillérents résultats obtenus pour les premier,
deuxicme et troisitme adjoints, on trouve que tout tableaw réduct de
dewxiéme espice présente un des arrangements de signe

-t 2 1
(€) == g~
+ - )

et verifie les égalitcs
o =0 A,
(€) ol =Bl

ol = (3// . }l/f.

10. Ces différentes conditions permeltent de trouver un ré-
sultat important pour la valeur de A(U) ou de A(V) qui, d’apres le
dernier (héordéme du n® 8, est aussi ¢gale & A(T). Considérons, par
excmple, le cas (B,); les six termes du développement de A(U) ont
pour signe en, saul le terme By'e”. Mais, d’apres les conditions (B,),
on a une des trois inégalités

(e | <l | <ygel,  ou By | <|falat| <| By,
ou |7 | <IBy B <|oyBl.

Le déterminant a done pour signe en et est supéricur en valeur
absolue & son terme principal «y”. On trouve le méme résultat pour
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le cas (A, ) car les six termes sont de signe de en, & Pexeeplion de

o "y, qui vérilie 'une des inégalites

[Py | < BB |+ B | < | By e | - | "o
ou )
Ll y' | <IBE"' |+ 7B | < | By | Ly P

Enfin, pour le cas (A'), en supposant par exemple [o) | > ]},

on a
EN I LN A e A R VA R K

> I {Zlﬁ,'/”l - |ﬁ{3”'//! - ./‘fj// /( l__ l a“fj//,/ll

LAV [ >y [ (B by —e) [ B/ | = [ (B =) B

ou

En remarquant que § v est un terme du tableaa réduit auquel est
adjoint V, on peut énoncer le résultat géndéral @ Dans tout tableau
réduit de premiére ou de deuxicme espcee, on a

(=) || <1A(T)

11. Cette inégalité permet encore de trouver une limite supérieure
duminimum dc/pour un point queleonque M de paramétres A, 2, A",
Supposons, par exemple,

Sule, o o) =la,

et choisissons un sommet I du domaine de M, tel que M soit intérieur
D oo 3 / ' g 1 - -, Y] Y
A l angle (Iy', Is"). En désignant par (B, 8, 8"), (v, ¥, ~") les autres
minima au point I, on conclut de la condition précédente

A UL A P A
Mais, d’autre part, on peut éerire Uinégalite (2)

| 2o BLAET | <[ A(TY],
d'()fl 1’0” dédult (4)
Sulo oy oy < YTA(TY .

(1) Pour plus amples développements sur co sujet, woir la question analogue pour le
deuxitme ordre (Chap. II, n® 7). Il est & remarquer que la propriété n'a ét6 démontrée
dans le cas présent que pour un module n’ayant pas de point sur les axes de coordonnées.
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III. — Enchainement des tableaux réduits.

12. Les points Idu plan des %, auxquels nous avons fait corres-
pondre des tableaux réduits, forment un réseau de points, reli¢s par
des lignes brisées (*) (voir fig. 5). On peut done dire aussi que
I'ensemble des tableaux réduits a é¢ ordonné en un réseau de tableawe.
De chaque point I partent troislignes brisées dont le deuxicme sommet
apres Ioest un nouveau point du résean. On obtient ainsi (rois
points I, 17, 1" qu’on peut appeler voisins de 1 el, par suile, trois
tableaux voising d'un tableau donné.

Laligne brisée 11" séparant les domaines de deux points minima,
les deux tableaux U et U ont deux points communs, le premier
point de U, par exemple, n"appartenant plus & UL Ko outre, 11 ayant
entre et I un sommet de Ta nature A, Bou G pour Pun des domaines,
de Lo nature J pour Pantre, Pun des points communs i U et U oceupe
le méme rang dans les deux tableaux, lautre oceupant des rangs dif-

férents.

13, Afin de n’avoir que des tableaux équivalents entre cux, on
peut convenir de remplacer chaque tableau de deuxitme espéce U par
ses trois adjoints Vi, V,, V,. Le tableau YV, sera considéré comme le
voisin de celui des voisins de U qut ne contient pas le premier point
de celui-ciy de méme pour Vet Vo En outre V,, V,, Vo seront voisins
entre cux. Ceei reyvient, au point de vue de La représentation géome-
trique, 4 remplacer chaque point I correspondant & un (ableau U de
deuxitme espece, par un petit triangle dont les sommets correspon-
draient respectivement d Vi, V,, V.

Deux tableaux voisins de ce nouveau réseau, suivant qu’ils corres-
pondent i des points différents ou i un méme point, sont liés par une
égalité de 'une des deux formes

m L = m ki {
Usz= 0o 1 o x UV ou V=1 o —1 xVY,
1o 0 o o 1

(1) Pour des classements analogues, voir Cusrve, dnnales de U Fcole Normale, 1880.
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ou par des égalités analogues oblenues par une permutation conve-
nable de lignes et de colonnes dans les tableaux unimodulaires.

14. Ilreste i indiquer un algorithme pour trouver la forme du tableau

unimodulaire et déterminer les entiers 4, m et le double signe. Consi-
dérons d’abord le cas de deux tableaux correspondants & des points
différents. Ayant choisi la ligne de U qui n’appartient pas 4 U’, on
déterminera la ligne qui doit occuper In méme position dans U et U’
par les conditions (1).
. Jemploieraialors les notalions générales suivantes :«,, w,, u,, ligne
ayant la meéme position dans U et U5 ¢, 9., ¢,, ligne commune
AU et U ay,a,,ay; x,m, 2, aulres lignes de U et de U'. Les
indices seront supposés les mémes pour les termes d’une méme
colonne et lixés par les conditions

ty, dy, ¢y diagonale principale de U,

Uy gy Xy » u’.

Les inégalités (1) peuvent alors s’ éerire
|

[y >|ai, [ aa| > 02| 2 | s], Sla'xl~':lml,
(3) L] > [ 1| (3 bis) A (3 tery {|ay] < | ouls
| 03] > l”u[; ( [y ] o] 0y |-

D’aprés Iégalité qui lie U et U7, on doit avoir
(4) gmam= Ly ey —— 1, (é==1,9,3).

Il s’agit de déterminer £ et m de facon que U’ soit réduit de premiére
espeee ou réduit adjoint. D’aprés ce qui précede, ce probleme est
possible et d’une seule facon.

. uy Uy w, u, .
15. Premier cas: —. = <o, == >0 — Les signes des «, ¢, a
. 2] V3 4 9 LA
sont respectivement
&y €y €35 &y, EEy, — &g NEry  — NEay  TENEy;

il y a ambiguité pour le signe de a,, ce signe étant == e, suivant
que U est d’'une forme (A) ou (B). Le tableau U’ est nécessairement
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d’une forme (A) (premiére espéce ou adjoint), et les signes des @
sont
ghey, —e'ey, —eey;

¢ ¢tant déterminé de facon que les termes de la premiére colonne
de U’ soient positifs. Bn désignant par ¢’ un signe & déterminer, éeri-
vons les ¢galités (4) sous la forme

(5) iz nar— bu; -+ mev;.

En multipliant les deux premicres égalités (5) par e, et —e,, on
oblient
e’ || =y | — L] w, |+ m|o],

el | = ay| - L uy| = m ],

De ces égalités on conclut que £ et m doivent étre de méme signe,

et m positif et non nul pour que les inégalités (3 ter) soient vérifices.
La troisicme ¢galité (5) multipliée par — e, peut alors s’ ¢erire
) : v s ]

ele" |y | oo | ag| - L ey - | ey ),

ce qui prouve que € €” == -1 ou & ==¢". D'autre part, U" étant d’une
forme (A), en plus des conditions (5¢er), on doit avoir || >|v,|
ou |, | > |u,|. Done il est nécessaire que [ et m (IZ0, m > o) vérifient
les conditions

o< |ay| —Lu |+ m|e | <]l

o< |ay|+ Lug|—m|o] <] vel,
“” (lad=tla]sminl>]o]

ou
( | as| 4 Lfug| —m | vy > sl

En utilisant une remarque déja faite sur 'unicité de la solution,
pour montrer que ces conditions (6) sont suffisantes, il suffit de
montrer quelles sont vérifices par un et un seul systéme de valeurs
entieres de /et m. (Vest ce qui résulte de considérations géométriques
simples. Les nombres [|u,| — m|e,|, —{|u,]+ m]e,| sont les coor-
données des sommets d’un réseau de parallélogrammes. Les condi-
tions (6) expriment, en supposant /[ ct m déterminés, que le
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point (Ja,|, |a,]) est & 'intéricur d'un certain hexagone (') abedef
(voir fig. 2), a cotes paralleles aux axes de coordonnées, et relatif an
sommet A du réseau. Les divers hexagones relatils & (ous les points

Irig. o,

\J

\

du résean et deduits de Pun d’eux par translation recouvrent le plan
sans trou niduplicature, le point (e, ], |a,|) est done a Pintérieur d'un
seul d’entre cux qui donne Panique solution des inégalités (G).

On pourrait employer cette méthode géomeétrique ou une discussion
directe pour (rouver une méthode arithmeétique de recherche de £ et .
Jindiquerai seulement o méthodesuivante : en se servantdes mincurs
de U ou des termes de U™', on peat dabord déterminer Lot M tels
que

ou

{'nal::: g~ Mew, 5|r(l|~.—; L|wg|-+M]e|
nay =L, Mep, (|| =—L]uy|—M]oy]

On chercheraensuitedeuxentiers/, etm, tels que|L— £, | et [M +m, |
. . ;e T . ,
soient inférieurs i > el les entiers Let m seront donnés par 'une des
trois formules :

ly—p 5 Lh—p ly—p—1
2

’ s
[ 1my—p (ml——pa-t my—p

(1) La construction de cel hexagone est indiquée sur la figure.
I
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p ¢lant un entier positif ou nul et inféricur 4 la plus petite des parties
enticres de

2|y 2] 95|
, 3
[ —=Tos] " Toa]—]usl
a .y 144 s U Uy .
16. Deuxiéme cas : r}‘—i o, (_:‘—; <{o. — Les signes des u, des ¢

&y, &y, Ey; EEy, — &y, -—E&E3; NE, =g, IF TE,

en prenant le signe supéricur ou inférieur suivant que U est d’une
forme (A) ou (B). Le tableau U’ peut étre @ priori de 'une de ces deux
formes, mais n’est pas adjoint, car le tableau formé par les points
(g, ty, wy), (90,02, 93), (g —e0,, t,— €0y, uy— ep,) ne présente pas
Parrangement de signes (G). Suivant que U est d’une forme (A) ou (B),
nous ¢erirons les ¢galités (4) sous la forme

(7) " na— lug 4+ meyy,
(8) e"wi=na; - lu;— meo;.
Une discussion analogue & celle du cas précédent montre qu’on doit
avoir, suivant la forme de U,
lzo, mZzo,
[Z—1, mzr.
e, Gtant le signe de @y, ¢'e” est égal & == 1 suivant que U et U” sont de
meéme forme ou de forme différente. Enfin, i/ est necessaire que et m

vérifient Uun des systémes de conditions (le double signe étant déter-
miné, comme plus haut, par la forme de U)

( o>ay | — L u | +m|oy|>—|w],

(

v | lal = el <l =t | = ml ea] <] val;
o< a, | —Llu|+m|e | <|ul,
o< |ay|—Llay|—m|ey| <] vs |,

(g bés) *la | —lu | +mle | <]ei],

ou
Jay| = Uy | —m| oo > wy].

Ann. fie. Norm., (3), XXVIII. — AvRiL 1911, 23
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Suivant que [/ et m veérifient les conditions (9) ou (9 bis), le
tableau U’ sera d’une forme (A) ou (B).

Employons toujours la méme représentation géométriques; les condi-
tions (9) expriment que le point (=|a,|, |a,|) estintérieur A un certain
rectangle abed (voir fig. 3) et les conditions (¢ bes) expriment que ce

Fig. 5.

S [ i .
N N ! .

R AT N N s
. -
g, ). T ; ..
e ()‘"\\ AN &
N

pointestintéricurdun certain hexagone A defgh adjacent au rectangle.
L’ensemble de ces deux figures constitue un octogone A abeefgh, el
les divers octogones relatifs & (outes les valeurs de £ et m recouyrent le

ricur d’un seul d’entre eux qui donne la solution unique de 'un des
systémes d’inégalités () ou (g bis).

La méthode arithmétique indiquée dans le premier cas se simpliflie
dans le cas présent. On détermine encore les entiers L, M et les
entiers I, et m,. Les entiers cherchés sont alors un des sept systémes
de nombres :

li ll'——l 11 e 1 ll ll — ] ll po— ll -'l‘l.)

my my my——1 nmy—1 my—1 my— 1 my— 2.

" LIRS u u - .
17. Troisiéme cas : ‘—'- ;—“— > o0. — Les signes des u, des ¢ ¢t des «
1 3

sont respectivement :

€1, &2, Ey; EEqy - EEy, EBy; Ny, = My == N1Ey;
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Uest de 'une des formes A, soit de premiére espece, soitréduit adjoint.
Le tableau U’ peut étre @ prior: de 'une des deux formes (A), (B),
mais n’est pas réduit adjoint. Nous écrirons les égalités (4) sous la
forme

(10) = a4 lu— meegy
on (rouve cette fois les inégalités

[, mz2i, {Zm,

1

et en désignant par €e; e signe de a, on a ¢¢"=1. Enfin, ¢/ est neces-
saire que [ el m vérifient Lun des systémes de conditions
(11) {lod—lu | >—]a | —L]a [ +m]e|>—]al,

| o>|az|——1]1/2[——m|v2|>-——]uz|;
j o> —|a;|—lu | +m|o | >—]u],

11 bis
( ) | o< |ay|—Lluy| —mle, | << |oul

Suivant que I et m vérifient les inégalites (x1) ou (11 bis) le
tableau U sera d’une forme (A) ou (B).

IWig. 4.
[
Y . e
. e - \
\ = A\ \
=N \ \
% ' )
\ \ \ ‘\.\ \
\\‘ "\ p \\ A\
NN T\ !
\\ \ (8) , \\ -
\ e N
\ R fETT AN

Y SRR v {L’ | \
\ A\l
\ \ A \

mxg\l,), - \\

\ \

L\

oN m\\ \ x

En considérant encore le réscau de parallélogrammes ayant pour
sommets les points ({|u,| — m|o,|, l|us]| 4+ m]e.|), les conditions (x1)
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et (11 bis) expriment que le point (— |« |, |a,|) estintéricur & un cer-
tain hexagone, formé de deux rectangles correspondant respective-
ment & chaque systeme de conditions (voir fig. 4). Les hexagones
pavent le plan sans trou ni duplicature, ce qui montre que les condi-
" tions précédentes sont suffisantes.

En déterminant encore L, M et les entiers {,, m,, les entiers chercheés
sont alors I'un des six systémes de nombres

{, U1 Uy 1 A l, —1 L 1,
my my My —1 Iy ~—1 My ==1 Ny =2,
Dans le cas particulier ot U est réduil de premiére espece suivant
qu’on a

a o
i B ou e,
4 o
on a
l=:0, m =21 et U est d’une forme (B),
l=1, mo==1 et U est d’une forme (A).

18. Pour deux tableaux voisins correspondant & un méme point I,
on est ramencé au premier cas ¢lwdié. Par exemple, pour passer d’un
premier & un deuxitme adjoint, il saffitde poser

== o, sy, Ay 2 Dy,
v gl s gl 4

Uy ol gz 7, y ey,
" J—4 el

Uy==ad, 'y == Wy n Uy

on sc trouve bien dans les conditions de signe du premier cas. L'ing-
galité |o,[ > |uy| n’est pas nécessairement vérifice, mais on peut
remarquer qu'il n’a pas ¢té fait usage de cette inégalité pour le cas en
question.

19. 11 est & remarquer que, dans les trois cas et quelle que soit la
méthode employée, il suffit pour caleuler /et 7 de connaitre les Lermes
de deux colonnes convenablement choisies. On peut rapprocher ce
fait de ce que, dans la réduction des tableaux du deuxicéme ordre, le
quotient incomplet ne dépend que des rapports des termes d’une
colonne.
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On peut facilement appliquer Ualgorithme précédent a chaque cas
particulier. Jai indiqué dans le ablc w ci-dessous les différents cas qui
peuventse présenter et, pour chacun d’eux, les valeursde w,, uy— ¢y, ¢,
ct les formes particuliéres des équations (5), (7), (8) et (10).

n

a o o
Le tableau primitif est & g’ @. La ligne nouvelle est z, =/, «”.
A
Pour les doubles signes le signe —+ correspond au cas ou le
tableau obtenu est d’une forme (A), le signe — au cas ou il est

d’une forme (B).

Ligne

Tableau. supprimde.
Al ou A
Al pme
IIH
; IH('
Ay
Ay ou Al
5"”'
\
ll'('
A_‘ )m(
';Ill'
Azoul
lrt-
”l .)m(:
? 3!11«
|
g e
,;2 ‘),"w
( ';’ll"

Condition.

B

T 2
I

W™

{2

Uy Uy— ), Oy

7 —

pe )

BB =t s

oy —

_(17!,\{1_‘7_,/" o'
%y o [, "
lr_)ll [‘3‘”—-“ 71”
e

e
(a i Ll

ayo =y
(o
{_u gl/__ ar “rl
,1 »__‘ ﬁu
1y — B8
¢y ﬁ' =’y
,_{l,/ ( r]'ll q'
oy o =,
{.}Jl’ l’j”"‘"l’, all
1 r/ll-_p pl!
PaB—vr
i’
"(" It B @
{, 'f "7/
TR
'7 1"__{4 Pll

]QI {_)’Il___a

__Q"@
/j}v é“ f7 (
”17 - (7{
,{v;,(r__— “:/ a
ELg —aa
ot~

——

Cas.

Jme

e
gme

er

g me
16"

o me

'.;mc

o
g me
l('l'
ome
1"
gme

ame
Jme

1t
gme
e
nne
rer
pme
e
g me
per
pmo
1er
Qe

Colonne Tableau

inulile. obtenu.
S 2 Az ou By
{3 Ayou B,
3 Azoud

[ Ay ou By

2 Ay ou A

I Az ouB,
3 Azoupy

2 AjouB,

3 AgouBy

? I A;; ou B,
I Ajou Al

2 Azou B3,

2 Ay ou Al

3 AjouB;

1 Ajou Al

3 Ay ou B,

S 1 A,ouB,
( 2 AjouB,
3 Azou Al

P Ajou By

1 AjouA]

3 Asou By

2 Ayou A’g

1 Az oub,

P Az ou

3 Ajou By

3 Azou Al

1 Ay 0u By

X Ay oud]

2 Ajzoulby

Valeur de 2.

= (—a-+ly+mB)
F(—a+1B+my)
B— la~-my
B Iy = ma
= la--mf3
Y =B --mu
o~ {B—mry
o ¢ —mf3
B A lo—y
B —lf - mo
— LB 4 mx
(= L2 —mB)
o~ —mf3
a— I3 —my
— By - mz
E(—p+la—my)
v —IB+ma
Lz —mf
o+l —my
o—b—mpP
B+ lp+ma
= (P lz—mry)
y—lo+mf
§ 4= ma
a—-bp—mB
a—IB—my
B—Lla4+my
B+ by +mz
Y+ If+ma
(4 le—mf)
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Les cntiers [ et m y sont positifs ounuls,  pouvant exceptionnellement
otre ¢gal & — 1. On voit sur ces résultals que tout tableau réduit de
deuxitme espece a pour voisins des tableaux de premicre espece.

Il'y auraitlieu, comme pour le deuxi¢me ordre, d’¢tudier I'ensemble
des couples d’entiers £ et m, et de rapprocher la mdéthode suivie
d’aulres méthodes de réduction possibles. Pour le cas o =2 ¢t apres
introduction de tableaux réduits intermédiaires, on serait probable-
ment amené aux ensembles de tableaux étudiés par M. Charve.

Enfin, jai supposé qu’il n’existait aucune relation linéaire, homo-
géne, i coeflicients entiers entre les termes d’une colonne deT'. A part
quelques modifications relatives & la forme des domaines des minima,
les considérations précédentes s’étendraient encore, ‘en général, aux
cas particuliers non envisagos.

DEUXIEME PARTIE.

TABLEAUX AYANT UNE COLONNE A TERMES REELS ET DEUX COLONNES
A TERMES IMAGINAIRES CONJUGUES.

20. Soient maintenant des tableaux de la forme

! ] ’ co 0 ’ sl
a o a oy -t lay oy — id|
T=10 b U =0b b, iy b,— .

¢ ¢ ¢y -y ¢y i)

La forme associée est une forme ternaire indécomposable, produit
d’une forme linéaire par une forme quadratique définie, somme de
deux carrés. On peut représenter les points du module & ayant T pour
base par les points réels du module &, ayant pour base

! (2
a a,

Tyz== 0 U, V.
¢ d, ¢

1l'y alieu de faire la méme restriction que pour le deuxi¢me ordre
(Chap. IT, n° 28) au sujet des dilatations opérées sur @ et @,.



SUR CERTAINS ENSEMBLES ‘DE TABLEAUX, ETC. 183
Dans la fonction limitefd’Hermite, iln’y a plus que deux para-

metres arbitraires 2, - et pour un point (£, &, &) de &, cette fonction

" 3 % €) ) i r
(ue je représenterai pal S (&, 2), est égale au plus grand des deux

nombres :

MEL S8

21. Je supposerai encore qu’il n’existe aucune relation linéaire,
homogene & coefficients entiers, entre les termes d’une méme colonne
de T et je ne considérerai que les points de @ ayant leur premiére coor-
donnée positive. A chaque valeur de A correspond au moins un mini-
mum de /, mais il pcut se faire qu’il en existe plusieurs ayant méme
valeur absolue pour la deuxiéme coordonnée. En faisant une conven-
tion analogue a celle déja faite, dans le cas du deuxitme ordre pour
les minima proprement dits (Chap.1I, n° 3), d’aprés U'hypothése pré-
cédente, aunevaleur de A correspond au plus deux minima simultanés
proprement dits.

Pour rechercher les points de & minima, on peut encore se servir de
la propriété : La condition nécessaire et suffisante pour que (o, o', o)
de @ sott un minimum proprement dit de [ est qu’il n’existe aucun

point (£, 8 , &) de & vérifiant simultanément les inégalitcs
o<E&Ze,  [E]Z]],

sauf le point nul (0,0, 0).

On peut faire la méme démonstration que dans le cas du deuxiéme
ordee (Chap. II, n°® 3) en introduisant encore des minima (ﬁ,ﬁ',_ﬁ—'),
(v, v, ¥) précédant et suivant le point donné, et des valeurs A, A,.
On est conduit aussi de la méme facon & Pexistence d’une suite des
minima, qui, d’aprés I'hypothese faite, est illimitée dans les deux sens.

929. Deux minima successifs de la suite constituent une matrice,
que jappellerai réduite :
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Ses termes vérifient « priord les inégalités

(12) o> o0, p>o, a>f, |2 | < {J'I,

ce qui prouve que 'un des mineurs n’est pas nul. Daprés les condi-
tions (B), une telle matrice pourrait done constituer les deux premicres
lignes 'un tableau réduit.

On peut encore démontrer, au sujet des matrices, des théorémes
analogues & ceux énoncés pour les tableaux réduits du deuxicme
ordre : 1 Pour qu’une matrice de & vérifiant les conditions précédentes (12)
soil rédutle, Ul faut et il suffit que toul point (%, %, ?) de @ verifie au
moins Uune des incgalites

[E] > e ou [E" =B

2° St une matrice est réduite, ses dewx points sont des points de base
du sous-module I de dimension o qilelle défindt.

II faut entendre par li que, si Pon considere, dans un espace de
dimension 2, un module type o isomorphe holoédriquement a or,
les correspondants des deux points de la matrice constituent une base
de o, Enfin on peut indiquer comme inégalité nécessaire, en plus
des conditions (12),

(13)

Il suffit, pour le montrer, de considérer le point de o de coor-
donndées (2 —pB, o' — B/, 2/ — B). De plus, on a ainsi les seules condi-
tions nécessaires, qu'on peut exprimer par des inégalités entre les
termes de la matrice. En effet, en procédant comme pour le cas du
deuxicme ordre, on montre que les inégalités (12) et (13) entrainent
les conditions de la propriété 1° précédente pour tous les points de o,

23. Du classement des minima on déduit le rangement des matrices
réduites en une suite doublement illimitée. On peut se proposer de
déduire toutes les matrices de la suite d’un certain nombre d’entre
elles. Ce probléme peut se ramener au probleéme analogue traité pour
les tableaux du troisiéme ordre i termes réels, en utilisant les résultats
suivants :
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I. Btant donné dans & un point minimum, le point correspondant
de &, est aussi un minimum.

II. Ltant donnée une matrice réduite dans &, la matrice correspon-
dante dans @, peut étre déduite d’un certain tableau réduit de @, (de
premicre ou de deuxi¢me espéce) en supprimant la troisieme ligne de
ce tableau.

Ces propriétés sont des conséquences d’une remarque tout i fait
analogue 4 celle qui a servi & montrer qu'un minimum de F était
aussi un minimum de /' (Chap. II, n° 14).

24. Pour avoir une suite de tableaux réduits, il faut ajouter une
troisicme ligne & chaque matrice réduite. On pourrait faire cette addi-
tion de facon qu’au tablean V ainsi obtenu corresponde dans &, un
tableau V, réduit de premicre espece ou adjoint & un tableau de
deuxiéme espece. Cette addition, d’apres ce qui précede, est possible
et d’une seule facon. En outre, d’apres les relations qui lient respecti-
vement T, T, —T,,V,—V,V,, le tableau V est ¢quivalent a T.

On peut encore appliquer la méthode générale (conditions B). La

. . - . . 0 Lo
valeur 7 ¢tant déterminée par I'équation lo = +|B[, on peut déterminer

un point «, «', @ de & n’appartenant pas au sous-module 1L et tel que
J2(u, ') soit minimum. En cas d’ambiguité, on ferait un choix comme
pour un minimum ordinaire (n® 21). On obtient ainsi un.tableau
U[A(U) =~ o] et, étant donné un tel tableau, on vérifie aisément qu’il
esl nécessaire que tout point de @ n’appartenant pas 2 oL ne vérilie pas
simultanément les inégalités

[£]<max(er, B, w), &' <max(|o'|, |8 [«])-

De cetle propriété on déduit, en appliquant le méme raisonnement
qu’au Chapitre IlT, n° 8, que U est équivalgnt aT.

Le tableau U est done aussi équivalent au tableau V, de sorte qu’ils
sont liés par une égalité de la forme

1 o 0
U=o0 1 o x V.
I m —£1

Ann. Ee. Norm., (3), XXVII. — AvmiL 1911, 3/
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ln cherchant & déterminer £ et m, on serait conduit a un algorithme
analogue & cclui indiqué pour Uenchainement des tableaux & termes
réels, mais on aurait dans le plan des variables complexes un pavage
formé par des polygones curvilignes limités par des ares de cercle.

CHAPITRE 1V.

ORDRES D'ENTIERS ALGEBRIQUES.

I. — Groupes abéliens de tableaux a4 termes entiers.

L. Je vais d’abord donner une application des principes indiqués
au Chapitre I, paragraphe I, & I'étude des entiers des corps algé-
briques, ou des ordres d’entiers ('), Considérons un tableau Ta (ermes
entiers (*); son équation en A est dordre n, & coellicients entiers, le
coeflicient de A" étant P'unité. Supposons celte cquation irréductible,
on peut metire T sous la forme

Tz A K [Ty Ty e ey o] 2 AT

Aoy Agy ooy A, sonb des entiers algébriques conjugués dordre noet
A(T)y="Ahy... 0, est leur norme commune. Les rapports mutuels
des termes de la premicre colonne de A sont des fonetions ration-
nelles de Ay, 4 coefflicients entiers, ¢’est-a~dire des nombres algé-
briques du corps K(%,). Les rapports mutuels des termes des autres
colonnes sont les nombres algébriques conjugués. On peut, en par-
ticulier, disposer de la dilatation arbitraire de facon que les termes
de A soient des entiers conjugués et je supposerai qu’il en est
toujours ainsi. Réciproquement, si 'on suppose A connu, A, est une
fonction rationnelle entiére, & coefficients enticrs, des rapports des
termes de la colonne de rang ¢ de A.

2. Ktant donné un tel tableau T, considérons ensemble de tous les

(1) Ordoung (Dedekind ) ou Zahleing. Cf. iuskwr, Jahresbericht ..., 1894-185, p. 237,
Pour la bibliographie des ordres d’entiers algébriquoes je renvoie & ce dernier (ravail.

(%) Sur les matieres du paragraphe I, ef. une Note aux Comptes rendus, 21 novembre
1910,
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tableaux a termes entiers dont le produit par T soit commutatif. Ils
admettent tous pour opérateur opérateur de T, soit A. Le produit de
deux d’entre eux appartient & I'ensemble qui constitue par suite un
groupe abélien . Mais, en plus,lasomme de deux tableaux de G appar-
tient encore & G qui est donc aussi un module de tableaux.

En désignant par ¢ une fonction rationnelle & coefficients entiers,
tout tableau dela forme ¢ (T) appartient donc & G, réciproquement tout
tableau T" de G est de cette forme. En effet, A} et ; étant respective-
ment des racines lambdaiques de T et T, A est une fonction ration-
nelle des rapports des termes de la i colonne de A, qui sont
eux-mémes des fonctions rationnelles de A;. L'égalite X, = (X))
entraine alors Iégalité 1"=¢(T). Pour obtenir tous les tableaux
de G, il suffit done de chercher tous les tableaux de la forme o(T).
D’apreés une remarque du n® 19, Chapitre I, il suffit de prendre pour o
toutes les fonctions de la forme

g~y T . o= a, T

oy Uy ooy tt,  sonL des fractions et 'on peut constater aisément que
leurs dénominateurs sont limités.

3. Cette génération montre entre le groupe G et les modules types
une relation que je vais essayer de préciser davantage. En dési-
gnant par [A}, AL, ..., A, | le tableau ¢lémentaire d’'un tableau quel-
conque de G, les nombres A7, A}, ..., A, détinissent des points d’un
espace i n dimensions qui constituent un module ¢. L’équation en A
de T n’ayant pas de racine double, ¢ est de dimension n; il est aussi
d’ordre n, car les inégalités

l);/1,<5, |)AIQI<€, ey l)/nl<€

entrainent des limites supérieures pour les fonctions symétriques
¢lémentaires de A, ..., A,; ces fonctions étant des nombres entiers,
les inégalités n’ont qu’un nombre fini de solutions.

¢ est donc un module type, et d’apres Uhypothése de l'irréductibilité
de I'équation en 2, de T, il y a isomorphisme holoédrique entre ¢ et lg
module de tableaux G. D’aprés cette méme hypothése, il y a aussi
isomorphisme holoédrique entre § et le module de nombres o
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constitué par les premicres coordonnées des points de ¢. Ce module
est form¢ d’entiers algébriques d'un corps; il conlient tous les
entiers rationnels (correspondant aux systemes simples dans (x),
¢’est done un ordre d’entiers. ot et G sont aussi isomorphes holoédri-
quement, considérés soit comme modules, soit comme groupes. Pour
pouvoir considérer ¢galement ¢ comme un groupe, il serait nécessaire
de définir comme produit de deux points (ey ..oy 2,), (Bey oy ) e
point (2,3, o, 8., ..., %,p,). Celte convention étant faile, on peut
transporter aux modules de points les définitions données par Dedekind
pour certains moduales de nombres et notamment la notion 'idéal (*).
En adoptant [a dénomination de J. Konig, ¢, G et M sont des domaines
holoides.

4. Réciproquement, considérons un ordre d’entiers algébriques ie.
En faisant correspondre & chacun des entiers de oiwle pointde espace
4 n dimensions ayant pour coordonnées ce nombre etses 2 — 1 entiers
conjugués, on obticnt un module type de points ¢, isomorphe holoédri-
quement 2 91w, Bn faisant correspondre i chaque point (A, Ay, .oty 2y,)

sncore un domaine holoide, de meme que tous les tableaux ABA 1,
A ¢tant un tableau quelconque.

Pour que tous les tableawzx AVA " soient a termes entiers, il faut et il
suffic que A soit, a une dilatation prés, une base d'un idéal de (§, ou
encore que les termes de la premitree colonne de A constituent, i un
facteur prés, une base d'un idéal de o, D’apres une remarque deéja
faite, si ABA=" est & coelficients entiers, on peut supposer A formé
d’entiers algébriques conjugués

! " (2)

Ly &y N oy
! (n)

A = Gy ven o,
/ (n)

Gy e - oy

Cect posé, nous devons chercher la condition pour que, quel que soit

(1) Un idéal de § est un sous-module A de dimension « de §f, tel que le produil ’un
point de b par un point quelconque de § appartienne & Jb.
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le point (X,, A,, ..., %,) de ¢, on ait n* égalités de la forme
af' =o' @] + a2l .+l [i=(r,2,...,n),7=(1,2,...,n)],

xy étant des centiers. Pour cela, il faut ct il suffit que, quels que
soient les entiers X,, X,, ..., X,, on puisse trouver des entiers Y,,
Y., ..., Y, tels qu’on ait

h(ab X+t Xy oo+ ai X)) =l Yool Y

En employant le langage de la théorie des modules, il faut et il suffit
que le produit d’un point quelconque de ¢ par un point du sous-
module & ayant A pour base soit un point de -, c’est-a-dire que A
soit un idéal de ¢.

5. La démonstration montre en outre que, si < est encore un idéal
d’un ordre o admettant O comme sous-ordre (on multuple, ’aprés
Dedekind), Pensemble Gode tous les tableaux & termes entiers ayant A
pour opérateur admet, parmi ses tableaux ¢lémentaires, tous ceux qui
sonl constitués par les points de 9iL” et par suite n’est pas isomorphe
holoédriquement d 9L, Au contrairve, si A n’est idéal dans aucun ordre
diviseur de o, ces tableanx ¢lémentaires sont constitués par les seuls
points de ot Ilen est notamment ainsi si oL est Pensemble de tous les
entiers du corps, ou si A coincide avee oI,

Enfin, on déduit immédiatement de ces considérations une propriété
indiquée par Dedekind. Etant donné un tableau A du module ¢,
ce tableau est la base d’un idéal d’un certain ordre ¢, sous-module
de ¢. En elfet, cet ordre ¢, est constitué par les tableaux élémentaires
du groupe G, de tous les tableaux & termes entiers ayant A pour
optrateur.

II. — Unités des ordres d'entiers algébriques.

6. Je me contenterai, dans cette étude, d’appliquer les notations
précédentes i la recherche des unités des corps ou des ordres algé-
briques, en me servant de I'équivalence et de laréduction des tableaux
étudies dans les Chapitres précédents. Vindiquerai succinctement une
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méthode générale, ct j'en ferai ensuite application au deuxitme et
au troisi¢me ordre.

Soit un ordre ¢ et un groupe G de tableaux, isomorphe holoé-
driquement & ¢, formé de tous les tableaux & termes entliers ayant
un méme opérateur A (par exemple une base de ¢). D'aprés une
remarque déja faite au Chapitre I (n® 20) qui résulte aussi de la pro-
priét¢ démontrée précédemment (n® 4), on peat remplacer A par
tout tableau équivalent, et en particulier le supposer réduit | condi-
tions (A) ou (B)|. Mais, d’autre part, A ayant, pour termes des lignes,
des entiers algébriques conjugués ct, pour termes des colonnes, des
entiers d’un méme corps, les tableaux réduils, en nombre infini,
¢quivalents d A, se déduisent par dilatations d’un nombre fini "entre
eux. On peut donce trouver une infinité de tableaux unimodulaires X,
auxquels correspondent des tableaux élémentaires E tels qu'on ait

2xA=AxE ou Y= ABA-L.

Un tel tableau 2 appartient & G, et il lui correspond un point de ¢
dont la norme est A(X)===1. Ce point, correspondant au tableau
élémentaire B, est done une wnité de (.

7. Réciproquement, K étant un (ableau élémentaire constitué par
une unité de ¢, le tableau X == AEA~! ¢st unimodulaire. Done A et A
sont équivalents (AE =X >¢ A), mais les conditions de réduction
¢tant invariantes pour unc dilatation, A étant réduit, AL est égale-
ment. (L'opération A >< E est bien une dilatation, car aux termes réels
ou imaginaires conjugués de E correspondent des colonnes réelles ou
imaginaires conjuguces de A.) Done, on trouvera tous les tableaux
modulaires de G, et les unités de ¢, en formant 'ensemble des
tableaux réduits équivalents & A, et en cherchant ceux qui sont

’

égaux entre eux 4 une dilatation prés ().

8. Cette recherche des tableaux modulaires conduit i la résolution

(%) On pourrait déduire de cetto méthode le théoréme de Dirichlet sur le nombre
Q’entiers distincts.
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d’un certain nombre d’autres problémes. Tout tableau de G peut se
mettre sous la forme

T=[z T+ [z:]Te+...+ [2,]T,,

Xy, Ty, -.., %, Ctant des entierset T,, T,, ..., T, correspondant aux
points d’une base de ¢. La recherche des tableaux est équivalente i la
résolution de 'équation diophantique A(T) ==%=1 enz,, ., ..., 2,.
En désignant par [eo, o, ..., /" | le tableau élémentaire de T;, celte
¢quation peul s’éerire, d’aprés les regles de caleul indiquées au Cha-
pitre I,

i=n

I I(a’iwl—}—a'l'- Xyt o x,) =21

=5

Le premicr membre est la forme & (2, 2, ..., 2,) associée A un tableau
de base de ¢, et elle est & coefficients entiers. En changeant la base
de ¢, on remplace le premier membre de cette ¢quation par une forme
Gquivalente.

9. Considérons maintenant, au lieu de la forme & indéterminées
entitres associée au tableau de base de ¢, la forme & indéterminces
entiéres associce au (ableau A (opérateur de G), s0ib W(y,,¥ a5 ¥n)-
lin multipliant A & gauche par X on effectue sur W la substitution
modulaire représentée par X, et, comme A est simplement dilaté et
que A(E) =1, W n’est pas changée. Réciproquement, toute substitu-
tion laissant W invariante, définit un tableau X tel que £A = AE. Donc
les tableaux modulaires de G définissent les substitutions semblables
(Hermite) ou automorphes de la forme W. '

Contrairement & ce qui se passe pour le probléme précédent, si I’on
change d’opérateur A, on ne remplace pas nécessairement W par une
forme équivalente. Le probléme des substitutions automorphes peut
donc étre identique pour des formes non ¢quivalentes (') (classes de
formes de méme discriminant pour le deuxieme degré). D’aprés la
propriété rappelée de Dedekind (n°5), on peut d’ailleurs considérer W
comme une forme quelconque du zi" ordre décomposable.

(1) La méthode suivie permet d'ailleurs de préciser les relalions entre ces formes.
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10. Enfin on peut énoncer la réciproque du principe rappelé sur les

tableaux & termes algébriques. Si deux tableaux équivalents & un
tableau A se déduisent I'un de autre par une dilatation, les rapports
mutuels des termes des colonnes de A sont des nombres algébriques
conjugués. HEn elfet, pour un certain tableau de la forme U= XA,
on a UE = X'U; par suite AEA™" = X' X'Y et A est I'opérateur d’un
tableau & termes entiers.

III. — Ordres du deuxiéme degré.

I1. Soit un tableau A du deuxieme ordre ayant pour termes des
couples d’entiers réels conjugudés de deux corps conjugués dudeuxi¢me
degré. La forme associée peul s’écrire

u, v, w élant des entiers rationnels, et ['on a ’égalité bien connue
[A(A) 2= 0 - fuw.
Soit encore un tablean U réduit équivalent 2 A et la forme associce
Y= pattqay - ryi=(ax+By) (a'z 4+ fy).

On peut démontrer, dans ce cas particulier, Pexistence de limites
supérieures pour p, ¢, r, soit en se servant de Pégalite qui donne
[ACA)[* en fonction de p, ¢, 1, soit en se servant des incégalités élablies
au Chapitre I1 (n* 5 ¢t 7) :

a>p>o0, | [<[B],  [af | <[A(A)]

En écrivant la forme ¢, :
—— y ! ! ! ! ( I !
b= (ax -+ Py) —7—0..'3-1—7-{5 y), ).a::.;-]ﬁ l,

on déduit, des inégalités précédentes, que ses coefficients sont respec-
tivement inférieurs i ceux de la forme

JA(A)]. (2 + 7).
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12. Considérons alors 7 + 1 tableaux réduits consécutifs équiva-
lents 2 A :

Ul) U'z; L] Uln Un»{—h

tels que U,,., = U, > E et qu’il n’existe pas d’autres groupes de deux
tableaux parmi les 2 ~+ 1 vérifiant la méme propriété. Ceci posé, la
suite des tableaux réduits est manifestement

vy U B2, UGEY sy U B4 Uy, Uy, o, Uy, ULE, ULE, .o, U,E, U B2, ...,

en ver(u de I'invariance des conditions de réduction pour une dilata-
tion. En outre, pour que deux tableaux de la suite

U,  URe

ne different que par une dilatation, il faut que ¢ =/, sinon on aurait
U= Uy R

ce qui est contraire & 'hypothése.
, . a . ,
Il en résulte que, si dans un tableau A, 7 ¢t 77 sont les racines réelles

d’une méme équation du deuxieme degré a coeflicients entiers, la suite
des quotients incomplets déduite du tableau est périodique, et réci-
proquement, ¢n vertu de la remarque du n® 10. En rapprochant ces
propriétés des résultats du Chapitre II(§ 1), on en déduit le théoréme
de Lagrange sur le développement en fraction continue d’une irration-
nelle quadratique et la définition d’un ordre du deuxiéme degré par
une période de nombres entiers. Les résultats des paragraphes I et V
conduisent & la périodicité de la réduction continuelle.

13. Désignons encore par G le groupe abélien de tous les tableaux
i termes entiers ayant A pour opérateur, et ¢ ordre de points iso-
morphe. D'apris ce qui précede, et d’apres les principes généraux du
paragraphe 11, les unités de ¢ sont données par tous les tableaux ¢lé-
mentaires == K=", n étant un entier positit (*), et les tableaux modu-
laires de G sont tous donnés par la formule = (AEA-*)*".

(1) Dans la méthode de réduction employée, on n'oblient que les tableaux E ayant le
premier terme posilif, d’olt Ja nécessité du signe ==.
Ann, Ee. Norm., (3), XXVIII. — Ma1 rg1r. 25
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On a la méme régle pour les substitutions automorphes de . Pour
trouver les solutions de
‘I’(%J’) =1,

@ ¢tant associée au tableau de base de ¢, on peut poser, en appelant
T et T les tableaux de G correspondant aux deux points de cette
base :
ABA-1 =, T 4y, T".
Toutes les solutions (X, Y) seront données par la formule
(2T y, Ty 5 X o YT
14. Appliquons par exemple ces résultats & Pordre o1t formé par les

entiers du corps K(ya), dz#1 (mod 4) et sans facteur carré. On peut
alors prendre pour base de o (1, y/d) et pour hase de ¢ le tableau

A 1 1
A
Prenons ce (ableau comme opérateur commun des tableaux de G.

1 I
Vd =6 —\Jd—d
est réduil. Déterminons la suite des quotien(s incomplets, on obtient
une période ¢,, ¢., ..., ,, ¢l posons

Iin désignant par 8 la partie enticre de 7, le tableau

\ . 7’/' I P 2 I > » I ¥
P 7 e S

1 (8] ‘ i 0 1 ().

Les tableaux modulaires de G sont de la forme (') X*7. On a dail-

leurs
o a2y Y1 ol s . apy :t.7'/1
yid Eyad x,

Les unités de ¢ sont constitutes parles racines fambdaiques de X7,
Vet M o _,.._.. 7 . A NP T ‘
¢'est-a-dire (, :tyﬂ\/(,[, @, = Ya Vi), et (x,,y,) représente Uensemble
des systemes de solutions de I'équation (équation de Pell-Fermat )

2t dyt="t1,

(1) On suppose pour cela que la période ¢q, ¢z, - .., ¢n West pas décomposable.
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Enfin X** représente les substitutions automorphes de la forme

v_!/ [ (.’1,‘ — (’)\))2—- (lv}'g.

IV. — Ordres du troisiéme degré.

I5. Considérons d’abord un tableau du troisiéme ordre A ayant pour
termes des lignes des systémes d’entiers conjugués réels de trois corps
conjugués du troisicme ordre. La forme associce U (x,y ) ases coef-
ficients entiers, en se servant des inégalités (1) et (2) du Chapitre 11
(n 7 ¢t 10), on montre, comme pour le deuxitme degré, que ces coef-
ficients sont inféricurs i ceux de la forme [ACA)| >< (o 4y + 3)*.

SiUet U sont deux tableaux réduits de premicre espice (daprés
la démonstration précédente et la propriété générale dun® 6, il existe
de tels tableaux) équivalents & A tels que U==U">< [0, 0, 0|5 0, 0, 0" est
une unité de ¢, mais 0 est positif. Ceei pose, en ayant égard & ce que
tout tableau de deuxiéme espece est voisin d’au moins un tablean de
premiére espéce, on peul ¢lendre la propriété de la construction des
tableaux & partir d’un nombre fini ’entre cux, & Uensemble des
tableaux réduits de premitre et de deuxicme espéce, les dilatations
¢lant les unités de (.

16. Soit U, un premier tableau réduit correspondant & un point I,
du plan des A, Adjoignons & U, ceux de ses voisins (ui sont distincts
entre cux et distincts de U, & un produit prés par une unité de ¢(*).
On obtient un premier ensemble €, de tableaux (en nombre au plus
égal 2 4). De @, on déduit de méme un ensemble @, et ainsi de suite.
On aboutit finalement & un ensemble © d’un nombre [ini de tableaux,
distinets entre eux, et tels que tout tableau voisin d’un tableau de @,
ou appartient & @, ou est égal au produit d’'un tableau de € par une
unité. A cet ensemble correspond un ensemble 5 de points T du plan
des &5 deux points quelconques de 5 sont réunis par une ligne brisée
dont les sommets de deux en deux appartiennent & 3, les autres som-
mets étant des points J.

(1) Co n'est pas & proprement parler une unité de {, mais le tableau élémentaire défini
par colte unité.
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Désignons par U,, U,, ..., Uy les tableaux de @ et soit & = [0, 0, 0”]
un tableau élémentaire correspondant & une unité quelconque de ¢
(0 >o0). Les tableaux U, < E, U, < K, ..., Uy < E forment un nouvel
ensemble @ de tableaux réduits distincts entre eux et distincts des
précédents. L'ensemble de points 3" correspondant se déduit de 5 par
une translation définie par ses projections sur Ma, My, Mz :

log| 0], log|0']|, log|0"|.

En faisant varier E, les divers ensembles ¢, @7, ... trouveés constituent
I'ensemble de tous les tableaux réduits. I suffit pour le voir de proce-
der par cheminement, en montrant qu’on obtient ainsi les voisins de
tableaux de @, puis les voisins de ces voisins et ainsi de suile. Iin
outre, pour que deux tableaux U; < E, U; < K" se déduisent Vun de
'autre par une dilatation, il est nécessaire que £ ==/, sinon on aurait
U, ==U; X< I, ce qui est contraire & la définition de ¢.

17. Considérons done Uensemble de tous les tableaux élémentaires
correspondant aux unités de ¢ :

6,0',07), ol 0> o.

Il forme évidemment un groupe auquel correspond dans le plan
des A un groupe de translations. Toutes les translations de ce groupe,
appliquées a I'ensemble 5 de points, donnent Uensemble des points 1
du plan, et chacun de ces points n’est obtenu qu’une fois.

Les deux premicres coordonnées de ces translations,

t:::l()g[(ll, == l();;‘l(l’l,

constituent un module de points. Ce module est de dimension 2,

car on peut manifestement trouver deux translations (¢, £;,¢}), (¢,, t,, ¢,

non paralléles et par suite un tableau & déterminant non nul :

ty Ul
ty 1,

Il est, de plus, d'ordre 2, car les inégalités

[e] <M, [U]<H,
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entrainent les limitations pour 0, 67, 6”:
I

e |0] < e, e U] 0] < e, e—?<|9”]<e.;

elles n’ont par suite qu'un nombre fini de solutions. Donc toute trans-
lation a des coordonnées de la forme

by, xtl +yl, xti+yt,,

x, ) étant des entiers et (¢, 1), 1)) — (24, ¢, £,) des translations conve-
nablement choisies qui constituent une base de I’ensemble des trans-
lations.

Il en résulte que toutes les unités de ¢ sont données par tous les
tableaux ¢lémentaires : ==K B}, m et 2 étant des entiers, positifs, néga-
tifs ou nuls, et B,, E, les tableaux correspondant aux (ranslations
de base; on peut d’ailleurs les remplacer par :

B, =TErRy,  B,=EyEY,
P> ¢ P> q formant un tableau modulaire. De méme les tableaux modu-
laires de G ou les substitutions automorphes de W sont :
.Ti:}.:"”z'; (}:1: AEIA.—I, 22: A.EQA-1 )-

18. Je vais appliquer ces résultats & un exemple (*). Considérons

I'équation du troisicme degré
X — 22— 22 4 1==0.

Soit o la plus petite de ses racines positives, o’ sa racine négative

et «” la troisi¢eme racine. Posons

1 T 1
A= o ot a” .

1 —a? 1—oa/? 11— "

On peut prendre A pour opérateur d’un groupe G qui sera isomorphe
de 'ordre ¢ ayant également A pour base. Les tableaux de G corres-

(') Cet exémple a 6té ulilisé par M. Cuarve (loc. cit.) ot repris par MINKOWSKI (Ann.
Ecole Normale, 1896). L'ordre G est formé de tous les entiers du corps K(z), et ce
corps est abélien.
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pondant aux points de base de ¢ sont :

I 0 O (¢] I O
0 1 0, Ax[o,a,a] < A= 1 0 —1.
o o 1 0o —1 1
0 o [
Ax[i—ea},1—a? 1 —a?] <A 1'=0 —1 I,
1 1 =1

Ceci posé, on constate aisément, en prenant des valeurs appro-
chées (*)de «, o', a”, que A est réduit de premiere espice, et que
Pun de ses voisins est le tableau réduit de deuxiéme espéce :

[ — o? 1 — o' 1ot

! "

A= o o o .

t—ot—o 1=—atemg’ g

Les tableaux voisins de A et A, sont identiques & 'an d’eux, & une

dilatation pres, et "ensemble des points I se déduit par (ranslation
de I, I, (voirfig. 5). Les domaines de chaque minimum sont égaux

Ifig. 5.

entre eux; on peut remarquer en outre que chacun d’eux présente une
symétrie ternaire, qui résulte de ce que le corps est abélien.

(*) On peut prendre pour ces valeurs approchées, == 0,45, & =—1,25, 2" ==1,%o0.
Cest en utilisant ces valeurs qu’ont 616 constraites les figures (5) ot (1).
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On peut engendrer le groupe de translations au moyen des deux
translations qui font passer de I aux deux voisins de I,, ¢’est-d-dire I’
et I". A ces translations correspondent les unités

[1—oa 1—a? 1 —a"], [a,a,a"].

Les tableaux correspondants de G étant précisément ceux indiqués
comme bases, tout tablecau modulaire de G est de la forme

\
o ' o\ ° o \ 2
}-’/ll,p == 1 o —1 > o —1 1
[ | 1 I 1 — 1
=y, P += Ymp = 5, P

= Yuy =Xy TE Sy T YmpE Sm P
-+

=

Smp  T=Ymp * Somp Emp = Ymp = Zmp

2, représente aussi les substitutions automorphes de la forme
Wz, y,s)=ab—y'+ 34 2y —y*s — 3*x —aaxs — 2y*x + 23y + 2y3,

et fe systéme (2, &=y, &=5,,) est lasolution générale de I'équa-
tion U(w,y,z) == 4=1.

19. Considérons enfin un tableau A, du troisiéme ordre, ayant une
colonne réelle et deux colonnes imaginaires conjugudes, et tel que
ayd,a — b, U, —e¢, ¢, ¢ soient des systémes d’entiers conjugués de
trois corps conjugués du troisitme degré. Soit un (ableau U réduit
(auw sens du n® 24, Chap. HI) équivalent & A. Je n’ai pas démontré
directement Uexistence d’une limite supérieure du produit a|f’].|u’],
mais elle résulte du deuxicme théoréme arithmétique de Minkowski (')
sur les systémes de Strahldistances minima. En posant

Si(x, 7, 5) ::max.(l[ ax Py -+ us|, -;-Ia’x + By + u/z[).
lo=—|p|,

V1
J«(x, y,z) est une Strahldistance, et f(1, 0, 0) = f(o0,1,0)=0m,

(1) Geom. der Zallen, Chap. V, p. 53.
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f(o,0,1)=m,, constituent un systéme de Strahldistances minima.
On a, d’apres le théoréme rappelé,

a|B']. e |=mrm, < K|A(U)],
K étant un coefficient numérique qu'il est inutile d’expliciter. On
vérifie immédiatement que chaque terme du développement de A(U)
est au plus égal & «|B’|.|w/], de sorte que les coefficients de la forme
W(x,y, z)associée 4 U sont inférieurs i ceux de

Kx<|AU)| X (2 +y-+s3)
La méthode générale de recherche des unités est done encore appli-
cable.
20. Comme pour le deuxiéme ordre, la suite des tableaux réduaits
est
ey U E=2 UE-Y o U B Uy, Uy, oo, Uy UGE, o, UGB, UE2, L.

et les unités de ¢ ont pour coordonnées les termes de tous les tableaux
¢lémentaires == B*, n ¢tant un entier positif, négatif ou nul.

On en déduit Tes mémes résultats que dans le cas du deuxiéme
ordre pour les tableaux unimodulaives de G, les substitutions auto-
morphes d’une forme W, ou les solutions de I'équation diophantique

D(x,y,s)=z1.
21. Appliquons encore ces résullats & un exemple. Considérons
I'équation du troisitme degré
2d— 2 — 1=z 0.

Elle a une racine réelle o et deux racines imaginaires conjuguées
o', o’. Considérons le tableau

On peut le prendre comme opérateur d’un groupe G, isomorphe d’un
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ordre de points ¢ ayant pour base A. Les tableaux de G correspondants

aux points de base de ¢ sont :

I O o (o] I ] o O I
[0} 1 O, O 0 I, I I o.
o 0 I I 1 (¢} O 1 F

Ceci posé, on constate aisément que les tableaux (')

1 1 1 o?— 1 a'?2—1 a'?—1
U= a?—1 g2—1 a’2—1, U= 1—®+a 1—a2+a 11—t
o o! o! I I I

sont réduaits conséeutifs, les points

— N

(“7(‘,7?)? (I,I,l)1 (.az_laa,z"’"v '12_[)1
(1 otepo, 1 — ol oy | — ool )
étant des minima successifs. D’autre part, U, se déduit de U par une

dilatation
U= U |e?—1, a?—1, & — 1 |;

aux puissances de cetle dilatation correspondent les unités de ¢ et les

tableaux modulaires de G :

—1 0 1\" Eax, £y, =+ 3,
= I 0 0 ===, £w,ts5 =Ly,
0O 1 0 *xy, y,xts5, *x,xts,

Iy
b

Les formes @ et W sont identiques &

~

AP Y P2 2ts — Yyt — Sy xst—3xys,

et les nombres (==, , == y,, == z,) constituent la solution générale de
’équation ® («, y,5) = 1. Ces solutions sont successivement, pour

(1) On peut faire cotle conslatalion en employant des valeurs approchées des racines,

par exemple pour « : 1,325; pour 2’ 1 — 0,66 =4 { 0,57.

Ann. e, Norm., (3), XXVII. — Mar 1911,

26
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n positif :
(—1,0,1), (1,1,—1), (0,—1,1), (—1,1,0), (2,0,—1), (—2,—1,2), ...,
et pour n négatif :
(0,1,0), (0,0,1), (1,1,0), (o,1,1), (r,1,1), (1,2,1),

La loi de formation de ces suites est évidente.




