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SUR LES SINGULARITES

DE LA

SERIE DE FOURIER DES FONCTIONS CONTINUES,
Par M. LioroLp FEJER.

——

Introduction.

L’objet principal de ce Mémoire se rapporte aux fondements de Ta
théorie de la convergence et de la sommabilité des séries de Fourier
des fonetions continues.

La série de Fourier d’une fonction partout continue, et de pé-
riode 2w, peut montrer la singularité de du Bois-Reymond. Par la,
nous entendons que cette série de Fourier peut devenir divergente en
un point, par exemple z = o. Cest P. du Bois-Reymond qui découvrit
Pexistence d’une telle fonction continue (1876).

La série de Fourier d’une fonction partout continue, et de pé-
riode 2%, peut montrer encore la singularité de M. Lebesgue. Par
I, nous entendons que cette série de Fourier, tout en étant partout
convergente, peut, dans le voisinage d'un point, tel que z =o, ne
pas ére uniformément convergente. Gest M. H. Lebesgue qui dé-
couyrit existence d'une telle fonction continue (19o5).

Mentionnons encore ici une troisicme espéce de singularité. Il existe
une telle fonetion continue, dont la série de Fourier est divergente en
an point (par exemple @ == o), et posstde en outre Ja propriété que sa
serie trigonométrique conjuguée est aussi la série de Fourier d'une
fonction partout continue et de période 2w, Cest M. A. Pringsheim
qui a devine Pexistence d'une telle paire de séries conjuguées de
Fourier. Ven ai démontré Pexistence en 1910,
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Dans ce Mémoire je délinis une suite numdérique infinie de nombres
(voir ne 13), erice i laquelle je fournis des exemples de séries de
Fourier, présentant P'une oit Pautre des singularités plos hautmen-
tionnées, soil en an point isole, soit en un ensemble de points partout
dense dans un certain intervalle. Les exemples que je donne sont
simples. s nous presentent elaivement ces diverses singularites avee
tous leurs détails, Mes démonstrations sont simples aussi; ¢’est de Ia
divergence de la série harmonique

T R R T
Ed g
que je déduis tout, d'une fagon pour ainsi dire immédiate.

Mais ce que mes exemples offrent de tont i fait nouvean, ¢’est que
je ne définis pas la fonction dont la série de Fourier prosente Tes sin-
gularités susdites, mais que je définis directement cette série de
Fourier (¢'est-a-dire ses coeflicients =,), qui offre précisement L sin-
gularité en question. Kn d'autres termes done, j'éeris explicitement
des scries de Fourier & coefficients numériques (dont Ja loi sera aussi
simple que possible) qui présenteront les singulavités en question.

Une fois en possession de tels exemples explicites, une certaine
clarte se vépandra sur le domaine de ces recherches abstraites,

A constraclion (,I(i mes (5}{(”“')](‘,.‘4 esl bﬂﬁ(".(‘. SUr l(‘ﬁ P“""““"H‘ﬁ “‘i"
gonométriques :

. Coss 08 cosnr cos(u 4oy o

((/') JRORARSRI RO i [ . ¥
n 1 1 "

() sin.z * sine,e \ \ sinna sinf o b1 sityan e
n 7ol 1 I o

(7= nombre entier positif),

Le polynome de cosinus («) montre en quelque sorte en germe la
singularite de du Bois-Reymond pour - o, En effet, la valeur absolue
de ce polynome, pour toutes les valeurs réelles der, est plus petite
que 6, quelle que soit la valeur du nombre entier 7 (roir le n” 6), Exa-
minons maintenant la 72" somme particlle de la série de Fourier de
ce polynome de cosinus, ¢’est-i-dire la somme

COsna
0y gy —

H

" cos.r COS8 9.2
.‘F,,,(.‘I,) s w-»;;.._ wpo ;,L +
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Dans l'intervalle

A

X

s

27T —¢E

e
<

(ol & est un nombre positif quelconque, aussi petit qu’on veut, mais
fixe) cette somme a une valeur absolue plus petite que EEE, quelle que
soit la valeur du nombre entier positif n (vozr le n° g). Voyons enfin
la yaleur de cette somme partielle pour @ = o. Celle-ci est

7 -+ p— =1 > logn.

Simaintenant 2 est tees grand, alors la fonction (o) conserve une
valeur absolue finie. Il en sera de méme pour la valeur |5, (2)| dans
Pintervalle e ow — e Mais 5,(0) deviendra aussi grand qu’on
voudra.

De méme le polynome de sinus (f) montre en germe la singularite
de M. Lebesgue. En effet, la valeur absolue de ce polynome sera aussi
plus petite que 6, pour toutes les valeurs réelles de a, pour (oute
valeur enticre el positive de n (vodr e n® 6). La ai™" somme particlle
de sa série de Fourter est

. sin.ue sina.w sinzn.ax
Su () = = e S e

Dans 'intervalle

claxfom—e

. X . 27
cetle somme a aussi une valeur absolue plus petite que — quelle que
soit la valeur du nombre entier positif z (voir le n° 9).
Pour « == o celte somme particlle est ¢gale &

O -0 ... -F0==o0.
Mais, pour

i
Lo ——
o n
on a
LT LT I
sin —  sina — sinn — — .
2n 2n " - 27 - Vo loe | 2
e b e — — - 2
2 o1 1 2 %o

Ann. Lie. Norm., (3), XXVHI, ~ Frymer rgrr, ¢]
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- . V43 .
ol ‘ @.‘ signifie le plus grand entier contenu dans (voir le ne 10).

Si maintenant n est (rés grand, ulnrs [$,(x)] dans Pintervalle
e wlom — g, de méme quiau point - o, aura une valeur finie;
mais dans Uintervalle o @ e il deviendra trés grand (¢est en effet Ia

- ™ o L . PN
que tombe le point @ = == pour suflisamment grand). Ite.
N

[l faut remarquer que Papplication des polynomes (o) et () a la

construction des séries de Fourter possédant les propriétés men-

tionnées plus haat est toute naturelle. En effet (voir le n® 6)

COs.v ('()5') s cos m»s(/c 1) coOssr
e e gy oy b s — o i i e

I 1 n

I
» 2

“osin(ay )

B B g .

= osin (o - 1) - ) P —

v
D) 1
Mais
. .l"
oSN (Y e 1) e
5 .
e S,
deed v
PR
S
O gf: Pa -v': 2T
I IR T N
Done

; cosa I cosona” Giv i - NE
sign. I T e e T IRV R T
o 7" n ) ° "

Mais ou sait, depuis les recherches de M. Lebesgue, que la fonetion
. . W & N . . .
sign. sin(2n -+ t) 5 joue un role important dans Ia question de lasin-

gularit¢ de du Bois-Reymond (roir mon Mémoire @ Lebesgue-sehe
Konstanten und divergente Fourierreihen, § 1, et Vappendice du Mé-
moire actuel. )

Au sujet du contenu de ce travail, la Table des matiéres (p. 109)
nous donne quelques indications. Sappelle spécialement Pattention
du lecteur sur le paragraphe IX et sur PAppendice.

Jat marqué par des notes les relations de ce Mémoire avee ceux de
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mes travaux antérieurs (') qui sc rapportent au méme domaine de
recherches. Je fais remarquer cependant que la connaissance de ces
articles n’est pas du tout nécessaire a la compréhension du Mémoire
actuel.

En ce qui concerne l'historique de ces sujets, je renvoie aussi aux
articles mentionnés ci-dessous.

Je dois insister sur ce point que, depuis du Bois-Reymond, c’est
2 M. H. Lebesgue que ces recherches sont redevables de leur plus
grand progres.

I. — Théoréme sur les limites des sommes partielles
de la série de Fourier. Applications.

1. Soit f(2) une fonction finie ct intégrable dans intervalle
oZaxZaw. Désignons par M sa limite supérieure et m sa limite infeé-

rieure pour cet intervalle.
Gonsidérons les sommes particlles de la série de Fourier de f(x) :

(1) so(e), si(ae), ..., s,(),

Chaque somme partielle a pour I'intervalle o2 Z 2w une limite supé-
rieure et une limite inféricure. Je pose maintenant la question : dans
quelles relations, exprimables par des inégalités, les limites supérieures
el infeéricures des sommes partielles de la série de Fourier de f(x)
sont-elles avec la limite supérieure M et inférieure m de la fonction f(x)

5

elle-méme ?

(1) Beispiele stetiger Ifunktionen mit divergenter Fourierreihe (Crelle J., Bd. 137).
(Cité, en abrégé, comme Note ).

Eine stetige Funktion deren Fourier-sche Reihe divergiert (Rendiconti di Palermo,
L. XXVII) (Note II).

Lebesgue-sche Konstanten und divergente Fourierreihen (Crelle J., Bd. 188) (Note 111).

Ucber gewisse Polenzreihen an der Konvergensgrenze (Sitzungsberichie der .
bayerischen dkademie, Jahrgang 1910) (Note IV).

Sur une paire de séries de Fourier conjugudes (Comptes rendus, 28 février 1910)
(Note V).

Sur les sommes particlles de la série de Fourier (Comptes rendus, 23 mai 1910)
(Note VI).
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Je ne w'oceupe pas icl en détail de cette question (). Je fais ici
seulement quelques remarques sur ee sujet, pour ¢claireiv un pew le
théoréme que je vais donner fout de suite.

2. Gonsidérons, au liew de la suile (1) des sommes partielles de Ta
série de Fourier, la suite des moyennes arithmeétiques

So{) s () So(y bos ey b sl
2 so (e —— et PG5, KL SR M e e
( ) U( )1 5 ’ o ’
Pour ces moyennes arithmétiques la question posée ci=dessus est
facilement résoluble.
En effet
. /
sin(on o)

(3) $u (i) ':'1/ ./(I)““[ e P ,I" i,

2T

done (*)
(4)

o f” 1("')

ot

Mais d’apris 'hypothése

m. f(e)

O 7 2T

M,

done, en appliquant le premier théorime de la moyenne powr les inti-

(*) Voir le paragraphe 1 de mi Note OF et PAppendice du travail netuel,
(_2? Cclfx résulle jmmédiatemont. des propriétés Glémentaives des intégrales difinies el
des identilés suivantes

. il
. ginlom 4oq -
n

T CO80 = €Ol Ams s Lote cosml) = e

810 -
>

(it )

$in0 <4 sind0 L sinlam —1)h = T
: sinf)
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grales définies, nous obtenons

. t—a\ ?
o sinn
Su_i(2) <M ! 2 dt
Rt/ = 2nT . t—x
0 sin
et
o —a\ 2
sinn
) (JJ)>IIZ[ ! 2 dt
nt =" ont . t—ax ’
0 SN ——

Mais en posant /(a)==1 dans I’équation (4) il suit

L — N 2
am Sinn
I 2
dt =1,
2NT . t—x
0 Sin
2
\

nT/=1, 2,3, ...

< z

ofxlom;

done
(%) ne S, (@)= M,

lorsque

69

Nous avons donc démontré que la limite supéricure d’une quelconque
des moyennes arithmétiques de la série de Fourier est =M et que sa limite
inferieure est Zm ("), Gest peut-étre le fait le plus facilement démon-
trable et le plus primitif de la théorie de la convergence ct de la

sommabilité de la série de Fourier.

De linégalité (5) résulte @ si lafonction, intégrable dans Uintervalle
0" ax T ew, est bornée (est-a-dirve [ /()| ZG pour oZzZaw), alors les

moyennes arithmétiques 8, (2 ) sont aussi bornées, ¢’est-a-dire

|8, ()| =G,
olax’om,

N0, 1, 2 ...

(V) Voir mon Ménoire @ Untersuchungen dber Fourier-sche Reihen (Math. Annalen,

Bd. 58, p. Go).
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3. Retournons aux sommes partielles de Fourier.

Pour les sommes de Fourier s, (a) Vinégalite (5) n'est pas vraie en
général. Par exemple, la limite supéricure de Ta somme de Fourier
s,(x) peut dépasser la limite supéricure M de la fonetion /() d"un
nombre aussi grand qu’on veut. Un exemple trés simple en est fourni
par le polynome trigonométrique

cosx  CosSa2w COS cos(n 1) Coso .

f({l)):——;;—--{'——‘————-‘.. |

I 1 1 ) n

La valeur absolue de cette fonetion /() est plus petite que S5 ...,
quelle que soit la valeur de la variable réelle @, ot quelle que soit la
valeur du nombre entier positif 7 (voir le n® 6). Pourtant fa s
somme de Fourier de cette fonction /()

Cosx o820 Cosna

e e e )

n Al | 1

prend, pour & == o, une valeur

1 1
W i P (P S )
qui pourra étre (rés grande, sin est trés grand.

En outre, ¢’est du Bois-Reymond qui a déjy démontré que les
sommes de Fourier d'une fonction finie et partout continue peuvent
ttre aussi grandes qu’on veut. Ko un mot @ /(a) ¢tant borné, les
sommes de Fourier s,(x) corvespondantes ne sont pas nécessairement
bornées.

Dans les lignes suivantes de cet alinéa je donne un eritére, i aide
duquel on peut démontrer dans des cas importants que les sommes de
Fouricr sont bornées. Ce théoréme fournit aussi, dans ces cas, pour
les sommes de Fourier des limites asses étroites.

Voici ce théoréme (') :

Soient f(x) une fonction intégrable dans U'intervalle o= 2" 27, M sa
limite supéricure, m sa lmite inféricure pour cet intervalle. Soit de

(1) Voir ma Note VI,
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plus

A B
<= <= =1, 2
(6) ]“nl=n’ ]b,,]zn (n=1,2,3, ...,®).

It aj, by, ...,y byy ... désignent les coefficients (') de la série de
Fourter de f(x), A et B sont des constantes non négatives. Alors, en desi-

gnant par s, (x) la somme des premiers (n + 1) termes de la série de
Fourter de f(x), on a

(7) m—(A+B)Ss,(z)sM~+ (A +B),

pour
oZxZlam,
2, ..., 0.
La démonstration de ce théoréme est extrémement simple.
Soit
L e T R o A

une série infinie quelconque. Soit

Sp= Uy~ Uy .. .

Alors
g — So+S14...48,  (n+Duy+nu ... u,
e -1 - N1
(nAnNuyg+(n+1u . (R H1)u, Uy~ 2Us ...+ nuy,
n—1 N1
— Ui~ 2Uy—+. ..+ nu,
o n -4
Done
n
S,
sp=9S 2=t
n II.+ Il—l—l

En appliquant cette formule & la série de Fourier de /(2) nous oble-
nons

n
2 v(a,cosve + b,sinvae)

(8) sp(@) == S, (x) + =1 — .

(1) Le coefficient «y ne figure pas.
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Mais d’apres Pinegalité (5)
mo S, () M,

et d’apres la condition (6)

H
Z v (e cosva b by sinva)
VAR ;
VAR T §
n 7 \ l) ”n
STPIERTRIED SF SRS AR TR
Dtalinh 2y(seg) 200 |
: okt ‘ o n "ot nol

Done, en effet,
ne— (A 4=B)y s,y M- (A D),
O aT e,

V7R I N

el le théoréme est démoniré.

4. Yoyons deux exemples simples. Soit

) ‘ .
Sy = B2,
O < T o,
Alors on a
D e A Sin.e sine.r
(Q) ‘ foouv nefe e, .
% i “

et

™ T

M= =, T2 e ey Ao, | e
2 "
Notre théoréme fournit done
sinae sinao.r sinn.r e .

(10) T B R T = &

] 2 ’ n e a
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Comme second exemple, nous prenons la série

.« Y

1 2 n

sinz sindz sin(en —1)z
+ R

(11)

C’est la série des sinus de la fonction

2

(r2) f($)=<3—x> cosz + sinz log(2 sinz) (o <z < 7).

La limite supérieure de cette fonction pour l'intervalle oSS«
T e A -
est — = f(+o0) et sa limite inférieure est log= :f<;>- Done, la
série (11) est la série de Fourier d’une fonetion bornée dans Uinter-

valle oS S2%, pour laquelle

T T
M=- m=— —= (1),
ot s ()

En appliquant maintenant la formule (8) (*) nous obtenons (*)

n

-l I
2Y — —_

Z( v l)v

n
ESin(Z‘J——-l).z‘ T v=1

[ $2n1(2) | = v =5 " 2n
V=1
n n n
1 il
EZ—" - 2n — —
™ Y Y3 Y
v=1 v=1 v=1
= — e — = = e —
2 2n 2 27
n
™ 1 1 T
g — Y <~ 41
2 21 v 2
v=1

Nous avons donc démontre linégalite sutvante qui nous sera trés utile

(') Jemprunte ces données a une leltre de M. Landau.
(%) Il est préférable d'appliquer iei directement la formule (8) au lieu de I'inégalité (7).
(%) Dans ma Note II, j’ai donné pour

sinx sin(an —1)x
+. .. .
I n

la limite 173 dans le paragraphe 2 de ma Note III, Ta limile 12, 8. Pour ce qui va suivre,
il n’est pas important de donner une limite aussi petite que possible; mais ¢’est peut-Gire
une question intéressante en elle-méme.

Ann. Ee. Norm., (3), XXVIIT. — Fivmienr 1gr1. 10



74 LEOPOLD FEJER.

dans ['aventr

sing sindw | sin(on—1)

B i o

(13)

] 2 v n
0 aam,

el oy 3, .

M. Landau m'avait communiqué des démonstrations extrémement

élémentaires pour les inégalités (10) et (13). Avee sa méthode, il avait

’ . .y Ve T
¢tabli pour la premicre fois la constante = -4 1 <= 2.57... comme

limite supérieure de la valeur absolue des sommes de Fourier de Ia
séric (11).

5. Remarque. — Soil f(x) une fonclion @ rariation bornée, au sens
de M. Jordan, dans intervalle o “a " ax. Alors il est facile de démon-
trer Uexistence de deux constantes non négatives A, B, telles que

A . B R
[d,,[g;;—, [b,,l;; (=g o, 3, 0000

En appliquant maintenant 'inégalité (77), on obtient le théoréme :

Les sommes de Fourier d’une fonction quelconque « variation bornee
dans Utntervalle o a7~ o sont bornées.

On peut déduire ce résultat aussi de Pintégrale de Dirichlet, qui
exprime la somme de Fourier s, ().

II. — Quelques inégalités se rapportant a4 certains polynomes
trigonométriques.

6. Considérons le polynome des cosinus

(1) O(n, ry )

cos (7 ~-1)x Cos(r -~ a2).r cos(r )
poves o (A S S ey e ——————————
n I o1 I
. COS(r = n-t-1)x  Cos(r--n-4-2)wx Cos(r -t an)r
— WLy g T S S S———_

I 2 n
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et le polynome des sinus conjugué

(13) a(n, r, z) )
sin(r+1)x sin(r +2)x sin(r +n)z
_— e

n n—i 1
sin(r+n-+1)x sin(r+n+2)x sin(r+an)zx
1 2 T n '

Ici n désigne un nombre entier quelconque, 7 un nombre entier non

négatif quelconque, « un nombre réel quelconque. (Mais, naturelle-

ment, il suffit de restreindre la variable = & I'intervalle oS S27.)
Alors

(16) 10(n, r, z)|<5.14...
el
(17) [n(n, ry2)|<5.14.. ..

in effet
n n
0(”, ry o) = O COS(7r+n—v-1)x —-Z cos(r +n - v)a
ke v
V=1 V=1

=

VA

sin(2v —1)

©]

. 1 ul
= aSsInyr-+n-4+ — |z :
2 v

V=1

Mais en tenant compte de I'inégalite (13) on a

% sin(2v — 1)E

v
=1

Done

n=r1,2,3, ...
PEIO, 1,2, L.
n . n .
S sin(r+n—v+1)x O Sin(r -+ n v
w(n, r, .'1;):2‘ __Z

v v
=D V=1

n sin(zv——r)%

/ 1
o — 2cos(r = —)x‘z—-——
2 v
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Done en vertu de U'inegalité (13)

It

[nln, rya)]<<b. k.

_—

IO, L, % L.

7. Remarque. — Posons, dans les inégalités (16) et (17), s au licu
de @, ot s désigne un nombre entier positif quelconque. On obtient
les inégalites

(18) | O(n, 1y sy | <25,
(19) |n(n, ryse)|<ib.uh...

o twuT,

.
N T

[ pl—$}

.
) Ly 2y vy

S0, 9, :‘;, [P

8. Considérons le polynome des cosinus
A COS(r 1)@ ~t Ay COS (7 = 2) b o oot By €OS (7 b )
et le polynome des sinus conjugué
hysin(r == 1) 1= by Sin(r 1= o) b s Ly sin (e b)),

lci m désigne un nombre entier positif quelconque, r un nomhre
entier non négatil quelconques; Ay, 7.,, ..., A, désignent des nombres
posilifs quelconques, mais jamais croissants ou jamais décrotssants.
Enfin soit L un nombre positif, pas plus petit qu’un quelconque des
nombres A.

Supposons maintenant que

E LT &,

ol e désigne un nombre positif, aussi petit qu'on veut, mais fixe.
Alors on a

(20) [ 2 oS (r 4+ 1)@ ...~ hpy COS(r+m)x| < _’..T;_L
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et
. . anL
(21) [Msin(r+nae—+...+ 4, sin(r+m)z| << —-
<
Démonstration. — On sait que
. X
4 sin(er—+1) —
i—i-z cospr = 2
2 SP¥= . @
pe=t 2 sin —
Donc si
clxlaom—e¢,
alors
,
l-fECOS)r < T
2 peg=——; 2 ¢ ac
p=t 2 SN — 2 = =
2 ™ 2

Ecrivons au lieu de » un nombre entier positif /, plus grand que r.
Nous aurons
=1

I3

1 T

5 —1—2 cospr| << »Q—é-
!

Avec soustraction

l=r-41, r-+ o,
En appliquant maintenant au polynome des cosinus
Ly CcOS(r —==1)a 4. .. Dy, co8(r =+ m)ax

la sommation partielle d’Abel, nous obtenons immédiatement le théo-
réme a démontrer.
Parcillement, en partant de I'identité

.or A ol |
sSin -2 8in pa
2

.

N - 2
Zsm[)x: " ’
p=1 Sin -

on pourra facilement démontrer U'inégalité (21).
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9. Des inégalites (20) et (21) résulle

cos(r4nx  cos(r2)r - COS(r-bm)e) | am

(22) T 1 (-2 o (- m T

3y |estrne | costrme | cos(r b ma) ew
(2") [ -+~ m /..f~/)],~»—[ e lil CoE
el

/ sin(r-+1x  sin(r42)e PR sin (s m sl oT
(?‘l) [ -+ 1 - [~ 9 T (- m e

5 sin(z+0@ o sin(rt2)z o selrmge) o nE
(23) {~-m [~ 1 {11 T
pour ‘

etalam—e  (£2>0),

meT, 0,3, ..
PO, Ly Yy ..,

le=0, 1,9, ....

10. Considérons le polynome des cosinus

cos(r-+ne ‘ Cos (7 -t 2)x | cos(r - n)a
(20) n L e | 1
(ne==u, 0,8, o5 r=20, 0,2, ...,

Ce polynome prend pour == o la valeur
) . |

! I
— "l‘“ i . . ‘ 1
n N

Gette valeur est plus grande que log 2 et devient done infinie en méme
temps que 7.

Considérons le polynome conjugué
sin(r 1) | sin(r - 2)x \ \ sin(r -+ n)r
(27) n N1 e 1 '

(Re=1,0,3, .05 r==0,1,2,...).

Ce polynome prend pour @ == o la valeur zéro.
Mais examinons la valeur du polynome (27) pour

o U
T a(r-n)
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[Cette valeur est tres voisine de x =0, sil’un des nombres r et n est
trés grand. |

Puisque
T . T
ra=v S
( ) (r—l—n)“z’
si
‘J:I’ “> ),l’
done (')
) o T . I
vosin(r 4+v) —m—— n sin(r 4+ v) ———
Y ( )2(1‘+n)> 2 ( )2(1‘—i—n)
i n—vy--1 n—v+1
v=1 n
I=[7I~]+l
Mais
' T T
- r V) —m—mmmm——— = —
L,],<( - )2(1'+n)"2’
st
n’ n’
V= 7)— -1, > =0, L., 1
donc
. '
2osim(r +4-v) —— _ n
O ( )?.(r+n)>\/2 2 1
n—vy-41 2 d n—v
/=1 ‘l=[£l4-l
ra
I

2 I I
_::T'— l+_+77“l‘--.+—'——~—-7'——,-
2 2 3 [ILJ
n—| —
2
Ve I 1 I Ve n
S — I~ — Y PR _— _— o -
= 2 RIS >210°[2
2_
Nous avons donc trouvé pour le polynome des sinus (27) le résultat
suivant:
Pour

, . T
(28) l‘“z(r-%—n)’

n’ s . o | .
(1) Je suppose que n > {-;J -1, ¢'cst-a-dire que 2 Z 3. lg] = le plus grand entier

n
contenu c¢n 5
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ona
sin(r-+1)x  sin(r-+-2)x sin(r--n)e _ 2 1
(29) -+ s e T S og | = | s
* n n—1 1 3 N 2
ou
n==3, 0,0, . ..,
0, Ty 2y 0y
‘n’ . n
l ;J == le plus grand entier conlenu en —-
III. — Introduction d'une notation mnouvelle.
Théoréme sur les séries trigonométriques.
11. Soit

S

ke
une série infinie quelconque, et soit
Efl, §(27 ey J{ﬁa

ane suite infinie quelconque des nombres entiers positifs. Alors, jo
désigne par

. .

(2),

1

R AT ; - , 5 ,oo
une série infinie nouvelle, quon obtient de la série }_’(IA en reunds-
Aot
sant dans celte série les g, premiers termes, puis les g, termes
suivants, puis les g, termes suivants, ..., puis les g, termes sui-
vants, .... En équations :

. ES! Wy Vet
ou
P97 Uy —+ Uy bty
== U 41 bty g,
e e ,

99 o Ui s bty bt e U
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Si par exemple
S1=8:=...=mgv=...=2,

alors, par rapport & la série

2(—1)’“"::—1—{—1—1—}—...,

k=1

2(— 1 )f+t signifie la série
=1 Sy
O+0-+0-+....
Si par exemple

k=1 /A‘_Ir—i /L‘ B 2 S 4+“.’
alors
0:1(—1)’“'1 o X
27 TTa T3t
k=1 &y

sil’on ade nouveau g, =2 (v=1, 2, ..., »).
Si la série

)

~
uy.

k=1

@ \
< E lt/c)
k=1 &y

est aussi convergente, quelle que soit la suite des nombres entiers
positifs gy, et I'on a

(30) i uk\) :i .

est convergente, alors la série

k=1 k=1

Mais la série

~
Z Uy

k=1 'y

pourra étre convergente (pour un choix convenable des g,), tandis
1

Ann. Fe. Norm., (3), XXVII. — FEvRIER 1911, I
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que la série

A=t
est divergente.

12. On connait le théortme classique :
St la scrie trigonométrigue

(31)

o

Wl .

a, —{-—2‘ (apcoshke 4 by sinkax)
h=id

est uniformément convergente dans l'intervalle o ™ aw, alors la
somme de celte série est une fonction [(x) partout continue ct de
periode 27, et les coefficients

@y, g, 1)1;

. gy by

sont les « constantes de Fourier » de la fonction [(x) : ¢ est-a-dire

| VAT
== = / J(eydt,
),

. T

oty — Sy coshidde,
TJy
;T

by - Sy sinktde
<o

Une généralisation trés simple mais importante de ce théoréme est
la suivante :

En supposant que la série

(32)

) .
1y 4 z arcoska -+ by sinkax
L EX!

\

&y
est uniformément convergente dans Uintervalle o <2 < 2w, od

Bty Bu e B
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est une certaine suile de nombres entiers positifs (en outre quelconque),

et en désignant par f(x) la somme (partout continue et de periode 2m)
de cette série (32), les

o, ay, bl? v ey b/ﬁ

sont alors les constantes de Fourier de cette fonction f(x). En d’autres
termes, la série

@

O .
a0+2‘(ak coshax + by sinkx)
k=1

est la série de Fourter de la somme f(x) de la série (32).
La démonstration est trés simple et est presque identique & celle du
théoréme classique cité plus haut.
IV. — Deéfinition d'une suite infinie numeérique.
13 ("). Considerons le groupe de 2n nombres
I I I I I
(33) 5 vy Lo, —r, =L,

- =

’ ey
n n—1 2 2 n

n étant un nombre entier positif. Formons successivement ce grouj)e pour
les valeurs suivantes de n - '

3

R 3 38 W3 N
(34) n=not", 2% o3 o¥ = gV

el écrivons ces groupes de nombres, 'un aprés Uautre, dans une seule
8 ’

ligne, mais aprés avoir divisé les nombre du v groupe par v*. Nous

obtenons ainsi une suite infinte bien déterminée :

(35) Oy, Oy, Olgy  enwy Olfty  wers

Ses premuers termes sont :

== —, o=, oy=———1, 24
3 1 {

T e T Clg— ==
B0 T Yool T 4(25—1) T 1020’

(1) Poir ma Note III, p. 45-47; ma Note IV, § 2, et ma Note V.
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Cest cetle suite (35) que jemploie dans les paragraphes V, VI, V1
et VIII pour la construction de mes exemples.

V. — La singularité de du Bois-Reymond pour un seul point.

14 (*). La serie
(36) 2 oy Cos hu

k=
represente la série de Fourcer d'une fonction partoul continue cl de
période 2. Cetle série de Fourier est divergente pour x == o.

Démonstration. — La série (36) esl en effet la série de Fourier d'une
fonetion partout continue et de période 2. Pourle démontrer, prenons
la série

” )
9 ~
(38) 2‘ oy CoSha
. b=t Ky
ou
| 4 o .
(37) gy=a.al, e 02| s PN oY,

La séric (38) est uniformément (et absolument) convergente dans
70 P Al J i
Iintervalle o “aZ2x. Kn elfet, Ia valeur absolue du v terme de cette

série est, en tenant compte de la définition des nombres o, et de P'ing-
galite (16), plus petite que

et puisque la série

- ()
25
EES
est convergente, done la série (38) est pour o =2~ 2% uniformément
(et absolument) convergente.
N7 3 a N . ¢ . . . g
Drapres le théoréme de P'alinéa 12, il suit immédiatement que la

(Y) Foir mes Notes HI, IV ot V,
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série (36) est la série de Fourier d’'une fonction partout continue et
de période 2=. [Notamment celle de la fonction définic par la série
uniformément et absolument convergente (38).]

Il reste & démontrer que la série de Fourier (36) montre effective-
ment la singularité de du Bois-Reymond pour @ = o, ¢’est-a-dire que
la série

@x
Z 294

k=1
est divergente. Mais cela est évident. En effet, la valeur de la

o\ itme N .
(g, A Go e Gy + °—V> somme partielle de cette série est
2

[ 1 I
—,,(—74— - +...+1>.
Y \2Y 2" —1

Cette valeur est plus grande que

1 K
= loga”' =vlog2

et devient donc infinie en méme temps que v.
Le théoréme relattf a la série (36) est donc démontre.

La série de Fourier (36), est pour & ==o0 et par suile aussi pour
x = 2%, divergente. Il est intéressant de remarquer (') que la série (36)
est uniformément conyvergente dans Uintervalle

P
o

xZom — ¢,

ot & désigne un nombre positif, aussi petit qu’onvoudra, maris fixe.

Démonstratton. — Appelons, une fois pour (outes, les premiers
g, termes de la série (36), le premier groupe de termes; les g, termes
suivants, le dewxicme groupe de termes; .. .; les g, lermes suivants, le
yiéme groupe de termes, ...

[lei gy, ooy gus oo - désignent de nouveau les entiers (37). ]

o
&

Le vitme groupe de termes contient g, termes. Les premiers =

(') Foir ma Note V.
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termes de ce groupe ont des coeflicients positifs. Nous appelons en-
semble de ces termes le v groupe positif de termes. Les autres
£ termes du vi™e groupe de termes ont des coefficients négatifs.
2
Nous appelons leurs ensembles le v groupe négatif de termes.
Parfois nous appelons groupe de termes aussi la somme des (ermes
qui constituent le groupe. Je ne crains pas qu'une confusion résulte
de ce double emploi.
La formule du vi® groupe de termes cst done

1 [eos(r-+1)e cos(r-+o2)a
(39) :[( 12 cesl A
VT L n AH e X
COS(r - a2n —1)x COs (7 - on)a

1 =1 n

k]

e 8
no==o¥,

e A I T

La formule du v¥é"e groupe positif de terme csl

1 [eos(r-+n1)a cos(r-=2)x Cos(r -t n)ue
(40) = [ ( ) - ( ) R 87k ) s
v . n T e ) 1
oll
= 2"",

2 7

P gyl b b g
La formule du v groupe négatif de termes est

1 cos(ret-n 1) cos(r--an)ar
(41) 2| cos( )a o tos(re-an)e

y2 i 1 e "

ou
] 9'/”
== 27",

P g g g

Considérons maintenant le reste

king
Ry (2) xz o C08 e
he==p

de la série (36). (Ici p<<¢.) Désignons par v, Vindice du groupe de
termes auquel appartient le premier terme o, cospx du reste R,, (),
et par v, Vindice du groupe de termes auquel appartient le dernier
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terme o, cosgx du reste R,,(x). [1l est v,=v, si les termes de
R, ,(x) appartiennent au méme groupe de termes de la série (36).]

Cela étant posé, |R,,(x)| est certainement = la somme des valeurs
absolues des groupes positifs de termes et des groupes négatifs de
termes de la série (36), qui figurent dans la somme R, , () + la valeur
absolue de deux fragments de groupes de termes de la série (36),
qui figurent aussi en général dans la somme R, , ().

Mais, en vertu des inégalités (22) et (23), la valeur absolue du
vieme groupe positif de termes, ou du vi¢ groupe négatif de termes,
ou la valeur absolue d’un fragment quelconque d’un de ces groupes,
est plus petite que

I 27
v e
pour
E_XZ2TM —E
Done
2 14 1! 1
R e
<é—7£[—£.,-—l——-——l———.,+...+ad inf.)
e v (vp+1)2
G x
= =t

Mais v, devient infini en méme temps que p. Donc |R,, (2)| devient
aussi petit que 'on veut, si p est suffisamment grand, et  est contenu

dans Uintervalle
etxiom—e (e > o). .

Nous avons donc démontré que la série de Fourier (36) est unifor-
mément convergente dans I'intervalle eSx S 2w — ¢, quelque petit que
soit le nombre positif fixe ¢.

VI. — La singularité de M. Lebesgue pour un seul point.

15 (*). La série

(42) Ea/, sink x

k=1

(1) Foir ma Note V.
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représente la série de Fourier d’unc fonction partout continue el de
période o, Celte série de Fourier est partoal coneergente, mis sa coneer-
gence est non uniforme dans chagu: intervalle contenant la valewr o,

Démonstration. — Soit. e un nomhre positif aussi petit quon veut,
mais fixe. Alors la série (42) est coneergente dans Pintervalle

Elle est méme wniformément convergente dans cet intervalle. On peut
le démontrer tout a fait de T méme maniere que celle dont nous avons
démontré la convergence uniforme de Ta série (36) pour le méme
intervalle.

Comme € est aussi petit qu'on veut, a serie de Fourier (1) (42) est
convergente en chaque point dans Uintérieur de Uintervalle (o, 2w,
Mais elle est aussi convergente pour a == o, parce que pour cetfe
valeur de 2 la série (42) devient

L9 N I T S T P

Done la série de Fourier (42) est partout conyergente,

I reste & démontrer que la série de Fourier (42) présente la singu-
larité de M. Lebesgue pour le voisinage de o oo En effet, je
démontre que la série (42) ne converge pas uniformément dans Pin-
tervalle oS g, oft p désigne un nombre positif aussi petit qu'on
veut mais fixe.

Considérons pour ce hut le vior groupe positif de termes (*) de la
série (42)

(43) _I_ sin(r -1\ s sin( r bea)a sin(r o ) ar
v? ?“‘:: I T B o S I
A ST L DS L B P C2 PR

(1) Bn offet, Ta séric (49) est Ja série de Fourier ("une fonetion partout eontinue et de

période »m, puisque la série
"
Y
(z 7 f S ﬁ'.l:)
kot &y

est uniformément (et absolument) convergente pour o % a ;. am.
(*) Nous transférons & la série (42) les dénominations fixées précédemmont duns
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Sila série (42) était uniformément convergente dans l'intervalle
oSz <y, il faudrait que la somme (43) converge uniformément vers
zéro dans ce méme intervalle, lorsque v devient infini. Mait ce n’est
pas le cas. Considérons en effet le point

T ™
B T P T e TR 27y’

[Ce point tombe certainement dans 'intervalle oS« Sp, siv est
suffisamment grand. 11 converge vers « = o si v devient infini.] En

vertu de I'inégalité (29) la valeur de la somme (43) est pour cette
valeur de  plus grande que

1 ﬁ,og[zv“] _ V2

o 08| 5| =5 (leg2)

— 1
v

et devient donc infinie lorsque v devient infini. La somme (43) ne peut
donc pas converger wuniformément vers zéro dans l'intervalle oZ2Zp
lorsque v devient infini, et par suite la série (42) n’est pas unifor-
mément convergente dans I'intervalle oSx Sp.

Remarque. — La série de Fourier (36) montre la singularité de
du Bois-Reymond; la série de Fourier (42) montre la singularité de
M. Lebesgue. Considérons maintenant la série de puissances

La série (36) est la partie réelle de cette série pour z=¢"; la
série (42) est la composante imaginaire de cette série pour z = .
Nous woyons donc que les singularités de du Bois-Reymond el de
M. Lebesgue se présentent respectivement pour les composantes reelle et
imaginaire d’une méme série de puissances a loi de coefficient simple.
Les singularites se présentent sur ces deux series conjuguées au méme

I'alinéa 14 pour la série (36). D’aprés cela, il nous faut sculement éerire, dans les équa-
tions (39), (40), (41), sin au lieu de cos pour obtenir la définition des divers groupes de
nombres relatifs a la série (42).

Ann. Ee, Norm., (3), XXVII. — Fivrir 1911, 12
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point 0 = o. Je remarque encore que fa fonetion, définie par la série

de puissances Zoc,\.z", est continue dans le domaine parfait |z] 1.
ko=

(Vour § VIII.)

VII. — La singularité de du Bois -Reymond pour des points
partout denses dans un intervalle.

16 (*). Prenons la série (36). Eerdcons dans le premier groupe de
termes 11 @ au licw de v, dans le dewxicme groupe de termes oL au lica
de x, ..., dans le ¥ groupe de termes 5 U iv au licw de e, ... Nows obte-
nons ainse une séric trigonometrique nouselle bien déterminée

£

(4n) 2:/.,, COS Ay L

o=y

lin équations :

Tz Lk 8i l"/-'_gl,

hpzzolk st g Tk g a
................................. ,

Me=vl kST g g b g Uk g )

La série trigonomditrique (44) est la série de Fourter d une fonetion
partout conlinue et de période 2%, (Celle série de Fourder est divergente

pour les valewrs

(43)

Démonstration. — Linyertu de Uinégalité (18), la série

%

(/;G) Ed/; (;()S7.A.I?

k== Hy

(1) Voir ma Note IV.
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est uniformément (et absolument) convergente dans l'intervalle

olx

A

2 .

On conclut donc du théoréme de I'alinéa 12 que la série (44) est
en effet la série de Fourier d’une fonction partout continue et de
période 2w [celle de la fonction définie par la série uniformément
convergente (46)].

Considérons maintenant un point

- m
(43) X = — T.
n

Au point (45) la valeur du vié=® groupe positif de termes de la
série (44) est, st v est suffisamment grand,

1 I I
=\ + — ...,
ve\2Y 2V — 1

Puisque cette valeur devient infinie en méme temps que v, la

. ; . ., m
série (44) est divergente au point considéré — -

17 (*). Je fais remarquer que la série conjuguce de la série des
cosinus (44)

(47)

est aussi la série de Fourier d’'une fonction partout continue et de pé-
riode 2 . En ellet la série

-]
Y .
desmh-x

k=1 2

est uniformément (et absolument) convergente dans I'intervalle

oZaxlom.

(1) Voir ma Note IV.
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VIII. — La singularité relative a une paire de séries de Fourier
conjuguées; pour un seul point et pour des points partout denses
dans un intervalle.

18 (). Une série de puissances, convergente dans le cercle | 5| <1 et
représentant pour |5| =1 une fonction partout continue, peut-clle étre
divergente dans un point de la circonférence | 5| == 1?

Vest M. Pringsheim qui a posé celte question. Elle estidentique a
la question suivante : Existe-t-il une paire conjuguée de séries de
Fourier, dont chacune appartient & ane fonction partout continue ef
de période 2 et telle qu'une an moins de ces deux séries de Fourier
soit divergente pour une certaine valeur de la variable indépendante
(par exemple pour la valeur zéro )?

~La réponse est affirmative. En effet les séries de Fourier (36 et (42)
forment une telle paire.

Nous voulons traiter ici cette question indépendamment des para-
graphes V, VI, VII.

Considérons donc la série de puissances de la variable complexe z

-

(48) 2“" sk,

Jezt

Puisque

lin oy o= 0,

s w
la série (48) est convergente pour | 5] < 1. Je veux maintenant démon-
trer que la somme de la série (48) pour|s| <<t est continue dans le
domaine parfait || 1. Considérons en effet la série

(Li‘)) Ea,‘,z’“

WA=} &y
\

ou

(1) Poir ma Note 1V.
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désignent de nouveau les nombres

3

1? M
2.2, .27

[

La série (49) est une séric procédant suivant des polynomes entiers
de la variable complexe =. Mais cette série est uniformément (et abso-
lument) convergente sur la circonférence |z| =1 [vorr les inégalités
(16), (17)]. Donc elle est aussi uniformément (et absolument) con-
vergente dans le domaine total |z]|S 1, d’aprés des propriétés bien
connues des fonctions harmoniques. Pour |s] <1 les valeurs de cette
série (49) et de la série (48) coincident [wvoir I’équation (30)]; done
la somme de (48) pour |z|<C1 est effectivement continue dans le
domaine parfait |z|< 1.

Pour = =1 la série (48) devient

Ayt o=t 4 dp+.. ..

Cette scrie est divergente. Doncle cercle [z] =1 est le vrai cercle de
convergence pour la série de puissances (48).
Nous avons donc obtenu le résultat :

La série de puissances
w
-
k=1
est convergente pour |s| < 1 et sa somme est continue pour |z|S1; elle est

pourtant divergente pour le point 5 =1 de son cercle de convergence.

in outre, la série de puissances (48) est & 'exception du pointz=
partout convergente sur son cercle de convergence.
Elle est méme uniformément convergente sur chaque arc

e, elfZam—e
de cette circonférence. Ici = désigne un nombre positif, aussi petit

qu’on veut, mais fixe.

19. La série de puissances (48) montre la singularité en question
en un seul point de son cercle de convergence.
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Considérons maintenant la série de puissances

w

¢ ’ﬁr oh
(JO) A STk,

Aol

ot les oy désignent de nouveau les nombres définis dans Palinéa 13,
et les A, les nombres définis dans Palinéa 16.
Dapres les alinéas 16 ¢t 17, il est évidenl que =

La série de puissances

w

S .
Z o 37

[

est conyergente pour |z] < v, et sa somme est continue dans le domaine
parfait|3] < 1.

Mais elle est divergente pour les points

i
—Tl2
Som et

me=o,doy ko, L

o

oot ko) S, L,

qui sont partout denses sur son cercle de congergence.
En réunissant les résultats des alinéas 18 et 19, nous pouvonsdire:

La série de puissances d’une fonction analytique peut étre divergente
sur son cercle de conpergence méme dans le cas o elle passe uniforme-
ment a des valeurs [ronticres partout continues sur ce cercle de conser-
gence. La série de puissances peut llre divergente dans un tel cas, non
seulement dans un seul point du cercle de congergence, mais aussi dans des
potnts partout denses de ce cercle.

IX. — Vérification sur l'exemple du paragraphe V de mon théoréme
sur les moyennes arithmétiques.

20. La série de Fourier d’une fonction f(a) bornée et intégrable
est sommable dans un point ol la fonction /() est continue; ¢'est-
a-dire pour un tel point la suite des moyennes arithmétiques des
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sommes de Fourier

s@)+si@) s (@) s (@) +. . s(2)
2 ’ ' n—+1 ’

50(‘”):

est convergente, ayant comme limite la valeur f ().

La démonstration générale de ce théoréme est, comme on sait, bien
simple.

Depuis la communication de ce théoréme (1900) j'ai cherché
I’exemple d’une série de Fourier (appartenant 2 une fonction partout
continue et de période 2%) pour laquelle on peut démontrer ce théo-
reme par un caleul particulier. En d’autres termes, j’ai cherché a
trouver une fonction f («) spéciale, ayant une sériec de Fourier, sur
laquelle on puisse vértfier le théortme ci-dessus. Je crois que beau-
coup de lecteurs ont senti le manque d’une telle série de Fourier &
coefficients numériques (appartenant & une fonction partout conti-
nue), sur laquelle on puisse pour ainsi dire woir la convergence des
moyennes arithmétiques vers lavaleur /() de lafonction développée.
Un tel exemple, s'il est suffisamment simple, donne certainement une
illustration trés vive du théoréme général. Je n’ai pas réussi i faire
cette vérification sur les exemples de du Bois-Reymond, M. Schwarz,
M. Lebesgue, ete.

Mais il est trés facile de faire ce calcul vérificatif sur mon exemple
(36) Eak coska,

k=1
et ¢’est ce que je veux montrer dans les lignes de cet alinéa.

Lasérie (36) est la séric de Fourier d’une fonction partout continue
et de période 2. Pour z=o elle devient "
(51) e a2 SUIE - A S

et cette série est divergente. Maintenant je veux montrer par un calcul
direct que les moyennes arithmétiques de la série (51) convergent, et
notamment vers la valeur /(o) =o ("). '

(1) Ona f(o) =o. En cffet

() = (Za,‘. cos/c:c) (oZaZam).

i =
Done
Jo)y=0+0~+0-+...=0.
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Gonsideérons d’abord la somme

1 1 !
52 L
()’) n F no~=1 ‘ n
[ Sa valeur est égale i zéro.| Nous pouvons aussi la regarder comme
série infinie dans le sens suivant :

w I 1 1
(;,5,,) B T T o B B i S 2 S 120 S (N R
n n =1 n

La ni#m somme particlle de cette série

est aussi grande qu'on veut, si 2 est sufflisamment grand. Jaffirme
maintenant que les moyennes arithmétiques de la série (52) (') sont
toutes plus petites que 2, quelle que soit la valeur du nombre entier
positif n.

Démonstration. — Désignons par

Ty Oy o Ty

les sommes particlles de Ta série (52).
On a done

1 1 1
IJ‘] Sl e~y g'2 L — [, i sy oe
I n 7o 1

Je vais discerner trois cas :

(«). 1ZkS n. Alors

k : k-1 ! 1
R e T g
I3 - k
T

o n b e T

«

T RS il O
T 7 : -/T e

(1) Ce sont des valeurs posilives.
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(b). n<kzz2n,dest-d-dire b =n+r, ot o <<r=n. Alors

O+ Totuect+ 0 O+ Tot+oci+ 0y

k n-4r
I /n+r na4r—i r+1 r  r—r 1
= - + ot S A A ———
n-+r\ n n—1 1 I 2 r
n 7 \
_ [ 25"—0—‘) 21'——v+|
o n-—+r v v
V=1 v=1
” ” n
[ N4y r—v—41 r+v
= (N g e
n—4-r\ by et v i v
=1 V=1 =1
r n K
I O 2V — I r v
— 2 LN
n-r v il v
N =1 Vo=t

oo (n—r).a]
el = )]

an
T nr

< a.

() (). 2n<h<<om, dest-d-dire £=n -+ r, ott n <r <+ =. Alors

R e R e ey -2 e - S >
k - n—r
I n4+r n4r—i r=+i
= -+ .+
n—4r n n—r1 1
7 r—i r—n-—41
1 2 n
n : n N
1 Er—(—v Zr-—-v—-}—r
T n4r v v
v=1 v=1
1 sz——-l< an <2n
== —_ I,
n—+r v n-+r 2n

v=1

Done pour la série (52) on a

g+ oy, ..+ Tp
k

<2 (k=1,2,3,...).

(1) Je ne traite le cas (¢) que pour étre complet. Je n’en aurai pas besoin dans ce
qui suit.
Ann. Ee. Norm., (3), XXVIII. — MaRs 1911. 13
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Cela étant posé je vais démontrer que les moyennes arithmétiques
de la série (51) convergent vers zéro.
Désignons par
Sty Sy ee e She
les sommes partielles de la série (51). Soit £ une aleur quelconque
de 'indice.
Divisons £ en parties comme il suit (') :
I T SO S
ol
olr< Svrte

Alors

Syt Sp b= S Spb Sy Sy

k T g g gy 1
Sy Sy Sy b Sy b S

;‘rl P ;’r% -}
w5 T R . N i S, AP

fe L1y B R
-l o n2 ., t

A1t et
Mais, CCaprés les inégalités sous (w) et (),

St Syt L Sy 1

]
&1 L
S R S ! "
5o T2
...................... ,
Sec vt tg, 11t b S, I e
: 7 B B L
done
=9 4 111'3_') e } L,’-,—’Z'-‘}-' I ! 9
Sy~ Syt o 8y 1% ) v? (v -4-1)*
<
k il Ba b gy o
7 [ ¢y
A1 5 U
i ey I SR R 3
. r? P v (v 1)

,!,r1 "{“é")“"’r‘. ..+ é’y"}“ r

(1) Nous prenons de nouvean gy= 2.2%" (v =1, 2, 3, ...).
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Mais, d’aprés les théorémes connus sur le centre de gravité, cette
fraction converge vers zéro, lorsque v (et par suite aussi £) devient
infini.

Done

PR T i £ e el S )
lim —=o.
k= k

Lorsque f(x) est une fonction partout continue et de période 2,
alors les moyennes arithmétiques de la série de Fourier de f(x)
convergent uniformément vers f(x) dans l'intervalle oSxSaw. Je
crols qu'on pourra aussi vérifier cetle propriété sur la série de
Fourier (36). Il faudra seulement faire un examen préalable des
moyennes arithmétiques du polynome (')

cosx N cos2x cosnx cos2na
n n— T 1 T n
APPENDICE.

Nouvelle expression pour les constantes de M. Lebesgue.

Nous avons va que la série de Fourier

»

(36) Z acoskax

k=1

de la fonction partout continue et de période 2w

(38) (z o (:0s/r:r>

k=1

(1) Ce paragraphe osta comparer au paragraphe IV de ma Note HI. — Il est intéressant
w
‘onyi séric > ‘ ant dans la définition des nombres a. (voir le
d’envisager la séric o coskx, en employant dans la définition des nombres oy (woir le
it
paragraphe IV de ee travail), non pas les nombres

a8 98 T
217, 2% L e L

mais les nombres
2 Px3 P e
D L T
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est divergente pour & == o. Pour & == 0 la série (36 ) devient

R S B I R

Les sommes partielles de cette serie sont des nombres non négatifs
entre lesquels on trouve des nombres aussi grands que Pon veut, bien
que la fonction, & laquelle Ta série (36) appartient comme serie de
Fourier, ait une valeur absolue plus petite que

“
+ 6
St
Vet

Soit f(x) une fonction bornée et intégrable dans Uintervalle

-

ofxlan.
Soit de plus

l./(.-r)|i‘:l
pour

ol oam.

Nous posons la question : Quelle est la limite .s’up(wivur(!d('[.s',,(.-r)[,
lorsque /() parcourt 'ensemble des fonctions bornces et intégrables
assujetties d la condition [ /()] pour o v om? feis, () disigne
i somme particle de Ja sévie de Foarier de fCa), nune certaine
valeur de U'indice, une certaine valeur dans Ulintervalle o a0 oz

“r lvw

(X

Dans le paragraphe I de ma Note T, jai démontré, en suivant
M. Lebesgue, qu'une telle Timite supérieure existe, qu'elle est indé-
pendante de la valeur de e, e qu’elle a comme valeur

7
1 . \
2 sin{on 4 1)¢ .
(53) Pa ;_-{ —--—-«—;ﬁﬁwmml dt (n==0,1,2,3,...).

Puisque la limite supérieure est indépendante de 2, nous nous
restreignons i la considération de la valeur 2 = o,
Alors la fonction

\ . ¢ ! .
(54) sign.sin(2n 1) = (olxiam)

est celle dont la Ai*™ somme de Fourier a pour z = o une valeur
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(positive) qui n’est pas plus petite que la valeur absolue de la nime
somme de Fourier pour £ =0 d'une fonction f(x) quelconque,
satisfaisant pour oSaS2w a la condition | f(«)|=1.La valeur des,(0)
pour la fonction (54) est en effet égale a o,.

A DPendroit cité j’ai aussi établi 'expression asymptotique pour ces
constantes importantes

Po’ ,017 ] P/n

que j’ai nommeées « les constantes de Lebesgue de la série de Fourier ».
J’al trouvé notamment

JA
4
Pn= p— logn + ¢y + ¢&,,

T

4 2 I i 1 i
n—— — i — ¢ 2 O » Q
Co= "5 ; (smc t)dt—i- l log I'(¢) cosmede,

lim g, = o.

n=aw

et

Dans les lignes suivantes de cet Appendice je donnerai une nouvelle
expression pour la consiante de Lebesgue g,.
Soit

e o . X
%) sign.sin(an 4+1)==1{l,+ {,cosx +...+ {,cosve +...
o 2 0 1
L e e . . . . L < , .
la série de Fourier de la fonction sign.sin(2n 4+ 1)=- | C’est une série
(3] ‘2
des cosinus, puisque

. . 2T — X . . ax
sign. sin(2n + 1)-—;—— = sign.sin(an -+ 1)_‘)_.

Alors
pn=ly+li+...+ L,

Il faudra done seulement établir la formule de Z,.
On a

27
I . . X
ly== Ef sign. sin(an +r)—2—cosvx dax (v=r, 2,3, ...).
0
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Done
. AT . - . Stearn 2T i
/ sinva |2+t sinvar | & “"_4 * Sty ] e
™ y = | —— — e e e P T—
v 0 v BT v yn 2T
2 a1

= —[sinl—sinat4sinde—sinft ... sin(zn - 1)t-—sin2nt| T
v un
Mais

A -t

SN AL CO8 e |
9
sint —sin2l ...+ sin(2n — 1)t — sinznl = 7 >
oS -
3
done
. 2T
S22 Y e
2 DY
Tyt e & e e COS VT
T
COS Y e
20 -1
Mais
COSVT =z (== 1)V
et
. 2T . onm
Sin n Y ———— =8I —
270 -1 27 1
Loan 11 . VT
== Sl ————e TTY 2 sm(vrc s
PR AN -1
. T . ™
T e COSVIU ST s e (e [ ) ST Y i §
YR wnobl
done
. T
SNV e
2 YO 2
Ty = = = langy —
v T v DY
Cosv
_ 20~ 1
et nous obtenons (*)
2 1
E6 :
(56 ly= = ~tangy ——— VL, 2, 3, ...).
) Y Trv(;"uc-%r ( T )

(') Cette formule est en effet applicable, quelle que soit la valeur de Uentior positif v, o
. k3 | ™ N o . .
effet v ST e peul pas blre bgale & (um-+-1) =, oft la fonction tang.ae dovient
d 2
singulidre, puisque

v

(2 m ~ T
bl wefon | )
DY/ ) 9
entraine

2y = (2m 1) (20 +1),

ce qui est évidemment impossible,
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C’est /, qu’il nous reste & calculer. On a

27
I . . x I 2T 1
ly—= — sign.sin(2n +1)—de = — = .
2T J, 2 27 20 + 1 2n +1

Nous avons donc trousé, pour la constante g, de Lebesgue, ['expression

n
1 2 1 T
=——~—+-—-E—Lanw-———— n-=—o0,1,2,3, ...).

20 1 b3 v 8 an 41 ( Py T )

(57) Pn

V=1

On voit qu’on peut (raiter les constantes p, de Lebesgue au moyen

de la courbe
Yy = langx,

T
o<.x<—2--

Je crois qu'il ne serait pas difficile de déduire les propriétés des g,
de leur expression nouvelle (57).
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