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FAMILLES DE LAME COMPOSEES DE SURFACES EGALES.
GENERALISATIONS. APPLICATIONS.

Par M. J. HAAG,

Ancien éléve de 'Ecole Normale supérieure.

—eeEE—

INTRODUCTION.

L’origine du travail que je vais avoir 'honneur d’exposer remonte
A l'étude de certains mouvements remarquables, auxquel jai été
conduit incidemment, il y a 2 ans, & la suite de considérations g¢omé-
triques sur les surfaces réglées. Jai fait de ces mouvements une étude
approfondie, qui m’a donné des résultats tres intéressants. Mais,
bien que ceux-ci soient préts & la publication, je ne puis ici que les
résumer briévement, & seule fin de faciliter la compréhension de cer-
taines parties des Chapitres qui vont suivre, tout en me réservant d’en
développer autre part I'exposition détaillée. Je rappelle d’abord que
tout mouvement continu peut étre réalisé par la viration d’une surface
réeglée (¥) sur une autre surface réglée (£'). J’ai, d’autre part, donné
des formules simples qui permettent de déterminer, par des quadra-
tures, la surface (') la plus générale sur laquelle peut vwrer une
surface (X) donnée, swivant un pas également donné [C. R. ('),
2/ aott 1908 ]. Voici maintenant comment on peut définir les mouve-
men(s remarquables anxquels nous venons de faire allusion. Soit un
triedre mobile O.xys, dont la position dans 'espace absolu dépend

(1) Nous désignerons par celle abréviation les Comptes rendus de U Académie des
Sciences.

Ann. Ec. Norm., (3), XXVIL. — Junx 1910, 33
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@'un certain paramétre 1. Supposons que les r()lat('ons. el lr.a/zs/ful'ons
Py G, 1 5 M, G dece triedre sotent lies par 6 — n relations linéaires et
homogeénes distinctes. Nous dirons alors que le mouvement dw triédre est
wn mousement (G,). Tous les mouvements dont les rotations et trans-
lations véritient les mémes équations constituent ee que nous appelle-
rons un groupe (g,). Les quantités p, g, ... correspondantes sont
evidemment des formes linéaires & coefficients constants relativement
A 2 fonetions arbitraires de ¢, A,v Ay, « .oy Ay. SiPon donne a ces fonce-
tions des valeurs constantes quelconques, on obtient les mouvements
hélicoidaux du groupe. Parmi ceux-ci, il v a lieu de distinguer ce que
nous appelons les mouvements de base : ce sont ceux (ue I'on obtient
en donnant la valeur 1 4 'un des %; et en annulant tous les autres.
Comme mouvements de base, on peut prendre n mouvements heéli-
coidaux quelconques du groupe, a condition qu’ils soient Lnéatrement
indépendants, ¢'est-d-dire qu’ils ne fassent pas partic d’'un méme
groupe (gn—)-

Suivant la valeur de »n, les propriétés des mouvements (G,) sont
tees différentes. Pour n=1, on a évidemment le mouvement héli-
coidal et ses dégénérescences (rotation et translation). Pour n = 2,
on a des mouvements trés intéressants, dont le plus général peut étre
engendré par le glissement d’une surface gauche de révolution sur une
quelconque de ses dé formées par flexion (vorr notre Note du 1o aott 1908
dans les C. R.), ou bien par la viration d’un conoide de Pliicker (voir
notre Note du 24 aout 1go8). Il existe en outre des dégénérescences
trés importantes, mais dont nous ne pouvons rien dire ici.

Pour n = 3, tout mouvement dugroupe peuts’obtenir par la viration
d’une surface réglée (X) dont les génératrices peuvent étre choisies
arbitrairement parmi les droites d’une congruence, le pas relatif a
chacune de ces droites étant en outre déterminé. L'étude de cette
congruence et des diverses dégénérescences est du plus haut intérét
et permet, comme d’ailleurs pour les groupes (g.), d’établir une clas-
sification naturelle des divers groupes (g,).

Quant aux cas ol » prend une valeur supérieure a 3, ils se de-
duisent trés simplement des précédents par la considération de ce
que j’ai appelé le groupe complémentaire d’un groupe donné.

L'imporiance des moupements (G) résulte de ce qu’ils s’introduisent
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nécessairement dans toute question ot, avant fait usage d'un triedre
mobile & un paramoétre ('), on arrive, pour exprimer certaines con-
ditions, & une ou plusieurs relations linéaires en p, ¢, ..., {, dont
les coefficients sont, soit des constantes, soit des fonctions d’un ou
plusieurs arguments autres que ¢ Jen ai signalé, dans plusieurs
Notes aux C. R., diverses applications. géométriques (C. R., 3 et
10 aout, g et 23 novembre 19go8). La plus importante est celle qui
est relative aux familles de Lamé composées de surfaces égales. Au
moment ot j’ai obtenules résultats quisont contenus dans maNote du
3 aolt 1908, j'ignorais enticrement que cette question ett été étudiée.
Ce n’est qu'un peu plus tard que je me suis apercu que je n’avais fait
que donner des formes nouvelles et, dans certains cas, plus élégantes,
4 des propriétés déja établies par divers géometres. Néanmoins,
comme j’étais en possession d’'une méthode qui ne me semblait avoir
été utilisée par personne, je me suis mis & poursuivre mes recherches
dans cette voie, espérant apporter quelques contributions nouvelles &
I'étude d’un probléeme dont s’étaient occupés de nombreux géométres,
dont quelques-uns des plus illustres. Je n'y ai pas réussi autant que
je Pavais espéré tout d’abord. Par contre, j’ai été conduit, au cours
de mes déductions, & imaginer certaines généralisations qui m’ont
semblé dignes d’intérét et dont quelques-unes m’ont permis d’obtenir
la solution de certains problemes non encore résolus.

Mon travail se divise en quatre Chapitres :

Dans le premier, je m’occupe des familles de Lamé composées de
surfaces égales. Je n’y établis guére de résultats essentiellement nou-
veaux. Néanmoins, la méthode que j’ai employée m’a paru digne d’étre
exposée parce qu’elle permet d’obtenir trés rapidement tous les résul-
tats connus jusqu’a présent et en outre parce qu’elle donne le moyen
de déterminer d’une facon commode les systémes triples orthogonaux
dont elle démontre Pexistence.

Le second Chapitre est une généralisation du précédent. Je me pro-
pose d'y déterminer toutes les famulles de Lamé dont les différentes sur-
Jfaces ont des représentations sphériques égales. Je suis arrivé a des

(") On pourrait peut-étre faire une étude analogue pour les mouvemenls & plusieurs
paramétres.
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résultats d’une forme assez élégante, qui permettent d’attaquer par
une nouvelle voie le probléme qui fait I'objet du premier Chapitre.

Dans le troisieme Chapitre, je me pose la question suivante : Peut-on
trouver deux familles de Lamé composces de surfaces deux a deux égales,
mats placees dans des posttions relatives différentes ? Cette (uestion est
intimement liée a celle des familles de Lamé composces de surfaces
égales et peut donner naissance a d’intéressantes applications. Clest
ainsi, par exemple, qu'elle m’a permis de déterminer toutes les famulles
de Lame composéees d’hélicoides, ainsi que celles dont les differentes sur-
Jfaces admettent chacune un plan de symétrie, variable d’une surface a
la suivante.

Enfin, le dernier Chapitre généralise le troisicme, comme le
second géncralise le premier, ¢’est-i-dire que je me pose encore la
question précédente, mais en supposant simplement que ce sont /les
représentations spheriques qui, deux a dewx, sont égales.

Jaurais voulu développer, dans un cinqui¢me Chapitre, Papplication
a différents cas particuliers tres intéressants des théories exposées
dans les quatre autres. Mais j'ai du me borner, pour ne pas allonger
outre mesure ce travail, a indiquer sommairement les résultats obtenus
et ceux que j'espere obtenir.

Il me reste & adresser maintenant mes bien sincéres remerciments
a M. Darboux, pour le bienveillant accueil qu’il a constamment réservé
a mes recherches, ainsi que pour les conseils dont il a bien voulu
m’éclairer dans le cours de ma rédaction.

CHAPITRE PREMIER.

FAMILLES DE LAME COMPOSEES DE SURFACES EGALES.

I. Larecherche des familles de Lamé composées de surfaces égales
constitue un probléme qui a été posé pour la premiére fois par
M. Darboux et qui a fait depuis I'objet d’un assez grand nombre de
travaux. Dans ses Legons sur les systémes orthogonauzx (*) (n° 50 4 53),

~(1) Dorénavant nous désignerons cet Ouvrage, dont nous aurons fréquemment I'occa-
sion de parler, par 'abréviation (§. 7.).
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"éminent géometre donne une solution qui repose sur la forme parti-
culiére donnée par M. Maurice Levy & I'équation du troisiéme ordre
dont dépend la famille de Lamé la plus générale. Il indique en méme
temps les résultats obtenus par divers auteurs, pour lesquels nous
nous contenterons de renvover le lecteur & I'Ouvrage cité. Depuis, la
question a été reprise par M. Medolaghi (Académie des Lincer, 1899),
qui a considéré seulement deux cas particuliers, et surtout par
M. Demoulin (C. R., 22 juin 19g03), qui, aprés avoir donné une dé-
monstration géométrique d'un éléegant théoreme de M. Pétot, en a
déduit toutes les solutions connues jusqu’aujourd’hui.

Nous allons ici suivre une méthode différente, qui s’appuie unique-
ment sur le théoreme de Dupin et sur la réciproque qu’en a donnée
M. Darboux.

2. Imaginons un triedre mobile Ozvz, ou (T), dépendant d’un
parametre £. Désignons, suivant les notations habituelles, par p, ¢, r,
%, 0, {ses rotations et (ranslations. Supposons, d’autre part, que ce
tricdre entraine avec lui une surface (S) invariable de forme. Propo-
sons-nous de chercher quelles doivent ¢tre la natare du mouvement
du triedre, ainsi que la nature de la surface pour que les diflérentes
positions de celle-ci constituent une famille de Lame.

Soient x, y, z les coordonnées relatives d’un point quelconque M
de (8), supposées exprimées en fonction des parametres « et ¢ des
lignes de courbure, et, ce qui est évidemment permis, indépendantes
de ¢. Ecrivons le théoréme de Dupin pour les lignes (¢) par exemple.
Il faut pouvoir associer ces lignes en surfaces orthogonales a (S) le
long de chacune d’elles. On sait d’ailleurs, grice & la réciproque de
M. Darboux, que cette condition est suffisante. Or, rien n’est plus
facile que de la traduire analytiquement. Il suffit de supposer que ¢
est fonction de z et d’écrire que le déplacement élémentaire du point M
est perpendiculaire & la tangente & la ligne () qui passe en ce point,
ce qui donne immédiatement

(1) Gdy+ Adt=o,
en posant

(2) G:S(%“E), A= 1%"(—1;(&+ gs—ry).
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De la résulte la condition nécessaire

» 0 'r\)_o

o _ . .. i

qui doit étre évidemment vériliée quels que soient u, ¢, ¢. S'il en est

ainsi, ?} sera une fonction des seules variables ¢ et z, et ’équation (1)
B ¥

deviendra une ¢quation différentielle du premier ordre entre ces va-
riables, dont intégration donnera les surfaces de la seconde famille
du systéme triple orthogonal.

L'unique condition du probléme est donc Péquation (3), sans
oublier toutefois que les lignes (u) et (¢) doivent étre les lignes de
courbure de (S). En raisonnant sur les lignes (z) comme sur les
lignes ( ¢), on arriverait & une condition analogue

, Jd (BY __
Sh d‘v(l«: =

(3) E:S(%), B:S%(E““q:"‘"}')?

et I'on raménerait la détermination des surfaces de la troisieme famille
a P'intégration de 'équation différentielle

(6) Edu+Bdt=o.

Gette nouvelle condition (4) doit @ priori équivaloir & (3), si I'on
admet que les lignes () et (¢) sont lignes de courbure. La vérifi-
cation directe n’offre aucune difficulté. Si, au contraire, on suppose
simplement des lignes (u) et (¢) qu’elles sontorthogonales, les équa-
tions simultanées (3) et (4) entrainent, pour ces lignes, la condition
d’étre lignes de courbure, et cela grace au théoréme de Dupin. Clest
ce quiil est également facile de controler par un calcul direct. On
pourra enfin vérifier que, les lignes (u) et () étant supposées lignes
de courbure, I'une ou I'autre des équations (3) et (4) est la traduction
analytique de I'élégant théoréme de M. Petot : La droize qut joint les
centres de courbure géodésique des deux lignes de courbure qut se
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croisent en M appartient au complexe linéaire attacheé aw mouvement
hélicoidal instantané (p, q,r, %, 1, ).

3. Main(enant que nous avons vu d'une facon bien nette quelles
étaient les conditions analytiques du probléme, nous allons étudier
celles-ci d’'une maniére approfondie. Nous pouvons évidemment nous
borner & nous occuper de I'équation (3), car des résultats obtenus
nous déduirons par symétrie ceux qui sont relatifs a ’équation (4).

L’équation (3) rentre dans le type de celles que nous avons signalées
i la page 259 et qui conduisent aux mouvements (G): de sorte que
nous pouvons, dés maintenant, énoncer la proposition suivante :

Si, en se déplacant, une surface (S) engendre une famille de Lamé, ce
déeplacement ne peut étre qu’un mouvement (), auguel cas la méme sur-
JSace engendre aussi des familles de Lamé dans tous les mouyements (G)
qui font partie du méme groupe que le précédent. En particulier, si
n mouvements hélicoidaux lnéairement indeépendants répondent a la
question, il en est de méme de tous les mouvements du groupe (g,) qui
admet ces mouvements hélicoidawx comme mouvements de base.

Maintenant que nous avons déterminé la nature du mouvement que
doit prendre le triedre (T), il s’agit de voir quelles doivent étre les
équations de la surface (S) par rapport & ce triedre. Nous avons évi-
demment & distinguer plusieurs cas suivant la valeur du nombre n
précédent.

4. PreMIER css: r= 1. — La surface (S) ne peut engendrer une
Jamille de Lamé que dans un seul mouvernent, qui est un mouvement
hélicoidal (H). Nous désignerons désormais, par abréviation, toutes
tes surfaces de cette nature sous le nom de surfaces de la premiere
catégorie. Voyons 4 quoi se ramene leur détermination. Tout d’abord,
nous pouvons évidemment supposer le mouvement (H) uniforme,
c¢’est-a-dire les quantités p, ¢, ..., & constantes. L’équation (3) équi-
vaut alors & la suivante :

(7) A =GV,

en appelant V une fonction de la seule variable ¢.
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Supposons d’abord V == 0. Si P'on remarque qu'a la suite du chan-
gement de ¢ en f(¢), les quantités G et A sont divisées respectivement
par [ f7(¢)]* et par /“(¢), on voit qu'on peut, sans diminuer la géné-
ralite, réduire V a Punité. Mais alors la variable ¢ sera parfaitement
déterminée, pour une vitesse donnée du mouvement uniforme (H),
en négligeant du moins une constante additive. Nous lui donnerons le
nom de variable canonique. Avec une telle variable, nous avons

8) A=G;
par suite, 'équation (1) se réduit &

de + dt = o,
ce qui nous donne I’énoncé suivant:

Pour avoir une surfuce (g) de la seconde famille, it suffit d’tmprimer
a chaque ligne (¢) de (S) un déplacement hélicoidal compris dans (1),
d’amplitude (') égale a ¢ — v, o désignant une constante, qui est le
paramétre de la surface (o).

Ceci nous donne une interprétation géométrique élégante de la
variable canonique ¢ et nous montre en méme temps que loules les
surfaces (g) se déduisent de Uune d’elles par le mouyement (H).

Si Pon écarte le cas ou B serait nul, on a de méme une variable
canonique u, telle que

(9) B=E.

ce qui donne, pour la génération des surfaces (p,) de la troisieme
famille, un énoncé tout a fait analogue au précédent. Si donc nous
connaissons une surface (S) satisfaisant aux équations (8) et (9),
nous pourrons, par de simples calculs algébriques, en déduire un
systeme triple orthogonal dont les surfaces (g,) seront les différentes
positions que prend (S) dans le mouvement (H).

(1) L'amplitude est I'angle dont tourne la ligne (¢), si I'on a affaire & un véritable mou-
vement hélicoidal ou & une rotation, et si la vilesse angulaire constante a é&té choisie
égale & 1. SiI'on a affaire & une translation, dont la vitesse soit également I'unité, I'am-
plitude mesure le déplacement de chaque point.



FAMILLES DE LAME COMPOSEES DE SURFACES EGALES. 265

5. La détermination des surfaces (S) répondant aux conditions
précédentes constitue un probléme trés ardu.

On peut le ramener, de différentes facons, s l'intégration d’une équa-
tion aux derivees partielles du troisieme ordre & deux variables indepen-
dantes. Gitons par exemple ["équation indiquée par M. Darboux (S. 7.,
t. I, n°51), qui détermine = en fonction de « ety. Il v a aussi, pour
le cas particulier d’une iranslation, ’équation de M. P. Adam (C. R.,
t. CXXI, p. 812), qui conduit a 'équation tangentielle de la surface
en variables symétriques, ou I'équation donnée par M. Darboux dans
sa Thése de Doctorat (Annales de I’Ecole Normale, 1866, p. 123),
qui permet d’obtenir les 8;; du systéme triple. En se placant toujours
dans I'hypothése d’une translation, et partant simplement des équa-
tions (8) et (9), on peut en obtenir trés rapidement une autre, que
nous croyons nouvelle. Sil'on prend 'axe des = parallele ala transla-
tion, on voit de suite que le probleme se raméne a la recherche des
surfaces dont I’élément linéaire est de la forme

: 2 U5 2o 93 40
(10) ds?*= b—(—;a’u +mdc .

ce qui, en vertu d'une remarque faite plus haut (n° 2), entraine la
condition que les lignes («) et (v) soient lignes de courbure. Or,
I’équation (10) s’écrit

2 2 __ (): 2 ()5 5 ()3 . ()Z ’)2
(11) dx* -+ dy —_(7(7([[[ -|—-(5-adc ——<(—mdu+—d?dc -

Il nous suffit donc d’écrire que la courbure totale dusecond membre
est nulle ('), ce qui donne I’équation
06 06
926 96 dlogp 96 dlogg  du dv _

(r2) 2 0uov du  Of Jdv  du ]

ot I'on a posé

p— =, (‘:‘2——, b=p-+qg—1.
F 0 q Jv pP-+q

24

(1) Cet artifice nous a été indiqué par la méthode de formation de I'équation des sur-
faces applicables sur une surface donnée, découverte par M. Darboux en 1872 (woir par
exemple, 7. ., t. III, p. 253). Nous désignerons dorénavanl par l'abréviation (7. S.
I'Ouvrage de M. Darboux sur la Z/héorie des surfaces.

Ann. Ee. Norm., (3), XXVIL. — Ju 1910, 34
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Ayant =, on aura a et y par I'équation (11), ¢'esl-d-dire en somme par
W : N v Ay ) . fa N
la recherche des lignes de longueur nulle de I'élément linéaire du

second membre. ’ .
On peut suivre une marche analogue dans les cas d une rotation

autour de Oz. Si I'on passe en coordonnées semi-polaires, on eslt

-ameneé & I'équation

\,

dw do ,
o (92 22 )
=g (Uu ¢ a¢ )
ou
do? -+ elz* s) dw |, . Jdw do , \?*
3 T e Lder— = du+ o de) -
(1) o* du au Jdv (\Ou Jdy ,)

Il suffit alors d’écrire que le second membre a une courbure totale
¢gale & moins 1, ce qui conduit & I'équation

09 99
95 09 dlogp 09 dlogg _ du dv
, ) _d9 gp oY - : tpgl=o,
(ra) o de  du  ov dr  du 9 A °
avec
) _ d_’*’ = p g —T1
= a;’ q = Jv ’ =p / ’

Ayant w, on aurag et = par la recherche des lignes de longueur nulle
du second membre de (13).

Si 'on a affaire & un véritable mouvement hélicoidal, on ne voit pas
le moyen d’imaginer une méthode analogue aux précédentes; mais
cela a peu d’importance, car nous verrons, au Chapitre suivant, que
ce cas se ramene 4 celui de la rotation et & des quadratures.

Sil'on ne tient pas a réduire le probléeme a I'intégration d’une équa-
tion unique, ce qui ne présente d’ailleurs guére qu’un intérét
théorique, on peut encore suivre d’autres voies. L'une d’elles consiste
& rechercher la surface (S) par la méthode du tricdre mobile MXYZ
relatif au systéme des lignes de courbures, en partant des ¢quations
(8) et (9). Il suffit de remarquer que I’équation (8), par exemple,
exprime que la translation de ce triedre relative & MY et & ¢ variable
est égale au moment par rapport & MY du systéme de vecteurs qui
donne la distribution des vitesses du mouvement (H).

En introduisant les coordonnées de ce systeme de vecteurs par rap-



FAMILLES DE LAME COMPOSEES DE SURFACES EGALES. 26~

port au triedre mobile, cette condition s’exprime trés simplement. I1
faut lui adjoindre les équations qui expriment que le systéeme de
vecteurs en question demeure, quand « et ¢ varient, équivalent & un
systeme fixe de I'espace. En partant de 14, on arrive & une méthode
nouvelle de détermination des surfaces (S) cherchées. Mais nous ne
la développerons pas, car elle revient au fond aux méthodes générales
qui seront exposées dans le Chapitre suivant, sil’on se place du moins
a l'unique point de vue des équations auxquelles on est ramené en
dernier lieu. Quelle que soit la fagon d’attaquer le probléme, on ne
saurait songer & le résoudre dans toute sa généralité. Tout ce que
Ion peut faire, c’est d’en chercher des solutions particuli¢res. En
voici quelques-unes, qui ne sont d’ailleurs pas nouvelles. Citons
d’abord les surfaces qui satisfont & équation aux dérivées partielles

Zﬁ:—i_-———l( =@ ( X2+ 12+ )by + @Y+ ays + a,,

Vi pre gt '
qui engendrent une famille de Lamé dans le mouvement hélicoidal
d’axe Oz et de pas K, et qui ont été signalées par M. Darboux (S. 7',
t. I, p. 86). On peut les caractériser par la propriété suivante, & con-
dition d’y joindre les surfaces analogues relatives & la translation :
Pour chacune d’elles, il existe une sphere telle qu’en la prenani pour
sphere principale dans une transformation infinitésimale de Ribau-
cour ('), la surface se transforme en une surface égale.

Dans le cas particulier, ou la constante a, seule est différente de
zéro, on obtient des surfaces que M. Darboux a caractérisées par la
propriété d’étre superposables aux surfaces qui leur sont paralléles,
et dont il a intégré 'équation. On peut aussi remarquer, ce qui évite
toute intégration, que ces surfaces admettent deux hélicoides d’axe Oz
et de pas K pour nappes de leur développée. Pour les obtenir, il
suffit de partir d’un hélicoide quelconque, sur lequel on prend une
famille de géodésiques égales autres que les trajectoires orthogonales
des hélices (*). Les tangentes & ces géodésiques sont les normales de
la surface cherchée.

(1) DarBoux, S. 7., n° 43.
(*) Dans ce cas, on obtiendrait comme surface (S) un hélicoide, lequel glisserait sur
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On peut aussi, avec M. Demoulin (C. R., 22 juin 1903 ), chercher
les perisphéres qui engendrent une famille de Lame dans un mouvement
helicoidal (H). L’application du théoreme de M. Petot montre de
suite que si S désigne le sommet du cone circonscrit le long d’une
ligne de courbure circulaire. il faut et suffit que le plan polaire de
ce point par rapport au complexe (C) attach¢ au mouvement (H)
passe par la caractéristique (D) du plan (II') de la ligne de courbure
correspondante. Cette proposition permet de retrouver facilement les
périsphéres de M. Lucien Lévy (Journal de Liouville, 18g2), qui sont
relatifs a la translation. On peut aussi en déduire tous les périspheres
qui correspondent & une rotation, et cela par des quadratures (*).

Nous verrons, dansle Chapitre suivant, le moyen d’obtenir un grand
nombre de surfaces nouvelles répondant aux conditions du probleme.
Pour I'instant, nous allons reprendre notre discussion.

6. Revenons i I’équation (7) pour examiner le cas particulier ou la
fonction V serait nulle, et par suite aussi A. Les surfaces (S) corres-
pondantes, que nous appellerons surfaces singulicres de la premicre
catégorte, sont caractérisées par la propriété suivante : Les tangentes
aux lignes () appartiennent toutes au complexe linéaire (C). Dans ce
cas, et dans ce cas seulement, I’équation (1) se réduit & dv = o, ce
qui signifie que les surfaces (o) de la seconde famille sont des héli-
coides engendreés par les differentes lignes (v) dans le mouvement (H) (*).

lui-méme dang le mouvement (H) et ne donnerait pas par conséquent une famille de
Lamé. Ce cas est celui ol la constante a, serait nulle.

(1) Si le point S n’est pas sur l'axe Oz de rotation (cas qui correspondrait & des sur-
faces de Joachimstal d'axe Oz; M. Carrus a donné un mode de génération élégant de
ces surfaces particulieres : Journal de 1’Ecole Polytechnique, 19o8, p. 85), il faul (ue
le plan (S, D) passe par Oz. On en déduit d’abord que D doit passer par un point [ixe
de Oz et par suite que les périsphéres sont annallagmatiques par rapport ¢ une sphére
de centre sur Oz, Par une inversion, on peut alors se ramener au cas ou la déférente
se trouve dans le plan des xy el 'on n’a plus qu'a résoudre un simple probléme de
géométrie plane. On verra facilement qu’on peul se donner arbitrairement le rayon de
la sphére en fonction de I'arc de déférente, celle-ci se délermine alors par des qua-
dratures.

(%) On peul démontrer ceci géométriquement d’une maniére tréssimple, en remarquant
que, pour que la ligne (¢) qui passe par un point donné M de (8) engendre dans le mou-
vement (H) un hélicoide orthogonal en ce point a la surface (8), il faut et suffit que la
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Quant aux surfaces (g,), elles seront obtenues, comme au n° 4, au
moyen de la variable canonique w«. Il est en effet impossible que les
tangentes aux lignes (¢) appartiennent, en méme temps que les pré-
cédentes, au complexe (C), car il en serait de méme de toutes les tan-
gentes & la surface. La détermination de toutes ces surfaces singu-
licres est aisée dans les cas particuliers de la translation et de la
rotation. Ce sont en effet les surfaces moulures de noyau parallele
4 Oz, pour une translation suivant Oz, et les surfaces de Joachimstal
d’axe Oz, pour une rotation autour de Oz. On retombe sur des sys-
temes triples orthogonaux évidents et bien connus. Mais il n’en va
pas de méme lorsqu’on a affaire a un véritable mouvement hélicoidal.
Nous verrons, au Chapitre suivant, que la determination des surfaces
correspondantes eéquivaut au probléme de la déformation de la sphere,
ce quiconstitue un lien trés curieux entre deux questions qui semblent
a priort entierement différentes (*).

7. DEUXIEME CAS : n=2. — La surface (S) peut engendrer une famille
de Lamé dans tous les mouvements d'un groupe (g_) et dans ceux-la
seulement. Les surfaces de cette nature seront appelées surfaces de la
seconde catégorie. Si nous désignons par A, et A, les expressions
obtenues cn remplacant dans A les p, ¢, ... par les p,, ¢,, ... el p,,
¢ss -.-» coordonnées constantes de deux mouvements de base du
groupe, nous devons avoir

(15) A=V,G, A= V,G,

ou V, et V, sont deux fonctions de la seule variable ¢v. Ces deux équa-
tions expriment, si 'on veut, que la droite de M. Petot engendre une
congruence linéaire, intevsection des complexes linéaires (C,) et (C,)
relatifs aux deux mouvements de base (H,) et (H,). On peut dé-

vitesse de M soit perpendiculaire 4 la tangente a la ligne (u«), ou, ce qui revient au méme,
que cette langente apparlienne au complexe (C).

(1) M. Guichard a montré récemment (C. R., 6 décembre 190g) qu'on retombail encore
sur la déformation de la sphéere en cherchant les surfaces dont les premiéres tangentes
principales sont tangentes ¢ une quadrigue. Il y aurait peut-étre lieu de chercher un rap-
prochement culre cel énoneé et le notre. Cela conduirait peut-&tre a la véritahle origine
dela connexité qui existe entre ces différents problemes.
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duire de la certaines surfaces particuliéres de la seconde catégorie.
(’est ce qu’a fait M. Demoulin (C. R., 22 juin 1903 ). Ce géometre a
signalé d’abord les surfaces développables dont P'aréte de rebrousse-
ment est telle que la normale principale (qui n’est autre que la droite
de M. Petot) appartient constamment & la congruence (C,, C,). Mais
il est clair que Ia recherche de ces surfaces revienta celle des surfaces,
autres que les hélicoides, qui admettent une famille de géodésiques
égales, probleme qui a été résolu par M. Hazzidakis (') (Journal /e
Crelle, 1883). M. Demoulin a indiqué aussi quels sont les périspheres
qui répondent & la question. Ce sont les périsphéres de la page 12
pour lesquels le point 8 décrit une droite A, c’est-a-dire qui sont en
méme temps des surfaces de Joachimstal. Si 'on remarque que la
déférente est dans ce cas située dans un plan (P) qui contient A, on
voit qu’il est nécessaire que la droite A’, conjuguée de A par rapport
4 (C), autour de laquelle doit pivoter le plan (S, D), soit perpendicu-
laire & (P). Comme A et A’ sont les directrices du mouvement (G,)
auquel on doit soumettre la surface pour obtenir une famille de Lamé,
ce mouyvement sera obtenu en considerant le cercle tangent a A’ et d’ axe A
et en supposant que ce cercle vient coincider successivement avec tous les
cercles de courbure d’'une courbe & courbure constante (*); 4 moins
que A" ne soit & l'infini, auquel cas on obtient soit un mouvement
de verrou, soit un autre mouvement susceptible d'une définition
élégante.

Nous avons pu déterminer, sans aucune intégration ni quadrature,
toutes les surfaces répondant aux conditions précédentes. Parmi
elles, citons la cyclide de Dupin dont les points doubles sont respecti-
vement sur A et A" (cas signalé pour la premitre fois par M. Cosserat :
C. R., juin 1897). Les périsphéres précédents sont aussi les seules
surfaces de Joachimstal capables d’engendrer une famille de Lamé
dans un mouvement autre qu'unerotation autour de leur axe, exception

(1) Dans une Note aux Comptes rendus (9 novembre 19o8), nous avons généralisé ce
probléme et montré comment il se ratlache étroitement a la théorie des mouvements (G),
ce que M. Hazzidakis ne semble pas avoir vu de fagon nette. Cela met en évidence la con-
cordance absolue qui existe enlre les deux maniéres de traiter la question des familles de
Lamé composées de développables égales.

(2) Poir J. Haae, C. R., 10 aolt 1908, p. 345.
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faite pour celles qu'on obtient en animant une tractrice d’un mouve-
ment de verrou autour de sa base (*).

8. Revenons aux équations ( 15). Si, entre elles. nous éliminons G,
nous obtenons

(16) A Vo—A,V,=o.

Cette équation exprime que les tangentes aux lignes (u) en leurs points
de rencontre avec une méme ligne (¢) appartiennent toutes a un méme
complexe linéaire faisant partie du systéme a deux termes (G, C,).
Cette propriété, qui est une conséquence analytique du théoreme de
M. Petot, peut aussi s’en déduire par un raisonnement géométrique
fort simple, que nous laisserons au lecteur le soin de faire. Mais il
faut bien remarquer qu’elle ne renferme pas a elle seule toutes les
conditions du probléme, car si les ¢quations (15) sont & la fols néces-
saires et suffisantes, il n’en est évidemment pas de méme de la seule
équation (16). Il n’en va plus ainsi si I'on remarque que la proprieté
précédente doit s'appliquer encore st lon échange les deux systémes de
lignes de courbure. L'ensemble de ces deux conditions est alors suffisant.
Voici comment on peut le voir. Soient M un point quelconque de la
surface, MT ¢t MT’ les tangentes en ce point aux lignes (u) et (¢)
correspondantes, C et ¢’ les centres de courbure géodésique respectifs
des lignes (¢) et (u).

La tangente MT appartient & un certain complexe (C) du systéme
(Cy, Cy); d’aprés hypotheése et en vertu du théoréme de M. Appell, le
pole du plan TMT" par rapport a ce complexe est le point C. De méme,
MT" appartient & un autre (') complexe (C") du systéme (C,, C,), par
rapport auquel le point €’ est le pole du plan TMT". Il suit de 14 que la

(1) Plus généralement, imaginons une famille de Lamné composée de surfaces (S) dont
les lignes de premiére courbure (u) sont des cercles géodésiques. On sait que chacune de
ces lignes se trouve sur une sphére (U) orthogonale & (S) le long de («). Il peut arriver
d’abord que les spheéres (U) constituent une des familles complémentaires du systeme
triple, ce qui donne des systémes étudiés en détail par M. Darhoux (8. 7%, L. 1. Chap.II).
S'il n’en est pas ainsi, lorsque («) engendre une surface de la seconde famille, la sphere
(U) doit nécessairement admeltre celle ligne pour caractéristique. Les surfaces (S) sont
par suite des perisphéres. Sil'on applique ceci aux surfaces de Joachimstal, on obtient les
conelusions énoncées dans le texle.
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droite CC’ fait partie i la fois de (C)etde (C), done de la c‘opgruenlce
linéaire (C,, C.). Or, nous savons que c’est la une condition suffi-
sante. )

Nous avions espéré que la proposition précédente nous permettrail
de déterminer toutes les surfaces de la seconde catégorie. Malheureu-
sement, maleré la diversité des méthodes que nous avons employées,
nous nous sommes heurté & des difficultés de caleul qui nous ont paru
insurmontables et nous ont contraint i abandonner la question. Il est
dailleurs peu probable qu'elle admette des solutions bien étendues,
car le nombre de conditions imposées est surabondant. En dehors des
surfaces signalées par M. Demoulin et que nous avons énumérées plus
haut, nous n'avons pu trouver que les hélicoides a courbure totale con-
stante. Et encore ces hélicoides conduisent-ils & des systemes triples
orthogonaux déji connus (Darsoux, 8. 7., t. I, p. 323). Néanmoins, la
facon simple dont nous sommes arrivé & les délerminer et la forme
élégante sous laquelle nous avons pu mettre leurs équations méritent,
croyons-nous, d'étre signalées ici, d’autant plus que les résultals
auxquels nous allons étre conduits trouveront, dans le Chapitre Il une
application trés intéressante.

9. Nous nous sommes proposé de rechercher les surfaces (S) pour
lesquelles les premiéres tangentes principales appartiennent toutes
au meéme complexe linéaire (C,), les secondes tangentes principales,
faisant également partie d’un méme complexe linéaire (C,), différent
de (C,). A la suite de calculs compliqués que nous ne reproduirons
pas lcl, nous avons constaté que, la cyclide de Dupin mise part,
il était nécessaire que les deux complexes eussent méme axe
central Oz, la surface (S) étant un hélicoide & courbure totale
constante d’axe Oz. Voici maintenant comment on peut retrouver
divectement ces hélicoides :

Imaginons, d’une facon plus générale, une famille de Lamé composée
d hélicoides égaux et de méme axe 0z. Tous ces hélicoides peuvent

(') Le raisonnement serait en défaut si (C") coincidait constamment avec (CG). Mais alors
il est facile de voir que la surface serait nécessairement un plan, le complexe (C) élant
spécial et ayant sa directrice dans ce plan.
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évidemment se déduire de ['un d’eux (S) par le mouvement de verrou
le plus général autour de O=. Done, si nous considérons une ligne de
courbure (¢) de (8), les tangentes aux lignes («) en leurs points de
rencontre avec cette ligne (¢) appartiennent toutes, en vertu du n° 8,
a un certain complexe linéaire (C') d’axe central Oz; d’ou il résulte
visiblement que toutes les tangentes aux lignes («) appartiennent a
ce complexe (C’). De méme, les tangentes aux lignes (¢) font toutes
partie d’'un méme complexe (C) [nécessairement différent de (C')]
d’axe central Oz. Appelons p et p’ les pas respectifs de (C) et de (C').
Il vésulte du n° 6 que les surfaces (p) sont les hélicoides égaux engen-
drés par les différentes lignes («) dans le mouvement hélicoidal (H)
d’axe Oz et de pas p. De méme, les surfaces (g,) sont les hélicoides
egaux engendrés par les lignes (¢v) dans le mouvement (H') d’axe O=
et de pas p’. Enfin, les surfaces (o,) sont les surfaces (S), ¢’est-a-dire
encore des hélicoides égaur d’axe Oz et dont nous appellerons le pas
commun p". Nous avons donc un systéme remarquable dans lequel,
non seulement les surfaces coordonnées de chaque famille sont égales,
mais aussi toutes les courbes trajectoires orthogonales de ces sur-
faces. Au reste, il est tres facile de déterminer @ priori ces courbes.
Désignons par (v), (v'), (¥”) les trajectoires respectives des surfaces
(8)s (p1)s (p2)- Soit M un point quelconque de I’espace. Construisons
les vecteurs MT', MI", MT", qui sont les moments résultants par rap-
port au point M de trois torseurs ayant pour axe central Oz et pour
pas respectifs p, p’, p”. Ces vecteurs sont tangents respectivement aux
surfaces (¢), (¢.), (g2) qui passent par M. Donc la tangente MT en M
a la courbe (v) issue de ce point doit étre perpendiculaire & MT et
telle que les deux plans TMI" et TMT" soient rectangulaires. Il y a
deux droites répondant a la question. On détermine de méme deux
tangentes MT et deux tangentes MT” relatives aux courbes (v') et (y").
En outre, on vérifiera sans peine qu’a chacune des deux droites MT
correspond un triedre trirectangle unique formé par cette droite, par
une tangente MT" et par une tangente MT”.

D’aprés le théoreme fondamental des équations différentielles, nous
sommes donc assurés que par chaque point M de I'espace passent deux
courbes de chaque famille, dont les tangentes en M forment, comme
il vient d’étre expliqué, deux triedres trirectangles, lesquels sont ¢vi-

Ann. Eec. Norm., (3), XXVII. — Juy 1910, 35
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i ’ P T contient
demment symétriques 1'un de 'autre par rapport au plan qui ¢
MT, MT", M. . . ar exemple
Cherchons maintenant les équations des courbes (), par exemple.
Les projections du vecteur MT sur les axes de coo_rdonnees bon(ti.—l).;
@, p, en appelant z, v, s les coordonnées du point M. On en dédui

immédiatement les deux conditions
zdy — ydx +pds=o,
(zds —p'dy) (xds— p"dy)
+(yds+ pdr)(yds + p'de) + (xde+ydy)*=o.
Introduisons les coordonnées semi-polaires r, », 5; nos équations

deviennent

| rdw+ pds=o,

b l rrdst+ p'p"(dr2 + r*dew?) — (p'+ p")dsr?* de + r*dr2=o.

On en tire, sans aucune difficulté,

26 [‘u -+ p'p’ du

« =@

' T
e (u—w—p/))du,

) V=W

[”

en posant

r=u, Sy =(u+p'p"y(u-+p"p)(u-+pp").

Les radicaux doivent étre pris avec le méme signe dans les deux équa-
tions, ce qui montre que le double signe donnerait deux courhes (v)
issues du méme point et a tangentes symétriques par rapport au
plan tangent au cylindre de révolution d’axe Oz. On étudiera sans
peine, sur les équations précédentes, les diverses formes que peuvent
prendre la courbe (y), ainsi que les courbes (y') et (v"), dont les
équations se déduisent de celles de (y) par permutations circulaires
surp, p', p".

Pour arriver & des caleuls plus élégants, introduisons la variable
auxiliaire

o ~_/ du
J V=7t
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<]
[&]]

Nous avons alors

’ roa 2

\ W= pa —[;[') j)' / — 0y
: oo
(18) ¢ R (wgs %= const.).
‘ s=p pa-+ / wdo + 3,

Il nous est facile a présent de caleuler les équations du systeme
triple orthogonal. Nous savons en effet que la surface (g) par exemple
est obtenue en animant d'un mouvement hélicoidal d’axe Oz et de
pas p, soit une courbe (v'), soit une courbe (y”); les surfaces (g,) et
(£.) ont un mode de génération analogue. En partant de la, on trouve
sans peine (u’avec un choix convenable des arguments g, p,, g2, 00
peut prendre comme équations du systeme

r=yu,
J— [N ‘da / ’ "oy
(l()) ] W=—ppp T—([)p—%—l) Oy 7 Da)s
5= / wde - (p'p"o+ p'poy+ pp'os).
sachant que
o= (J -+ O+ ‘52.

b

Si 'on veut introduire les fonctions elliptiques, on peut prendre

‘

, u="h-+ p(ix)

s ‘;[_6_(_ _ l lo(,.j[[(iu—“)]
(20) <« J w T pia) T a[i(ag-+2)] [pliz,)+ h=0],

) /udu:/zoc “+ ig(ia)

les lettres p, {, @ désignantles fonctions bien connues de Weierstrass,

, . o' p’ = p'p -+ pp' .
et A une constante egale a— 2L ’3p PP, Les racines e,, €y, €,

relatives & la fonction p sont
(21) ey =-—(h+p'p), ex=—(h-+p'p), ey=-— (l-+pp).

On peut se les donner arbitrairement (i condition bien entendu que
lear somme soit nulle), ainsi que la constante %, car les équations (21)
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donneront alors les produits p'p”, p"ps pp’s i
nombres p, p', p'. Il faut toutefois, pour la réalite,
(e,+h) (ey+h) (e, -+ h) soit négatif. o

‘Caleulons encore élément lineaire de Pespace en fonetion dedz,
dp,, dp,. Pour cela, nous caleulons Uare inliniment petit o5 de fa
courbe (y) qui correspond i aceroissement dg. K se servant e Ta
formule

dou Pon deduira Tes
que le prmiuit

(22) da? = dr® - 1t do® - d 3,

et tenant compte des équations (17) el (18), on trouve
dat=(p—p')(p-—=p") (w4 p'p")do.
En ajoutant i do* les quantités analogues relatives a (/) et o7, on
al’élément linéaire cherché

(23) ds*=(p—pY(p —p")(p"—p)

A pp” ' ey,
e ———— " [

4 [)”_/), (/r,‘-‘m;h - (/,f/;' } Y )

On peut aussi le calculer, & titre de vérification, en appliquant
directement la formule (22) aux valeurs (1g) de sy o, 20 Connaia-ant
les fonctions de Lamé H, 1, 1y, on sait en déduive les rayvons de conr
bure principaux des surfaces coordonnées el par suite lenrs eourbures
totales. On a (Daksoux, S. 7., t. [, p. 1go)

o, HmLHE o (i , . .
Ry Roo= BoiBos T IT, : l(”.: ’,{“3‘), (ppatp

Nos hélicoides ont donc chacun lewr courbure totale constante.

Du reste, il est facile, en partant de (273), de retrouver Uelément
lin¢aire que M. Darboux donue de ces systémes dans POuy e tega
souvent cité [S. 7., t. I, p. 322, éq. (G2)|. Introduisons La fouetion ~u
dont le module est donné par

e )
,,I(,/I» /))’

ainsi que les nouvelles variables

| — J—
pl=mp, P mpy. g Moyt Lo
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olt Q, désigne, suivant lanotation habituelle, un pole de la fonetion sn,
et m une constante égale  \/p'(p — p”). Faisons enfin une homothétie

V-4
[)l/

de rapport -3 notre ds* devient
pP—r
cn?o dn?c’
ds*= sn2c' dp' — dp'? ~ dp'?
P s P EoosE P

en posant

En supprimant les accents, on retombe bien sur I'élément linéaire
que donne M. Darboux.

Disons un mot, pour terminer ce paragraphe, des cas de dégene-
rescence des systémes précédents. Nous avons vu, 2 la page 273, que
les trois pas sont nécessairement différents. Il ne peut donc y avoir
dégénérescence pour la fonction u que si 'un de ces pas devient nul
ou infini.

St p” est nul, on a
rp’ .
cost(a\/pp')

U= —

Par une homothétie convenable, on peut supposer pp’=—1. Les
équations (19) deviennent alors

I
~ cosia’

w=—(pp+pp) 5=—p,— itangioa,

et montrent que la surface (z,) est une sphére de rayon 1 et dont le
centre, situé sur Oz, a pour cote — p,. Quant aux surfaces (p) et (g,),
ce sont des hélicoides de pas p et p' engendrés par une tractrice
de base Oz (woir la fin du n° 7). S p” est infini, il faut remonter
aux équations (17). Nous laisserons au lecteur le soin de vérifier que
les surfaces (p,) sont les plans tangents au cylindre de révolution
d’axe Oz et de rayon — pp’; les surfaces (¢) et (¢,) sont des héli-
coides développables ayant leurs arétes de rebroussement sur ce
cylindre.
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10. Revenons & la recherche des surfaces de la sw'n'mfl‘ c-.;ni'e";:nr'w
pour démontrer une propriété établie pour la pl'('lllll"l‘(‘ fors ‘p;n‘
M. Demoulin (loc. cit.) : Si [on excepte les cones, le .(,")’(.'/I(/l‘ de Dupin
trots plans de symétrie est la seule surface qui pursse engendrer ,””,{ ‘
Jamille de Lamé en tournant successivement aulour de dewr ares soues
dans un méme plan. En effet, on sait que tous les complexes du sys
ttme 2 deux termes (C,, C,) sont, dans cefte hypothése, des come-
plexes spéciaux dont les directrices forment un faisceau plan (F, .
Si I'on applique le théoréme du n® 8, on voit que fes tangentes auy
lignes (u) en leurs points de rencontre avee une meme !l‘pf‘_”" v
(l(;ivent, ou bien ¢tre dans un plan passant par I, ce qui eonduitaun
cone de sommet F, ou bien concouriv en un point de . Stdone on
excepte les cones de sommet F, il [aut que toutes Jes Tignes de eony
bure de la surface (S) soient des cercles géadesiques avant Trurs
centres de courbure géodésique dans le plan @, La consideration des
sphéres orthogonales & la surface le long de ces lignes montre cusuite
que ces centres de courbure géodésiques doivent deerive necessaire
ment deux droites rectangulaires da plan @, ce qui w’est possible que
pour une cyclide de Dupin ayant ses quatre points doubles e e
plan.

La démonstration précedente nous montre que La position di point |
dans le plan @ est indillérente; d'oicil resulle que notreeyelide cngen
drera une famille de Lamé dans le roulement sans glissenent di pliin b
sur une developpable guelconque.

Le cas que nous venons d'examiner est le seul jusqu’a present pon
lequel on puisse résoudre complitement e problome de ba determan
tion des surfaces de la seconde catégorie correspondant @ un geoupe
(g:) donné. Disons un mot, pour ferminer ce qui a lrail a ces sy
faces, sur le caleal ¢ffectif des systémes triples orthogonaur Al
elles donnent naissance. L'cquation (1) est de la forme

;% - hy Ve o Vo= o,
On ne peut dire, a priori, si elle sera intégrable, car elle ne peat Petre
que pour des valeurs particulieres des fonctions 7., 7., ou V,. V.. On
verra facilement que les variables ne sont separees que lorsgque ey
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tangentes aux lignes («) appartiennent toutes au meéme complexe
linéaive. Tout ceci sTapplique naturcllement & I'équation (6). En par-
ticulier, on peut aflirmer que dans le cas de la cyvelide de Dupin, on aura
les trows familles du sysicme triple orthogonal par des quadratures, car
les équations (1) et (6) ont alors leurs variables séparées.

LL. Trorsiivie cas: no= 3. — Ce cas et les suivants ont été comple-
tement ¢lucidés par M. Demoulin (loc. cir.). Aussi nous y attarde-
rons-nous le moins possible. En employant les mémes notations qu'au
début du n® 7, nous avons les trois conditions

A=V, G, A, =V, A, =V, G6;

d’oul’on tire

équation qui exprime que les tangentes MT aux lignes (@) aux points
ou celles-ci coupent une méme ligne (¢) appartiennent a une con
gruence lincéaire. Si cette congruence ne se rveduit pas a un hyper-
faisceau, il faut que la surface (S) soit développable. Une discussion
facile montre qu’il ne pent alors se présenter que deux cas :

1° Pivotement d’un cone quelconque autour de son sommet;

2° Déplacement d’un cone de révolution tel que le sommet décrive
une courbe continuellement tangente a I'axe du cone. Ces deux solu-
tions sont évidentes et sans intérét. Sila congruence se réduit constani-
ment & un hyperfaisceau, il faut que toutes les lignes de courbure
solent des cercles géodésiques. Sil’'on écarte le cas du pivotement d’un
cone, et si Pon s’appuie sur la théoric des mouvements (G,), on
constate que les centres de courbure géodésique de ces lignes doivent
décrire des lignes situées dans un méme plan @. Le raisonnement fuit
au n° 10 nous montre alors que la surface (S) doit étre une cyclide de
Dupin ayant ses quatre points doubles dans ce plan. Sil’on examine
ensuite les cas ol » est supérieur & 3, on constate, en s’appuyant sur
ce qui vient d’étre dit, qu'a part la sphére et le plan il v’y a que
les cones de révolution qui puissent engendrer une famille de Lamé
dans plus de trois mouvements helicoidaux linéairement indépen-
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dants. Un tel cone peut donner naissance a une famille de Lamé dans
tout mouvement helicoidal résultant de la composition d'une transla-
tion uniforme paralléle i son axe et d’une rotation uniforme autour
d'une droite quelconque passant par son sommel, c¢ (Ul donne un
groupe (g,). Mais cela est évidemment peu intéressant.

En résumé, le probleme des familles de Lamé composeées de sur-
faces égales se ramene & la détermination des surfaces de la premicre
et de la seconde catégories. Nous avons vu quel était le degré de difhi-
culté de cette détermination, surlaquelle nous aurons daillenrs Focea-
sion de revenir dans le prochain Chapitre.

CHAPITRE 1.

FAMILLES DE LAME COMPOSEES DE SURFACES AYANT DES BEPRESENTATIONS
SPHERIQUES EGALES.

12. Avant d’aborder la question quidoit faire lobjet de ce Chapitre,
il nous est nécessaire de rappeler bricvement quelques points prinei-
paux de la théorie générale des systémes triples orthogonanx,

Soit MXYZ le (riedre formé par les normales aux surfaces (o),
(pi)> (p2) qui passent par M. Pour les accroissements dy, oo, dy,,
ce triedre prend un déplacement infiniment petit, dont les rotations ot
translations sont (')

o |- Bar dpy + By dpy, (oo dp ~ oy dp, e fyadp v By ey,
/ Hdp, H, dp,, H,dy,.

Les B et les H; satisfont aux Gquations suivantes :

9_@_1(: — ()@l'/" ()(j/ri
(2) oy BirBurs Doe + Tor
oy

3 = H,B,
( ) ()Pi **** "l(“//r'

A Brifu o (k1)

() Poir, ainsi que pour ce qui suit, DarBOUX, &, 7%, 1 106 6} sniy.
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Sotent X, Y, Z; X, Y,, Z,: X,, Y., Z, les cosinus directeurs respectifs
de MX, MY, MZ par rapport & des axes fixes Oaysz, et @, y, = les coor-
données de M par rapport aux mémes axes. On a la formule

(4) “ —:_f[[U(lp 4T, U, dp, -+ 11, U, dps,

ol w« désigne une quelconque des quantités x, y, =, et U, U,, U, les
cosinus de méme nom.

Il y a lieu d'introduire aussi les projections du vecteur (OM) sur
MX, MY, MZ, soient P, P,, P,. Ces quantités vérifient les équations

(5) ot =Dufa,

et on a les formules

(6) = UP + U,P, + U,D,,
(7) H;= ?)Lp)‘l + BriPr+ Bu Py

Dés que I'on connait un systéme de By, vérifiant (2) et les cosinus
correspondants (qui sont donnés par I'intégration d’un systeme com-
plet bien connu, que nous n’avons pas écrit), on peut trouver unc
infinité de systémes triples orthogonaux paralléles, en intégrant I’'un
ou l'autre des systémes (3) et (5), pour appliquer ensuite I'une ou
I'autre des formules (4) et (6). 1l existe différentes méthodes pour
obtenir les systémes paralleles 4 un systéme donné, pour lesquelles
nous renverrons aux deux Ouvrages déja cités de M. Darboux.

Nous nous arréterons seulement un instant sur lacomposition géome-
trique des systeémes paralleles pour établir quelques propriétés, d’ailleurs
presque évidentes, dont nous aurons & faire dans la suite un usage
assez fréquent : Imaginons p systémes paralleles (8,), (S.), ..., (S,);
et soient M,, M,, ..., M,, p points homologues. Soient O un point fixe
et m,, my, ..., m,, p nombres algébriques quelconques. L’égalité vec-
torielle

(8) (OM) =m(OM,) + my(OM;) +. ..+ m,(OM,)

définit un point M, qui décrit un systéme (S) parallele aux proposds,
Ann. Ee, Norm., (3), XXVIL, — Jun 1910, 36
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ainsi que le montrent, avec une égale facilité, la Géométrie et I’Ana-
lyse. Ce systtme ne dépend, a une translation ct & une homothétie
prés, que de p —1 paramétres, qui sont les rapports des 7z & I'un
d’entre cux. Si le point O est pris pour ovigine des coordonnées, les
quantités x, y, s, H;, P; relatives & (S) sont données, en fonction
des quantités correspondantes des systémes proposés, par la formule
unique

(9) 6=n,0,+ myls—+...4m,0,;

de sorte que la composition géométrique de plusieurs systémes paral-
leles revient en somme & une combinaison linéaire a coeflicients con-
stants elfectuée sur plusieurs solutions de 'un ou I'autre des systemes
d’¢quations linéaires auxquels se raméne la recherche des systémes
triples paralleles 4 un systéeme donné.

Aux transformations que nous venons d’indiquer se rattachent aussi
les suivantes. Imaginons une infinité de systémes paralléles dépendant
d’un paramétre «. Appliquons aux x, y, =, l;, P, "ur~ ou l'autre des
formules

) .
(10) 6 — (;Tz[ef(a)_l,
(rv) 9”:/.0(‘0/(0:)({05,

ot f(«) désigne une fonction arbitraire de o, et o, et o, deux con
stantes quelconques. Il est facile de vérifier analytiquement que les
nouvelles quantités ainsi calculées sont propres & délinir un systéme
triple paralléle aux proposés. Au reste, il est ¢vident que les formules
(1o) et (r1) sont comprises comme cas limite dans la formule (¢); de
sorte que les nouvelles transformations que nous venons de définir
apparaissent comme cas particuliers de la composition géométrique.
On pourrait d’ailleurs les étendre au cas d’un systéme dépendant de
plusieurs constantes arbitraires; mais nous nous en tiendrons Ia.

13. Nous arrivons maintenant au probléme qui doit faire 'objet de
ce Chapitre :

Trouver toutes les familles de Lamé dont-les différentes surfaces admet-
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lent pour représentations spheriques de leurs lignes de courbure des réseaux
spheriques égausx.

Nous avions d’abord essayé de le résoudre par une méthode directe
consistant & exprimer que le groupe doublement infini des triedres
OXYZ paralleles aux triedres MXYZ relatifs aux différents points M
d’une surface (p,) conserve une configuration invariable quand g,
varie. Mais, les calculs et Ies raisonnements sont plus simples et I'on
arrive, pour certains cas particuliers, & des résultats plus complets, si
I'on suit une autre marche, que nous allons maintenant exposer et qui
repose sur 'emploi d’un théoréme général, quinous a été communiqué
derniérement par M. Petot (*).

Voila tout d’abord en quoi consiste ce théoréme. Imaginons, sur la
sphére de rayon 1, des réseaux sphériques (w) dépendant dun para-
meétre variable v, et proposons-nous de chercher a quelles conditions
dotvent salisfaire ces réseauzx pour qu’ils purssent servir de représenta-
tions spheriques aux surfaces d'une famille de Lamé. (Nous dirons doré-
navant, pour abréger le langage, qu'une telle famille de réseaux est
une famille spherique de Lamé.)

M. Petot est arrivé i une condition nécessaire et suffisante s’expri-
mant de facon fort simple, & la suite d’une étude directe des systémes
triples orthogonaux, reposant uniquement sur le théoréme de Dapin
et la réciproque de M. Darboux. Nous allons arriver au méme résultat
d’une maniére beaucoup plus rapide en nous appuyant sur les prin-
cipes qui ont été rappelés au début de ce Chapitre.

Supposons qu’il existe un systéme triple orthogonal dont les sur-
faces (p.) admettent les réseaux (w) pour représentations sphériques,
ce qui nous permet de prendre p, égal & w. Sur chacune de ces surfaces,
les lignes de parametre p correspondent a des lignes du réseau (w),
dont nous désignerons le paramétre par la lettre u. Il est évident
que ¢ doit étre une fonction de u et w. De méme, g, doit étre une fonc-
tion de ¢ et du paramétre ¢ relatif & la seconde famille de chaque
réseau (w). Ceci étant, considérons le triedre OXYZ déja défini. Sa

(1) Dans les notes qu'il nous a transmises, ce géometre indiquait d’ailleurs le probléeme
qui fait T'objet de ce Chapilre comme susceptible d'étre trailé pav Papplication de son
théoréme.



)

S~

HAAG.

t

position dépend des trois parametres g, oy, £ OU b.len encore d(;,s
trois pﬂral‘nétres u, ¢, w. A des accroissements mfm.lmenl; Petnl.s de
ces parametres, correspondent des rotations élér.nontan“os qut peuvel}t
indifféremment se mettre sous la forme (1) ou bien sous la forme sul-

vante :

(r2) prde = py div, q du + gy dsv, rdu -+ rode -+ ryodiv.

En identifiant, nous obtenons

7]
P _ op.
Bau=— ‘07;7 Bia= pa2—+Pn o
v
dp
17
(13) [3:!0: T/p_ 502:—'{/1+ @Qom!
du
- I 7y
=g =g
\ .JZZ ()(’
avec la condition supplémentaire
(14) ry=rA+rB,
ou I'ona posé
g %
= __ aw __dw
(15) A=5r  B= R
Ju Do

Réciproquement, supposons qu’on puisse trouver une fonction A de
w et w et une fonction B de ¢ et w telles que I'équation (14) soit iden-
tiquement vérifiée. Déterminons p et o, par les équations linéaires (15).
Si nous prenons en outre w = g,, NOUS POUVONS eXPrimer u, ¢, & en
fonction de g, ¢, p,. Le Tableau (13) nous donnera ensuite un systéme
de B parfaitement déterminé.

Ce systéme satisfera nécessairement aux relations (2), qui ne sont
autres que celles que vérifient a priord les fonctions p,, Pas qs .- de w,
¢, ww, du fait que ces fonctions sont les rotations du triedre OXYZ.
Avant les B4, nous savons qu'il leur correspond une infinité de sys-
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temes triples orthogonaux, lesquels admettront tous les réseaux ()
pour représentations sphériques des lignes de courbure de leurs sur-
faces (2,). .

Nous pouvons donc, avec M. Petot, énoncer la proposition sui-
vante :

Pour que les réseaux (w) forment une famille sphérique de Lamé, il
Jaut et suffit que l'on puisse trouver une fonction A de u et w et une
JSonction B de ¢ et w telles que I'équation (14) devienne une identité.

Il est évident que ce théoreme ne contient au fond aucune propriété
nouvelle. Il ne fait que mettre sous une autre forme, provenant d’un
simple changement de variables, la condition, évidente sur les for-
mules (1), d’aprés laquelle, lorsque g, seul varie, I'axe instantané du
tritdre OXYZ doit se trouver dans le plan XOY.

Néanmoins, il peut rendre des services dans I’étude de certaines
questions, telles que celle qui va nous occuper tout & 'heure.

Revenons un peu sur la détermination effective des systémes triples qui
correspondent & une famille donnée de réseaux (w), pour laquelle
I"équation (14) est satisfaite. Une premiére méthode consiste & cal-
culer u, ¢, w en fonction de g, 5,, g,, & former ensuite les B, par le
moyen du Tableau (13), pour appliquer enfin I'une des diverses
méthodes qui ont été rappelées au n° 12. Cette méthode peut étre
avantageuse dans certains cas; mais elle offre 'inconvénient d’exiger
'intégration des équations (15) ou, ce qui revient au méme, des équa-
tions différentielles
(16) g‘%+A:0, %—F—B:O.

En voici une autre qui permet d’obtenir tout au moins les sur-
faces (p,) sans étre obligé d’effectuer I'intégration précédente. Sil'on
conserve les paramétres «, ¢, w, les translations ¢lémentaires du
(ricdre MXYZ sont de la forme

Sdu + £y dw, N, dv +n, div, Cy dsws

et il suffit d’avoir les fonctions %, %, ... de «, o, o, pour en déduire



286 HAAG.

par des quadratures les coordonnées de M en fonetion d
Or, si nous comparons les translations précédentes avee celles que
donnent les formules (1), nous trouvons :

Cou, v, .

| )
(17) g=ngl, me= S G I

(18) Eg:‘:Ag, 1y By,

Done, en dehors des relations classiques que doivent vertlier Tes
translations de tout triedre dépendantde trois parameéires, nous navons
que les deux équations (18).

14. Nous allons maintenant appliquer ce qui préeede au cas oit les
réseaux (s) sont tous égaux enfre cux. A cet elfel, fmaginons un
tricdre Oxyz dont la position par rapport a un trivdre fixe Oy, 2,
dépend d’un parametre variable . Supposons qu'il entraine dans son
mouvement un réseau sphérique déterming (s), dont les positions
successives constitueront les réseaux (w) de tout a Pheure, 1 sTagit
de voir ce que devient P'équation (14).

Appelons a, d', a5 b, U, b"5 ¢, ¢, ¢, les cosinus direeteurs respees
lifs de OX, OY, OZ par rapport & Oays. GCe sont des fonetions de
et o, que nous avons le droit de supposer indépendantes de a. Soient
P > 1, oy des rotations du tricdre OXYZ par vapport i Oyz; eo sont
aussi des fonctions des seules variables « et ¢, De plas, on sait quoe
a, by c;a', U, ¢sa, b7, ¢ constituent (rois groupes de solutions du
systeme suivant

! da dex

I P (ﬁl‘ A P = Bry,
le) i)

(19) g ERe—ar, ;)“l"f S P AT
()/ — ()/ 6o
oI =, 7 B

les fonctions p,, ¢, r, r, satisfaisant elles-mémes aux fquations

. ()/fi e . dy ) dr Jr,
{20) o ST T = P Pl I
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Appelons enfin A, i, v les rotations du triedre Oxy= relatives & son
mouvement par rapport & Oz,y,5,. De toutes ces quanlités, il est
facile de déduire les rotations de OXYZ relatives & son mouvement par
rapport & Oa, y,z,. 1l suffit de considérer ce mouvement comme la
résultante du mouvement de OXYZ par rapport a Oxys, et du mouve-
ment de Oxy= par rapport & Ox,y,=,. Les quantités p,, ¢, r, r, qui
figurent dans (12) sont évidemment les mémes que celles que nous
venons d’introduire & I'instant. Quant aux quantités p,, ¢., 3, on les
obtient en projetant le vecteur (A, w., v) successivement sur OX, OY,
0Z, ce qui donne

(21) pe=al+a'p+a, Ga=0k 4+ b+ ", ro=ch+ c'p+ c"v.
Par conséquent, I’équation (14) s’écrit
(22) ch+cp+c"v=rA—+rB.

Si elle est satisfaite, nous savons, d’aprés ce qui a été dit a la fin du
n° 13, comment on aura tous les systemes triples orthogonaux corres-
pondants. Ici se pose la question suivante : Chercher parmi ces systémes
cewx pour lesquels les surfaces (0,) sont €gales. Ceci nous donnera ¢vi-
demment une nouvelle solution du probleme ¢tudi¢ dans le Chapitre 1.
Voici comment on peut procéder. Imaginons un triedre O’'2'y’'z" con-
stamment paralléle au triedre Oxys, mais dont I'origine peut varier
arbitrairement, de telle sorte que, tout en ayant, dans son mouvement
par rapport & Oz, y, z,, les rotations A, ., v, il posséde en outre trois
translations A,, ,, v,, fonctions de w. Soit une surface (S) qui
demeure invariablement liée & ce triedre et admet en outre pour
représentation sphérique de ses lignes de courbure le réseau (s).

Cherchons & quelles conditions cette surface engendrera unefamille
de Lamé. Pour cela, il nous suffit d’¢crire les équations (18). Soient
@', y’, 3" les coordonnées relatives & O’z’y’'z" d’un point quelconque M
de (S), exprimées en fonction des parameétres u et ¢ des lignes de
courbure. Appelons & et v, les translations de MXYZ par rapport i
O'x'y s

Ces translations, de méme que «/, y, =/, sont des fonctions des
seules variables « et ¢, Elles satisfont, comme on sait, aux deux ¢qua-
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tions
: an -
(23) 0—’:-/"01. —— =&
Jv du
et on a en outre
")J;, S ()')J —_ .:al ().._:_f fd ":(l”
Ju ca, ou &Y du g,
(24) , “
(—)—E—," b 2)—/—:'n b’ ()—d::'n‘/)”.
Je Tt dy te oy

Ces quantités £ et v, que nous venons d’introduire sont (’evidemmm‘l L
les mémes que celles qui figurent dans les ¢quations (17) et (1.8).
Quant aux quantités £,, 7., {,, on les obtient en projetant successive-
ment sur OX, OY, OZ le vecteur vitesse du point M considéré comme
invariablement lié & O’a’y’ =, ce qui donne

(28) Gy=a(de+ps —vy) +a' (pot+va' —2rs") +a' (vo+ Ly — pa'),

1, et {, s'en déduisant par le changement de a, @', " en b, ', b ¢t ¢,
¢, . En portant les valeurs de %, et v, dans les ¢quations (18), on
obtiendra deux équations qui, jointes & (23) et & (24), délermine-
ront, si cela est possible, les fonctions inconnues @', y', =, &, 1,, Aq,
Megs Voo

I5. Revenons maintenant & I'équation (22). Si Pon y remplace
successivement o par différentes valeurs numériques, on voit que
notre réseau () est caractérise par un certain nombre de relations de la
forme

(26) le+mc'+nc"=Ur+Vry,

ou/, m, n désignent des constantes et U et V des fonctions ne dépen-
dant respectivement que de u et ¢. Telle est la forme simple & laquelle
se raméne maintenant notre probléme.

Il's’agit & présent d’établir une classification des réseaux qui rem-
plissent la condition précédente, de les déterminer, si possible, et
d’étudier les systemes triples orthogonaux correspondants. Cest ce
que nous allons essayer de faire, en prenant comme hase de notre
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classification le nombre m de rvelations distinctes de la forme (20)
auxquelles doit satisfaire le réseau (s).

Nous commencons par écarter le cas, sans intérét, ot 72 est nul,
c’est-d-dire ot A, w, v, A, B se réduisent a zéro, car ce cas conduit
visiblement au systéme triple le plus général comprenant une famille
de surfaces paralleles.

Nous ne nous occuperons pas non plus des réseaux pour lesquels
une des fonctions 7 et », serait nulle, car un tel réseau comprendrait
une famille de grands cercles et nous conduirait a4 des systcmes com-
prenant une famille de plans, lesquels ont été étudiés d’une facon
détaillée par M. Darboux. Nous arrivong donc au cas, qui est de beau-
coup le plus important, ol 7 est ¢gal a 1.

16. RESEAUX DE LA PREMIERE CATEGORIE. — Nous donnerons aux réseaux
correspondants le nom de réseaux de la premiére catégorie. Ces réseaux
se divisent eux-mémes en plusieurs classes, suivant la forme de la re-
lation (26).

Réseauzx (5). — Supposons d’abord que les trois constantes /, m, n
soient nulles. Par un choix convenable des arguments z et ¢, qui
deviennent alors variables canonigues, on peut ramener I'équation (26)
a la forme canonique ¢

(27) I' =+ 1 = o.

Nous appellerons réseauz (¢) tous les réseaux qui satisfont a cette
condition. On peut aussi, comme l'ont fait Ribaucour (Journal de Liou-
ville, 1891) et M. Petot (C. R., 22 juin 1891), les caractériser par 'une
ou l'autre des propriétés suivantes :

1° Leur élément linéaire peut se mettre sous la forme
Jdo 0o
da® = — du*-+ == dv?;
Jdu o

2° Ce sont les représentations sphériques des surfaces qui, rappor-
tées a leurs lignes de courbure, ont aussi un élément linéaire pouvant
se mettre sous la forme précédente.

Ann. Ec. Norm., (3), XXVII. — Jviieer 1910, 3’7
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Ces deux propositions ¢quivalent chacune & Péquation (27 ), suivant
quon tient compte de (20) ou de (23).

Nous ne nous oceuperons pas ici de la détermination des réseq nx (),
qui constitue, comme nous le verrons, un probleme fort diftieile,
et nous arrivons de suife & Pétude des systemes triples orthogzoniny
correspondants, que nous appellerons systémes (X).

La comparaison des équations (22) et (27) nous montre que fers
fonctions A, ., v doivent étre nulles, les fonctions A et B otant d'antre
part égales entre elles et se réduisant par suite & une méme fonetion
de w, que, par un choix convenable de cette variable, on peut supposer
égale & 'unité. Nous pouvons alors prendre

(28) U= = Py, sy
et par suite, d’aprés le Tableau (13),
(29) f’?l = ﬁmfﬁ == P, f‘oz = (jzn Ay {510 S Dy ’ 7y

De plus, le fait que les fonetions A, p., v sont nulles nous prouve
que le triedre Oxyz demenre immobile et par suite toutes les sur
Saces (p,) ont des représeniations sphériques non seulement égales, mats
confondues.

ITen est évidemment de méme pour les surfaces (o) et pour les <ur
faces (g,).

Nous retrouvons ainsi des systémes signales pour la premiere fors
par M. Darboux dans sa Thése de Doctovat ( Annales de ' Eeole nornwale,
1866 ) qui a montré qu’ils étaient caractérisés par Lo condition ')

4 4 (< (4 I? s (¥ [ )
("0) <01 ;szz}-"nn i (7m|103;"21'

[Is ont été etudiés depuis par divers géomitres, entre antres Kibian
cour et M. Petot (loc. eit.), et plus récemment par MM, Fouehe 0 1.,
17 janvier 1898 et 26 novembre 1900), Egorow (. /1., 2o octobre 1o
et 14 janvier 1got) et Guichard (Sur les systémes triplement (ndeter
minés, p. 865 Gauthier-Villars, 1905 ), qui en ont découvert des pro

(1) Cette condition équivant 4 la suivante, signalée pur M. Dewonlin (€. B, R g b

R(u nnRg(, == Rm“o;"g;.
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priétés trés intéressantes, dont nous allons établir rapidement les
plus importantes.

L7. La propriété fondamentale de ces systémes consiste en ce que,
pour eux et pour eux seulement, les équations (3) et (5) sont iden-
tiques. 1l en résulte que de toute solution de ces équations on peut
tirer deux systémes (X)) paralléles, suivant que les fonctions qui consti-
tuent cette solution sont considérées comme des H; ou comme des P,.
Si l'on désigne par des lettres sans accents tout ce qui est relatif au
premier systéme et par des lettres accentuées ce qui est relatif au
second, on vérifie sans peine les relations

(31) a'=dx, y'=ay, z'= 03, H,=0dH,, P,=dP,=H,,

en désignant par $ le symbole opératoire-c—)d— —f—_i - 2.
P dpr  dpe

Ces formules définissent deux transformations des systemes (X) en
systémes paralleles. La premiere, que nous appellerons la transfor-
mation (0,), transforme un systéme (£) en un nouveau systéme (X,),
dont les P; sont les H; de (X), et qui s’obtient par de simples différen-
tiations, a savoir celles qui, dans les formules (31), donnent ', y', =/,
connaissant z, y, z. Il est évident qu’elle est, & une translation pres,
indépendante de la position de 'origine O des coordonnées par rap-
port & (£). Remarquons aussi qu’elle est sans influence sur la compo-
sition géométrique d’origine O, c’est-i-dire que si (2”) est la résul-
tante de (X) et (X'), (X)) sera la résultante de (Z,) et (X)).

La seconde transformation, que nous appellerons la transfor-
mation (0_,), est I'inverse de la précédente. Elle transforme un sys-
teme (X) donné en un systéeme (Z_, ), dont les H; sont les P, de (X),
et dont la détermination exige par suite des quadratures. De plus, si
I'on observe que les P; relatifs & un systéme (Z) donné dépendent
essentiellement de la position de I'origine O ‘des coordonnées par rap-
port & ce systéme, on voit que la transformation (0_,) ne sera exacte-
ment definie gu’ autant qu’on se fixzera le point O. 1l en résulte que tous
les systémes (X_,) qu'on peut déduire d’'un méme systéme (X) dé-
pendent de trois constantes arbitraires. Nous verrons tout & I’heure
en quoi ils different les uns des autres. Comme la transformation (0,),
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la transtormation (0_,) par rapport a un point O déterminé est sans
influence sur la composition géométrique d’origine O. _ o

On peut donner de la transformation (0,) une interpu}tatlo.n géomé-
trique qui nous semble intéressante et qui permet d’établir simple-
ment certaines des propriétés découvertes par MM. Fouché et Egorov.
Imaginons un systeme triple orthogonal quelconque (S). A tout
point M de Iespace, on peut attacher le vecteur (MI") dont le_s pro-
jections sur MX, MY, MZ sont H, H,, H,, et que Pon peut con'51dére'r
comme le vecteur vitesse du point M dans un mouvement qui serait
défini par les équations

' !
(32) o=1+7p', o =1¢-+0). Pa =L+ D5

ot o', o', ¢, désignent des constantes et z le temps. On peut démontrer
que pour que le point T décrive un systéme triple orthogonal dont les sur-
Jfaces coordonnées correspondent a celles de (S), il faut et suffit que (S) soit
un systéme (%), a condition toutefois de se borner aux systémes réels.
Si nous supposons qu'il en estainsi, et si nous menons, i partir d’une
origine fixe O, le vecteur (OM,) = (MI"), le point M, décrit précisement
le systéme (3,) deérivé de (Z) par la transformation (6,). Quant au
point T', il décrit évidemment un systéme parallele a (¥£), somme géo-
métrique de () et (I,).

Telle est linterprétation géométrique que nous avions en vue.
Elle nous conduit & introduire, avec MM. Fouché et Egorov, les
courbes (C) que décrivent les différents points M de Iespace quand on les
soumet au mouvement (32) et qui ne sont autres que les courbes joi-
gnant les points pour lesquels le triédre des normales garde une orien-
tation invariable. Il est clair que les courbes (C,) qui en résultent par la
transformation (8,) ne sont autres que les hodographes des courbes ()
correspondantes.

Proposons-nous maintenant de voir en quoi dilférent les systmes
(E-0) et (¥'_,) déduits d’'un méme systéme (X) par la transforma-
tion (0_,) effectuée relativement d deux points différents O et O”. Intro-
duisons le systéme (T) différence géométrique, prise avec I'origine O,
de (X_,) et de (¥'_,). Si l'on fait la transformation (0,) par rapport
au point O, ce systéme (T) se transforme en la différence géométrique
de (X) et du systéme déduit de () par la translation (070), c’est-a-
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dire en le point O'. Le systéme (T) dérive donc du point O par la trans-
Sormation (9_,) effectuée relativement au point 0. Par suite, pour un
tel systéme, le mouvement (32) est un mouvement rectiligne et uni-
forme dont le vecteur vitesse est (00"). Il en résulte que lon passe de
la surface (p;) a la surface (p;—+t) par la translation t(00"). Nous
retrouvons donc lessystémes, considérés au premier Chapitre, dontles
surfaces de chaque famille se déduisent de 'une d’elles par translation.
Nous désignerons ces systémes sous le nom général de syszémes (T).
Nous pouvons maintenant énoncer la proposition suivante :

Le systéme deérive de (X)) par la iransformation (0_,) effectuce relati-
vement au point O’ s’obtient en retranchant du systéme derive de (L) par
rapport au point O le systeme (T) qui correspond a la translation (00).

Nous obtenons du méme coup le moyen de calculer le systéeme (T)
qui correspond a une direction de translation quelconque. Soient o,
B, v les cosinus directeurs de cette direction relatifs & Ozys. On peut,
4 une homothétie pres, les considérer comme les coordonnées du
point O" précédent. Les H; du systéme (T) cherché sont alors

(33) H=aX +BY+9Z, Hy=aX,+8Y,+ 7%, Hy=aXo+3Y,+ 7L,

car ce sont les projections de (00") sur OX, OY, OZ ('). On peut
obtenir la transformation (0,) comme cas limite d’une transformation
plus générale, qu’'on peut définir de la maniére suivante. M. Egorov
a montré qu'une propriété caractéristique des systemes (X) est d’ad-
mettre un groupe continu de transformations de Combescure. Effective-
ment, si dans les équations (32) nous considérons # comme une con-
stante, nous obtenons bien une transformation de Combescure qui
laisse invariante chaque famille du systéme (Z). Soient maintenant
M et M’ les deux points dont les coordonnées respectives sont o, ¢, ¢,
et o', o), 4. Si nous considérons le point M” déduit de M et M" par
composition géométrique, ce point décrit un systeme (T”) parallele
a (Z). Comme la composition géométrique introduit une constante arbi-

(1) On en déduit que toul systéme (T ) peut se déduaire par composition géométrique des
systemes (T) relatifs a trois directions particulieres quelconques non paralléles & un méme
plan.
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traire, nous obtenons une transformation nouvelle des systemes (X ), qui
deépend de deux constantes arbitraires, et qu’il serait facile d’interpréter
analytiquement. Si en particulier nous supposons le point M” défini
par I’égalité vectorielle

)

(OM") = ‘Mi“ )

et si nous supposons que ¢ tende vers zéro, nous retomberons évidem-

ment i la limite sur la transformation (0,). On pourrait aussi obtenir

des transformations nouvelles par I'application des formules (11), ou

o serait le paramétre précédent. Mais nous n’insistons pas davantage

la-dessus, et nous nous contenterons d’avoir montré que Zoutes les

transformations des systémes (I) reviennent en somme a une suile de

compositions géométriques, dont lu veritable origine est la propriete que -
possedent ces systémes d’admettre un groupe continu de transformations

de Combescure.

Nous ne nous attarderons pas non plus sur I'étude des systemes,
dépendant d’un nombre illimité de constantes, qu’on peut obtenir par
Papplication indéfiniment répétée de toutes ces transformations, et
nous renverrons pour cela aux Notes de MM. Fouché et Egorow. Nous
allons seulement, pour terminer ce paragraphe, résoudre un probléme
dont se sont également occupés avec succes les géométres précédents.
Ce probléme est le suivant : Trouver tous les systémes () pour lesquels
les courbes (C) sont des drottes.

Pour que les lignes (C) de (X) soient des droites, il faut et suffit
que les lignes (C,) de (Z,) soient des droites issues du point 0. Cela
suffirait pour montrer que le systéme (X, ) ou bien se réduit 2 un point,
ou bien se compose pour chaque famille, de surfaces homothétiques
par rapport au point O. [Nous désignerons ces derniers systemes sous
le nom de systeémes (H).] Mais nous allons arrivera ce résultat en pour-
suivant analytiquement la question. Pour que les lignes (C,) soient
des droites issues de O, il faut et suffit que leurs tangentes passent
toutes par O, ce qui se traduit par

B
H H, H ’

o étant une quantité auxiliaire. Si nous tirons de 12 les H; et si nous
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portons dans les équations (3), nous trouvons que les trois dérivées
de o doivent étre nulles. Donc o est une constante.

St o est nul, (X,) est un point, donc (X) est un svstéme (T). St 5 est
different de sero, on a, & une translation prés effectuée sur (X)),

z'=cx, Yy =0or, s'=oz, H,=H,. P.=0oP;:
d’ou, en vertu des équations (31),
ou=ocu, oH,=c¢H,, oP;,=sP:

On en conclut manifestement que toutes les fonctions z, v, =z, H;, P;
sont & la fois des trois formes e f(u,¢), €% f, (u, ¢), €% f, (u, ¢), ce
qui prouve que 'on a affaire a un systéme (H).

Il resterait toutefois 2 démontrer 'existence de ces systémes. On
peut le faire en remarquant que les P;, par exemple, doivent satisfaire
aun systéme complet et en constatant, ce qui n’offre aucune difficulté,
que ce systéme complet est complétement intégrable, ce qui permet
d’affirmer qu’il existe un systeme (M), etun seul, correspondant a des (3
et a un nombre ¢ donnés, et tel que la surface d’une des trors fanulles
qui passe par un point donné¢ admeltte en ce point un plan tangent donné;
et ausst que tous les systémes (H) de mémes (3, et de méme nombre ¢ se
deduisent par composition géometrique de trois quelconques d’enire eux,
pourvu que les points homologues de ceux-ct ne sotent pas dans un méme
plan avec O.

Si 'on connait un systeme (H) pour chaque valeur de o, on peut en
déduire une infinité de systéemes (X) par des compositions géomé-
triques variées; en particulier, 'application des formules (11) conduit
aux équations (g) signalées par M. Egorov dans sa Note du 22 oc-
tobre 1900.

Il existe encore d’autres propriétés des systemes (X) pour lesquelles
nous renverrons le lecteur aux différents travaux cités. Nous revenons
maintenant 4 la classification de nos réseaux (s).

18. Reseauvx (o,). — Supposons maintenant que les constantes /,
m, n ne soient pas toutes nulles. Par un choix convenable de Oz, nous
pouvons réduire & ¢’ le premier membre de (26 ). Nous allons consi-
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. . . 3 ~ ~f1 7 N
dérer d’abord le cas particulier ott I'une des fonctions UetV, pa
exemple V, est nulle. Par un choix convenable de la variable u, nous

pouvons ramener notre relation a la forme canonique

c'=r.

Nous appellerons reseaux (7,) tous les réseaux pour lesquels gel:tu
équation est vérifiee. Comparée a celle des autres réseaux, leur déter-
mination est relativement simple ; ¢’est pourquol nous allons nous en
occuper de suite. Il existe différentes maniéres d’ar{*i.ver' au résulta;t.
Celle que nous allons indiquer n’est pas trés intuitive et nous n’y
avons 6té conduit quaprés avoir obtenu autrement la solution. Néan-
moins, ¢'est elle que nous préférons exposer ici, parce qu’elle est ala
fois la plus élégante et la plus rapide, et en outre parce qu’on peut
I'appliquer, quoique avec moins de suceés, a la recherche des autres
réseaux.

Imaginons, sur la sphére de rayon 1, un systéme de coordonnées
géographiques (8, 2), 'angle 0 étant compté comme d’habitude &
partir de O = et I'angle 2 & partir du demi-plan z02. A tout point de la
sphere, on peut faire correspondre un triedre OX,Y,Z,, dont les trois
axes percent la sphere en des points dont les coordonnées géographi-

. 4 TN ) ,
ques sont respectivement (0 + =, ¢, (0, g+~ ) et (0, ). Pour les
N\ = \ =/
accroissements df, do, les rotations élémentaires de ce tricdre sont
—sinlidy, di, coshdz.
[ntroduisons maintenant le triédre OX'Y'Z' déduit du précedent par
une rotation de I'angle ® autour de OZ,. Ses rotations élémentaires

sont évidemment

(33) sin®df—sinfcos® dy, cos® df + sinfsind® do, d® + cost dg.

Sil'on a maintenant un triédre OXYZ dépendant de deux param-
tres w et ¢, on peutsupposer qu'on prenne pour OX'Y'Z’ I'un des trois
triedres OXYZ, OYZX, OZXY. Les angles 0, ¢, ® seront alors des
fonctions parfaitement déterminées de uwet o et on pourra calculer
les rotations du triedre OXYZ au moyen de ces angles ct de leurs dé-
rivées par rapport 4z et i ¢. Si I'on a alors & exprimer une condilion
quelconque & laquelle deivent satisfaire ces rotations, cette condition
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se traduira par une équation aux dérivées partielles entre 0, o, @,
u, 9. On congoit dés lors qu'on puisse appliquer cette méthode & la
détermination des différents réseaux qui se présentent dans ce Cha-
pitre (*).

19. Supposons que le triedre OXYZ soit celui qui est attaché,
comme il a été expliqué plus haut, & un réseau (s,). Si nous le pre-
nons pour triedre OY'Z’X’, ses rotations nous sont immédiatement
données par les formules (35), exprimées en fonction de du et dv.
Or, nous avons ici les trois conditions nécessaires et suffisantes :

’

p=o, q=o0, ¢

Elles nous donnent

6 0P
. do Ju Jdo ¢
(36) g — ' P de T cosb’
. R/ - do
(37) ——-sm@cns@_smcl)az—-:m@cos(b Ju

En portant la premieére (36) dans (37), nous obtenons

ol . .
(38) Ja —=—sinfsin® cos P,

moyennant quoi, la premiére (36) devient

9o _
5;‘—_005 (OR

Ecrivons maintenant la condition d’intégrabilité relative a o, eny
06

remplacant sin® cos® par — g hous obtenonsune équation qui peut

(1) Cette méthode revient au fond a prendre pour variables les angles d'Euler du
triedre OX'Y'Z’, car si on désigne ceux-ci, suivant la notation habituelle, par ', o', &,
on a les formules

6'—_-0, C.")':q’—z:-, d{:?—{—

|

Ann. Ec. Norm., (3), XXVII. — JuiLLer 1gro. 38
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se mettre sous la forme

d [ 0D\ __ d cos@>‘
g (10655 ) = 3 (108 G )

d’ot, en intégrant et désignant par V une fonction arbitraire de ¢,

) —v
(39) oo 3 Sin?

Ici se présentent deux cas, suivant que V est ou n’est pas nul.
SV est nul, ® ne dépend que de «, et par suite aussi p. D'ou il
résulte que, lorsque « demeure constant, OZ décrit un cone de révo-

\

: ’ , , . K T
lution dont l'axe a pour coordonnées géographiques (—2-, P+ E> et
dont I'angle au sommet est = — 2®. Par conséquent, le réseau (o,) cor-
respondant est le plus général pour lequel les lignes (1) sont des cercles

de plans paralleles a O =.
Supposons maintenant V=~o. Par un choix convenable de l’argu-

ment ¢, nous pouvons supposer V=—1, et par suite
o® cosf
r
40 _— T=—
(40) de sin*é

Dans ce cas, nous aurons notre réseau de la facon suivante. Nous
intégrerons le systéme (38), (40); puis nous calculerons o par la for-
mule
(41) o= cosz(bdzt—l-—T‘{i--

sin®f

Un calcul élémentaire nous donnera ensuite les neuf cosinus a,
@', .... Quant aux rotations p,, ¢, r, ry, elles sont données par les for-
mules (35); on trouve ainsi, en tenant compte de (38), (40), (41),

’

09  sin® 0P
= O — pinklind — N
o) P1=C0S Frias R g= o7 cosf cos* @,
r=—sinfcosd, r,—_—sin(I)f)_a __ cos®

dv sinfg

Toute la difficulté du probléme réside donc dans Pintégration du
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systeme (38), (40). Or, si 'on fait [e changement de variables

(]
o)
Re)

(43) sinf = —|_, COS@:[langT—m, (D:':—)-(,J,
T—w 2 2
cos

ce systéme devient

M:—-[sin(:_w)’

dv

(44)

o(t—w) . .

~ou =—isin(t+ w).

On reconnait le systéme classique dont dépend la détermination des
surfaces & courbure totale constante. Donc la recherche des réseausx (s,)
équivaut au probleéme de la déformation de la sphere.

20. Supposons maintenant que nous soyons en possession d’un
réseau (g,) et occupons-nous des systémes triples orthogonaux corres-
pondants, auxquels nous donnerons le nom de systémes (X,). La com-
paraison des équations (22) et (34) nous donne

h=p=o, v=A =1, B =o,
puis

(45) “=p—py  V=p
Ceci nous montre que la représentation spherigue de la surface (o,)
s'obtient en faisant tourner le réseau (o) de l’angle o, autour de O =.

Celle de la surface (p,) (') est engendrée par une rotation continue de la
courbe (v =p,) autour de Oz. Quant a celle de la surface (o), on I’obtient

(1) A vrai dire, on n'obtient pas de celte facon la représentation sphérique des lignes
de courbure de la surface (p,), au sens qu'on attache ordinairement a celte expression.
1l faudrait, pour avoir celle-ci, faire tourner autour de Oz la courbe décrite par le point
directeur de OY quand le point directeur de OZ décrit (¢) [c'est-d-dire une des deux
courbes polaires de (¢)]; puis adjoindre aux courbes ainsi obtenues leurs trajectoires
orthogonales. 1l nous arrivera encore dans la suite d’employer, par abréviation, le Lerme
de représentation sphérique d’une surface (p;) pour désigner I'une quelconque des six
familles de courbes que décrivent Jes points directeurs des trois axes de OXYZ, quand le
point M de I'espace décrit successivement sur la surface (p;) les deux familles de lignes
de courbure. Il sera toujours facile d’en déduire la représentation sphérique au sens véri-
lable du mot.
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en faisant tourner chaque courbe () du réseau (o,) de 'angle o — u
autour de Oz (') ; on peut donc la déduire, par uneroiation de l'angle ¢,
de la représentation sphérique de la surface (p = o). Il est élémentaire
de calculer les cosinus X;, Y;, Z; en fonction de g, 5, 0., puisque 'on
connait les @, @, .... Quant aux B3, ils sont donnés par (13), (21) et
(42). La méthode qui semble donc indiquée pour la recherche des
systemes (Z,) correspondant & un réseau (o,) donné est une de celles
du n° 12. Bornons-nous ici i rechercher ceux de ces systéemes pour
lesquels les surfaces (,) sont égales. Emplovons 4 cet effet la méthode
décrite a la fin du n° 14. Les conditions (18) deviennent

(16) a4+ pga +voad =L +ay' —d x,
[ 206 4+ o0 + 90" =by'— b'2'.

Sil'on donne & u et ¢ toutes les valeurs numériques possibles, on
obtient un certain nombre d’équations linéaires en A,, w,, v,. Si la
surface (S) n’est ni une développable isotrope, ni un plan, il est facile
de constater que, parmi ces équations, il y en a au moins trois pour
lesquelles le déterminant des inconnues est différent de zéro. D’ou il
suit que A, Uy, v, se réduisent 4 des constantes et par suite que le
mouvement de O'x'y'z" est hélicoidal et uniforme. Prenant O'z" et Oz,
suivant I’axe de ce mouvement et désignant le pas par lalettre £, nous
avons

(47) kad'=t+ay' —a x, k" =by' — b 2.

A ces conditions il faut joindre les équations (23) et (24). Pour
écrire celles-ci, nous différentions (47) successivement par rapport &
wet ag; il vient, en tenant compte de (47), (19), (23) et (24), les
deux conditions

(48) E(a"py—+c"ry) = kps, 92 :%(a"'g—k).

Or, si I'on se reporte au numéro précédent, on calcule aisément
expression a’p,+¢"r, et on la trouve égalea — V.
Examinons d’abord le cas o V est nul. La premiére équation (48)

(1) Cela nous donne une interprétation géométrique élégante de la variable canonique u
tout & fait analogue a celle que nous avons indiquée a la page 264.
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nous montre que £ doit étre nul. Le mouvement est donc une rotation.
D’autre part, il résulte des équations (45) que la surface (S) est néces-
sairement une surface singuli¢re de la premiére catégorie (n°6); c'est
donc une surface de Joachimstal d’'axe Oz. Nous retombons sur des
systemes déja rencontrés et qui auraient d’ailleurs pu nous permettre
de prévoir la solution singuliére fournie par 'hypothése V=o dans le
numéro précédent.
Supposons maintenant V= — 1. Nous avons alors

i’:: /f[)l-

Le pas ne pouvant étre nul, nous pouvons, par une homothétie, le
ramener a ¢étre égal 4 1. Nous avons, dans ces conditions, en tenant
compte de ce que (a’p,~+c"r,) est égal a 1,

. A
E=pi, oo = qn

La seconde de ces équations n’est autre que la premiére (20). De la
premi¢re (23) nous tirons ensuite 7, et, en portant dans la seconde,
nous obtenons une identité. Finalement, nous voyons gu’a une homo-
thétie pres il correspond a tout réseau (o,) un seul systéme pour lequel
les surfaces (2,) sont égales et ce systéme est un de ceux qui ont éte con-
sideres au n° 6.

Il n’y a plus maintenant aucune difficulté i obtenir les équations
de ce systéme, car nous avons ' et y’ par (47), puis ' par la quadrature

= [a"tdu—+ b"n,dp.

On trouve ainsi, en désignant par x,, y,, 5, les coordonnées rela-
tives au tricdre Oz, y, 5,

29 P
wlzmcos(:p “+ps2) ——cotf sin(o + p,),

h .
Y11= %— sin(@ +py) + cotfcos(e + py),
7] s*0
31:pz+f<5in2(1) +sin® cos® sinﬁg—g) di + <(30[9%—V-§ — 95_?[:_'5>
09 1

08 — cos2® du + [(—(;) — m iy
:CP“*—pg"FCOtem -+ e .
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Quant aux H;, ils sont donnés par les formules

oH
H=: H=n, H= gf’o
ou
H=— B, HI:}%E— H.—g,,.

Sil’on veut introduire les angles = et o définis par les équations (44),
on a

., dT _ 0®

R i T

Zy==1 ’

T —

2 COS

. 0T .y 00

— eIl p-in ZE

| o oo ¢ v

(49) |\ "= o
2 COS

. I T— o H(T— ) 1 . Jt\?
g1 =p + Slang —— Je ;f[cos T du—s—(du) dy

 Aenn 2
; — —I-f[coszm dzt—i—(@) dc’],
i 2 av

ou l'on a posé

y:@+-92:—;-[p+p,+pg+ cos(r+w)du+Cos(r—m)a’c:].

Les quantités qui figurent sous les deux signes fde z, sont des

différentielles exactes parce que T et » vérifient tous deux ’équation

J%A
——— ——sinlcosA.
du do st
On pourrait aussi former les expressions des §; et des H; en fonc-
tion des angles 7 et w et de leurs dérivées; mais cela présente peu
d’intérét.

21. Il est évident que nous venons de résoudre, autant qu’il peut
I'étre actuellement, le probléme de la détermination des surfaces que
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nous avons appelées, dans le premier Chapitre, les surfaces singu-
lires de la premiére catégorie; et nous avons justifié Paffirmation
faite & la fin du n° 6. Nous observerons, pour terminer, que la con-
naissance d’un des systemes triples précédents permet d’obtenir une
infinité d’autres systtmes analogues. On sait en effet que de toute
solution du systéme (44), on peut déduire une infinité de solutions
nouvelles, grace aux transformations de Lie et de Bicklund. Il est
peut-étre possible de trouver, relativement & nos systémes orthogo-
naux, ou encore relativement aux réseaux (o), une interprétation
géométrique de ces transformations analytiques. Malheureusement,
nous n’avons pu rien découvrir dans cette voie, pas plus que nous
n’avons pu trouver la véritable origine du lien qui unit la théorie des
surfaces & courbure totale constante avec celle des réseaux (s,) ou des
surfaces dont les premieres tangentes principales font partie d’un com-
plexe linéaire.

Parmi les transformations dont il vient d’étre parlé, en voici une
qui est particulierement simple. De toute solution du systeme (44),
on peut en déduire une autre en changeant w en —w, uen ¢ etgen u.
Cette solution, appliquée & la théorie des surfaces & courbure totale
constante, serait sans intérét, car elle redonnerait la surface primi-
tive. Transportée dans les équations (49), elle donnera au contraire un
systéme triple enti¢rement différent du premier, car w et ¢ jouent, dans
ces équations, un role tout 4 fait dissymétrique.

On peut songer a appliquer tout ce qui précéde en prenant comme
surface & courbure constante initiale un hélicoide & courbure totale
constante. Cela revient, comme on sait, & partir des solutions du sys-
teme (44) qui ne renferment « et v que par la combinaison au + by =«,
a et b étant des constantes. Ces solutions se calculent aisément
et introduisent les fonctions elliptiques. Malheureusement, elles ne
peuvent a priori que nous faire retomber sur les systémes composés
uniquement d’hélicoides, car les H; ne dépendent que d’une seule
variable o (Darsoux, S. 7., p. 320). Comme nous avons étudié ces
systémes en détail dans le premier Chapitre (n° 9), il est inutile d’y
revenir (). Quant & ceux qu’on pourrait en déduire par les transfor-

(1) Cela ne peul présenter de I'intérét que dans le but d’avoir une vérification de nos
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mations de Lie et de Biicklund, ils sont donnés par des quadratures
trop compliquées.

22, Reseacx (a,). — Revenons maintenant a I'étude de l’é?qua-
tion (26). Supposons encore /et mnuls et 7 égala 15 mais cette fois les
les fonctions U et V seront supposées toutes deux différentes de zéro.
Par un choix convenable des variables v et ¢, qui deviennent alors
variables canoniques, nous pouvons ramener notre relation a la forme
canonique

(50) ¢"=r—4+r.

Nous appellerons réseauz (,) tous les réseaux pour lesquels cette
équation est vérifice. Leur détermination est loin d’étre aussi simple
que celle des réseaux (o,). On peut essayer de leur appliquer la mé-
thode exposée au n° 18. Si, pour conserver la symétrie des variables «
et ¢, on prend OX'Y'Z’ suivant OXYZ, on trouve que § et ® doivent
satisfaire aux équations

Pl ) 09 08 .
- 3{7+5-‘:—__c0t9{cot®5‘—,—langd)m] +cos b,
' 0% 99 08 o 96 o® 06
__()ll J0 —00[957; m; +COI¢)E—[ %—-langfbd—‘; (—)—[2-

Ayant § et @, on a ¢ par la quadrature (')

~ a4 a9
tang @ (Tudu — cot@m dv

Q = T
' sinf

Le systéme (51) est beaucoup trop compliqué pour qu’on puisse
essayer de l'intégrer. Aussi, nous arrivons de suite & 1’étude des
systémes triples orthogonaux, qui correspondent & un réseau (s,)
donné et que nous appellerons systémes (X, ).

La comparaison des équations (22) et (50) nous montre que A et B

théories. Et Pon constate effeclivement, en développant les calculs, qu'il y a concordance
complete entre les deux facons d’opérer.

(1) On pourrait appliquer la méme méthode 4 la recherche des réseaux (7). La seule
différence avec le cas actuel consisterait en ce qu’il 0’y aurait pas de terme en cos0 au
second membre de la premidre équation (571).
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sont tous deux égaux 4 I'unité et qu'on peut prendre par conséquent

U =0 — 0,, =P — Pas

i i

tandis que A et u. sont encore nuls et ¢ égal & 1. On conclut de la un
énoncé analogue a celui du n° 20, avec cette différence que les sur-
faces (¢,) ont, elles aussi, des représentations sphériques égales. Ici
encore, on calculera sans difficulté les X;, Y;, Z; et B, en fonction de
0, £1» 0o et 'on appliquera la méthode classique pour la recherche des
systemes (X, ). Comme tout & I'heure, nous allons nous borner 4 ceux
pour lesquels les surfaces (g,) sont égales.

Les conditions (18) sont, dans le cas actuel, analogues aux équa-
tions (46) et n’en différent que parce qu’il faut ajouter 0, au second
membre de la seconde. Les raisonnements faits au n® 20 s’appliquent
encore et I'on peut affirmer que le mouvement de O’ x"y’z" est néces-
satrement hélicoidal et uniforme. En prenant O’z et Oz, suivant I'axe
de ce mouvement et désignant le pas par £, on a

(52) ka"=t+ay —a'x', "=+ by — b 2.

On pourrait, comme au n°® 20, en déduire les conditions auxquelles
doivent satisfaire & et n, ; en les joignant a (23) on obtiendrait un
systeme complet et complétement intégrable. Voici une aulre maniére
de procéder. Les quantités o' et y’ doivent vérifier le systeme complet

" g
‘ (i)ft =a (d'z'—ay'+ ka'), %?‘ =b (bla'— by + kb"),
33y 1 ]

dont les.conditions d’intégrabilité sont les équations (23) et sont,
comme on le constate aisément, satisfaites identiquement.

Ayant ' et y’, on aura £ et 7, par (52), puis =z’ par une quadrature
de différentielle totale, et enfin «, y,, z, en fonction de g, g, g,. Quant
aux H,, ils seront donnés par les formules (17), qui prennent la
forme ¢légante (')

W=7+, Y;— yi Xs

(1) Ces formules nous ont éLé communiquées par M. Darboux. On peut aussi les déduire
Lrés facilement des équalions (8) ¢t (g, du Chapitre I.

Ann. Le. Norm., (3), XXVII. — JuLLer 1910. 39
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Le systéme (53) nous permet d’énoncer sous une forme simple lg
degré de généralite de la solution : Parmi les sysiémes de pas donné, il
v en aun et un seul pour lequel un triedre MXYZ est donné. On peut
aussi en déduire la proposition suivante: Soient p sysiémes de pas
K,, K., .... K, Affectons-les de coefficients arbitraires m,, my, ..., m,
el composons-les ge'ome’trz‘qzzemenl par rapport a un point quelconque

de 0z. Nous obtiendrons un nouveau systéme de pas ZmiK,-. Cec1 peut

i

aussi se démontrer géométriquement de la facon suivante : Soient M,,
M,, ..., M, p points homologues de coordonnées communes ¢, 0y, fa-
Si 'on aceroit chacune de celles-ci de la méme quantité ¢, le point M;
tourne de l'angle ¢ autour de Oz et s’éléve de K;z; donc le point résul-
tant M tourne du méme angle et s’éléve de ZK,-A =1 ZK,~, ce qui
i i
démontre le théoréme.

Si p est égal a trots, on pourra obtenir, par ' application decethéoreme,
le systéme le plus geénéral, a condition toutefois que les exirémites des
(OM,) (OM,) (OM;)

K, K, K,
paralléle a 0. Ceci peut se démontrer en déterminant mz,, m,, m, de
facon que le point M vienne occuper une position initiale arbitraire-
ment choisie, le pas K prenant en méme temps une valeur donnée a
I'avance. Cela résulte aussi de ce que la solution générale de (53) peut
s’obtenir en ajoutant 2 une solution particuliere la solution géné-
rale des équations rendues homogénes par I’évanouissement de £,
laquelle est, comme on sait, une combinaison linéaire & coefficients
constants de deux solutions particuliéres distinctes. Si I'on connait
seulement cette solution, relative a £ nul, on aura celles qui corres-
pondent aux autres valeurs de % par deux quadratures de différentielles
totales, grace 4 la méthode de la variation des constantes. Enlin, si
'on connait une seule solution de pas nul (ou, ce qui revient au
méme, deux solutions non homothétiques de pas non nuls), on aura
toutes les autres par deux quadratures de différentielles totales, en
appliquant la méthode classique d’abaissement des systémes d’équa-
tions linéaires. En résumé, nous voyons qu'e/ su/fit, pour avoir par des
quadratures tous les systémes cherches, de connaitre un seul d’entre cux
st son pas est nul, ou bien deux sysiémes non homothétiques l'un de

vecteurs

ne sotent pas constamment dans un ])l(lll
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de Uautre si leurs pas sont différents de zéro. Ainsi se trouve justifiée
une affirmation faite au n° 5 d’aprés laquelle la recherche des surfaces
capables d’engendrer une famille de Lamé dans un véritable mousement
hélicoidal d’azxe Oz se ramene, ¢ des quadratures pres, a la recherche des

surfaces capables d’engendrer une famille de Lamé dans une rotation
autour de Oz.

23. RESEAUX DE LA SECONDE CATEGORIE. — Nous avons examiné tous les
réseaux pour lesquels il existe une seule relation de la forme (206).
Supposons maintenant qu’il en existe deux. Nous appellerons les
réseaux correspondants réseaux de lu seconde catégorie. On peut prévoir
qu’ils doivent étre en nombre relativement limité, car ils sont soumis
a des conditions surabondantes (*). Si nous n’en connaissions pas des
exemples, nous ne pourrions méme pas affirmer leur existence. 1l
serail intéressant de déterminer exactement tous ces réseaux; mal-
heurcusement nous n’avons pu y arriver. C’est pourquoi nous nous
contenterons de les passer trés rapidement en revue.

Appelons réseau (o) tout réseau qui est a la fois (g;) et (), si
i =k, et (5;) de deux maniéres différentes, si ¢ = 4. Il est évident que
tout réseau de la seconde catégorie est un réseau (o), ce quiva nous
permettre d’établir une classification de ces réseaux.

Réseaux (5,;) (*). — 1l n’y a pas de réseau (o,,), car sl un réseau
est doublement (&), les rotations ret 7, sont nulles. Il faut donc sup-
poser que 7 est égal & 1 ou & 2. Quelle que soit 'hypothése faite, si
Ion prend les variables canoniques relatives au réseau (o), notre
réseau (a,;) sera caractérisé par les deux conditions

r—+r,=—o, "= (U —-V)r.
L’équation (22) nous donne alors

h=p=o, v=—1, A=U+W, B=V+W,

() Un réscau sphérique quelconque peut en effet ¢lre déterminé par une seule fonction
de deux variables. Or, pour un réscuu de la seconde catégorie, cette fonclion doit satis-
faire 4 deux équations aux dérivées partielles, dont il faudrait chercher les solutions com-
munes.

(2) Les réscaux (g, ) seront les réseaux (o).
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W désignant une fonction arbitraire de . Le calcul de g et ¢, est, dans
ce cas, subordonné & l'intégration des équations différentielles

du dy . .

— + U+ W=o. — +V+W=o,

dw dw

Si la fonction W est quelconque, les variables ne seront séparées

pour l'une de ces équations que si 'une des fonctions U et 'V se réduit
4 une constante, c¢’est-a-dire si ’on a un réseau (g,,). Comme nous ne
connaissons rien de ces fonctions U et V, nous n’en dirons pas davan-
tage sur ces réseaux.

Réseauz (), (6,4), (622 ). — L’un quelconque de ces trois types
de réseaux est (o,) ou (o,) par rapport a deux directions differentes
(sans quoi 'on retomberait sur les réseaux précédents) et par suite
par rapport  toutes les directions qui sont avec elles dans un méme
plan. Sil'on prend ce plan pour plan 0y, on aura donc

c=Ur+vVr, d=U,r+V,r:

les fonctions U, V, U,, V, pouvant d’ailleurs étre simplifiées en partie
par un choix convenable des variables u et ¢. Nous ne voulons pas
faire cette simplification, qui exigerait une discussion longue et peut-
étre inutile, d’autant plus qu’il sera toujours temps de la faire dés
qu’on aura obtenu un réseau particulier satisfaisant aux conditions
précédentes.

Sinous portons les valeurs ci-dessus de c et de ¢’ dans I'équation (22),
nous obtenons

v=o, A=232U~+pU, B=2V+uV,

% et w demeurant des fonctions arbitraires de w. Ceci nous montre que
le mouvement le plus général du triédre Oxys est, dans ce cas, celui qui
est engendré par le roulement sans glissement du plan xQy sur un céne
quelconque de sommet O. Quant aux variables ¢ et p,, elles sont déter-
minées par I'intégration des équations différentielles

du dy

C—{v—V.-}—)\U—FFUl:O’ ' "‘i—‘;+)~v+}~"\'1:05
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a propos desquelles nous ne pouvons que répéter ce quia été dit sur
I'équation de la page 2o.

24. APPLICATION A LA RECHERCHE DES SURFACES DE LA SECONDE CATEGORIE. —
Il est évident que toute surface de la seconde catégorie admet pour
représentation sphérique un réseau de la seconde catégorie. Inverse-
ment, on peut se demander si & tout réseau de la seconde catégorie on
ne peut pas faire correspondre une surface de la seconde catégorie
Padmettant pour représentation sphérique. Pour étudier cette ques-
tion, il suffit de suivre la méme marche que pour la premiére caté-
gorie. Nous ne voulons pas reproduire la longue discussion qui en
résulte et nous nous contenterons d’en indiquer la conclusion. Quel
que soit le réseau dont on part, on trouve toujours qu’il doit exister
entre les neuf cosinusa, @/, ... et les rotations ¢ et p, deux relations sup-
plémentaires, autres que celles qui résultent immédiatement des équa-
tions (19), (20) et des équations spéciales qui caractérisent le réseau
considéré. Dans le cas des réseaux (7,;), ces relations sont assez
simples ; malgré cela nous n’avons pu voir si elles étaient nécessaire-
ment vérifiées. Si elles le sont, il y a alors une surface et une seule
(A une homothétie prés) qui répond a la question. Pour les autres
réseaux, les relations supplémentaires sontbeaucoup plus compliquées
et nous n’avons pas poussé les calculs jusqu’au bout.

25. Nous ne nous occuperons pas des réseaux de la troisieme caté-
gorie, pour lesquels il existe trois conditions de la forme (26), car
leur existence est encore hien plus problématique que celle des
réseaux de la seconde catégorie. 1l en existe cependant au moins un;
c¢’est celui qui se compose exclusivement de cercles, car ce réseau est
a la fois (5) et (z,,), comme le montre la considération de la cy-
clide de Dupin & trois plans de symétrie (Chap. I, n° 11). Mais son
étude ne peut trouver place ici.

26. ConcLusioN. — En résumé, le probléme que nous nous sommes
posé au début de ce Chapitre est subordonné a la détermination de
différentes espéces de réseaux sphériques, a savoir les réseaux (),
(5,), (5,) et (o). Pour les réseaux (c,) seulement, nous avons résolu
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la question autant qu’elle peut I’étre actuellement, ce qui nous a
donné du méme coup les surfaces singuliéres de lapremiére catégorie
(Chap. I). La détermination des réseaux (o) et (g,) est au contraire
trés difficile, malgré laforme simple des équations (7 +r, = o0 ou”)
qui les caractérisent. A chacun d’eux correspondent une infinité de
systémes triples orthogonaux composés de surfaces égales dans chaque
famille. Onles obtient par des quadratures, dans le cas d’un réseau (o),
et par I'intégration de deux équations simultanées de Riccati, dans le
cas d’un réseau (s,). L'existence de ces systémes particuliers permet
de dédwire de tout réseau (v) ou (a,) une infinité de réseaux analogues.
Pour un réseau (), on peut chercher les systémes qui correspondent
4 une translation isotrope (ou encore les systémes homothétiques),
puis les transformer par inversion. On aura un nouveau réseau (o)
formé par la représentation sphérique du systéme provenant de la
transformation. En répétant indéfiniment cette opération, on aura des
réseaux (o) dépendant d’un nombre illimité de constantes arbitraires.
Sil’on part d’un réseau (s,), on procédera de méme, mais cette fois
sur des systémes correspondant a une rotation autour de Oz et en
prenant le pole d’inversion sur cette droite.

Quant aux réseaux (o;;), nous ne pouvons rien en dire, si ce n’est
que toute surface de la seconde catégorie donne un tel réseau, sans
que nous puissions affirmer la réciproque.

27. Nous nous étions proposé d’étudier, comme application de nos
théories, certains réseaux particuliers et les systémes triples corres-
pondants. Mais cela nous aurait entrainé beaucoup trop loin. Conten-
tons-nous de citer les réseaux que nous avons obtenus.

1° Réseau comprenant une famille quelconque de petits cercles de
plans paralléles a Oz. — C’est le réseau (o) le plus général qui com-
prenne une famille de petits cercles. C’est aussi un réseau (o,) singu-
lier (n° 19), donc un réseau (g,,) (*).

(1) Voir & ce propos J. Haag, C. R., 21 mars et 2 mai 1gr10. On peut généraliser
la Note du 2 mai en remarquant que tout sysiéme triple (S) dont les surfuces (pg)
ont leurs trajectoires orthogonales dans des plans paralléles & Oz est paralléle 4 I'inverse
@’nn systéme triple composé de plans perpendiculaires & Oz et de cylindres paralléles
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2° Reéseaux (o) tsothermes. — Nous les avons tous déterminés dans
une Note aux C. R., 21 mars 1910.

3° Reseaux (o) représentations spheriques de surjfaces « courbure
totale constante (Méme Note que 2°).

On peut aussi obtenir des réseaux (c,) composes de petits cercles en
prenant la représentation sphérique d’un périsphére de M. Demoulin ;
d’ou I'on déduirait, comme nous le savons, une infinité de surfaces a
lignes de premiére courbure planes capables d’engendrer une famille
de Lamé dans un mouvement hélicoidal de pas arbitraire (n° 22).
Y en a-t-il d’autres? Nous n’avons pas encore eu l'occasion de nousen
rendre compte.

On pourrait aussi chercher d’autres réseaux (¢,) comme par exemple
les réseaux isothermes. Mais nous ne I’avons pas fait.

CHAPITRE IlI.

SUR CERTAINS GROUPES DE FAMILLES DE LAME.

28. Nous nous proposons d’étudier, dans ce Chapitre, une question
qui est étroitement liée, comme on va le voir, avec celle qui a été
traitée dans le Chapitre I.

Cette question peut s’énoncer de la facon suivante :

Peut-on trouver deux familles de Lamé composées respectivement des
mémes surfaces, placées dans des positions relatives differentes pour les
deux familles ?

Ce probléeme peut étre résolu par la considération de I’équation du
troisitme ordre A laquelle doit satisfaire le paramétre d’une surface
qui engendre une famille de Lamé, lorsque ce paramétre est consi-
déré comme fonction de w, y, z.-Nous préférons suivre une autre
marche, qui aura 'avantage de nous donner en méme temps les sur-
faces qui completent le systéme triple orthogonal.

4 0z. Dot il suit que la détermination de lous ces systémes (S) revient & l'intégration
de I'équation de Laplace relalive au réseau plan orthogonal le plus général.
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Nous allons généraliser les raisonnements du n° 2.. Hepre‘nons notre
triedre (T) et la surface (S) qui lui est attachée. 1\’12115., au lieu de sup-
poser que celle-ci est invariable de forme et de position par .rapport
a (T), supposons au contraire qu'elle peut se modifier arbitrairement
quand le tri¢dre se déplace. Ceci revient évidemment a admettlje que
a,v, 5 peuvent dépendre de 7 en méme temps que de v ety; x)n:ns cela
ne change en rien notre raisonnement et la famille des surfaces (g,)
sera encore donnée par 1'équation différentielle

i dy A
(1) TG

= 0.

avec la condition nécessaire et suffisante

2(3) -

Seulement, la quantité A est ici égale &

A ox (d.r

= 5; ‘a‘z—l-i—l—q:?——l‘y).

On pourrait se servir de I'équation (2) pour la recherche de cer-
taines familles de Lamé composées de surfaces d’une nature particu-
liere; mais tel n’est pas ici notre but. Supposant cette équation salis-
faite pour certaines valeurs des fonctions p, ¢, ..., imaginons qu’elle
le soit aussi pour un autre groupe de rotations et translations p,,
Gis -5 & sans que les fonctions @, y, s aient changé. Il est bien clair
que les nouvelles positions des surfaces (S) par rapport au triédre
fixe Oz, y, =, formeront une famille non superposable & la précédente,
a la seule condition que les fonctions p,, ¢, ... ne soient pas toutes
identiques aux fonctions correspondantes p, ¢, .... Nous obtiendrons
donc deux familles de Lamé différentes et répondant a la condition
que nous nous sommes imposée tout a 'heure. Tout couple analogue
de familles de Lameé peut étre évidemment obtenu de cette maniére;
il suffit en effet d’adjoindre, suivant une loi arbitraire, un triedre (T)
a chaque surface de la premiére famille et de supposer que cette sur-
face entraine avec elle son triedre lorsqu’elle vient faire partic de la
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seconde famille. On voit méme qu’il y a indétermination compléte
dans le choix du premier mouvement auquel est soumis le triedre (T)
par rapport & Ow,v,5,; nous aurons & faire usage de cette remarque.

Revenons & l'équation (2) et & I'équation analogue relative a la
seconde famille de Lamé

90 (A _
® @) =o

\

Nous en déduisons, par soustraction,

90 (A .
(4) a;(—é‘) =0,
en posant
. ‘1().1? - .
(5) f\o—b?ﬁ,‘(—.o"—(/n*‘ ryy),
(6) Po=pPr1— P> Go=q1— ¢, Lo=2¢8—%¢.

Or, si I'on se place a une époque déterminée ¢, I'équation (4)
exprime, d’aprés le n® 2, que la surface (S) de parameétre t engendre
une famille de Lamé quand on lui imprime unmousement helicoidal dont
les composantes par rapport a (T) sont p,, q,, .... Réciproquement, si,
admettant U'équation (2), on suppose en outre que chaquesurface (S)
peut engendrer une famille de Lamé dans un mouvement hélicoidal
déterminé, dont les composantes po, ¢, ... relatives au tri¢dre (T)
correspondant sont par conséquent, a un facteur de proportionnalité
prés, des fonctions déterminées de ¢, on satisfera & I’équation (3) en
prenant

(7) pr=p -+ Tpy q1=¢q + Tqo, e L=C+ Ty

ot T désigne une fonction arbitraire de z. Ceci nous montre de suite
que si lon connait un couple de familles de Lamé répondant aux condi-
tions que nous nous sommes proposées, on pourra en déduire tout un
groupe de familles analogues, ¢’est-a-dire composées des mémes sur-
faces que les deux premiéres, mais placées différemment les unes par
rapport aux autres. Ce groupe dépendra d’ailleurs d’une fonction arbi-
traire d'une variable.

On arrive a des résultats particulierement élégants si I'on suppose,

Ann. Ec. Norm., (3), XXV1l. — JuwLer 1910. 4o
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comme on en a le droit, que le premicr mouvement du triedre Towe
réduit au repos, ce qui se traduit par Pévanouissement des fonetions
Ps ¢y -+ On peut alors énoneer la proposition snivante, que I Jeetenr
déduira sans peine des considérations qui precédent

Sotent dewx famulles de Lamé (V) et (V) composces des mimes sur
Jaces placées dans des positions relatives differentes. Sotent (50 el (87
devx surfaces infiniment voisines de (1), (S, ) et (S0 les surfaves homo
logues de (V). Amenons (S) en colneidence avee (S, en cntralnant (N
nous pouvons alors passer de (S) a (803 par un mowsement folicovdul
infiniment petit, qui est par factement determene, Scl one inpromne i la s
face (S) un mouvement hélicordal continu comprenant (e precedent, on
obtient nécessairement une funulle de Lame.

Réciproguernent , supposons que cheagque surface () d e famdle dr
Lamé (V) puisse engendrer une autre famille de Leame dins un monse
ment hélicoidal de pas K autour «une droite A, Soit (X la s fuer
réglée engendrée par les différentes drottes A, Faisons virer ectte sur fuee
sutvant le pas K sur la surfuce (X )l plus generale que puesse convenir a
cette viration, Sil'on fixe dans Uespace ehaque sur fuee (OS5 au moment o
la droite A correspondante est azxe instantane, les nowvelles positions e
ces surfaces constituent une famille de Lame,

29. Revenons a Uéquation (o) qui donne L gencration des surbiees
(py) du premier systome. Les surfaces (o) doseeond syateme sont
données par une équation analogue, oit A est simplement vemplaey
par A Pour que les deux équations soient identiques, il it et saflit
que Ay soit nul. Done, pour que les surfuees (o)) du second syvsteme
triple soient engendrees par les mémes lignes que les surfures (5, du
premiers i faut et i suffit que les tangentes awe lignes (o de chogue
surface (S) apparticnnent ou comple.ce linéarire (5, Ky, Autevment i,
les surfaces (S) doivent dtre ce que nous avons appele, au premier
Ghapitre, des surfuces singulicres de la premicee cate zore. Vi partt
culier, si le pas K est constamment nul, chaque surfaee ©S 5 dot etre
une surface de Joachimstal "axe A. Nous aurons un pea plus Toin i
utiliser ces remarques. Pour Uinstant, revenons an ens wirneral,

30. 11 n’est pas certain « priore qu'il existe des familles de Lame
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telles que (F). Nous pouvons néanmoins I'affirmer, car nous en don-
nerons plus loin des exemples.Auparavant, nous allons montrer com-
ment on peut ranger toutes les familles de cette nature en groupes tels
que deux familles d'un méme groupe se composent des mémes sur-
faces et que deux familles de groupes différents se composent de
surfaces différentes.

Groupes (G,). — Imaginons une famille de Lamé (F) dont chaque
surface (S) puisse engendrer une famille de Lamé dans un seul mou-
vement helicoidal, que nous désignons par le symbole (A, K), dont la
signification est évidente. Toutes les familles de Lamé composées des
mémes surfaces seront obtenues par la viration la plus générale d’une
surface (X) parfaitement déterminée, suivant un pas également déter-
miné. Elles formeront donc un groupe, que nous appellerons un
groupe (G,), qui dépendra d’une fonction arbitraire d’une variable.

Dés que 'on connaitra une famille du groupe, on aura toutes les
autres par quadratures; de sorte qu'il suffira de chercher une famille
particuliére, satisfaisant & des conditions pouvant simplifier cette
recherche. Si I'on se rappelle par exemple qu'il existe une surface
() de cone directeur donné capuble de virer sur (I) suivant le
pas K ('), on voit qu’on pourra toujours supposer que les droites A,
si elles ne sont pas paralléles entre elles, ont des directions données &
I'avance, entre autres celles d’un plan fixe.

Groupes (G,). — Supposons maintenant une famille (F) composée
uniquement de surfaces (S) de la seconde catégorie (Chap. I). A
chaque surface (S) correspondent une simple infinité de mouvements
hélicoidaux (A, K). Prenons une surface (£) composée de droites A
choisies suivant une loi arbitraire, ce qui introduit une fonction arbi-
traire d’une variable. Faisons virer (X) de la maniére la plus générale
suivant le pas K affecté 2 chaque droite A. Nous obtenons de celte
fagon toutes les familles de Lamé composées des mémes surfaces que
la famille primitive. Ces familles forment un groupe (G,), dépendant
de deux fonctions arbitraires d’une variable. Comme tout & I'heure, il

(1) C. R., 2§ a0l 19o8.
) 9
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suffit de déterminer une famille particuliere de clhique zroupe pow
avoir les autres par des quadratures: et Fon peul encore profiter des
deux fonctions arbitraires pour simplilicr le probleme. (Cestamsigne
si Lon voulait chercher toutes les familles de Lamé composees e
cyclides de Dupin, on pourrail s¢ borner au cas o la perpendicnlire
commune aux deux lignes de points doubles de chagqoe exelide o une

.

direction invariable.

Groupes ((x,). — Nous savons qu'a part le cas peninteressant e
cones, il 0’y a que la eyclide de Dupin i trois plans de symetreie qu
apparticnne a la troisieme catégorie. Les familles (Pon groupe i)
se composent done uniquement de eyelides de eette natoare, Lo sur-
face () peat étre choisie arbitraivement, o I seule comdition (Fetre
tangente & tous les plans (1) qui contiennent les quatre points donbles
de chaque eyclide. On doit ensaite déformer cotte surfiee sins detor
mer ses géneratrices, chaque plan (I enteainant Lo evelide corpees
pondante. Cela introduit trois fonctions arbitraires d'une variable,
Pour lu recherche d'une famille particalicee du gronpe, on peat sup
poser que les plans (1) sont tous confondus. Mats nons n'en dirons
pas plus long & ce sujet, carnons allons trouver un pea plis Tom tontes
les familles de Lamé composces de eyelides de Duprin, Qunant s
groupes d’ordre plus éleve, nous w'en parlerons pas, pursqu’ils ne
comprendraient que des familles de plans ou de sphéves,

ST peut sembler, aw premicr abord, que Ta théorie que nons
venons dexposer ne présente un reel intéret qulantant que Pon ara
trouvé des familles de Lame composees exelusivement de surfaees e
la premicree ou de la seconde catégorie, Comme la ditermination e
ces surfaces constitue un problome teis difficile, il parast prir eom-
mode d'entreprendre, dans toute sa generalite, b orecherehe des
groupes (Gy) ou (Gy). Malgre cela, Les considératings i precedient
peuvent étre dune grande utilits lorsqiCon se propose de teonyer Jes
familles de Lamé qui satisfont & des conditions speeiles nposers o
Pavance. Deux exemples vont le montrer d’ane facon tris nette,

1 M 12 2 (] vy e
Farmilles de Lameé comnposees dhélicolides. Proposons-nons dahonl
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de rechercher toutes les familles de Lamé composées exclusivement d’héli-
cotdes. Nous sommes certains qu'il en existe puisque nous en avons
déja trouvé de trés intéressantes aux Chapitres I et 1. On peut ima-
giner des méthodes directes pour résoudre ce probléme; mais toutes
conduisent a des calculs trés longs et trés compliqués. Nous allons au
contraire arriver tout de suite au résultat en utilisant la théorie précé-
dente.

Soit une famille de Lamé (F) dont chaque surface (S) est un héli-
coide d’axe Oz et de pas k. Faisons subir & la surface (S) de para-
meétre 7 un déplacement hélicoidal d’axe Oz, de pas 4 et d’amplitude o,
fonction arbitraire de ¢. Nous obtenons une surface (S,) qui est
évidemment superposée a (S); de sorte que I'ensemble des surfaces
(S,) constitue encore une famille de Lamé. Nous rentrons done dans
la théorie précédente. Prenons pour triedre (T) attaché & chaque sur-
face (S) un triedre quelconque dont 'axe Oz soit précisément I'axe
de (8). Si p, ¢, ... désignent, comme tout & I'heure, les rotations et
translations de ce triedre, les quantités analogues py, ¢,, ... relatives
au second mouvement se déduisent des précédentes en remarquant
que la nouvelle position du triédre au temps ¢ se déduit de Pancienne
parun déplacement hélicoidal d’axe Oz, de pas K et d’amplitude . Un
calcul élémentaire donne

Po=p1—pP=—p—+ PCOSy + ¢ sino,

Jo=¢q,— ¢ =—¢q — p Sing + g Ccos o,
do

ry= 7'1——7':-?["

=k —Et=—E +Ctcosp+nsino+ ko( gcoso—psing),

Ny="N— N =—mn—§& 8ino +ncoso + ko(—gqg sing — p coso),
d(ko)

W=t— ==

11 faut que, guelle que soit la fonction 3, lasurface (S) puisse engendrer
une famille de Lamé dans un mouvement hélicoidal continu dont les
composantes seraient p,, go, - - .. Or, si un hélicoide d’axe Oz engendre
une famille de Lamé dans un mouvement hélicoidal d’axe A, 1l en est
de méme dans tous les mouvements du méme pas et d’axes A" déduits
de A par le mouvement qui fait glisser U'hélicoide sur lui-méme. Daprés
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le Chapitre 1, ceci exige, en ¢cartant les eylindres, que A solt o !»wxf
4 l'infini. ou bien confondu avee Oz, Mais A ne peut etre a Pinfini

. l/'g v g .
quel que s0it 7, car on peat toujours SUPPOSEr (que o ¢ est-i-dire 7,
n'est pas nul. Reste done Phypothese de & confondu avee O, qui se

traduit par

[0 fn e ot My O,

Comme ceci doit avoir lieu quel que soit 2, on en conelut que les
quantites p, ¢, %, n doivent etee nulles, elest-i=dire que Care Oz doit
rester fixe.

Ici, il nous faut distinguer deux cas.

Premier cas. — Le mouvement (o, o, 7, 0, o, 2, est celnr g fut
glisser 'helicoide (8) sur fuisméme. On a alors T condition

i . '
oo Ay,

ce qui n'a lieu que si £ est indeépendant de t. Nous retombons sur s
systimes triples orthogonaux ¢tudiés en détail au n® 20,

Dewxicme cas. — Le mouvenment (o, o, 7, 0,0, 7, ne fait pas ghisser
Phélicoide (S) sur lui-méme. Ceei exige (n”9) que les felicondes (5)
sotent tous & courbure lotale constante, St Pon o une fimille de Lame
composcée de semblables surlaces, on aura un groupe (G de fumidles
analogues en imprimant & chague surfuce une translation aritrage sut
vanl son are.

Nous sommes done finalement ramenés au probléme suivant @ Cher
cher utes les familles de Lamé composées d'hélicordes « courbure totale
constante de mime are.

(Pest ce probleme que nous allons maintenant vésowdre, On peut y
arriver en remarquant que on a affaire i des systiomes de M. Bianehs,
Si Pon part par exemple des équations (35) de POuyrage de M. Dar-
boux (Systémes triples orthogonau.r, p. 312, on tronve quon pent
prendre

COSO == CN(r 4 ppy - Py, L L A T S PEN
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r étant une fonction arbitraire de o (). On peut ensuite obtenir les
équations du systéme triple en termes finis. On a des calculs plus
simples et 'on arrive a une interprétation plus élégante des résultats,
en adoptant la marche suivante.

32. Sinous annulons ¢ dans les équations (19) du Chapitre I, nous
obtenons les équations de I’hélicoide le plus général qui ait sa cour-
bure totale constante et dont I'axe soit Oz. Si nous supposons mainte-
nant que p, p’, p” soient des fonctions quelconques d’un méme para-

métre ¢, et si nous admettons en outre que la quadrature fu dz
renferme implicitement comme constante additive une fonction arbi-
traire de z, nous aurons évidemment lafamille la plus générale composée
de tels hélicoides.

Nous allons écrire que cette famille est une famille de Lamé. Pour
cela, nous allons nous servir de I'équation (2) (n° 28). La fonction G
estici le coefficient de g} dans la formule (23) de la page 276, c’est-
a-dire
(8) G=q"(uw~+pp'),
en posant, pour abréger

¢"=p—=pr"Hp—=p.

Quanta A, c’estle demi-coefficient de dp, ¢ dans I’élément linéaire (*)
du?
2 — 2 =2
(9) ds_4[[+zzdw —+ ds?,

ou 'on considére a la fois les accroissements do,, dg,, di. Désignons,
pour abréger, par 6, et 0, les dérivées par rapporta ¢ et « d’une fone-
tion quelconque 0 de ces deux variables. Posons en outre
do )
B :' - ¥y ::/u da,
P =pioi+pips+3(pr' p')+pp'p" B
Q=(pp")ipi+ (pp') P2+ 713

. - m . .
(1) Le module de la fonction sn est K2 = 1 + PH (m = const.). Il y aurait aussi un cas

de dégénérescence correspondant & K2 = 1.
(2) On suppose que p, ¢, ..., { sont nuls, ce qui est permis.
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nous avons alors
du ==yt vy dz,

— oy = | pp'p” l——/i ppldog v pdu, | Pt
“
Az = wdo -+ p( )" doy + ' (/,’/.,; y o e,

lo (/{Jl i (/.(/.1.

En portant dans (), on trouve

e ,
A ,l”’ Fp (e pp )P e ppt i)
it
d’on,
A 1 1,
T R | SRS L7 A N
(x qg" | feeu "y b *

Eerivons Péquation (2), autrement dit, annulons Ta derivee de o par
: : 1

rapport & g,. Pour faire aisément le caleal, il convient de separer Tes
termes qui renferment w, des autres, car ceux-ci senls sont des fone.
tions algébriques de w. A cet effet, on pose
¢ s
U ot .

-

e [Ii;’ Ju’
on remarque ensuite quon a

iy e, 'y, ' 1y
H"H i '
) ot du ! o

On trouve alors comme coeflicient de «,

(U, \ ppprE
du ’ T

Sil'on se rappelle que
Wi e fy Sy = G0y prytu v plp"iin YUY

on voit que ee coefficient est itluuliqumm-nl nul, 1 nons reste NI
tion
0ty

N "ot " ’"( "' '")
U " b p P e pp Ty //’1, roh
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U() w, 1 0

9 = Sutu=ppn Aol

’équation précédente devient donc

— ﬁ (e +pp"y(p'p") + (w = p'p")y (pp"),
(e —+p'p"(u Z—p[,)")‘}
w+pp' .
Prpp P

i

-+ (pp'

+p'p =+ (pp"), + o.

Elle doit avoir lieu quels que soient « et . Comme les trois pas sont
nécessairement différents, il faut déja que (pp’), soit nul. Par raison
de symétrie, il doit en étre de méme de (pp”), (). L'équation est
alors satisfaite identiquement et nous avonsle beau théoréme suivant :
Pour que nos hélicoides forment une fumille de Lamé, il faut et suffit
que les deux produits pp’ et pp" sotent constants.

Ecartons les cas olt p est nul ou infini, qui conduisent & des solu-
tions évidentes (voir les cas de dégénérescence dun®9). Nous pouvons
alors prendre

!
pP=7 pl=m¢, pl=m,t.

DYy~ Mg =+ My g L2

La quantité 2 du n° 9 est alors égale & —

En outre, nous avons le droit d’ajouter au second membre de la troi-
sieme équation (20) du méme numéro une fonction arbitraire de ¢,
soit T, ce qui nous donne bien un groupe (G, ) conforme a notre théorie
genérale.

Il ne nous reste plus qu’a chercher les deux familles complémen-
taires du systéme triple orthogonal.

La troisieme par exemple nous est donnée par I'équation diffe-

(') D'une facon plus précise, cela résulte de ce qu'on a aussi

0 E _
3 () =

Drailleurs, on arriverait & la méme condition en annulant la somme des termes indépen-
dants de u dans I'équation ci-dessus.
Ann. Ec. Norm., (3), XXVII. — JuiLLer 1g10. 41
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rentielle
s A
(10) T G-
A . e fais —

Pour calculer - remplacons-y o, para — p.; puls faisons = o, ce
qui est permis, puisque  ne peut dépendre que dez et p,. Nous avons
i voir ce que devient, pour & = o, I'expression

A 1 { Uy ils

“+ myt[(my— my)p,

T (e —my) (1 — myt?) 1du(u 4+ my)

+ mymy B+ mymatB3 ]+ + T :

Dans ce but, nous nous servons du développement en série de la
fonction p au voisinage de I'origine, ce qui nous donne

I
u—=h— g — ot cyatt —. .,

les coefficients ¢, ¢,. ... étant des polynomes en ¢ puisque ce sont,
comme on sait, des polynomes par rapport aux invariants g, g- Si
nous admettons qu’on puisse intégrer et différentier terme a terme,
soit par rapport & «, soit par rapport a 7, ce développement en série,

. . - 1 . ) . ., . Y g
ainsi que celui de - ("), qui s’en déduit aisément, il n’y a aucune dif-

.

n . ey A .
ficulté & calculer la valeur des différents termes de - Si U'on prend
X

toujours pour 3 ety les valeurs précises définies par les formules (20)

. I L. .y .
(1) Les développements de u et de - sont des séries entiéres en «, dont les coeffirients

sonl des polynomes en ¢. Quelle que soit la valeur donnée & ¢, on peut Loujours lui faire
correspondre un intervalle (—e, +¢) pour « ol ces deux développements soient unifor-
mément convergents. Or, supposons qu'on veuille la valeur de E}—\ pour ¢ = #,. Considérons
un intervalle (¢, 22) comprenant . On peut trouver un nombre 0 tel que pour ¢ =0, cha-
cun des polynomes précédents prenne une valeur absolue supérieure i celles qu’il prend
dans Pintervalle (¢, #), car le module d'un polynome en ¢ eroit indéfiniment avee z. Si
Ton considere l'intervalle (—s <) qui correspond & £ =9, il est clair que les séries
seront uniformément convergentes dans lintervalle — e, 42) pour «. dans linter-
valle (¢, &) pour ¢. On pourra done dans ees intervalles. intégrer el différentier Lorme
a terme, par rappor taux deux variables. '
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du n° 9, on trouve

A mat T

; 0s+ TN
G 7T oma2—17 T (my— my) (1 — mut3)

L’équation (10) est linéaire par rapport & o, el s’intégre a vue, de

sorte que les surfaces de la troisiéme famille sont données par

—_— I T dt ,
pa\/nis 3 — 1 — / ———— —const. = g}.

my—my |\, 2—1

De méme, celles de la seconde famille sont données par

- ; T /
o1 Vgt — 1 — ——— == const. = o|.

my,— m, \/"h 1

Enfin, il n’est pas difficile de calculer 'élément linéaire de 'espace
en fonction de dg, d¢, et de. 1l suffit de partir de la formule (9), en
se rappelant que 2A est le coefficient de dp, dt. Mais on n’arrive pas
4 une expression qui semble bien intéressante; c’est pourquoi nous

ne I’écrivons pas.

33. FAMILLES DE LAME COMPOSEES DE SURFACES AYANT UN PLAN DE SYMETRIE
vARIABLE. — M. Darboux a donné (Systémes iriples orthogonauz, p. 110)
une condition nécessaire pour que des surfaces ayantun plan de symétrie
variable puissent engendrer une famille de Lamé. Notre théorie des
groupes (G,) va nous permettre de déterminer toutes ces familles.

Posons-nous la question plus générale suivante : Ezant donnée une
Jamille de Lamé (F), prenons la symétrigue (S') de chaque surface (S)
de (¥) par rapport a un plan (I1) variant avec (S). A quelles conditions
la fumille (F') des surfaces (S') est-elle une nouvelle fumille de Lame?

Prenons les symétriques (S”) des différentes surfaces (S) par rap-
port & un méme plan (P); nous obtenons évidemment une famille de
Lamé (F”) qui sera composée des mémes surfaces que (F’), mais
placées differemment. Nous rentrons donc encore dans notre théorie
générale des groupes (G,). Choisissons le plan (IT) comme plan
des zy du triedre (T) attaché a (S). Soient p, ¢, ... ses rotalions et
translations. Soient (T") et (T”) les symétriques de (T) par rapport
a (1) et & (P). Les rotations et translations de (T") sont évidemment
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les mémes que celles de (T). Quant & celles de (T7), on reconnaitra
sans peine qu’elles sont — p, —q. 1, £, 0, —{ Dot 'on conclut que
la surface (S) doit engendrer une famille de Lamé dans le mouve-
ment hélicoidal (2p, 2¢, 0, 0, 0,27). Or, ce mouvement n’est autre
qu’une rotation autour de la droite caractéristique du plan (II). Nous
avons donc le théoréme suivant :

Pour que la famille (F') soit aussi une famille de Lamé, il faul el
suffit que chaque surface (S) puwisse engendrer une famille de Lamé en
tournant autour de la droite (A) sutvant laquelle le plan (1) touche son
enyeloppe ().

Si cette condition est remplie, nous obtiendrons un groupe (G,) en
dé formant la sur face (X) sans déformer ses géneratrices el en enlrainant
chaque surface (S) avec le plan (I1) correspondant. On pourra en parti-
culier amener tous les plans (11) & coincider, et par conséquent se borner
a chercher les familles de Lamé dont chaque surface peut engendrer
une autre famille de Lamé en tournant autour d’une droite convena-
blement choisie dans un plan fixe, par exemple dans le plan des xy.

34. Nous allons maintenant supposer, avec M. Darboux (loc. cit.)
que chaque plan (II) coupe & angle droit la surface (S) correspondante
tout le long d’une ligne de courbure (A) qui ne soit pas une ligne sin-
guliere, ni une ligne d’ombilics. Par chaque point de cette ligne, passe
une seule ligne de courbure autre que (A); elle admet nécessairement
le plan (IT)) pour plan de symétrie, et par suite, si 'on prend toutes les
lignes analogues pour lignes (¢), on se trouve dans les conditions du
n° 29. On en conclut que la surface doit étre de Joachimstal relative-
ment & la droite (A). Ecartons le cas peu intéressant ou la droite (A)
est fixe. D’aprés la Note de la page 271, la surface doit étre en méme
temps un périsphere, dont la déférente est nécessairement dans un plan
passant par (A), plan qui n’est autre que le plan de symétrie. Suppo-
sons maintenant que, par déformation de la surface (X) on ait ramené
tous les plans (II) a coincider. On retombe alors sur un systeme
cyclique de Ribaucour (voir par exemple Darsoux, S. 7., p. 55). Ceci
nous permet immédiatement d’énoncer la proposition suivante :

Choisissons arbitrairement une surface (S,) & lignes de premiére cour-
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bure planes et un plan (11). Construisons le périsphére surface de Joachi-
mistal (S) engendré par les cercles normaux a (1) et normauw a (S,)
le long d’une ligne de premiére courbure, dont le plan coupe (11) suivant
une certaine droite (A). Dé formons ensuite le plan (11 sans déformer les
droites (A) et supposons que le plan tangent relati f a chaque droite (1))
entraine avec lui la surface (S) correspondante. Les nouvelles positions
de ces surfaces constituent la _famille de Lame la plus génerale composée
de surfaces a plan de symetrie variable.

Sil'on se reporte maintenant au n® 29, on voit que les surfaces (¢,),
qui sont également des périsphéres sont engendrées par les mémes cer-
cles, quelle que sott la facon de déformer le plan (II). Par suite, si ['on
revient au cas ot ce plan n’a pas ¢té déformé, on voit que la déterma-
tion des surfaces (z,) équivaut @ celle des lignes de seconde courbure dela
surface (8,), c'est-a-dire a lintegration d'une équation de Riccati (').
On peut méme se donner la surface (S,) sous une forme propre a
éviter toute intégration et toute quadrature (*). Quantaux surfaces (g),
on sait, dapres la théorie génerale des systémes cycligues. qu'elles
seront, elles aussi, données par une équation de Riceati, ce qu'il ne
serait d'ailleurs pas difticile de vérifier directement en formant I'¢qua-
tion analogue & I'équation (1).

35. Nous avons écarté le cas ol laligne (A) est une ligne d’ombilies.
S’il en est ainsi, le raisonnement précédent est en défaut, car nous ne
sommes plus certains que par chaque point M de (A) passe une ligne
de courbure orthogonale d (A) et symétrique par rapport au plan (II).
Bienaucontraire, sil’on applique la méthode indiguée par M. Darboux
(T.S.,t. 1V, Note VII') pour I'étude des lignes de courbure au voisi-
nage d’un ombilic, on reconnait que par chaque point M de (A) pas-
sent, outre (A), deux lignes de courbure symétriques, inclinées & 45°
sur (A). Il peut done trés bien arriver qu'une surface (¢) soit formée
par certaines de ces lignes sans que les lignes symétriques forment en
méme temps une trajectoire orthogonale des surfaces (S). Mais, si

(1) Foir, par exemple, J. Hssg, Noucelles Annales de Mathématiques, 4 série, t. VIII,
aolt 19o8.
(2) Darsoux, 7. 8., t. IV, n° 1004 a 1007.
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Pon applique un théoreme de M. Lévy sur les lignes ombilicales (ror
S. 7. 10 60), on voit que la surface engendreee par () tloit etre tan

gente d (11 le long de cefte ligne, laquelle ne peat done etre que I
droite (A, caractéristique du plan (1. Dans ee cas, les points de 0
ne sont plus a proprement parler des ombilies et presentent s sty
larités qui vont jusquan quatritme ordre (0 1 fandrait powsser b
coup plus loin Papproximation dans Uétude des lignes de courbure
voisinage de ces points pour pouvoir continuer, Nussi, litsserons nois
de coté ce cas particulier, qui est e seul qui nous cehappe,

36. Nous ne voulons pas entreprendre Petude des fomillies de e
dont nous venons de monteer Pexistence.

On pourrait en particulier retrouver tris simplement tous bes resul
tats ¢lablis par M. Dachoux dans deux Mémoives recents sur les fonlles
de Lamé composies de eyelides de Dupin. SO lon veat cocffer que
chaque surface (S) soit une cyelide de Dupin, il feaut ot ol suffit que In
surface (S) de notre théoréme gencéral soit un périsphere, les Lignes e
courbure cireulaires jouant le role des lignes de premicee courbire,

Bornons-nous a faire voir comment on pent déduire de Ta Uelezant

théoreme suivant, que M. Darboux a donne dans son second Memore

Pour que des cyclides de Dupin engendrent une fumille dv Lame, o]
Jaut et suffit que lun des cereles forawe de chague eyolede ait wne envr
loppe a dewr branches qu'tl touche en dewr points o et o que sotent deicr
potnts doubles de la evelide.

En effet, considérons la sphere (s) dont Penveloppe est Ly snre
face (S,). Ihest aise de voirque le cercle (K suivant lequel cette sphiere
couple fe plan (18 est un cerele focal de T eyelide corvespondante,
Les deux points doubles « et «' qui se trouvent sur e cerele sont ais
sur le cercle suivant lequel La sphéere (s) fonehe (8,5 ve sont done
les points limites du cerele (K. En outre, ils se tronvent sur la

(1) 51 0z est pris pour droite (8) et 2Ox pour plan (1), Pégquation de o aurfaes o5
est de la forme
e ‘)"' f (y?, =),

S btant uno fonetion régulicre en tous les points de Oz,
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droite (A), de sorte qu’aprés la déformation du plan (II), le cercle
focal (K) touchera en a et @’ la courbe provenant, par déformation,
de son ancienne enveloppe, ce qui démontre que la condition donnée
par M. Darboux est nécessaire. Pour montrer qu’elle est suffisante, il
suffit de remarquer que les sphéres (s) qui passent par le cercle (K)
dépendent d’un paramétre, comme les cyclides de Dupin quiadmettent
ce cercle pour cercle focal et les points @ et @’ pour points doubles.

Remarquons encore que dans le cas actuel, chaque surface (S)étant
de Joachimstal, les surfaces (2) et (p,) seront données, en vertu du
n° 29, par deux équations qui sont indépendantes de Ia facon dont on
a déformé le plan (II). Or, lorsque celui-ci n’a pas été déformé, les
surfaces (o) sont obtenues sans aucune quadrature (régle du rapport
anharmonique, S. 7., n® 32). D’autre part, si 'on améne les seconds
plans de symétrie & coincider ('), les surfaces (g,) sont données par
une équation de Riccati dont on connait deux solutions [on ne con-
nait plus forcément le périsphére (S,)], done par une quadrature. En
résumé, st lon a une famille de Lamé quelconque composée de cyclides
de Dupin, on est sir de pouvoir calculer chacune des familles comple-
mentaires par des (/uadl‘atures.

37. Pour terminer ce Chapitre, nous signalerons deux propositions
analogues & celle du n° 33. Posons-nous la méme question qu’a la
page 323, mais en remplacant le plan (II) soit par un point O, soit par
une droite D. En raisonnant tout a fait de la méme facon qu’au n° 33,
on démontrera les deux théorémes suivants :

CAs D'UN CENTRE DE SYMETRIE. — Pour que la famille (F') soit une
famille de Lamé, il faut et il suffit que chaque surface (S) engendre une
Jamille de Lamé dans une translation paralléle & la tangente en O a la
courbe (~) décrite par ce point.

Si cette condition est remplie, on aura un groupe (G,) de familles
analogues enremplacant la courbe (v) parune courbe quelconque (vy,)
de méme cone directeur, et le point O relatif & (S)parle point de (v,
ol la tangente est parallele i la tangente en O & (v).

(1) Ce qui se fait par la déformation d’'une développable, c¢’est-a-dire par des quadra-
tures.
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Cas 0'UN AXE bE sYMETRIE. — Sott (R) la surface, gauche ou de’velop.-
pable, engendrée par (D). Pour que (F') soit une Jamille de iLai?w', 74
faut et suffit que chaque surface (S) puisse engendrer une famille de
‘Lamé dans un mousement hélicoidal autour de la perpendiculaire au
plan asymptote de (R) menée par le point ceniral, avec un pas egal au
paramétre de distribution changé de signe.

Nous laisserons au lecteur le soin d’examiner le cas ot il y a plu-
sieurs ¢léments de symétrie et de voir en particulier ce que donnent
Papplication et la comparaison des théorémes précédents pour l(js
familles de Lamé composées de cyclides de Dupin & deux ou a trois
plans de symétrie.

CHAPITRE IV.

SUR CERTAINS GROUPES DE FAMILLES SPHERIQUES DE LAME.

38. De méme qu’au Chapitre II, nous avons généralis¢ e Chapitre I,
en nous placant uniquement au point de vue de la représentation
sphérique, nous allons généraliser le préceédent en résolvant la ques-
tion suivante :

Peut-on irouver deux familles de Lame composées de surfaces ayant
deur & deux pour représentations sphériques des réseaux sphériques
superposables, mats places dans des positions relatives différentes ?

Reprenons les raisonnements faits au n° 14. Seulement, au lieu
d’admettre que le réseau (s) qui est entrainé par le tricdre Oayz est
indépendant de w, supposons au contraire qu’il n’en est pas ainsi.

Dans ces conditions, lorsque o varie seul, le tricdre OXYZ se
déplace par rapport a Oxys et posséde des rotations p,, ¢, r, qui sont
des fonctions parfaitement déterminées de u, ¢, &, sil’on s’est donné
chaque réseau (s) par rapport & la position correspondante de Ozyz.
La condition (14) de M. Petot s’écrit alors '

(1) Pyt el +c'p+c"ve=rA +r B,

A et B désignant, comme nous le savons, deux fonctions dépendant
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respectivement de (u, w) et de (¢, w). Supposons maintenant qu’on
imprime au tritdre Oxys un autre mouvement dont les rotations
soient A,, u.,, v,, mais qu’au triedre de parameétre & corresponde tou-
jours le méme réseau (s) que tout 4 I'heure. Nous obtenons une nou-
velle famille de réseaux, qui sera une famille sphérique de Lamé si
'on a

(2) ro4chi4+c'py+ ¢"v,=rA,+ r,B,,

A, et B, désignant deux nouvelles fonctions de (i, w) et de (¢, &) res-
pectivement. Si les relations (1) et (2) sont vérifiées, nous obtiendrons
bien deux familles sphériques de Lamé répondant aux conditions que
nous nous sommes imposées, et nous aurons le couple le plus général
de cette nature, car il suffit, pour le voir, de répéter ce qui a été dit a
lapage 312, en remarquanten outre qu'on peut choisir arbitrairement
le premier mouvement du triédre Oxyz. Cela posé, retranchons (1)
de (2), nous obtenons

(3) Cho=+ ' po—+ c"vo==1rAy+ 1 By,

en posant

Ao==h, — A, Poo = [ — % Vo=V —V, Aj=A,— A B,= B; — B.

Nous retrouvons ’équation (22) du Chapitre II. Nous voyons donc
qu’il est nécessaire que le réseau (s) de paramétre w engendre une
famille de Lamé en tournant autour de la droite dont les cosinus direc-
teurs relatifs a Oxys sont proportionnels a N,, (.o, V-

Réciprcquement, supposons une famille de réseaux vérifiant la rela-
tion (1) et telle en outre que chaque réseau (s) engendre une famille
de Lamé en tournant autour d’une droite déterminée A. Nous aurons
alors une relation de la forme (3), ol A,, w,, v, seront des fonctions
de w proportionnelles aux cosinus directeurs de A relatifs 8 Oxys. Par
suite, ’équation (2) sera vérifiée, si ’on prend

A=k + WA, pr=p+ W, v=v+ Wy,
A=A +WA,, B,=B -+ WB,,

W désignant une fonction arbitraire de w. De tout cela on peut

Ann. Ee. Norm., (3), XXVIl. — JtrLLer 1gro. 42
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déduire un énoncé complétement analogue i celui de la page 314, que
nous laisserons au lecteur le soin de formuler. La seule différex?c_e,
c’est qu'ici la surface (Z) liew de A est un cone, que l’on dott faire
rouler sans glissement sur le cone le plus général de sommet O M.
1l faut cependant signaler un cas particulier, qui ne se.prés?ntalt pas
dans le Chapitre précédent. C'est celui ol les quantités Aqs or Vo
seraient toutes nulles, sans que A, et B, le soient. Dans ce cas, la
relation (3) nous montre que chague réseau (s) est un réseau (o).
Ecartant le cas peu intéressant des réseaux qui comprennent une
famille de grands cercles, nous pouvons supposer que, pour chaque
chaque réseau, les variables « et ¢ sont les variables canoniques, de
sorte que les fonctions A, et B, se réduisent & I'unité. Nous pouvons
en outre supposer nulles les quantités A, w, v, et alors équation (1)
se réduit a la suivante :
ro=r(A —B).

Si elle est vérifice par les fonctions A et B, elle le sera aussi par les

fonctions
A=A+ W, B,=B +W,

W désignant une fonction arbitraire de w.

[1s’agit d'interpréter ceci. Remarquons toutd’abord que nous n’avons
plus deux familles de réseaux différentes, comme nous nous I’étions de-
mandé audébutde ce Chapitre. Il semble donc & premiére vue que si I'on
veut considérer les familles de Lamé composées de surfaces admettant
les réseaux actuels pour représentations sphériques, ondoive retomber
nécessairement sur la transformation de Combescure. Mais il n’en
est rien; car, si I'on considére deux systémes triples orthogonaux
qui correspondent & des valeurs différentes de la fonction W, pour ces
deux systémes les surfaces (p,) ont bien deux & deux la méme repre-
sentation sphérique, mais il n’en est pas de méme pour les surfaces (¢)

ni pour les surfaces (g,)(*), comme le montrent les équations (16) du

(') De méme qu'au n° 29, pour que I'équation des surfaces (p;) soit indépendante du
mouvement de (£), il faut et suffit que B, soit nul, autrement dit que le réseau (s) soit
(s4) relativement & la variable u.

(%) D’une fagon générale, étant donnés deux systémes triples orthogonaux quelconques
(S) et (§'), on peut toujours établir entre eux une correspondance telle qu'en deux points
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Chapitre II. On peut choisir pour représentation sphérique (') d’une sur-
Jace (o) par exemple une famille de courbes (1) chotsies sutvant une loi
arbitraire parmi les différents réseaux (s), car cela ne fait que déter-
miner la fonction W.

39. On peut, comme dans le Chapitre précédent, définir des groupes
de familles sphériques de Lamé tels que deux familles du méme groupe
se composent des mémes réseaux, deux familles de groupes différents
se composant au contraire de réseaux différents.

Groupes (g,). — Supposons une famille sphérique de Lamé ( f) se
composant exclusivement de réseaux (z,) ou (5,). Toutes les familles
de Lamé composées des mémes réseaux s obtiendront par le roule-
ment surun cone arbitraire, du cone (¥) lieu des droites A relatives
aux divers réseaux (s) de (f). On pourra en particulier toujours
ramener ces droites A & étre dans un méme plan.

Groupes (g,). — Supposons maintenant une famille (/) composée
uniquement de réseaux (o), ¢ et £ ¢tant différents de zéro. A chacun
de ceux-ci correspond un plan (II) lieu des droites par rapport aux-
quellesils sont (5,)ou(o,). Prenons deux cones arbitraires (X) et (X7),
de sommet commun O. Faisons rouler (¥) sur (X'), ¢t imaginons que
les réseaux (s) soient entrainés avec (¥), mais chacun d’eux restant
fixé sur la sphere dés que I'axe instantané de rotation se trouve dans

homologues M et M’, les normales aux surfaces coordonnées soient deux & deux paralléles.
Cela résulte de ce que le triddre que nous appelons OXYZ peut en général prendre toutes
les orientations possibles, puisqu’il dépend de trois paramétres. Si (8) et (S') sont quel-
conques, lorsque M décrit la surface coordonnée normale en M a MX, M’ déerit une sur-
face quelconque. Ce qui caractérise la transformation de Combescure, c’est que M' doit
au contraire décrire lui aussi la surface coordonnée de (S’) qui est normale en M"a M'X;
ceci ayant lieu également quand on remplace OX par OY et OZ. Autrement dit, la trans-
formation ponctuelle de I'espace définie par la correspondance (M, M') doit transformer
les surfaces coordonnées de (S) en les surfaces de méme nom de ($§'). Ce qui caractc-
rise au contraire le cas examiné dans le texte, c’est que les surfaces (p2) seules se trans-
forment en les surfaces (ph). S'il y avait en plus une seule surface (p) ou (g) qui se
transformat en une surface (p'y ou (p}), on retomberait sur la transformation de Com-
beseure, car, d’aprés les équations (16) du Chapitre II, la fonction W serait la méme
pour (8) et (8).
(1) Au sens général défini & la page 299.
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le plan (IT) correspondant. Les nouvelles positions de nos réseaux con-
stitueront une nouvelle famille de Lamé dépendant de deux fonctions
arbitraires d’une variable. Toutes les familles ainsi obtenues cons-
tituent un groupe (g,). Pourla détermination de ces groupes, on peut
se borner & considérer le cas ot les plans (II) sont confondus. Il suffit
en effet de prendre pour (£') un plan et pour (X) le cone inscrit dans
les plans (II). Nous ne nous occuperons pas des groupes ( g5 ), puisque
nous ne savons pas s'il existe des réseaux qui sont (v,) ou (o,) par
rapport i trois directions non paralléles & un méme plan.

Il serait peut-étre intéressant de faire un rapprochement entre les
groupes que nous venons de définir et ceux du Chapitre précédent. A
tout groupe (&) correspond évidemment ungroupe (g). La réciproque
est-elle vraie? On pourrait, pour le voir, essayer de généraliser la
méthode qui, au Chapitre II, nous servait & trouver les familles de
Lamé composées de surfaces égales. Nous n’avons pas eu, jusqu’a pré-
sent, le temps de nous livrer a cette recherche.

40. La théorie que nous venons d’exposer donne lieu & des appli-
cations tout & fait analogues a celles du Chapitre précédent et que nous
allons maintenant développer.

Familles de Lame composées de surfaces dont la représentation sphe-
rique des lignes de courbure est de révolution. — Ces familles de Lamé
sont évidemment la généralisation des familles de Lamé composées
d’hélicoides. Aussi allons-nous, pour les déterminer, suivre la méme
méthode qu’au n° 31.

Imaginons unefamille sphérique de Lamé ( /), dont chaque réseau (s)
soit de révolution autour d’une droite que nous prenons pour axe des =
de notre triédre mobile Oxys. En faisant tourner chaque réseau (s),
autour de I'axe Oz correspondant, d’un angle ¢ fonction arbitraire
de w, on retombe sur la méme famille, et par conséquent sur une
famille de Lamé. -

Si nous nous reportons au n° 31, nous voyons que les quantités appe-
lées précédemment Ay, (1,, vo sont données par les formules

dy=—2A+ hcoso + msino, Po=—p — Asine + . coso; vo:gﬁ.
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Il faut que, quelle que soit la fonction ¢, le réseau (s) engendre
une famille de Lamé en tournant autour de la droite A (X,, &y, v,), et
par suite aussi en tournant autour d’une quelconque des droites
déduites de la précédente par rotation autour de Os. D’aprés le Cha-
pitre IT, il faut done, ou bien que A coincide avec Oz, ou bien que A
soit perpendiculaire & Oz ('). La seconde hypothese, qui se traduit
par v, =o, ne peut avoir lieu quelle que soit la fonction 2. Reste donc .
la premiere; elle exige que X et w soient tous deux nuls, autrement
dit que tous les réseaux (s) aient le méme axe de révolution. En outre,
chacun d’eux doit étre (s,) ou (s,) par rapport & cet axe. Mais un
réseau de révolution qui tourne autour de son axe ne cesse pas de
coincider avec lui-méme; donc notre réseau doit étre en méme
temps (o).

Considérons alors les équations (50) du n° 22, le terme en cosf du
second membre de la premiere étant supposé supprimé, de facon que
cette équation exprime que r+r, est nul et non égal & ¢”. Pour que le
réseau soit de révolution, il faut et suffit que @ soit fonction de . Avec
cette hypothése, nos deux équations s’écrivent sous la forme

2 5 08
A—g%—i—Bg—i:O, (%()—;: %%:
A, B, C étant des fonctions de 0. La seconde s’intégre & vue et nous
montre que 0O doit étre une fonction convenablement choisie de
(U+YV), U et Vdésignant deux fonctions arbitraires de u et ¢ respec-
tivement. La premiére devient alors

AU +BV' =o.
Différentions, en supposant (U + V) constant,
AUV —BV"U = o.

On constate aisément que A et B ne peuvent étre tous deux nuls. On

(1) Nous admettons qu’il n’y a pas de réseau capable d’engendrer une famille sphérigue
de Lamé en tournant autour d'un diamétre quelconque de la sphére, ce qui est infiniment
probable.
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doit done avoir

o” vV’ )
TR Ve = const.=m;
d’ou
I
! = —u +n, — = e + n'.

U v

S m=o, 0 est une fonction de « =au+ by, a et b désignant deux
constantes. La considération du systéme (T), dont les H; sont définis
parles formules (33) de la page 293, ou I'on ferait a=B=o0, y=1, et
sont par conséquent des fonctions de la seule variable «, nous montre
que le réseau est dans ce cas la représentation sphérique d’un hélicoide a
courbure totale constante, car le systéme (T) en question est un de
ceux qui se composent exclusivement d’hélicoides, parce que ses H; et
par suite ses B, ne dépendent que de o (Darsoux, S. 7., n° 176).

St m=£o0, on peut supposer

U=— ZIZ’ Vi= ':’,3
d’ou
U+ V= log%-

. o . . .
Donc f est dans ce cas une fonction de;- Sil’on considére, cette fols

encore, le systéme (T) relatif 2 la direction Oz, on n’obtient plus un
systtme composé uniquement d’hélicoides. Donc le réseaw n’est plus
la representation spherique d'un helicoide a courbure totale constante. 11
ne serait pas difficile de former les deux équations différentielles en

f, O et oc:%: qui permettraient d’obtenir un tel réseau. Il faudrait

ensuite voir si I'on peut disposer des constantes arbitraires dont
dépendent ces réseaux, ainsi que les précédents, pour les associer en
une famille sphérique de Lamé. La question apparait donc comme plus
compliquée que la question analogue du Chapitre III et, bien qu’elle ne
nous paraisse pas insoluble, nous préférons nous en tenir la, par
crainte d’allonger par trop notre travail.

4 1. FAMILLES SPHERIQUES DE LAME COMPOSEES DE RESEAUX POSSEDANT CHACUN
UN OU PLUSIEURS ELEMENTS DE SYMETRIE. — Nous allons maintenant géné-
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raliser les n° 33 4 37. Supposons d’abord que, partant d’une famille
(f) de réseaux (s), on en deéduise une autre (f') en prenant le symé-
irique (s') de chaque réseau (s) par rapport a un plan variable (z). La
premiere famille étant une famille de Lamé, que faut-il pour qu’il en
sott de méme de la seconde ? En répétant le raisonnement du n° 33, on
trouverait qu’'i/ faut et il suffit que chaque réseau (s) puisse engendrer
une famille de Lamé en tournant autour de la droite & suivant laquelle
le plan (=) touche son enveloppe (). Si cette condition est remplie, on
pourra, par déformation du cone (s),amener tous les plans (=) a coin-
cider, sans cesser d’avoir une famille de Lamé.

Dans le cas particulier ou le grand cercle swvant lequel le plan (=)
coupe la sphére fait partie du réseau ('), il est évident que, de méme
qu'au n° 34, les lignes (¢) qui sont orthogonales & ce grand cercle et
par suite symétriques par rapport & (=) devront étre assemblées de la
méme facon dans (/) et dans (/") pour donner la représentation sphé-
rique d’'une surface (9,). Il en résulte, d’apres la note de la page 330,
que le réseau devra étre réseau (o) par rapport & (8) et relativement
a la variable u. Or, revenons au n° 19 et supposons que le réseau ()
qu'on y considére admette le plan O« pour plan de symétrie, les
lignes («) étant deux a4 deux symétriques par rapport & ce plan. A tout
point m(u, ¢) de la sphére correspond donc un autre point 7'(«/, ¢)
symétrique du premier, dont les angles 0", ¢, ® sont respectivement
égaux a 0, — g, — ®. Par suite, si dans I'équation (39) nous chan-
geons u en «', sans changer ¢, nous obtenons

od cosf
o0 =V sine’

et cette équation a lieu quels que soient u’ et ¢, donc aussi quels que
soient « et v. En la comparant avec I’équation (39) elle-méme, nous
en déduisons que V et %%) sont nuls, et parsuite que les lignes («) sont

des cercles de plans paralléles & Os. Mais alors le plan des zy est, lui

(1) Autrement dil, les surfaces qui admettent ce réseau pour représenlation sphérique
de leurs lignes de courbure doivent admettre un plan de seclion principale paralléle a ().
Bien entendu, nous supposons, ici encore, que cette section n’est pas une ligne d’om-
bilies.
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aussi, un plan de symétrie de la méme nature que sOx. St done on ne
veut pas non plus qu'il demeure tixe, il faut que les lignes (v) soient
aussi des cercles. Finalement, s Lon éearte le cas o tous les reseais
comprennent une famille de petits cercles normauwe @ a0y, ¢t dewe @
deux symétriques par rapport & un plan passant par Oz, et variant L en
réseau a U autre ('), il est nécessaire que chaque reseau se compose wnt
quement de cercles.

Plagons-nous donce dans cette dernivre hypothése. Supposons que
z0x et s0y soient les deux plans de symétrie du résean. Le mouve-
ment du triédre Ozyz par rapport & Oy, z, doit ¢tre tel que z20.r
touche son enveloppe suivant O et 3Oy suivant Oy. (Ges dens con
ditions rentrent Pune dans Pautre, dapres la theorie des cones sup
plémentaires. ) D'autre part, chaque réseau (s) est (5,0 par rapport i
Ox et 4 Oy; nous pouvons done dédoire un groupe (g, de notree
famille (/) (n° 39). En particulier, nous pouvons amener tous les
plans 20y a étre confondus. Mais alors il en sera necessaivement de
méme de tous les plans z0x et de tous les plans 2Oy, puisigue ces
plans doivent admettre respectivement pour caractéristigues Oz ¢t Oy,
Nous arrivons alors a une famidle ( fo) parfaitement deterninee o eolle
comprend tous les réseauwx composeés uniquement de cereles dont les plans
sont respectivement paralléles a Ox et Oy (*). Cette famille est duitlenes
une famille sphérique de Lamé, comme on s'en assure en prenant
Pinverse du systéme triple formé par des cylindres admettant pour
sections droites les cercles de deux faisceaux plans orthogonanx et
par les plans perpendiculaires aux génératrices. Iin fuisant rouler le
plan Oy sur un cone arlitraire el en fivant a chague instont sur le
sphere, swivant une loc arbiraire, un résean de ( for, on obtiendra ln
Jamille sphérique de Lame la plus géncrale composie eeelusicement e
reseaux de cercles.

(1) D'apres la note de fa page 310, les systemes triples correspondanta sont patalifdon
aux inverses par rapport & O des systémes compronant une famille de eyhndres parallilos
4 0z et admottant chacan un plan de symétrie passant par Oz, ot variable d'un eylindee
i Vautre.

(#) Ces réseaux ne dépendant que d'un seul paramitee, qui est par exemple I cote (e
Ia droite par ot passent los plans de cercles parallles 4 O I pourrait arriver anan qun
tous log réseaux do (fo) fusgent confondus, ear cos réseaux soub (750 s eols ne el
gorail rien & ¢e qui va suivre,
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Il ne serait pas difficile de montrer, en s’appuyant sur le n° 36, que
la famille ainsi obtenue peut servir de représentation sphérique a la
famille de Lamé la plus générale composée de cyclides de Dupin, ce
qui nous donnerait la démonstration d’une propriété établie récem-
ment par M. Darboux, & savoir que le systéme triple le plus général,
comprenant une famille de surfaces dont toutes les lignes de courbure
sont planes, peut étre obtenu comme systéme paralléle @ un systéme com-
prenant une famille de cyclides de Dupin.

On pourrait aussi montrer, d’aprés ce qui précede, que, pour un tel
systéme, les surfaces des familles complémentaires se determinent par
des quadratures, car chaque réseau (s) étant (o,) pour les deux variables
u et ¢, les quantités A ou B ne changent pas quand on déformelecone
lieu de Oz ou de Oy. Mais nous ne voulons pas entreprendre ici
I'étude de ces systémes particuliers et nous terminerons la, en méme
temps que notre travail, I’étude des applications de la théorie exposéte
dans ce Chapitre.
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