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SUR LES SURFACES

DEFINIES

AU MOYEN DE LEUR COURBURE MOYENNE OU TOTALE,

Par M. Serce BERNSTEIN.

——

L. Dans un Mémoire Sur la généralisation du probléme de Dirichlet
qui vient de paraitre dans les Mathemar. Annalen, 1610, i développé
une méthode générale pour 'étade et Pintégration des équations aux
dérivées particlles du type elliptique (*).

Je me propose d'appliquer ici cette meéthode a quelques équations
particulicres. I me semble inutile de reproduire les démonstrations
assez compliquées des résultats géncraux obtenus a 'endroit cité. Je
me bornerai done dorésumer les principes fondamentaux, sur lesquels
va etre fondée notre ¢tude actuelle.

Etant donnée une equation analytique du type elliptique

() Birys 6 pogisir, y)=o  [4FF— (F)2>o],

on donne le nom de probléme de Dirichlet an probléme (ui consiste &
determiner une soluton de I'équation (1) analytique ( holomorphe ) a Uinté-
rieur d’un certain contour G sur lequel la solution cherchée est assujetiie
a se réduire a une fonction donnée del'arc.

Pour lixer les idées, nous nous bornerons au cas ou le contour se
réduit i un cercle Gde rayon R, et que la fonction donnée de "arc est

(V) Foir également mon Mémoire en russe dans les Conununications de la Sociélé ma-
thématique de Kharkow, U X1, 1908, Los résullals que jai oblenus apres la rédaction
du prosent Mémoire sont résumés dans une Note présentée i Académie des Sciences
le 28 [éyrier 1910,

Ann. Feo Norm., (4), XXVIIL Mat tgro. 30
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analytique. Dans ces conditions, nous dirons qu’une solution du
pml;h\me de Dirichlet est réguliere sur le contour G, ou encore que le
probléme de Dirichlet est réguliérement possible dans ce cas la, si /les
dérivées des deux premiers ordres de la solution sont bornées sur le
contour comme Q son intérzeur.

Findiquerai, d'abord, une propriété remarquable des solutions ré-
gulieres :

Une solution réguliére sur le contour C peut étre prolongée analytique-

menit a lexterteur de ce contour.

Le théoréme fondamental sur lequel va reposer notre étude est le
suivant :

THEOREME FONDAMENTAL. — Etant donnée une équation analytique du
Lype elliptique
(1" F(ros,t, p,q,5,2,y)=0  [FF:Z0. 4F,F,— (F;)*> o],

la condition nécessaire et suffisante pour que cetle équalion admelte une
solution réguliére d’un probléme particulier de Dirichlet est qu’tl soit pos-
sible d’introduire dans I’équation (ou dans les données sur le contour)
un parametre « de telle sorte que pour o.=o, on ait une solution évi-
dente; que, pour X1, on puisse indiquer a priori une limite supéerieure
des modules des dérivées des deux premiers ordres de la solution, et que,
pour x = 1, le probléme se réduise au probléme donné.

Un cas particulier important, ou le théoréme fondamental se sim-
plifie notablement, est celui qui correspond & la forme

(2) Ar+2Bs+Ct=D (AC—B*>o0, AD.Z0)

de I'équation (1), A, B, C étant des fonctions analytiques de (p, ¢, 2, v),
et D étant une fonction analytique de (p, ¢, #, y, =). Dans ce cas les
mots de I'énoncé dérivées des deux premiers ordres doivent étre remn-
placés par dérivées du premier ordre.

Nous dirons que l'équation (1), ou (2), est régulicre lorsqu’elle
admet loujours une solution reguliére du probléme de Dirichlet. On de-
duit alors du théoréme fondamental la condition nécessaire et suffisante
pour qu'une équation soit réguliere. '
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Pour que 'équation (1) soit réguliére, il faut et il suffit que la limite
supérieure, a U'intérieur d' un contour G, des modules des derivees des deux
premiers ordres d'une solution analytique quelconque de celle €qualion,
soit une fonction bornée de d et K, n! K* étant, quel que soit n, la limite
supérieure du module de la dérivée d’ordre n de la fonction de l'arc
laquelle se réduit la solution sur le contour C, d designant la distance
maxima d'un point du contour C a Lorigine(").

La modification & apporter & I'énoncé est évidente, si 'équation
générale (1") est remplacée par 'équation (2).

Etude des équations des surfaces définies par leur courbure moyenne
1 1Y
Z 4+ w).
g~

2. Les plus simples des surfaces délinies par leur courbure moyenne
sont les surfaces & courbure moyenne nulle, ou les surfaces minima.
Leur équation est

(r+g2)r—opgs +(1+p*)t=o.

Cette équation étant de la forme (2), il est facile de reconnaitre qu’elle
est réguliere; .ou en d’autres termes que, pour l'équation des surfaces
minima, le probléme de Dirichlet (Plateau) est toujours réguliérement

possible.
1 A y .
En effet, la courbure totale;p—d’une surface minima est, en général,
PP

négative ; d’une facon plus précise, 'ensemble des points & courbure
totale négative est partout dense sur la surface. Par conséquent, si
I'on considére un morceau d'une telle surface, ayant pour projection
sur le plan des (2, v) le cercle C de rayon R, le plan tangent & la sur-
face en un point (intérieur ou situé sur le bord) de ce morceau ren-
contre le bord au moins en trois points distincts ou confondus.

On en conclut, sans aucun calcul, que, du moment qu’on connait

(1) 1l est clair que la condition de régularité sera a fortiori remplie si une limite supé-
rieurc des modules des dérivées secondes peut élre indiquée sans l'intervention des dé-
rivées de la fonction du contour supérieures a un ordre fixe (3, par exemple).



2306 SERGE BERNSTEIN.

une limite supérieure de Uinclinaison (par }':’npport au Plan de:s fr"‘y:)
du plan osculatear au bord, on peut en déduire une lun.l te supérieure
de Uinclinaison du plan tangent a la surface. Analytiquement par-
lant, cela revient & dire que la limite supérieure de |p| et [g]| sur le
contour , comme & son intérieur, est une fonction bornée (') de la
limite supérieure du module de la dérivée seconde de la fonction de
I'are, i laquelle la solution considérée de I'équation (3) se réduit sur
le contour. La condition de régularie de I'équation (3) se trouve ainsi
réalisce (p. 235).

1l est aisé de voir que le méme raisonnement permet de démontrer
d'une facon générale la régularité de 'équation (2), dans laquelle on
fait D=o.

Grice & cette remarque on se rend compte immeédiatement de la
possibilité du probléme de Dirichlet, si le contour circulaire est rem-
placé par un contour analytique convexe quelconque.

Considérons encore une autre classe de surfaces dont 'équation est
réguliére.

3. Surfaces dont la courbure moyenne en chague point est proportion-
nelle a la projection de la hauteur de ce point sur la normale en ce poing.
Ces surfaces ont manifestement pour équation

(4) (14 ¢4)r — 2pgs + (1 pY)t=5(1 + p*+ ¢*),

en posant le facteur de proportionnalité égal & 1.

Pour prouver la régularite de cette équation qui rentre également
dans le type (2), il suffira, comme précédemment, d’indiquer une
limite supérieure de |p|, |¢| au moyen des données sur le contour.

Dans ce but, remarquons d’abord que z ne peut pas devenir plus
grand en valeur absolue, a l'intérieur du contour, qu'il ne Iest sur le
contour. En effet, en un point, ot il atteint son maximum ou mi-
nimum, ona p=g=o et, en vertu de 1’équation (3),

r+t—zs;

F 1 . N - . . e

(1) Le caleul montre, dailleurs, que linclinaison du plan tangent a la surface, y/p2—+ q2
\Q " Aaca i . L N \ + R . . . !
est nécessaitement inférieure & 4mRN, ot N est la limite supérieure du module de la dé-
rivée seconde de la fonction de I'are sur le contour.
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ce qui montre que =z ne peut avoir ni maxima positifs, ni minima
négatifs.
Montrons ensuite que le carré de I'inclinaison du plan tangent  la
surface
w:/)“-’—t— q*

ne peut avoir de maxima a I'intérieur du contour C.
En effet, en un point ot w est maximum, on doit avoir

- dw . L dw t )
) > 0w PTTas=0, Say s T at=
et aussi
2T =01+ 2)-———02“’—0 0 9w (1 - )() A
21 = q Jdax? 2P0 5 O () (r p ()}" =

Or, un calcul facile nous donne

- a*p *p J
T = [(1}—(/))lzwdj/)[_f)}+(1+[;|/)/
. 0% 0% 0% ¢
-'-(/‘(I-Jr(/');;;{r— 27 j,+( + p* )()),{J
+ (14 g))r*—oapgsr + (1 4+ p2) s>+ (1 g )s* — apgst + (1 + p*)

On fera disparaitre les dérivées secondes de p, ¢ dans I'expression
de T, en différentiant (4) par rapport & @, y respectivement. et tenant
compte des relations (5).

On aura ainsi

T=(p+¢) 0+ pr+q*)+ (1 +g*)r*— apgsr
+ (1+p*) s+ (14 g*) s> —2pgst + (1 + p*) > > o,

ce qui est incompatible avec le maximum.

Il nous reste donc a trouver une limite supérieure de w sur le
contour lui-méme. A cet effet, nous allons procéder de la fagon sui-
vante. Introduisons & la place de =z une nouvelle fonction « définie par
Pégaliteé

1 1
=—n——+ —logu,
an 21

<

ol » est la plus grande valeur absolue de =.
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On voit '1101‘5 que u varie tou]our: dans le méme sens que =z, de-
puis e jusqu'a ¢+, lorsque = varie de —n & +n. D’autre part, on
voit sans peine que u satisfait & 'équation

J0*u ?u

0 u R
(1+ q!)-d—; —-",pqm +(1+ /-7‘)()_‘}/2'

1 du ) du Ju
_Z[<l+(]+ﬂlz)<du P dy

+(I+p'+—) <g—;q }—I—znuz:Q.

an
puisque
)z 1 du 2z 1 J%u 1 du)i
dz  2nu ox 0x®~ anu dx? 2nu \ oz
. du Jdu
Done, quels que soient =—: ——, on a
oz Jy

Q> —ontetn®+t,

.

Soit ensuite A la fonction qui satisfait a I'équation linéaire
(i 2)()2/4! I Jrh )2 0*h
T g T PGy TP E =

et se confond sur le contour C avece w.
En posant alors v =u — /i, nous constatons que

2, )2 0 2

o\ 0% 0 02¢ o
('+(/-)5',;5-?‘PQW+('+1)2)c).y2>—2lz-e"‘+';

et enfin, en faisant

[7 R el C— .I_’f(j»’&n"'—i-l(xE_)_y;’.)
0 Py s
nous aurons

(o g 22— apy L0y O
/ ()xg p/d d'y +1} () 9 0‘

Il en résulte que ¢, ne peut pas avoir de maximum 2 l'intérieur du
contour C. Comme, d’autre part, il est constant sur le contour, nous

en concluons que ¢, s’approche du contour en croissant; de sorte
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qu’ou doit avoir

v, -
= .’._’O,
dp ©
en tout point du contour (en désignant par g, 6 les coordonnées
polaires.
Done
dy R
22> prRen,
do =

i

Or, en vertu du raisonnement de la page 236, on peut fixer un

nombre P, tel que [3—2' <P sur le contour. Il en résulte finalement

du ST it 03 . nRe*n* P
I >—n?Re P, ; > — -

On a ainsi une limite supérieure des valeurs absolues de e lorsque
e

est négatif. Mais il est clair qu’on aura aussi

e
()3‘ nRe*n* P
— < N
dp 2 ane
puisque — z satisfait & la méme équation que =. 57 étant connue sur

le contour, nous avons immédiatement une limite supérieure de la
fonction
=== (%)
=T T= dp pdf)’

sur le contour C. Comme, d’autre part, il a été établi que cette fonction
n’a pas de maxima 4 l'intérieur du contour, notre démonstration de la
régularité de l’équation (4) se trouve achevée. Remarquons que,
comme dans le cas des surfaces minima, nos conclusions subsistent,
si le contour circulaire est remplacé par un contour analytique con-
vexe quelconque.

4. Le résultat ainsi obtenu n’est d’ailleurs qu’un cas particulier de
la proposition :

L’équation ( 2) est toujours réguliére, lorsque D est au plus du second
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7

‘ ];2 ~ 2
degre par rapport a p, q, el A— T C— T D,

rieure posiiive différente de zero.

ont une fimite supe-

Le cas ou D, peut s'annuler demanderait un examen spécial qui
ne semble pas bien difficile, car la régularité de I'équation dépendra
de Pexistence ou de la non-existence d’une solution réguliere quel-
conque de I'équation dans une région aussi grande qu’on Voudrg. Fl _
est cerfain que les deux circonstances peuvent se présenter. Ainsi,

'équation
(3) rt=(2t+yr—2) (p*+q*) —4

w'est pas régulitre ; je 'appelle pseudo-réguliere, car ces solutions du
probléme de Dirichlet, lorsqu’elles existent, sont nécessairement régu-
libres. On vérifie, en effet, immédiatement que I’équation (5) n’admet
pas de solution qui s’annule sur une circonférence de rayon R-1,
¢tant analytique 4 son intérieur(').

Au contraire, I'équation

(6 (- g* ) r—2pys + (1 + p2) =14 p*+ ¢*

des surfaces, dont la courbure en chaque point est proportionnelle
(¢gale) au cosinus de I'angle de la normale en ce point avec l'axe
des 3, est régulicre.

Nous pourrons reproduire le raisonnement qui nous a permis d’éta-
blir la régularité de 'équation (4), du moment que nous connaitrons
la limite supérieure n de | z|. A cet effet, taichons de trouver une solu-
tion 5, quelconque de (6) réguliére dans tout le plan. Cherchons-la
parmi les surfaces de révolution; en d’autres termes, supposons sz,

1} On est amené & chercher une solution de I'équation

1 0t N de\
002 _P =(P'—'2)<'C,-P>2—4>

réguliere 2 Porigine et s'annulant pour g =R. On trouve
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indépendant de ’angle 0 ; nous aurons I'équation

dgso ! ‘/5() /’v(/:'n e . , (130\\2
dp? +To__(7; l+(_(/_o) , —IT<(19/ )

ds , . .
Posons 71,;“ =u, nous obtenons I’équation du premier ordre

du O+ ('I u\

— = (1 =+« — =

dp A

qui n"admet qu'une seule solution réguliére a Uorigine (' ); il est aisé
de voir que, pour aucune valeur finie de g, « ne devient infini. En
effet, si & un moment donné u dépassait o par valeurs positives, le

second membre deviendrait négatif, « décroitrait tant qu’il n’attein-
drait pas p. D’autre part, si « devenait négatif, g% serait positif et, par
conséquent, « tendrait (*) vers o. En vertu de la théorie classique des
équations différentielles ordinaires, nous voyons que z est holomorphe
pour toute valeur positive de ¢. Ayant démontré ainsi I'existence de
la solution =, dans tout le plan des x, y, désignons par », la limite
supéricure de |z, |. Nous en déduirons immédiatement la limite supé-
rieure 2 de |z | 4 I'intérieur de C, du moment qu’on nous donne les
valeurs de z sur le contour C. Il nous suffira de nous appuyer sur la
remarque suivante :

-~

t 5 et 5, sont des solutions d’une méme équation du type elliptique
(h F(r.s,t.p.q, 5,2, y)=o0 (F,F:Zo0),

leur difference ne peut avorr ni de maxima positifs, ni de minima ne-
gatifs; le module de cette diyférence atteint sa plus g/'ande valeur sur le
contour.

En effet, en retranchant

F (7o, 80, tos Pos o5 505 2, y) =0 de F(r.s.¢,p.q,5,2,y)=o,

(1) Poir E. Prcarp, Traité d’ Analyse, t. 111, p. 26.
() Il est d’ailleurs facile de vérifier que o < o << ¢ et Z—:
Ann. Ec. Norm., (3), XXVIL. - Jux 1g10. 31

> o.
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240
nous obtenons 1'équation linéaire
.

00 _p 08 g0 2w Fo=o,

cae T pay oy T ror Ty

ott lon a posé 2=5 — 5,5 les valeurs des variables qu’on a substituer
A . ’ ~7 ! .

i la place de 7, s, ¢, p, ¢, 5 dans les coefficients F, F, F,, ... sont

inconnues, il est essentiel seulement que ce soient les mémes pour

tous les coefficients. Puisque les relations

AFLF,— (F)P>o, F.F. o,
e, . . . , . . dJdo Jo
sont vérifiées identiquement, on voit qu'en un point ot 5= = Ty =0
'expression
. 00 . 0% ., 0%
l‘,.a-l—'_r_,—%—l‘_‘-w—% ;:)lTl._;

est, ou hien nulle, ou bien a le méme signe que F g, ce qui prouve
que ¢ n'a ni maximum positif, ni minimum négatif & intérieur du
contour. La valeur absolue de la différence z — s, atteint donc son
maximum sur le contour. Par conséquent, si sur le contour |z | <N,
on aura constamment |§|<N-+n,; d'ol, & intérieur du contour
[5|<N+2n,. On pourra donc poser z=N+ 22, et en déduire la
régularité de I'équation (6) par le procédé employé pour I’équa-
tion (4).

5. Examinons encore 'équation des surfaces & courbure moyenne
constante (')

(7) (1431 —2pg5 + (1+ p2) 0= k(1 + p*+ )F,

k étant la valeur constante de la courbure.

Nous allons voir que dans certains cas le probleme de Dirichlet pour
cette équation est régulierement possible; dans d’autres, la solution
estirréguliére et, enfin, dans une derniére catégorie de cas le probleme
est absolument impossible. Nous dirons que I’équation (7) est irré-

‘ (:‘) Da'ns la Note présentée le 13 mai 1907 & 'Académie des Sciences, I'équation (7) a
é1¢ placée. par erreur, & la place de Iéquation (6), comme exemple d’équation réguliere.
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guliére. 11 est remarquable que les problémes de Dirichlet admettant des
solutions trrégulieres servent, en geénéral, de fronticres entre l'ensemble
de problémes régulierement possibles et celui des problémes imposstbles.

On vérifie sans peine que 5, = — }(\/4 — (@x* +y*)k* est une solu-
tion de I’équation (7) analytique a Uintérieur de la circonférence C de
Tayon R= -, ol elle s’annule. On voit d’ailleurs que cette solution

particuliére est une demi-sphere, ayant son centre a origine; le
plan tangent en un point quelconque de 1'équateur, qui sert de bord
la surface ('), est vertical ; les dérivées premiéres de la solution de-
viennent infinies sur le contour C. la solution est irréguliere sur ce
contour.

De Pirrégularité de =, on déduit 'impossibilité du probléme de Diri-
chlet pour un contour €’ contenant a son intérieur tout le cercle C que
nous appellerons cercle caracteristique.

En effet, construisons un cylindre vertical, ayant pour base la cir-
conférence caractéristique ; si la solution z du probleme relatif au
contour ¢ existait, elle serait représentée par une surface qui ne
pourrait pas avoir de plans tangents verticaux en aucun de ses points
situés sur notre cylindre. Or, considérons un des points de hauteur
maxima de la courbe d’intersection de la surface avec le cylindre, de
telle sorte qu’aucun point de cette courbe ne se trouve au-dessus de
la circonférence C,, section horizontale du cylindre menée par le point
considéré. Il résulterait alors de la remarque de la page 241, que la
demi-sphére inférieure passant par C,, qul est aussi un cercle caracté-
ristique, est située entiérement au-dessus de notre surface hypothé-
tique; par conséquent le plan tangent 4 cette surface en un point qui
lui est commun avec ’hémisphére devrait étre nécessairement vertical,
ce qui est contraire 4 'hypothése. La solution considérée ne peut donc
pas exister.

Dans le cas, ot le contour C” sur lequel sont données les valeurs de

(1) Je remarquerai, en passant, que si I'on ne spécifie pas le signe du radical dans le
second membre de I'équation (7), on trouvera aussi comme solulion la deuxiéme demi-
sphére. Ainsi, tandis que notre équation ne peut pas admettre plus d’'une solution du
probléme de Dirichlet, le probléme géoméirique correspondant, lorsquil est possible,
admetlra, en général, deux solutions.
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la solution cherchée, ne comprend & son intérieur aucun cercle carac-
(éristique, une étude plus ou moins minutieuse est nécessaire dans
chaque cas particulier pour décider de la possibilité du probleme
posé. Le principe qu’on doit prendre comme point de départ dans cette
etude est le sulvant :

St le probléme de Dirichlet avec certaines données sur un contour deter=
miné C est possible pour 'équatton

3
) (1+ ¢*)r—2pgs+ (1 —i—jﬂ)t:j'(:v,y)(1+/)‘3—\—q2)'3,

[v2)

{

le probléme avec les mémes données sera également possible pour Uéqua-
ton

3
(2 (1 g*)r —2pgs + (1= Py e= k(1 + p*+¢*)*,
si, pour toute valeur de x, y a Uintérieur du contour C', on a
oSkEf(@, ).

Il y aurait intérét de donner de cette proposition, presque évidente
géométriquement, une démonstration purement géométrique. Nous
en donnerons une autre démonstration qui se rattache simplement
notre étude générale.

Considérons le nombre 4 dans I'équation (7), comme un paramétre
variable. Pour £ = o, I’équation se réduira i celle des surfaces minima
qui admet certainement une solution du probléme de Dirichlet avec
les données aux limites proposées. Lorsque % sera (rés petit, le pro-
bléme sera encore possible, en vertu de la théorie générale; on pourra
affirmer sa possibilité, tant qu’on saura indiquer « priori une limite
supérieure de |p|, |¢| de la solution supposée, ou géométriquement,
tant qu'on parviendra i limiter supérieurement I'inclinaison V['“_—i-7
du plan tangent & la surface correspondante. Or, en reprenant le calcul
de la page 237, on voit sans peine que le carré de 'inclinaison

w=p*+ g2,

nest jamais maximum a Uintérieur d’une surface & courbure movenne
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constante, car cela exigerait que I'expression
T=(1+g)r*—apgrs + (1 +p?)s* 4+ (1 + q¢*) s> — 2 pgst +— (1 + p*) £?

soit négative. Il reste done & montrer que U'inclinaison du plan tangent
peut ¢tre limitée supérieurement sur le bord, lorsque les conditions
du théoreme sont remplies.

A cet effet, remarquons que la surface & courbure movenne satisfai-
sant & I'équation (7) est entiérement comprise (dans sa partie qui a
pour projection sur le plan des 2, y I'aire limitée par le contour €')
entre la surface minima et la surface satisfaisant & I’équation (8), si
toutes ces surfaces ont, comme il a été supposé, une courbe fermée
commune qui se projette suivant C’. Cela résulte du fait que la diffé-
rence s — z = ¢ entre une solution de I'équation (8) et une solution
de 'équation (7) satisfait 2 une équation linéaire du type elliptique
de la forme

0%*0 %0 . 0%0 Jo )

208
‘A.a—‘;_z +ZBW+ JEF+2D5;'T2'LUJ—/—L‘/(‘L"‘) /\]P.

e
N
[s]

dans laquelle P est essentiellement positif; le second membre étant
positif, ¢ n’a pas de maximum; z" — z=2¢ n'est donc jamais positif i
intérieur du contour €/, s’il s’annule sur ce contour. Pour la méme
raison, la différence 57 — z entre la hauteur d’un point de la surface
minima et celle du point correspondant de la surface & courbure
constante K n’est pas négative. On a donc

/

"2 5243

I est clair ainsi que le plan tangent a la surface satisfaisant a I’équa-
tion (7) est, en un point quelconque du bord situé dans I'angle diedre
(qui ne contient pas de plan vertical i son intérieur), formé par les
plans tangents en ce méme point & la surface minima et & la surface
satisfaisant & I'équation (8). Le plan tangent & notre surface ne peut
donc pas avoir une inclinaison qui soit & la fois supérieure a Uincli-
naison des plans tangents i ces deux surfaces données.  ¢. . v. n.

On reconnait également, par un raisonnement identique, que
Uéquation (7)) n’admet certainemnent pas de solutions du probléme posé, st
Ion a constamment

oz fla, y)Zh,

et st le probléme est impossible pour (équation (8).
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Il serait, sans doute, intéressant d’indiquer la marche systématique a
suivre pour pouvoir décider dans chaque cas particulier, par un nombre
lini d’essais, si le probléme est possible, ou non. Je n’ai pas'intention
de m’occuper ici de cette question. Je me borneral de donner, comme
exemple, une condition suffisante pour qu’on puisse faire passer par
une ellipse donnée une surface a courbure moyenne donnéee.

Le probleme revient & trouver une solution de I'équation (7) qui
s’annule sur le contour ayant pour équation

2 2

2? oy

g i=o.
Le probléme sera possible si 'on parvient & mener par ce contour
une surface de la nature exigée par notre principe, telle que sa cour-
bure moyenne soit constammant supérieure & K. A cet effet, envisa-
geons l'ellipsoide de révolution allongé ayant pour méridien Dellipse
donnée.
Un caleul facile montre que la courbure moyenne de 'ellipsoide a
pour expression

0
b:!—ﬁ— a2—;1'2(1 -

a

'
rojes |~ -

‘/( T =

Sil'on suppose @>b, le minimum de la courbure moyenne de I’el-
lipsoide aura lieu pour 2 =o0; on a alors

ooy a(bP+at) 1 I
Ak T“%Z*‘Z‘)

On pourra donc certainement mener, par ’ellipse donnée, une sur-
face a courbure moyenne K, si

a”
"

k<o +é>-
h2

-

Sur les surfaces définies par leur courbure totale.

6. Je commencerai ce Chapitre par I’étude de I’équation

(9) : rt — s?= k2.
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Cette équation est du type elliptique: mais elle a, aussi bien que
Iéquation des surfaces & courbure totale positive constante, cela de
particulier, que 'inégalité caractéristique

GEF, —(Fiy=4(rt —s) >0

n'est pas vérifiée identiquement ; elle n’a licu, en général, que pour
les fonctions représentées par des surfaces i courbure totale positive
et, en particulier, pour toutes les solutions de ['équation.

Nous remarquerons d’abord que le probléeme de Dirichlet pour cette
¢quation, dans le cas ou il est possible, ne peut avoir plus de deux
solutions.

En effet, en aucun point, la dérivée seconde » d’'une solution de
I'équation (9) ne peut s’annuler et ne peut, par conséquent, changer
de signe. Considérons alors une solution =, dont la dérivée seconde

2 ~

o= estconstamment positive; il ne pourra pas exister d’autre solution «

jouissant de la méme propriété qui se confondrait avec la premicre
. ! 1 d ’ . vy N

en tous les points d’'un contour ferme, car la différence ¢ =z—u,

satisfait & I'équation linéaire

0z
Y

o*u J*o . ) 0*a o
dx* dy*  \dxdy  dzxzdy!dvdy

(3]

|

%0 0w 0*0 o ( 03 o*u

(o) ).t -

1o

<

-~

qui est du type elliptique ('), lorsque 3—)5 et g—g}'—l sont de méme signe;
et par conséquent, si cette différence était nulle sur le contour, elle
serait nulle identiquement. 1l ne peut donc exister plus d’une solu-
tion, pour laquelle ~>>o0; de méme, il ne pourra pas exister plusd'une
solution pour laquelle » << o. En tout, il n’y aura jamais plus de deux
solutions.

Nous allons montrer & présent que l'dguation (o) est réguliere, que

(1) Il pourrait se faire que I'équation (10) ne soit pas du Lype elliplique. Il est certain
alors que I'équation :

0ru 03 Jrz 0*8 ( 02z 2u 020

dayt o2 ox gy \ozoy + or oy /) drdy =%

\

a laquelle ¢ satisfail ¢également, est du Lype elliptique.
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le probléme de Dirichles avec des données quelcongu:s sur un cercle C de
ravon arbitraire R admet towjours dewx solutions distinctes.

Notre proposition sera démontrée, si nous arri\f’ons a inc'liqum‘
a priori, au moyen des données sur le contour, des limites supérieures
des modules des dérivées de deux premiers ordres de la solution dont
on admet existence.

Examinons d’abord le cas ou » est positif. Le raisonnement serait
tout pareil, si on supposait r négatif. La surface hypothétique S
tournera done sa concavité vers le haut, tout aussi bien que le para-
boloide de révolution

3
5= ;( 2+ p?)

qui satisfait également & Péquation (g). Il en résulte, grace a I'équa-
tion (10), que le point le plus bas de notre surface S ne peut pas

Ty

tomber au-dessous de sz, — —R?*, en désignant par s, la hauteur

donnée du point le plus bas du bord de cette surface. Le point le plus
haut de la surface se trouvera manifestement sur le bord, puisque,
par hypothese, notre surface tournc sa concavité vers le haut.

Passons & la recherche des limites supérieures des modules des de-
rivées premiéres. Il est évident que ni le [p|, ni le [¢| ne peuvent
avoir de maximum, carret¢ nes’anuulent jamais. D'autre part, 7 étant

2

g ds d*z .
positif, on aura sur le contour o > - Tgg’ e qui nous donne une
{ \gu~

. . ; , . L, 03
limite supérieure des modules des valeurs négatives de la dérivée ()—
Jn
. . TR} . 9. . . . ,l
suivant le rayon. Il n’est pas plus ditlicile d’indiquer une limite supe-
vieure des valeurs positives de 5. Dans ce but, prenons un point
~
quelconque M du bord donné (ayant pour projection la circonfé-
rence C) de notre surface S; menons, par la tangente au bord en ce
point, un plan de telle sorte que la section elliptique E du cylindre ver-
tical, ayant pour base la circonférence C, soit enticrement au-dessous
dubord de la surface 8. Soit Z = ax + by + d Péquation de ce plan;
a anrfaca ¥ eatiefale S atl g Q 1 :
la surface X satisfaisant & I"equation (g) et passant par Iellipse E, en
tournant sa coneavite vers le haut, aura pour équation

k .
= F+Y—R) +ax+ by +d.
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Cette surface, étant entierement au-dessous de la surface S, doit
avoir en leur point commun M le plan tangent plus incliné que celui
de la surface S (si ce dernier va en montant de intéricur du contour
a Pextérieur); on aura done

<i>+ <__‘)3 Ve (93 L:CY
p o) < uP> RNV

ou

)3 3! .
£ < 2—— = KR + acosf+ bsini.
o Jo

i
Il nous reste done & nous occuper des dérivées secondes. Il est clair
d’abord que leurs modules n’ont pas de maxima & Pintéricur du
S . ap B
contour. Lin effet, si r= 5, bar exemple, est maximum, on a
dp __ d*p

de T Qa d)’
or, en dillérentiant I'équation (9) par rapport & @, on trouve

L0%p Pp o Pp
Iz)-v—)'—_;—l-lﬁ ‘,S()J;()‘}/-—O,

et, en différentiant encore une fois, en tenant compte des conditions
du maximum écrites plus haut, on a

r()ir—l—-tﬂ—-os‘ o =0
dy* dxr T oxdy 7

ce quirend le maximum (ou le minimum) de 7 impossible.
Pour avoir des limites supérieures des modules des dérivies se-
condes sur le contour, différentions I'équation (g) par rapport a 0;

9. . . . . ()5
nous obtenons 'équation, & laquelle satisfait 55 =%
025, Pz 0z,

g oy* i da? S or dy =°

&

Nous en concluons que la courbure totale

()‘251 2;1_<d2:l >2
dx* Jdy* dx dy

[H' <%>+<%>J

Anp. Ee. Norm., (3), XXVII. — Jux 1910, 3o
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de la surface représentée par la fonction =, est, en général, négative
(Pensemble des points & courbure négative est partout dense); par
conséquent, en vertu d’un raisonnement plusieurs fois appliqué, la

.o , . 03 03 , . T
limite supérieure de I—d—p—'l = ,m’ dépend uniquement de la limite

supérieure du module de la dérivée troisicme, ¢”(0), de la fone-

tion ¢(0) donnée, i laquelle = se réduit sur le contour.
0%z

Connaissant ainsi les limites supérieures de i 1ot [ 22, on dé-
-onnatssant ains 90 00 PIE

duira de I'équation (9), écrite en coordonnées polaires,

02'(02: _l_ig_‘: _< s 03 >”_ x
dTp :079’ pdp> pdpdi  p*df -

. . J%s .y L
une limite supérieure du modulelﬁlde la dernic¢re dérivée du second
ordre. Seulement il nous faudra indiquer pour cela une limite infé-
. ) . . 2% Js
ricure sur le contour de I'expression positive sor + 0 Nous pou-
vons naturellement nous borner & indiquer cette limite inférieure au

point = o.
Désignons par g,, 9, o;, 2, les valeurs données de = et de ses déri-
vées des trois premiers ordres au point considéré. D'autre part, envi-

sageons le paraboloide S ayant pour équation
’

—_ d_—?l‘—c?(,;> 9 ?:) -+ CP:’I’ 9 2
u_(——“:——— — SRy Fa(@t+yt— k)

< I >”+ 3R

y+d,

en supposant que « et d sont reliés par la relation

ANEY

9o+

I d— o — " ey 0\ __ zanpe
(11) ha(d—oy— o)+ aR?) < T >-_AR.

On voit alors que « satisfait & I'équation (g) et, de plus, on a pour
0 = o sur le contour,

) 2
u=o %:@' 0’ u — o 0*u "
0 T0: ()92 — Yo W:@O'

' a0




SUR LES SURFACES DEFINIES AU MOYEN DE LEUR COURBURE, ETC. 251

Par conséquent, si ’on compare z et z sur le contour, on voit que

On + o(\

S—u=0+ (9,+ ) cos*F + cosf sinf — (29,+ o)) cos’

49, +of .
— T 0 ing — d(1 — cos4)?,
et puisque
& ps 9 w0
cosO:x———f—‘u—,, sinf =0 — —
2 24 6 120
6y — ' '7":', 2 ,¢/»I 03 F G
9(9) =0+ 9,0 + L2 04 T2 0P — 0,
T T 9 b 4
ou w ct p’ sont inférieurs & 1, et | F| est inférieur ala limite supérieure
des modules des dérivées quatricmes, 2 (0), de £ (0), on trouve

5 —u=Hi — (1—co0s¥)%d,

la limite supérieure de |H| ¢tant un nombre bien déterminé qu'il est
inutile de calculer. Or, tant que |0] <=, on a

O'o ’]T‘
(1—cosb)? < A
Il suffira donc de prendre
d> EZ:—E::

pour étre certain que s n’est jamais supérieur & u; par conséquent,
on a au point considéré

ds ()u

c)p ()J

2

Jd%s Jds - - s
Il en résulte que gz = g aura une borne inférieure parfaitement
déterminée, égale d
u Jdu

W"i“m:.@d

au point considéré. [« est déterminé au moyen de I'égalité (11), du
moment que nous avons fixé d.|
Notre démonstration se trouve ainsi achevée. On prouve de laméme
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facon I'existence d'une solution dont la concavité est dirigée vers
le bas.

7. Nous appliquerons encore notre méthode a 'étude des surfaces
A courbure totale constante, définies par I'équation

(12) re— 2= 21+ pr+q?)h

On sait que ces surfaces sont intimement li¢es aux surfaces & cour-
bure moyenne constante ; il faut donc s’atlendre & trouver des résultats
analogues a ceux que nous avons obtenus au paragraphe 5. Par le fait,
nous allons démontrer le théoréme suivant :

Tuitonine. — Etant donnée une courbe fermée S dans Uespace, ayant
pour projection sur un certain plan (des xy) une circonference C, on peut
Jaire passer par celte courbe deux surjfaces & courbure constante posiliye
donnée, pourvu que cetie courbure, k*, soit suffisamment petite. En par-
ticulier, pour que le probléme soit possible, il jaut et il suffit qu’il existe
aw moins une surface a courbure positive f (variable), passant par la
courbe S, et telle qu’on art

r> L2
—_ .

Il résulte du paragraphe précédent qu’on peut mener par n’importe
quel contoura projection circulaire une surface 2 courbure totale posi-
tive / ( /ayant une limite inférieure différente de zéro). D’autre part,
il est évident que la condition de la possibilité du probléme, indiquée
dans I'énoncé du théortme, est nécessaire. Il faut démontrer seule- -
ment qu’elle est sulfisante.

Dans ce butje remarquerais d’abord que, comme pour I’équation (9),
les modules des dérivées premieres d’une solution de I'équation (12)
n‘ont pas de maximum.

Envisageons la solution représentée par une surface qui tourne sa
concavité vers le haut pour laquelle on a, par conséquent 7> o, ¢ > o.

Montrons que la fonction positive

w=r ¢

ne peut pas avoir de maximum 4 I'intérieur du contour C.
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A cet effet, écrivons les conditions nécessaires du maximum
Jar Jt ar Jt
2= — o,

—_ i¢) —_— + — =
oz "oz % oy oy
ou encore

or__os__ o,
dx "~ dy dx 7
ar _ ds 0t
dy — dx T dy

En tenant compte de ces égalités, différentions I'équation (12) deux
fois par rapport & . Nous aurons
OO 0
ox? dx* T Qu?
= o(R ) 4R (pr =4 gs) AR (4= pr = ) (P2 S p ) - g ),

/

et de méme, en différentiant deux fois par rapport & v,

PR O
dy? 0),2 < ()yz

== o (R p2) + 4R (ps + O 4R (1= PP ) (P B— ph — g ).

D’ou, en additionnant membre & membre,

Jd*ep Nty A
r— 2

gy 0w T ¥z ay

=424+ )+ LR (pr+gs)-F LR (ps 4+ qt)?
AR (14 PP g?) (1 282+ 22) > 0.

Done, w =r~-¢ ne peut pas avoir de maximum.

Il est clair que, du moment qu'on connaitra unc limite supéricure
de r—+¢, on tirera immédiatement de ’équation (12) une limite supé-
rieure de ||, [¢], |s].

Il nous reste donc & chercher des limites supérieures des dérivées
des deux premiers ordres sur le contour. A cet effet, considérons la
surface (concave vers le haut) passant par la méme courbe, S, que
notre surface & courbure constante, en satisfaisant & I'équation

r

re—st= f1+ p*+ ¢*),
ol f 2k

Il est facile de voir qu’en un point quelconque du contour cette
noavelle surface a un plan tangent plus incliné que notre surface



254 SERGE BERNSTEIN.

otudiée, car cette derniére est certainement entiérement au-dessus de
la premiére. En effet, on vérifie, comme dans le Chapitre précé.dent‘,
que la différence 2 entre la hauteur d'un point de notre surface a
courbure constante et celle du point correspondant de la surface
auxiliaire satisfait & une inégalité de la forme

00 d%0 9*d 00 a9

820 ¢ + B2 <0 (AC—B>o0),

3
AT B Tl o TRy

qui montre que ¢ ne peut étre négatif s'il s’annule sur le contour.
Ainsi l'existence de la surface auxiliaire permet de limiter supé-
rieurement l'inclinaison du plan tangent de la surface cherchée. C’est
d’ailleurs le seul point de la démonstration ou cette hypothése essen-
tielle intervient.
Cherchons enfin une limite supérieure de
0*s  14s

1
+ ==+ 5 =

w:l'-l—t:dp2 PdP - P

en un point du contour, ou cette fonction atteint sa plus grande valeur.
On aura en ce point

[ dw  0%s3 1 0%z A
(13) 09 T 05705 "5 0p08 Tp o = °
! i)l——‘lf %z 1 Pz 1 4Js 2 0%z

1
= ot aa— T — = o 20
de dp®  pdp* " p* 0pdit p*dp P UGF T
Dans la suite nous représenterons par des lettres quelconques de
I'alphabet grec les expressions dont on connait des limites supérieures,
) NPT . , ds 0Js 0% 0%
c’est-d-dive des fonctions bornées de ==, =5, 23, 22,
© 05 99’ 9B 95
Remarquons de suite qu’on connait une limite supérieure i I'expres-
sion positive
I — 2
Js 1 diz

o "R oEr
sur le contour C, car cette expression cst en chaque point inférieure &

1
do TR 05"
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ot « est la solution de I'équation (9) prenant sur le contour C les
mémes valeurs que s.

Ceci posé, dilférentions 1’équation (12), écrite en coordonnées po-
laires,

., 05/ 03 03 s ds \? ds\? 0s\?]2
A i e dndi DY (U g =

(1200 Gz <P2092+P€)P> <90p05 9209> e [I lr<¢)P> +<P(}9> J’
par rapport & o et 0 respectivement. En employant les lettres grecques
de la fagon convenue et en posant

_ s 0ds

T pdpdd o’
nous aurons

dc v 0%z 0%z 2c
(“)——OC) (5—()—0+;+ﬁ> —i—wd—QC(m — -P—>:al‘p+{3’C+VI:

(w—oa)(c+ +——‘2—:'— —2c£€~o”c o’
(e+¥)+ Goran® g FeTen

En vertu des relations (13), ces égalités prendront la forme
dc c N
("V—2U-)< + = +B>+Gc<—+o Sa'w+Ble+ v,
(14) ” b

(w——za)(c—i—y)—zcgg—occ—i—o

D’autre part, de I’équation (12 bis) nous tirons
w—=rgc?+ ¢,

Par conséquent, pour avoir une limite supérieure de w, il nous suf-
fira de connaitre celle de |c|.
Supposons, pour fixer les idées, ¢ > o.

Des relations (14) nous tirons alors, en éliminant d’ abord et

ensuite w,
(w—20a) (3“02# +'nc+'n'> +6c‘2<-;- + 6>§c(a’w+ﬁ’c+y’)

et
e+ Vet + per+ plc+mso.
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On en déduit immediatement que
e M N+ ] ] I

Un caleul identique donnerait une limite supérieure de [¢| dans
I'hypothese de ¢ négatif,

La démonstration est ainsi achevée.

Jo n'insisterai pas sur les applications du théoréme démontré. Je
me bornerai seulement i attiver I'attention sur le fait suivant :

D'aprs ce qui précéde, on peut toujours mener, par une courbe
fermée & projection circulaire, deux surfaces & courbure totale con-
stante suflisamment petite. Il est facile de se rendre compte que,
lorsque la courbure tendra vers zéro, chaque surface tendra vers une
surface limite bien déterminée. On voit également que sur chacune
de ces surfaces limites = est une fonction, i variation bornée, de , y.
Il en résulte que ces surfaces, qui sont limites de surfaces applicables
sur des spheres de rayon de plus en plus grand, sont clles-mémes
applicables sur le plan.

Il'y a lieu de remarquer que ces surfaces ne sont pas, en général,
régulieres, ce sont probablement des surfaces de M. Lebesgue.

En cffet, prenons, par exemple, comme fonction donnée sur le

contour C,
9(9)=cos’24.

La courbe par laquelle devra passer la surface aura guatre plans de
symétrie; il en sera done de méme de la surface. Or une surface déve-
loppab%e sans point singulier ne peut avoir plus de dewx plans de
symétrie sans se réduire a un plan.

le terminerai par la remarque qu'une circonstance analogue se pré-
g ( l\ A ’ \ a1 u W 1
sente, en général, lorsqu’on veut traiter les équations du type parabo-
lique comme un cas limite des équations du type elliptique.



